
R O Z D Z I A Ł I 

W S T Ę P N E W I A D O M O Ś C I Z T E O R I I B Ł Ę D Ó W 

A . T e o r i a błędów m a k s y m a l n y c h 

§ 1. B ł ą d b e z w z g l ę d n y i b ł ą d w z g l ę d n y w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n e j . 
W e w s z y s t k i c h n a u k a c h e k s p e r y m e n t a l n y c h m a m y d o c z y n i e n i a z w a r ­
t o ś c i a m i p r z y b l i ż o n y m i . D o k o n y w u j ą e j a k i e g o k o l w i e k p o m i a r u , n p . 
mierząc p l a n i m e t r e m p o w i e r z c h n i ę l iścia, o t r z y m u j e m y n a o g ó ł w y n i k 
p r z y b l i ż o n y . M o ż e m y się o t y m p r z e k o n a ć p o w t a r z a j ą c p o m i a r . U z y s k a n e 
w y n i k i b ę d ą n a o g ó ł r ó ż n e . Dokładna wartość m i e r z o n e j w ie lkośc i n i e 
t y l k o ż e n i e j e s t n a m z n a n a , a l e m i e l i b y ś m y n a w e t p o w a ż n e t r u d n o ś c i 
m e t o d o l o g i c z n e , g d y b y ś m y c h c i e l i z d e f i n i o w a ć t o p o j ę c i e . W d a l s z y c h 
r o z w a ż a n i a c h b ę d z i e m y j e d n a k m ó w i l i o w a r t o ś c i d o k ł a d n e j b e z p r e c y ­
z o w a n i a t ego p o j ę c i a . M o ż n a ją r o z u m i e ć n p . j a k o w y n i k z n a c z n i e d o k ł a d ­
n i e j s z e g o p o m i a r u . 

R ó ż n i c ę da p o m i ę d z y d o k ł a d n ą wartośc ią A w ie lkośc i m i e r z o n e j 
i j e j war tośc ią p r z y b l i ż o n ą a 

(1) * óa=A-a 

n a z y w a m y błędem wartości 'przybliżonej a. N i e z n a j ą c war toś c i d o k ł a d ­
n e j A n i e m o ż e m y z n a ć r ó w n i e ż b ł ę d u da1). D l a t e g o z a z w y c z a j w p r o w a ­
d z a m y inną w i e l k o ś ć zwaną b ł ę d e m b e z w z g l ę d n y m . Błędem bezwzględ­
nym w a r t o ś c i p r z y b U ż o n e j a n a z w i e m y każdą l i czbę n i e u j e m n ą Aa, o k t ó ­
r e j w i e m y , że spełnia n i e r ó w n o ś ć 

(2) \da\=\A-a\^Aa. 

W p r a k t y c e s t a r a m y się o c z y w i ś c i e d l a d a n e g o p r z y b l i ż e n i a a okreś l i ć 
m o ż l i w i e m a ł y b ł ą d b e z w z g l ę d n y Aa. 

x) Jako przypadek, w którym znamy zarówno dokładną wartość, jak i błąd 
przybliżenia, można podać przykład przybliżenia przez zaokrąglenie. Jeżeli zysk 
pewnego przedsiębiorstwa w r. 1952 jest Z =428133,57 zł, to przybliżona wartość 
« = 428000 zł jest obarczona błędem ( te=133 ,57z ł . 
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Jeśli z n a m y w a r t o ś ć p r z y b l i ż o n ą a i j e j b łąd b e z w z g l ę d n y Aa, t o 
m o ż e m y z a p o m o c ą r ó w n o w a ż n e j (2) n i e równośc i 

(3) a — Aa < A^a + Aa 

okreś l ić przedz ia ł , w k t ó r y m z a w i e r a się n i e z n a n a w a r t o ś ć d o k ł a d n a A. 
W p r z y p a d k a c h p r o s t s z y c h p o m i a r ó w błąd b e z w z g l ę d n y j e s t w y z n a c z o n y 
p r z e z d o k ł a d n o ś ć p r z y r z ą d u p o m i a r o w e g o . Mierząc n p . d ł u g o ś ć ł a w y 
o p t y c z n e j taśmą z p o d z i a ł k ą co 1 c m n i e p o p e ł n i a m y b ł ę d u w i ę k s z e g o 
niż o d s t ę p m i ę d z y sąs iednimi p o d z i a ł k a m i i p r z y p o w t a r z a n i u p o m i a r u 
o t r z y m a m y z a w s z e t e n s a m w y n i k . W i n n y c h p r z y p a d k a c h m o ż e m y 
się z o r i e n t o w a ć co do w ie lkośc i b ł ę d u b e z w z g l ę d n e g o p o w t a r z a j ą c p o m i a r 
i b a d a j ą c r o z r z u t u z y s k a n y c h wynikÓAw Z a g a d n i e n i e t o o m ó w i m y d o ­
k ładn ie j w § 8. 

B ł ą d b e z w z g l ę d n y n i e c h a r a k t e r y z u j e n a m j e s z c z e d o s t a t e c z n i e 
d o k ł a d n o ś c i p o m i a r u . Jeże l i z j e d n a k o w y m b ł ę d e m b e z w z g l ę d n y m z l a = l c m 
z m i e r z y m y w y s o k o ś ć w i e ż y i d ł u g o ś ć g w o ź d z i a , t o p i e r w s z y p o m i a r u z n a m y 
z a b a r d z o d o k ł a d n y , a d r u g i z a m a ł o d o k ł a d n y . D l a l e p s z e g o s c h a r a k t e ­
r y z o w a n i a d o k ł a d n o ś c i p o m i a r u w p r o w a d z i m y p o j ę c i e b ł ę d u w z g l ę d n e g o . 
Błędem względnym sa p r z y b l i ż o n e j w a r t o ś c i a b ę d z i e m y n a z y w a l i s t o s u ­
n e k b ł ę d u b e z w z g l ę d n e g o Aa d o w a r t o ś c i bezAvzględnej \a\ 

Aa 
(4) ea= ——- , a # 0 . 

I«l 

Z w r a c a m y u w a g ę , że w o d r ó ż n i e n i u o d b ł ędu b e z w z g l ę d n e g o , k t ó r y 
m a w y m i a r t e n s a m co i p r z y b l i ż o n a w a r t o ś ć a, b ł ą d w z g l ę d n y j e s t w i e l ­
kośc ią n i e m i a n o w a n ą i b y w a częs to w y r a ż a n y w p r o c e n t a c h . S t ą d n a o z n a ­
c z e n i e b ł ę d u w z g l ę d n e g o w y r a ż o n e g o w p r o c e n t a c h u ż y w a się c zęs to 
n a z w y błąd procentowy. T e r m i n t e n j e s t j e d n a k w p r a k t y c e ź r ó d ł e m w i e l u 
n i e p o r o z u m i e ń i n i e b ę d z i e m y go u ż y w a l i . S t o s u j ą c s y m b o l % b ę d z i e m y 
go r o z u m i e l i j a k o s k r ó c o n y z a p i s u ł a m k a 1 /100 i w y r a ż a j ą c b ł ą d w z g l ę d n y 
w p r o c e n t a c h n i e b ę d z i e m y w p r o w a d z a l i s p e c j a l n e g o t e r m i n u . 

P o s ł u g u j ą c się b ł ę d e m w z g l ę d n y m m o ż e m y n a p i s a ć n i e r ó w n o ś c i 
(2) i (3) w p o s t a c i 

(5) \A-a\^\a\sa 

o r a z 
a ( l — A^a(l + sa) d l a a > 0 , 

(6) 
a ( l + e a ) < a(l— ea) d l a a<0. 

N i e r ó w n o ś c i te p o d a j ą o s z a c o w a n i e n i e z n a n e j war tośc i d o k ł a d n e j A, 
g d y z n a n a j e s t w a r t o ś ć p r z y b l i ż o n a a i j e j b ł ą d w z g l ę d n y ea. 
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P R Z Y K Ł A D 1. Z dokładnością, do 1 c m z m i e r z o n o w y s o k o ś ć w i e ż y 
u z y s k u j ą c w y n i k / i = 6 2 m 48 c m i z tą samą d o k ł a d n o ś c i ą z m i e r z o n o 
d ł u g o ś ć g w o ź d z i a z w y n i k i e m 1 = 7 c m . B ł ą d b e z w z g l ę d n y o b u p o m i a r ó w 
j e s t rÓAvny Ah = Al = l c m , n a t o m i a s t b ł ę d y Avzględne różnią się z n a c z n i e . 
M a m y 

1 1 
eh= 0 ,00016 = 0 , 0 1 6 0 / « , el = — ^ 0 , 1 4 = 14<>/„ • 

6248 ' ' ' 7 

P R Z Y K Ł A D 2. W w y n i k u ważenia z d o k ł a d n o ś c i ą do 0 ,005 g u z y s k a n o 
d l a c iężaru Q n a c z y n i a k a l o r y m e t r y c z n e g o w a r t o ś ć przybl iżoną, a = 1 2 7 , 0 8 5 g . 
Błąd b e z w z g l ę d n y p o m i a r u j e s t Aa= 0 ,005 g , b łąd w z g l ę d n y 

Aa 0 ,005 
ea= = - — - «s 0 , 0 0 0 0 4 = 0,004" / , , . 

a 1 2 7 , 0 8 5 

P o d a j ą c d o w o l n ą w a r t o ś ć p r z y b l i ż o n ą p o w i n n i ś m y z a w s z e p o d a w a ć 
je j b łąd . P r z y b l i ż o n a w a r t o ś ć bez p o d a n i a b ł ę d u j e s t b e z u ż y t e c z n a i w y ­
c iąganie n a j e j p o d s t a w i e j a k i c h k o l w i e k w n i o s k ó w p r a k t y c z n y c h j e s t 
n i e u z a s a d n i o n e . L i c z b ę p r z y b l i ż o n ą w r a z z b ł ę d e m b e z w z g l ę d n y m l u b 
w z g l ę d n y m o k r e ś l a m y o d p o w i e d n i o n i e r ó w n o ś c i a m i (3) i (6) a l b o w z o ­
r a m i 

(7) A = a±Aa l u b A = a(l±ea), 

k t ó r e należy r o z u m i e ć j a k o s k r ó c o n y z a p i s n i e równośc i (3) i (6). T a k więc 
AV p r z y k ł a d z i e 2 p o w i e m y , że c iężar Q n a c z y n i a k a l o r y m e t r y c z n e g o jest 

Q= 127 ,085 g ± 0 ,005 g l u b Q= 127 ,085 (1 ± 0 ,00004) g . 

T a n i g d z i e w y k o n u j e m y d u ż o r a c h u n k ó w na l i c z b a c h p r z y b l i ż o n y c h , 
Avarto j e s t j e s z c z e b a r d z i e j u p r o ś c i ć i c h z a p i s . W d a l s z y m tekśc ie b ę d z i e m y 
częs to z a p i s y A v a l i b ł ą d b e z w z g l ę d n y b e z p o ś r e d n i o n a d wartością, p r z y ­
b l iżoną. B ę d z i e m y p r z y t y m z w y k l e p o d a w a l i t y l k o c y f r y z n a c z ą c e b ł ę d u 
bezAVZględnego u m i e s z c z a j ą c j e n a d o d p o A v i e d n i m i m i e j s c a m i dz ies ięt ­
n y m i l i c z b y p r z y b l i ż o n e j . P r z y t a k i m z a p i s i e r o z p a t r y w a n y p o p r z e d n i o 
c iężar n a c z y n i a k a l o r y m e t r y c z n e g o j e s t 

5 
Q= 1 2 7 , 0 8 5 g . 

W p r a k t y c e d o k ł a d n o ś ć l i c z b y p r z y b l i ż o n e j okreś la się t a k ż e c z ę s t o 
p r z e z p o d a n i e i lości d o k ł a d n y c h c y f r . L i c z b a p r z y b l i ż o n a m a n cyfr do­
kładnych, jeśli j e j b ł ą d b e z w z g l ę d n y n i e przeAvyższa j e d n o ś c i n a n - t y m 
z k o l e i m i e j s c u j e j r ozwin ię c ia dz i es i ę tnego , Ucząc o d piei 'Avszej c y f r y 
r ó ż n e j o d z e r a . Jeże l i n p . a = 15 ,672 z c z t e r e m a c y f r a m i d o k ł a d n y m i , 
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10 
t o Aa=0,01 ( a = 1 5 , 6 7 2 ) . T e r m i n u i lość c y f r d o k ł a d n y c h n i e na leży r o ­
z u m i e ć d o s ł o w n i e . N a p r z y k ł a d l i c z b a 0 ,0799 j e s t wartością, p rzyb l i żoną 
l i c z b y 0 ,0800 z t r z e m a c y f r a m i d o k ł a d n y m i , m i m o że w s z y s t k i e j e j c y f r y 
z n a c z ą c e są r ó ż n e o d o d p o w i e d n i c h c y f r l i c z b y d o k ł a d n e j . 

Z n a j ą c i l ość c y f r d o k ł a d n y c h m o ż e m y o s z a c o w a ć b ł ą d w z g l ę d n y 
l i c z b y p r z y b l i ż o n e j i n a o d w r ó t , z n a j ą c b ł ą d w z g l ę d n y m o ż e m y o b l i c z y ć 
i l ość d o k ł a d n y c h c y f r d a n e j l i c z b y p r z y b l i ż o n e j . Jeże l i l i c z b a a m a n c y f r 
d o k ł a d n y c h , t o z a j e j b ł ą d b e z w z g l ę d n y m o ż e m y p r z y j ą ć 
(8) Aa=10°-n+1, 

g d z i e s j e s t cechą l o g a r y t m u dz ies ię tnego l i c z b y \a\. W t e d y m o ż e m y , 
u w z g l ę d n i a j ą c n i e r ó w n o ś ć 1 0 s < \a\< 10s+1, o s z a c o w a ć b łąd w z g l ę d n y 

1 0 * - n + 1 Aa i n s - n + 1 ł 0 ' " n + 1 

(9) 1 0 - " = — - < ea= = < — = 1 0 " n 1 \ 
v ' 3 0 s + 1 \a\ \a\ 10" 

M o ż e m y u z y s k a ć d o k ł a d n i e j s z e o s z a c o w a n i e , jeżel i z n a m y pierwszą 
c y f r ę znaczącą c l i c z b y a; w t e d y o ! 0 s ^ |a|<(c+ 1 )]0' s ' i 

1 0 - n + i 10 "+ 1 

(10) — : < e a < . 
c + 1 c 

Jeże l i z n a m y b ł ą d w z g l ę d n y sa, a b ł ą d b e z w z g l ę d n y j e s t o k r e ś l o n y 
w z o r e m (8) , t o 

(11) 10"+Uog sa]<10s+iogsa=10" ecuą Aa = \a\sa< 

< 1 0 s + 1 ea = l 0 s + 1 + , ° K £ a < 1 0 s + H<**°J+*j 

g d z i e [ l o g t a ] o z n a c z a na jwiększą l i c zbę ca łkowi tą mnie j szą niż l o g e a . 
P o r ó w n u j ą c w z o r y (8) i (11) o t r z y m u j e m y o s z a c o w a n i e i lości c y f r d o k ł a d ­
n y c h n l i c z b y a 

— [ l o g e a ] — 1 < n < — [ l o g e a ] + l , 
s k ą d 

(12) w, = — [ l o g e a ] . 

I s t n i e j e k o n w e n c j a s p e c j a l n e g o z a p i s u l i c z b p r z y b l i ż o n y c h , dz ięk i 
k tóre j m o ż n a okreś l i ć i c h d o k ł a d n o ś ć b e z o s o b n e g o p o d a w a n i a b ł ę d u 
c z y i lości c y f r d o k ł a d n y c h . K o n w e n c j a t a p o l e g a n a p o d a w a n i u t y l k o c y f r 
d o k ł a d n y c h . T a k z a p i s a n a l i c z b a 8 ,452 m a c z t e r y c y f r y d o k ł a d n e . Jeśl i 
l i c z b a 1 2 0 0 0 0 m a t y l k o t r z y c y f r y d o k ł a d n e , t o n i e d o k ł a d n e z e r a zas tę ­
p u j e m y o d p o w i e d n i ą p o t ę g ą l i c z b y 1 0 , p i sząc 1 2 0 - 1 0 3 l u b t eż 1,20 - 1 0 5 , 
a d l a z a z n a c z e n i a , że l i c z b a 0,2 m a c z t e r y c y f r y d o k ł a d n e , p i s z e m y 
0 ,2000 . K o n w e n c j a p o w y ż s z a n i e d o t y c z y j e d n a k o b l i c z e ń p o m o c n i c z y c h , 
g d z i e n i e r a z w y p i s u j e m y w i ę c e j c y f r z n a c z ą c y c h d a n e j l i c z b y p r z y b l i ż o -
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n e j , niż m a o n a c y f r d o k ł a d n y c h , a b y n i e p o w i ę k s z a ć b ł ę d ó w , w y n i k a j ą c y c h 
z dz ia łań p r z y b l i ż o n y c h . 

P r z y o d r z u c a n i u z b y t e c z n y c h m i e j s c dz i e s i ę tnych s t o s u j e się z w y k l e 
t z w . regułę dopełnienia. W m y ś l t e j r e g u ł y , o d r z u c a j ą c z b ę d n e m i e j s c a 
dz ies ię tne , ostatnią p o z o s t a w i o n ą c y f r ę z w i ę k s z a m y o j e d n o ś ć , j eże l i 
p i e r w s z a o d r z u c o n a c y f r a j e s t n i e m n i e j s z a niż 5 i p o z o s t a w i a m y ją b e z 
z m i a n y w p r z y p a d k u p r z e c i w n y m , t j . g d y p i e r w s z a o d r z u c o n a c y f r a j e s t 
m n i e j s z a niż 5. W t e n s p o s ó b l i c zbę ^ = 3 , 1 4 1 5 9 . . . z a o k r ą g l i m y d o c z t e r e c h 
c y f r p i sząc 7 ^ 3 , 1 4 2 l u b d o t r z e c h c y f r p i sząc .-T«»3,14. R e g u ł a d o p e ł n i e ­
n i a g w a r a n t u j e n a m , że b ł ą d b e z w z g l ę d n y u z y s k a n e g o p r z y b l i ż e n i a n i e 
p r z e w y ż s z a p o ł o w y j e d n o ś c i n a o s t a t n i m d z i e s i ę t n y m m i e j s c u znaczą­
c y m . N a p r z y k ł a d o d c z y t u j ą c z t a b l i c , k t ó r e są n a o g ó ł s p o r z ą d z a n e z u w ­
z g l ę d n i e n i e m regu ły dope łn i en ia , p r z y b l i ż o n ą w a r t o ś ć log3«= ;0 ,4771 m o ­
ż e m y p r z y j ą ć j a k o b ł ą d b e z w z g l ę d n y l i czbę 0 , 0 0 0 0 5 = 5 - 1 0 " 5 , co m o ż e m y 

05 
r ó w n i e ż zap i sać l o g 3 = 0 , 4 7 7 1 . 

§ 2 . B ł ą d f u n k c j i j e d n e j z m i e n n e j . M i e r z o n e b e z p o ś r e d n i o wie lkośc i 
f i z y c z n e służą n a m z a z w y c z a j d o o b l i c z a n i a i n n y c h . W y n i k i dz ia łań w y ­
k o n a n y c h n a l i c z b a c h p r z y b l i ż o n y c h l u b ogó ln i e j — war toś c i f u n k c j i a r g u 
m e n t ó w p r z y b l i ż o n y c h , są t a k ż e p r z y b l i ż o n e . M u s i m y w i ę c u m i e ć o b l i c z a ć 
błąd wartości funkcji, g d y z n a n e są b ł ę d y j e j argumentÓAv. 

N i e c h x b ę d z i e wartośc ią p r z y b l i ż o n ą wie lkośc i Z z b ł ę d e m 
b e z w z g l ę d n y m Ax. N i e c h y = / ( t ) b ę d z i e daną funkc ją , c iągłą w p r z e ­
d z i a l e [ > — A x , x + Ax]1). N i e c h p o n a d t o 

F+ = m a x f(t), F~ = m i n f{t). 
X- AX^t^x + AX £-J2<t<X+JX 

W t e d y l i c z b a (F++F~)/2 p r z y b l i ż a w a r t o ś ć Y=f(X) z b ł ę d e m b e z w z g l ę d ­
n y m r ó w n y m {F+,— F')l2. 

Z a z w y c z a j j e d n a k i n a c z e j s z a c u j e m y b ł ą d p r z y b l i ż o n e j w a r t o ś c i 
f u n k c j i Y=f(X). N i e c h f(t) b ę d z i e f u n k c j ą m a j ą c ą ciągłą p o c h o d n ą w p r z e ­
d z i a l e [x—Ax,x+Ax]. Jeże l i p r z y j m i e m y l i c zbę y=f{%) z a w a r t o ś ć p r z y ­
b l i żoną l i c z b y Y=f(X), t o z t w i e r d z e n i a o w a r t o ś c i średnie j m a m y 

r - y = / ( Z ) - / ( » ) = / ' ( f ) ( X - x). 

S t ą d z a b ł ą d b e z w z g l ę d n y Ay w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n e j y m o ż e m y p r z y j ą ć 

(13) Ay=M1Ax, 

*) Symbol [x — Ax,x + Ax] oznacza przedział domknięty, tzn. zbiór tych wszyst­
kich wartości zmiennej t, dla których jest x — Ax^t^.x + Ax.. Symbolem (x — Ax,x + Ax) 
oznaczać będziemy przedział otwarty, tzn. zbiór t y c h wszystkich wartości zmiennej ł, 
dla których jest x — Ax<t<x+Ax. 
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g d z i e Mj o z n a c z a l i czbę n i e mnie j szą o d m a k s i m u m wartośc i b e z w z g l ę d ­
n e j p o c h o d n e j /'(<) w p r z e d z i a l e [x — Ax,x + Ax], t z n . 

m a x \f'(t)\. 

Jeże l i f u n k c j a / (£) p o s i a d a w p r z e d z i a l e [x — Ax,x-\-Ax] c iągłe p o ­
c h o d n e d o r z ę d u n włącznie , t o n a m o c y w z o r u T a y l o r a m a m y 

Y - y = f(X)-f(x) = 

= f(x)(X-x) + I f"(x)(X-xf + . . . + -,- /<*> (£)(*-*)", 
2 ! ni 

g d z i e £ j e s t l i czbą zawartą m i ę d z y X i x. S t ą d 

\Y-y\^\f'(x)\ Ax+ ~ T \f"(x)\ Ax2 + . . . + ~ |/<%)J 

i j a k o b ł ą d b e z w z g l ę d n y m o ż e m y p r z y j ą ć 

(14) Ay=\f'(x)\Ax+ | \f"(x)\Ax2+... + -~MnAxn, 
2 ! 

g d z i e Mn j e s t Uczbą spełnia jącą n i e r ó w n o ś ć 

K > m a x [/<»>(*)]'. 
a;- j x < x+Ax 

Z a z w y c z a j j u ż l i c z b a M.iAx'i j e s t t a k m a ł a w p o r ó w n a n i u z \f'(x)\Ax, 
że b ł ą d Ay j e s t r z ę d u |/' (x)\ Ax. 

Z e w z o r u (14) d l a n = 2 ł a t w o u z y s k a ć w y g o d n y w z ó r n a b ł ą d 
w z g l ę d n y 

(15) ey-
Ay_ 

\y\ 

f'(x)< A 1 „ Aa? 
— ; AxĄ M,-

f(x) | 2 |/(a>)| 

dln|/(a?)| 1 ^ 2 

2 2 \f(x)\ 

1 Ax2 . ,. f'(x)\ 
G d y l i c z b a M2— j e s t m a ł a w p o r ó w n a n i u z 1 

j e s t r z ę d u 

2 

|f(a>) 

/ ( * ) 
Ax, c z y h r z ę d u Zl [ln|/(a?)|]. 

Ax, w t e d y b ł ą d ey 

P R Z Y K Ł A D 3. O b l i c z y ć o b j ę t o ś ć V z b i o r n i k a sześc iennego o k r a ­
wędz i L= 1,24 m ± 0 ,005 m . 

N i e c h Z = 1,24 m . M a m y 

V=L3, « = I S = (1 ,24 m ) ; ' , Av=MiAl, 
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g d z i e 
M 1 = 3 m a x Z 8 = 3 (1 ,245 m ) 2 , J Z = 0 ,005 m ; 

1,235 < Z < 1,245 

stąd 
Vf*>v = 1 ,906624 m 3 , Av = 0 , 0 2 3 2 5 . . . m 3 . 

O c z y w i ś c i e n i e m a s e n s u p o d a w a ć w y n i k u i j ego b ł ę d u ze w s z y s t k i m i 
w y l i c z o n y m i c y f r a m i . P o n i e w a ż 1 ,906624 m 3 = l , 9 0 7 m 3 — 0 , 0 0 0 3 7 6 m 3 , w i ę c 
m o ż e m y zap isać u z y s k a n y w y n i k w p o s t a c i 7 = 1 , 9 0 7 m 3 — 0 , 0 0 0 3 7 6 m 3 ± 
± 0 , 0 2 3 2 5 . . . m 3 , a w i ę c i w p o s t a c i 

7 = 1 , 9 0 7 m 3 ± 0 , 0 2 4 m 3 . 

Z b y t e c z n e c y f r y w y n i k u m o ż n a b y ł o o d r z u c i ć j u ż wcześn ie j w c z a s i e 
r a c h u n k u u p r a s z c z a j ą c w t e n s p o s ó b i skraca jąc o b l i c z e n i a . J e s t t o s z c z e ­
gó ln ie w a ż n e p r z y w i ę k s z y c h p r a c a c h r a c h u n k o w y c h , g d z i e n i e d o ś w i a d -
c z e n i r a c h m i s t r z e n i e r a z t racą d u ż o c z a s u n a o b l i c z a n i e n i e p o t r z e b n y c h 
m i e j s c dz i es i ę tnych . P a m i ę t a ć j e d n a k n a l e ż y , że w s z e l k i e zaokrąg lan ia 
l i c z b y a p o c i ą g a j ą z a sobą z m i a n y b ł ę d u b e z w z g l ę d n e g o Aa. 

P R Z Y K Ł A D 4. O b l i c z y ć b ł ą d l o g a r y t m u dz ies ię tnego l i c z b y o p i ę c i u 
d o k ł a d n y c h c y f r a c h . 

N i e c h x b ę d z i e l i czbą d o d a t n i ą o p i ę c iu c y f r a c h d o k ł a d n y c h . Z e w z o r u 
(9) o t r z y m u j e m y 

Ax 
e x = — < 1 0 ~ 4 , 

x 
a ze w z o r u (14) 

M M I M 

(16) A logx= — AxĄ Ax2 = M ex + — {ex)2, 
x 2 (x-Ax)2 2 

g d z i e J f = l o g e = 0 , 4 3 4 2 9 . . . i lx=- ' 
x — Ax l—ex 

Z e w z o r u (16) w i d z i m y , że d l a m a ł y c h ex b ł ą d b e z w z g l ę d n y l o g a ­
r y t m u j e s t w p r z y b l i ż e n i u p r o p o r c j o n a l n y do b ł ę d u w z g l ę d n e g o l i c z b y l o g a -
r y t m o w a n e j . T ę ważną własność m a j ą l o g a r y t m y o d o w o l n e j z a s a d z i e . 

M _ 

P o n i e w a ż M ex + — ( f # ) 2 < 0 , 4 3 4 2 9 . . . • ( 1 0 _ 4 + 0 , 6 . 1 0 ~ 8 ) , w i ę c m o ż e m y 

w n a s z y m p r z y k ł a d z i e p r z y j ą ć 

A l o g # = 0 ,435 - 1 0 - 4 . 

Jeśl i l i c z b a x m a p ięć c y f r d o k ł a d n y c h z g o d n i e z p r a w e m dope łn ien ia , 
t o e a < 0 , 5 - 1 0 - 4 o r a z 

zl l o g a ; = 0 , 2 1 8 - 1 0 - 4 . ^ 
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B ł ą d b e z w z g l ę d n y l o g a r y t m u m o ż e w i ę c os iągać d w i e j e d n o s t k i n a pią­
t y m m i e j s c u p o p r z e c i n k u . W i d z i m y s tąd , że do o b l i c z a n i a l o g a r y t m ó w 
l i c z b z p i ę c i o m a c y f r a m i d o k ł a d n y m i n i e w a r t o u ż y w a ć t a b l i c l o g a r y t ­
m ó w d o k ł a d n i e j s z y c h niż p i ę c i o c y f r o w e . O g ó l n i e d o w - c y f r o w y c h l i c z b 
n i e Avarto u ż y w a ć w i ę c e j niż n - c y f r o w y c h t a b l i c l o g a r y t m i c z n y c h . 

§ 3. B ł ą d f u n k c j i w i e l u z m i e n n y c h . Z a j m i e m y się o b e c n i e f u n k c j a ­
m i w i e l u z m i e n n y c h . M e c h x l t x 2 , . . . , x n b ę d ą o d p o w i e d n i o w a r t o ś c i a m i 
p r z y b l i ż o n y m i wie lkośc i X1,X2,...,Xn z b ł ę d a m i b e z w z g l ę d n y m i Ax1} 

Ax2,..., Axn. N i e c h y = f(ti,t2,...,tn) będz ie f u n k c j ą ciągłą w k o s t c e 
w - w y m i a r o w e j Axi^ti^.xi

J
rAxt (i= 1 , 2 , . . . , n ) . N i e c h p o n a d t o 

P + = m a x f(h,t2,...,tn), F' = m i n 

i = l ,2,. . . ,n i = I,2,...,» 

W t e d y l i c z b a (F++F-)j2 p r z y b l i ż a w a r t o ś ć Y=f{X1,X2,... ,Xn) z b ł ę ­
d e m b e z w z g l ę d n y m (F+ — F~)/2. 

Z a z w y c z a j j e d n a k i n a c z e j s z a c u j e m y b ł ą d p r z y b l i ż e n i a war toś c i 
Y=f(X1,X2,...,Xn). N i e c h f(h,t2,...,tn) b ę d z i e f u n k c j ą m a j ą c ą w d a n e j 
k o s t c e n-wymiarowej ( p o p r z e d n i o okreś l one j ) c iągłe p o c h o d n e c z ą s t k o w e 
w z g l ę d e m w s z y s t k i c h z m i e n n y c h . Jeże l i l i c zbę y=f(x1,x2,...,xn) p r z y j ­
m i e m y z a w a r t o ś ć p r z y b l i ż o n ą l i c z b y Y=f(X1,X2,...,Xn), t o z t w i e r ­
d z e n i a o war toś c i średnie j d l a f u n k c j i w i e l u z m i e n n y c h m a m y 

Y - y = f(X1,X2,...,Xn)-f(x1,x2,...,xn) = 

= kUi,^,- . ' . , « U ( X i - X i ) + h, • • • ,xn){X2-x2) + 

+ ... + ftn(X1,X2,...,Cn)(Xn-xn), 

g d z i e / ^ ( < i , < 2 v > * n ) o z n a c z a p o c h o d n ą c z ą s t k o w ą f u n k c j i f(tx,t2,...,tn) 
w z g l ę d e m z m i e n n e j łt ( i = 1 , 2 , . . . , n ) , a Ą o z n a c z a l i c z b ę leżącą m i ę d z y 
Xi i x v S t ą d z a b ł ą d b e z w z g l ę d n y Ay m o ż e m y p r z y j ą ć 

(17) Ay=M'1Ax1 + M'2Ax2 + ... + M'nAxn, 

M'^ m a x \fu(h,t2,...,łn)\. 

fc=l,2,...,n 

Jeże l i f u n k c j a y=f{ti,t2,...,tn) m a w d a n e j k o s t c e n - w y m i a r o w e j 
c iągłe p o c h o d n e c z ą s t k o w e aż d o n - t e g o r z ę d u włączn ie w z g l ę d e m w s z y s t ­
k i c h z m i e n n y c h t l f < j , . . . , < „ , t o n a m o c y w z o r u T a y l o r a 

Y-y=f(X1,X2,...,Xn)-f(x1,x2,...,xn) = 

1 ! 2 ! ( » — ! ) ! n\ ' 

gdzie 
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1° dkf = (ftl(XL-xl) + fk(X2-x.1) + ...+ U, (£,-*n))k; 

w r ó w n o ś c i t e j na leży p o p o d n i e s i e n i u s u m y d o fc-tej p o t ę g i zas tąp i ć i l o ­
c z y n y p o c h o d n y c h c z ą s t k o w y c h o d p o w i e d n i m i p o c h o d n y m i c z ą s t k o w y m i 

" a 6 / 
&-tego r z ę d u , n p . i l o c z y n f\ fk fk na l eży zastąp ić p o c h o d n ą g ^ d ^ g t > 

a następnie w z i ą ć w a r t o ś c i t y c h p o c h o d n y c h d l a ti = xi ( i = l , 2 , . . . , n ) , 
2° (dnf), j e s t l i czbą, j aką o t r z y m u j e m y w m i e j s c e d^f, jeżel i z a m i a s t 

w a r t o ś c i p o c h o d n y c h d l a ti = xi w e ź m i e m y w a r t o ś c i t y c h p o c h o d n y c h 
d l a * i = | i } g d z i e Ct j e s t p e w n ą l iczbą zawartą m i ę d z y X { i xt (i=1,2,..., n). 

M o ż e m y w t e d y p r z y j ą ć z a b ł ą d b e z w z g l ę d n y l i c zbę 

< 1 8> ^ = i l + 2 ! 
g d z i e 

1° dkf j e s t l iczbą, k tórą się o b l i c z a a n a l o g i c z n i e j a k l i czbę dkf, z tą 
j e d y n i e różnicą , że z a m i a s t wartośc i p o c h o d n y c h c z ą s t k o w y c h d l a ti = xi 

( * = l , 2 , . . . , n ) na leży wz iąć i c h war toś c i b e z w z g l ę d n e , a z a m i a s t r ó ż n i c 
Xi—x% b ł ę d y b e z w z g l ę d n e Axi (i = l , 2 , . . . ,n), 

2° Mn j e s t l iczbą, k tórą się o b l i c z a a n a l o g i c z n i e j a k l i c zbę d™f, z tą 
różnicą , że z a m i a s t w a r t o ś c i p o c h o d n y c h c z ą s t k o w y c h w p u n k c i e ti = xi 

( i = l , 2 , . . . j W ) na l eży wz iąć l i c z b y n i e m n i e j s z e o d o d p o w i e d n i c h m a k s i ­
m ó w war toś c i b e z w z g l ę d n y c h t y c h p o c h o d n y c h w d a n e j k o s t c e » - w y m i a -
r o w e j , a z a m i a s t r ó ż n i c Xi — xi - b ł ę d y b e z w z g l ę d n e Axi ( i = l , 2 , . . . , n ) . 

Z a z w y c z a j l i c z b a M2 j e s t j u ż t a k m a ł a , że b ł ą d Ay j e s t r zędu dfjl\. 
P r z y j m u j e m y w t e d y w z ó r (17) l u b d o k ł a d n i e j 

(n—1)1 
Mn 

(19) 
141 M + \fk\Ax2 + ...+ |/,J Axn + ^ M 2 , 

,xn)\. P o p r a w k ę i f 2 / 2 m o ż n a z a z w y c z a j o b l i -g d z i e l4l = |/<( {x1,x2,...,xn 

c z y ć w p a m i ę c i . 
B ł ą d w z g l ę d n y ey b ę d z i e m y o b l i c z a l i ze w z o r u 

(20) 
Ay 

\y\ 

9 I n I 

fjUx1 + 

dxl 

AXy + 

4 
/ 

9 1 n | 

dx« 

Ax2+...+ 

Ax2 + ...+ 

Axn + 

9 to l / l 
dxn 

|2/| 

Axn + 
Mi 

12/| ' 

•gdzie f = f(xlfx2 

g i n , . . . , « , ) 

. , d l n l / l 
a s y m b o l — o z n a c z a w a r t o ś ć dxi 

f u n k c j i 

Metody numeryczne i graficzne 



18 f. Wstępne wiadomości z teorii błędów 

W z ó r (20) o t r z y m u j e się ze w z o r u (19) . 
G d y p o p r a w k a M2j\2f\ j e s t m a ł a w p o r ó w n a n i u z p o p r z e d z a j ą c ą 

ją w e w z o r z e (20) sumą, w t e d y ey j e s t r z ę d u 

d In 1/1 
dxx 

AxxĄ-
d ln 1/1 

dx2 

Ax2 + ...+ 
3 1 n | / | 

dx.„ 
Axn, 

a w i ę c r z ę d u A ln\f(x 1 ,x2,... ,xn)\. 

§ 4. B ł ę d y d z i a ł a ń a r y t m e t y c z n y c h . Z a n i m p r z e j d z i e m y d o s z c z e ­
g ó ł o w y c h p r z y k ł a d ó w z a s t o s o w a n i a (17) , (18) , (19) i (20) , z a j m i e m y się 
o b e c n i e b ł ę d a m i dz ia łań a r y t m e t y c z n y c h . 

B ł ą d s u m y . P o d s t a w i a j ą c d o w z o r u (17) 

y = f(x1,x2,...,xn) = xl + x2 + ... + xH i M[ = M2 = ... = M'n = l 

o t r z y m u j e m y 

(21) A(xl + x2 + ... + xn) = Axl + Ax2 + ... + Axn. 

Z a t e m suma błędów bezwzględnych składników sumy jest błędem bez­
względnym. 

B ł ą d w z g l ę d n y s u m y w y r a ż a się w z o r e m 

Ax1 + Ax2 + ... + Axn 

(22) e(xl + x2 + ... + xn) = 
\ac1 + x2+....+.xn\ 

\xr | sx1 + \x21 ex2 + ... + \xn\exn 

\Xl + X2 + . . . + Xn\ 

Jeże l i w s z y s t k i e l i c z b y Xi (i = l,2,...,n) m a j ą t e n s a m z n a k , t o 

(23) e(x! + x2 + ... + xn) = 
Xi -f- X2 - f - . . . -\- Xn 

B ł ą d w z g l ę d n y s u m y j es t w t e d y średnią w a ż o n ą b ł ę d ó w w z g l ę d n y c h sk ład­
n i k ó w . Spe łn ia o n też w t e d y o c z y w i s t ą n i e r ó w n o ś ć 

m i n ext < e (x1 x2 + . . . + # „ ) < m a x ext. 
i i 

Zi o s t a t n i e g o w z o r u w y n i k a , że s u m a j e d n a k o w o d o k ł a d n y c h s k ł a d n i k ó w 
( t j . s k ł a d n i k ó w o j e d n a k o w y m b łędz ie w z g l ę d n y m ) o t y m s a m y m z n a k u 
m a b ł ą d w z g l ę d n y t a k i , j a k k a ż d y ze s k ł a d n i k ó w . S u m u j ą c n p . l i c z b y 
z s z e ś c i o m a d o k ł a d n y m i c y f r a m i n i e w a r t o p o d a w a ć w ięce j n iż sześć 
c y f r w i c h s u m i e . W a r t o t a k ż e p a m i ę t a ć , że n a o g ó ł b e z u s z c z e r b k u d o ­
k ł a d n o ś c i w y n i k u m o ż n a p r z y s u m o w a n i u p o m i n ą ć z z a c h o w a n i e m p r a w a 
dope łn i en ia c y f r y s k ł a d n i k ó w s to jące n a t y c h m i e j s c a c h d z i e s i ę t n y c h , 
k t ó r e n i e są d o k ł a d n e w k t ó r y m k o l w i e k ze s k ł a d n i k ó w , n p . 
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z a m i a s t s u m u j e m y 
04 04 

853,C> 853 ,6 
07* 07 

314 ,32 314 ,32 
N i i 05 

76 ,587 76,59 
+ 08 03 

0 ,6375 0,64 
4818 55 

1 2 4 5 , 1 4 4 5 1 2 4 5 , 1 5 = 
Z a s a d a t a m o ż e b y ć n i e k i e d y n i e p r a k t y c z n a , g d y m a m y d u ż o sk ład ­

n i k ó w . S t o s u j ą c ją p o w i ę k s z a m y w t e d y n i e p o t r z e b n i e b łąd s u m y . 

B ł ą d w i e l o k r o t n o ś c i . Z e w z o r ó w (21) i (22) w y n i k a j ą d l a n n a ­
t u r a l n e g o rów r nośc i 

nAx Ax 
A (nx) = u Ax, e(nx) - -—- = —— =ex. 

\nx\ • \x\ 

W y c h o d z ą c ze w z o r u (13) ł a t w o s p r a w d z i ć , że d l a d o w o l n e j d o k ł a d ­
n e j l i c z b y r z e c z y w i s t e j a spe łn ione są a n a l o g i c z n e r ó w n o ś c i 

(24) A(ax) = \a\Ax, e(ux)=ex. 

B ł ą d r ó ż n i c y . N a p o d s t a w i e w z o r ó w (21) i (24) m a m y 

(25) A(xl — x2) = Ax1 + A( — xi) = Axl + Ax2. 

Zii'-J>hul bezwzględny różnicy można więc przyjąć sumę błędów bezwzględ­
nych odjemnej i odjemnika. B ł ą d w z g l ę d n y r ó ż n i c y w y r a ż a się w z o r e m 

A(x1 — x2) Axl-\-Ax2 \X1\EX1Ą- \x2\ex2 (26) e(xl~x2): 

\0Ci OOn 

Z e w z o r u (26) w i d z i m y , że p r z y m a ł y c h b ł ę d a c h w z g l ę d n y c h o d j e m n e j 
i o d j e m n i k a b ł ą d w z g l ę d n y r ó ż n i c y m o ż e b y ć d u ż y , jeśl i t y l k o 0 , i x2 

m a ł o się różnią m i ę d z y sobą. O t y m t r z e b a p a m i ę t a ć i w o b l i c z e n i a c h 
u n i k a ć r ó ż n i c d w ó c h b l i s k i c h w ie lkośc i . R ó ż n i c e t a k i e w y s t ę p u j ą n a j c z ę ­
ściej t a m , g d z i e o b l i c z a m y p r z y r o s t f u n k c j i w m a ł y m p r z e d z i a l e (x1,x2). 
Z a m i a s t * o b l i c z a ć r ó ż n i c ę w a r t o ś c i f u n k c j i w k o ń c a c h przedz ia łu ( t r z e b a 
j e p r a c o w i c i e o b l i c z y ć z dużą dok ładnośc ią , k tórą s t r a c i m y p r z y o d e j m o ­
w a n i u ) , w a r t o j e s t w t e d y n a o g ó ł s k o r z y s t a ć z p r z y b l i ż o n e g o w r yrażenia 
z a p o m o c ą o d p o w i e d n i e j s u m y c z ę ś c i o w e j r ozwin ięc ia T a y l o r a 

f(x2)-f(xl) = f'(xl)(x2~x1)+ 1 f l ] (x2-x1f + ... 
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B ł ą d i l o c z y n u . P o d s t a w i a j ą c w e w z o r z e (18) y = f{xx,x2) = a?,a? 
i p r z y j m u j ą c w = 3 , a nas tępn ie M3 = 0, o t r z y m u j e m y 

(27) Ay = A(x1x2) = \x2\ Ax1 + \x1\ Ax2 + AxtAx2, 

skąd 

A {x1x2) 
(27a) s(x1x2)=— — sxx+ex2 +exJex2. 

J a k w i d a ć ze w z o r u (27a) , g d y l i c z b y exx i sx2 są m a ł e , t o b łąd w z g l ę d n y 
i l o c z y n u j e s t w p r z y b l i ż e n i u r ó w n y s u m i e b ł ę d ó w w z g l ę d n y c h c z y n n i ­
k ó w . B ł ą d b e z w z g l ę d n y i l o c z y n u m o ż n a o b l i c z a ć z b ł ę d u w z g l ę d n e g o 

A(X1X2) = \X1X2\E (X1 x2) = \x1X2\(exl+ ex2 + exl ex2). 

Z a m i a s t w z o r u (27) s t o s u j e m y częs to w p r a k t y c e r ó w n o w a ż n y m u 
wzór 

(27b) A (xlx2) = (|a?t| + Ax2)Ax1 + \x1\Ax2. 

01 02 
P R Z Y K Ł A D 5. O b l i c z y ć 3 , 1 4 1 6 - 2 , 7 1 8 3 . 

M a m y 
3 ,1416 • 2 , 7 1 8 3 = 8 , 5 3 9 8 1 1 . . . 

i n a m o c y (27b) m o ż e m y p r z y j ą ć b ł ą d b e z w z g l ę d n y 

2 - 3 , 1 5 + 1 - 2 , 7 2 = 9 , 0 2 

j e d n o s t e k n a 5 m i e j s c u d z i e s i ę t n y m . S t ą d 

o i 02 902 l l 
3 , 1 4 1 6 - 2 , 7 1 8 3 = 8 , 5 3 9 8 1 1 . . . = 8 , 5 3 9 8 . 

B ł ą d p o t ę g i . Z e w z o r u (14) d l a n=2 i y = f(x) = xa, g d z i e a j e s t 
d o w o l n ą l iczbą rzeczywis tą , a x>Ax, w y n i k a , że 

A (x") = \a\ i?-1 Ax + ~ M2 Aa?, 

g d z i e 
M2^ m a x | a ( a - l ) ż a - 2 | = | a ( a - l ) | m a x t " ~ 2 = 

x-Ax<,t<.x+Ax x- Ax<ł<x+Ax 

a(a-l)(x + Ax)a~2 d l a a > 2 , 

~~ \a(a — l)\(x-Ax)a~2 d l a a < 2 . 

P r z y j m u j ą c 

a(a-l)(x + Ax)"-2 d l a a > 2 , 

. ' \ \a(a-l)\{x-Ax)"-~ d l a a < 2 



§ 4. Błędy działań arytmetycznych l i i 

o t r z y m u j e m y b ł ą d w z g l ę d n y 

A(x") 
(28) e {xa) = -~~r = | ó | « B + 

a{a—l) 

2 
| « ( o - l ) | 

(l+sx)a-2sx2 d l a a > 2 , 

(l-ex)a-2ex2 d l a a < 2 . 

J a k w i d a ć z tego w z o r u , d l a m a ł y c h ex b ł ą d w z g l ę d n y p o t ę g i o w y k ł a d ­
n i k u a j e s t w i ę k s z y w p r z y b l i ż e n i u \a\ r a z y o d b ł ę d u w z g l ę d n e g o p o d ­
s t a w y p o t ę g i . 

B ł ą d o d w r o t n o ś c i . O s z a c o w a n i e b ł ę d u w z g l ę d n e g o o d w r o t n o ś c i 
m o ż n a o t r z y m a ć ze w z o r u (28) p o d s t a w i a j ą c w n i m c t = — 1 . J e d n a k 
l e p s z e o s z a c o w a n i e o t r z y m u j e m y w n a s t ę p u j ą c y s p o s ó b . Z a k ł a d a m y , że 
\x\>Ax, c z y l i EX<1. P o n i e w a ż 

m a x 
\x\—Ax \x\ \x\ \x\ + 

w i ę c b ł ą d o d w r o t n o ś c i n i e p r z e k r a c z a l i c z b y 

1 1 

— -
\-Axj \x\-Ax \x\ ' 

\x\ — Ax 

i z a b ł ą d b e z w z g l ę d n y m o ż n a p r z y j ą ć k a ż d ą l i czbę k t ó r a spełnia 

w a r u n e k 

(29) 
, 1\ 1 1 Ax EX 

x\ \x\(\x\-Ax) \x\(l-ex)' 

P r z y j m u j ą c A{ljx) = exj[\x\{l — ex)) o t r z y m u j e m y b ł ą d w z g l ę d n y 

(30) 

4 ± \ 
ex 

-ex 

Dla . m a ł y c h ex b ł ą d e(l /a?) j e s t r zędu ex. 

B ł ą d i l o r a z u . K o r z y s t a j ą c ze w z o r ó w (27) i (30) o t r z y m u j e m y w z ó r 
n a b ł ą d w z g l ę d n y i l o r a z u . M i a n o w i c i e 

= exx + e (—-) + ea^e (—\ = 
\x,J \x2) 

(31 
xl 

•' I ' i 

= ex1 + 
ex. 

l — ex 1— ex„ l—ex9 

ó"' 

file:///-Axj
file:///x/-Ax
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D l a m a ł y c h ex2 b łąd w z g l ę d n y i l o r a z u j e s t z a t e m w p r z y b l i ż e n i u r ó w n y 
s u m i e b ł ę d ó w w z g l ę d n y c h d z i e l n e j i d z i e l n i k a . 

B ł ą d b e z w z g l ę d n y i l o r a z u m o ż n a o s z a c o w a ć z b ł ę d u w z g l ę d n e g o . 
M a m y 

. łasi 
-f- ex2 

A ix) 
(31a) 

P R Z Y K Ł A D 6. O b l i c z y ć 

P o n i e w a ż 

x1 

/ x2 \xj x2 

• '•I 
Ax>, 

1 ~ — SOCy \x« \ — Ax9 

07 
6 ,5347 

05 
1,7709 

6 , 5 3 4 7 : 1 , 7 7 0 9 = 3 , 6 9 0 0 4 4 . . . , 

a n a m o c y (31a) m o ż e m y p r z y j ą ć b ł ą d b e z w z g l ę d n y r ó w n y 

7 + 3 , 7 0 - 5 

1,77 
< 1 4 , 5 

j e d n o s t k o m n a p i ą t y m m i e j s c u d z i e s i ę t n y m p o p r z e c i n k u , w i ę c 

07 
6,5347 

05 
1,7709 

145 02 
3 , 6 9 0 0 4 4 . . . = 3 , 6 9 0 . 

§ 5. P r z y k ł a d y p r a k t y c z n e . 

P R Z Y K Ł A D 7. O b l i c z y ć b ł ą d o p o r u B p o ł ą c z o n y c h r ó w n o l e g l e o p o ­
r ó w 2 ^ = ( 2 4 , 6 ± 0 , 2 ) £ 2 , E2= ( 3 2 , 0 ± 0 , 3 ) £ 2 , B3= ( 4 2 , 0 ± 0 , 5 ) U . 

M a m y 

1 1 1 1 1 
* , - = - + _ + _ , 

B r r x r2 r3 

g d z i e ^ = 2 4 , 6 0 , r 2 = 32,0£2, r 3 = 4 2 , 0 Q . N a m o c y w z o r u (21) i (29) 
p r z y j m u j e m y 

/ 1 \ ] er, 1 er , 1 

\r I >\ 1 — erj r 2 1 — e r 2 r 3 1 
er . 

er , 

g d z i e 

er, = 
0,2 

21,6 

0,3 

' £ ' " 2 ~ 3 2 , 0 ' 
er , = 

0,5 
42 ,0 
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P o w y k o n a n i u o b l i c z e ń o t r z y m u j e m y l / r = 0 , 0 9 5 7 1 ( 1 / i i ) i p r z y j m u j e m y 
A ( l / r ) = 0 , 0 0 1 ( 1 / O ) ( u w z g l ę d n i l i ś m y t u r ównież b ł ą d p ł y n ą c y z z a o k r ą g ­
l e n i a l i c z b y l / r ) . Z a t e m 

1 \ 0 ,001 
e — = r / 0 ,09571 

< 0 ,0105 

i n a m o c y (29) 

. 1 \ 0 ,0105 
Ar=Al — \ =r =r 0 , 0 1 0 6 1 . . . 

1 1 1 - 0 , 0 1 0 5 

r 
P r z y j m u j e m y 

112 
= (10 ,45 ± 0 ,002) Q , Ar= 0 ,112 Q . 

0 ,09571 

O s t a t e c z n i e 
B= (10 ,45 ± 0 , 1 2 ) i i . 

P B Z Y K Ł A D 8. O b l i c z y ć p o w i e r z c h n i ę P k u l k i s t a l o w e j o m a s i e 

M=(56,42±e,01) g 

(gęs tość s t a l i £> = ( 7 , 2 ± 0 , 0 5 ) g / c m 3 ) . 
Z e w z o r ó w n a p o w i e r z c h n i ę P i o b j ę t o ś ć V k u l i o p r o m i e n i u R d o s t a ­

j e m y r ó w n o ś c i 

' 4 M 
P=4TIR2, V = - n R 3 = — , 

3 D ' 

skąd 

P = j /367r M2D~2. 

N i e c h j r = 3 , 1 4 ± 0 , 0 0 2 . W p r o w a d z a m y przyb l i żen ia 

g a = 3 , 1 4 , w = 56 ,42 g , d=7,2-
c m 

k t ó r y c h b ł ę d y b e z w z g l ę d n e są 

Aa= 0 ,002 , Z l m = 0 , 0 1 g , Ad=0,0p-^y ; 
c m 

s tąd o b l i c z a m y b ł ę d y w z g l ę d n e 

sa= 0 , 0 0 0 6 4 , em= 0 , 0 0 0 1 8 , ed= 0 , 0 0 7 0 . 

N i e c h tf= 3 6 J T I f 2 X > - 2 , s = 3 6 a m 2 < T 2 i p = | / s . 
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N a m o c y w z o r ó w (27a) , (28) i (24) p r z y j m u j e m y k o l e j n o e (m 2 ) = 0 ,00037 , 
e ^ " 2 ) = 0 , 0 1 5 , e ( 3 6 a m 2 ) = 0 , 0 0 1 0 2 , £ s = 0 , 0 1 6 1 . S t ą d 

„ 36 • 3,14 • 5 6 , 4 2 2 

8 = 2 — - — ( 1 ± 0 , 0 1 6 1 ) c m 6 = 6 9 4 0 ( l ± 0 , 0 1 6 5 ) c m 6 . 
7,2 

P r z y j m u j e m y t e r a z # = 0 9 4 0 , es= 0 ,0165 i o b l i c z a m y n a s u w a k u l o g a r y t ­
m i c z n y m , że 

p=Y%= ( 1 9 , 1 ± 0 , 0 5 ) c m 2 , 

a n a m o c y w z o r u (28) o t r z y m u j e m y e p = 0 , 0 0 6 , skąd Ap=psp < 0 ,115 c m 2 . 
P r z y j m u j e m y o s t a t e c z n i e p = 19,l c m 2 o r a z J p = 0 , 1 7 c m 2 , skąd 

P = ( 1 9 , l ± 0 , 1 7 ) c m 2 . 

Z w r ó ć m y u w a g ę n a t o , że w o s t a t n i m p r z y k ł a d z i e o p r ó c z b ł ę d u p o ­
m i a r u m a s y u w z g l ę d n i a l i ś m y t a k ż e b ł ę d y p r z y b l i ż e n i a stałej m a t e m a t y c z ­
n e j Ti i stałej f i z y c z n e j D. N i e o s t r o ż n y e k s p e r y m e n t a t o r p o p e ł n i a c zęs to 
b ł ą d t r a k t u j ą c o d c z y t a n e z t a b l i c w a r t o ś c i s ta ły ch f i z y c z n y c h j a k o d o ­
k ł a d n e . P o d o b n i e ź r ó d ł e m b ł ę d ó w j e s t b a r d z o r o z p o w s z e c h n i o n e p r z e k o ­
n a n i e , że 7t=3,14. L i c z b a 3,14 j e s t t y l k o p r z y b l i ż o n ą wartośc ią l i c z b y n 
i w w i e l u p r e c y z y j n i e j s z y c h o b l i c z e n i a c h n a l e ż y k o r z y s t a ć z d o k ł a d n i e j ­
s z y c h p r z y b l i ż e ń . Sta łe m a t e m a t y c z n e m o ż e m y z w y k l e u z y s k a ć z d o w o l n ą 
dok ładnośc ią , n a t o m i a s t d o k ł a d n o ś ć s ta ły ch f i z y c z n y c h j e s t z a w s z e o g r a ­
n i c z o n a . W r o z w a ż a n y m p r z y k ł a d z i e b ł ą d gęs tośc i s t a l i D m i a ł d e c y d u ­
j ą c y w p ł y w n a b ł ą d w y n i k u P . G d y b y ś m y c h c i e l i z m n i e j s z y ć b ł ą d w y n i k u , 
m u s i e l i b y ś m y u z y s k a ć p r z e d e w s z y s t k i m dok ładn ie j s zą w a r t o ś ć gęs tośc i 
d a n e g o g a t u n k u s t a l i . 

B o z p a t r y w a l i ś m y d o t y c h c z a s p r z y k ł a d y o b l i c z a n i a b ł ę d u f u n k c j i , 
g d y z n a n e b y ł y b ł ę d y j e j a r g u m e n t ó w . E k s p e r y m e n t a t o r a i n t e r e s u j e 
j e d n a k częs to p r z y p r o j e k t o w a n i u d o ś w i a d c z e ń z a g a d n i e n i e o d w r o t n e : 
z j aką d o k ł a d n o ś c i ą n a l e ż y w y z n a c z y ć w a r t o ś c i a r g u m e n t ó w , a b y z daną 
z g ó r y d o k ł a d n o ś c i ą u z y s k a ć w a r t o ś ć f u n k c j i . 

P R Z Y K Ł A D 9. Z j aką d o k ł a d n o ś c i ą n a l e ż y z m i e r z y ć d w a b o k i i ką t 
m i ę d z y n i m i z a w a r t y , a b y o b l i c z o n e n a p o d s t a w i e t y c h p o m i a r ó w p o l e 
t r ó j k ą t a m i a ł o b ł ą d w z g l ę d n y n i e w i ę k s z y n iż l ° / „ . 

Z n a j ą c d w a b o k i t r ó j k ą t a a, b i ką t m i ę d z y n i m i z a w a r t y y, p o l e 
t r ó j k ą t a o b l i c z a m y ze w z o r u 

(32) P = - ab siny. 
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B ł ą d w z g l ę d n y p o l a P n a p o d s t a w i e w z o r ó w (27) i (15) w y r a z i ć m o ż n a 
w z o r e m 

ePp&ea-\- e & + e smw^eaĄ- eb-\-
cosę? 

Ay = ea+ eb-\- |ctgci| Acp. 
s i n cp 

W a r u n e k , a b y b ł ą d w y n i k u sP n i e p r z e k r a c z a ł l ° / o j d a j e n i e r ó w n o ś ć 

ea + e6 + |ctg9?| A<p<0,01, 

którą muszą spe łn iać b ł ę d y p o m i a r ó w a,b i cp. W a r t o ś ć 0 ,01 sto jącą p o 
p r a w e j s t r o n i e n a l e ż y rozdz ie l i ć n a k a ż d y ze s k ł a d n i k ó w s t r o n y l e w e j . 
Jeże l i n i e m a m y ż a d n y c h w i a d o m o ś c i o ł a t w o ś c i u z y s k a n i a o d p o w i e d n i c h 
d o k ł a d n o ś c i p o s z c z e g ó l n y c h a r g u m e n t ó w , t o k a ż d e m u sk ładn ikowi s t r o n y 
l e w e j p r z y p o r z ą d k o w u j e m y r ó w n ą część s t r o n y p r a w e j . O t r z y m a m y 

£ O < 0 , 0 0 3 3 , e f c < 0 , 0 0 3 3 , |ctgc>| zd<p<0,0033. 

Jeże l i k ą t ą> z a w i e r a się w p r z e d z i a l e 4 5 ° < < p < 1 3 5 ° , t o | c t g c ? K l i m o ż n a 
p r z y j ą ć 

Atp^ 0 , 0 0 3 3 ^ 1 1 ' . 

Jeże l i w i ę c z m i e r z y m y d w a b o k i t r ó j k ą t a z b ł ę d e m w z g l ę d n y m 0 , 3 3 ° / 0 

i ' k ą t m i ę d z y n i m i z a w a r t y ( spe łn ia jący n i e r ó w n o ś ć 4 5 ° < < p < 1 3 5 ° ) z b ł ę ­
d e m b e z w z g l ę d n y m 1 1 ' , t o ze w z o r u (32) o b l i c z y m y p o l e t r ó j k ą t a z b ł ę ­
d e m w z g l ę d n y m r z ę d u 1 % . 

Jeże l i z p o w o d u t r u d n o ś c i t e c h n i c z n y c h n i e m o ż e m y z m i e r z y ć k ą t a 
z taką dok ładnośc ią , t o k o s z t e m zwiększen ia d o k ł a d n o ś c i p o m i a r ó w b o ­
k ó w m o ż e m y z w i ę k s z y ć d o p u s z c z a l n y b ł ą d kąta . M o ż e m y n p . p r z y j ą ć 

E a = e b = 0 , 0 0 1 , 4<p= 0 , 0 0 8 ^ 2 7 ' . 

B . Statystyczna teoria błędów 

§ 6. E l e m e n t a r n e w i a d o m o ś c i z r a c h u n k u p r a w d o p o d o b i e ń s t w a . 

G d y p o w t a r z a m y » - k r o t n i e p o m i a r p e w n e j w ie lkośc i f i z y c z n e j , u z y s k u j e m y 
c iąg w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n y c h x1,x2,...,xn, k t ó r e — o i l e n i e p o p e ł n i a m y 
b ł ę d u s y s t e m a t y c z n e g o — są w p e w i e n s p o s ó b s k u p i o n e d o k o ł a d o k ł a d ­
n e j w a r t o ś c i X. N a p o d s t a w i e u z y s k a n y c h w y n i k ó w c h c e m y zna leźć 
moż l iw ie n a j l e p s z e p r z y b l i ż e n i e n i e z n a n e j war toś c i d o k ł a d n e j X i o c e n i ć 
d o k ł a d n o ś ć p o m i a r ó w . Z a g a d n i e n i e t o w y m a g a s t o s o w a n i a a p a r a t u p o ­
j ę c i o w e g o i t w i e r d z e ń r a c h u n k u p r a w d o p o d o b i e ń s t w a o r a z p r z y j ę c i a d o ­
d a t k o w y c h za łożeń d o t y c z ą c y c h m i e r z o n e j w ie lkośc i i p o m i a r u . 

P r a w d o p o d o b i e ń s t w o d o w o l n e g o z d a r z e n i a A j e s t miarą j e g o m o ż l i ­
w o ś c i . N i e c h n p . z d a r z e n i e A p o l e g a n a t y m , że w y n i k p o m i a r u p e w n e j 


