ROZDZIAL 1
WSTEPNE WIADOMOSCI Z TEORII BLEDOW

A. Teoria bledéw maksymalnych

§ 1. Blad bezwzgledny i blad wzgledny wartosci przyblizonej.
We wszystkich naukach eksperymentalnych rhamy do czynienia z war-
toseiami przyblizonymi. Dokonywujac jakiegokolwiek pomiaru, np.
mierzgc planimetrem powierzchnie lidcia, otrzymujemy na ogél wynik
przyblizony. Mozemy si¢ o tym przekona¢ powtarzajae pomiar. Uzyskane
wyniki bedg na og6l rézne. Dokladna wartosé mierzonej wielkosei nie
tylko ze nie jest nam znana, ale mieliby$Smy nawet powazne trudnosei
metodologiczne, gdybyémy cheieli zdefiniowaé¢ to pojecie. W dalszych
rozwazaniach bedziemy jednak moéwili o wartosei dokladnej bez precy-
zowania tego pojecia. Mozna ja rozumieé np. jako wynik znacznie doklad-
niejszego pomiaru.

Roéznice da pomiedzy dokladnmg wartodeig A4 wielkogei mierzonej
i jej wartodciag przyblizong a

@)= da= A —a

nazywamy bledem wartosci przyblizonej a. Nie znajae wartosei doklad-
nej A nie mozemy zna¢ réwniez bledu dal). Dlatego zazwyczaj wprowa-
dzamy inng wielkos¢ zwang bledem bezwzglednym. Bledem bezwzgled-
nym wartosei przyblizonej a nazwiemy kazdg liczbe nienjemng 4a, o kto-
rej wiemy, ze speklia nier6wnodé

(2) |da]|= | A — a|<da.

W praktyf-e staramy si¢ oeczywidcie dla danego przyblizenia a okresli¢
mozliwie maly blad bezwzgledny Aa.

1) Jako przypadek, w ktérym znamy zaréwno dokladna wartodé, jak i blad
przyblizenia, mozna podaé przyklad prayblizenia przez zaokrjglenie. Jezeli zysk
pewnego przedsigbiorstwa w r, 1952 jest Z —428133.57 zl, to przyblizona wartosé
2=428000 zl jest obarczona bledem dz—=133,57 zl.



10 I. Wstepne wiadomosei z teorii bledow

Jedli znamy warto$¢ przyblizong a i jej blad bezwzgledny Aa, to
mozemy za pomoca rownowaznej (2) nieréwnosci

(3) a—Ada< A<a-lAda

okresli¢ przedzial, w ktérym zawiera sie nieznana wartosé¢ dokladna A.
W przypadkach prostszych pomiaréw blad bezwzgledny jest wyznaczony
przez dokladnosé¢ przyrzadu pomiarowego. Mierzac np. dlugosé lawy
optyeznej tasmg z podzialkag co 1 cm nie popelniamy bledu wiekszego
niz odstep miedzy sasiednimi podzialkami i przy powtarzaniu pomiaru
otrzymamy zawsze ten sam wynik. W innych przypadkach mozemy
sie zorientowaé¢ co do wielkosei bledu bezwzglednego powtarzajae pomiar
i badajge rozrzut uzyskanych wynikéw. Zagadnienie to omdwimy do-
kladniej w § 8.

Blad bezwzgledny nie charakteryzuje nam jeszeze dostatecznie
dokladnogei pomiaru. Jezeli z jednakowym bledem bezwzglednym Ada=1cm
zmierzymy wysokosé wiezy 1 dlugosé gwozdzia, te pierwszy pomiar uznamy
za bardzo dokladny, a drugi za malo dokladny. Dla lepszego scharakte-
ryzowania dokladnosei pomiaru wprowadzimy pojecie bledu wzglednego.
Bledem wzglednym ea przyblizonej wartodei e bedziemy nazywali htomi— '
nek bledu bezwzglednego Ada do wartodci bezwzglednej |

Aa

(4) ea= _If«ﬂ ’

a*=0.

Zwracamy uwage, Ze w odréznieniu od bledu bezwzglednego, ktory
ma wymiar ten sam co i przyblizona wartosé¢ a, blad wzgledny jest wiel-
kodeig niemianowang i bywa ezesto wyrazany w procentach. Stad na ozna-
czenie bledu wzglednego wyrazonego w procentach uzywa sie czesto
nazwy blad procentowy. Termin ten jest jednak w praktyece Zrodiem wielu
nieporozumieri i nie bedziemy go uzywali. Stosujac symbol °/, bedziemy
go rozumieli jako skrécony zapis ulamka 1/100 i wyrazajge blad wzgledny
w procentach nie bedziemy wprowadzali specjalnego terminu.

Poshlugujace -si¢ bledem wzglednym mozemy napisaé nieréwnoseci
(2) i (3) w postaei

(5) A — a|<|aea .

oraz

(6) a(l—cea)y<A<a(l+tea) dla a>0,

<
a(ldcea)< A<a(l—ea) dla a<0.

Nierownosei te podajg oszacowanie nieznanej wartosci dokladnej A,
gdy znana jest wartodé przyblizona a i jej blad wzgledny ca.
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PrzYKEAD 1. Z dokladnosciag do 1 em zmierzono wysokosé wiezy
uzyskujae wynik A=62m 48 cm i z tg samg dokladnosciy zmierzono
dlngodé¢ gwozdzia z wynikiem [=T7 em. Blad bezwzgledny obu pomiaréw
jest rowny Ah=Al=1 cm, natomiast bledy wzgledne réznig sie znacznie.
Mamy

1 1 :
eh= YT ~ 0,00016 = 0,016°/,, el = > 2 0,14 =149/,.

PrRZYKLAD 2. W wyniku wazenia z dokladnogeig do 0,005 g nzyskano
dla cigzaru @ naczynia kalorymetrycznego wartosé przyblizong a =127,085 g.
Blad bezwzgledny pomiaru jest Ada= 0,005 g, blad wzgledny

Aa 0,005

&= =
a 127,085

~ 0,00004 = 0,004/, .

Podajae dowolng wartos¢ przyblizong powinnismy zawsze podawaé
jej blad. Przyblizona wartos$é¢ bez podania bledu jest bezuzyteczna i wy-
cigganie na jej podstawie jakichkolwiek wnioskéw praktyeznych jest
nienzasadnione. Liczbe przyblizong wraz z bledem bezwzglednym Iub
wzglednym okredlamy odpowiednio nieréwnoseciami (3) i (6) albo wzo-
rami
(7) . A=a-+4da Iub A=a(l-+4-ea),

ktore nalezy rozumieé jako skrécony zapis nierownosdei (3) i (6). Tak wiee
w przykladzie 2 powiemy, ze ciezar @ naczynia kalorymetrycznego jest

Q—127,085 g+ 0,006 ¢ Ilnb Q= 127,085 (1 4 0,00004) g.

Tam gdzie wykonujemy duzo rachunkéw na liezbach przyblizonyech,
warto jest jeszeze bardziej uproseié ich zapis. W dalszym tekscie bedziemy
czesto zapisywali blad bezwzgledny bezposrednio nad wartoscig przy-
blizong. Bedziemy przy tym zwykle podawali tylko eyfry znaczace bledu
bezwzglednego umieszezajae je nad odpowiednimi miejscami dziesigt-
nymi liczby przyblizonej. Przy takim zapisie rozpatrywany poprzednio
ciezar naczynia kalorymetrycznego jest

5
Q= 127,085 g.

W praktyce dokladnodé¢ liczby przyblizonej okredla sie takze czesto
przez podanie ilofci dokladnych eyfr. Liczba przyblizona ma n ecyfr do-
Iladnych, jesli jej blad bezwzgledny nie przewyzsza jednosei na n-tym
z kolei miejscu jej rozwiniecia dziesietnego, liczge od pierwszej cyiry
réznej od zera. Jezeli np. a=15,672 z czterema cyframi dokladnymi,
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10
to da=0,01 (a=15,672). Terminu ilo§¢ cyfr dokladnych nie nalezy ro-

zumie¢ dostownie. Na przyklad liczba 0,0799 jest wartoscig przyblizong
liczby 0,0800 z trzema cyframi dokladnymi, mimo ze wszystkie jej cyfry
znaczace 83 rézne od odpowiednich eyfr liezby dokladnej.

Znajae ilos¢ cyfr dokladnych mozemy oszacowaé blad wzgledny
liczby przyblizonej i na odwrét, znajac blad wzgledny mozemy obliczyé
ilod¢ dokladnych cyfr danej liczby przyblizonej. Jezeli lieczba @ ma n eyfr
dokladnych, to za jej blad bezwzgledny mozemy przyjaé
(8) AG=207""1,
gdzie s jest cechg logarytmu dziesietnego liczby |a|. Wtedy mozemy,
nwzgledniajae nieréwnosé 10°< |a|< 10°"!, oszacowadé blad wzgledny
lns-fs-{-l Aﬂ- ]0.#—?1-:! ]Oe-'-u'v-l

—_— << EQl= — = =
10%+! la| |a| = ol

i

(9) MRS — =105 ™
Mozemy uzyskaé dokladniejsze oszacowanie, jezeli znamy pierwszg
cyfre znaczgcy c liezby a; wtedy c¢10°<la|< (e 1)10% i
10 i | 10 n+1

10 <8l = ——m .
(39) e+ 1 355 ¢

Jezeli znamy blad wzgledny ea, a blad bezwzgledny jest okreflony
wzorem (8), to

(11) 10+ llogeal 78+ logst _ 1% < Na= |a| sa <
<108+1 ca— 108+1+ log sﬂ‘_g 108+ Llog naHz,

gdzie [logea] oznacza najwiekszg liczbe calkowita mniejsza niz log ca.
Poréwnujac wzory (8) i (11) otrzymujemy oszacowanie ilosci cyfr doklad-
nych n liczby a

—[logea]—1<n<—[logeal]+1,
skad
(12) : ; n=— [logea].

Istnieje konweneja specjalnego zapisu liczb przyblizonych, dzieki
ktérej mozna okreslié ich dokladnosé bez osobnego podawania bledu
czy ilodei eyfr dokladnych. Konweneja ta polega na podawanin tylko cyfr
dokladnych. Tak zapisana liczba 8,452 ma cztery cyfry dokladne. Jesli
liczba 120000 ma tylko trzy cyfry dokladne, to niedokladne zera zaste-
pujemy odpowiednig potega liczby 10, piszac 120-10° lub tez 1,20-10°,
a dla zaznaczenia, ze liczba 0,2 ma cztery ecyfry dokladne, piszemy
0,2000. Konwencja powyzsza nie dotyezy jednak obliczen pomoeniezych,
gdzie nieraz wypisujemy wiecej eyfr znaczgeych danej liczby przyblizo-
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nej, niz ma ona cyfr dokladnyeh, aby nie powigkszaé¢ bledéw, wynikajaeych
7z dzialann przyblizonych.

Przy odrzueaniu zbytecznych miejse dziesietnych stosuje sie zwykle
tzw. regule dopetnienia. W mys$l tej reguly, odrzucajge zbedne miejsca
dziesigtne, ostatniag pozostawiong cyfre zwiekszamy o jednodé, jezeli
pierwsza odrzucona cyfra jest nie mniejsza niz 5 i pozostawiamy ja bez
zmiany w przypadku przeciwnym, tj. gdy pierwsza odrzucona cyfra jest
mniejsza niz 5. W ten sposob liczbe 7= 3,14159... zaokraglimy do czterech
cyfr piszac wa3,142 lub do trzech cyfr piszac w~3,14. Regula dopelnie-
nia gwarantuje nam, ze blad bezwzgledny uzyskanego przybliZenia nie
przewyzsza polowy jednosei na ostatnim dziesigtnym miejscu znaczg-
cym. Na przyklad odezytujac z tablic, ktére sa na ogél sporzadzane z uw-
zglednieniem reguly dopelnienia, przyblizong wartosé log3~0,4771 mo-
zemy przyjaé¢ jako blad bezwzgledny liczbe 0,00005=5-10 °, ¢co mozemy

05
réwniez zapisaé log3=0,4771.

§ 2. Blad funkeji jednej zmiennej. Mierzone bezposrednio wielkosci
fizyczne stuzg nam zazwyezaj do obliczania innych. Wyniki dzialat wy-
konanych na liczbach przyblizonych lub ogolniej — wartosdci funkeji argu-
mentow przyblizonych, sa takze przyblizone. Musimy wiee umieé obliczad
blad  wartosei funkeji, gdy znane sg bledy jej argumentéw.

Niech @« bedzie wartodcig przyblizong wielko§ei X 2z bledem
bezwzglednym Awz. Niech y=jf(t) bedzie dang funkeja, ciggla w prze-
dziale [¢—Adw,x+ Ax]!). Niech ponadto

F*t= max f@), F-= min f().
T- At <z Az r-Art<atdz
Wtedy liczba (F'* - F~) /2 praybliza wartosé ¥Y=f(X) z bledem bezwzgled-
nym réwnym (Ft—F")/[2,

Zazwyezaj jednak inaczej szacujemy blad przyblizonej wartodei
funkeji ¥=f(X). Niech f(¢) bedzie funkeja majacg ciggla pochodng w prze-
dziale [¢— Aw,x+ Az]. Jezeli przyjmiemy liczbe y=f(x) za warto$é przy-
blizong liczby Y=f(X), to z twierdzenia o wartodci $redniej mamy

Y—y={(X)—f@)=1(&)(X— o).
Stad za blad bezwzgledny Ay wartodei przyblizonej y mozemy przyjaé
(13) Ady=M, Aw,
1y Symbol [z — dx,x+ Ax] oznacza przedzial domkniety, tzn. zbidr tyeh wszyst-
kich wartoéei zmiennej ¢, dla ktdrych jest # — Ao<<t<<w -+ Az. Symbolem (z — Az, z+ Axz)

oznaczaé bedziemy przedzial otwarty, tzn. zbidr tyeh wszystkich wartodei zmiennej #,
dla ktérych jest » — Adn<t<z+ Adz.
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gdzie M, oznacza liczbe nie mniejszg od maksimum wartosei bezwzgled-
nej pochodnej f'(t) w przedziale [z— Ax,z+ Ax], tzn.

M, > max \f (2)].

T-Ar=t< T+ AT
Jezeli funkeja f(¢) posiada w przedziale [o—Ax,z Azx] ciggle po-
chodne do rzedu n wlgeznie, to na moey wzorn Taylora mamy

Y —y=f(X)—f(a)=
] ] " o 2 I , > n
=f (@) (X—2)+ ; ['@)(X—2f +...+ = ™(&) (X —a)",
gdzie & jest liczbg zawarty miedzy X i ». Stad
i { 1
1Y —yI<If (@)| Ao+ 5 |f" (@) 42+ ... + = |f" (&) Aa™
i jako blad bezwzgledny mozemy przyjaé
1 : 1
(14) Ay = |f' ()| Adw + If" (@) 40"+ ... + = M, Ax",

gdzie M, jest liczby spelniajacg nier6wnosé
M,> max I1™(2)].

T-Ar< b 2 AT

Zazwyczaj juz liczba M,Axz* jest tak mala w poréwnaniu z [f' ()| dw,
ze blad Ay jest rzedu |f'(x)| Aw.

Ze wzoru (14) dla n=2 latwo uzyskaé¢ wygodny wzér na blad
wzgledny

A [f (@) ! 1 Ax?
Fy: __g :lfﬁz Am_i_ == .]1»'2 S

lyl | f(@) | 2 Clf(x)

(dIn|f(z)| il A*

— A+ — My ———r.
da 2 |f (@)

(@)

1
Gdy liczba _ M jest mata w poréwnanin z -~ -— Ar, wtedy blad ey

(15)

4z
2 *If ()] f(@) |

jest rzedu t)‘% Aw, ezyli rzedu A[ln|f(z)|].

PrzYKEAD 3. Obliczyé objetos¢ V zbiornika szefciennego o kra-
wedzi L= 1,24 m -+ 0,005 m.
Niech 1=1,24 m. Mamy

V=I, o»=0I=1,24m)’, dv=M, 4],
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gdzie
M,=3 max [*=3(1,24b m)?, Al=0,005m;
123511245
stad
Vaw =1,906624 m3,  Av=10,02325... m®.

Oczywidecie nie ma sensu podawaé wyniku i jego bledu ze wszystkimi
wyliczonymi ¢yframi. Poniewaz 1,906624 m3=1,907 m*—0,000376 m3, wi¢e
mozemy zapisaé¢ uzyskany wynik w postaci ¥V =1,907 m®—0,000376 m?3 |
-0,02325... m3, a wiec i w postaci

V =1,907 m3--0,024 m?.

Zbyteczne cyfry wyniku mozna bylo odrzucié juz wezesniej w czasie
rachunku upraszezajac w ten sposéb i skracajge obliczenia. Jest to szcze-
gélnie wazne przy wiekszych pracach rachunkowyeh, gdzie niedoswiad-
czeni rachmistrze nieraz tracg duzo czasu na obliczanie niepotrzebnych
miejsc dziesiegtnych. Pamietaé¢ jednak nalezy, ze wszelkie zaokrgglania
liczby a pociagaja za sobg zmiany bledu bezwzglednego Aa.

PRZYKEAD 4. Obliczyé blad logarytmu dziesietnego liczby o pieciu
dokladnych cyfrach.

Niech @ bedzie liczbg dodatnig o pieciu cyfrach dokladnych. Ze wzorn
(9) otrzymujemy

Az

er=— <1074,
@
a ze wzorn (14)

M M i MEAE
(16) dlogr=— Ap4- — . — Ax*=M sx+ — (ea)?,
& 2 (o—Ax)? 2

gizic M—loge—0,43429.., i T 22 _ &2

o—Ar  1—ex

Ze wzoru (16) widzimy, ze dla malych ex blad bezwzgledny loga-
rytmu jest w przyblizeniu proporcjonalny do bledu wzglednego liczby loga-
rytmowanej. Te¢ wazng wlasnodé maja logarytmy o dowolnej zasadzie.

. )
Poniewaz M ex+ — (e2)2<0,43429 ...+ (107*+ 0,6.107%), wiec mozemy
W naszym przykladzie przyjaé
Aloge—=0,435-107%,

Jedli liezba @ ma pieé cyfr dokladnych zgodnie z prawem dopelnienia,
to ex<0,5-10-* oraz
Aloge=0,218-10~*, (
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Blad bezwzgledny logarytmu moze wiec osiggadé dwie jednostki na pig-
tym miejscu po przecinku. Widzimy stad, ze do obliczania logarytmoéw
liczb z piecioma cyframi dokladnymi nie warto uzywadé¢ tablic logaryt-
moéw dokladniejszych niz piecioeyfrowe. Ogoélnie do n-eyfrowych liczb
nie warto uzywaé wiecej niz n-cyfrowych tablic logarytmicznych.

§ 5. Blad funkcji wielu zmiennych. Zajmiemy sie¢ obecnie funkcja-
mi wielu zmiennych. Niech w;,2,,...,2, beda odpowiednio wartodciami
przyblizonymi wielkosei X, X,,...,X, z bledami bezwzglednymi A,
Awg,. .., Aw,. Niech y=f(t;,t,...,t,) bedzie funkeja ciggla w kostce
n-wymiarowej a;— Aw; <t,<w,+ Aw; (i=1,2,...,n). Niech ponadto

4 o | e 3
= max F(lri sty i = min ey tn)s
Ti— Ay ty<i+ ATy By~ ATI<U< T4 A%
i=12 .1 i=12..1n

Wtedy liczba (F* -+ F~)/2 przybliza wartos¢ Y =f(X,,X,,...,X,) z ble-
dem bezwzglednym (F*—F~)/2.

Zazwyczaj jednak inaczej szacujemy blad przyblizenia wartosci
Y=f(X,,X,,...,X,). Niech f(t,l,,...,1,) bedzie funkejz majacg w danej
kostee n-wymiarowej (poprzednio okreslonej) ciggle pochodne czgstkowe
wzgledem wszystkich zmiennyech. Jezeli liczbe y=f(®y,2s,...,2,) pPrzyj-
miemy za warto$é przyblizong liezby Y =f(X,,X,,...,X,), to z twier-
dzenia o wartosci $redniej dla funkeji wielu zmiennych mamy

Y —y=f(Zs, Zaye -y Xu) = F{(@1y@5y ey T) =
= fiu (&1, Bay- -« s @) (Xy— @) 4 foo (Xyy Eay - o y2) (X — 23) +-
e PG 0 o Y

gdzie fi(t1,ty,...,1,) 0znacza pochodng czgstkowy funkeji f(t;,te,...,1,)
wzgledem zmiennej #; (i=1,2,...,n), a & oznacza liczbe lezgea miedzy
X, i x;. Stad za blad bezwzgledny Ay mozemy przyjaé

(17) Ay= M; Adw,+M; Awy+...+ M, Az,
M:> max [fe(trstanenentn)l-
Ty— AT =Ty -+ ATy
k=12 .0

Jezeli funkeja y=f(ty,t,...,1,) ma w danej kostce n-wymiarowej
ciggle pochodne ezgstkowe az do n-tego rzedu wlgeznie wzgledem wszyst-

kich zmiennych ¢,t,...,4,, t0 na moey wzoru Taylora
Y_?f:f{fvlsxﬁs---:Xﬂ)—f(mlsmzs---smﬂ):
af | af S (@™f)e
DG R Y R e B, T T A

gdzie
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T e [ftl(*rl—‘-"l)‘i“ fr (Xy—w, A f.',, (== ‘I’n)’k;
w rownosei tej nalezy po ]mrhm_‘memu sumy do k-tej potegi zastapié ilo-
czyny pochodnych ezgstkowyeh odpowiednimi pochodnymi ezgstkowymi
. ot
ot ot at,’
~a nastepnie wzigé wartosei tyeh pochodnych dla t;=a; (i=1,2,...,n),
2° (d"f); jest liczby, jaka otrzymujemy w miejsce d"f, jezeli zamiast
wartosei pochodnych dla t,—=»; wezmiemy wartodei tyeh pochodnych
dla t;=¢&;, gdzie & jest pewng liczbg zawartg miedzy X; i o; (i=1,2,...,n).
Mozemy wtedy przyja¢ za blad bezwzgledny liczbe

k-tego rzedu, np. iloczyn fj f f, nalezy zastapi¢é pochodng

(18) Ay - —;f—j & +.oit & j -+ JI“-

(M=), unl

odzie

1° d*f jest liczbg, ktérg sie oblicza analogicznie jak liczbe d*f, z ta
jedynie réznicg, ze zamiast wartoéei pochodnych czgstkowych dla t;=a;
(¢=1,2,...,n) nalezy wzig¢ ich wartosci bezwzgledne, a zamiast réznie
X;—ax; bledy bezwzgledne Ax; (i=1,2,...,n),

Do

2" M, jest liczbg, ktorg sie oblicza analogicznie jak liczbe d"f, z ta
r6znicq, ze zamiast wartodei pochodnych czgstkowych w punkeie t;—a;
(6=1,2,...,n) nalezy wziaé liczby nie mniejsze od odpowiednich maksi-
mow wartogei bezwzglednych tych pochodnych w danej kostce n-wymia-
rowej, a zamiast réznic X;—ax; —— bledy bezwzgledne Az; (i=1,2,...,n).

Zazwyezaj liezba M, jest juz tak mala, ze blad Ay jest rzedu df/1!.
Przyjmujemy wtedy wzor (17) lub dokladniej

(19) AJ—f?H* — = |ful 42, +|f, | A2y +-.. +lf;lﬁ11‘,.+ Mzg
gdzie |f,|=If, (@\,@,,...,2,)|. Poprawke M,/2 mozna zazwyczaj obli-

czy¢ w pamieei.
Blad wzgledny ey bedziemy obliczali ze wzoru

dy _|f |1 J M
20) ey=— =|= Az, + |2 |40y +...4 || Aa,, 2
@0) = k= | Aot |11 dos b £ el A+ 0
d In d In 6111 M«
elgalitl o _r’_'f]_ Awﬁ__ﬂ L
().'Dl D‘Bz dw Ly | lzjl
9 In [f| R
-2dzie f=f(2;,@s,---32,); 2 Symbol Gp, Oznaczy warto$é  funkeji
i

01n|f(tl!t2‘! fn)'

o, dla h=a,, tb==ay, ..., l,=®

n-

Metody numeryezne | graficzne — 2
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Wzoér (20) otrzymuje sie ze wzoru (19).
Gdy poprawka M,/[|2f| jest mala w pordéwnanin z poprzedzajgcq
ja we wzorze (20) sumg, wtedy ey jest rzedu

Az

| —n3

'01. i 0 In | d In |f|
[ aﬂlfl A€ |71 [ e e |7l
o | 0wy | (135,

a wiec rzedu A In|f(2y,@,...,2,)|.

§ 4. Bledy dzialan arytmetycznych. Zanim przejdziemy do szcze-
golowyceh przykladéw zastosowania (17), (18), (19) i (20), zajmiemy sie
obecnie bledami dzialan arytmetycznych.

Blad sumy. Podstawiajae do wzoru (17)

Y=F (T, Bayerry By) =By Lot 2y 1 Mi=M=...=M,=1

S

otrzymujemy
(21) Az, +@y+-... 4 @,)=Ax, + Aw, +. ..+ A, .

Zatem suma bledéw bezwzglednych skladnikow swmy jest bledem  bez-
wzglednym.
Blad wzgledny sumy wyraza sie wzorem
Ay + Ay +-. ..+ A,

.2 o a2 . L = — e
(22) @it oyt ta)= o

ey | e, + || ey +. . .+ |2, | e,

@+ @ . . . 4 @y,
Jezeli wszystkie liezby «; (i=1,2,...,n) maja ten sam znak, to

! &y &0+ By &0 . . . By ET,
23 (B2t 2 =——— —

( ) F('fl'i" 2+ +rn) -f-’1+-rz+---+3"-n

Blad wzgledny sumy jest wtedy Srednig wazong bledéw wzglednych sklad-
nik6w. Spelnia on tez wtedy oczywistqg nier6wnosé

minex; < e (&) + & +. ..+ x,) <maxew;.
i i

7 ostatniego wzorn wynika, ze suma jednakowo dokladnych skladnikéw
(tj. skladnikéw o jednakowym bledzie wzglednym) o fym samym znaku
ma blad wzgledny taki, jak kazdy ze skladnikéw. Sumujac np. liczby
z szefcioma dokladnymi cyframi nie warto podawaé wiecej niz szesé
c¢yfr w ich sumie. Warto takze pamietaé, ze na ogé6l bez uszezerbku do-
kladnogei wyniku mozna przy sumowaniu pomingé¢ z zachowaniem prawa
dopelnienia cyfry skladnikéow stojace ma tych miejscach dziesietnych,
ktore nie sg dokladne w ktorymkolwiek ze skladnikéw, np.
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zamiast sumujemy
04 . 04
853,6 853,6
07* 07
314,32 314,32
11 05
76,087 76,59
08 03
0,6375 0,64
P AR 5 55 6
1245,1445 1245,15 = 1245,15

Zasada ta moze by¢ niekiedy niepraktyczna, gdy mamy duzo sklad-
nikow. Stosujace ja powiekszamy wtedy niepotrzebnie blad sumy.

Blad wielokrotnogdei. Ze wzorow (21) i (22) wynikaja dla n na-
turalnego réwnosei

A(ne)=n Az, e(nie)= = =z,

Wychodzae ze wzorn (13) latwo sprawdzié, ze dla dowolnej doklad-
nej liczby rzeczywistej « spelnione sa analogiczne réwnosei

(24) A(az)=|a| dx, e(ax)=c2.
Blad réznicy. Na podstawie wzoréw (21) i (24) mamy
(25) A (v —@,) = Awy + A (— @) = A, + Az, .

Z“EMQJ beﬁ'ﬂ-‘fﬂf{*ffﬂ-y réinicy moina wiee prayjaé sume bleddw bexwzgled-
nych odjemnej i odjemnika. Blad wzgledny réznicy wyraza sie wzorem

(26) L e A(a:.,:::ri) > Az, + A, 3 ]_;r,{_s;q—l—tmﬂm,
|2y — @, ey — 2| |0, — @,

Ze wzoru (26) widzimy, ze przy malych bledach wzglednych odjemnej
i odjemnika blad wzgledny réznicy moze byé duzy, jesli tylko @, i @,
malo si¢ r6éznig miedzy sobg. O tym trzeba pamietaé i w obliczeniach
unikaé¢ réznic dwoch bliskich wielkodei. Réznice takie wystepuja najeze-
Sciej tam, gdzie obliczamy przyrost funkeji w malym przedziale (,,a,).
Zamiast oblicza¢ roznice wartosei funkeji w koncach przedzialu (trzeba
je pracowicie obliczy¢ z duzg dokladnoseig, ktorg stracimy przy odejmo-
waniu), warto jest wtedy na ogol skorzysta¢ z przyblizonego wyrazenia
za pomocy odpowiedniej sumy czedciowej rozwiniecia Taylora

j!f ("]',‘l)

)
-

f ) — f (@)= f (@) (2 — @) +

(X, — 2, +. ..

as
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Blad iloczynu. Podstawiajae we wzorze (18) y=f(x,,x,)=x 2"
i przyjmujac n=3, a nastepnie M,=0, ofrzymujemy

(27) Ay = A (@, 2,)=|xs| A2, + |2, | Azy + d2y Ay,
skad

s Az ) ] ‘
(27a) g(@, @)= — = gL, + &y + ETy EX, .

|y @

Jak widaé¢ ze wzoru (27a), gdy liczby ex, i v, s male, to blad wzgledny

iloczynu jest w przyblizeniu réwny sumie bledéw wzglednych czynni-

kéw. Blad bezwzgledny iloczynu mozna obliczaé¢ z bledu wzglednego
A{m1¢v2):lw| :I?zlé‘{ﬂ'!l:l}z): I.Bl.’b"‘2| (Eirl ‘+—‘ é‘-ﬂg +E‘il—"l 8.?‘-2).

Zamiast wzoru (27) stosujemy czesto w praktyee réwnowazny mu
WZOT

(27h) A(@yy) = (|0, + Awy) Ay - |y | Ay
01 02
PrzYKEAD 5. Obliczyé 3,1416-2,7183.
Mamy

3,1416-2,7183=8,539811.. ..
i na mocy (27b) mozemy przyjac¢ blad bezwzgledny
2+3,15+41-2,72=9,02

'

jednostek na 5 miejscu dziesigtnym. Stad

01 02 902 11
3,1416-2,7183=8,539811...=8,0398 .
Biad potegi. Ze wzoru (14) dla n=2 i y=jf(x)=a", gdzie a jest

dowolng liczbg rzeczywisty, a o> Awx, wynika, ze

1
A(@*)=la|a"" Ao+ — M, Aa?,

gdzie _
JH!? max Ia(ﬂ—l)tuﬁai—_-la(a_l)l max 192
Z-Ar<t<x+ AT e
a(a—1)(x+dz)** dla a>2,
~ |lata—1)|(@—dzy-* dla a<2.
Przyjmujae

la(a_l)(x+.4x)“-2 dla «>2,
T a(a=1) | (@—Adx) " dla a2
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otrzymujemy blad wzgledny

—i
’ M(l—i—sm)“'zamz dla a>2,
~ N (a) . 2
(28) e(@®)= = =|a|ew -+ ko1
J —‘-)——{1—5;3)““25332 dla o<2.

Jak widaé¢ z tego wzoru, dla malych ex blad wzgledny potegi o wyklad-
niku a jest wiekszy w przyblizeniu |a| razy od bledu wzglednego pod-
stawy potegi.

Blad odwrotnofei. Oszacowanie bledu wzglednego odwrotnosci
mozna otrzymaé ze wzoru (28) podstawiajac w nim a=—1. Jednak
lepsze oszacowanie otrzymujemy w naste¢pujacy sposob. Zakladamy, ze
|| > Az, czyli ex< 1. Poniewaz

( 1 il 1 1 1 1
max B e _-— ——
ol — Az~ [z ' o] +Aw) ol — Az~ Ta
wiee blad odwrotnosei nie przekracza liczby

1 1
2| — A ||

1 e [s A" rn ).-- T y . - 4 . . 1 ’ .

i za blagd bezwzgledny mozna przyjac¢ kazdg liczbe 4 (—),ktcra spelnia
@

warunek

1Y 1 1 Az ET
29 A 2 = . = _——— = = = = e—_—,—_
et (.1:) Ziel—do ol Tel(el—dm)  BlA—sm)

Przyjmujac A4(1/w)=ex/(|2|(1—ex)) otrzymujemy blad wzgledny

1 { 1 £
30 | == =l d e e e
(30) é(.s) 1 2 (:c) 1—ex

Dla malyeh ex blad e(1/r) jest rzedu ew.
Blad ilorazu. Korzystajace ze wzorow (27) i (30) otrzymujemy wzér
na blad wzgledny ilorazn. Mianowicie

@ 1
(31) g(ji) = (;1?1 ) =ex,+¢ (—L—) + &8 (i) =
@, Zy @, @,

£, | B EDy &) -+ &y,
= ey ——— + =
1—ex, 1— e, 1—ew,



file:///-Axj
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Dla malych ez, blad wzgledny ilorazu jest zatem w przyblizeniu rowny
sumie bledow wzglednyeh dzielnej i dzielnika.

Blad bezwzgledny ilorazn mozna oszacowaé z bledu wzglednego.
Mamy

|
[z
. Ax, | % Ay
(31a) A (.‘L'I) s ! (;rl) |y | ewy + e, [ @, |
it @y g 2|\, 5 | 1—exy, —  |wo|— A,
07
§ § 5347
PrzZYKLAD 6. Obliczyé 620 _':]_“.
£4]
1,7709

Poniewaz
6,56347:1,7709=3,690044 ...,

a na mocy (3la) mozemy przyja¢ blad bezwzgledny rowny

jednostkom na pigtym miejscen dziesietnym po przecinku, wige

~

07 é
. B 145 0258w
6,034 )
2 T‘; — 3,690044...— 3,690.
il
1,7709

§ 5. Przyklady praktyczne.

PRrRzZYKEAD 7. Obliczyé blad oporu R polgezonych réwnolegle opo-
réw R, = (24,6--0,2)Q, R,= (32,040,3)Q, R,= (42,0--0,5)Q.

Mamy

1 1 1 1 2 1
R r | vy
gdzie r,=24,6Q, ,=32,0Q, r,=42,0Q. Na mocy wzorn (21) i (29)
przyjmujemy

1 1 er 1 £y 1 er

A(_ s oyepe Ml i Ul e R

i Py L—ery - 1y L—ery 15 1l—ery
gdzie
0,2 Wk 110,3 0,5
32,0’ :
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Po wykonaniu obliczen otrzymujemy 1/r=0,09571(1/Q) i przyjmujemy
A(1/r)=0,001(1/Q) (uwzgledniliémy tu rowniez blad plyngey z zaokrag-
lenia liczby 1/r). Zatem

14 0,001
- = ! — < 0,0105
r 0,09571

i na mocy (29)

L 0,0105

Ap— A N 0010
1 1—0,0105
=

Przyjmujemy

10 ]
r=—— = (10,45 +0,002)Q, Ar=0,112Q.
0,09571
Ostatecznie

R= (10,45 - 0,12) Q.

PrzyxrAD 8. Obliczyé powierzehnie P kulki stalowej o masie
M=(56,4240,01) g
(gestosé stali D=(7,2-4+0,05)g/cm?).

Ze wzoréw na powierzchnie P i objetosé V kuli o promieniu K dosta-
jemy rownosci

Ld

i : 4 M

e l.'!lf“-p = g ;"171{)3 = —

2

skad
P =36z M*D~2.

Niech 7=3,14-+0,002. Wprowadzamy przyblizenia

a=3,14,  m=>5642¢g," d=T.2

ktorych bledy bezwzgledne sg

g
cm

da=0,002, Am=0,01g, A4d=0,05—r; ;

stgd obliczamy bledy wzgledne
ea=0,00064, em=0,00018, ed=0,0070.

Niech S= 36z M2D-2, s=36am*d~? i p=7/s.
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Na moey wzordw (27a), (28)i(24) przyjmujemy kolejno & (m*)= 0,00037,
e(d *)=0,015, e(36am*)=0,00102, ¢s=0,0161. Stad

3() 3 14 - 56,42°
N = 7 NS (14-0,0161) em®= 6940 (1-+-0,0165) cm®.

Przyjmujemy teraz s=6940, ss=0,0165 i obliczamy na suwaku logaryt-
micznym, ze

p=1s=(19,140,05) cm?,

a na mocy wzoru (28) otrzymujemy ep=0,006, skad Ap=p ep < 0,115 em®.
Przyjmujemy ostatecznie p=19,1 em* oraz Ap=0,17 em?*, skad

P=(19,140,17) em®.

Zwr6émy uwage na to, ze w ostatnim przykladzie oprocz bledu po-
miaru masy uwzglednialismy takze bledy przyblizenia stalej matematycz-
nej x i stalej fizycznej D. Nieostrozny eksperymentator popelnia czesto
blad traktujgc odezytane z tablic wartodei stalych fizyeznych jako do-
kladne. Podobnie Zrédlem bledéw jest bardzo rozpowszechnione przeko-
nanie, ze w=3,14. Liczba 3,14 jest tylko przyblizong wartodcig liczby =
i w wielu precyzyjniejszych obliczeniach nalezy korzysta¢ z dokladniej-
szych przyblizen. Stale matematycezne mozemy zwykle uzyskaé z dowolng
dokladnogcig, natomiast dokladnosé stalych fizyeznych jest zawsze ogra-
niczona. W rozwazanym przykladzie blad gestosei stali D mial decydu-
jacy wplyw na blagd wyniku P. Gdybysmy cheieli zmniejszy¢ blad wyniku,
musieliby$my uzyskaé przede wszystkim dokladniejszg wartosé gestosei
danego gatunku stali.

Rozpatrywalismy dotychezas przyklady obliczania bledu funkeji,
gdy znane byly bledy jej argumentow. Eksperymentatora interesuje
jednak czesto przy projektowaniu doswiadezen zagadnienie odwrotne:
z jakg dokladnogeig nalezy wyznaczy¢ wartodci argumentow, aby z dang
z gory dokladnosciag uzyskaé wartosé funkeji.

PrzZYKEAD 9. Z jakg dokladnoseig nalezy zmierzy¢ dwa boki i kgt
miedzy nimi zawarty, aby obliczone na podstawie tych pomiaréw pole
trojkgta mialo blad wzgledny nie wiekszy niz 1°0/;.

Znajac dwa boki tréjkata @, b i kgt miedzy nimi zawarty ¢, pole
trojkata obliczamy ze wzoru

1
(32) P = absing.
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Blad wzgledny pola P na podstawie wzoréw (27) i (15) wyrazi¢ mozna
wzorem

_ 3 cO8
eP~ea+ eb- e singrea-}- eb-- | —;

o
Ao = b teel A 3
qu)‘ ¢=ea-+eb-| |ctge| dp

Warunek, aby blad wyniku «P nie przekraczal 19/;, daje nier6wnosc
ea--eb-|ctgep| 4p<0,01,

ktérg muszg spelniaé bledy pomiaréw a,b i ¢. Wartodé 0,01 stojaca po
prawej stronie nalezy rozdzielié na kazdy ze skladnikéw strony lewej.
Jezeli nie mamy zadnych wiadomosei o latwodei uzyskania odpowiednich
dokladnodei poszezegdlnych argumentéw, to kazdemu skladnikowi strony
lewej przyporzadkowujemy réwng czeéé strony prawej. Otrzymamy

ea<0,0033, eb<<0,0033, letgp| 4p<0,0033.

Jezeli kat ¢ zawiera sie w przedziale 45°<p<135% to |etgg|<1 i mozna
przyjaé
Ap < 0,0033~11".

Jezeli wige zmierzymy dwa boki tréjkata z bledem wzglednym 0,33°/,
I" kgt miedzy nimi zawarty (spelniajgcy nieréwnogé 45°<p<135°) z ble-
dem bezwzglednym 11°, to ze wzoru (32) obliczymy pole tréjkata z ble-
dem wzglednym rzedu 1°/,.

Jezeli z powodu trudnogci technicznych nie mozemy zmierzy¢ kata
z taka dokladnofeig, to kosztem zwiekszenia dokladnogei pomiaréw bo-
kow mozemy zwiekszyé dopuszezalny blad kata. Mozemy np. przyjaé

ea=¢eb=0,001, Ap=0,008~ 27",

B. Statystyczna teoria bledow

§ 6. Elementarne wiadomosci z rachunku prawdopodobienstwa.
Gdy powtarzamy n-krotnie pomiar pewnej wielkosci fizycznej, uzyskujemy
cigg wartosei przyblizonych #,,a,,...,z,, ktére — o ile nie popemiamy
bledu systematycznego — sa w pewien sposob skupione dokola doklad-
nej wartosci X. Na podstawie uzyskanych wynikéw cheemy znalesé
mozliwie najlepsze przyblizenie nieznanej wartosei dokladnej X i ocenié
dokladno$¢ pomiaréw. Zagadnienie to wymaga stosowania aparatu po-
jeciowego i twierdzenn rachunku prawdopodobienistwa oraz przyjecia do-
datkowych zalozen dotyczgcych mierzonej wielkosci i pomiaru.

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A jest miarg jego mozli-
wosci. Niech np. zdarzenie A polega na tym, Ze wynik pomiaru pewnej



