
Rozdział IX

Macierze określone

§ IX.l. Formy hermitowskie

(IX. 1) DEFINICJA. Formą hermitowską n-tego stopnia (n e 91) nad pierścieniem częściowo
uporządkowanym sś albo po prostu formą hermitowską nazywamy każdą funkcję/: HM i-»
\-*j#, gdzie HM jest 72-wymiarowym modułem ciągowym nad pierścieniem sś z iloczynem
skalarnym (IV. 145), postaci

) /=/(Z) =/(z t , ..,, z„):-

gdzie

oraz

Jeżeli przyjąć, że

"«u ••• «i»
A: =

.anl ••• a,m.

to na mocy (IX.^) A jest macierzą hermitowską, a wzór (IX.2) można napisać w postaci

[/(Z)]=Z*,4Z lub f(Z)=tcZ*AZ.

(IX.5) DEFINICJA. Formą kwadratową n-tego stopnia (ne 9ł) albo po prostu formą kwa-
dratową nazywamy każdą formę hermitowską n-tego stopnia nad pierścieniem uporząd-
kowanym sć. •

Z powyższej definicji wynika, że każdą formę kwadratową M-tego stopnia można napisać
w postaci

• /=/(X)=/(x1, ...,xn):= £ t aJkxjXk .
j=l k=l
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albo'w postaci

lub

gdzie

v.

a AM e Jl \sś\ jest macierzą ąuasi-rzeczywistą symetryczną.

(IX.8) TWIERDZENIE. Wartości form kermitowskich są quasi-rzeczywiste. x

Dowód wynika ze wzoru

[/(Z)]*=(Z*kZf=Z*A*Z=Z*AZ= [/(Z)] . ES

(IX. 9) TWIERDZENIE. W każdym pierścieniu częściowo uporządkowanym sd między for-
mami hermitowskimi n-tego stopnia tr Z*AZ, a macierzami hermitowskimi n-tego stopnia
A BM\SŚ\ istnieje odpowiedniość wzajemnie jednoznaczna.

Dowód. Z definicji (IX.l) wynika, że każdej macierzy hermitowskiej «-tego stopnia A
odpowiada dokładnie jedna forma hermitowska H-tego stopnia tr Z*AZ. Wystarczy zatem
jeszcze pokazać, że każdej formie hermitowskiej n-tego stopnia tr Z*AZ odpowiada do-
kładnie jedna macierz hermitowska «-tego stopnia A. Załóżmy, że istnieją dwie takie ma-
cierze hermitowskie Am i Bm, że

(i) A Z*AZ=Z*BZ,

gdzie Hm jest modułem ciągowym n-wymiarowym nad pierścieniem sć i

Z: =

Kładąc

J-
dla
dla pe{\ «},

otrzymujemy na mocy (i) f(Z)=app=bpp, wobec czego wyrazy diagonalne macierzy A
i B są identyczne. Jeżeli wszystkie elementy pierścienia sł są ąuasi-rzeczywiste, to kładąc

(ii)
d I a ^ = - P v ^
dla

otrzymujemy na mocy (i) f(.Z)=a„+a„+atp+au=b„+bP9+b„+b„, skąd - biorąc
pod uwagę, że a M = a w i bpq=bqp - wynika, że apą=*bPt, co oznacza, że A<=B. Jeżeli nato-
miast istnieje taki element a es/, że « * - « # 0 , to podstawiając najpierw (ii), a potem

(1 dla j =
, : = ] a * - < x dla j=

IO dla p,qe{X,...,n},
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otrzymujemy na mocy (i) i

fl -4— cl -A- fi -I- /7 *—* n -i- n -i- r) —I- n
PP i P1 QP £9 — PP PO. <łP ' %ał

a„ + a Ja* - a) - a4P(a* - a) - aM(o* - a)2 = 6 „ + bpq(u* - a) - &9P(a* - «) - &M(a* - a)2,

skąd.

a następnie apq=&M A aąp -bqp, wobec czego A = B. •

(IX. 10) TWIERDZENIE. W każdym pierścieniu uporządkowanym s/ między formami kwa-
dratowymi n-tego stopnia tr X*AX a macierzami guasi-rzeczywistymi symetrycznymi n-tego
stopnia A e Jt \sś\ istnieje odpowiedniość wzajemnie jednoznaczna.

D o w ó d wynika z definicji (IX.5) i twierdzenia (IX.9). S3

(IX. 11) TWIERDZENIE. Dla każdej formy hermitowskiej n-tego stopnia / ( Z ) : = t r Z*AZ
nad pierścieniem z pierwiastkowaniem sś, dla której macierz hermitowska A jest pólprosta,
istnieje nad tymże pierścieniem s£ taka forma hermitowska n-tego stopnia g (Y):=tr Y*(aS) Y,
że S'M=diag(co 1,. . ., to„), cot,..., canejzć, jest macierzą spektralną w n-tym stopniu ma-
cierzy A, aes^y a*£0 i

J J j macierzą własną ąuasi-ortonormalną w n-tym stopniu odpowiadającą macierzy
spektralnej S w n-tym stopniu, UU* == U* U= alm i Y*-. = [y* ... y*], y1,..., yn e sd.

Dowód. Na mocy twierdzeń (VIII.92) i (VIII.93) jest AU= US, wobec czego

/({7Y)=tr Y*U*AUY=tt Y*U*USY~ti Y*(aS) Y,

skąd wynika wzór (IX. 12). B

(IX. 13) TWIERDZENIE. Dla każdej formy hermitowskiej n-tego stopnia / ( Z ) : = t r Z*AZ
nad ciałem z pierwiastkowaniem #", dla której macierz hermitowska Aw jest pólprosta,
istnieje nad tymże ciałem & taka forma hermitowska n-tego stopnia g(Y):=tr Y*SY, że
SM:=diag(roi, ..., co„) jest macierzą spektralną w n-tym stopniu macierzy A i

gdzie UM jest macierzą własną ortonormalną w n-tym stopniu odpowiadającą macierzy spek-

tralnej S w n-tym stopniu i Y*: = [y* .•• j*]» J i , • • •> yn

 e •^r-

Dowód wynika z twierdzeń (VIII.97) i (IX.11). •

(IX. 15) TWIERDZENIE. Dla każdej formy kwadratowej n-tego stopnia f(X):=tx XTAX
nad ciałem uporządkowanym z pierwiastkowaniem &, dla której macierz ąuasi-rzeczywista
symetryczna A jest pólprosta, istnieje nad tymże ciałem SF taka forma kwadratowa n-tego

. stopnia g (F) :=tr YTSY, że S w :=diag(«) i , . . . , ojn)jest macierzą spektralną w n-tym stopniu
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macierzy A i

(IX.16) g (Y) = / ( t m -tr YTSY- £ ©_,̂

#ńfe/e Uwjest macierzą własną ortonormalną w n-tym stopniu^odpowiadającą macierzy spek-
tralnej S w n-tym stopniu i Y^: = [yy... y„], yt,..., yn e J^.

Dowód wynika z twierdzenia (IX.13). 0-

(IX. 17) PRZYKŁAD. Macierzy symetrycznej nad ciałem liczb rzeczywistych 91

2 4 4 3 _ u .
odpowiada forma kwadratowa drugiego stopnia f(xt, x2) = 57x1+48^X2 + 43x1. Macie-
rzą spektralną w drugim stopniu macierzy A jest 5 [2]:=diag(25, 75), a odpowiadającą
jej macierzą własną ortonormalną w drugim stopniu

Mamy, zgodnie z (IX. 16)

_[" 0,6 0,8l

§ IX.2. Macierze określone

(IX. 18) DEFINICJA. Macierz AM nad pierścieniem J ^ nazywamy dodatnio (ujemnie) okreś-
loną w H-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy:

1° jest macierzą hermitowską,
2° pierścień $t jest częściowo uporządkowany,
3° forma, hermitowską n-tego stopnia / ( Z ) : = t r Z*AZ nad pierścieniem J / spełnia

warunek

(IX. 19) /\ f(Z)=trZ*AZ>0 (<0),

gdzie # M jest ^-wymiarowym modułem ciągowym nad pierścieniem sf. •

(IX.2O) DEFINICJA. Macierz Am nad pierścieniem s4 nazywamy niedodatnio (nieujemnie)
określoną w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy:.

1° jest macierzą hermitowską,
2° pierścień só jest częściowo uporządkowany,
3° forma hermitowską K-tego stopnia /(Z) : = tr Z*AZ nad pierścieniem sć spełnia

warunek

(K.21) A f(,Z)=trZ*AZ^0 (>0),
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gdzie //[•„], — jak poprzednio — jest n-wymiarowym modułem ciągowym nad pierście-
niem s#. •

(IX.22) DEFINICJA. Macierzą określoną w n-tym stopniu nazywamy każdą macierz do-
datnio lub ujemnie określoną w n-tym stopniu. B v

(IX.23) DEFINICJA. Macierzą pólokreśloną w n-tym stopniu nazywamy każdą macierz
niedodatnio lub nieujemnie określoną w n-tym stopniu. H

Zauważmy, że:
1° Każda macierz dodatnio (ujemnie) określona w n-tym stopniu jest nieujemnie

(niedodatnio) określona w n-tym stopniu.
2° Każda macierz określona w n-tym stopniu jest półokreślona w M-tym stopniu.
3° Jeżeli macierz Am jest określona w n-tym stopniu, to n jest jej stopniem minimalnym.
4° Jeżeli macierz Am jest niedodatnio (nieujemnie) określona w n-tym stopniu, to dla

każdej liczby naturalnej p>n macierz A jest niedodatnio (nieujemnie) określona w p-tym
stopniu.

(IX.24) TWIERDZENIE. Jeżeli macierz Aw jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie)
określona w n-tym stopniu, to wszystkie jej wartości własne w tym stopniu są ąuasi-rzeczywiste
dodatnie (ujemne, niedodatnie, nieujemne).

Dowód* Niech co będzie dowolną wartością własną w n-tym stopniu macierzy AM

dodatnio określonej w M-tym stopniu, a Z 1=0 dowolnym odpowiadającym wartości co
wektorem własnym, czyli jest AZ=±wZ. Na mocy (IX.19) jest

/(Z) = tr Z*AZ = co tr Z*Z > 0,

skąd na mocy (III. 193) otrzymujemy co>O.
Dowód dla macierzy ujemnie, niedodatnio lub nieujemnie określonych w n-tym stopniu

jest analogiczny. H

(IX.25) TWIERDZENIE. Pólprosta macierz hermitowska Am nad pierścieniem z pierwiast-
kowaniem stf jest dodatnio (ujemnie; niedodatnio, nieujemnie) określona w n-tym stopniu
wtedy i tylko wtedy, gdy jej wszystkie wartości własne w tym stopniu są ąuasi-rzeczywiste
dodatnie (ujemne, niedodatnie, nieujemne).

Dowód wynika z twierdzeń (IX.24) i (IX. 11). •
(IX.26) TWIERDZENIE. Macierz diagonalna i w nad pierścieniem z pierwiastkowaniem sś
jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) określona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy,
gdy jej wszystkie spośród pierwszych n wyrazów diagonalnych są ąuasi-rzeczywiste dodatnie
(ujemne, niedodatnie, nieujemne).

Dowód wynika z twierdzeń (VIIL82), (VIII.98) i (DC.25). •

(IX.27) TWIERDZENIE. Jeżeli pólprosta macierz hermitowska Aw nad pierścieniem z pier-
wiastkowaniem sź jest dodatnio określona w n-tym stopniu, to det„ A>0, a jeżeli nieujemnie
określona w n-tym stopniu, to det„ A >0.

Dowód wynika z twierdzeń (IX.25) i (YIII.38). •
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(IX.28) TWIERDZENIE. Rząd macierzy pólprostej Ainl nad pierścieniem z pierwiastkowaniem
JŚ, półokreślonej w n-tym stopniu, jest równy sumie krotności jej niezerowych wartości włas-
nych w n-tym stopniu. i

Dowód. Macierz rjółokreślona w n-tym stopniu jest normalna, wobec czego na mocy
twierdzenia (VIII.95) macierz A jest prosta. Na mocy twierdzenia (VIII.79) otrzymujemy
tezę. •

(IX.29) TWIERDZENIE. Macierz pólprosta AM nad pierścieniem z pierwiastkowaniem sś,
dodatnio (ujemnie) określona w n-tym stopniu, jest ąuasi-nieosobliwa w n-tym stopniu.

Dowód wynika z twierdzeń (IX.25) i (IX.28). H

(IX.3O) PRZYKŁAD. Macierz A z przykładu (IX.17) jest dodatnio określona w drugim
stopniu, ponieważ dla dowolnych x ( , x2 e M, x\+x\^Q, forma kwadratowa Slx\ +
+48x 1 x 2 + 41v2 ma wartość dodatnią. Zgodnie z twierdzeniem (IX.24), wartości własne
25 i 75 w drugim stopniu macierzy A są obie dodatnie. Zgodnie z twierdzeniem (IX.27)
d e v i = l875>0. Zgodnie z twierdzeniem (IX.28) rząd macierzy A jest równy 2. B

(IX. 31) TWIERDZENIE. Każda macierz pólprosta Aw nad pierścieniem (ciałem) z pierwiast-
kowaniem $t dodatnio lub ujemnie, lub niedodatnio, lub nieujemnie określona w n-tym stop-
niu jest ortonormalnie guasi-podobna (podobna) w n-tym stopniu do pewnej macierzy dia-
gonalnej D M o wyrazach ąuasi-rzeczywistych odpowiednio dodatnich, ujemnych, niedodat-
nich lub nieujemnych.

Dowód wynika z twierdzeń (IX.25) i (VIII.96) ((VIII.97)). H

(IX. 32) TWIERDZENIE. Jeżeli macierz Amjest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie)
określona w n-tym stopniu, to macierze A, AT i A* są również dodatnio (ujemnie, niedodatnio,
nieujemnie) określone w n-tym stopniu.

Dowód. Ponieważ z definicji macierz A jest hermitowska i A*=A oraz AT—(A*)T=A,
więc wystarczy przeprowadzić dowód dla macierzy A. Wprowadzimy formy hermitowskie

/(Z) ! = tr Z*AZ, g (Z) : =/(Z)»t r ZTAZ.

Na mocy twierdzenia (IX.8) g(Z)=g(Z)=trZTAZ=trZ*AZ. Ponieważ dla każdego
Ż4O jest/(Z)>0 (<0, <0, >0), więc również g(Z)=f(Z)>0 (<0, <0, >0). Otrzy-

*mujemy stąd tezę. •

(IX.33) TWIERDZENIE. Jeżeli macierz AM ąuasi-odwracalna w n-tym stopniu jest dodatnio
(ujemnie) określona w n-tym stopniu, a A^jest dowolną jej quasi-odwrotnością n-tego stopnia
i AA[n]—A[„jA=aIm, a^O, to macierz a*A^jest również dodatnio (ujemnie) określona
w n-tym stopniu.

Dowód. Niechj/będzie formą hermitowska odpowiadającą macierzy A, a.g — formą
hermitowska określoną wzorem

Ze wzoru A^A=aIm otrzymujemy A*(A^)*=A(A[n})*=a*I[n}, skąd A^A(A{nl)* =
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=a*AOli, czyli a (Aw)*=a*AM, co oznacza, że macierz a*Am jest hermitowska i

Ponieważ wartościami formy hermitowskiej/dla Z # 0 są wyłącznie elementy ąuasi-rzeczy-
wiste dodatnie (ujemne), więc macierz a*A^ jest dodatnio (ujemnie) określona w n-tym
stopniu. •

(IX.34) TWIERDZENIE. Jeżeli macierz A0Q odwracalna w n-tym stopniu jest dodatnio (ujem-
nie) określona w n-tym stopniu, • to macierz A^ jest również dodatnio (ujemnie) określona
w n-tym stopniu.

D o w ó d jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. B

(IX.35) TWIERDZENIE. Jeżeli w pierścieniu macierzowym. Ji\s4\, gdzie s4 jest pierście-
niem częściowo uporządkowanym, macierz AM jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nie-
ujemnie) określona w n-tym stopniu, a C^n> p} e Ji [JŚ] jest macierzą kolumnowo pełnego rzędu
p, to macierz

(IX.36) v BM-.=C*AC

jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) określona w p-tym stopniu.

Dowód. Ponieważ B* = C*A*C~C*AC=B, więc B jest macierzą hermitowska.
Niech/będzie formą hermitowska n-tego stopnia odpowiadającą macierzy A, a q — formą
hermitowska p-tego stopnia odpowiadającą macierzy B. Mamy

(i) 0(Z)=trZ*£Z=trZ*C*/lCZ=/(CZ).

Ponadto Zj^0=>CZ=£O, ponieważ CZ=O dla Z # O oznaczałoby, że kolumny macierzy
C są liniowo zależne wbrew założeniu, że C jest macierzą kolumnowo pełnego rzędu p,
W takim razie z (i) wynika teza. H

<TX.37) TWIERDZENIE. Jeżeli w pierścieniu macierzowym Jl \sś\, gdzie sś jest pierście-
niem częściowo uporządkowanym, macierze AM i BM są ściśle równoważne w n-tym stop-
niu, a macierz A jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) określona w n-tym stop-
niu, to macierz Bjest również dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) określona w n-tym
stopniu.

D o w ó d wynika z definicji (V.15O) i twierdzenia (IX.35). •

(IX.38) TWIERDZENIE. Półprosta macierz hermitowska A^ nad pierścieniem z pierwiastko-
waniem 6Ś jest dodatnio określona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej

minory główne A ( . ' " ' . I dlajl<... <jp^n ip = 1,..., n są ąuasi-rzeczywiste dodatnie.
\ J J JJi JpJ

Dowód. Jeżeli macierz Aw jest dodatnio określona w n-tym stopniu, to na niocy
twierdzeń (VIII.92),:'(VIIL93), (VIH.98) i (IX.25) istnieje taka macierz diagonalna Sm

o pierwszych n wyrazach quasi-rzeczywistyć*h dodatnich i taka macierz Um quasi-orto-
normalna w n-tym stopniu, że AU=US. Jeżeli XJU* = U*U=aIm, a es/, a/O, to a* =

19 Wektory i maciorze t, X
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=aAa>0i
aA=USU*.

Jeżeli A jest dodatnio określona w n-tym stopniu, to aA jest również dodatnio określona
w n-tym stopniu i na mocy twierdzenia (IX. 3 5) macierz S1 jest dodatnio, określona w n-tym
stopniu. Rozpatrzmy dowolny minor główny

(ii)
Ji>

gdzie macierz V^iPli jest utworzona z kolumn o numerach^, ...,jp macierzy U*. Ponie-
waż kolumny te są liniowo niezależne, więc macierz Fjest kolumnowo pełnego rzędu p.
Na mocy twierdzenia (IX.35) macierz V*SV jest dodatnio określona w H-tym stopniu,
wobec czego na mocy twierdzenia (IX.27) i faktu że a>0, ze wzoru (ii) wynika, źe

(iii)
•>Jp

> 0 dla

Jeżeli — odwrotnie — wszystkie minory główne (iii) są quasi-rzeczywiste dodatnie,
to na mocy (VIIL37) jest sk > 0 dla k= 1, ..., n. Z faktu, że s„ > 0, na mocy (VIII.41) i twier-
dzenia (VIII.98) wynika, że wszystkie wartości własne w n-tym stopniu macierzy A są
ąuasi-rzeczywiste i niezerowe. Gdyby któraś z nich była ujemna, wtedy na mocy (VIII. 37)
wartość wielomianu charakterystycznego n-tego stopnia dla tej wartości własnej nie by-
łaby zerem, co dałoby sprzeczność. Zatem wszystkie wartości własne w n-tym stopniu
macierzy A są ąuasi-rzeczywiste dodatnie i na mocy twierdzenia (IX.25) macierz A jest
dodatnio określona w n-tym stopniu. • I

(IX. 39) TWIERDZENIE. Półprosta macierz hermitowska Am nad pierścieniem z pierwiastko-
waniem si jest dodatnio określona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy

(IX.4O) dla / e = l , . . . , n .

Dowód. Jeżeli macierz A jest dodatnio określona w n-tym stopniu, to na mocy twier-
dzenia (IX.38) warunek (IX.40) jest spełniony. Załóżmy teraz, że Am jest półprosta ma-
cierzą hermitowska spełniającą warunek (1X^40). Wprowadźmy macierze Af^ ( ) t = l , ...
...,n) wzorem I

(iv)

gdzie

]:=A,

dla k=2,...,n„

0 aff
0 0 »

Ó Ó

akn

0
0

akk



§ IX.2. Macierze określone 291

dla k—l, . . .,n — 1. TSTa mocy (iv) mamy

i na mocy indukcji macierze /4 ( 1 ),..., .4 W są wszystkie hermitowskie, wobec czego

(v) < # * . - < # dla fc-l,.,.,n.

Sprawdzamy, że macierze -d(k) mają postać:

akk ••• akn

Niech dla p = l , ..., n

Na mocy (iv) mamy

anfc „W

^ p : = / [ p ] y 4 7 W , Di , :»C J [

Ponieważ

otrzymujemy

Ale

Przez indukcję dochodzimy do wniosku, że dla

(vii)

a dla p = l

(1> •••' P \ _
1 « =

i , . . . , py

Z drugiej strony na mocy (vi)

i wobec (vii)

L'""pp
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skąd na mocy (DC.40) wnioskujemy przez indukcję, że
1 a$>0 dla k=l,...,n.

Wobec tego macierz A^ jest macierzą diagonalną o pierwszych n wyrazach diagonal-
nych ąuasi-rzeczywistych dodatnich. Na mocy twierdzenia (IX.26) macierz A(n) jest do-
datnio określona w n-tym stopniu. Na mocy twierdzeń (III. 140) i (III. 146) ze wzorów
(iv) wynika, że istnieje dla każdego k — 1, ...,n—l taka macierz ąuasi-nieosobliwa w n-tym
stopniu C(fc)~ i taki element ckes$, ck^0, że C(Ic)C(k)~-ckJm i

dla fe=l, ..., n — i.

Ponieważ c* cfc>0, więc na mocy twierdzenia (IX.35) z faktu, że Aln) jest macierzą do-
datnio określoną w n-tym stopniu, wnioskujemy przez indukcję, że macierz Aa) = A jest
dodatnio określona w n-tym stopniu. •

(IX.41) TWIERDZENIE. Każda pólprosta macierz hennitowska Aw nad ciałem z pierwiastko-
waniem & jest ściśle równoważna w n-tym stopniu macierzy

(IX.42)

gdzie p jest sumą krotności wszystkich dodatnich, aq — sumą krotności wszystkich ujemnych
wartości własnych w n-tym stopniu macierzy A.

Dowód. Na mocy twierdzeń (VIII.97) i (VIII.93) macierz A ma macierz spektralną
w H-tym stopniu S^ i lewą macierz własną U ortonormalną w n-tym stopniu takie, że

• U*A=SU*=SU[„l .

Na mocy twierdzeń (V.12O), (V.124) i (V.128) istnieje taka macierz permutacyjna P w ,
że

p*SP=T=diag (co!, ...,cop, - A 1 ; ..., -Xq), a>it . . . . a>t, Ax, .;., A^>0.

Niech

2[«i • •" d iag I , . — , . . . , ~ p = > /— ) • • • 5 1— 1 1 , . . . j 1 J •

Wtedy T=Q[;]
1JQ[71]

1 i mamy

czyli
(UPQ)*A=J(UPQX„{,

co na mocy definicji (V.15O) oznacza, że macierze A i J są. ściśle równoważne w w-tym
stopniu. •

(IX.43) TWIERDZENIE. Każda pólprosta macierz nieujemnie określona AM nad ciałem
z pierwiastkowaniem & jest ściśle równoważna w n-tym stopniu macierzy 7 W , gdzie r jest
rzędem macierzy A.
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D o w ó d wynika z twierdzeń (IX.25), (IX.41) i (V.161). H

(lX.44) TWIERDZENIE. Każda pólprosta macierz dodatnio określona Am nad ciałem z pier-
wiastkowaniem SF jest ściśle równoważna w n-tym stopniu macierzy 7 W .

D o w ó d wynika z twierdzeń (IX.43) i (IX.27). •

§ IX.3. Macierze nieujemnie określone

(IX.45) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy Alm> ^ nad pierścieniem częściowo uporządko-
wanym s4 macierze A*A i AA* są nieujemnie określone, pierwsza w n-tym, a druga w m-tym

•stopniu.

Dowód. Macierze A*A i AA* są obie hermitowskie i dla dowolnych Z*: = [z* ... z*],
zx, •..., z„e s/, 7*: =-|>? ... y*], ylt...,yme sś, mamy na mocy (III.196)

/ ( Z ) : = t r Z*{A*A) Z=tr {AZf AZ > 0,

tlX.46) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy A[mi „j nad pierścieniem częściowo uporządko-
wanym s4 kolumnowo pełnego rzędu n {wierszowo pełnego rzędu m) macierz A*A {AA*)
jest dodatnio określona w n-tym {w m-tym) stopniu. Dla każdej macierzy Aw nad pierście-
niem częściowo uporządkowanym sś ąiiasi-nieosobliwej w n-tym stopniu macierze A*A
i AA* są dodatnio określone w n-tym stopniu. ,

Dowód. Macierz /CH] jest dodatnio określona w p-tym stopniu, ponieważ dla każdego
Z*:={z*, ...,z*), zu ...,zpe^, Z # O jest na mocy (1.144)

/ ( Z ) : = t r Z * / [ P ] Z = t r Z * Z = £ z^Zj>0.

Wobec tego dla macierzy Ąm i n ] kolumnowo pełnego rzędu n (wierszowo pełnego rzędu
ni) macierz

jest dodatnio określona w «-tym (w zw-tym) stopniu na mocy twierdzenia (IX.35).
Druga część tezy wynika z pierwszej. •

(IX.47) TWIERDZENIE. ^Jeżeli macierz Am nad pierścieniem częściowo uporządkowanym
$ł jest nieujemnie określona w n-tym stopniu, to

(IX.48) akk>0 dla k=l,...,n,

Dowód. N i e c h / ( Z ) : - t r Z * ^ Z dla Z*: = [zt,..., z*], z^,"..., zne$ł, będzie formą
hermitowską n-tego stopnia odpowiadającą macierzy A. Mamy z założenia

(i) trZ*y4Z>0.



294 R.IX. Macierze określone

Kładąc

dla j=k,
dla jV/c, k=l,...,n,

otrzymujemy na mocy (i) nierówności (IX.48). Kładąc natomiast

O

gdzie.jP, q-\, ...,n, p^q, a k jest dowolną j^-liczbą naturalną, otrzymujemy

(ii) k2apaa*ąapp-2kaMa*q+aqą>0. /

Ponieważ aM a*9>0, więc dla app=0Aapq^0 istnieje na mocy (1.153) takie k, że nierów-
ność (ii) nie jest spełniona. Wynika stąd (IX,49). •

(IX.5O) TWIERDZENIE. Jeżeli macierz nad ciałem częściowo uporządkowanym 3-

jest meujemnie określona w (n+Y)-ym stopniu, to macierz A jest nieujemnie określona
w n-tym stopniu i istnieje taki wektor kolumnowy WL„iU, że

(IX.52)

(IX.53)

Dowód. Niech Y*: = [Z* [z*]], gdzie Z*: = [z\ ..'. z*], zu ..., z„, zeSF.TL założenia
jest tr Y*BY^Q, czyli

(iii) tr Z*AZ+z* tr D*Z+zlrZ*D + z*dz^O.

Kładąc tu z = 0 i uwzględniając, że z warunku B*-B wynika A*-A, wnioskujemy, że
macierz A jest nieujemnie określona w n-tym stopniu. Wykażemy teraz, że

(IX.54) AZ=O^D*Z=O, czyli Z* A = O => Z*D = O.

Istotnie, jeżeli AZ=O, to dla dowolnej ^-liczby całkowitej k jest kHr Z*AZ=0, wobec
czego' zastępując w (iii) wektor Z wektorem kZ otrzymujemy

(iv) k(z* trD*Z+ztrZ*D) + z*dz>0.

Gdyby z* tr D*Z+z tr Z*Dere F nie było zerem, wtedy na mocy (1.153) istniałaby
J^-liczba całkowita k, dla której nierówność (iv) nie byłaby spełniona. Zatem

z*trZ)*Z+ztrZ*Z) = O '

dla każdego z e / . Dla z:=4trD*Z otrzymujemy (tr!>*Z)*-tr D*Z=0, s,kąd na mocy
(III.195) trD*Z=0, czyli D*Z=O. Druga z implikacji (IX.54) wynika z pierwszej.
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Jeżeli A jest macierzą nieosobliwą w ra-tym stopniu, to kładąc W:=Ain] D otrzymu-
jemy (IX.52), a kładąc w (iii) Z=Wi z=-l

(v) trW*AW-ttD*W-trW*

Ponieważ D*W=W*D=W*AW, więc otrzymujemy stąd (IX.53).
Jeżeli A jest macierzą rzędu r<n, to przyjmujemy najpierw, że

A~\ ( 1 ) # ( 2 )

gdzie E jest macierzą nieosobliwą w r-tym stopniu. Wobec tego kolumny od (r+l)-ej
do n-tej macierzy A są liniowymi kombinacjami pierwszych r kolumn i stąd istnieje taka
macierz F [ r i,,_,], że

E ( 1 ) * F C J '
Ponieważ wiersze tej macierzy od (r+l)-ego do n-tego są analogicznie liniowymi kom-
binacjami pierwszych r wierszy, więc istnieje taka macierz F$lTtti, że

Ponieważ A jest macierzą hermitowską, więc E*=E i FmE=F*E, a po pomnożeniu
prawostronnym przez E^ mamy F ( 1 ) = F*. Zatem macierz A ma postać

Niech teraz

gdzie jy^ijissJB^1^1 3. Mamy

[F*_ r > r ] ~It„_,{\A=O.

Stosując (IX.54) do kolejnych wierszy macierzy [Fc*_P i^ —/ C l I _ r 3 ] , otrzymujemy stąd

skąd D*-2)=F*EH. Kładąc W:=H, otrzymujemy (IX.52), a dla Z = W i z = - l nierów-
ność (v), skąd — jak poprzednio — nierówność (IX.53).

Jeżeli A jest macierzą rzędu r<«, to z uwagi na A*=A istnieje taka macierz permu-
tacyjna P [ nj, że macierz P*AP jest macierzą postaci (vi), czyli (vi) i dla macierzy permu-
tacyjńej

mamy
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Na mocy udowodnionej już części twierdzenia istnieje taki wektor kolumnowy Vin> 1 ] 5 że

P*D^P*APV,
skąd

D=APV

i kładąc TV— dotrzymujemy (IX.52), a następnie, analogicznie jak poprzednio, (DC.53). B

§ IX.4. Rozkład macierzy nieujemnie określonych

(IX.55) TWIERDZENIE. Macierz AM rzędu r nad ciałem z pierwiastkowaniem SF jest nie-
ujemnie określona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, >gdy istnieje taka macierz ponad-
trójkątna górna 7j-r> „^ o wyrazach oporowych guasi-rzeczywistych dodatnich, że

(IX.56) T*T=*A.

Dowód. Gdy r-0, wtedy na mocy twierdzenia (111.192) T-OoA = 0 i twierdzenie
jest prawdziwe. Załóżmy zatem, że r>0.

Przyjmujemy najpierw, że A jest macierzą nieujemnie określoną w w-tym stopniu i wy-
każemy przez indukcję, istnienie żądanej macierzy T.

G d y « = l , wtedy/•=! i A = [a11], atl e # " , alL=£Q. Na mocy (IX.48) jest att > 0 i istnie-

je v « n . Przyjmując T=[Vfljł]> otrzymujemy (IX.56).
Niech teraz

A",« M[i]J

będzie dowolną macierzą nieujemnie określoną w (fc+l)-ym stopniu. Na mocy twier-
dzenia (IX.5O) A jest macierzą nieujemnie określoną w k-tym stopniu i istnieje taki wektor
kolumnowy WlktU, że

(i) , B

i zachodzi nierówność tr W*AW^d.
Jeżeli dla każdej macierzy Am nieujemnie określonej w żfc-tym stopniu istnieje taka

macierz ponadtrójkątna górna r[r_ t ] o wyrazach oporowych ąuasi-rzeczywistych dodat-
nich, że zachodzi równość (IX.56), to dla macierzy (i) przyjmijmy

Macierz Q jest ponadtrójkątna górna i

\=B.l(W*T*T\uk} (W*

Na mocy indukcji dla każdej macierzy nieujemnie określonej w «-tym stopniu AM e Jt [&]
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istnieje' żądana macierz trójkątna Tlrnl. Na mocy twierdzenia (V.23) r jest rzędem ma-
cierzy A.

Jeżeli — odwrotnie — istnieje macierz T o podanych własnościach spełniająca rów-
ność (IX. 56), to na mocy twierdzenia (IX.45) macierz A jest nieujemnie określona w M-tym
stopniu. •

(IX. 57) TWIERDZENIE. Jeżeli dla macierzy A^ rzędu r, nad pierścieniem z pierwiastko-
waniem sś istnieje taka macierz ponadtrójkątna górna T^^-y o wyrazach oporowych quasi-
-rzeczywistych dodatnich, że T*T=A, to T jest jedyną macierzą o tych własnościach.

Dowód. Ponieważ A = OoT=0, możemy przyjąć, że r>0. Równość T*T=A ma
postać

0

(ii)
o

o

.* .* • .*
Mn *2n ". lrn

t*

O ... O h„
0 ... 0 t

2M

w ... trn

gdzie z założenia wyrazy oporowe tlsi, ...,trSr są quasi-rzeczywiste dodatnie. Gdyby
istniała inna macierz ponadtrójkątna górna Dlr>n} o wyrazach oporowych quasi-rzeczy-
wistych dodatnich taka, że D*D=A, mielibyśmy analogicznie

0

(iii)

o o

o

O ... O d.
0 ... 0 d

2pi

lln

drPr ... d„
... an

An d*„ d*

Ze wzoru (ii) wynika, że aJk=0 dla. j,k<sx i aSlSs = tlsi > 0.

skąd diPi-tXsi>d. Ze wzoru (ii) wynika dalej, że

skąd dij = tlj dla j=Pi + l, .--,«• Dalszy dowód przeprowadzamy przez indukcję. Jeżeli
dkJ = tkj dla k=\, i..,q i ; = 1 , . . . , « , to mnożąc Ą+i-szy wiersz pierwszej z macierzy
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(iii) przez /-tą kolumnę drugiej, otrzymujemy

«
2-1 k, pą + 1 *kj ~

ł = l

d l a

fc=l ' ' + 1

Ponieważ z założenia jest rfł+1>Pł+1>0, otrzymujemy stąd ,

d c + l i J - = 0 dla

i d l a

skąd d l g + i , , | 4 i - V 1 > I ł + 1 - i dla j=sq+1, ...,«:

skąd <f 9 + l j J =r 9 + l j - dla j f=j g + 1 ) ...,«. Przez indukcję otrzymujemy D = T. •

(IX.58) TWIERDZENIE. W pierścieniu macierzowym \M\§'\ nad ciałem z pierwiastkowa-
niem 2F macierz A,„^ jest dodatnio określona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka macierz "trójkątna górna !TW nieosobliwa w n-tym stopniu o pierwszych n wyrazach
diagonalnych quasi-rzeczywistych dodatnich, że

T*T=A.

Dowód wynika z twierdzenia (IX.55), ponieważ na mocy twierdzenia (IX.27) ma-
cierz dodatnio określona w n-tym stopniu jest pełnego rzędu n. •

(IX.59) TWIERDZENIE. Dla macierzy Aimi„^ i.BlPi„^ (m^p) nad pierścieniem z pierwiastko-
waniem sć równość • .

(IX.6O) A*A=B*B

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz kolumnowo ąuasi-ortonormalna
w p-tym stopniu UlmyP} i taki element beresł, b^O, że

Gdy JŚ jest ciałem, można przyjąć b=l.

Dowód. Załóżmy, że zachodzi równość (IX.6O). Na mocy twierdzenia (V.291) istnieją
takie macierze U^,], U$ ąuasi-ortonormalne, pierwsza w Hi-tym, a druga w/>-tym stop-
niu, że macierze T[^nl: = UwA i T$„:: = VmB są ponadtrójkątne górne o wyrazach
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oporowych ąuasi-rzeczywistych dodatnich. Jeżeli

A*A=B*B=M *

i jeżeli //,., n2etzsó, /ilt jU2#O, są takimi elementami, że C/(1)*Or(1) = J7 ( 1 )Z7 ( 1 )*=^ 1/ [ m ],
W * < 2 W 2 > < z > * = , u 2 / W ) to ^ 2 > 0 i

Jeżeli wprowadzić

to macierze Z>(1) i D ( 2 ) są również ponadtrójkątne górne o wyrazach oporowych ąuasi-
-rzeczywistych dodatnich i

Na mocy twierdzenia (EK.57) jest Dw=Di2\ czyli

Stąd

czyli

Kładąc 6 = V / ^ i t/= i7 ( 1 )* t/ ( 2 ), otrzymujemy (IX.61).
Jeżeli - odwrotnie — zachodzi (1X61), to sprawdzamy bezpośrednio, że jest praw-

dziwa równość (IX.6O).
Jeżeli sź jest ciałem, to macierz F: = (l/6)t/ jest kolumnowo ortonormalna w p-tyra

stopniu i zamiast (IX.61) mamy A = UB i V*V=IlP]. W
(IX.62) TWIERDZENIE. W pierścieniu macierzowym JH [J5"] nad ciałem z pierwiastkowa-
niem iF równość

(IX.63) .. X*X~A, A=AM, X=Z C j

• w przypadku, gdy A nie jest macierzą nieujemnie określoną w n-tym stopniu, nie-jest speł-
niona przez żadną macierz X.

Gdy AMjest macierzą nieujemnie określoną w n-tym stopniu i m<r, gdzie r jest rzędem
macierzy A, wtedy równość (IX.63) nie jest spełniona przez żadną macierz X.

Gdy AM jest macierzą nieujemnie określoną w n-tym stopniu i m^r, wtedy równość
(IX.63) jest spełniona wtedy i tylko wtedy, gdy

(IX.64) _ X=UT,

gdzie Uim>r] jest macierzą kolumnowo ortonormalna w r-tym stopniu, a r [ f i Mj jest macierzą
ponadtrójkątną górną o wyrazach oporowych ąuasi-rzeczywistych dodatnich, spełniającą
warunek T*T~A, której istnienie zapewnia twierdzenie (IX.55).
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Dowód. Pierwsza część twierdzenia wynika z twierdzenia (DC.45), druga z twierdze-
nia (V.23), a trzecia z twierdzenia (IX.59). •

(IX.65) TWIERDZENIE. Pólprosta macierz hermitowska AM nad pierścieniem z pierwiastko-
waniem M jest nieujemnie (dodatnio) określona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka macierz nieujemnie (dodatnio) określona w n-tym stopniu BM i taki element
aerej/, a>0, że

B2 = a2A.

Gdy sś jest ciałem, można przyjąć a—l.

Dowód. Jeżeli A jest macierzą nieujemnie (dodatnio) określoną w n-tym stopniu,
to na mocy twierdzeń (VIII.92), (VIII\93) i (IX.24) istnieje taka quasi-rzeczywista macierz
diagonalna

O pierwszych n wyrazach diagonalnych nieujemnych (dodatnich) oraz taka macierz Ull0

quasi-ortonormalna w n-tym Stępniu, że

AU^US.

Niech U*U=UU*=aIM. Mamy a—a*, skąd aeresć i z definicji a>0. Stąd

aA^USU*.
Niech ,

(iv) B:*=UTU*,

gdzie

T:=diag(Vo)j, ...,\fa>„).

Na mocy twierdzenia (IX.26) macierz T jest nieujemnie (dodatnio) określona w n-tym
stopniu, a na mocy twierdzenia (IX.35) również macierz B jest nieujemnie (dodatnio)
określona w n-tym stopniu. Mamy ponadto

B1 = UTU*UTU* = aUSU*=a2A.

Gdy sć jest ciałem, wtedy przyjmując zamiast (iv)

B:=—UTU*,
a

otrzymujemy również macierz nieujemnie (dodatnio) określoną w n-tym stopniu i

Jeżeli - odwrotnie - jest B2=a2A, czyli B*B=a2A> to na mocy twierdzeń (IX.45) i (IX.27)
macierz a2A, a z nią i macierz A są nieujemnie (dodatnio) określone^ n-tym stopniu. •
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([X.66) TWIERDZENIE. Każdą macierz Allj:i nad ciałem z pierwiastkowaniem #", dla której
macierz A*A jest pólprosta, można przedstawić w postaci

gdzie U^ j,est macierzą ortonormalną w n-tym stopniu, a H — macierzą nieujemnie okre-
śloną w n-tym stopniu, a więc hennitowską.

Dowód. Na mocy twierdzeń (IX.45) i (IX.65) istnieje taka macierz H nieujemnie
określona w w-tym stopniu, że

H2=H*H = A*A.

Wobec tego twierdzenie (IX.66) wynika z twierdzenia (IX.59). •
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