Rozdziat IX

Macierze okreslone

§ IX.1. Formy hermitowskie

(IX.1) DerNICIA. Formq hermitowskq n-tego stopnia (n € M) nad pierscieniem czesciowo
uporzadkowanym of albo po prostu formq hermitowskq nazywamy kazda funkcje f': Hp,; >
b, gdzie Hp,; jest r:—wymlarowym modutem crqgowym nad pleréclemem & z iloczynem
skalarnym (I'V.145), postaci

(Ixz) f=f(z) =f(z1 R ] n) = jzj'_ kzl aJ‘k zj Zg s
gdzie .
Zy
— Z:= 5 EH[,,], Zi,...,Z"Ed',
£~ ’
oraz . )
(1X.3) | Cag=al;, da j,k=1,..,n. W
Jezeli przyjaé, ze '
ayq Qip
A= . ..., e [],
yy Ay

to na mocy (IX 3{ A jest macierza hermitowska, a wzor (IX.2) mozna napisa¢ w postaci
(IX.4) ‘ [f(Z)]1=Z*AZ lub f(Z)=trZ*4Z.

(IX.5) DerINICIA. Formq kwadratowq n-tego stopnia (ne R) albo po prostu formq kwa-
dratowq nazywamy kazda forme hermitowska n-tego stopma nad pierécieniem uporzqd-
kowanym /. W

Z powyzszej definicji wymka ze kazda forme kwadratowq n-tego stopma mozna napisaé
W postaci

(ax.6) A 5= B T anzin
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albo’'w postaci

(IX.7) [f(X)]=XTAX b f(X)=trXTAX,
gdzie
Xy :
X:=}: |eHy;, Xi,...,%,€H,
X,

a Ay, € M [4] jest macierza quasi-rzeczyWwista symetryczna.
(IX.8) TWIBRDZENIE. Wartosci form hermitowskich sq quasi-rzeczywiste. R

Dowdd wynika ze wzoru
[f(@)]*=(2*42)*=Z*A*Z=2%AZ=[{(Z)]. B

(IX.9) TwierRDZENIE. ‘W kazdym pierscieniu czeSciowo uporzqdkowanym s miedzy for-
mami hermitowskimi n-tego stopnia tr Z*AZ, a macierzami hermitowskimi n-tego stopnia
A € M [] istnieje odpowiedniosé wzajemnie jednoznaczna.

Dowdd. Z definicji (IX.1) wynika, ze kazdej macierzy hermitowskiej n-tego stopnia 4
odpowiada doltadnie jedna forma hermitowska n-tego stopnia tr Z*AZ, Wystarczy zatem
jeszcze pokazaé, Zze kazdej formie hermitowskiej n-tego stopnia tr Z*4Z odpowiada do-
ktadnie jedna macierz hermitowska n-tego stopnia ‘4. Zalézmy, Ze istnieja dwie takie ma-
cierze hermitowskie Ap,; i By, Ze

o - A\ 2*4Z=272"BZ,
. ZeHm)

- gdzie Hp,; jest modutem ciggowym n-wymiarowym nad pierécieniem o i

=l Zy, e, 2,64,

ZPI
Kladac ¥
L[t da j=p,
0 dla  j#p, pe{l,.,.,n},
otrzymujemy na mocy (i) f(Z)=a,,=b,,, wobec czego wyrazy diagonalne macierzy 4
1 B sg identyczne. Jezeli wszystkie elementy pierécienia & sa quasi-rzeczywiste, to kadac

(i) ,.)l dla j=pvj=gq,
10 dla j#paj#q, p,qe{l,..,n},

ptrzymujcmy na mocy (i) f (Z)=ap,+ apy+agy+a4=byp+ by +byp+byy, skad — biorac
pod uwage, 2e a,,=a,, i b,,=b,, — wynika, Ze @y, =b,,, co oznacza, Zze 4= B. Jezeli nato-
miast istnieje taki element « €, Ze a*—a50, to podstawiajac najpierw (ii), a potem

1 dla j=p,
zp={a*~a dla j=gq,

0 | dla j#paj#q, p,qe{l,..,n}, p#q,



§ IX.1. Formy hermitowskie 285

otrzymujemy na mocy (i) |
Appt Apg+ gyt 8gq=bpp+ Dbyt byp+bygs _
@yt (0 — ) — @ (0 — ) = A (0" — 0)? = b+ b (0* — ) — b (0¥ ~ ) — b (0¥ — @)%,

skad .

Apgt+agp=by+ by, Aa,,—a,,=b,,—b

rq qap*

a nastgpnie a,,=b,, A a,,=b,,, wobec czego A=B. H

ap?
(IX.10) TWIERDZENIE W kazdym pierécieniu uporzqdkowanym s miedzy formam: kwa-
dratowymi n-tego stopnia tr X*AX a macierzami quasi-rzeczywistymi symetrycznymi n-tego
stopnia A € # <] istnieje odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczna.

Dow¢dd wynika z definicji (IX.5) i twierdzenia (IX.9). B

(IX.11) TwierDpzeNIE. Dla kazdej formy hermitowskiej n-tego stopnia f (Z) =fr Z*AZ
nad pier§cieniem z pierwiastkowaniem sf, dla ktérej macierz hermitowska A jest poiprosta,
istnieje nad tymze pieréciem’efﬁ o taka forma hermitowska n-tego stopniag (Y): =tr Y*(aS) ¥,
ze Spyy=diag(wy, ..., ®,), Oy, ..., w, €A, jest macierzq spektralng w n-tym stopniu ma-
cierzy A, ae sZ, a¥0 i :

(1X.12) g(V)=f(UY)=tr Y*(aS) Y=a i o;yil%

gdzie Uy, jest macierzq wlasnq quasi- ortonormafnq W n-tym sropmu odpomada;ch macterzy '
spektralnej S w n-tym stopniu, UU*=U*U=al},;i Y*:= ST N U =R A

Dowdéd. Na mocy twierdzen (VIIL92) i (VIIL93) jest AU = US, wobec czego
SUY)=tr Y*U*AUY =tr Y*U*USY =tr Y*(aS) Y,

skad wynika wzér (IX.12). @@ -

(IX.13) TWIBRDZENIE. Dla kazdej formy hermitowskiej n-tego stopnia f(Z).=tr Z*AZ
nad cialem z pierwiastkowaniem %, dla ktdrej macierz hermitowska Ay, jest pélprosta,
istnieje nad tymze cialem % taka forma hermitowska n-tego stopnia g(Y):=tr Y*SY, ze
Stay =diag(®, , ..., wy) jest macierzq spektralng w n-tym stopniu macierzy A i

¢

(IX.14) g(V)=f(UY)=tr Y*SY % L w;lyjl’s

gdzie Um Jjest macierzq wlasng ortanarmalnq W n-tym stopniu odpaw:ada}ch macierzy spek-
tralnej S w n-tym stopniui Y*:=[y% ... y], V1> .o InEF.

Dowoéd wynika z twierdzen (VIIL97) 1 (IX.11). M

(IX.15) TwierDzENIE. Dla kazdej formy kwaa'ratowej n-tego stopnia f(X):=tr X"4AX
nad cialem uporzqdkowanym z pierwiastkowaniem %, dla ktdrej macierz quasi-rzeczywista
symetryczna A jest pélprosta, istnieje nad tymze cialem F taka forma kwadratowa n-tego
. stopniag(Y):=tr Y'SY, ze Sy =diag(@y , ..., ,) jest macierzq spekitralng w n-tym stopniu
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macierzy A i
N
(IX.16) g(N=f(UN=trYTSY= Y w,;)7,
ji=1

gdzie Uy, jest macierzq w{aan ormnormm‘nq W n-tym stopniu, odpowmdajch macierzy spek-
tralnej S w n-tym stopniu i YE. [P1 e Puds Y1 cons VuEF.

Dowdd wynika z twierdzenia (IX.]S). »

(IX.17) PRZYKLAD. Macierzy symetrycznej nad cialem liczb rzeczywistych %

P
23771 24 43 |,

odpowiada forma kwadratowa drugiego stopnia f(xy, x2) =57x} +48x, X, +43x3 . Macie-
rza spektralng w drugim stopniu macierzy A4 jest Sp,;: =diag(25, 75), a odpowiadajaca
jej macierza wtasna ortonormalna w drugim stopniu

0,6 0,8
-0,8 0,6

g1, y2)=1(06y,+0.8y,, —0,8y;+0,6y,)=25y1+75y;. M

c-‘l

Mamy, zgodnie z (IX.16)

§ IX.2. Macierze okreSlone

(IX.18) DErINICIA. Macierz Ap,; nad pierécieniem «# nazywamy dodatnio (ujemnie) okres-
long w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy: '

1 ]est macierzg hermitowska,

2° pierdcien o jest czgSciowo uporzadkowany,

3° forma. hermitowska n-tego stopnia f (Z):=tr Z*AZ nad pierScieniem & spelnia
warunek

(IX.19) A f@=trZ*AZ>0 (<0),

ZeHp
Z#0"

gdzie Hp,) jest n-wymiarowym modulem ciggowym nad piericieniem /. M

(IX.20) DerINICIA. Macierz 4, nad pierscieniem &/ nazywamy medodatmo (nieujemnie)
okreslongq w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy:.

1° jest macierza hermitowska,

2° pierdcien & jest czgéciowo uporzadkowany,

3° forma hermitowska n—tego stopnia f(Z):=1r Z*4Z nad pierScieniem ¢ speinia
warunek

-

(IX.21) N\ f(@)=trZ*AZ<0 (>0),

ZeHp
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gdzie Hp,y, — jak poprzedﬁio — jest n-wymiarowym modulem ciagowym nad pierscie-
niem /. W

(IX.22) DEFINICIA. Macierzq okreét"onq W n-tym stopniu nazywamy kazda macierz do-
datnio lub ujemnie okre$long w n-tym stopniu. M

(IX.23) DeFINICIA. Macierzq pélokreSlong w n-tym stopniu nazywamy kazda macierz
niedodatnio lub nieujemnie okreslong w n-tym stopniu. M

Zauwazmy, ze: _ _

1° Kazda macierz dodatnio (ujemnie) okre$lona w n-tym stopniu jest nieujemnie
(niedodatnio) okre$lona w n-tym stopniu.

2° Kazda macierz okre§lona w n-tym stopniu jest potokreslona w n-tym stopniu.

3° Jezeli macierz A;,; jest okreslona w n-tym stopniu, to » jest jej stopnieni minimalnym.

4° Jezeli macierz Ay, jest niedodatnio (nieujemnie) okreSlona w n-tym stopniu, to dla

kazdej liczby naturalnej p>n macierz A jest niedodatnio (nieujemnie) okreélona w p-tym
stopniu.

(IX.24) TwIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie)
okreslona w n-tym stopniu, to wszystk:e Jjej wartosci wlasne w ¢ ym stopniu sq quasi-rzeczywiste
dodatnie (ujemne, niedodatnie, nieujemne).

Dowéd. Niech @ bedzie dowolna wartoécia wlasng w n-tym stopniu macierzy A,
dodatnio okreslonej w n-tym stopniu, a Z# O dowolnym odpowiadajacym ‘wartosci @
wektorem wilasnym, czyli jest AZ= wZ. Na mocy (IX.19) jest

f@Z)=t1Z*AZ=wtZ*Z>0,

skad na mocy (II1.193) otrzymujemy w>0.
Dowéd dla macierzy ujemnie, niedodatnio lub nieujemnie okreslonych w n-tym stopniu
jest analogiczny. M

(IX.25) TWIERDZENIE. Pdlprosta macierz hermitowska A,y nad pierScieniem z pierwiast-
kowaniem s/ jest dodatnio (ujemnie; niedodatnio, nieujemnie) okreflona w n-tym stopniu
wtedy i tylko wtedy, gdy jej wszystkie wartosci wlasne w tym stopniu sq quasi-rzeczywiste
dodatnie (ujemne, niedodatnie, nieujemne).

Dow6d wynika z twierdzeii (IX.24) i (IX.11).. W ' .
(IX.26) TWIERDZENIE. Macierz diagonalna Ay, nad pierscieniem z pierwiastkowaniem
Jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) okreslona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy,

gdy jej wszystkie sposréd pierwszych n wyrazéw diagonalnych sq quasi-rzeczywiste dodatnie
(ujemne, niedodatnie, nieujemne).

Dowéd wynika z twierdzen (VIIL82), (VIIL98) i (IX.25). W

(IX.27) TWIERDZENIE. Jezeli pdlprosta macierz hermitowska Ag,y nad pierScieniem z pier-
wiastkowaniem o jest dodatnio okreSlona w n-tym stopniu, to det, A>0, a jezeli nieujemnie
okreslona w n-tym stopniu, to det, 420,

Dowéd wynika z twierdzen (IX.25) i (VIIL38). W
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(IX.ZS) TWIERDZENIE. Rzqd macierzy polprostej Ap,y nad pierscieniem z pierwiastkowaniem
oA, pélokreslonej w n-tym stopniu, jest réwny sumie krotnosci jej niezerowych wartosci wias-
nych w n-tym stopniu. ;

Dowdd. Macierz ﬁélokreéldné w n-tym stopniu jest normalna, wobec czego na mocy
twierdzenia (VIIL.95) macierz A4 jest prosta. Na mocy twierdzenia (VIIL.79) otrzymujemy
teze. W : .

(IX.29) TWIERDZENIE. Macierz pélprosta A,y nad pierScieniem z pierwiastkowaniem o,
dodatnio (ujemnie) okreslona w n-tym stopniu, jest quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu.

Dowdd wynika z twierdzen (IX.25) i (IX.28).

(IX.30) PRzYKLAD. Macierz 4 z przykladu (IX.17) jest dodatnio okre§lona w drugim
stopniu, poniewaz dla dowolnych x,, x, € %, x; +x;%#0, forma kwadratowa 57x7+
+48x, %, +43x% ma wartoé¢ dodatnig. Zgodnie z twierdzeniem (IX.24), wartoéci wlasne
251 75 w drugim stopniu macierzy 4 sg obie dodatnie. Zgodnie z twierdzeniem (IX.27)
det, 4 =1875>0. Zgodnie z twierdzeniem (IX.28) rzad macierzy 4 jest réwny 2. W

(IX.31) TWIERDZENIE. Kazda macierz pdlprosta Ay, nad pierscieniem (cialem) z pierwiast-
kowaniem & dodatnio lub ujemnie, lub niedodatnio, Iub nieujemnie okreslona w n-tym stop-
niu jest ortonormalnie quasi-podobna (podobna) w n-tym stopniu do pewnej macierzy dia-
gonalnej Dy, 0 wyrazach quasi-rzeczywistych odpowiednio dodatnich, ujemnych, niedodat-
nich lub nieujemnych.

Dowd6d wynika z twierdzen (IX.25) i (VIIL.96) ((VIIL.97)). M
(IX.32) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Am Jjest dodatnio (ujemnie, medodarmo, nievjemnie)
okreslona w n-tym stopniu, to macierze A A" i A* sq réwniez dodatnio (ujemnie, niedodatnio,
nieujemnie) okreslone w n-tym stopniu.

Dow6d. Poniewaz z definicji macierz A4 jest hermitowska i 4% =4 oraz A”=(4*)"=A4
wige wystarczy przeprowadzi¢ dowdd dla macierzy 4. Wprowadzimy formy hermitowskie

f2)1=tr2*4Z, ¢(Z):=f(Z)=trZTAZ.

Na mocy twierdzenia (IX.8) ¢(Z)=g(Z)=tr Z'AZ=tr Z*4Z. Poniewaz dla kazdego
Z+#0 jest f(Z)>0 (<0, <0, >0), wigc réwniez g(Z)=f(Z)>0 (<0, <0, >0). Otrzy-
‘mujemy stad teze. P

(IX.33) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ap, quasi-odwracalna w n-tym stopniu jest dodatnio
(ujemnie) okreslona w n-tym stopniu, a Ag,, jest dowolnq jej quasi-odwrotnosciq n-tego stopnia
i Adpy=Ap) A=aly,, a#0, to macierz a* Ay, jest rowniez doa‘atmo (ujemnie) okreslona
w n-tym stopniu.

Dowéd. Niech,f bedzie forma hermitowska odpow:adajqcac macierzy 4, ag — formg
hermitowska okreslonq Wzorem

9@ =f(Am2)=tr ZXAp)* Ady Z=tr Z*a(A;)*Z .

Ze wzoru Ay A=aly, otrzymujemy A*(Ap)*=4 (A[:]j*=a*}[n], skad A A (Ap)*=
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=a*Ap,, czyli a (Ap)*=a*Ay,, co oznacza, Ze macierz a*Ap,; jest hermitowska i
9(Z2)=f(Ap2)=tr Z*a*A;,, Z .

Poniewaz wartoéciami formy hermitowskiej f dla Z# O sa wylacznie elementy qi:asi-rzeczy-
wiste dodatnie (ujemne), wigc macierz a*Ap, jest dodatnio (ujemnie) okre$lona w n-tym
stopniu. [52]

(IX.34) TwIBRDZENIE. Jezeli macierz Ay, odwracalna w n-tym stopniu jest dodatnio (ujem-
nie) okreslona w n-tym stopniu, to mac:erz A[,,] Jjest réwniez dodatnio (ujemnie) okreslona
W n-tym stopniu.

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. [

(IX.35) TwWIERDZENIE. Jezeli w pierScieniu macierzowym M [f), gdzie sf jest pierscie-
niem czeSciowo uporzqdkowanym, macierz Ay, jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nie-
ujemnie) okreslona w n-tym stopniu, a Cy,, ,, € J# (] jest macierzq kolumnowo pelnego rzedu
p, to macierz

(IX .36) - ‘B[p] .= C*AC

Jjest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) okreSlona w p-tym stopniu.

Dowodd. Poniewaz B¥*=C*A*C=C*AC=B, wigc B jest macierza hermitowska.
Niech f bedzie forma hermitowska n-tego stopnia odpowiadajaca macierzy 4, a g — formg
hermitowska p-tego stopnia odpowiadajacg macierzy B. Mamy

@) g(Z)=tr Z*BZ=tr Z*C*ACZ=f(CZ).

Ponadto Z# 0=CZ+# 0O, poniewaz CZ=0 dla Z+ O oznaczatoby, ze kolumny macierzy
C sg liniowo zalezne wbrew zalozeniu, ze C jest macierza kolumnowo petnego rzedu p.
‘W takim razie z (i) wynika teza. WM :

(IX.37) TWIERDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym M [, gdzie s/ jest pierscie-
niem czesciowo uporzqdkowanym, macierze A,y i By, sq Scisle réwnowazne w n-tym stop-
niu, a macierz A jest dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) okreslond w n-tym stop-
niu, to macierz B jest réwniez dodatnio (ujemnie, niedodatnio, nieujemnie) okreslona w n-tym
stopniu.

Dowéd wynika z definicji (V.150) i twierdzenia (IX.35). M

(IX.38) TWIBRDZENIE. Pdlprosta macierz hermitowska A,; nad pierscieniem z pierwigstko-
waniem s jest dodatnio okreslona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej

minory gléwne A Gl > "j_‘“) dla j, <...<j,<nip=1,...,nsq quasi-rzeczywiste dodatnie.
15 *++sJp -

Dowéd. Jezeli macierz A, jest dodatnio okreslona w n-tym stopniu, to na mocy
‘twierdzed (VIIL92), (VIIL93), (VHI 98) i (IX.25) istnieje taka macierz diagonalna Sy,
o pierwszych n wyrazach quas:-rzeczymstyc':'h dodatnich i taka macierz U, quasi-orto-
normalna w n-tym stopniu, z¢ AU=US. Jezeli UU*=U*U=aly,, ac o, a#0, to a*=

19 Wektury' i macierze t, I
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=ana>0 1
aA=USU*.

Jezeli A4 jest dodatnio okre$lona w n-tym stopniu, to a4 jest rowniez dodatnio okreslona
w n-tym stopniu i na mocy twierdzenia (IX.35) macierz S jest dodatnio.okreslona w n-tym
stopniu. Rozpatrzmy dowolny minor giéwny

(i) aA (J.l T ’J.")=detp(V*SV), Jis <y ity
\J1s s dp

gdzie macierz ¥y, ,; jest utworzona z kolumn o numerach j, ..., j, macierzy U*. Ponie-

waz kolumny te sg liniowo niezalezne, wigc macierz V jest kolumnowo pelnego rzedu p.

Na mocy twierdzenia (IX.35) macierz V*SV jest dodatnio okre$lona w n-tym stopniu,

wobec czego na mocy twierdzenia (IX.27) i faktu ze a>0, ze wzoru (i) wynika, ze

1ii A J_"""}_’ >0 dla j,<..<j,<n.
1 P
J.'l)"'!fp ) %

Jezeli — odwrotnie ~ wszystkie minory gtéwne (iii) sa quasi-rzeczywiste dodatnie,

to'na mocy (VIIL.37) jest 5, >0 dla k=1, ..., n. Z faktu, Ze 5,>0, na mocy (VIIL.41) i twier-
dzenia (VIIL98) wynika, Zze wszystkie warto$ci wlasne w n-tym stopniu macierzy 4 sa
quasi-rzeczywiste i niezerowe. Gdyby kt6ra$ z nich byla ujemna, wtedy na mocy (VIIL.37)
warto§¢ wielomianu charakterystycznego n-tego stopnia dla tej wartosci wlasnej nie by-
laby zerem, co datoby sprzecznos¢. Zatem wszystkie warto$ci wilasne w n-tym stopniu
macierzy A sa quasi-rzeczywiste dodatnie i na mocy twierdzenia (IX.25) macierz 4 jest
dodatnio okreSlona w n-tym stopniu. [ I

(IX.39) TWIBRDZENIE. Pdlprosta macierz hermitowska Ap,; nad pierscieniem z pierwiastko-
waniem s jest dodatnio okreslona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy

(IX.40) AG""’;:)M) dla k=1,..,n

Dow6d. Jezeli macierz 4 jest dodatnio okre$lona w n-tym stopniu, to na mocy twier-
dzenia (IX.38) warunek (IX.40) jest spelniony. Zat6zmy teraz, Ze A,; jest pStprosta ma-
cierza hermitowska spelniajaca warunek (IX 140). Wprowadzmy macierze A\ (k=1, ...

..., ) wzorem _ \
)
(iv) AY) =4, _
‘ A®: =l DIY*=DCE=D  glg  k=2,..,n
gdzie
' Itx-uf J
11 "'ak k+1 "ﬂ:(c }:+2 e <4
0 a® 0 ARl
Gl =| 0 0 . a,ﬁi’ dw 0
' L !0 0 0 .a,i,:) .|
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dla k=1, ...,n—1. Na mocy (iv) mamy

ABR* = Ce=1¥ gle=10kck=1)  qla  [=2 .. s
i na mocy indukcji macierze 47, ..., 4™ sa wszystkie hermitowskie, wobec czego
)  a*=a® dla  k=1,..,n.

Sprawdzamy, Ze macierze A% maja postaé:

1 -
“(11)
(k) .ﬂ:(ck_f)k 1
i AB= i
(vi) ] a® .. a®
k k
§ @ . au

Niech dla p=1,...,n

P

. Bep: =lip APy, Dy =C¥I,.
Na mocy (iv) mamy :

Blp':D:-'i,pA(k_ UDk- 1,p=(Ika—1._p)*A(hnU[p]Dk— 1,p)=
=Dy, p (i A*™ VI Diws, y=Dic s, p B-1, Di-1,-

A“‘)(ii : ﬁ)‘——.deth},p ,
otrzymujemy

A”‘)G o ;‘;)-—.dctpD:—ll,,'A(k'nG: i) ~det, Dy, -

Ale : ot
1. J@%=1 1t L)JJ_H1 dla  k<p,
detpDk-q,p=detpD:-1,p"'=detpC( ’= { _{ 1 ’ dla k>p.

PoniewaZ

Przez indukcje dochodzimy do wniosku, Ze dla 2<p<n

5 a - 15 nemn
(vii) A(n}(}s ’i):(a&‘,’)” z(atzzz})zp -t"_(a;p._ﬁ)p -1)2 i (1 | ),

ey

adap=1 - .
SRS A WY £ TR AW
Lo pls e A AL
Z drugiej strony na mocy (vi)
' ' Am(i P ) Y. a"”
i wobec (vii)

- = s
agll) a(PJ _(0(1))2p (a(z))Zp (a(p—-l::}p—l)z_“l (I ;)$ P‘“zr e Ty
3 eney

19*
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skad na mocy (IX.40) whioskujemy przez indukcje, Ze
a®>0 dla k=1,..,n.

Wobec tego macierz A™ jest macierza diagonalng o pierwszych n wyrazach diagonal- .
nych quasi-rzeczywistych dodatnich. Na mocy twierdzenia (1X.26) macierz A™ jest do-
datnio okre§lona w n-tym stopniu. Na mocy twierdzen (I11.140) i (1I1.146) ze wzoréw
(iv) wynika, Ze istnieje dla kazdego k=1, ..., n—1 taka macierz quasi-nicosobliwa w n-tym
stopniu C*®~ i taki element ¢, € #, ¢,#0, z2 CPCP ™ =¢, I, i

cfe, AW =(CO Y A*VC®=  dla k=1, ...,n—1.

Poniewaz cf ¢,>0, wiec na mocy twierdzenia (IX.35) z faktu, ze 4™ jest macierza do-
datnio okreslona w n-tym stopniu, wnioskujemy przez indukcje, ze macierz A" = 4 jest
dodatnio okreslona w n-tym stopniu. Il ’

(IX.41) TwierDZENIE. Kazda pélprosta macierz hermitowska Ay, nad cialem z pierwiastko-
waniem F jest $cisle rownowazna w n-tym stopniu macierzy

I
(IX.42) : J£P+q]=[ w 1 ]: !
T

gdzie p jest sumq krotnosci wszystkich dodatnich, a ¢ — sumgq krotnoSci wszystkich ujemnych
warto$ci wlasnych w n-tym stopniu macierzy A.

" Dowéd. Na mocy twierdzen (VIIL97) i (VIIL.93) macierz A ma macierz spektralng

w n-tym stopniu Sp,; i lewa macierz wlasng U ortonormalng w n-tym stopniu takie, Ze
U*A=SU*=SUp;.

Na mocy twierdze (V.120), (V.124) i (V.128) istnieje taka macierz permutacyjna Py,

Ze .
P*SP=T=diag(®;, ..., @p, =41, .ees =4g)y Oy, cees @y Ay, ooy 4>0.

Niech
1 1

1 :
Q[Hj:=diag( =y ey TSy T ey Ty 1, ‘-.’l)‘
Jo, o, Vi V1,
Witedy T=0;}7Qp] i mamy
P*U*A=TPg  Upy =003 00i Pii Ui s

czyli
(UPQ)*4=J(UPQ);3,

co na mocy definicji (V.150) oznacza, Ze macierze 4 i J sa $cifle rownowazne w n-tym
stopniu. '

(IX.43) TWIERDZENIE. Kazda pblprosta macierz nieujemnie okreslona Ay, nad cialem
z pierwiastkowaniem F jest $cisle réwnowazina w n-tym stopniu macierzy I,,, gdzie 'r jest
rzedem macierzy A. '
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Dowé6d wynika z twierdzen (IX.25), (IX.41) i (V.161). W

(IX.44) TWIERDZENIE. Kazda pélprosta macierz dodatnio okreslona Ay, nad cialem z pier-
wiastkowaniem F jest SciSle réwnowaina w n-tym stopniu macierzy Iy,;.

Dowéd wynika z twierdzen (IX.43) i (IX.27). H

§ IX.3. Macierze nieujemnie okreslone

(IX.45) TwierDZENIE. Dla kaidej macierzy Ay, iy nad pierscieniem czesciowo uporzqdko-
wanym f macierze A*A i AA* sq nieujemnie okreslone, pierwsza w n-tym, a druga w m-tym
- stopniu, :

Dowéd. Macierze A*4 i A4* s obie hermitowskie i dla dowolnych Z*:=[z] ... zF],
Zys s €, YR=DF . Y, 1.y JmE S, mamy na mocy (I11.196)

f(Z2):=tr Z¥(A*A) Z=tr (AZ)*AZ >0,
g(¥):=tr Y (44" Y =tr (4*Y)*4*Y>0. W

(IX.46) TwIERDZENIE. Dla kaidej macierzy Am, iy nad pier§cieniem czesciowo uporzqdko-
wanym o kolumnowo pelnego rzedu n (wierszowo pefnego rzedu m) macierz A*A (AA*)
Jjest dodatnio okreslona w n-tym (w m-tym) stopniu. Dla kazdej macierzy A, nad pierscie-
niem czesciowo uporzqdkowanym of quasi-nieosobliwej w n-tym stopniu macierze A*A
i AA* sq dodatnio okreslone w n-tym stopniu. P

Dowéd. Macierz I, jest dodatnio okreslona w p-tym stopniu, poniewaz dla kazdego
Z¥:=(2y, ..., 2y), 215 -..r 2, €4, Z#O jest na mocy (I.144)

: P
f@):=tr2*1;;Z=trZ*Z= Y zjz;>0.
j=1 i

Wobec tego dla macierzy Ap,,., kolumnowo pelnego rzedu n (wierszowo pelnego rzedu
m) macierz
A*A=A*1 A (AA*=(4*)"I, A)

jest dodatnio okreslona w n-tym (w m-tym) stopniu na mocy twierdzenia (IX.35).

Druga czes¢ tezy wynika z pierwszej. WM
(IX.47) TWIBRDZENIE. Jezeli macierz Ay nad pierscieniem czg.éc:‘owp uporzqdkowanym
o jest nieujemnie okreslona w n-tym stopniu, to
(Ix.48) ﬂkk;o dIa k=1, sangy Thy

(IX.49) ag=0=> A ap=a,;=0.

g
jell, .., m

Dowéd. Niech f(Z):%tr Z*4Z dla Z*:=[z, ..., Z}), zl,'i..,zngﬂ, bedzie formg
hermitowska n-tego stopnia odpowiadajaca macierzy 4. Mamy z zaloZenia

() rZ*AZ>0.
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Kladac

i da  j=k,
ZiTY0 dla  j#k, k=1,...,n,

otrzymujemy na mocy (i) nieréwnosci (IX.48). Ktadac natomiast

~ka,, dla j=p,
z;= 1 dla j=gq,
0 dla  j#pAj#q,

gdzie p,q=1, ...,n, p#q, a k jest dowolna /-liczba naturalng, otrzymujemy
(ii) K20, a5y @pp—2ka,, apy+a,,=0.

Poniewaz Apq @y >0, wiec dla a,,=0 A a,,#0 istnicje na mocy (I.153) takie k, Ze nieréw-
nosé¢ (ii) nie jest spelniona. Wynika stad (IX.49). M

(IX.50) TwIBRDZENIE. JezZeli macierz nad cialem czeSciowo uporzqdkowanym %

v BN, 1 .
(IX.51) B[ﬂ+1]:=[ D;.fﬂ] [5]'[3] eM[F], de#F,

Jjest nieujemnie okreslona w (n+1)-ym stopniu, to macierz A jest nieujemnie okreslona
W n-tym stopniu i istnieje taki wektor kolumnowy W, i, Ze

(IX.52) : D=AW,
(1X.53) : tr W*AW<d.

Dowéd. Niech Y*:=[Z* [z*]], gdzie Z*:=[z] ... 2}], zy, ..., Zy, 2€F. Z zaloZenia
jest tr Y*BY >0, czyli

(iii) trZ*AZ+z*tr D*Z+ztr Z*D 4+ 2*dz >0.

Ktadac tu z=0 i uwzgledniajac, Zze z warunku B*=B wynika 4* =4, wnioskujemy, Ze
macierz A4 jest nieujemnie okreslona w n-tym stopniu. WykaZemy teraz, Ze

(IX.54) - AZ=0=D*Z=0, czyli Z*A=0=7Z*D=0.

Istotnie, jezeli AZ=0, to dla dowolnej #-liczby catkowitej k jest ktr Z*A4Z=0, wobec
czego zastgpujac w (iii) wektor Z wektorem kZ otrzymujemy

(iv) : k(z*tr D*Z+ztr Z*D)+ z*dz >0.

Gdyby z*tr D*Z+ztr Z*D e re # nie bylo zerem, wtedy na mocy (1.153) istniataby
F-liczba catkowita k, dla ktérej nieréwno$é (iv) nie bylaby spelniona..Zatem

z¥te D*Z + ztr Z*D=0

dla kazdego ze &. Dla z:=} tr D¥Z otrzymujemy (tr D*Z)*-tr D*Z =0, skad na mocy
(IIL.195) tr D*Z=0, czyli D*Z=0. Druga z implikacji (IX.54) wynika z pierwszej.
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Jezeli A jest macierza nieosobliwa w n-tym stopniu, to kladac W:=A[',,]1 D otrzymu-
jemy (IX.52), a ktadac w (iii) Z=W i z=-1 . :
() i te W*AW —te D*W —tr W*D+d >0.
Poniewaz D*W=W*D=W*AW, wiec otrzymujemy stad (IX.53).
Jezeli A jest macierzg rzegdu r<n, to przyjmujemy najpierw, ze
. . E, r E(: )n—r
(vi) ' A= [E‘”[*] tzt)' o
n=r,r] [n—r,n—r]
gdzie E jest macierza nieosobliwg w r-tym stopniu. Wobec tego Kolumny od (r+1)-¢j
do n-tej macierzy A sg liniowymi kombinacjami pierwszych r kolumn i stad istnieje taka
macierz F, ,—,, Z€
'A=[ E[;] (EF)[:».::—-r] ]
E%rp—r. r] (E(l)*F)[u—r]
Poniewaz wiersze tej macierzy od (r+1)-ego do n-tego sa analogicznie liniowymi kom-
binacjami pierwszych r wierszy, wigc istnieje taka macierz 2, ,,, Ze

A= [ i E[*‘J (EF)[r n=r] ]
(F( }E){rx—r rl (F EF)[n—r]

Poniewaz A jest macierza hermitowska, wigc E*=F i FOp= F*E, a po pomnoZeniu
prawostronnym przez Ef,{ mamy F)=F* Zatem macierz 4 ma postaé

B E[r] (EF)[J‘ n=r]
(vii) A= l:(F*E)[,, —r,ny (F*EF),_ rl]

o-[ 2 - [(EH)[,, il
D n—r, 1] D[n r, 1]
gdzie H;, (y=E;; D'V. Mamy
[F[I'l -rrl I[u—r]]A:"O .

Niech teraz

Stosujac (IX.54) do kolejnych wierszy macierzy [Fry_,, A —1p-nl, otrzymujemy stad
. [Fh—nsn —Ip-n] D=F*EH-DP=0,

skad D®=F*EH. Ktadac W:=H, otrzymujemy (IX.52), a dla Z=W i z=—1 nieréw-
nos¢ (v), skad — jak poprzednio — nieréwnosé (IX.53).

Jezeli A jest macierza rzedu r<n, to z uwagi na 4*=4 istnieje taka macierz permu-
tacyjna Py, Ze macierz P*A4P jest macierza postaci (vi), czyli (vi) i dla macierzy permu-

tacyjnej
P
Reom il oo '
I: [1][1]]

*® (P*AP)[n] (P*D)(n !'.]:|
i [(D*P)u o s

mamy
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Na mocy udowodnionej juz czgéci twierdzenia istnieje taki wektor kolumnowy V,, ,, ze
P*D=P*APV,
skad
D=APV

ikladgc PV = W otrzymujemy (IX.52), a nastepnie, analogicznie jak poprzednio, (IX.53). W

§ IX.4. Rozklad macierzy nieujemnie okreSlonych

(IX.55) TWIERDZENIE. Macierz Ay rzedu r nad cialem z pierwiastkowaniem & jest nie-
ujemnie okreslona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz ponad-
tréjkqtna gérna T, ., 0 wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich, ze

(IX.56) ' gt 4 I

Dowdéd. Gdy r=0, wtedy na mocy twierdzenia (I11.192) T'=O<4= 0 i twierdzenie
jest prawdziwe. Zatézmy zatem, ze r>0.

Przyjmujemy najpierw, Ze A jest macierzg nieujemnie okreslona w n-tym stopniu i wy-
kazemy przez indukcje.istnienie Zgdanej macierzy T.

Gdy n=1, wtedy r=11i A=[ay,], a, € F, a, #0. Na mocy (IX.48) jest a,, >0 i istnie-
je Vay;. Przyjmujac T=[Va,,], otrzymujemy (IX.56).

Niech teraz
A D
B - [k] [k, A1 de F
[k+1] [D[*l,k] [d][l} > 3y

bedzie dowolna macierza nieujemnie okreslona w (k+1)-ym stopniu. Na mocy twier-
dzenia (IX.50) A jest macierza nieujemnie okreslona w k-tym stopniu i istnieje taki wektor
kolumnowy Wy ;. Ze

A . A (AW, 11
® ' 4 I:(W*A)[l.k] [d]y ]

i zachodzi nieréwnos¢ tr W*AW<d.

Jezeli dla kazdej macierzy Ay, nieujemnie okreslonej w k-tym stopniu istnicje taka
macierz ponadtréjkatna gérna T, ,; o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodat-
nich, ze zachodzi réwnos$¢ (IX.56), to dla macierzy (i) przyjmijmy

0 _=[T[r. K (TW),, 13 N
r+1,k+1] 'O[l,k] [‘\/d—“tf W*AW][I
Macierz Q jest ponadtréjkatna gorna i :

0*0= (T*T)yy _ (T*TW)y, 1y —B
(W*T*T)y, g (W*T*TW +[d]— W*AW),, '

Na mocy indukcji dla kazdej macierzy nieujemnie okreslonej w n-tym stopniu Ap,; € # [# ]
: i 5\
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istnieje zgdana macierz trojkatna 7;, ,;. Na mocy twierdzenia (V.23) r jest rzgdem ma-
cierzy A. '

Jezeli — odwrotnie — istnieje macierz T o podanych wiasnosciach spelniajaca réw-
nos$é (IX.56), to na mocy twierdzenia (IX.45) macierz 4 jest nieujemnie okre§lona w n-tym
stopniuv. M

(IX.57) TwiBRDZENIE. Jezeli dla macierzy Ay rzedu r, nad pierscieniem z pierwiastko-.
waniem sf istnieje taka macierz ponadtréjkqtna gorna Ty, ,y 0 wyrazach oporowych quasi-
-rzeczywistych dodatnich, ze T*T=A, to T jest jedynq macierzq o tych wlasnosciach.

Dowdd. Poniewaz A=0<>T=0, mozemy przyjaé, ze r>0. Réwnoé¢ T*T=4 ma
postac

0
0
0 v 0ty vv e e e t
t‘;.ﬂ 0 0“ 0 ¢ ) tln all v Qg
(1) - o e | [RPL AP
-0 L e Quy oo gy
t: J f* zrarr trn " "
52 . ‘rep
S
_tln t‘.".n :'trn

gdzie z zalozenia wyrazy oporowe 'tlsl, vy by, 88 quasi-rzeczywiste dodatnie. Gdyby
istniala inna macierz ponadtréjkatna gérna Dy, ,; o wyrazach oporowych quasi-rzeczy-
wistych dodatnich taka, ze D*D=A4, mielibySmy analogicznie

- 0 =
0 0 :
dTpx 0..0 dl{‘;' . d._.. ju T
(iii) . E 0 .u- 2p1 ------ 2” =l.......
dzzpz :d* dm’ ) dm Apy v Qg
P . rPr
P
dY, 45, dnm

Ze wzoru (ii) wynika, ze a;,=0 dla j, k<s, i a,,, =13,>0. Stad p,=s, i
: d%p1=tiﬂ.=al1n:

skad d,,, =t;,,>0. Ze wzoru (i) wynika dalej, ze

Ay =ty ty=dyp, dy=115,dy;,

skad dy;=t,; dla j=p;+1, ..., n. Dalszy dowéd przeprowadzamy przez indukcje. Jezeli
dij=t; dla k=1,...,q i j=1,..,n, to MNOZ4C py -2y wiersz pierwszej z macierzy
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(ili) przez j-ta kolumng drugiej, otrzymujemy ,
q
kgl d:. Patt dh'+d:+ 1,pg+1 d&“‘ 1, =4 1,i=

q
* N
E tk,?gi-l Z dﬁ,p¢+1dkj d]a 1@}‘(5‘1.}1,

P * * =
=) kZ! b, pars it gt 1, poer tat 1,

: q -
% *
= k; . pgss djttgs1, pers bat1, dla s,,;< <n.

Poniewaz z zalozenia jest d. 1, p,,,>0, otrzymujemy stad

d

¢I+$|J.=0 dla lsj QSqq.‘,

pq+1=sq+1:

_ 32 42
dq+l pqﬂdq-i-l,pqn'“dqﬂ.pqn_lqﬂ.sqn)o’

Skqd d‘]""]-ipi"‘lm g+1, 5041 i dla j=Sq+1, varg M
dﬁ-l’.pqndﬂ+i.1=‘q+l.sqndq+l,j=tq+1;sq+1IqH.}’

skad dyyy ;=1,41,5 dla j=5,41, ..., n. Przez indukcj¢ otrzymujemy D=T. W

(IX.58) TWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [F) nad cialem z pierwiastkowa-
niem % macierz Ay, jest dodatnio okreslona w n-tym stépniu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka macierz trdjkqtna gérna T[',,] nieosobliwa w n-tym stopniu o pierwszych n wyrazach
diagonalnych quasi-rzeczywistych dodatnich, ze

T*Tm=A.

Dowdd wynika z twierdzenia (IX.55), poniewaz. na mocy twierdzenia (IX.27) ma-
cierz dodatnio okre§lona w n-tym stopniu jest pelnego rzedu n. W
(IX.59) TWIERDZENIE. Dla macierzy Ap, wy 1. Bpp, wy (m=p) nad p:er.s‘czemem z pierwiastko- *
waniem .o rownosé _
(IX.60) ' A*A=B*B
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz kolumnowo quasi-ortonormalna
w p-tym stopniu Uy, , i taki element bere o, b#0, ze
(IX.61) bA=UB,"' U*U=bI,.

Gdy o jest cialem, moina przyjaé b=1.

Dowéd. Zatézmy, e zachodzi réwno$¢ (IX.60). Na mocy twierdzenia (V.291) istnieja
takie macierze U, U quasi-ortonormalne, pierwsza w m-tym, a druga w p-tym stop-
niu, Ze macierze i"[‘,i),,]'— UM4 i T2,;:=UPB s3 ponadtréjkatne gérne o wyrazach
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oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich. Jezeli _
A*4A=B*B=M J
ijezeli py, py ere o, py, pp #0, sa takimi elementami, ze UV*UD =yMyu™* =y, 1.,
U YD =ygDy* =y, I, to gy, 43>0 i

TR = SFUOYO =y, A¥A=p M,

T*T® =B*U*UPB=p, B*B=p, M.
Jezeli wprowadzié
DD=\p, TV,  DA=fp, T®,

to macierze D i D® sa réwniez ponadtréjkatne gérne o wyrazach oporowych quasi-
-rzeczywistych dodatnich i '

f D(l)*D(l}=D(2)*D{2)=;u1 U M.
Na mocy twierdzenia (IX.57) jest DV =D, czyli

Vi UP A=+, UPB.
Stad :

PRV ENMR
czyli '

Vi 1 A=UD* U8,

Kiladac b=+ Uy pp i U=UD*y®, otrzymujemy (IX.61).

Jezeli — odwrotnie — zachodzi (IX.61), to sprawdzamy bezpoSrednio, Ze jest praw-
dziwa réwnosé (1X.60). '

Jezeli o/ jest cialem, to macierz V:=(1/b)U jest kolumnowo ortonormalna w p-tym
stopniu i zamiast (IX.61) mamy A=UB i V*V=1I,;. B

(IX.62) TWIBRDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [F) nad cialem z pierwiastkowa-
niem F rownosé

(IX.63) X*X=A4, A=Ay, X=X

-w przypadku, gdy A nie jest macierzq nieujemnie okreslong w n-tym stopniu, nie:jest spel-
niona przez zadng macierz X. '

Gdy Ay, jest macierzq nieujemnie okreSlong w n-tym stopniu i m<r, gdzie r jest rzedem
macierzy A, wiedy réwnosé (IX.63) nie jest spelniona przez zadnq macierz X.

Gdy Ap, jest macierzq nieyjemnie okreslong w n-tym stopniu i m>r, wtedy réwnos$¢
(IX.63) jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy

(aX.64) X=UT,

gdzie Uy, ;1 jest macierzq kolumnowo ortonormalng w r-tym stopniu, a Ty, -y jest macierzq
ponadtréjkqtng gorng .o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich, spelniajqcq
warunek T*T= A, ktdrej istnienie zapewnia twierdzenie (IX.55).
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Dowéd. Pierwsza cze$é twierdzenia wynika z twierdzenia (IX.45), druga z twierdze-
nia (V.23), a trzecia z twierdzenia (IX.59). W

(IX.65) TWIERDZENIE. Pdlprosta macierz hermitowska A,y nad pierscieniem z pierwiastko-
wariiem s jest nieujemnie (dodatnio) okreSlona w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka macierz nieujemnie (dodatnio) okreslona w n-tym stopniu By, i taki element
aere s, a>0, Ze

' B*=a%4.

Gdy o jest cialem, moina przyjgé¢ a=1.

Dowdd. Jezeli 4 jest macierza nienjemnie (dodatnio) okreslong w n-tym stopniu,
to na mocy twierdzen (VIIL.92), (VIIR93) i (IX.24) istnieje taka quasi-rzeczywista macierz
diagonalna

S=diag(@y, .., @)

o pierwszych n wyrazach diagonalnych nieujemnych (dodatnich) oraz taka macierz Upiy
quasi-ortonormalna w n-tym stopniu, Ze

AU=US.

Niech U*U=UU*=al},;. Mamy a=a*, skad aere s/ i z definicji a>0. Stad

ad=USU*.
Niech
@iv) B:=UTU*,
gdzie

T:=diag(s/a_J:, ...,\/8,,).

Na mocy twierd.;enja (IX.26) macierz T jest nieujemnie (dodatnio) okreSlona w n-tym
stopniu, a na mecy twierdzenia (IX.35) réwniez macierz B jest nieujemnie (dodatnio)
okreélona w n-tym stopniu. Mamy ponadto

B*=UTU*UTU*=aUSU*=ad?4.
Gdy & jest cialem, wtedy przyjmujac zamiast (iv)
1

B:=—UTU",
a

otrzymujemy réwniez macierz nieujemnie (dodatnio) okreslona w n-tym stopniu i
B*=4.

Jezeli — odwrotnie — jest B>=a24, czyli B*B= 4?4, to na mocy twierdzen (IX.45) i (IX.27)
macierz a*4, a z nig i macierz A4 sa nieujemnie (dodatnio) okre§lone.w n-tym stopniv.
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(1X.66) TwiErRDZENIE. Kaidq macierz Ay, nad cialem z pierwiastkowaniem &, dla ktdrej
macierz A¥A jest pélprosta, mozna przedstawié w postaci

A=UH,
gdzie Upy jest ;r:mcferzq ortonormalng w n-tym stopniu, a H — macierzq nieujemnie okre-
flong w n-tym stopniu, a wiec hermitowskq.

Dowdd. Na mocy twierdzen (IX.45) i (IX.65) istnieje taka macierz H nieujemnie
okreslona w n-tym stopniu, ze

H*=H*H=A%A.
Wobec tego twierdzenie (IX.66) wynika z twierdzenia (IX.59). M
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