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nikéw elementarnych i na mocy twierdzenia (VIL65) wszystkie dzielniki elementarne
macierzy wielomianowej 44°—1I,,4 sa liniowe.

Jezeli — odwrotnie — wszystkie dzielniki elementarne macierzy wielomianowej 4.4° —
~IA sa liniowe, to na mocy twierdzenia (VIL.63) uklad dzlelmkow elementarnych tej
macierzy wielomianowej ma postaé -

.(_cl €+l, pl): rery ("_Cse'l'ls ps)‘

gdzie p, +...+p,=n. Wobec tego na mocy twierdzenia (VIL.65) dla macierzy diagonalnej

S =diag (dy, "™, d,),

gdzie (dy, ..., dy) jest ciagiem, w ktérym kazdy z elementéw c; (j=1, ..., s) wystepuje
doktadnie p; razy, macierz wielomianowa SA°—I;,;4 ma ten sam uklad dmelmkéw ele-
mentarnych. Na mocy twierdzenia (VIL.62) macierze 4 i S sa podobne w n-tym stopniu
1 na mocy twierdzenia (VIIL.77) macierz A jest prosta. M

(VIII 89) TWwIERDZENIE. W pierscieniu macrerzowym M|F), gdzie F jest cialem cze-
Sciowo uporzqdkowanym, macierz Ap, jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy jej moniczny
wielomian minimalny w n-tym stopmu v ma t pierwiastkéw pojedynczych, gdz:e t jest stop-
niem wielomianu v.

Dowéd. Jezeli macierz A jest prosta, to na mocy twierdzenia (VIII.88) wszystkie
dzielniki elementarne macierzy wielomianowej AA°—1I,,4 sa liniowe, co z definicji
oznacza, Ze wszystkie czynniki elementarne wielomianéw niezmienniczych tej macierzy
wielomianowej sa iloczynami réznych monicznych wielomianéw pierwszego stopnia,
co w szezeg6lnosci tyczy najwyzszego wielomianu niezmienniczego 7,. Na mocy twier-
dzenia (VIL.86) moniczny wielomian minimalny v jest iloczynem ¢ réznych monicznych
wielomianéw pierwszego stopnia, wobec czego ma ¢ pierwiastkéw pojedynczych.

Jezeli — odwrotnie — moniczny wielomian minimalny w n-tym stopniu v o stopniu
¢t ma f pierwiastkéw pojedynczych, to na mocy twierdzenia (VII.86) wielomian niezmienni-

- czy i, macierzy wielomianowej 4A4°—1I,34 jest iloczynem monicznych i réznych wielo-
mianéw pierwszego stopnia, wobec czego wszystkie dzielniki elementarne tej macierzy
wielomianowej sa liniowe i na mocy twierdzenia (VIIL.88) macierz A jest prosta. K

(VIIL90) TWIBRDZENIE, Macierz zespolona A, jest prosta wiedy i tylko wtedy, gdy jej
forma kanoniczna Jordana n-tego stopnia jest macierzq diagonalng.

Dow6d na mocy definicji (VII..119) wynika z twierdzenia (VIIL.88). N

4

§ VIIL5. Ortogonalne macierze wiasne

(VIIL.91) TwiIerDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [of), gdzie sf jest pierScieniem
z pierwiastkowaniem, dla kazdej macierzy pdlprostej Ay, istnieje taki element a€ o, a#0,
Ze macierz aA jest ortonormalnie quasi-podobna w n-tym stopniu do pewnej macierzy trdj-
kqtnej gornej Ty, ktdrej wyrazy diagonalne sq podzielne przez a.
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Dowdd. Stosujemy indukeje zupelna. Dla n=1 twierdzenie jest oczywiste, bo wy-
statczy przyja¢ a=11i Iy Al;;=4.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n=k. Niech bgdzie dana macierz poiprosta
A+ 17- Jej wielomian charakterystyczny (k- 1)-ego stopnia ma postaé:

L -

H+r1=A—0; " ...(A-w,e)", Z pi=k+1,
Jj=1
gdzie @y, ..., o, sg wartosciami wiasnymi w (k+1)-ym stopniu macierzy Ay o krot-
nosciach odpowiednio p,, ..., p,. Niech X, bedzie dowolnym niezerowym poéiwektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej w, w (k+1)-ym stopniu. Na mocy twier-
dzenia (V.83) istnieja takie péiwektory kolumnowe w (k+1)-ym stopniu X, ..., Xzi1,
ze macierz

X[k+1]:=[X‘ii“;Xk+1:}

jest kolumnowo ortogonalna w (k+1)-ym stopniu. Na mocy twierdzenia (V.56) istnieje
taka macierz D:=diag (d,, ..., Gi4 1), dy, ... s dyy 1 70, Ze macierz Y:=XD jest kolumnowo
quasi-ortonormalna w (k+1)-ym stopniu. Niech  °

Y[k+1]:E[Y1 oo Yy ls

gdzie Y, ..., Y44, sa kolumnami macierzy Y. Na mocy definicji ¥, =d, X, jest nieze-
rowym podlwektorem wilasnym odpowiadajacym wartoéci wilasnej w; w (k+1)-ym stop-
niu. Na mocy twierdzenia (V.71) Y jest macierza quasi-ortonormalng w (k+-1)-ym stop-
niu. Mamy

T (YA | (HAY)yy o (A )y

vray<| FFAYDu |
. By
| (%41 AY ) .
Z zatozenia jest AYy=w,Y; i jezeli Y] Y;=[a] dla j=1,...,k+1, to
) dla j=1,

' [aw,]
YJ*Aylslej*Yi:{ [0]1 dia j=2,..,k+1.

Mamy zatem )
_Camdn'] | (Y,*AY;)[” (Y1*AY:¢+1)[1]

G - Y*4 Y= [(.}][1]
: By
[0][1 1 " i

Ale na mocy (VIIL2) mamy
a*“'-det,,“(A—AA°)=detm(Y*Y)-det.,,l(A—AA°)=
=det,,, Y* det,,, (4—AA4°%)-detyy, Y=
=det,,, Y*(4 —AA“)_ Y=det,,, (ad—Y*4Y 4°),
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skad wynika, 2ze w; (j=1, ..., s) jest dla macierzy A wartoscig wiasna w (k+ 1)-ym stop-

niu o krotnosci p; wtedy i tylko wtedy, gdy aw; jest dla macierzy Y*A4Y wartoScia whasng
w (k+1)-ym stopniu o krotnodci p;. Wobec tego wielomianem charakterystycznym

- macierzy (i) jest

e (A—aw,e)”...(A—aw,e)*=(A—aw;) xi,

gdzie ¥, jest wielomianem charakterystycznym k-tego stopnia macierzy By,. Wobec tego
macierz By, jest pdlprosta i na mocy zaloZenia istnieje taki element b € &, b#0, i- taka
macierz quasi-ortonormalna w k-tym stopniu Vy,, Ze bBV=VQ, gdzie Q jest macierza
tréjkatna gérna, ktérej wyrazy diagonalne sa podzielne przez b. Niech V*V=cly,. Wtedy
bV*BV=c(Q i macierz ¢Q jest rowniez trdjkatna gorna. Z réwnosci V*V= cI[k] wynika

istnienie Jc Niech :
c
U[k+i]=Y|:[\/ Jous v ]
k1.

Mamy UU*=U*U=acly ;, co oznacza, 2e U jest macierza quasi-ortonormalng w (k+
+1)-ym stopniu. Mamy dla C:=[(YT4Y,)1; ... (Y14 Yix Dpag) :

s au<| Vel ] * [[\/E]m ]=

U bAU—— v (V*){l} bY*AY Vi

- [T/l ][[abml][,] (bc)[l._k]] l:[x/z]m : ]= i
L (™) 0 Vi

bBy,

_[Tabee, ]s3 (b /e CV)[I,H]
0 (CQ)[J:J 2

skad wynika prawdziwos¢ tezy dla n=k+1. Na mocy indukcji twierdzenie jest prawdzi-
we dla kazdego ne 9. W

(VIIL92) TwIerRDZENIE. W pierscieniu macierzowym 4[], gdzie of jest piericieniem
z pierwiastkowaniem, macierz pdlprosta Ay, ma prawq (lewq) macierz wlasngq quasi-orto-
normalng w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalna.

Dow6d. Jezeli macierz péiprosta 4p,; ma macierz spektralna w n-tym stopniu Sp,
1 odpowiadajaca jej prawa macierz wlasng M, quasi-ortonormalna w n-tym stopniu, to
na mocy twierdzenia (V.60) istnieje taki element ue o, u#0, 26 MM*=M*M=ul,,
.a na mocy twierdzenia (VIIL.27) jest AM = MS skad AMM*=MSM?*, czyli ,uA MSM*,
Wobec tego

. up*AA* = MSM*MS*M* = uMSS*M*,
pp*A*A=MS*M*MSM* = uMS*SM* = uMSS*M*,

skad pp* AA*=pu*A*4, a nast@pm‘e AA*=A*A4, co oznacza, e macierz 4 jest normalna,

Zatézmy, 2e — odwrotnie — macierz pélprosta 4p, jest normalna, Na mocy twierdze-
‘ma poprzedniego -istnieje taki element ae o/, a#0, taka macierz tréjkatna gérna Tp,,
o wyrazach diagonalnych podzielniych przez a i taka macierz quasi-ortonormalna w n-tym
stopniu U, Ze adU=UT. Na mocy twierdzenia (V.60) istnieje taki element u € o, u#0,
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20 UU*=U*U=ul,,. Wobec tego uT'=U*UT=aU*AU, a stad
un*TT*=aU*AUa*U*A*U =aa*uU*44* U,
u*T*T = a*U*A*UaU* AU = aa*uU*A* AU = aa*uU* 44*U .

Zatem uu*TT*=uw*T*T, a stad TT*=T*T, co oznacza, Ze macierz T jest normalna,
Ale na mocy (I.168) '

e el W It Bessseninions oo
' - n
TT*"—_' t22 e Iz,, t’:z t;‘z et e atnTatalataa Z |t21|2 --------- 3
i=2
L P | [ B s B |1 | smaicdces srs nen s o [tan]? ]
B Ny g e B _[t11|2...2 ........... CURE S y
112 33, B L L] S % Jaltai sepunens
T = R J=1 :
A R B it i doress
O i o ton A S 21 |t
- I PY | [k i =
wobec czego : :
n
Y [t =kl
j=1
c 2 . 2
Y = X |tel®
j=2 i=1 ;
n e .n. S .2. ‘
ltwl*= X |t
j=1
Z pierwszego z tych réwnan wynika, Ze f,,=...=1;,=0, wobec czego drugie réwnanie
przyjmuje postaé : ' : '
n
Y [t =taa]* s
. I=2 .
skad t,3=...=1,,=0. Dowodzimy analogicznie przez indukcje, Z¢ macierz T jest diago-

nalna. Wobec tego istnieje taka macierz diagonalna S, Ze T=aS i z réwnosci adU=UT
wynika, ze AU=US. Na mocy twierdzenia (VIIL77) S jest macierza spektralng w n-tym

stopniu, a U odpowiadajaca jej prawa macierza wiasna quasi-ortonormalng w n-tym

‘stopniu. -

~ Dowéd dla lewych macierzy wiasnych jest analogiczny. M

(Vll].93)' TWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [sf], gdzie of jest pierscieniem

-z pierwiastkowaniem, réwnos¢

(VII1.94) ' L AU=US = (U*4A=8U%), .

18 We_mbry i maclerze t. I
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gdzie Ay, jest dowolnq macierzq n-tego stopnia, Uy, jest macierzq quasi-ortonormalng w n-
~tym stopniu, a Sp,; — macierzq diagonalng, jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
macierzq pdlprostq i normalng, S — jej macierzq spektralng w n-tym stopniu, a U — odpo-
wiadajgcq jej prawq (lewq) macierzq wlasnq quasi-ortonormalng w n-tym stopniu.

Dowdd. Jezeli zachodzi réwnoéé (VII1.94), to na mocy twierdzenia (VIIL.77) macierz

A jest prosta, a wige polprosta, macierz S jest jej miacierza spektralng w n-tym stopniu,

a U — odpowiadajaca jej macierza wlasna quasi-ortonormalng w n-tym stopniu. Na
mocy twierdzenia (VII1.92) macierz 4 jest normalna.

- Jezeli 4 jest macierza pélprosta i normalng, S — jej macierza spekiralng w a-tym

stopniu, 2 U — odpowiadajaca jej prawa (lewa) macierza wlasna quasi-ortonormalna

w n-tym stopniu, to na mocy twierdzenia (VIII.27) zachodzi réwnosé (VIIL94). m

(VIIL.95) TWIERDZENIE, W pierfcieniu macierzowym M [o4), gdzie < jest pierScieniem
z pierwiastkowaniem, kazda macierz pélprosta normalna jest prosta.

Dowéd w;ynika z twierdzen (VIIL92) i (VIIL77). WA

(VII1.96) TwiERDZENIE. Dla kazdej macierzy spektralnej w n-tym stopniu Spy macierzy
pélprostej normalnej A,y w pierScieniu macierzowym A {.m’ | nad pierscieniem z pierwiastko-
waniem &£ istnieje odpowiadajqca jej prawa (lewa) macierz wlasna quasi-ortonormalna w n-
~tym stopniu.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (VIIL.92) istnzje taka macierz spektralna w n-tym
stopniu Fy,;, Ze odpowiada jej prawa (lewa) macierz wiasna quasi-ortonormalna w n-tym
stopniu ¥,;. Z definicji macierze spekiralne S i F réznia si¢ co najwyzej kolejnocia pierw-
szych n wyrazéw diagonalnych. Na mocy twierdzenia (V.120) istnieje taka macierz permu-
tacyjna Py,;, Zze S=P~'FP, czyli PS=FP. Na mocy twierdzenia (VIIL.93) jest AV = VF,
skad AVP=VFP=VPS. Kladac U:=VP, otrzymujemy AU=US. Na mocy twierdzen

(V.130)1(V.78) macierz U jest quasi-ortonormalna w n-tym stopniu, wobec czego otrzy-
mujemy stad teze. MW

(VIIL.97) TwierDZENIE. Dla kazdej macierzy spektralnej w n-tym stopniu Sy, macierzy
Ppdlprostej normalnej Ay, w pierscieniu macierzowym M [F) nad cialem z pierwiastkowa-

niem F istnieje odpowiadajyca jej prawa (lewa) macierz wlasna ortonormalna w n-tym stop-
- ni, :

Dowod wynika z twierdzenia poprzedniego na mocy faktu, ze dla kazdej macierzy
quasi-ortonormalnej w n-tym stopniu Up,,; istnieje taki element a € &, a#0, z¢ UU*=

y R : . \
=U*U=ql,, i wobec tego istnieje .\/ a, a macierz J: U jest ortonormalna w n-tym stop-
= :
. ] .

niv. M

(VIIL98) TWIERDZENIE. W pierécieniu macierzowym £ [sf), gdzie sf jest pierscieniem
z pierwiastkowaniem, macierz pélprosta normalna Ap,; ma wszystkie wartosci wlasne quasi-
-rzeczywiste wtedy i tylko witedy, gdy jest macierzq hermitowskq.

Dowéd. Jezeli Ay, jest macierzg pélprosta normalng, a Sty — Jej macierza spektral-
n3 W n-tym stopniu, to na mocy twierdzer (VIIL96) i (VIIL.93) istnieje odpowiadajaca
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jei rhacierz wlasna Up,; quasi-ortonormalna w »n-tym stopnin i AU=US. Niech a e «,
a#0, bedzie takim elementem, ze UU*=U*U=aly,;. Mamy AUU*=USU* i U*AU=
=U*US, skad

(VIIL99) ad=USU* aS=U*AU.
Ponadto a*Jin=(ak)*=(UU*)*= UU*=aly,, skad
(VII1.100) a*=a.

Jezeli macierz A ma wszystkie wartosciy wlasne quasi-rzeczywiste, to S*=

) ad* =a*A* =(aA)* =(USU**=US*U*=USU*=0a4,
skad A4*=A, co oznacza, ze A jest macierza hermitowska.
Jezeli — odwrotnie — macierz A jest hermitowska, to

aS*=a*S$%=(aS)* =(U*AU)* =U*4*U=U*AU =4S,

skad S*=S, co oznacza, ze A4 ma wszystkie wartoéci wlasne quasi-rzeczywiste. M

(VIL101) TwIBRDZENIE. W pierScieniu macierzowym M [s4), gdzie o jest pierscieniem
z pierwiastkowaniein, dla macierzy pélprostej normalnej A,y prawe (lewe) polwektory wias-
ne odpowiadajgce réznym warto$ciom ‘wiasnym w n-tym stapmzs sq ortogonalne.

Dowdd. Niech w, i @, beda dwiema réznymi wartosclaml wlasnyml w n-tym stopniu
macierzy péiprostej normalnej 4;,;, a X, i X, — dwoma dowolnymi prawym pélwektorami
wlasnymi odpowiadajacymi tym wartosciom w}asnym w n-tym stopmu Na mocy twier-
dzenia (VIIL92) istnieja pélwektory kolumnowe n- tego 07T B2 s onen DA oD 7
gdzie p; jest krotnoscig wartosci wlasnej w; w n-tym stopniu (j=1, 2), tworzgce ukiad
quasi-ortonormalny i takie, ze ¥y, ..., ¥,, sa pélwektorami wtasnymi odpowiadajgcymi
wartosci wlasnej w; w n-tym stopniu, a Z, ..., Z,, wartoci wlasnej w, w n-tym stopniu.
Na mocy twierdzenia (VIIL.34) istniejg takie elementy a, ay,...,a,,b,0,,...,b,, €4,

a, b+#0, ze
= F1 P2

aX1= Z aJ‘YJr! b.Xz= Z bkzk.
ji=1 k=1

Wrynika stad, ze dla iloczynu skalarnego (IV.145)
Pi i P2
a*b{X, X,>=( 21 a; Y, Z bkzk> ):{ E ajbk<.Yjazk> 0,
¥ j= k=1 2 \
skad (X, X;5=0. W
(VIIL102) TwierDZENIE. Dla kazdej macierzy hermitowskiej Ay, nad pierscieniem czescio-
wo uporzqdkowanymi sf wszystkie warro.s‘cz' wlasne w n-tym stopniu sq quasi-rzeczywiste.
Dowé6d. Na mocy twierdzenia (III 192) X# 0¢:~X *X# 0, wobec czego z réwnosci
AX=oX dla X;éO wynika, ze
wx*-x=X*(.:oX)=X*AX=X*A*X=(AX)*X=(wX)‘X=m*X*X.

18+
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czyli
(0—0*)X*X=0,

skad w=w*. Na mocy definicji (1.156) element  jest quasi-rzeczywisty. ¥

(VIIL.103) TwierDZENIE. Dla kaidej macierzy hermitowskiej Ay, nad pierScieniem czes-
ciowo uporzqdkowanym sf prawe (lewe) pdlwektory wlasne, odpowiadajqce réinym war-
toSciom wlasnym w n-tym stopniu, sq ortogonalne. .

Dowéd.'Na mocy poprzedniego twierdzenia i zalozenia A*=A z réwnosci AX, =
=, X; i AX,=w, X, wynika, Ze

@y XTX2=(C91 Xl)*X:Z =(AX1)*X2=XTA*X2 '*”XTAXQ =, X? X,,
czyli . :
(0~ @) X{X,=0

skad dla o, # o, otrzymujemy X; X, =O.
Dowdd dla lewych potwektoréw wlasnych jest analogiczny. M

(VIIL104) TwieRDZENIE. Kazdej macierzy spektralnej Siy, w n-tym stopniu dowolnej macie-
rzy hermzrowsk:ej Ay nad pierscieniem z pierwiastkowaniem s odpowiada prawa (lewa)
macierz wlasna Uin, a1 (Vg ,,]) kolumnowo quasi-ortonormalna w g-tym stopniu.

Dowéd. Na mocy twierdzen (VIIL35), (VIIL34) i (IV.185) kazdej wartosci wlasnej
@y W n-tym stopniu macierzy 4 odpowiada dokladnie g, ortogonalnych prawych (lewych)
potwektoréw wiasnych, gdzie g, jest krotnodcia geometryczng cok Wobec tego dla kazdej
macierzy spektralnej w n-tym stopniu

S:=diag(@;, .., ®

gdzie g jest krotnoscia geometryczna, widma w n-tym stopniu macierzy 4 mozna utworzyé
odpowiadajaca jej prawa (lewa) macierz wlasng Wy, ., W ktérej kolumny Wy, ..., W,
odpowiadajace wartosciom wiasnym @, =...= @, =w, sa ortogonalne. Na mocy twier-
dzenia poprzedniego macierz W jest kolulnnowo ortogonalna w g-tym stopniu. Na mocy
twierdzenia (V.56) istnieje macierz dlagonalna. Dy, quasi-nieosobliwa w g-tym stopniu
taka, ze macierz

U, q:=WD

jest quasi-ortonormalna w g—tym stopniu. Na mocy twierdzenia (VIIL27) jest
AW =W (W*A=SW*),
skad dla prawej maclerzy wiasnej Wmamy
AU=AWD=WSD=WDS=US,

co na mocy tegoz twierdzenia oznacza, Ze U jest prawa macierza wiasna odpowiadajaca
macierzy spektralnej S w n-tym stopmu Dla lewej maclerzy wlasnej W dowdd jest ana-
logiczny. M .

)
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(VIIL105) TWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [sf), gdzie s jest pierscieniem
z wartosciq bezwzgledng, wszystkie wartosci wlasne w n-tym stopniu macierzy quasi-orto-
normalnej w n-tym stopniu Ay, majq wartosé bezwzglednq réwng 4, gdzie ae o, a#0,
Jest takim elementem, ze AA*=A*A=aly,.

Dowadd. Jezeliw Jest dowolng wartosciag wlasng w n-tym stopniu macierzy 4, a X—odpo-
wiadajacym jej niezerowym potwektorem wlasnym, to 4X = wX, skad X*A* = w*X*, a nas-
tgpme X*A*AX =|w2X*X, czyli

' aX*X=|o[>X*X .
Stad wynika teza. IR )
(VIIL.106) TWIERDZENIE. W piersScieniu macierzowym M [/, gdzie s/ jest pierScieniem
z wartosciq bezwzgledna, wszystkie wartoci wlasne w n-tym stopniu macierzy ortanormafne_;
W n-tym Stopniu Ay, majq warto$¢ bezwzgledng réwng 1.

Dow6d wynika z twierdzenia poprzedniego. M.

(VIIL.107) TWIERDZENIE. W pierfcieniu macierzowym A [f), gdzie of jest pierscieniem
z pierwiastkowaniem, wartoSciami wlasnymi w n-tym stopniu macierzy quasi-ortonormalnej
w n-tym stopniu hermitowskiej Ag,, mogq byé tylko \Ja i —.[a, gdzie a€ o, a0, jest takim
elementem, ze AA*=A*A=alp,.

Dowéd wynika z twierdzesi (VIIL105) i (VIIL102).

(VIIL108) TWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym 4 [&/], gdzie & jest pierscieniem
z pierwiastkowaniem, warto$ciami wlasnymi w n-tym stopniu macierzy ortonormalne) W n-tym
stopniu hermitowskiej Ay,, mogq byc tylko 1i —1.

Dowdd wynika z twierdzen (VIIL106) i (VIIL102). ®

(VUIL109) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym # [€)] nad cialem liczb zespolonych
% kazda macierz normalna Ag, jest prosta. W pierscieniu macierzowym'.# [] nad cialem
liczb rzeczywistych % kazda macierz symetryczna jest prosta.

Dowé6d. Na mocy twierdzenia (I1.83) kazda macierz zespolona Ay, jest pSlprosta.
Wobec tego na mocy twierdzenia (VIIL.95) kazda macierz normalna jest prosta. Kazda
macierz z pier§cienia macierzowego # [#] traktowana jako macierz zespolona jest poi-
prosta. Wobec tego kazda macierz symetryczna z 4 [%] moze by¢ traktowana jako ma-
cierz péiprosta normalna hermitowska z . [¢}i na mocy twierdzenia (VIII1.98) ma wszyst-
kie wartoéci wlasne z ciata . Stad i w 4% [%] jest macierza péiprosta, a na mocy twierdzenia
(VIIL.95) prosta.

(VIIL.110) PRrzYKELAD. Macierz :
v 01
@, f L e ]

W pier§cieniu macierzowym M [R) nie jest prosta, pomewaz jej wielomianem charakterys-
tycznym drugiego stopma ]BSt A%+ e, nie majacy p1ermastk6w rzeczyw:stych Natomiast

macierze
Ad*=4* A=Im
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maja wielomian charakterystyczny drugiego stopnia (1—e)?. Ich warto$cig wiasng w dru-

gim stopniu jest liczba 1 o krotnosei 2 i krotnosei geometrycznej 2, wobec czego sg proste.
Macierz (ii) w pierScieniu macierzowym .# [¢] ma wartoéci wlasne w drugim stopniu i

oraz —i. Na mocy twierdzenia (VIIL.81) macierz (ii) w pierécieniu macierzowym # [€]

jestprosta. M -

(VIIL.111) PrzykLAD. W pierscieniu macierzowym . [@] nad cm}em liczb rzeczywistych

&R macierz
175
ADJ::[ 5 13]

jest normalna, gdyz A4*=A*=A*A, i pétprosta, poniewaz jej wielomianem charakterys-
tycznym drugiego stopnia jest

;52=.:1.«,s2|:‘1 1;: o 13] 22 =304+ 196e=(1~ (15+J29)e)(A —(15-+/29)¢).

Wobec tego na mocy twierdzenia (VIIL.97) musi istnie¢ macierz ortonormalna w drugim

stopniu U, taka, ze AU=US, gdzie S=diag(15++/29, 15—+/29). Sprawdzamy, ze taka
macierza _]ﬁSl

\-/1 L 1 1 1
2 2 .
o Vo N2 n| -

1 1 \/1+1
2 29 2 29

§ VIIL6. Twierdzenia o diagonalizacji ortogonalnej

(VIIL112) TwierDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [sf), gdzie s# jest pierScieniem
z pierwiastkowaniem, dla kaidej macierzy Ay, », dla ktorej macierze AA* i A*A4 sq poi-
proste, istniejq takie macierze quasi-ortonormalne Uy, Vi, pierwsza w m-tym, a druga
W n-tym stopniu, oraz taka macierz diagonalna Dy,,, gdzie r jest rzedem macierzy A, quasi-
-nieosobliwa w r-tym stopniu, ze

(VIIL113) . UAV=D.

Dowo6d. Macierze A4* i A*A sa normalne, wobec czego na mocy twierdzenia (VII1.96)
dla ich dowolnych macierzy spektralnych odpowiednio w m-tym i w n-tym stopniu Sy i S,
istnieja takie macierze quasi-ortonormalne Uy, Uspy plerwsza w m-tym, a druga w n-tym
stopniu, Ze

. AA*U,=U, S, AA*4U,=U,S,.

Na mocy twwrdzen (V.23) i (V.162) macierze S; i S, sa rzgdu r. Na mocy twierdzenia
(V.37) zak%adamy,

@ S;=diag(0f, ..., 0"), o), .., 0"£0, j=1,2.
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Niech Uy U = U} Uy =ay Iy, Uy U = UF Uy = Iy, a1, 4, 0. Mamy wtedy

(ii) - UfAA*U,=a, S, AUSA*AU,=a,S,.
Niech
(iif) ‘ Fimu:=UTAU;."
Mamy wtedy
@ FF*=U}AU, Ut A*U,=a, Ut A4*U,=a, a, S, ,

F*E=U3A*U,UlAU,=a, U3 4*AU,=a, q,S,.
Niech .
. F

Fm n = ’l[r, & jl-
. B [P2[m—r,uJ

Witedy

* -, (FlFr)[r] (Fl F;){r,m-r] _
{E )""]"[(FZFD[,,,_,,,] (FyFapry |~ 1925100

skad F,F3 =0 i na mocy twierdzenia (II1.192) jest F,=0, wobec czego F=F,. Niech
teraz _
Fr,m=F3try Fagr,n-nl -

F3Fy) (F*F ]
F*Fn'_' (3 3/1r) 35 4/[r,n—r) :aaSH
(F*F)w [(FfFa)[,,_,,’,.J (FYF)p-ny |~ 142020

skad F¥ F, =0 i na mocy twierdzenia (II1.192) jest F,= 0, wobec czego F= F, jest macierza
r-tego stopnia, na mocy twierdzenia (V.21) pelnego rzedu r. Ze wzoréw (iv) wynika, Ze
macierz F* jest ortogonalna w r-tym stopniu. Na mocy twierdzenia (V.74) istnieje taka
macierz diagonalna Ej,, quasi-nieosobliwa w r-tym stopniu, ze F*E jest quasi-ortonormalna
w r-tym stopniu. Niech ¢ € &, ¢#0, bedzie takim elementem, ze (F*E)(F*E)*=(F*E)* x
X (F*E)=cl;,,. Z okrelenia liczby ¢ wynika, Ze istnieje /c. Macierz

Q Vi (F*E)[fl :
ot ‘\/‘E'I[n—r]

jest quasi-ortonormalna w n'-tym stopniu i dla macierzy diagonalnej

Wtedy

i D[r] = ayads Si E .
quasi-nieosobliwej w r-tym stopniu mamy na mocy (iii) i (iv)
FQ=U{AU,Q=D.

Na mocy twierdzenia (V.76) macierz Up,:= Uy jest quasi-ortonormalna w m-tym stopniu,
a na mocy twierdzenia (V.78) macierz V,;: = U, Q jest quasi-ortonormalna w n-tym stopniu
1 otrzymujemy wzoér (VIIL.113). W

(VIIL114) TWIERDZENIE, W pierScieniu macierzowym M [F), gdzie F jest cialem z pier-
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E Y

wiastkowaniem, dla kazdej macierzy Ap, ny» dla ktorej macierze AA* i A*A sq polproste,
istniejq takie macierze ortonormalne Utnys Viys Pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu,
oraz taka macierz diagonalna Dy, gdzie r jest rzedem macierzy A, nieosobliwa w r-tym
stopniu, ze . '

(VIIL11S) UAV=D.

Dowdd wynika z twierdzenia poprzedniego na mocy faktu, ze dla kazdej macierzy
quasi-ortonormalnej w p-tym stopniu M, istnieje taki eiement ueF, n#0, ze MM*=

stopniu. Ponadto kazda macierz nad cialem quasi- meosobllwa w p-tym stopniu Jest nie-
osobliwa w p-tym stopniu. M

=M*M= pul,, skad wynika istnienie J/ft iistnienie macierzy —— M ortonormalnej w p-tym

(VIII.116) TWIERDZENIE. W pierscieniv macierzowym M [F), gdzie F jest cialem liczh
zespolonych € lub cialem liczb rzeczywistych R, dla kazdej macierzy Ap,,,, istniejq takie
macierze ortonormalne Upyy § Viyy, pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu oraz taka
macierz diagonalna Dy, gdzie r jest rzedem macierzy A, nieosobliwa- w r-tym stopniu,
ze zachodzi rownosé (VII1.115).

Dowdéd wynika z twierdzen (VIIL109) i (VIIL114). @&

(VIIL.117) TWIERDZENIE. Jezeli macierze AA* i A*d, gdzie A=Ap, ., W pierscieniu
macierzowym M [] nad pierScieniem z pierwiastkowaniem o sq pdlproste, to niezerowe
wartoSci wlasne obu tych macierzy sq takie same, z zachowaniem ich krotnosci.

Dowéd. W macierzach spektralnych (i) ciag (0%, ..., o) jest ciagiem wszystkich
niezerowych wartodci wlasnych z zachowaniem ich krotno$ci réwnej krotnosci geome-
trycznej, poniewaZ odpowiednie macierze sa na mocy twierdzenia (VIfI.QS) proste. Na mocy
(iv) macierz F jest ortogonalna w r-tym stopniu. Wobec tego teza wynika z (iv) na mocy
twierdzenia (V.69). W

(VIIL.118) “TWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [F), gdzie F jest cialem liczb
zespolonych € lub cialem liczb rzeczywistych R, dla kazdej macierzy Apm, ny macierze AA*
i A* 4 majq te same niezerowe wartosci wlasne z zachowaniem ich krotnosci.

Dowéd wynika z twierdzer (VIIL109) i (VIIL117). @
(VIIL119) PrzYKLAD. Dla macierzy rzeczywistej

LF=22 1
A'"[‘l ! —.2]

s 5 =50
-AA"=92, A*4=|-5 5 0].
126

‘ 005
Wielomianem charakterystycznym drugiego stopnia h:acierzy AA* jest

A*—154+50e=(1—5¢) (A~ 10e),

mamy
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a wielomianem charakterystycznym trzeciego stopnia macierzy A%A4
23— 15224501 = A (A—S5¢) (A—10e).

Niezerowymi wartosciami wlasnymi obu macierzy sq liczby 5 i 10. Ich krotnoéci sa réw-
nel. W -

(V[II.1205 TWIERDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym M [4), gdzie s jest piericie-
niem z pierwiastkowaniem dla macierzy A, .y zachodzi réwnosé

UAV =D,

~ gdzie Upyy i Vi 5 macierzami quasi-ortonormalnymi, pierwsza w m-tym, a druga w n-tym

stopniu, UU* =U*U= plpyy, VV*=V*V=vly,, u, v#0, a Dy, gdzie r jest rzgdem macierzy

A, jest macierzq diagonalng quasi-nieosobliwg w r-tym stopniu, to DD* jest macierzq spek-

tralng w m-tym stopniu, a- U* odpowiadajqcq jej macierzq wlasnq dla macierzy pvAA*,

natomiast D*D jest macierzq spektralng w n- tym stopniu, a V odpow:ada]ch Jjej macierzq
wlasng dla macierzy pvA*A.

Dowo6d wynika z twierdzenia (VIIL93), poniewaz
U*DD*=U*UAVV*A*U* = wdAA*U*, VD*D=VV*A*U*UAV=wd*4V. B

(VIIL121) DeriNIcIA. W piercieniu macierzowym .# [.?F ], gdzie & jest cialem z pier-
wiastkowaniem, macierzq charakterystyczng mac:erzy A[m 1> dla ktérej macierze AA*
i A*A sa pélproste, nazywamy macierz

(VIIL122) C Quyi=diag(@y, ..., 0,),
gdzie r jest rzedem macierzy A, a elementy @, , ..., o, € & spelniajace warunek
(VIIL123) W= >w,>0

sa plerw1astkamt kwadratowyml niezerowych wartosci wiasnych maclcrzy Ad* 1 A*A
2z zachowaniem ich krotnosci.

(VIIL124) TWwIERDZENIE. W pierfcieniu macrerzowym M [5’" Is gdzze F jest czalem z pier-
wiastkowaniem, kazda macierz Ay, ., dla ktérej macierze AA* i A*A sq pélproste, ma do-
kladnie jedngq macierz charakterystyczng.

Dowdd. Na mocy twierdzenia (VIIL95) macierze 44* i A*4 sa proste, a na mocy
twierdzenia (V.23) ich rzad jest réwny rzedowi r macierzy 4. Na mocy twierdzenia (VIIL.79)
ich macierze spektralne (i) s rzedu r. Ze wzoréw (iv) wynika, Ze wszystkie niezerowe
wartosci wlasne macierzy A4* i A*A sa quasi-rzeczywiste, dodatnie i dla kazdej z nich
istnieje pierwiastek kwadratowy. Z uwagi na warunek (VIIL123) otrzymujemy stadteze. M

(VIIL.125) TWIERDZENIE. W piersScieniu maczerzowym M [F], gdz;e F jest cialem liczb
zespolonych € lub cialem liczb rzeczywistych &, kazda macierz A, ,, ma dokladnie }ednq
macierz charakterystyczng.

Dowdd wymka z twierdzen (VIIL.109) i (VIII 1249). W
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(VIIL126) PrzYKLAD. Macierza charakterystyczng macierzy 4 z przykiadu (VIIL.119)

jest macierz
o ._[V10
Q[z] = [ \/g . .

(VIIL127) TwiIeRDZENIE. W pierscieniv macierzowym M [F], gdzie & jest cialem z pier-
wiastkowaniem, kaida macierz Agy, n1, dla ktdrej macierze AA* i A*A sq pdlproste, jest
ortonormalnie réwnowazna w wymiarze [m, n] swojej macierzy charakterystycznej.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (VIIL.114) istnieja takie macierze ortonormalne Up,,,
Vi Pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu oraz taka macierz diagonalna Dy, gdzie r
jest rzedem macierzy A, nieosobliwa w r-tym stopniu, Ze

) ' ) UAV=D.
Jezeli D=diag(d,, ..., d,), niech
'dl r .
E:=diag(ld,|, ..., |d,)), Fra :——-diag(—_, TS IR 1)-
) . g ‘ 1| l l (ml ! ldll |dr
Mamy D=EF i na mocy (v)
(vi) . UAV=EF.

Ale FF*=F*F=I,, co oznacza, ze F jest macierza ortonormalnq w n—tym stopmu Wobec
tego kladac W:= VF*, otrzymujemy z (vi)

(vii) UAW=E,

gdzie W jest macierzq ortonormalng w n-tym stopniu, a Ej,, jest macierza o pierwszych r
wyrazach quasi-rzeczywistych nieujemnych, ktére na mocy twierdzenia (VIIL. 120) sg pier-
wiastkami kwadratowymi wszystkich niezerowych wartosci wlasnych macierzy 44* 1 4* 4.
Oznacza to, ze macierz E rézni si¢ od macierzy charakterystycznej Q macierzy 4 co naj-
wyzej kolejnodcia pierwszych r wyrazéw diagonalnych. Istnieje zatem na mocy twier-
dzenia (V.120) taka macierz permutacyjna Py, z¢ P*EP=Q, lub — co na chno wy-
chodz1 — takie macierze permutacyjne Pygyy i Popy, 2¢ Py EP,=(Q. Kiadac U[,,.l =P, U
i V[,,]— WP,, otrzymujemy z (Vii)

OAV*=0, ozyti UA=0P,
gdzie na mocy twierdzen (V.130)1(V.77) macierze iv sg ortonormalne, pierwsza w m-tym,
a druga w n-tym stopniu. Otrzymujemy stad teze. W

(VIIL.128) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym M [F), gdzie F jest cialem liczb
zespolonych € lub cialem liczb rzeczywistych R, kaida macierz A, ., jest ortonormalnie
réwnowazna w wymiarze [m, n] swej macierzy charakterystycznej.

Dowéd wynika z twierdzen (VIII.109) i (VIIL127). W
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