Rozdziat VIII

Wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy

§ VIIL1. Podstawowe definicje

(VIIL1) Dericia. Wartosciq wlasng w n-iym stopniu macierzy Ay, nad pierscieniem
z transpozycja o/ nazywamy kazdy pierwiastek jej wielomianu charakterystycznego -
n-tego stopnia

A—aj e —aje ... —aye
(VIIL2) Koi=det,(d— AA%)=det,| ~"2*° A—dye ... —age )
| -4, e —ape .. A—a,e

gdzie 4:=(0, 1, 0, 0, ...), A°%:=(l, O, 0,..), A=A-Toraz A°=A°T=el. W

(VIIL.3) DerFINICIA. Réwnaniem charakterystycznym n-tego stopnia macierzy Apy, nad-
pierécieniem przemiennym z transpozycja & nazywamy réwnanie

= ' X—ay;y —0Gy3 ... —ay,

y x) = ct - s es . n .
(VIIL4) Lx)=det,| ~9t ¥T02 G |0,
=y (%) X Qpy

gdzie x jest zmienng przyjmujaca wartosci z pierscienia o/. M J
(VIILS) TwierDZENIE. Element w € of jest wartoSciq wlasng w n-tym. stopniu macierzy
Apyy nad pierScieniem przemiennym z transpozycjq of wtedy i tylko wtedy, gdy jest pierwiast-
kiem réwnania charakterystycznego (VIIL4) n-tego stopnia macierzy A, czyli det,{A—
"GJxrl:"])= 0. X :
Dowéd wynika wprost z definicji (VIIL1) i (VIIL.3), W

(VIIL.6) DerINICIA. Liczbe naturalna p, nazywamy krbtno.s‘ciq wartosci wlasnej wy € of
W n-tym stopniu macierzy .4,y nad pierécieniem z transpozycja o wtedy i tylko wtedy,

gdy w, jest pierwiastkiem p,-krotnym wielomianu charakterystycznego (VIIL2) n-tego
stopnia. W
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—

(VIIL7) DEerINICIA. Widmem w n-tym stopniu macierzy- A, nad pierScieniem z transpo-
zycia </ nazywamy cigg

(VIILS) . I

utworzony przez wszystkie rézne wartoéci wlasne w n-tym stopniu macierzy 4. W
armeem,
(VIIL.9) TwiIerDZENIE. Jezeli ciqg (VIIL8) jest widmem w n-tym stopniu macierzy Apm

z regularnego pierScienia macierzowego M [sf), a jej wartosci wlasne wy, ..., wg w n-tym .
stopniu majq odpowiednio krotnoscip,, ..., ps, to

8

(VIIL10) ' Y p;<n.
j=1

Dowéd wynika z twierdzenia (11.82). 1

(VIIL.11) TwierDZENIE. Jezeli ciqg (VIIL.8) jest widmem w n-tym stopniu macierzy zes-
polonej Ay, a jej wartosci wlasne w,, ..., s w n-tym stopniu majq odpowiednio krotnosci
P> -"?Px: to
3
(VIIL.12) . Y, pj=n.
i=1

Dowéd wynika z twierdzenia (I1.83).

' (VIIL.13) DerINICIA. Krotnoscig widma w n-tym stopniu (VIIL8) macierzy Ap,; nazywamy
sume¢ krotnosei py, ..., ps jej wartosci wlasnych w n-tym stopniu, czyli liczbg naturalng

E 3
pi= pi- N

. j = 1 = .
Na mocy twierdzenia (VIIL9) dla kazdej macierzy regularnej 4y, krotnosé jej widma
W n-tym stopniu nie jest wieksza od n, a na mocy twjerdzenia (VIIL.11) dla kazdej macierzy
zespolonej Ap,; krotnos¢ jej widma w n-tym stopniu jest réwna n. :

(VII1.14) DERINICIA. Ukladem wartosci wlasnych w n-tym stopniu macierzy Apyy nazywa-
my ciag (@;,, .., @;,) wartosci wiasnych w n-tym stopniu tej macierzy, w ktérym kazda
wartos¢ wlasna wystgpuje tyle razy, ile wynosi jej krotnos¢, a p jest krotnoscia widma
w n-tym'stopniu macierzy 4. W
" (VIIL15) DerINICIA. Krotnosciq geometryczng wartosci wlasnej w, w n-tym stopniu ma-
cierzy A, nazywamy liczbg naturalng g,:=n—r, gdzie r, jest rzgdem macierzy 4— aw; x
X e M ~ e
(VII1.16) DEFINICIA. Geometryczng krotno$ciq widma (VIIL.8) w n-tym stopniu macierzy
Apyy nazywamy sume krotnosci geometrycznych gy, ..., g, jej wartosci wlasnych w n-tym

. ]
stopniu, czyli liczbe naturalng g= 3. ¢;. M
=1

(VIIL.17) DerNICIA. Ukladem geometrycznym warto$ci wlasnych w n-tym stopniu ma-

- cierzy Ay, nazywamy ciag (wy, s .-+, @g,) Wartosci wiasnych w n-tym stopniu tej macierzy,
w ktérym kazda warto$é whasna wystgpuje tyle razy, ile wynosi jej krotno$¢ geometryczna,
a g jest geometryczng krotnoscig, widma w n-tym stopniu macierzy 4. M :
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(VIII.\IS) TWIERDZENIE. Jezeli w jest wartoSciq wlasnq niezerowq w n-tym stopniv macierzy
A, to jest jej wartosciq wlasnq w kazdym jej stopniu o krotnosci i krotnoSci geometrycznej
nie zaleinych od wyboru stopnia macierzy A. Natomiast istnienie wartosci wlasnej zerowej
moze zalezeé¢ od wyboru stopnia macierzy A, a krotnosé¢ p(n) i krotnos¢ geometryczna q(n)
wartosci wlasnej zerowej zaleiq od stopnia n macierzy A. Jednak réznice n—p(n), n—q(n),
p(n)—q(n) nie zalezq od stopnia n macierzy A.

[~ T By

Dowbd wynika z faktu, ze na mocy (VIIL.2) dla m=» mamy

Xm ™= Jn Am_"f’]}

a rzad r, macierzy 4— wly,; (patrz definicja (VIII.15)) nie zalezy od wyboru stopnia n
macierzy A. W

(VIIL.19) DEFRINICIA. Macierzq pdlprostq nazywamy kazda macierz Ap,;, dla ktérej krotno$é
widma w n-tym stopniu jest rtéwna n. I

Z twierdzenia (VIIL.11) wynika, Ze kazda macierz zespolona jest pétprosta.

(VIII.20) DEFINICIA. Macierzq prostq nazywamy kazda macierz Ap,;, dla ktérej krotno$é
Jjej widma w n-tym stopniu jest rowna jego krotnosci geometrycznejiréwnan.

~ Twierdzenie (VIIL.18) umozliwito konstrukeje definicji (VIIL.19) i (VIII.20), poniewaz
na mooy tego twierdzenia fakt, ze macierz A jest pdlprosta czy prosta, nie zalezy od wyboru
Jej stopnia n..

(VIIL.21) DEFINICIA. Pdlwektorem wlasnym (wektorem wlasnym w przypadku macierzy
nad cialem) macierzy A, albo prawym pélwektorem (wektorem) wiasnym tej macierzy,
odpowiadajacym warto$ci wiasnej w, w n-tym stopniu tej macierzy, nazywamy kazdy pot-
wektor (wektor) kolumnowy Xy, ;7 spelniajacy warunek

(VIIL.22) (A-o dy) X,=0, k=1,...s. W

(VIIL.23) DEerINICIA. Lewym polwektorem wiasnym (lewym wektorem wlasnym w przypadku
macierzy nad cialem) macierzy A,,, odpowiadajacym wartosci wlasnej w; W n-tym stopniu
tej macierzy, nazywamy kazdy péiwektor (wektor) kolumnowy Y, ;; spelniajacy wa-
runek SR

(VIIL.24) YY(A-aI,)=0, k=1,..,s. H

(VIIL25) PrzYkiAD. Obliczymy wartosci whasne i odpowiadajace im wektory wiasne
w drugim stopniu macierzy nad ciatem liczb wymiernych 2

) Am-;z[_; “;]

Na mocy twierdzenia __(VIII.S) wartoSciami wlasnymi w drugim stopniu tej macierzy sg pier-

wiastki rownania
x—=1: 1 .
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ozyli liczby @, =01 w,=3. Mamy

1 -1 -2 -1
A—O'I[2]=[__2 2}, A._3.j_-[2]=|i._.2 -.._.]_]’

wobec czego krotnoscia i krotnoscia geometryczng kazdej z wartosci wlasnych o, w,
w drugim stopniu jest liczba 1. Ciag (0, 3) jest zaréwno widmem w drugim stopniu, jak
ukladem wartosci wlasnych w drugim stopniu, jak tez ukladem geometrycznym wartosci .
wiasnych w drugim stopniu macierzy (i). Macierz (i) jest macierza prosta.

Wektory wiasne macierzy (i), odpowiadajace wartoSciom wiasnym w drugim stopniu
0i 3, obliczamy rozwiazujac, zgodnie z (VII1.22), réwnania

R e ] e

Wiynika stad, ze kazdy wektor kolumnowy postaci

X1=[z:|, aed,

jest wektorem wiasnym macierzy (i), odpowiadajacym wartoéci wiasnej 0 w drugim stop-
niu, natomiast kazdy wektor kolumnowy postaci

X2=[_b2b], bE.@,

jest wektorem wiasnym macierzy (i), odpowiadajacym wartoéci wiasnej 3 w drugim stop-
niu. W

§ VIIL2. Podstawowe wlasnosci

(VIIL.26) TwierRDZENIE. Dla kaidej macierzy A€ M), gdzie o/ jest pierscieniem
przemiennym z transpozycjq, i dila kazdej jej wartosci wlasnej w w n-tym stopniu istnieje
zaréwno prawy jak i lewy niezerowy pélwektor wlasny odpowiadajqcy tej wartosci wlasnej
W n-tym stopniu. :
Dowé6d. Niech
' A_m‘,[n]:'[Ki Ku] s

gdzie K, ..., K, sa kolumnami macierzy 4 —~ olj,;. Jezeli w jest warto$cig wiasng w n-tym
stopniu macierzy 4, to na mocy twierdzenia (IV.61) kolumny Kj, ..., K, sa liniowo za-
lezne, czyli istnieja takie elementy X;, ..., X, € &, nie wszystkie réwne zeru, ze x; K, +
+...+x,K,=0, czyli istnieje potwektor kolumnowy

Xy N
X:=[: |#0
xl’l
taki, Ze
A-ol,)X=0,
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co oznacza, Ze X jest potwektorem wlasnym macierzy A, odpowiadajacym wartosci whas-
nej @ w n-tym stopniu. Dow6d dla lewego polwektora wiasnego jest analogiczny. R

(VIIL.27) TwIerDZENIB. W regularnym pierScieniu macierzowym # [] dla dowolnej
macierzy Ay e M L] i dowolnego pdlwektora kolumnowego X, 1y€ M ] warunek

(VII1.28) (A—ol,) X=0AX#0,

gdzie we s/, jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy  jest wartosciq wlasng w n-tym stopniu
macierzy A, a X#O jest odpowiadajgcym jej polwektorem wilasnym.

Dowdd. Jezeli w jest-wartoécia wlasng w n-tym stopniu macierzy, 4 a X'# O odpowia-
dajacym jej pétwektorem wiasnym, to warunek (VIII.28) jest spetniony na mocy definicji
(VILL.21). Jezeli — odwrotnie — jest spelniony warunek (VIIL.28), to oznacza to, ze ko-
lumny macierzy A— i, sa liniowo zalezne. Wobec tego na mocy twierdzenia (IV.63)
macierz A — wly,; speinia warunek det,(4 — wl,)) =0, co oznacza, Ze @ jest wartoscig whas-
ng w n-tym stopnin macierzy 4. Na mocy definicji (VIIL.21) X jest wtedy polwektorem
whasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej w w n-tym stopniu. W

(VIIL.29) TWwIERDZENIE. W regularnym pierScieniu macierzowym 4[] dla dowolnej
macierzy Apy€ #[s4) i dowolnego pdlwektora kolumnowego Y, 1y€ M [L] warunek
(VIIL30) - YNA-w0l)=0AY#0,
gdzie w € &, jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy w jest wartoSciq wlasng w n-tym stopniu
macierzy A, a Y# O odpowiadajgcym jej lewym polwektorem wlasnym.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego.

(VIIL31) TWIERDZENIE. Macierze Ay, i Af,y nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq
trywialng o majq te same wartoSci wlasne w n-tym stopniu.

Dowdd. Na mocy (IIL98) jest dla w € &
det, (A~ wlpy) =det,(4— ol =det (A" - 0l,)=0. B

(VIIL32) TwierDZENIE. Jezeli (v, , ..., w,) jest ukladem wartosci wlasnych w n-tym stop-
niu macier. zy Ay € M), gdzie oA }esr pierScieniem przemiennym z transpozycjq trywiaing,
to (y, ..., @) jest ukladem wartosci wlasnych w n-tym stopniu zaréwno dla macierzy A
Jak i dla macierzy A*.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (I11.96)

det, (4 — wl},))=0<>det,(A—wl;,) =0<det (A~ I;,)=0<
<> det,(4 - oly)* =0+ det(4*~al;,)=0. W

(VIL33) TWIERDZENIE. W regularnym pierscieniu macierzowym M [ dla dowolnej
macierzy Ap,y € M [A] Xy, 1y € M ] jest pSlwektorem wlasnym odpowiadajqcym wartosci
wiasnej w w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest dla macierzy A* lewym polwektorem
wlasnym odpowiadajqcym wartosci wlasnej w* w n-tym stopniu. :
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Dowdd wynika z twierdzed (VIIL27) i (VIIL29) na mocy wzoru

(A= 0ly) X =0 ((A~aly) X)* =0 X 4" ~0*l,)=0. W
(VIIL.34) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym M [of], gdzie o jest pierscieniem
czefciowo uporzqdkowanym, dla kazdej macierzy Ap,;ye M (o) zbior wszystkich prawych
(lewych) pdlwektordw wlasnych, odpowiadajacych wartoSci wlasnej w, w n-tym stopniu,
tworzy modul &y (¥y), bedqcy dopelnieniem ortogonalnym modulu kolumnowego macierzy
A*— oy I[,,] (A— oy Ipy) W n- wymxarowym module ciqgowym nad pierscieniem of z iloczynem
skalarnym (IV.145). Wymiar modutu % « (@) réwna sie krotnosci geometrycznej g, wartosci
wiasnej w;,. .

D owdd. Na mocy definicji (VIIL.15) macierz 4'— ws - [,y ma rzad r,=n—gq,, a na mocy
twierdzenia (V.11) macierz 4* — wy I,; ma ten sam rzad. Na mocy twierdzeri (IV.63) i (IV.84)
moduly kolumnowe macierzy A* — oy I, i A~ oy Iy majy wymiar n—gq,. Na mocy defi-
nicji (IV.231) i twierdzen (IV.230) i (IV.232) zbiér wszystkich prawych (lewych) pétwekto-
réw whasnych X (Y) odpowiadajacych wartodci wlasnej wy w n-tym stopniu, a zatem spel-
niajacych warunek (4 — @yfpy) X =(4* —0* [)*X =0 (Y*(4d— wylyy))=0) tworzy modut’
g-wymiarowy, bedacy dopelnieniem ortogonalnym modutu kolumnowego macierzy
A¥ —@* I,y (A — wpliy) W n-wymiarowym module ciggowym nad pierécieniem &/ z iloczynem
skalarnym (IV.145). W
(VIIL35) TWIERDZENIE. Kazdej wartosci wilasnej .o, w n-tym stopniu macierzy A, nad
pierscieniem cze$ciowo uporzqdkowanym sf odpowiada dokladnie g, liniowo niezaleznych
prawych (lewych) polwektoréw wlasnych, gdzie gy jest krotnoSciq geometryczng wartoSci
wlasnej w, w n-tym stopniu.

Dowdéd wynika z twierdzenia poprzedniego. M
(VIIL36) TWIERDZENIE, Wielomian charakterystyczny n-tego stopnia y, macierzy Ap;
mozna napisac w postaci
(VIIL37)  gp=det,(4— —A4%= ( 15, A°+(—1)"" 1 Shen Ao 4(— 1) TR il L
gdzie s, (k=1,...,n) oznacza sume wszystkich minoréw gldwnych stophia k macierzy A,
4:=(0,1,0,0,..), 4%=(, 0,0, o), 4:=(0,1,0,0,...),A%=(1,0,0,..)=eoraz A =A-T
i A°=AI=el. . _ '

Dowéd. Niech K, ..., K, beda kolumnami macierzy 4, a Jy, ..., J, kolumnami
macierzy quasi-jedynkowej I,;. Wtedy

- o =dot, [~ 1°K) .. W, = A'K)]
Stosujac tu wielokrotnie twierdzenie (I11.110), otrzymujemy
n
=(_1)"dc_tn[K1 Kn:[ j'o+(_1)"“1’1 E detﬂ[Kl K.fl I‘Ifl Ki(‘H. n]+

J1=1
n

+(=022 Y Y det Ky .. Kj-1 0 Kjer o Kppe 1 I Ky - K14

J1=1 j2=jit1

S A A

17 Wektory i maclerze t. I
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Poniewaz kazdy z wyznacznikéw

detn [Kl "‘Kjl__'l‘}-j! Kj;.'.l ."Kjf—"_l ijKJp_{..l R K"]
jest réwny minorowi gtéwnemu, jaki otrzymujemy przez skreSlenie wierszy i kolumn
o numerach ji, ..., j,, otrzymujemy stad wzér (VIIL37). [

(VIIL.38) TwierDZENIE. Dla kazdej macierzy pélprostej Ay, z regularnego pfei‘.&‘cienfa ma-
cierzowego J [/] o wartoSciach wlasnych wy, ..., ws W n-tym stopniu majqcych krotnosci
odpowiednio py, ..., Ps $q spelnione warunki:

(VIIL39) .Y p=n,
j=1

3

M o
=
L)

|

=

h

(VIIL.40)

.
i
=

(VIIL41)

[pamn

o =det, 4.

Jj=1

Dowdd. Warunek (VIIIL.39) wynika z definicji (VIIL.19). Na mocy twierdzenia (I1.80) -
wielomian charakterystyczny n-tego stopnia y, macierzy 4 jest podzielny przez wielomian
A—w o) ... (A—we)™, ktéry na mocy twierdzenia (I1.25) i warunku (VIII.39) jest
n-tego stopnia. Ze wzgledu na moni'cznoéé obu wielomianéw jest

5

(VIIL42) = I Q-w;07,

J=1 .
skad wynika, Ze suma —p; @, —...~p, o, jest réwna w3p6}czyunik0wi przy 2", czyli
na mocy (VIIL37) '

5
Z Pjw;=384,
Jj=1

gdzie s, jest sumg wszystkich minoréw gtéwnych stopnia 1 macierzy 4, czjli §; =tr A.
Otrzymujemy stad (VIIL40). Natomiast iloczyn (— ;)™ ... (—o)"=(—1Y'0}... o
jest wyrazem wolnym wielomianu (VIII.42), skad na mocy (VIIIL.37)

jﬂ m.lry‘_"sn >
=1

gdzie s, jest jedynym minorem giéwnym stopnia n macierzy 4, mogacym nie by¢ zerem,
a mianowicie s, =det, 4. Otrzymujemy stad (VIIL.41). W

(VIIL.43) TWIERDZENIE. Jezeli (w,, ..., w,) jest ukladem wartosci wlasnyech w n-tym
stopniu macierzy pdlprostej Ay, z regularnego pierscienia macierzowego M [4], to

(VIIL44) j;l w;=trd,
(VIIL45) : j]'[l w;=det, 4.

Dowdéd wynika z twierdzenia poprzedniego.
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(VIIL.46) TWIERDZENIE. Macierz regularna Ay, jest quasi-osobliwa w n-tym stopniu wtedy
. i tylko wtedy, gdy zero jest jej wartosciq wiasng w n-tym stopniu.

" Dow6d wynika z twierdzenia (VIILS). @
(VIII‘VJ) TWIERDZENIE. JezZeli macierz A[rx] j(:’SI }'zgdu r=n—q (1 gq ;(\n), to zero je.gt
wartosciq wlasng w n-tym stopniu macierzy A o krotnosci nie mniejszej niz q.
Dowéd. Na mocy definicji rzedu macierzy 4 wszystkie jej minory stopnia wiekszego

" niz n—q sa réwne zeru i na mocy (VIIL37) w;clomlan charakterystyczny n-tego stopnia
macierzy A przyjml.ue postaé

( 1)"‘-“-fsn qlq"‘l" +( 1) 51 e 1 +;4."
=Aq((_ 1)“_§S”_q+ g +(— 1) Sl ;L"’_G_l +;Ln--q),
skad wynika, ze zero jest pierwiastkiem co najmniej q—krotnym tego wielomianu. Otrzy-
‘mujemy stad teze.

(VIIL48) TWIERDZENIE. Krotno$S¢ wartosci wlasnej w n-tym stopniu macierzy Ay, nad
pierScieniem przemiennym z transpozycjq jest zawsze nie mniejsza niz krotnos¢ geometryczna
tej wartosci wlasnej.

D ow6d. Zauwazmy, Ze fakt istnienia wartosci wlasnej w z-tym stopniu @, o krotnosci
Py dla macierzy A, jest r6wnowazny faktowi istnienia wartosci wiasnej w n-tym stopniu
zerowej o krotnoéci p, dla macierzy A— w,l;,;, poniewaz wielomian charakterystyczity
(VIIL2) n-tego stopnia macierzy A — wj J,; ma postaé

A—(ay —op)e —agze €

—d, e A—(a,,—w)e ... —ay,e

det" 21 z ( 22 k) 2n
—ay € — Q€ y! (aun CO;‘) e

Na mocy poprzedniego twierdzenia (VIIL47) jest
© (VIIL49) C nEa, k=1, :
gdzie g, jest taka liczba, Ze n— gy jest rzgdem macierzy 4— cd,‘ Ity czyli gy jest krotnoscig
- geometryczng wartosci wlasnej e, w n-tym stopniu. Otrzymujemy stad tezg. M
(VIIL50) TWIERDZENE. Prawe (lewe) niezerowe polwektory wlasne, odpowiadajace roz:
nym wartoSciom wlasnym w n-tym stopniu macierzy Ap, z reqularnego pierscienia macie-
rzowego M (], sq liniowo niezalezne. _

Dowdéd. Niech @;, ..., @, beda réznymi wartosciami wlasnymi w n-tym stopniu
macierzy 4, a X, ..., X; prawymi niezerowymi pélwektorami wlasnymi tej macierzy,
odpowiadajacymi wymienionym warto$ciom wlasnym w n-tym stopniu, tzn.

czyli '

(li) AX,,=ka,‘, o=t S

g
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Zaléi:my, Ze ;

(iii) e a Xi+...+a,X,=0, ay,..,a;e€,

Mnozac te réwno$¢ stronami lewostronnie przez A—wy Iy, ma'my na mocy (i)

b ﬂz(AXz"OJl Xz)“}" .--+GJ(AXS—(01 Xx)=0

“i na mocy (ji) .

. ax(wy— @) X+ ... +afw,— o) X,=0.

. Mnozgc tg réwno$¢ analogicznie lewostronnie przez 4—w; Iy, ooy A— Wy Iy do-
chodzimy do réwnosci _

I as(ms_ml)-”(ws_w—1)X5=0'

Poniewaz wartosci wlasne @y, ..., @, sa z zalozenia rézne, a pétwektor kolumnowy X;
niezerowy, wigc '

Gv) a,=0.
Ale kolejno$é wartosci wlasnych @y, ..., w, by}a' tu dowolna, wige przez jéj zmiang do-
chodzimy na mocy (iv) do wniosku, Ze a; =...=a,=0, co na mocy (iii) oznacza liniowg

niezaleznos¢ potwektorow wlasnych X, ..., X;.
Dowéd dla lewych potwektorow wiasnych jest analogiczny. B

(VIIL51) TWIERDZENIE. Maksymalna liczba liniowo niezaleinych prawych (lewych) pol-
wektoréw wlasnych w n-tym stopniu macierzy A, nad pierscieniem czeSciowo uporzqdko-
wanym =f jest réwna geometrycznej krotnosci widma w n-tym stopniu macierzy A.

Dowdd. Na mocy twierdzenia (VIII.34) maksymalna liczba liniowa niezaleznych
prawych potwektorédw wlasnych w n-tym stopniu macierzy 4 nie moze przewyzszaé sumy
krotnodci geometrycznych wszystkich réznych wartosci wlasnych w n-tym stopniu w,, ...
..., @, czyli nie moze przewyZszaé geometrycznej krotnosci widma w n-tym stopniu
tej macierzy. Na mocy tegoz twierdzenia (VIIL.34) dla kazdej wartosci wlasnej o, w n-tym
stopniu (k=1, ..., s) mozna wybra¢ g, prawych potwektoréw wiasnych w n-tym stopniu
Xgis oo Xig, liniowo niezaleznych, gdzie g, oznacza krotno$é geometryczng wartosci’
wlasnej w, W n-tym stopniu. Jezeli ' '

.ﬂ_uX11+'"+a1q1X1q:+"‘+asl.Xsl+"'+a«;q:XS¢a=0’

gdZie a“, sery alql, arey a.?l’ “"EW;EM" tO dla

(V) Zj:=a_;1X_;1+...+aMJij (j=1,...,5),
otrzymujemy :
(vi) ; - Zi+..+Z,=0,

Ale pétwektor kolumnowy (V) jako kombinacja liniowa pétwektoréw wilasnych, odpo-
wiadajacych wartoéci wlasnej w; w n-tym stopniu, jest tez potwektorem whasnym odpo-
wiadajacym tej wartosci wlasnej w n-tym stopniu, wobec czego na mocy (vi) i twierdze-
nia (VIIL.50) mamy Z;=...=Z;=0, a poniewaz pétwektory wlasne Xj,, ..., X;, saz za-
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lozenia linjowo niezalezne, wigc na mocy (V) 4y =...=ay, =...=ag=...=a, =0, co
oznacza, Ze polwektory wiasne X, ..., Xy4, ..., Xs1, ..., Xy, sa liniowo niezalezne.
Ich liczba jest réwna krotnodci geometrycznej widma w n-tym stopniu macierzy A.

Dowéd dla lewych potwektoréw wiasnych jest analogiczny.

(VII1.52) TWIERDZENIE. Macierz Ay, nad plerscieniem czesciowo uporzqdkowanym sf
ma n liniowo niezaleznych prawych (lewych) pélwektoréw wiasnych w n-rym stopniu wtedy
i tylko wtedy, gdy jest prosta.

Dowéd wynika z twierdzen (VIIL48) i (VIIL51). M

(VIIL53) TWIERDZENIE. Macierze Ap, i By, z pierScienia macierzowego # [4] nad pier=
Scieniem przemiennym z transpozycjq ¢ podobne w n-tym stopniu majq te same wartoscl
wlasne w n-tym stopniu.

Dowdd. Istnieje taka macierz nieosobliwa w n-tym stopniu C e 4 [#/], Ze¢ CA= BC.
Niech @ bedzie dla macierzy 4 dowolng wartoscia wlasna w n-tym stopniu o krotnosci
p i krotnoéci geometrycznej g. Poniewaz C(A—AA°)=(4—B4°) C oraz C(A— mlm)-
=(B— ol C, wigc det, C-det, (4—AA4°)=det, (4—BA°)-det, C skad macierze 4 i B
maja wspélny wielomian charakterystyczny n-tego stopnia .

x,=det, (4~ 44°%)=det, (4 — BA®)

i macierze A— wly, oraz B— wl,; na mocy twierdzenia (V.161) majg ten sam rzad. Wo-
bec tego wjest réwniez wartoécig wiasng w n-tym stopniu o krotnosci p i krotnoéci ge-
ometrycznej ¢ dla macierzy B. Biorac pod uwage dowolnoéé wyboru wartosci wiasnej
@ oraz mozliwos¢ zamiany rol macierzy 4 i B, otrzymujemy stad teze. WM

(VII1.54) TWIERDZENIE, Macierze )i[,,] i By, z pierscienia macierzowego M [#] nad pier-
Scieniem przemiennym z transpozycjq < quasi-podobne w n-tym stopniu majq te same war-
toSci wlasne w n-tym stopniu.

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. W

(VIIL.55)  PrzYKLAD. Macierze nad pierscieniem liczb calkowitych &

_ [10 ~1 32 58 ~14
A[3]:= 32 4 ) B[31:= —-80 155 37
10 3 _ 395 —757 —181
sa podobne w trzecim stopniu, poniewaz
-1 =2 -1 -1 -2 -1 -8 -4 -10
2 5 :3|4=B| . 2. 5 - 3|=] 20 10 . 27].
~10 =25 —14| . [—10.-25 —14 -99 —50 -132

Wielomian charakterystyczny trzeciego stopnia dla macierzy 4 ma posta¢

‘ A—e o e_'
dety| —3e A—2e —de |=(1—2¢)°,
—e o A-3e :
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a dla macierzy B

80e A—155¢ —37e |=(A—2e)’.

A—32e 58e . 14e
det,
~395¢ 757e A+18le

Wobec powyzszego 2 jest dla macierzy 4 i B wartofcia wlasna w trzecim stopniu o krot-

nosci 3. Poniewaz macierz '
) ~10 -1
A-zr[ﬂ:[ 30 4]
10 1
jest rzgdu 2 z uwagi na minor

detz[_;; _i}ml;&o,

wigc krotno$¢ geometryczna warto$ci wlasnej 2 w trzecim stopniu jest roéwna 1. Macierze
- A i B nie sg proste. Na mocy twierdzenia (VIIL51) dla kazdej z nich istnieje tylko jeden
liniowo niezalezny pdlwektor wlasny odpowiadajacy warto$ci wiasnej 2 w trzecim stopniu.
Obliczamy go z warunkéw odpowiednio dla macierzy 4 i B

-10 -1][x] [ 30 -58 —14][x
30 4||x|=0, |-80 153 37||x|=0.
10 1]]x 395 -757 —183] |x

Dla macierzy A4 otrzymujemy stad pétwektor wiasny

0
af,
0

gdzie a jest dowolng liczba calkowity nier(fwnq zeru, a dla macierzy B

2b
-5b {,
25b

gdzie b jest dowolng liczba calkowitga nieréwna zeru. B

(VIIL56) TWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [€) nad cialem liczb zespolonych
€ dla kazdej macierzy Ay, i kazdego niezerowego pélwektora kolumnowego Vi, 1y istnieje
taki wielomian zespolony f, ze f(A)- V jest niezerowym pélwektorem wlasnym w n-tym stop-
niu macierzy A.

Dowéd. Niech p bedzie niezerowym wielomianem zespolonym mozliwie niskiego
stopnia, takim, Ze

(vii) , p(A)V=0.

Wielomian taki istnieje, poniewaz na mocy twierdzenia (VIL70) x,(4): V=0, gdzie z,
jest wielomianem charakterystycznym n-tego stopnia macierzy 4. Wielomian p nie jest
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stopnia 0, poniewaz wtedy na mocy (vii) bytoby V=0 wbrew zalozeniu, Na mocy twier-
dzenia (III.SS) wielomian p ma pierwiastek 7 € €, a na mocy twierdzenia (I1.72) istnieje
taki wielomian zespolony f, Zze p=(A~—mne)f. Wobec tego na mocy (vii)

(viii) p(A): V=(A—nD)f(4): V=(A—rl,y) f(4) V=0.

Gdyby f(4): V=0, przeczyloby to okredleniu wielomianu p, poniewaz wielomian f jest
nizszego stopnia. Zatem f(A)- V jest pétwektorem niezerowym n-tego stopnia i na mocy
(viii) oraz twierdzenia (VIIL.27) otrzymujemy tezg¢. '

(VIIL.57) TWIERDZENIE. JezZeli macierz Ap€ My, [F| nad cialem z transpozyciq F
Jjest pélprosta o widmie w n-tym stopniu (@, ..., @), to moniczny wielomian minimalny
w n-tym stopniu macierzy A ma postaé:

TJ=(A""C01 e)"‘,..(l—wse)r’-,
gdzie ty, ..., t, sq liczbami naturalnymi spelniajqcymi warunek
Isy<sp; dla j=1,..,s,

%
a p; jest krotnosciq wartoSci wlasnej w; w n-tym stopniu.

Dowéd. Na mocy (VIL.85) mamy det, (4.4°— 4)-det, R=det, (- Ttny)s czyli g, (—1)" %
x det, R=0v". Zatem kazda z warto$ci wlasnych w n-tym stopniu ; (j=1, ..., 5) jest pier-
wiastkiem monicznego wielomianu minimalnego w n-tym stopniu v i krotno$¢ ¢; tego
pierwiastka nie moze przekraczaé jej krotnosci dla wielomianu y,, czyli liczby p;. Na
mocy twierdzenia (I1.80) wielomian v jest podzielny. przez (A—w; e)* ... (A—w, ¢). Ale
na mocy (VI1.84) kazdy dzielnik wielomianu v jest dzielnikiem wielomianu y, = (1—o, e)™...
(A—wy €)7. Otrzymujemy stad teze. M
(VIIL.58) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Apye My [F) nad cialem z transpozycjq F

ma n réznych wartosci wlasnych w n-tym stopniu, to jej wielomian charakterystyczny w n-tym
stopniu jest monicznym wielomianem minimalnym w n-tym stopniu macierzy A.

Dowéd. Jezeli macierz 4 ma n réznych wartoéci whasnych w n-tym stopniu, to kazda
z nich ma krotno$é 1, a krotno§¢ widma w n-tym stopniu macierzy A4 jest réwna n. Wobec
tego teza wynika z twierdzenia poprzedniego. M L

_ (VH'I.SS)) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, € My, [F) nad cialem z transpozycia F
jest pdlprosta o widmie w n-tym stopniu (@, ..., ), to wszystkie dzielniki elementarne
‘macierzy wielomianowej AA°—Iy A (4:=(0, 1, 0, 0, ...), A°=(I, 0, O, ...)) majq postaé

(’1_ we)k H
gdzie © jest wartoScig wlasng w n-tym stopniu macierzy A, a k liczbq naturalng nieprze-
- wyziszajqcq krotno$ci wartosci wlasnej o w n-tym stopniu. '

“Dowéd. Z definicji wszystkie dzielniki elementarne macierzy wielomianowej AA°—~
— Ity A s3 dzielnikami jej najwyzszego wielomianu niezmienniczego i,. Wobec tego teza
wynika z twierdzen (VIL.86) i (VIIL.57). W
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(VIIL.60) TWIERDZENIE. JeZeli w jest wartoSciq wlasng w n-tym stopniu macierzy A,
nad pierfcieniem przemiennym z transpozycjq o, to kolumny mucierzy (A— ol )by sq
polwektorami wiasnymi macierzy A, odpowiadajqcymi wartosci wlasnej w w n-tym stopniu.

Dow6d, Na mocy twierdzenia (II1.128) mamy
(A—oly)(A- ol [u])ﬁ.] =0,
skad otrzymujemy tezq [ ]

(VIIL.61) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, € My, [F] nad cialem z transpozyc;q F
Jjest pélprosta o widmie w n-tym stopniu (@i, ..., @), to kolumny macierzy R(w,) (k=
=1, ..., s), gdzie R jest zredukowang macierzq dolqczong n-tego stopnia macierzy A, sq
wektorami wlasnymi macierzy A, odpowiadajqcymi wartosci wlasnej w, w n-tym stopniu.

Dow6d. Na mocy twierdzenia (VIIL.57) dla monicznego wiclomianu minimalnego
W n-tym stopniu v macierzy 4 mamy v(e;)=0. Wobec tego zastgpujac we wzorze (VIL.85)
macierze wielomianowe ich warto§ciami macierzowymi w punkcie w, € # otrzymujemy

(A= Iy R (0,)=0,
skad otrzymujemy tezg. M- 2

(VIIL.62) TwIeRDZENIE. Krotno$¢é geometryczna g, warto$ci wlasnej w, w n-tym stopniu
macierzy zespolonej Ay, jest réwna liczbie I, dzielnikéw elementarnych postaci (A—wy €)'
dla macierzy wielomianowej AA°—I,n A (A%=(I,.0,0,..), 4:=(0,1, 0, 0,...)), czyli
jest rowna liczbie blokéw Jordana odpowiadajqcych wartoSci wlasnej w, w formie kano-
nicznej Jordana w n-tym stopniu macierzy A.

Dowd6d. Na mocy twierdzenia (VIIL.54) macierze 4, Be ¢ [¢] podobne w n-tym
stopniu majg te same wartosci wlasne, a na mocy twierdzenia (VII.62) dla macierzy -4, Be
€ A [€] podobnych w n-tym stopniu macierze wielomianowe AA°—1I,; A i BA®— Iy A
majg ten sam uklad dzielnikéw elementarnych. Wobec tego na mocy twierdzenia. (VII.121)
wystarczy przeprowadzié dowéd dla form kanonicznych Jordana w n-tym stopniu.

Z definicji krotno$¢ geometryczna g, wartosci wlasnej w, w n-tym stopniu formy ka-

nonicznej Jordana (VII.120) jest réwna n—ry, gdzie ry jest najwyZszym stopniem mino-
‘Téw réznych od zera macicrzy

J— Iy =
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czyli stopniem minora

det

n—1Ix

réwnym n—1I,. Zatem q,=1I, skqd \a;ynika teza. W

(VIIL.63) TWIERDZENIE. Dla kazdej tréjkqtnej macierzy Agyy z regularnego pierscienia
macierzowego M [4] jej pierwszych n wyrazéw diagonalnych tworzy uklad wartosci wias-
nych w n-tym stopniu.

Dowéd. Jezeli (ay, ..., a,, 0, 0, ...) jest gtéwna przekatna macierzy 4, to na mocy
twierdzenia (II1.114) wiclomianem charakterystycznym n-tego stopnia macierzy A jest
(A—-aye) ... (A—a,e), skad wynika teza. WM

- § VIIL3. Macierze spektralne i macierze wiasne macierzy

(VIIL.64) DEFINICIA. Macierzq spektralng w n-tym stopniu macierzy Ay nazywamy
kazda macierz

(VIIL.65) St =diag(@y, ..., @),

gdzie (@, ,- .. ’wf) jest ukladem geometrycznym/ wartoéci wlasnych w n-tym stopniu ma- .
cierzy A. W

(VIII.66) DEFINICIA. Macferzq wlasng albo prawq macierzq wilasng macierzy Apy, odpo-
wiadajaca macierzy spektralnej w n- tym st0pmu (VIIL65) macxerzy A, nmwamy kaida
macierz postaci 3

(VIIL67) My, =X X,

- gdzie X; (j=1, ..., q) jest pélwektorem wiasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej w;
W n-tym stopniu, a péiwektory Xi, ..., X, sq liniowo niezalesne. M

(VIIL68) DEFINICIA. Lewq macierzq wlasng macierzy Apy, odpowiadajaca macierzy
" spektralnej w n-tym stopniu (VIIL65) macierzy 4, nazywamy kazda macierz postaci
(VIIL69} . N1 =LY, s g fF

gdzie Y; (j=1, ..., q) jest lewym potwektorem wiasnym odpowiadajacym wartoéci wiasnej
@; w n-tym stopniu, a pélwektory Yy, ..., ¥, s3 liniowo niezalezne. WM
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(VIIL.70) TwieRDZENE. Dla kaidej macierzy spektralnej w n-tym stopniu macierzy A,
nad pierscieniem czesciowo uporzqdkowanym s istnieje. odpowiadajgca jej prawa (lewa)
macierz wlasna. . '

Dowéd wynika z twierdzefi (VIIL26), (VIIL34) i (VIIL51). W
(VIIL.71) TWIERDZENIE. Rdownosé :
(VIIL72) AM=MS (M*A=SM™),

gdzie Ap, jest macierzq nad pierScieniem cze$ciowo uporzqdkowanym s, My, . € M [of]
Jjest macierzq kolumnowo pelnego rzedu q, q jest krotnoSciq geometryczng widma w n-tym
stopniu macierzy A, a Sy € M [] jest macierzq diagonalnq, zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy S jest macierzq spektralng w n-tym Stapmu macierzy A, a M odpowiadajgcq jej prawg
(lewq) macierzq wlasng.

Dowéd. Zatézmy najpierw, ze zachodzi réwnosé (VIIL.72). Niech

(i) M=[X,..X,],
gdzie X, ..., X, sa kolumnami macierzy M, oraz

@ S=diag(®y, ..., @), ®y,..., €,

Roéwnos¢ (VIIL.72) mozna napisa¢ w postaci

(VIIL73) AX,=0, X A X #0  (XFA=0, X} A X, #0),

ozyli

(VIL74) (A= lp) X,=0AX,#0 (Xi(A—wI)=0AX,#0), k=1,..,q,

co na mocy twierdzenia (VIIL.27) oznacza, Ze w,, ..., @, s3 warto$ciami wlasnymi w n-tym
stopniu macierzy 4, a Xj, ..., X; odpowiadajacymi im prawymi (lewymi) potwektorami
wlasnymi. PoniewaZ macierz M jest z zalozenia kolumnowo pelnego rzedu g, wigc pét-
wektory kolumnowe X7, ..., X, sa liniowo niezalezne. Gdyby w ciagu (@, ..., ®,) Wy-
stepowaly nie wszystkie wartosci wlasne w n-tym stopniu macierzy A lub nie byta zachowana
-krotno§¢ geometryczna, wtedy musialaby by¢ pomigdzy nimi warto$¢ wlasna w,, wy-
stgpujaca w ciagu (@, , ..., w,) Wigcej razy niz wynosi jej krotnosé geometryczna g, w n-tym
stopniu. Wynikatoby stad, ze istnieje wigcej niz g, odpowiadajacych jej liniowo niezaleznych
potwektoréw wiasnych, co przeczyloby twierdzeniu (VIIL34). Zatem z (ii) wynika, ze S
Jest macierzg spektralng w n-tym stopniu macierzy 4 i wobec (VIIL.74) M jest odpowia-
dajaca jej prawa (lewa) macierza whasng.
Odwrotnie, _]62311 macierz Ap, ma macierz spektralng w n-tym stopniu (i) i odpowia-
dajaca jej macierz wasna (1), to zachodza réwnosci (VIII. 74) czyli (VIIL.73) i wobec tego
réowno$é (VIIL72). MW

(VI11.75) Przykeap. Dla macierzy 4 z przyk{adu (VIIL55) macierza spektrza.lnac w trze-
cim stopniu jest

S[x]‘__“[%] s
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a odpowiadajaca jej macierza wilasna, na przyklad,
0
M:=|1
0

-

Sprawdzamy, Ze jest spelniony warunek (VIIL.72). W

§ VIIL.4. Macierze proste

(VIII.76) TWIBRDZENIE. Macierz Ap, nad pierscieniem cze¢Sciowo uporzqdkowanym f
ma prawq (lewq) macierz wlasnq quasi-nieosobliwg w n-tym stopniu witedy i tylko wtedy,
gdy jest macierzq prostq.

Dowdd. Jezeli macierz A, jest prosta, to z definicji krotno$é geometryczna jej widma
w Ai-tym stopniu jest réwna n i na mocy twierdzenia (VIIL.70) istnieje prawa (lewa) ma-
cierz wlasna M,;, ktorej n pierwszych kolumn jest liniowo niezaleznych. Stad na mocy
twierdzenia (V.3) rzedem macierzy M jest n i na mocy definicji (V.1) macierz M jest quasi-
-nieosobliwa w n-tym stopniu.

Jezeli — odwrotnie — macierz Ap,; ma prawa (lewa) macierz wlasng M quasi-nieoso-
bliwa w n-tym stopniu, to na mocy twierdzen (V.13) i (V.3) pierwszych n kolumn macierzy
M jest liniowo niezaleznych, co oznacza, Ze macierz 4 ma n liniowo niezaleznych prawych
(lewych) pétwektoréw wlasnych w n-tym stopniu, wobec czego na mocy twierdzenia (VIIT.51)
geometryczna krotno$¢ widma w n-tym stopniu macierzy A jest rtGwna n i na mocy twier-
dzenia (VIIL.48) macierz A jest prosta. W

(VHI.77) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym M [s4], gdzie s jesr pierscieniem
czesciowo uporzqdkowanym, réwno$é

(VIIL78) : AM=MS (M*A=SM*),

gdzie Sy, jest macierzq diagonalng, a My, macierzq quasi-nieosobling w n-tym stopniu,
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Ay, jest macierzq prostq, S — jej macierzq spektralng
W n-tym stopniu, a M — prawq (lewq) macierzq wlasnq, odpowiadajqcq macierzy spektral-
nej S w n-tym stopniu.

Dowéd. Jezeli A;,, jest macierza prosta, S — jej macierza spektralna, w n-tym stopniu,
a M — odpowiadajaca prawa (lewa) macierza wlasna, to réwnoéé (VIIL78) zachodzi
na mocy twierdzenia (VIIL71). JeZeli — odwrotnie — zachodzi réwnosé (VIIL78) to
analogicznie jak dla (VIIL72) dowodzimy, Ze S jest macierza spektralng w n-tym stopniu,
a M — odpowiadajaca jej prawa (lewq) macierza whasna macierzy 4. Ta ostatnia na mocy
twierdzenia (VIIL76) jest prosta.

VIIL.79) TwIERDZENIE. Rzqd macierzy pro':stej Ay nad pierscieniem czeSciowo uporzqd-
kowanym sf jest réwny sumie krotno$ci geometrycznych dla niezerowych wartosci wlasnych
macierzy A.
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Dowéd. Na mocy twierdzenia (VIIT.77) macierz 4 i jej macierz spektralna w n-tym
stopniu S sa quasi-podobne w z-tym stopniu i na mocy twierdzenia (V.162) ma}q ten
sam rzad. Wobec tego teza wynika z twierdzenia (V.37). W

(VIIL.80) TWIERDZENIE. Jezeli macierz A{,,l el (8], gdzie o jest pierscieniem czescio-
wo uporzqdkowanym, jest prosta, to macierze A, A" i A* sq rowniez proste. Jezeli S jest ma-
cierzq spektralng w n-tym stopniu macierzy prostej 4, M — odpowiadajqeq jej macierzq
wlaan, a M, dowolng quasi-odwrotno$ciq.n-tego stopnia macierzy M, to:

S Jjest macierzq spekiralng w n-tym stopniu macierzy A a M odpowiadajgeq Jjej macierzq
wlasng,

ST jest macierzq spektralng W n-iym stopriiu macierzy A", a (M,)" odpowiadajgeg jej
macierzq wlasng,

S* jest macierzq spektralng w n-tym swpmzr macierzyy A* a (Mp,))* odpowiadajqca jej
macierzq wlasng. |

Dowédfwynika na mocy twierdzenia])(VIIL.77) z réwnosci
M=MS, A'Mg)' =Mp)"'s™ A*'(M;,,])*=(M[j,])*s*.

Drugg i trzecig z nich otrzymujemy z (VIIL.78) uwzgledniajac istnienie takiego ae &,
a#0, 26 MMp,= M, M=al,,, poniewaz po pomnozeniu réwnoscl (VIIL.78) stromami
obustro nnie przez My,; otrzymujemy

aMp A=aSMp,,  czyli Mg, A=SMg,. B

II1.81) TWIBRDZENIE. Jezeli macierz regularna Ap,, ma n réinych wartosci wlasnych
[n] ) )
w n-tym stopniu, to jest prosta.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (VIIL9) krotnosci p,, ..., p, warto§ci wlasnych «,, ...
.y Wy W n-tym stopniu macierzy 4 spelniaja warunek p, =...=p,=1, wobec czego na
mocy twierdzenia (VIIL.48) krotnosci geometryczne tych wartosci wlasnych sa tez wszyst-
kie réwne 1. Zatem krotno$¢ widma w n-tym stopniu macierzy A jest réwna krotmosci
geometrycznej tego widma i réwna stopniowi macierzy 4, ktora wobec tego jest prosta. W

(VIIL.82) TWwIeRDZENIE. Kazda macierz diagonalna Ay, z regularnego piericienia macie-
rzowego M /] jest macierzq prostq, sama dla siebie jest macierzq spektralng w n-tym stop-
niu, a macierz quasi-jedynkowa I, jest odpowiadajqcq jej macierzq wlasnq.

Dowéd. Niech Ap,:=diag(a, ..., @,). Niech @, ..., @, beda wszystkimi rézaymi>
elementami z ciagu (a,, ..., a,) i niech p; (j=1, ..., s) bedzie liczba wyrazéw tego ciggu
réwnych w;. Zatem p; +...+p,=n. Na mocy definicji wielomian charakterystyczny n-tego
stopnia macierzy 4 ma postaé (A—w, €)™ ... (1—w, €)", wobec czego (®y, ..., ®,) jest
widmem w n-tym stopniu macierzy A4, a n jest krotnoécia tego widma W n-tym stopniu.
Na mocy twierdzenia (V.37) rzad macierzy 4—w, I, jest réwny n—p, (k=1, ..., ),
wobec czego krotnosé geometryczna kazdej z wartosci wlasnych w,, ..., w, W n-tym
stopniu jest réwna jej krotnosci. Skad krotnoéé geometryczna widma w n-tym stopniu
macierzy 4 jest réwna krotnosci tego widma i réwna stopniowi n macierzy 4. Oznacza
to, 2.e macierz A jest prosta i sama dla siebie jest macierza spektralng w n-tym stopniu.
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Na mocy twierdzenia (VIIL27) i definicji (VIIL.66) macierz I,; jest odpowiadajaca macie-
rzd wiasna. i . .

(VIiE.83) TwWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym 4[], gdzie o jest pierscieniem
czeseiowo uporzqdkowanym, macierz Ny, jest lewq macierzq wlasng macierzy prostej Ap,;
wiedy i tylko wtedy, gdy (Np))* jest prawq macierzq wlasng macierzy A, odpowiadajqcq
te] samej macierzy spektralnej w n-tym stopniu S, gdzie N[',]]_fg,;t dowolnq quasi-odwrotno$cig
n-lego stopnia macierzy N, tzn. istnicje taki element a € o7, a#0, ze NNp,;= N, N=aly,.

-Dow6d wynika z twierdzenia (VIIL77) i quasi-nicosobliwosci w' n-tym stopniu
macierzy Ny 1 Ny, poniewaz (Np,; jest lewa macierza wlasng macierzy prostej Ap,;,
odpowiadajacg = macierzy spektralnej w n-tym stopniu  Sp,))<>N*4=SN*wA4*N=
=NS*«Np,; A¥*NNp;=Npy NS*N[;lwaNg;l A*=aS*Nyy<Np,y A*=S*Nipes A (Npy)* =
= (Np)*S<{((Np,)* jest prawa macierza wlasng macierzy prostej 4, odpowiadajaca
macierzy spektralnej w n-tym stopniu Sp,;). M

(VII1.84) TwierDZENIE. W pierfcieniu macierzowym M [, gdzie of jest pierScieniem
czesciowo uporzqdkowanym, dla kazdej macierzy prostej Ay, dla kazdej jej macierzy spek-
trainej w n-tym stopniu Sy, i dla kazdej odpowiadajqcej tej macierzy spektralnej prawej
macierzy wlasnej My, istnieje taka lewa macierz wlasna Ny, odpowiadajgca tej samej ma-
cierzy spektralnej S i taki element ae o, a#0, ze .

(VIIL85) N*M=aly, Aad=MSN*.

Dowéd. Na mocy twierdzenia poprzedniego wystarczy -przyja¢ N:=(M,)*, gdzie
Mp,; jest dowolng quasi-odwrotnoscig n-tego stopnia macierzy M, tzn. istnieje ‘taki ele-
ment a€ o, a#0, ze MMy, =My M=al,;, H

(VIII.86) TWIBRDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [F), gdzie F jest cialem cze-
Sciowo uporzadkowanym, dla kazdej macierzy prostej Ay, dla kazdej jej macierzy: spektral-
nej w n-tym stopniu Sy, i dla kazdej odpowiadajqcej tej macierzy spektralnej prawej ma-
cierzy wlasnej My, istnieje taka lewa macierz wlasna Ny,y, odpowiadajqca tej samej macierzy
spektralnej S, ze

-(VIIL87) N . N*M=1I;;n A= MSN*.

Dowéd wynika z twierdzenia poprzedniego, poniewaz dla macierzy nad cialem
pojecia macierzy quasi-odwracalnej w n-tym stopniu i odwracalnej w n-tym stopniu po-
krywaija sie i wobec tego dla kazdej macierzy quasi-nieosobliwej W n-tym stopniu istnieje
taka jej quasi-odwrotno$¢ w n-tym stopniu, ktéra jest odwrotnoécia w n-tym stopniu.. M

(VIIL.88) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym A [F], gdzie F jest cialem czescio-
wo uporzqdkowanym, macierz Ap, jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie dzielniki
elementarne macierzy wielomianowej AA°—I A sq wielomianami pierwszego stopnia,
czyli sq liniowe (A%:=(I, O, 0, ...), 4:=(0, 1, 0, 0, ...)).

Dowéd. Jezeli macierz A jest prosta, to na mocy twierdzenia (VIIL77) jest podobna
w n-tym stopniu do swej macierzy spektralnej w n-tym stopniu Sp,;. Na mocy twierdze-
nia (VII.62? macierze wielomignowe 4A4°— I, 4 i SA°—I;,;4 maja ten sam uklad dziel-
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nikéw elementarnych i na mocy twierdzenia (VIL65) wszystkie dzielniki elementarne
macierzy wielomianowej 44°—1I,,4 sa liniowe.

Jezeli — odwrotnie — wszystkie dzielniki elementarne macierzy wielomianowej 4.4° —
~IA sa liniowe, to na mocy twierdzenia (VIL.63) uklad dzlelmkow elementarnych tej
macierzy wielomianowej ma postaé -

.(_cl €+l, pl): rery ("_Cse'l'ls ps)‘

gdzie p, +...+p,=n. Wobec tego na mocy twierdzenia (VIL.65) dla macierzy diagonalnej

S =diag (dy, "™, d,),

gdzie (dy, ..., dy) jest ciagiem, w ktérym kazdy z elementéw c; (j=1, ..., s) wystepuje
doktadnie p; razy, macierz wielomianowa SA°—I;,;4 ma ten sam uklad dmelmkéw ele-
mentarnych. Na mocy twierdzenia (VIL.62) macierze 4 i S sa podobne w n-tym stopniu
1 na mocy twierdzenia (VIIL.77) macierz A jest prosta. M

(VIII 89) TWwIERDZENIE. W pierscieniu macrerzowym M|F), gdzie F jest cialem cze-
Sciowo uporzqdkowanym, macierz Ap, jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy jej moniczny
wielomian minimalny w n-tym stopmu v ma t pierwiastkéw pojedynczych, gdz:e t jest stop-
niem wielomianu v.

Dowéd. Jezeli macierz A jest prosta, to na mocy twierdzenia (VIII.88) wszystkie
dzielniki elementarne macierzy wielomianowej AA°—1I,,4 sa liniowe, co z definicji
oznacza, Ze wszystkie czynniki elementarne wielomianéw niezmienniczych tej macierzy
wielomianowej sa iloczynami réznych monicznych wielomianéw pierwszego stopnia,
co w szezeg6lnosci tyczy najwyzszego wielomianu niezmienniczego 7,. Na mocy twier-
dzenia (VIL.86) moniczny wielomian minimalny v jest iloczynem ¢ réznych monicznych
wielomianéw pierwszego stopnia, wobec czego ma ¢ pierwiastkéw pojedynczych.

Jezeli — odwrotnie — moniczny wielomian minimalny w n-tym stopniu v o stopniu
¢t ma f pierwiastkéw pojedynczych, to na mocy twierdzenia (VII.86) wielomian niezmienni-

- czy i, macierzy wielomianowej 4A4°—1I,34 jest iloczynem monicznych i réznych wielo-
mianéw pierwszego stopnia, wobec czego wszystkie dzielniki elementarne tej macierzy
wielomianowej sa liniowe i na mocy twierdzenia (VIIL.88) macierz A jest prosta. K

(VIIL90) TWIBRDZENIE, Macierz zespolona A, jest prosta wiedy i tylko wtedy, gdy jej
forma kanoniczna Jordana n-tego stopnia jest macierzq diagonalng.

Dow6d na mocy definicji (VII..119) wynika z twierdzenia (VIIL.88). N

4

§ VIIL5. Ortogonalne macierze wiasne

(VIIL.91) TwiIerDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [of), gdzie sf jest pierScieniem
z pierwiastkowaniem, dla kazdej macierzy pdlprostej Ay, istnieje taki element a€ o, a#0,
Ze macierz aA jest ortonormalnie quasi-podobna w n-tym stopniu do pewnej macierzy trdj-
kqtnej gornej Ty, ktdrej wyrazy diagonalne sq podzielne przez a.
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