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Dowdd. Na mocy twierdzen (VILA4T) i (V.155) jest
Aﬁ diag(SE;l)],... [ﬂJ) D n:=ﬁ1+...+ns,
[n, n]

gdzie S jest forma kanoniczna Smitha macierzy wielomianowej Afn; (k=1, ..., s).

" Istnieje taka macierz permutacyjna P, Ze w macierzy wielomianowej S:=P~*DP pierwszy-
mi (ry+...+7r) wyrazami diagonalnymi sa wielomiany (v). Poniewaz macierze wielo-
mianowe Si D s réwnowazne w wymiarze [n, n], wigc réwniez macierze 4 i S sa réwno-
wazne w wymiarze [n, n]. Poniewaz macierz wielomianowa S spetnia warunki (VII.37),
(VIL.38) i (VI1.39), wiec na mocy twierdzenia (VIL.47) jest forma kanomcznac Smltha ma-
cierzy wiclomianowej 4. Stad wynika teza.

(VILS3) TwWIBRDZENIE. Macierze Ay, i B,y nad cialem z transpozycjq & sq podobne w n-
-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierze wielomianowe AA°—1Iyy A i BA®— I,y A
majq wspéing forme kanoniczng Smitha (A=(0, 1, 0,0, ...), 4=, 0, 0, ...)).

Dowdéd wynika z twierdzen (VIL33) i (VIL50). W

(VIL.54) TWwIBRDZENIE. Dla kazdej macierzy A, nad cialem z transpozycjaq F suma stopni
wielomianéw niezmienniczych macierzy wielomianowej AA°~1I, A (A4:=(0,1, 0,0, ..),
A%=(1l, 0, 0, ...)) jest réwna n.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (VII.47) istniejg takie macierze wielomianowe M, -
i Ny, macierzowo nieosobliwe w n-tym stopniu, Ze

M(AAO_j["]A)=diag(i1, sy in)-N3

gdzie iy, ..., i, 3 wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej AAY—1I;,, 4,
ktérej rzad jest réwny n. Na mocy twierdzenia (IIL.113) oraz definicji (VII.28)

(=1)"-det, M- x,=i,...i,det, N

Z nieosobliwosci macierzy wielomianowych M i N wynika, ze det, M i det, N sa wielo-
mianami odwracalnymi, a zatem wielomianami stopnia zerowego. Wielomian y, jest
stopnia n. Zatem z ostatniej réwnoéci na mocy twierdzenia (I1.25) otrzymujemy teze. B

]
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(VILSS5) Dermcia. Dzielnikiem elementarnym macierzy wielomianowej Ap,,; nad cia-

fem z transpozycja # nazywamy kazdy moniczny czynnik elementarny jej w1elom1anow
niezmienniczych. B

(VIL56) DerINICIA. Ukladem dzielnikéw elementarnych macierzy wielomianowej Apm
nad cialem z transpozycja & nazywamy zbidér wszystkich par (u;, vi), j=1, ..., p, gdzie
His ooos My 53 TOZDYMI dzielnikami elementarnymi macierzy wielomianowej 4, a v; jest
liczbg naturalng pokazujgca, w ilu wielomianach niezmienniczych macierzy wielomia-
nowej A wystepuje czynnik elementarny 4. M
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(VIL57) TWIERDZENIE. Wielomiany niezmiennicze oraz uklad dzielnikéw elementarnych
z rzedem macierzy wielomianowej A, ,ynad cialem z transpozycjq F wyznaczajq si¢ nawza-
jem jednoznacznie.

Dowdd. Na mocy twierdzenia (I1.102) wielomiany niezmiennicze macierzy wielo-
mianowej 4 wyznaczaja jednoznacznie jej uklad dzielnik6w elementarnych, a jej rzad
jest réwny liczbie wielomianéw niezmienniczych. Odwrotnie, jesli dany jest uklad dziel-
nikéw elementarnych i rzad r macierzy wielomianowej 4, to dla kazdej pary (45, v;),
gdzie v; jest liczba wystapien dzielnika elementarnego x;, mozna znalezé w ukladzie wszyst-
kie takie pary (&, Ve,)s ---s (&> V,), W ktérych dzielnik elementarny g, /=1, ..., p,
jest podzielny przez u;. Wtcdy 1; jest czynnikiem elementarnym kazdego z wmlomlanéw
mezm;enmczych Ipmy = vieg = o= viey 13 oo 3 Trmype =y, WidZIMY; Ze  znajomo$¢ ukiadu
dzielnikéw elementarnych i rzedu macierzy wmlomla.nowzzj ‘A pozwala znalezé czynmkl
elementarne wszystkich jej wielomianéw niezmienniczych, a z uwagi na monicznosé tych

wielomiandéw réwniez same jej wielomiany niezmiennicze. [l
“‘E};‘_

(VIL.58) PrzYKEAD. Dla macierzy wielomianowej 4 z przykladu (VIL.43) wielomianami
niezmienniczymi byly iy:=e, i,:=1, i3:=—A+A3=1(—e+ 1) (e+1). Wobec tego ukla-
dem dzielnikOw elementarnych macierzy wielomianowej A4 jest
1,2), (—e+4i,1), (e+i,1).

Gdyby byl dany ten ukiad dzielnikéw elementarnych i rzad 3 macierzy wielomianowej 4,
wiedzielibySmy, Ze A jest czynnikiem elementarnym wielomianéw 'niezmienniczych i,
ii3,a —e+ A oraz e+ A czynnikami elementarnymi wielomianu niezmienniczego i3. Z uwa-
gi na monicznos¢ wielomianéw i, , 7, , i3 otrzymalibySmy stad iy =e, i, =4, iy=A(—e+4) x
x(e+l)=—-1+13 N '
(VIL59) TWIBRDZENIE. Macierze wielomianowe Ay, ny i By, ny nad cialem z transpozycjq
F sq rownowazne w wymiarze [m, n] wiedy i tylko wtedy, gdy majq ten sam rzqd i ten sam
uklad dzielnikéw elementarnych.

Dowod wynika z twierdzen (VIL50) i (VILS7). M

(VIL.60) DerNICIA. Sumq ukladéw dzielnikéw elementarnych

@ (17 TR (7" TR 3 PR 3
nazywamy taki uklad dzielnikéw elementarnych

(.u'l 3 vl)’ rery (:up’ "'p)i.
w ktorym g, ..., 4, sa wszystkimi réznymi dzielnikami elementarnymi sporéd u”, ...
ol y“" 5 1%, a liczba v, wystapien dzielnika elementarnego g (I=1, ..., p)
}cst sumg liczb jego wystapien w uklfadach (i). M

(VIL61) TwierDzENIE. Uklad dzielnikéw elementarnych macierzy wielomianowej nad
cialem z transpozycjq F
; AWD

['M,NI]
A[M..II] S »
- A(*)

Lotvee, mic]
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gdzie mi=my+...+my, ni=n;+...+m, jest sumq ukladéw dzieln{kdw elementarnych
macierzy wielomianowych A, ..., A®.

Dowé6d. Na mocy twierdzenia (V11.47) kazda z macierzy wielomianowych AY (j=
=1, ..., k) jest réwnowazna w wymiarze [m;, n;] swojej formie kanonicznej Smitha S, -
=diag (i, ..., 1), gdzie r; jest rzedem macierzy wiclomianowej AP, Wobec tego na
mocy twierdzenia (V.155) macierz wielomianowa A jest réwnowazna macierzy wielomia-
nowej

S(l}

[mi, my ]'
"qlk)
S[mk. gl

i na mocy twierdzed (V.120) i (V.122) réwnowazna macierzy wielomianowej

-
4

gdzie ri=ry+...+r, 1 na mocy twierdzen (V.34) i (V.161) r jest rzgdem macierzy wielo-
mianowej 4. Na mocy twierdzenia (VIL.59) wystarczy wykazaé, ze uklad dzielnikéw ele-
mentarnych macierzy wielomianowej D jest suma ukladéw dzieldikéw elementarnych
macierzy wielomianowych A, ..., 4®.

Niech
(l]) (ﬂ’l$v1)’ "'s(lluq: “'q)

bedzie suma ukladéw dzielnikéw elementarnych macierzy wielomianowych A9, ..., 4®,
Niech -

Ve

a0, v <. <y,
beda wszystkimi spoéréd dzielnikéw elementarnych py, ..., p,, ktére si potegami czyn-
nika pierwszego a. Niech ponadto v,=0 i a*=e. Niech p; (j=0, ..., 7) oznacza liczbg
wyrazéw przekatniowych macierzy wielomianowej D, dla ktérych o jest, a «™*! nie
jest dzielnikiem. Mamy zatem pq + ... +p,=r. Z powyzszego wynika, Ze wszystkie minory
J-tego stopnia macierzy wielomianowej D sa dla
(iii) Pot . +P-1<j<po+..+p, lefl,.., 1},
podzielne przez

(iv) gPototmi~1 vt (=P mp-1) 0
1 istnieje pomigdzy nimi minor niepodzielny przez
gPevotPi-1 -1+ (G=pi—..=pr-1) 1+ 1

Wynika stad, Ze wielomian (iv) jest czynnikiem elementarnym wielomianu d; bedacego
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- i
najwigkszym wspdélnym monicznym dzielnikiem wszystkich minoréw j-tego stopnia ma-
cierzy wielomianowej D (j=1, ..., ). Jezeli i, ..., i, sa wielomianami niezmienniczymi
macierzy wielomianowej D, to na mocy (iv) i (VIL.42) dla wielomianu #;, gdzie j spetnia
warunek (iii), wielomian & jest czynnikiem elementarnym i wobec tego o jest dzielni-
kiem elementarnym macierzy wielomianowej D. Powtarza sie on p, razy, a mianowicie
w wielomianach iy, 4p_+15 <5 Ipgt..4p - WObec tego para (a”, p;) nalezy do ukladu
dzielnikéw elementarnych macierzy wielomianowej D, a p, z definicji jest suma liczb wy-
stapien dzielnika elementarnego «” w ukladach dzielnikéw elementarnych macierzy wielo-
mianowych 4, ..., A%, wobec czego (&, p)) jest zarazem jedna z par (ii). Z uwagi na
dowolno$¢ czynnika pierwszego a oraz fakt, ze wszystkie czynniki pierwsze wielomianéw
d;, a stad i wielomiandéw i; (j=1, ..., r) musza by¢ czynnikami pierwszymi dzielnikéw
elementarnych macierzy wielomianowych A", ..., A®, otrzymujemy stad teze. M
(VII.62) TWIERDZENIE. Macierze Ay, i By, nad cialem z transpozycjq & sq podobne w n-
-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierze wielomianowe AA°—Ii,y A i BA®— Iy A
majq ten sam uklad dzielnikow elementarnych.

‘Dowdd wynika z twierdzen (VIL.S53) i (VIL.57), poniewaz rzad zardwno macierzy
wiclomianowej 44°— I;,; A jak i macierzy wielomianowej BA° —I;,; 4 jest téwny n. I
(VIL.63) TWIERDZENIE, JezZeli

(a’{I, Pl)s LGt (Cl:', Pq)s

‘gdzie ay, ..., @, sq czynnikami pierwszymi, ky, ..., kg, Py, ... ,p;, e R, jest ukladem dziel
nikéw elementarnych macierzy wielomianowej AA°—1I,; A, gdzie A, jest dowolnq ma-
cierzq nad cialem z transpozycjiq %, to

) Z pik;=n.

Dowéd. Z definicji suma (v) jest suma stopni wielomianéw niezmienniczych macierzy
wielomianowej 44°— I, A, wobec czego teza wynika z twierdzenia (VIL.54). W
(VIL.64) PrzykeaD. Rozpatrzmy macierz nad cialem liczb wymiernych 2

4 25
-1 -6
_ Apay:= ] ;
~1
Poniewaz ) ’
_ de—A 25e
—f . EGaind
AA Iy A= ‘ o —e—4 =
—e—2A
[4e—2 6e—A|[e ' e Ye—11
Dli—p —e e+ e
i —e e+A e
L —e (e+A7[| 3e
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oraz

dety | I =2e, det, =3e

sa wielomianami odwracalnymi w pierscieniu 2[2], wigc macierz wielomianowa AA°—
—Iray A jest na mocy twierdzenia (VIL.47) réwnowazna formie kanonicznej Smitha

e
e+A4
St = e+

(e+4)?
Wiclomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej 4A°—J4; A sa
iji=e, iyi=e4+d, iz:=e+ld, ij:i=(e+A)?
a jej uktadem dzielnikéw elementarnych jest
(e+1,2), ((e+2)?1).

Suma (v) jest tu rowna 2-1+4+1-2=4,

Zauwazmy, ze w stosunku do danej macierzy wielomianowej AA" —Ii4y A mozna
bylo dla znalezienia jej uktadu d:melmkow elementarnych postuzyé si¢ twierdzeniem (VIL61),
przyjmujac, ze .

48
AL~ A= AR ,
v oA
gdzie
A(l):=[4e~l 25e
—e —6e—

J:I, AP :=[-e-1], A¥:=[-e-1].

Poniewaz bowiem : ) :
4e—1 25e _|4e—A 6e—A|[e e %e—%).z
—e —Ge—A| |—e —e || (e+A)? ze ’

—A 6e—1 Ue 1112
det, [ s ] 2e, det, [ Z%e i| %e 5

wiec na mocy twierdzenia (VII.47) macierz wielomianowa

ay. __| ¢
S[Z] . —'[ (€+}1)2]

jest forma kanoniczna Smitha macierzy w;elommnowej AW i jej ukladem dzielnikéw
elementarnych jest

(vi) ((e+2y, 1),
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a dla macierzy wiclomianowych A i 4 formami kanonicznymi Smitha sa odpowied-
nio —A4% i —A® i wobec tego ich ukladami dzielnikow elementarnych sa odpowiednio

(Vii) (e+l’ 1) i (e+,1’ 1).
Suma ukladow dzielnikéw elementarnych (vi) i (vii) jest
(e+4,2), ((e+a)%1),

bedaey na mocy twierdzenia (VIL.61) uktadem dzielnikéw elementarnych macierzy wielo-
mianowej AA°~Ly4. B

(VIL65) TWIBRDZENIB. Jezeli D:=diag(d,, ..., d,) jest macierzq nad cialem z transpo-
zyciq F, dy, .., A€ F, €15 ..., Cs Sq WSzystkimi réinymi elementami z ciqgu (dy, ..., dy)
ic;(j=1, ..., ) wystepuje w ciqgu (dy, ..., d,) dokladnie p;>0 razy, a wigc py+ ... +p,=n,
.to ukladem dzielnikow elementarnych macierzy wielomianowej DA° —Iq A jest

(Vlll) . (_cle+l> Pl)’---!(_'cse'i')') ps)'
Dowéd. Mamy
dye—2
(ix) . DA’ =T, A= "
d,e—1
Dla kMdC] macierzy wielomianowej [d; e— ).] (j=1, ..., n) ukladem dzielnikéw elemen-
tarnych jest
(—dje+4i,1).
Wobec tego na mocy twierdzenia (VIL.61) ukladem dzielnikow elcmentamych macierzy
wiclomianowej (ix) jest (viii). W

§ VI.6. Wiclomiany zerujace i wielomiany minimalne macierzy
(V11.66) DgriNICIA. Wielomian p z pierscienia wielomianowego £ [#/] nad pierébienicm
z transpozycja o/ nazywamy wielomianem lewostronnie (prawostronnie) zerujgcym w n-tym
stopniu macierzy Ap, € Mp[#] wtedy i tylko wtedy, gdy

(V1L.67) o wp=0 (puy=0). L |

(VIL68) DeriNIciA. Wielomian p z pierscienia wielomianowego 2 [«/] nad pierécieniem
z transpozycja &/ nazywamy wielomianem zerujgcym w n-tym Stopniu macrerzy A €
€ My (o] wiedy i tylko wtedy, gdy

(V11.69) . pl4)=0. R

(VIL.70) TwierDzENIE. TWIERDZENIE CAYLEYA-HAMILTONA. JezZeli y, jest wielomianem
charakterystycznym n-tego stopnia macierzy Ay, € My (4], gdzie o jest pierScieniem
przemiennym z transpozycjq, to x, jest wieiamfanem zerujgcym w n-tym stopniu macierzy

16 Waktory i macierze t. 1
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A, czyli
(VILT1) 1,(A)=0.

Dowdéd. Na mocy twierdzenia (VI1.31) wielomian macierzowy y," I, jest podzielny
przez wielomian macierzowy AA4°—I,; A. Na mocy twierdzenia (11.71) macierz 4 jest
miejscem zerowym wielomianu y, W pierécieniu .y, [#], czyli jest (VIL71). W

(VIL72) Przyxkiap. Wykorzystamy twierdzenie Cayleya-Hamiltona dla obliczenia war-

tofei wielomianu p:=(-3,1, =3,0,0,2,0,0,...)=—3e+1-324?+24° nad pierscie-
niem liczb catkowitych & w punkcie

A : =[_i _.3]6‘/”[2]{5]- .

Wielomianem charakterystycznym drugiego stopnia macierzy A4 jest

i ) e"'l 39 . o
xZ.—dctz[_e -"28-"‘2]_e+1+1 .

Na mocy twierdzenia Cayleya-Hamiltona jest zatem

I+ A+ A*=0.
Poniewaz

P(A)= =3I+ A—347+24% =(—I 13— 24>+ 24%) (I + A+ A*) + (=20 15+ 24),
wige

-2 -6]"
(VIL73) DerINICIA. Wielomianem minimalnym w n-tym stopniu macierzy Ay, € My (o)
nazywamy taki niezerowy wielomian zerujacy w n-tym stopniu p € 2 [«/] macierzy A4,
ktdrego stopieri jest nie wigkszy od stopnia kazdego niezerowego wielomianu zerujacego
W n-tym stopniu macierzy 4. M

(VIL74) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, z reqularnego pierscienia macierzowego M [

ma dwa wielomiany minimalne w n-tym stopniu py, p, € ?[sf], to istniejq takie elementy
a;,a, e, a,, a,#0, ze

(VII.TS) a’l p‘ = Qz pz .

Dowéd. Z definicji (VIE73) wynika, Ze wielomiany p, i p, sa tego samego stopnia.
Poniewaz 2[of] jest pierScieniem z quasi-podzielnoscia, wiec istnieja takie a,, a, € &,
a;, a,#0, i'taki wielomian re 2[«], ze

(6)) aypy=a;p,+r, str<stp,.

Gdyby r nie byt wielomianem zerowym, wtedy bytby na mocy (i) wielomianem zerujacym
w n-tym stopniu macierzy 4 i bylby stopnia niZszego niz stopiefi p,, co datoby sprzecz-
nos¢. Wobec tego musi zachodzi¢ réwnoéé (VIL75). M
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(VIL.76) TWIERDZENIE. KaZida macierz Ay, z pierScienia macierzowego My, [F] nad
cialem z transpozycjq & ma dokladnie jeden moniczny wielomian minimalny w n-tym stopniu.

Dowéd. Istnienie niezerowego wielomianu zerujgcego w n-tym stopniu macierzy
A wynika z twierdzenia Cayleya-Hamiltona (VII.70). Stad wynika istnienie wielomianu
minimalnego p w #-tym stopnin macierzy A. Jezeli o jest najwyzszym wspolczynnikiem
wielomianu p, to (1/e)p jest monicznym wielomianem minimalnym w n-tym stopniu ma-
~cierzy A. Jego jednoznaczno$¢ wynika <z twierdzenia-(VIL74). W

(VIL.77) PrzykrAD. Wielomian nad pier§cieniem liczb catkowitych %
p:=(-1,0,1,0,0, ...)'-——-——-e-.}_jlz_

jest wielomianem minimalnym w trzecim stopniu macierzy nad pierScieniem 2

=)
(i)  Apyi=|-23 —2|ewsy[2].
—p o) |

Poniewaz — co latwo sprawdzié bezposrednio
p(A)= _1[3]+A2=0,

co oznacza, Ze p jest wielomianem Zerujacym w trzecim stopniu macierzy 4, a macierz
ta nie moze mie¢ niezerowego wiclomianu zerujacego w trzecim stopniu nizszego, a wigc
pierwszego stopnia, gdyz musialby on mie¢ postaé

q=ae+bl, a,be?, b#0,
wobec czego
) g(A)=aI[3]+bA=O,

co byloby sprzeczne z (ii).

Jak wida¢ z powyZszego przykiadu, wielomian minimalny w n-tym stopniu macierzy
Apy moze by¢ nizszego stopnia niz wielomian charakterystyczny n-tego stopmia y, tej
macierzy. M

(VIL.78) TwierDZENIE. Kazdy wielomian zerujqcy w n-tym stopniu macierzy Ay, z pier-
Scienia macierzowego My, [F] nad cialem z transpozycjq F (z regularnego pierScienia
macierzowego M, [)), jest podzielny (quasi-podzielny) przez jej wielomian minimalny
W n-tym stopniu. . '

Dowéd. Dla zerowego wielomianu zerujacego w n-tym stopniu twierdzenie jest oczy-
wiste. Niech v bedzie dowolnym niezerowym wielomianem zerujacym w n-tym stopniu
macierzy 4, a p — wielomianem minimalnym w n-tym stopniu tej macierzy. Poniewaz
P[F] jest piericieniem z podzielno$cia, wige istnieja takie wiclomiany g, re 2[F], ze

v=g-p+rastr<stp.

Wynika stad, Ze r jest wielomianem zerujacym w n-tym stopniu macierzy A, a z nieréw-
nodci st r<st p i faktu, iz p jest wielomianem minimalnym w n-tym stopniu, ze r jest wie-

16
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lomianem zerowym. Oznacza to, Ze wielomian v jest podzielny przez wielomian p. W przy-
padku gdy ., [#/] jest regulamym pier$cieniem ‘macierzowym, dowdd przebiega ana-
logicznie. [

(VIL79) DerNICIA. Zredukowang macierzq dolqczonq n-tego stopnia macierzy Ap,e
€ My, [F], gdzie F jest cialem z transpozycja, nazywamy macierz wielomianowa Ry, e
e M[P[F]] akreslong wzorem
(VIL80) (AA° = Dpy=(—1)"d,-y R ((A4° = A)Pyy=1I1yy).
gdzie 4:=(0,1, 0,0, ..), A%=(1, 0, 0, ...), a d,, jest najwigkszym monicznym wspol-
nym dzielnikiem wszystkich minoréw (n—1)-ego stopnia macierzy wielomianowej 4.4° —
— I 4, a zatem najwigkszym monicznym wspélnym dzielnikiem wszystkich wyrazéw
macierzy dotaczonej n-tego stopnia (4A° =TI A)q=(44°—A)py (do=¢). |
(VIL81) . TWIERDZENIE. Dla kazdej macierzy Ap, € Mn[F], gdzie F jest cialem z tran-
spozycjq, istnieje dokladnie jedna zredukowana macierz dolqczona n-tego stopnia R,
Dowéd wynika z twierdzenia (I.87). W
(VIL.82) TWIERDZENIE. Najw:‘ékszym monicznym wspdinym dzielnikiem wyrazow zreduko-
wanej macierzy dolqczonej n-tego stopnia macierzy Ay, € My [F), gdzie F jest cialem
z transpozyejq, jest wielomian jedynkowy.
Dowéd wynika z definicji (VIL79). H
(VIL.83) TwiIBRDZENIE. Jezeli x, jest wielomianem charakterystycznym n-tego stopnia

macierzy Ap € My, [F), gdzie F jest cialem z transpozycjq, a p € P [F] jest monicznym
wielomianem minimalnym w n-tym stopniu tej macierzy, to

(V]I'S‘q') ’ XI!=dn—1'p:
(VIL85) p-Ipy=(44°~4)"R,

gdzie d,_, jest najwiekszym monicznym wspolnym dzielnikiem wszystkich minoréw (n—1)-
-ego stopnia macierzy wielomianowej AA° —Id, A°:=(1, 0, O, ...), 4:=(0, I, O, O, ...),
‘a Ry e M[PIF) jest zredukowanq macierzq dolqczong n-tego stopnia macierzy A.

Dowéd. Na mocy (VIL.32) i (VII.80) mamy
) %n'f[n]=(AAn—A)dn—1 ‘R,
skad wynika istnienie takiego wielomianu w e 2[#F], ze
(i) | w-Ipy=(44°— A)R,
V) Yn=dy_q"W.

Ze wzoru (iv) wynika, Ze wielomian w jest moniczny. Ze wzoru (iii) wyglkaf, Ze w jest wie-
lomianem zerujgcym w n-tym stopniu macierzy 4. Na mocy twierdzenia (VIL78) istnieje
taki wielomian moniczny h € P[], ze w=Hh"p, a na mocy twu:rdzema (I1.71) istnieje taka
macierz wielomianowa Ge #[Z[F]], ze

P Ipm=(44°-4)G,
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wobec czego
‘.'V 'I[“]=(AA0"“A) Gh s

skad na mocy (iii) i twierdzenia (1.60) R=Gh, Wobec tego na mocy twierdzenia (VII.82)
h jest wielomianem jedynkowym. Stad w=p i na mocy (iii) i (iv) otrzymujemy tez¢. M

(VIL86) TWIERDZENIE. Jezeli p € P[F] jest monicznym wielomianem minimalnym w n-tym
stopniu macierzy Ay € M| F), gdzie F jest cialem z transpozycjq, a i, — wielomianem
niezmienniczymnajwyzszego stopniamacierzy w:e!omtanowe}AA" LA (4% =(1, 0, 0, ...),
A:=(0,1,0,0,..)), to

(VIL87) p=i,.

Dowdéd. Na mocy (V11.42) mamy d,=d,_"i,, gdzie d, jest najwigkszym monicznym
wspolnym dzielnikiem dla jednego tylko niezerowego minora n-tego stopnia macierzy
wielomianowej AA°—IL,;A, a mianowicie det,(44°— I, A)=det,(4A4°— A)f—( )",
skad d,=yx,. Mamy zatem y,=d,_;"i, i na mocy (VIL.84) otrzymujemy (VIL87). M

(VII.88) Przykrap. W przyk}adzie (VIL77) wykazalismy, Zze wielomian p=—e+4?
" jest wielomianem minimalnym w trzecim ‘stopniu macierzy

il o)
-22 -1}

Wielomianem charakterystycznym trzeciego stopnia tej macierzy jest

—e—4 2e —2e _
Xs:=—dety | —2¢ 3e—i —2e |=(—e+A)*(e+4).
—2e 2e —e—4

Najwigkszym monicznym wspdlnym dzielnikiem wyrazéw macierzy wielomianowej

o

e—2A+1% —2e+21 2e-21
(AA° — Iy A)py=|2e—21 . —3e+24+A* 2e—2A
2e—-24  —2e+2A =

jest wielomian d, = —e+ A, natomiast najwigkszy moniczny wspdlny dzielnik d; mino-
réw trzeciego stopnia macierzy wielomianowej AA4° — I;3;4 jest réwny 3 =(—e+2)*(e+2).
Wobec tego wielomian niezmienniczy i; macierzy wielomianowej 44°— 3,4, jako spet-
niajacy r6wnosé dy =d, iy spetnia ré6wnos¢ i = — e+ A%. Wobec tego p=i,, zgodnie z twier-
dzeniem (VIL.86).

! Zredukowana macierza dolaczona trzeciego stopma macierzy A na mocy (VII.80) jest

e—A —2e 2
R=|2e —2e—1 2e
2 —Ze. .e—24

Sprawdzamy, Ze jest spelniona réwnoéé (VII.BS). |
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(VIL.89) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym J{m[;ﬁ], gdzie F jest cialem z trans-
pozycjg, macierze podobne w n-tym stopniu majq te same wielomiany minimalne w n-tym
stopniu.

Dow6d wynika z twierdzen (VIL53) i (VIL86). M

(VIL90) TWIERDZENIE. Jezeli v jest dowolnym wielomianem nad cialem z transpozycjq &,
to dla kaidej macierzy Apyy € Myn[F) istnieje wielomian v, € P[F] stopnia nizszego niz
stopiert monicznego wielomianu minimalnego p, w n-tym stopniu macierzy A taki, ze

(VIL91) v(A)=0,(4).

Dowdd. Pierscien wielomianowy Z[#] jest pierdcieniem z podzielnoscia, wobec
czego istnieja takie wielomiany g, v, € Z[F], ze v=q, p,+v4 i stv,<stp,. Mamy po-
nadto v(A4) =q4(4) p,(4)+v,(4), a poniewaz na mocy definicji wielomianu p, jest p (4)=
=0, otrzymujemy stad tezg. W

(VIL92) TWIERDZENIE, Jezeli v jest dowolnym wielomianem nad pierscieniem calkowitym
z transpozycjq o, to dla kaidej macierzy Ay, € Myy[L] istnieje taki wielomian v, € P [of]
Stopnia nizszego niz stopieri wielomianu minimalnego w n-tym stopniu mamerzy A oraz taki
element a € o, a#0, ze .

(VIL.93) a-v(A)=v,(4).
Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniegoi |

(VIL94) PrzykiAD. Niech g=5e+34+ 1% bedzie wielomianem nad pierécieniem liczb
catkowitych &, a A[3; macierza z przykladu (VIL88), dla ktérej wykazalismy, Ze wielo-
mian p= — e+ A? jest wielomianem minimalnym w trzecnn stopnin. Mamy g=p+ (6e+31)
i k}ada_,c q4:=6e+34, otrzymujemy

3 6 —6
Q(A)=QA(A)=6I[3]+§_A= -6 15 —6]. |
-6 6 3

§ VIL7. Formy normalne macierzy

(VIL95) DEFINICIA. Macierzq stowarzyszonq z wielomianem monicznym
6) P:=(G0,...»-1,1,0,. . )=a0e+al+...4+a, 4 A* 14+

nad pier§cieniem z transpozycja &/ nazywamy macierz nad pierécieniem .o/

0 1 0 0 0 ]
0 0 1 .. 0 0
(VIL96) 1o RO S S AL AT A
0 0 0 0 1
—@p —a; —a TOy-2 TOp—y
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Wielomiany moniczne stopnia 0, czyli wielomiany jedynkowe nie maja macierzy sto-
warzyszonych.

(VIL 97) TWIEBRDZENIE. Wielomianem charakterystycznym n-tego stopnia macierzy LI”
stowarzyszonej z wielomianem p n-tego stopnia nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq
o jest sam wielomian p.

Dowdd. Z definicji wielomianem charakterystycznym n-tego stopnia macierzy (VIL.96)
jest -

A —e o 0 0
o A ~—e 0 0
e ] o P
o o o .. A —e
_Gpe aje aze ... a,¢ a,_je+A ‘

Rozwijajac ten wyznacznik wzgledem ostatniego wiersza obliczamy, Ze

In=0oe+a A+ ..+a, , A" +(a,. e+ A" '=p. N

(VII.98) TWIERDZENIE. Monicznym wielomianem minimalnym w n-tym stopniu macierzy
44 Je H, [ F | stowarzyszonej z wielomianem p n-tego stopnia nad cialem z transpozyc;q F
Jjest sam wielomian p.

Dow6d. Macierz wielomianowa L™ A° — I, 4 ma minor (2~ 1)-ego stopnia

e o o 0
-1 e 0

de'tn—i =i
0o 0 —-A e

wobec czego najwigkszym monicznym wspélnym dzielnikiem wszystkich jej minoréw
{n— 1)-ego stopnia jest d,_ =e. Stad na mocy (VIL.84) i twierdzenia (VIL97) otrzymujemy
teze. W

(VIL99) TWIERDZENIE. Wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej L{nA° —
— Iy, gdzie Lﬁﬂ € My F] jest macierzq stowarzyszonq z wielomianem p n-tego stopnia
nad cialem z transpozycjq F, sq

(VIL.100) €5 e I

— e
n—1 razy

Dowdd. Najwickszym monicznym wspdlnym dzielnikiem minoréw n-tego stopnia
macierzy wielomianowej L® A% — I A jest d,=y,, gdzie x, jest wiclomianem charak-
terystycznym n-tego stopnia macierzy L”’, poniewa macierz wielomianowa L A°— [;,14
ma tylko jeden niezerowy minor n-tego stopnia, a mianowicie de_t,,(L“’)A” — I,y 4). Na mocy
twierdzenia (VII.97) i wzoru (VII.84) jest d,_,=e. Wobec tego mamy d, =...=d,_, =e,
gdzie d; (j=1,...,n—1) jest najwigkszym monicznym wspélnym dzielnikiem minoréw
j-tego stopnia macierzy - wielomianowej L A°—I,,4, poniewaz kazdy wielomian d;
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(j=2, ..., n) jest podzielny przez wielomian d;_;. Na mocy wzoru (VIL.42) otrzymujemy
stad teze. W .

(VIL.101) DEFINICIA. Pierwszq naturalng formq normalnq n-tego stopnia macierzy . A e‘
€ M| F], gdzie F jest cialem z transpozycja, nazywamy macierz

(VII 102) I“l'm] - d]ag (L?I?, ]2 - Lil;?,.]

gdzie L{m (=8 h) jest macierza stowarzyszong z wielomianem niezmienniczym i
stopnia k; macierzy wielomianowej 4A4°—IynA (4°:=(1, 0, 0, ...), 4:=(0, 1, 0, 0, ...)),
s jest wskainikiem pierwszego z kolei wielomianu niezmienniczego nie bedacego wielo-
‘mianem jednostkowym, czyli na mocy twierdzenia (VII.51)

(VIL103) y=.=i_g=e, iy, .., i e,

a macierz L' na mocy twierdzenia (VII.54) jest n-tego stopnia. |

-

(VIL104) TWwIERDZENIE, Kazda macierz Ay € My F), gdzie F jest cialem z transpozycjq,
Jjest podobna w n-tym stopniu do swej pierwszej naturalnej formy normalnej n-tego stopnia.

Dowéd. Na moey twierdzenia (VI1.99) wielomianami niezmienniczymi macierzy wielo-
mianowej LMA“ IpA (j=s,...,n) sa e, ..., e i;, wobec czego na mocy twierdzenia
(VIL.52) wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej L 4° — Iy 4 sg (VIL103).
Na mocy twierdzenia (VIL.53) otrzymujemy stad teze.

(VIL105) PRZYKLAD. Znajdmemy pilerwsza naturalnq form¢ normalng czwartego stopnia
dla macierzy nad ciatem liczb wymiernych 2

4 25
~1 -6
Aayi= -1 € M4[2].
~1

W przykladzie (VII.64) obliczylismy, Ze wwlom:anaml niezmienniczymi macierzy wielo-
mianowej AA4° — I 434 sa:

11 =e, i2'=e+j. i3'=e+l i4'=(2+;;,)2I

Wobec tego na mocy (VII.102) i (VIL.96) pierwsza naturalnq forma normalns, czwartego
stopnia macierzy A jest macierz

-1

-1
j AT 0 1
, -1 -2

Poniewaz P4=L'P, gdzie
1
1
P=l14
1

wigc macierze 4 i.L' s podobne w czwartym stopniu, zgodnie z ts;rierdzeniem (VIL104). W
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(VI1.106) DEFINICIA. Drugq naturalng formq normalnq n-tego stopnia macierzy A[,,]E
€ M y[7 ] nad cialem z transpozycja & nazywamy macierz

(VIL107) Lyy:=diag (L), s LY, - Ly o, LR
) Pq razy Pq razy

gdzie L{{); (j=1, ..., q) jest macierza stowarzyszong z dzielnikiem elementarnym y; stopnia
“k; macierzy wielomianowej AA4°— I,y A, dla ktorej

(VIL.108) (115> 1), ts (g )

jest ukfadem dzielnikéw elementarnych, i gdzie macierz L jest n-tego stopnia na mocy
twierdzenia (VIL.63). B

(VIL.109) TWIBRDZENIE. Kazda macierz Apn € Ma|F ] nad cialem z transpozyciq F jest
podobna w n-tym stopniu do swej drugiej naturalnej formy normalnej n-tego stopnia.

Dow6d. Na mocy twierdzenia (VII.99) macierz wielomianowa LYA°—Iy ;4 (j=
=1, ..., ¢)matylko jeden dzielnik elementarny, a mianowicie u;. Wobec tego na mocy twier-
dzenia (VI1.61) ukladem dzielnikéw elementarnych macierzy wielomianowej L' A° — I, 4
jest (VIL.108). Na mocy twierdzenia (VIL.62) otrzymujemy stad teze. - Il

(VIL110) PrzykiaDp. Ukladem dzielnikéw elementarnych macierzy Apy; z przykiadu
(VII.105) jest o
(e+4,2), ((e-l—zl)z, 1),

wobec czego na mocy (VIL107) i (VIL96) druga naturalng formg normalna czwartego
stopnia macierzy A jest macierz

-1
-1
H[I‘l-]:z 0 1
.

W danym przypadku druga naturalna forma normalna czwartego stopnia macierzy 4 po-
krywa si¢ z pierwsza. W
§ VILS8. Forma kanoniczna Jordana macierzy zespolonych

(VIL111) DeFINICIA. Blokiem Jordana odpowmdagqcym wielomianowi (—ae+A)* nad
cialem liczb zespolonych ¥, gdzre ac¥, e=(1,0,0,..), 2:=(0,1,0,0,...), nazywamy

. macierz

al

(VII.].J.Z) ) ) J[k] = a .]: . € J#[k] [@J . n
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(VIL113) TwIERDZENIE. Wielomianem charakterystycznym k-tego stopnia bloku Jordana
(VI1.112) odpowiadajgcego wielomianowi (—ae + AN nad cialem liczb zespolonych € jest tenze
wielomian (—ae+ A)*.

Dowdd. Z definicji wielomianem charakterystycznym k-tego fstopnia. bloku Jordana _
(VIL112) jest

“—ae+A —e
—ae+A —e
Y =det; . ‘.. =(~ae+l)". |
. —age+l —e '
—ae+4_

(VIL.114)., TwIERDZENIE. Monicznym wielomianem minimalnym w k-tym stopniu bloku
Jordana (VIL.112) odpowiadajqcego wielomianowi (—ae+ A)* nad cialem liczb zespolonych €
jest tenze wielomian (—ae+ A)*.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (VII.98).. - |

(VIL.115) TWIERDZENIE. Wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej JA°—
—IygA, gdzie J jest blokiem Jordana (VI1.112) odpowiadajgcym wlefommnow: (—ae +)~)"
nad cialem liczb zespolonych €, A%:=(1I, 0, O, ...), A:=(0, 1,0, 0,...), s

(VIL116) . e,..,e,(—ae+ ).
Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (VIL99). M

(VIL117) Twierpzenie. Blok Jordana (V11.112) odpowiadajqcy wielomianowi (— ae+ A)*
nad cialem liczb zespolonych € i macierz stowarzyszona L z tym wielomianem sq podobne
w k-tym stopniu. : '

Dow6d. Na mocy twierdzen (VIL.99) i (VIL.115) macierze wiclomianowe JA®— I 4

i LA®—Iy,4 maja te same wielomiany niezmiennicze, wobec czego na mocy twierdzenia
(VILS53) otrzymujemy teze. W

(VIL118) TwiBRDZENIE. Macierze wielomianowe JA°—IyzA i LA°—IyA, gdzie J jest
blokiem Jordana (VII.112) edpowiadajacym wielomianowi (—ae+A)* nad cialem liczb zes-

_polonych €, a L jest macierzq stowarzyszonq z tym wielomianem, majq ten sam uklad dziel-
nikow elementarnych.

Dowéd wynika z twierdzen (VIL117) i (VIL62). M

(VIL.119) DerINICIA. Formq kanoniczng Jordana n-tego stopma macierzy zespolonej
Ay nazywamy macierz zespolona

[kql>

pi razy pg Tazy

(VIL.120) b A —-dlag(J[m, ...,J{,}l’]‘ . J(‘” s I,

gdzie J)) (j=1, ..., q) jest blokiem Jordana odpowiadajacym wielomianowi (—a;e+ A"
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bedacemu dzielnikiem elementarnym macierzy wielomianowej 44° —J;4, a

(("‘al e+‘1)kl > Pl)s wery ((_aq e+A)kq: Pq)
jest ukladem dzielnikéw elementarnych tej macierzy wielomianowej . WM .

(VI1.121) TWIERDZENIE. Kazda macierz zespolona A (i jest podobna w n-tym stopniu do swej
Jformy kanonicznej Jordana n-tego stopnia.

Dowdd. Na mocy twierdzen (VIL.118) i (VIL.61) macierze wielémianowe JA°—Ip A
i LM A°— I,y A, gdzie J jest forma kanoniczng Jordana (VII.120) n-tego stopnia macierzy A4,
a L' jej drugg naturalng forma normalng n-tego stopnia, maja ten sam uktad dzielnikéw
elementarnych. Wobec tego na mocy twierdzenia (VII.62) macierze J i L' sa podobne
w n-tym stopniu i na mocy twierdzenia (VIL.109) macierze 4 i J sa podobne w n-tym
stopniuv. [l

(VIL.122) PrzyYKLAD. W przyktadzie (VII.110) wykazalismy, Ze dla macierzy
G Agsy:= IENE

ktora obecnie traktujemy jako macierz zespolong, uktadem dzielnikéw elementarnych jest
(e+1,2), ((e+d*1).

Wobec tego na mocy definicji (VIL.119) i (VIL.111) forma kanoniczng Jordana czwartego
stopnia macierzy (i) jest

(ii) a C Ti=
Poniewaz PA= JP, gdzie

S 1T
15
jest macierza nieosobliwa w czwartym stopniu, wigc macierze A4 i J sa podobne w czwartym
stopniu, zgodnie z twierdzeniem (VIL.121).
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