
Rozdział VII

Macierze wielomianowe

§ VII.l. Wielomiany macierzowe i macierze wielomianowe

(VII. 1) DEFINICJA. Wielomianem macierzowym nad pierścieniem z transpozycją sd albo
po prostu wielomianem macierzowym nazywamy każdy wielomian nad pierścieniem ma-
cierzowym Jt \sś\ •

(VIL2) DEFINICJA. Pierścieniem wielomianowo-macierzowym ^[Jt^]] nad pierścieniem
z transpozycją $t nazywamy pierścień wielomianowy generowany przez pierścień macie-
r z o w y ^ ^ ] . •

(VII.3) DEFINICJA. Macierzą wielomianową nad pierścieniem z transpozycją st albo po
prostu macierzą wielomianową nazywamy każdą macierz nad pierścieniem wielomianowym

(VII.4) DEFINICJA. Pierścieniem macierzowo-wielomianowym Jt [0> [s/]] nad pierścieniem
z transpozycją $$ nazywamy pierścień macierzowy generowany przez pierścień wielo-
mianowy 3?\s4\. •

(VII.5) TWIERDZENIE. Jeżeli 0>[J([s^]] jest pierścieniem wielomianowo-macierzowym
nad pierścieniem z transpozycją sś, a Jt {& [j^]] pierścieniem macierzowo-wielomianowym
nad tymże pierścieniem sł, to pierścienie & \Jt [sć]] i Jt \0> [jrf]] są izomorficzne.

Dowód. Niech

( i ) ^ O ? [ X i ; i . : = 0 P , + , • . - ; s,t, o, e), J l \ ? [ s f f t ' . = * { m . , +,-,-, s , t, 0 , 1 ) ,

gdzie ąj jest zbiorem wszystkich wielomianów nad pierścieniem macierzowym Jt[eł],
9ft - zbiorem wszystkich macierzy nad pierścieniem wielomianowym 0>[jt/]. Niech ę:
fy wSBl będzie funkcją określoną dla dowolnych macierzy Af(0), M(1\ ...&Jt\s4\ wzorem:

(ii)
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Funkcja CJ jest odwracalna i spełnia warunki definicji (1.102), co sprawdzamy rachunkiem.
Wobec tego pierścienie (i) są izomorficzne. Q

Na gruncie twierdzenia (VII. 5) przyjmujemy dla pierścieni (i), że

tzn. nie odróżniamy pierścienia wielomianowo-macierzowego 8P[Jl[sć]] od pierścienia
macierzowo-wielomianowego Jt\&\s4~^, zbioru ^J od zbioru 931, operacji w ^[^[a/]]
od operacji w J([&>[sć]]; każdego wielomianu (M ( 0 ) , M ( 1 ) , .••)> gdzie Mi0\ Mw,... e
e M \st\ od macierzy

(VII. 7) PRZYKŁAD. Wielomian macierzowy
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nad pierścieniem liczb całkowitych 3£ jest równy macierzy wielomianowej

M: =
( 1 , - 4 , 9,0,0,...) ( - 2 , - 1 , - 5 , 0 , 0 , . . . )
(3, 7 , -3 ,0 ,0 , . . . ) (0 ,-6 , 4,0,0,...)

[ ( - 2 , 0, 6,0,0,...) (5, 2, - 7 , 0 , 0 , ...)J
nad tymże pierścieniem !%. Widać to najwyraźniej, jeżeli wprowadzić zgodnie z (11.27)
wielomian A:~ (O, I, O,...) nad pierścieniem Jt\2£\, wielornian A:=(0,1, 0, 0,...) nad
pierścieniem Z i przyjąć zgodnie z (ii) i (VII.6), że

Mamy wtedy na mocy (11.29)
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Przyjęcie warunku (VII.6) nie oznacza bynajmniej, że dla

P:=(M ( 0 ) , Mw, . ..)=M: = '"21

15 Wetotory i macierze t. I
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gdzie mkl = (ml°,), mffl •••), k,le% własności wielomianu macierzowego P automatycznie
pokrywają się z własnościami o analogicznych nazwach macierzy wielomianowej M.
W przypadku rozbieżności dodajemy do nazwy własności przymiotnik odpowiednio
„wielomianowy" lub „macierzowy" jak w następującej definicji.

(VII. 10) DEFINICJA. Stopniem wielomianowym zarówno wielomianu macierzowego P
jak i związanej z nim wzorem (VII.9) macierzy wielomianowej M nazywamy stopień wielo-
mianu P, który jest zarazem najwyższym stopniem wielomianów mk,, k,le^l, będących
wyrazami macierzy M. Stopniem macierzowym zarówno wielomianu macierzowego P
jak i związanej z nim wzorem (VII.9) macierzy wielomianowej M nazywamy stopień ma-
cierzy M, który jest zarazem stopniem macierzy M(0\ M ( 1 ) , ..., będących wyrazami
wielomianu P. B

(VII. 11) DEFINICJA. Wielomian macierzowy P o wyrazach M^,,] , M^ttll,... i związaną
z nim wzorem (VII.9) macierz wielomianową M^„t „^ nazywamy wielomianowa lewostronnie
{prawostronnie) quasi-nieosohliwymi w n-tym (w m-tym) stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz M^]^ będąca najwyższym współczynnikiem wielomianu P ma lewą (prawą)
ąuasi-odwrotność n-tego (m-tego) stopnia, a wielomianowo lewostronnie {prawostronnie)
nieosobliwymi w n-tym {w m-tym) stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M^^ ma
lewą (prawą) odwrotność n-tego (m-tego) stopnia. H

(VII. 12) DEFINICJA. Wielomian macierzowy P o wyrazach M^, M$,... i związaną
z nim wzorem (VII.9). macierz wielomianową M w nazywamy wielomianowo guasi-nie-
osobliwymi {nieosobliwymi) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M^] będąca
najwyższym współczynnikiem wielomianu P ma ąuasi-odwrotność (odwrotność) ;z-tego
stopnia. •

(VII. 13) DEFINICJA. Wielomian macierzowy P={M[°\, M[l],...) i związaną z nim wzorem
(VII.9) macierz wielomianową M^ nazywamy macierzowo ąuasi-nieosobliwymi {nieoso-
bliwymi) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy Afm jako macierz nad pierścieniem
wielomianowym jest ąuasi-nieosobliwa (nieosobliwa) w «-tym stopniu. •

(VII. 14) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy wielomianowej Mlny.=M$ A° + ...
...+M$AV, gdzie A°: = {I, 0,0,...), A: = {0,1, O, O,...), M{0\ ..., M{p) e J? [JĆ],
nad pierścieniem przemiennym z transpozycją sś macierzowo nieosobliwej w n-tym stopniu
macierz M$ jest nieosobliwa w nrtym stopniu.

Dowód. Jeżeli sś jest pierścieniem przemiennym, to 2P \$ł\ też. Wobec tego MM ma
odwrotność NM:=N$A0 + ...+N$]Aą n-tego stopnia, czyli

{MmA° +.. ,){NWA° + ...)=(JV(0)^l0 +.. .) (MWA° + . . . ) = I w A\

skąd MmNwA°=NmMmA0=ImA° i M ( 0 W 0 ) = J V ( 0 ) J l f ( 0 W M . Oznacza to, że ma-
cierz M$ jest odwracalna w «-tym stopniu, a więc nieosobliwa w n-tym stopniu. •

(VII. 15) PRZYKŁAD. Wielomian macierzowy P z przykładu (VH.7) jest wielomianowo
lewostronnie ąuasi-nieosobliwy w drugim stopniu, ponieważ dla jego najwyższego współ-
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czynnika

mamy
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Wielomian macierzowy P nie jest jednak ani wielomianowo, ani macierzowo quasi-hie-
osobliwy w drugim stopniu. ffl ,

(VII. 16) DEFINICJA. Lewą wartością (prawą wartością, wartością) macierzową macierzy
wielomianowej M nad pierścieniem z transpozycją sś w punkcie x e 01, gdzie 38 jest pierście-
niem nad pierścieniem stf, nazywamy macierz nad pierścieniem 3S, jaką otrzymujemy
zastępując wielomiany nad pierścieniem s/, będące wyrazami macierzy M, ich lewymi
wartościami (prawymi wartościami, wartościami) w punkcie x. •

(VII.17) PRZYKŁAD. Wartością macierzową macierzy wielomianowej M z przykładu
<VII.7) w punkcie x=2 e 3£ jest

M(2) =
1-4-2+9-2 2 - 2 - 2 - 5 -
3 + 7-2-3-22 —<

- 2 + 6-22 5 + 2-2-7-22

Wartością macierzową tejże macierzy w punkcie

jest hipermacierz

X: =

Im-4X.+9Xa - :
+7Z-3Z2

] - X-5Z 2 1
~6X+4X2

(VII. 18) DEFINICJA. Lewym miejscem zerowym (prawym miejscem zerowym, miejscem
zerowym) macierzowym macierzy wielomianowej M nad pierścieniem z transpozycją sf
w pierścieniu SS, gdzie 38 jest pierścieniem nad pierścieniem st, nazywamy każdy element
xe3S, dla którego lewa wartość (prawa wartość, wartość) macierzowa macierzy wielo-
mianowej M jest macierzą zerową nad pierścieniem 38. • ,

15*
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(VII. 19) DEFINICJA. Lewym pierwiastkiem (prawym pierwiastkiem, pierwiastkiem) ma-
dertowym macierzy wielomianowej M nad pierścieniem z transpozycją si nazywamy każde
lewe miejsce zerowe (prawe miejsce zerowe, miejsce zerowe) macierzowe tej macierzy
w pierścieniu só. •
(YII.20) PRZYKŁAD. Miejscem zerowym macierzowym macierzy wielomianowej

5A°-61+ X2

-21° +2A2

nad pierścieniem liczb całkowitych 2£, gdzie A:=(0, 1, 0,0,...), A°=(l, 0, 0,...), w pierś-
cieniu Jt[2-$j!g\ jest macierz / [ 2 ] .

Liczba 1 e 0£ jest pierwiastkiem macierzowym powyższej macierzy wielomianowej M.
Zauważmy, że — zgodnie z definicją (11.50) — pierwiastkiem wielomianowym po-

wyższej macierzy wielomianowej M traktowanej jako wielomian nad pierścieniem Jtv
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jest macierz 7 [ 3 ].

§ VH.2. Podzielność macierzy wielomianowych

Opierając się na twierdzeniu (VJH.5) podzielność macierzy wielomianowych uważamy
za równoznaczną z podzielnością odpowiednich wielomianów macierzowych i wprowadza-
my, między innymi, następujące określenia i twierdzenia.

(VII.21) DEFINICJA. Macierz wielomianową A nad pierścieniem z transpozycją s/ nazy-
wamy lewostronnie (prawostronnie) podzielna z resztą przez macierz wielomianową B
nad pierścieniem s4 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją takie macierze wielomianowe Q i R
nad pierścieniem sś, że

(YII.22) AstwR<stwB,

gdzie sty,R oznacza stopień wielomianowy macierzy wielomianowej R, a s t w 5 — stopień
wielomianowy macierzy wielomianowej JS. Macierz Q nazywamy wtedy ilorazem, a macierz
R — resztą z lewostronnego (prawostronnego) podzielenia macierzy wielomianowej A
przez macierz wielomianową B. •

(VII.23) TWIERDZENIE. W pierścieniu wielomianowo-maderzowym & \M [jtf]] każda ma-
cierz wielomianowa jest lewostronnie (prawostronnie) podzielna z resztą przez każdą macierz
wielomianową n-tego stopnia macierzowego, która jest wielomianowo prawostronnie (lewo-
stronnie) nieosobliwa w n-tym stopniu.

Dowód wynika z twierdzenia (11.58). •
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(VTI.24) DEFINICJA. Macierz wielomianową A nad pierścieniem z transpozycją sć nazywa-
my pódzielna z resztą przez macierz wielomianową B nad pierścieniem sź wtedy i tylko
wtedy, gdy jest zarówno lewostronnie jak i prawostronnie pódzielna z resztą przez B, a ilo-
raz i reszta z lewostronnego dzielenia są odpowiednio równe ilorazowi i reszcie z prawo-
stronnego dzielenia. H

(VTI.25) PRZYKŁAD. W pierścieniu wielomianowo-macierzowym 0>[J([M]] nad ciałem
liczb wymiernych 2, macierz wielomianowa

'X4-X° X3+X2 3,
o X2 + X+X°

-2X X2-X° -
X o

X4

2

2X+X°

jest prawostronnie pódzielna z resztą przez macierz wielomianową

X2+2X+2X° X2

A A. A A
2 5A° X°

gdzie X:-(0, 1, 0, 0, ..)£&>[£], a prawostronny iloraz Q i prawostronna reszta JR z tego
podzielenia są równe:

•J/ti JA (̂  T"A JLA » A t 2T'

Q-=

/? * ~

o X-5X°

- 3473 1 37I3O 17) 67iO

145i , 77jO lii 93O 03 3j
o O 4 o z

79n , 55 30, 11 3 193O

2A+

ponieważ — co sprawdzamy rachunkiem — jest A = QB+R i st„, J?<st„, B. •

(VII.26) DEFINICJA. Macierz wielomianową A nad pierścieniem z transpozycją sś nazy-
wamy lewostronnie słabo pódzielna z resztą {prawostronnie słabo pódzielna z resztą, słabo
pódzielna z resztą) przez macierz wielomianową B nad pierścieniem só wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taki element a e $£ nie będący dzielnikiem zera, że macierz wielomianowa Aa
jest lewostronnie pódzielna z resztą (aA jest prawostronnie pódzielna z resztą, Aa^aA jest
pódzielna z resztą) przez macierz wielomianową B. •

(VII.27) TWIERDZENIE. W pierścieniu wielomianowo-macierzowym &\M\s4Yi każda ma-
cierz wielomianowa jest lewostronnie (prawostronnie) słabo pódzielna z resztą przez każdą
macierz wielomianową n-tego stopnia macierzowego, która jest wielomianowo prawostronnie
(lewostronnie) ąuasi-nieosobliwa w n-tym stopniu.

D o t f ó d jest analogiczny do dowpdu twierdzenia (11.52). •
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(YII.28) DEFINICJA. Wielomianem charakterystycznym pitego stopnia macierzy Almni

nad pierścieniem z transpozycją sd nazywamy wielomian moniczny nad pierścieniem j&
określony wzorem

(VII.29) Xp'-=det p (/l-^/l 0 )=(-l) p del

gdzie A\-(O,-I, 0, O,...), A°: = (ł, O, 0,...), czyli

^ A 0 - ! a12X°

(VII.3O)

I
gdzie A:=(0, 1,0,0,...), 1°: = (1, 0, 0, ...)=eiA=XL W i

(VII.31) TWIERDZENIE. Jeżeli %„ jest wielomianem charakterystycznym n-tego stopnia
macierzy Aw nad pierścieniem przemiennym z transpozycją sf, to

(VII.32) (AA0-A){AA0-A)?n}=(AA0-A)°}(AA°-A) = (-l)nxJw.

Dowód wynika z twierdzenia (III. 128) i wzoru (YII.29), ponieważ

(VII.33) TWIERDZENIE. Macierze Am i Bm z regularnego pierścienia macierzowego Jł \s£\
są podobne w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy

(YII.34) BA°-

gdzie - jak poprzednio - A:=(O,I, O, O,..,), A°: = (I, O, O,...).

Dowód. Jeżeli macierze A i B są podobne w n-tym stopniu, to z definicji istnieje taka
macierz MMeJł[sć] nieosobliwa w M-tym stopniu, że MA=BM i stąd MA°(AA°-
-IWA)-(BAO-IMA)MA°, co oznacza, że zachodzi relacja (VII.34).'

Jeżeli — odwrotnie — zachodzi relacja (VII.34), to istnieją takie macierze wielomianowe
Mm, JV w e^?[^[ j/]] macierzowo nieosobliwe w n-tym stopniu, że M{AA°-ImA)=
=(BA°~IMA)N, skąd MA^BNi M^N. Ale na mocy twierdzenia (VII.14) dla M=
= M$A° + ...+M$Ap macierz M ^ jest nieosobliwa w «-tym stopniu i mamy MmA =
= B M m , co oznacza, że macierze A i B są podobne w «-tym stopniu. •

§ V11.3. Kanoniczne macierze diagonalne
, • • • ' • , . • . . • • . ' . • • • *

(VII.35) DEFINICJA. Kanoniczną macierzą diagonalną nad ciałem z transpozycją 2F nazy-
wamy każdą diagonalną macierz wielomianową '

(YH.36) rMl
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spełniającą następujące warunki:

(VII.37) tit ...,tr są wielomianami niezerowymi z pierścienia wielomianowego 0*\!F\
(VIL38) wielomiany ty, ...,tr są moniczne,
(VII.39) każdy wielomian tj (j—2,...,r) jest podzielny przez wielomian fy_Ł. •

(VII.4O) TWIERDZENIE. Każda macierz wielomianowa ^[m,„] nad ciałem z transpozycją
& jest równoważna w wymiarze [m,n] pewnej kanonicznej macierzy diagonalnej (VII.36),
gdzie r jest rzędem macierzy A.

Dowód. Na mocy twierdzenia (11.77) pierścień wielomianowy ^ [ # " ] jest całkowity,
wobec czego pierścień macierzowy Ji [0* [#"]]Jest regularny. Na mocy twierdzenia (V.184)
istnieje taka macierz diagonalna D[r]:=diag(f/1, ..., d,), gdzie dt, ..., dr są wielomianami
niezerowymi z pierścienia wielomianowego SP \3P\ a r jest rzędem rnacierzy sś, że A « D,

[m, n]

a ponadto dj O'=2, ..., r) jest podzielny przez dJ-l. Istnieją zatem macierze odwracalne
M [ m ] t Nw e l [ # [ f ] l pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu takie, że MA=DN.
Niech a.j będzie najwyższym współczynnikiem wielomianu dj dla j—l, ..., r. Wielomiany

1
t.-=~-di spełniają warunki (VII.37), (VII.38) i (VII.39), wobec czego macierz wielo-

1 od-
mianowa

J = l

jest kanoniczną macierzą diagonalną i

(i)
r

gdzie Q:= I I ̂ W O'> «j) AT jest macierzą odwracalną w w-tym stopniu, ponieważ na mocy
f-i

twierdzenia (V.1O8) każda z macierzy elementarnych Ą„](j, «j) jest odwracalna w n-tym

stopniu i ( £ $ ( j , a^))^1 -'£{Jj ( j , — ) > wobec czego

Na mocy (i) otrzymujemy tezę.

§ VI.1.4. Wielomiany niezmiennicze macierzy wielomianowej

Niech wielomian diB0i\^\ O'=1, ••-,/) będzie największym wspólnym dzielnikiem
wszystkich minorów j-tego stopnia macierzy wielomianowej Almtn-j nad ciałem z transpo-
zycją 8F. O wielomianach d%, ..,, ̂ .zakładamy, że są moniczne. Istnienie takich wielo-
mianów d1} ...,dr gwarantuje twierdzenie (11.87). Niech do: = e, gdzie e jest wielomia-
nem jedynkowym.

Ze wzoru (III. 118) wynika, że każdy wielomian d} 0 = 1 , •••,r) jest podzielny przez
wielomian ^/-i-



232 R.VII. Macierze wielomianowe

(VII.41) DEFINICJA. Wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej ^ [ m_„ 3 nad
ciałem z transpozycją SF nazywamy moniczńe wielomiany ?V, ...,ir, gdzie r jest rzędem
macierzy A, określone wzorem

(YII.42) dla j=

gdzie - jak poprzednio - dj oznacza największy wspólny moniczny dzielnik wszystkich
minorów /-tego stopnia macierzy wielomianowej A. H

Wzory (VII.42) określają wielomiany niezmiennicze jednoznacznie, ponieważ na mocy
twierdzenia (11.87) wielomiany dx,...,dt są dla macierzy A określone jednoznacznie,
a dla dowolnego wielomianu xe0'\3'\ spełniającego równość d^x x=dj mamy na mocy
(VH.42) dj-iOc—ij^o, a następnie na mocy twierdzenia (11.79) x—ij~o, czyli x—iJm

(VII.43) PRZYKŁAD. Znajdziemy wielomiany niezmiennicze macierzy wielomianowej
nad ciałem liczb wymiernych S.

(i)

-2e -3X+X2 2X2-X3-X* -2X

o X -X2-X3+Xs o

o o -32+3A 3 o

gdzie — jak poprzednio — e jest wielomianem jedynkowym, o -4 wielomianem zero-
wym, A:=(0,1, 0, 0,...) i X°-e. Z uwagi na minor pierwszego stopnia det i [-2e]= - 2 e
mamy dx:=e. Następnie z uwagi na minor drugiego stopnia

det, ~2e

możemy spodziewać się, że d2:=X. Sprawdzamy, że - istotnie - wielomian moniczny
X jest wspólnym dzielnikiem wszystkich minorów drugiego stopnia macierzy A, wobec
czego z uwagi na (ii) jest największym wspólnym monicznym dzielnikiem tych minorów.
Wreszcie macierz wielomianowa A ma dwa niezerowe minory trzeciego stopnia, a mia-
nowicie

;~2e -3X+X2 2X2-X3-X41
o X -X2-X3+X5 \=6X2(e-X2),
o o -3A+3A3J

-3X+X2 2X2-X3~X4 -2X1
X ~X2-X3 + X5 o \ = 6X3{e-X2),
o ' -3A+3A3 o

det,

det,

wobec czego d3: = -X2(e-X2). Na mocy wzoru (VII.42) otrzymujemy

(iii) h=e, h=^, i3 = ~X+X3. U

Nazwę wielomianów niezmienniczych tłumaczy następujące twierdzenie.
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(VII.44) TWIERDZENIE. Macierze wielomianowe A[mM, Blm<n} e Jt[0>[&]] nad ciałem
z transpozycją 3F równoważne w wymiarze [m, n] mają te same wielomiany niezmiennicze.

Dowód. Z równoważności macierzy wielomianowych A i B wynika istnienie takich
macierzy wielomianowych macierzowo nieosobliwych Afw, Nm e Ji \0> [&]] pienvszej
w m-tym, a drugiej w M-tyni stopniu, że B=MAN. Przyjmijmy, że Qimi,q:=MA. Na mocy
twierdzenia (III. 112) dla dowolnego rninora j-tego stopnia macierzy B mamy

* ( * • 1')- X a(k J ' W ?')-
'1 !

Z tego wzoru wynika, że największy wspólny moniczny dzielnik wszystkich minorów
7-tego stopnia macierzy wielomianowej A jest wspólnym monicznym dzielnikiem wszyst-
kich minorów 7-tego stopnia macierzy wielomianowej B. Ale macierze wielomianowe
A i B można zamienić rolami, wobec czego największy wspólny moniczny dzielnik jednej
z nich jest największym wspólnym monicznym dzielnikiem drugiej i na mocy twierdzenia
(11.87) macierze wielomianowe A i B mają te same wielomiany dt, ..., dr, a na mocy
(VII.42) te same wielomiany niezmiennicze ilt ...,ir. Q

(VII.45) DEFINICJA. Formą kanoniczną Smitha macierzy wielomianowej A^^ nad cia-
łem z transpozycją $? nazywamy macierz

(VII.46) S:=diag(i1}
?/::,Q,

gdzie r jest rzędem, a ilt ..., /, są wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomiano-
wej A uporządkowanymi zgodnie ze wzorem (VII.42). H

(VII.47) TWIERDZENIE. PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACJI MACIERZY WIE-
LOMIANOWYCH. Każda macierz wielomianowa AlmJ(i nad ciałem z transpozycją^ jest równo-
ważna w wymiarze [m, n] dokładnie jednej kanonicznej macierzy diagonalnej, a mianowicie
swojej formie kanonicznej Smitha.

Dowód. Dla każdej kanonicznej macierzy diagonalnej (VII.36) nad ciałem !F mamy
wielomiany dJ = t1 ... t} dla j - \ , . . . , r, wobec czego na mocy (YII.42) wielomianami
niezmienniczymi tej macierzy są tt,..., tr. Na mocy twierdzenia (VII.4O) i (VII.44) mamy
ij=tj dla 7 = 1 , ...,/-, gdzie ilt ...,/, są wielomianami niezmienniczymi macierzy wielo-
mianowej A. Ze względu na jednoznaczność wielomianów niezmienniczych it,\..,ir

i twierdzenie (VII.4O) otrzymujemy stąd tezę. •

(VII.48) PRZYKŁAD. Zilustrujemy twierdzenie (VII.47) na macierzy wielomianowej A
z przykładu (VII.43). Na mocy (iii) jej formą kanoniczną Smitha jest macierz wielomia-
nowa

S: =
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Sprawdzamy

(iv)

rachunkiem

W*

5 ż e jest

~-2e -3X+X2

e

2X2-X3-

3e

X* -2X

e

co oznacza, że macierze wielomianowe A i S są. równoważne w wymiarze [3, 4]. H

Zauważmy, że dla znalezienia formy kanonicznej Smitha danej macierzy wielomiano-
wej ^ [ m ( B ] nad ciałem z transpozycją !F można zamiast wzorów (VII.42), w których kło-
potliwe jest obliczanie wielomianów d1,...,dr, zastosować postępowanie analogiczne
do użytego w przykładzie (V.186).

(VII.49) PRZYKŁAD. Znajdźmy formę kanoniczną Smitha dla macierzy wielomianowej
^[3,4] z przykładu (VII.43) posługując się algorytmem analogicznym do użytego w przy-
kładzie (Y.186). Rozpoczynamy zatein obliczenia od trzech macierzy 7 [ 3 ], A^^, Iw:

-2e -3X+X2 2X2-X3-X4- -2X]
o X -X2-X3 + X5

o o - 3 1 + 3 1 3

Od czwartej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemy kolumnę pierwszą pomno-
żoną przez X, a następnie pierwszą kolumnę mnożymy przez -\e\

e
e

e

~e -3X+X2 2X2-X3-X*'
A "*~"A "~* A T A

-3A+3A 3 _

-ie -X
e

e
e

Do pierwszego wiersza macierzy pierwszej i drugiej dodajemy drugi pomnożony przez
3e-X:

~-\e -X
e

e
c

e 3e — X
e

e -X2~3X3

X -X2-X3+
-3A+3A3

Do pierwszego wiersza macierzy pierwszej i drugiej dodajemy trzeci pomnożony przez
— I2-

e 3e-X -X2'
e

e

~X2-X6

X ~X2-X3+XS

- 3 A + 3 A 3

-X
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Trzeci wiersz macierzy pierwszej i drugiej mnożymy przez %:

e 3e-A -A2"1

e

-X

Do trzeciej kolumny macierzy drugiej i trzeciej dodajemy pierwszą pomnożoną przez
X2-TX6, a następnie drugą pomnożoną przez X + X2 — A*. Otrzymujemy

e 5e — ,

e cr , (

-X+X3\

—\e —\X2—

e

-X

Sprawdzamy, że MAN—S, co oznacza, że macierze wielomianowe A i S są równoważne
w wymiarze [3, 4]. Macierz S spełnia warunki (VII.37), (VII.38) i (VII.39), wobec czego
na mocy twierdzenia (VIL47) jest formą kanoniczną1 Smitha dla macierzy A. •

(VII.50) TWIERDZENIE. Macierze wielomianowe Aim>nl i Ą„l>n] nad ciałem z transpozycją
J5'są równoważne w wymiarze [m,n] wtedy i tylko wtedy, gdy mają wspólną formę kano-
niczną Smitha.

Dowód. Jeżeli macierze wielomianowe A i B są równoważne w wymiarze [m,n],
to na mocy twierdzenia (VII.47) ich formy kanoniczne Smitha są też równoważne w wy-
miarze [m, ń\. Ponieważ dla każdej z macierzy wielomianowych A i B obie są formami
kanonicznymi Smitha, więc na mocy twierdzenia (VII.47) są identyczne.

Jeżeli — odwrotnie — macierze wielomianowe A i B mają wspólną formę kanoniczną
Smitha, to na mocy twierdzenia (VII.47) obie są jej równoważne w wymiarze [m, n],'
wobec czego są między sobą równoważne w wymiarze [m,»]. •

(VII.'51) TWIERDZENIE. W formie kanonicznej Smitha (VII.46) każdy wielomian niezmienni-
czy ij C/=2, ..., r) jest podzielny przez wielomian niezmienniczy ij-i-

Dowód. Na mocy twierdzenia (VII.47) forma kanoniczna Smitha jest kanoniczną
macierzą diagonalną, wobec czego teza wynika z (VII.39). •

(YII.52) TWIERDZENIE. Jeżeli

,•<*)
1 ' lrk

są wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej A^ (nke% / c = l , ...,s) nad
ciałem z transpozycją $• i każdy z wielomianów i%l, ...,i^ (k=2, ...,s) jest podzielny
przez każdy z wielomianów ź„fc~V» •••,i%Zl)> t° wielomianami niezmienniczymi macierzy
wielomianowej

są
(1)
l '»n >
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Dowód. Na mocy twierdzeń (VII.47) i (V.155) jest

A « diagCS^, ..., S^)=D, n : -n

gdzie S^ jest formą kanoniczną Smitha macierzy wielomianowej A^ (k=l, ..., s).
Istnieje taka macierz permutacyjna P, że w macierzy wielomianowej S:-P~1DP pierwszy-
mi (rt + .-.+rs) wyrazami diagonalnymi są wielomiany (v). Ponieważ macierze wielo-
mianowe S i D są równoważne w wymiarze [n, n], więc również macierze A i S są równo-
ważne w wymiarze [n, ń\. Ponieważ macierz wielomianowa S spełnia warunki (VII.37),
(VII.38) i (VH.39), więc na mocy twierdzenia (VII.47) jest formą kanoniczną Smitha ma-
cierzy wielomianowej A. Stąd wynika teza. ffl

(VII.53) TWIERDZENIE. Macierze AM i BM nad ciakm z transpozycją & są podobne w n-
-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierze wielomianowe AA° — IM A i BA0 —/[„] A
mają wspólną formę kanoniczną Smitha (A = (O, I, O, O, •••), A0: —{I, O, O, ...)).

Dowód wynika zatwierdzeń (VII.33) i (VII.5O). m

(VII.54) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy Am nad ciałem z transpozycją ŚF suma stopni
wielomianów niezmienniczych macierzy wielomianowej AA0 — !^ A (A: —(O, I, O, O, ...),
A°: = (I, O, O, ...)) jest równa n.

Dowód. Na mocy twierdzenia (VII.47) istnieją takie macierze wielomianowe M[r:

i NM macierzowo nieosobliwe w n-tym stopniu, że

M(AA°-JMA)=dhg(i1, ..., i„)-N,

gdzie ix, ...,i„ są wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej AA^—I^ A,
której rząd jest równy n. Na mocy twierdzenia (III. 113) oraz definicji (VIL28)

(-l)"-det„M-x„=J1...i,rdet„iV.

Z nieosobliwości macierzy wielomianowych M i iV wynika, że det„ M i det„ N są wielo-
mianami odwracalnymi, a zatem wielomianami stopnia zerowego. Wielomian Xn J e s t

stopnia n. Zatem z ostatniej równości na mocy twierdzenia (11.25) otrzymujemy tezę. •

'§ VII.5. Dzielniki elementarne macierzy wielomianowej

(VII.55) DEFINICJA. Dzielnikiem elementarnym macierzy wielomianowej A^^ nad cia-
łem z transpozycją !F nazywamy każdy moniczny czynnik elementarny jej wielomianów
niezmienniczych. H

(VII.56) DEFINICJA. Układem dzielników elementarnych macierzy wielomianowej ^[W,„]
nad ciałem z transpozycją & nazywamy zbiór wszystkich par (/ij, Vj), j ~ \ , ...,p, gdzie
Mi > • • • > MP są różnymi dzielnikami elementarnymi macierzy wielomianowej A, a Vj jest
liczbą naturalną pokazującą, w ilu wielomianach niezmienniczych macierzy wielomia-
nowej A występuje czynnik elementarny fij. M
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