Rozdziél VII

Macierze wielomianowe

§ VII.1. Wielomiany macierzowe i macierze wielomianowe

(VIL.1) DEeFINICIA, Wielomianem macierzowym nad pierscieniem z transpozycja <4 albo
po prostu wielomianem macierzowym nazywamy kazdy wielomian nad pierScieniem ma-
cierzowym 4 [«/]. W
(VIL2) DEFINICIA. Pierfcieniem wielomianowo-macierzowym P [# [#]] nad pierécieniem
Z transpozycja & nazywamy piericien wielomianowy generowany przez pierécien macie-
rzowy A [Z]. W '
(VIL3) DEFINICIA. Macierzq wielomianowq nad pierscieniem z transpozycjq ¢ albo po
prostu macierzq wielomianowq nazywamy kazda macierz nad pierscieniem wielomianowym
241 B .
(VIL4) DEFINICIA. Pierscieniem macierzowo-wielomianowym # [ [#/]] nad pierScieniem
z transpozycja «/ nazywamy pierécien macierzowy generowany przez pierécien wielo-
mianowy Z[]. W
(VIL5) TWIERDZENIE. Jezeli PM[A]] jest pierscieniem wielomianowo-macierzowym -
nad piercieniem z transpozycjq £, a M [P[s/]] pierscieniem macierzowo-wielomianowym
nad tymze pierScieniem s, to pierscienie 2 [ M [41] i M [P[A£]] sq izomorficzne.

Dowéd. Niech
O 2[A[L1):=(B,+.,',—,s,t,0,¢), M[P[L]]:=M, +,",—,5,1,0,]),

gdzie P jest zbiorem wszystkich wielomianéw nad piericieniem macierzowym . [#],
MM — zbiorem wszystkich macierzy nad piericieniem wielomianowym 2 [sZ]. Niech ¢:
B W bedzie funkcja okreslong dla dowolnych macierzy M(?, M®, ... e M [o4] wzorem:

0 i
(Y, m, ) @3, m, )

H ' 0 1 . 0
(ii) p(MO, MD, . ):=|(mD, m$D, ) (m§D, m$D, )

-
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Funkeja @ jest odwracalna i spetnia warunki definicji (1.102), co sprawdzamy rachunkiem.
Wobec tego pierécienie (i) sa izomorficzne. I

Na gruncie twierdzenia (VIL.5) przyjmujemy dla pierécieni (i), ze
(VIL6) PLM[ AN =4 [P[L]]A p(x)=x,
tzn. nie odrézniamy pierécienia wielomianowo-macierzowego 2 [ [/]] od pierécienia
macierzowo-wielomianowego . [# [«/]], zbioru P od zbioru M, operacji w #[A []]
od operacji w # [?[«/]]; kazdego wielomianu (M®, M™, ..)), gdzie M@, M, ... e
€ 4 [#/] od macierzy

(m, mY,..) (M2, mZ,..)
)

0 1 (0} 1
(m(ZI}’ mi(?.].)’ ) (mZZl m(zz), '

(VIL7) Przykrap. Wielomian macierzowy

ot

1 —2] [-4 —1 9 —5].
p:=l| 3 ol|,] 7 =6],1-3 4},0,0,..
-2 5|11 0 2 6 =17

nad pierécicniein liczb caﬂéowitych Z jest rOwny macierzy wielomianowej

a,—-4, 9,0,0,..) (-2,-1,-5,0,0,..)
M:=| (3, 7,-3,0,0,..) (0, -6, \4,0,0, )

(-2, 0, 6,0,0,.) (5, 2,-17,0,0,.) |
nad tymze pierécieniem %. Wida¢ to najwyrazniej, jezeli wprowadzi¢ zgodnie z (IL27)
wielomian 4:=(0, I, 0, ...) nad pierécieniem .#[Z], wielomian A:=(0, 1, 0,0, ...) nad
pierScieniem Z i przyjac zgodnie z (i) i (VIL6), Zze

(VILS) A=Al
Mamy wtedy na mocy (11.29) .
T 1 -2] ~4 -1 9 -5
P=| 3 0|4°+| 7 —6[4'+|-3 4|4’=
-2 5]/ 0 2 6 -7
[ 1 =2] ~4 -1 9 -5
=| 3 0[2°+] 7 —6|A+]|-3 4|i=
-2 5] Lo 2 6 —~7
[ 20—42*+-94% —22°— A'—5)2
=|3224721 =322 —6A'+4% =M. W
~22°4642 5A°4221-722
Przyjecie warunku (VIL6) nie oznacza bynajmniej, e dla
: m11 mlz i.
(VIL9) - Pi=(MO, MY, )=M:i=|my my, ...

15 Wektory 4 magierze t. I
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gdzie my=m, m}’ ...), k, I € M, wlasnosci wiclomianu macierzowego P automatycznie

pokrywaja si¢ z wlasnosciami o analogicznych nazwach macierzy wielomianowej M.
W przypadku rozbieznosci dodajemy do nazwy whasnodci przymiotnik odpowiednio
,swielomianowy”” lub ,,macierzowy”” jak w nastepujacej definicji.

(VIL10) DERINICIA. Stopriem wielomianowym zaréwno wielomianu macierzowego P
jak i zwiazanej z nim wzorem (VIL.9) macierzy wielomianowej M nazywamy stopief wielo-
mlanu P, ktéry jest zarazem najwyzszym stopniem wielomianéw my,, k, [ € ‘R bedgcych
wyrazami macierzy M. Stopniem macierzowym zaréwno wielomianu macierzowego P
- jak i zwiazanej z nim wzorem (VIL.9) macierzy wielomianowej M nazywamy stopiefi ma-
cierzy M, ktory jest zarazem stopniem macierzy M@, MD, ..., bedacych wyrazami
wielomianu P. M

(VIL11) DEFINICIA. Wielomian macierzowy P o wyrazach M, , M) uy, ... i zwigzang
z nim wzorem (VIIL.9) macierz wielomianowa Mp;, ,, nazywamy wielomianowo lewostronnie
(prawostronnie) quasi-nicosoblivymi w n-tym (w m-tym) stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz M{®,; bedaca najwyzszym wspélczynnikiem wiclomianu P ma lewa (prawa)
quasi-odwrotno$é n-tego (m-tego) stopnia, a wielomianowo lewostronnie (prawostronnie)
nieosobliwymi w n-tym (w m-tym) stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M[(,,’,’),] ma
lewa (prawa) odwrotno$¢ n-tego (m-tego) stopnia. M

(VIL12) DeriNiciA. Wielomian macierzowy P o wyrazach M{), M, ... i zwiazang
z nim wzorem (VII.9). macierz wielomianowa M, nazywamy wielomianowo quasi-nie-
osobliwymi (nieosobliwymi) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M[(,',’]) bedaca
najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu P ma quasi-odwrotno$¢ (odwrotno$é) n-tego

stopnia. WM

(VIL13) DeriNicia. Wielomian macierzowy P= (M3, M{), ...)i zwiazana z nim wzorem
(VIL9) macierz wielomianowa M, nazywamy macierzowo quasi-nicosobliwymi (nieoso-
bliwymi) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy M,,; jako macierz nad pierécieniem
wielomianowym jest quasi-nieosobliwa (nieosobliwa) w n-tym stopniu. |l

(VIL14) TwierDZENIE. Dla = kaidej macierzy wielomianowej Mpyi=M) A°+...
MR, gdzie A%=(I,0,0,..), 4:=(0,1,0,0,..), M®,.., MP e 4[«],
nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq < macierzowo nieosobliwej w n-tym stopniu

macierz M{3) jest nieosobliwa w n-tym stopniu.

Dowéd. Jezeli o jest pierécieniem przemiennym, to 2 [«/] tez. Wobec tego M;,; ma
0dwrotnosé Ny, =N{34°+...+ N A n-tego stopnia, czyli
MO+ Y(NOL+.. ) =(NOA +..) (M VL +..)=I},, 4°,
]
skad MONO 40 NOR® g =lA® i MONQ=NO4 V=1, . Ozacza to, ze ma-
cierz M[,.] jest odwracalna w n-tym stopniu, a wigc nieosobliwa w n—tym stopniu. M

(VIL15) PRZYKLAD. Wielomian macierzowy P z przykladu (VIL.7) jest wielomianowo
lewostronnie quasi-nicosobliwy w drugim stopniu, poniewaz dla jego najwyzszego wspdl-
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czynn.ika
9 -5
Mé%?z] =[-3 4
6 ~7
mamy o+
' 9 -5
t sl :
JIC 6 =7

Wielomian macierzowy P nie jest jednak ani wiclomianowo, ani maclerzowo quasi-nie-
osobliwy w drugim stopniu. M-

(V]I.lﬁ) DEFINICIA. Lewq wartoSciq (prawq wartosciq, wartosSciq) macierzowq macierzy
wielomianowej M nad pierécieniem z transpozycja o/ w punkcie x € &, gdzie & jest pierscie-
niem nad pier§cieniem &/, nazywamy macierz nad pierécieniem 4, jaka otrzymujemy
zastgpujac wielomiany nad pierécieniem &/, bedace wyrazami macierzy M, ich lewymi
,wartosmaml (prawymi warto$ciami, wartoiciami) w punkcie x. I
(VIL17) PrzYkLAD. Wartosciy macierzowa macierzy wielomianowej M z przykladu
(VIL7) w punkcie x=2 € Z jest .
T1—4-249:2%2 —2-2-5-2%] [29 -247 .
M2)=|3+7-2-3-2> —6-2+4-2%|=| 5 4].
—2+6:2% 5+2:2-7-2*| [22 ~19

Wartoscia macierzowa tejze macierzy w punkcie

X::[#; g]e./(m[ﬂ’]
jest hipermacierz ' :
[ 1= 4X+9X? —2-I5— X-5X°
M(X)=| 3:I,+7X-3X? —6X +4X%|=
| =215, - +6X*  5-Ip+2X-7X?

T-48 107 D e o
| —15 —53 18 28]
25 8] [=26 =4

=1 =iz 21 [ o e,
:—32 ¢ 12} . -T42.-=10]
|/—18 —38] 15 47/

 (VIL18) DEFINICIA. Lewym miejscem zerowym (prawym miejscem zerowym, miejscem
zerowym) macierzowym macierzy wielomianowej M nad pierécieniem z transpozycja «f
w pierScieniu @, gdzie % jest pierscieniem nad pierécieniem &, nazywamy kazdy element
x €A, dla ktérego lewa warto$é (prawa warto$é, warto§€) macierzowa macierzy wielo-
mianowej M jest macierza zerowa nad piericieniem #. W

15+
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(VIL.19) DerINICIA. Lewym pierwiastkiem (prawym pierwiastkiem, pierwiastkien) ma-
cierzowym macierzy wielomianowej M nad pierscieniem z transpozycjg o/ nazywamy kazde
lewe miejsce zerowe (prawe micjsce zerowe, micjsce zerowe) macierzowe tej macierzy
w piercieniu &/. W

(VIL20) PrzykrAD. Miejscem zerowym macierzowym macierzy wielomianowej

91°—42—-52% . 61°—31-34%
M:=|—81°+74+ 2> 51°-6i+ A%
—2% 227 —-41%451< 22

nad pierécieniem liczb catkowitych Z, gdzie 1:=(0, 1,0, 0, ...), 2°=(1,0,0, ...), W piers-
cieniu ;[ 2] jest macierz I;;.
Liczba 1€ & jest pierwiastkiem macmrzowym powyzszej macierzy wielomianowej A,
Zauwazmy, ze — zgodnie z definicja (II.50) — pierwiastkiem wielomianowym po-
wyZszej macierzy wielomianowej M traktowanej jako wielomian nad pierScieniem .#3;[Z]

9 6 -4 -3 5
M:=|—-8 514+ 7 —6{A+] 1t 1]4
-2 -4 0 5 50—l

Jjest macierz Ii;;. W

§ VIL2. Podzielno$¢ macierzy wielomianowych

Opicrajac si¢ na twierdzeniu (VIL5) podzielnoé¢ macierzy wielomiandwych uwazamy
za roéwnoznaczng z podzielnoscia odpowiednich wielomianéw macierzowych i wprowadza-
my, migdzy innymi, nastgpujace okal‘eslenia i twierdzenia.

(VIL.21) DerINICIA. Macierz wielomianowa 4 nad piercieniem z transpozycja & nazy-
wamy lewostronnie (prawostronnie) podzielng z resztq przez macierz wielomianowg B
nad pier§cieniem .« wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie macierze wielomianowe Q i R
nad pierscieniem &, Ze

(VIL22) A=BQ+R (A=QB+R) A st,R<st,B,

gdzie st, R oznacza stopien wielomianowy macierzy wielomianowej R, a st, B — stopied
wielomianowy macierzy wielomianowej B. Macierz Q nazywamy wtedy ilorazem, a macierz
R — resztq z lewostronnego (prawostronnego) podzielenia macierzy wielomianowej A4
przez macierz wielomianowa B. W :

(VIL.23) TWIERDZENIE. W pierscieniu wielomianowo-macierzowym 2 [M [#]] kazda ma-
cierz wielomianowa jest lewostronnie (prawostronnie) podzielna z resztq przez kazdq macierz

wielomianowq n-tego stopnia macierzowego, ktdra jest w:efommnowo prawostronnie (lewo-
stronnie) nieosobliwa w n-tym stopniu.

Dowéd wynika z twierdzenia (I1.58). H
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(VIL.24) DEFINICIA. Macierz wielomianowa 4 nad pier§cienicm z transpozycja & nazywa-
my podzielnq z resztq przez macierz wielomianowa B nad pierScieniem & wtedy i tylko
wtedy, gdy jest zar6wno lewostronnie jak i prawostronnie podzielna z reszta przez B, a ilo-
raz i reszta z lewostronnego dzielenia sq odpowiednio réwne ilorazowi i reszcre Z prawo-
stronnego dzielenia. M

(VIL.25) Przykiap. W pierécieniu wielomianowo-macierzowym £ [ [2]] nad c1akem
liczb wymiernych .@ macierz wielomianowa

4= 23422 3F—4AP+T72—620

din] © A4+ 2° 1
Tl =24 A2=20 =845 a+21°
A 0 24+2°

jest prawostronnie podzielna z reszta przez macierz wielomianowa

ST N
B:=| 12— 21— 2° 1 -=i%],
24*434-52° 2° o

gdzie 2:=(0,1,0,0,...) e 2[2], a prawostronny iloraz Q i prawostronna reszta R z tego
podzielenia sa réwne:

"4A—50° =322 +44 2411048130
Q:=| A+32° =22 A2-1A4+E0,

L o A—52° —|§A+-1§A"
T34+ 3020 2TA8T20 —51+9A%7

—L54T0 -0 —3-°
~D4330 -0 a4y
A 0 22+ A° ]

poniewaz — co sprawdzamy rachunkiem — jest A=QB:&R ist, R<st,B. B

(VIL26) DermNicia. Macierz wielomianowa 4 nad pierscieniem z transpozycja &f nazy- f
wamy lewostronnie slabo podzielng z resztq (prawostronnie slabo podzielnq z resztq, slabo
podzielng z resztq) przez macierz ywielomianowa B nad pierécieniem & wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taki element a € &7 nie bedacy dzielnikiem zera, Ze macierz wielomianowa Ada
jest lewostronnie podzielna z reszta (a4 jest prawostronnie podzielna z reszta, da=ad jest
podzielna z reszta) przez macierz wielomianowa B. I

_ (VIL.27) TwiBRDZENIE. W pierscieniu wielomianowo-macierzowym P [# [f]] kazda ma-
cierz wielomianowa jest lewostronnie (prawostronnie) stabo podzielna z resztq przez kaidg
macierz wielomianowq n-tego stopnia macierzowego, kitdra jest wielomianowo prawostronnie
(lewostronnie) quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu.

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (I1.52). W
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(V1L.28) DerINICIA. Wielomianem charakterystycznym p-tego stopnia macierzy Ay, .,
nad pierécieniem z transpozycja o/ nazywamy wielomian moniczny nad pierScieniem of
okreélony wzorem

(VIL29) 1p:=det,(4—AA°)=(—1)" det,(44°— 1),
gdzie 4:=(0, I, 0, 0, ...), A%:=(1, 0, 0, ...), czyli
_ﬂ‘lllu-“l {112 /10 e alp.ﬂlo 7
o
(VIL30) foi= (=17 -det? Gy 1? G2 %= ... Gz
! P. ------- g
_ap‘ l{} ’ apz 410 sos am,llo—/l_

gdzie :=(0,1,0,0,...), A=(1,0,0,..)=ei A=Al K
(VIL31) TwIERDZENIE. Jezeli y, jest wielomianem charakterystycznym n- tego stopnia
macierzy Ay, nad pierScieniem przemiennym z transpozycjq o, 1o

(VIL32) (44" A)(AA°— A);=(A4° — A)y (A4’ — D)= (= 1)"2 Iy -
Dowdd wynika z twierdzenia (111.128) i wzoru (VII.29), poniewaz
' (AA° = A)(AA° — A2y =(AA° — Iy A) (AA® — Iy A2,
(A4° = A0 (AA° = A)=(AA° — I Aoy (AA° =Ty 4). W
‘ ' P i ;|

(VII.33) TWIBRDZENIE. Macierze A,y i By, z regularnego pierscienia macierzowego M [
sq podobne w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy

(VIL34) AA® I A = BA®~I,. A,
[n]

gdzie — jak poprzednio — A:=(0,1, 0, 0,...), A%=(I, 0, 0, ..)).

Dowdd. Jezeli macierze A i B sa podobne w n-tym stopniu, to z definicji istnieje taka
macierz Mj,, € 4[] nicosobliwa W n-tym stopniu, Ze MA=BM i stad MAY(AA°~
= IpyyA)=(BA® = I;;nA) M A°, co oznacza, ze zachodzi relacja (VII.34).' :

Jezeli — odwrotnie — zachodzi relacja (VII.34), to istnieja takie macierze wielomianowe
Miuy; Niw € M [P[s/]] macierzowo nieosobliwe w n-tym stopniu, Ze M(AA° ~ I A)=
=(BA°—IA)N, skad MA=BN i M=N. Ale na mocy twierdzenia (VIL 14) dla M=

=M A°+...+ M) A” macierz M3 jest nieosébliwa w n-tym stopniu i mamy MV 4=
- BM“” 0 oznacza, #e macierze 4 i B sa podobne w n-tym stopniu. |l

§ VIL3. Kanoniczne macierze diagonalne

i

(VII 35) DerINICIA. Kanoniczng macierzq diagonalng nad claiem zZ transpozych F nazy-
wamy kazdg diagonalng macierz w1elom1anowq

(VH‘36) Iir]'“dlag (tl §repaiy tr)s
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—_—

spetniajaca nastepujace warunki: _
(VIL37) ti, ..., 1, sa wielomianami niezerowymi z pierécienia wielomianowego 2 [#],
(VIL38) wielomiany ¢,, ..., f, sS4 moniczne,
(VIL39) kazdy wielomian ¢; (j=2,...,r) jest podzielny przez wiclomian ¢;_,. M
(VILA0) TwIERDZENIE. Kaida macierz wielomianowa Ay, . nad cialem. z transpozycjq
F jest réwnowaina w wymiarze [m,n] pewnej kanonicznej macierzy diagonalnej (VI1.36),
gdzie r jest rzedem macierzy A.

Dow6d. Na mocy twierdzenia (IL77) piercien wielomianowy & [#] jest catkowity,
wobec czego piercien macierzowy 4 [Z [#]] jest regularny. Na mocy twierdzenia (V.184)
istnieje taka macierz diagonalna D[,']: =diag (d,, ..., d,), gdzie dy, ..., d, sa wielomianami

niezerowymi z pier§cienia wielomianowego 2[Z ], a r jest rzgdem macierzy o/, 2e A ~ D,
L, u]
a ponadto d; (j=2, ..., r) jest podzielny przez d;- . Istnieja zatem macierze odwracalne

My Np € A [2[F]] pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu takie, ze MA=DN.
Niech «; bedzie najwyzszym wspétezynnikiem wielomianu d; dla j=1, ..., r. Wielomiany

;J.;:i d; spetniaja warunki (VIL37), (VIL38) i (VIL39), wobec czego macierz wielo-
o " .

mianowa
1
Tiyi=Dpy H Eq (f: “‘)
0

jest kanoniczng macierzg diagonalna i
\

@ " MA=TQ,
gdzie Q:= H E( 10, o) N jest macierza odwracalng w n-tym stopniu, poniewaz na mocy
twmrdzema (V 108) kazda z macierzy elementarnych E[( (j, ;) jest odwracalna w n-tym

1
) » Wobec czego

stopniu i (E] (7, o)) =Ef (J' »
o

( H ERU, 0t = H Em( lj)

Na mocy (i) otrzymujemy teze¢. Il

§ Vl].;i. Wielomiany niezmiennicze macierzy wielomianowej

Niech wielomian d; e 2[#] (j=1, ..., r) bedzie najwigkszym wspélnym dzielnikiem
wszystkich minoréw j-tego stopnia macierzy wielomianowej A, ,; nad cialem z transpo-
zycia #. O wielomianach d,, ..., d, zakladamy, Ze sqg moniczne. Istnienie takich wielo-
mianéw d,, ..., d, gwarantuje twmrdzeme (11.87). Niech dy:=e, gdzie e jest wielomia-
nem Jedynkowym

Ze wzoru (ITI.118) wymka ze kazdy wielomian d; (j=1, ...,r) jest podzielny przez
wielomian d;_,.
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(VIL.41) DErINICIA. Wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej A, ,; nad
cialem z transpozycja & nazywamy moniczne wielomiany iy, ..., i, gdzie r jest rzedem
macierzy 4, okreSlone wzorem .

(V11.42) dj—yij=d; dla  j=1,..,r,
gdzie — jak poprzednio — d; oznacza najwigkszy wspélny moniczny dzielnik wszystkich
minoréw j-tego stopnia macierzy wiclomianowej 4. B

Wzory (VIL42) okreslaja wielomiany niezmiennicze jednoznacznie, poniewaz na mocy
twierdzenia (I1.87) wielomiany d,, ..., d, sa dla macierzy 4 okreslone jednoznacznie,
a dla dowolnego wielomianu x € # [#] spelniajgcego réwnos¢ d;_; x=d; mamy na mocy
(VIL42) d;-(x—i;)=0, a nastgpnie na mocy twierdzenia (IL.79) x—i;=0, czyli X=ij.

(VIL.43) PRzYKLAD. Znajdziemy wiclomiany niezmiennicze macierzy wielomianowej
nad cialem liczb wymiernych 2

—~2e —32+4%* 24%2-23-21* -2
@ A:=| o A —22=2+2° o
0 0 —34+4343 0

gdzie — jak poprzednio — e jest wiclpmianem jedynkowym, o — wielomianem zero-
wym, 4:=(0,1,0,0,...) i A°=e. Z uwagi na minor pierwszego stopnia det,[—2e]= —2e
mamy d,:=e. Nastgpnie z uwagi na minor drugiego stopnia

" ~2e —3i+44?
(i) detz[ O" 1 ]=~—2A

moZemy spodziewaé si¢, ze d,:=A. Sprawdzamy, Ze — istotnie — wielomian moniczny
A jest wspGlnym dzielnikiem wszystkich minoréw drugiego stopnia macierzy 4, wobec
czego z uwagi na (ii) jest najwigkszym wspélnym monicznym dzielnikiem tych minoréw.
Wreszcie macierz wielomianowa 4 ma dwa niezerowe minory trzeciego stopnia, a mia-
nowicie

[—2¢ —3A+4% 24%—23-1%]

det;| o A =14+ 1%[=60%(e—1?),
[ o 0 —-32+324%|
[=324+4% 22—13-1* —21]

det, A ~2=P+2° o |=623—-1?),
| o L =34+34° o |

wobec czego dy:=—A%*(e—A%). Na mocy wzoru (VIL.42) otrzymujemy
(iif) - ii=e, =4, iy=—i+1° W

Nazwe wiclomianéw niezmienniczych thumaczy nastgpujace twierdzenie.
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(VIL.44) TWIERDZENIE. Macierze wielomianowe Ay, .1, Bpnm € H[P[F]1] nad cialem
z transpozycja F réwnowazne w wymiarze [m, n] majq te same wielomiany niezmiennicze.
Dowdéd. Z réwnowazno$ci macierzy wielomianowych 4 i B wynika istnienie takich
macierzy wielomianowych macierzowo nieosobliwych My, Ny € 4 [P[F]] pierwszej
w m-tym, a drugiej w n-tym stopniu, 2e B= MAN. Przyjmijmy, Ze Qy,, .;:=MA. Na mocy
twierdzenia (HI.112) dla‘dowolnego minora j-tego stopnia macierzy B mamy

B(ki, ...,kj)= 5 Q(kl,‘..,kj)N Bus s B\
11:""zj lspi<...<fj=n Bls---sﬁj Ila'--a!‘j
= Z . Z M(kl,...,kj)A(ml,..., aJ)N(ﬁI,..., J)'
lshi<..<fljsn lsm<...<ujsm al’"jaaj )815 -"!ﬁj I.T.s---slj

Z tego wzoru wynika, Ze najwigkszy wspdlny moniczny dzielnik wszystkich minoréw
Jj-tego stopnia macierzy wielomianowej 4 jest wspolnym monicznym dzielnikiem wszyst-
kich minoréw j-tego stopnia macierzy wiclomianowej B. Ale masierze wielomianowe
A i B mozna zamieni¢ rolami, wobec czego najwiekszy wspolny moniczny dzielnik jednej
z nich jest najwigkszym wspdélnym monicznym dzielnikiem drugiej i na mocy twierdzenia

(I1.87) macierze wielomianowe 4 i B maja te same wielomiany d, ..., d., a na mocy
(VIL42) te same wielomiany niezmiennicze iy, ...,7. M

(VIL45) DEFINICIA. Formq kanonicznq Smitha macierzy wielomianowej A, ,; nad cia-
fem z transpozycja & nazywamy macierz

(VIL46) S:=diag(iy, """, 1)),

gdzie r jest rzedem, a iy, ..., i, sa wielomianami niezmienniczymi macierzy wiclomiano-
wej A uporzadkowanymi zgodnie ze wzorem (VIL42). M

(V11.47) TWIERDZENIE. PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACJI MACIERZY WIE-
LOMIANOWYCH. Kaida macierz wielomianowa Ay, ,, nad cialem z transpozycjq & jest réwno-
wazna w wymiarze [m, n] dokladnie jednej kanonicznej macierzy diagonalnej, a mianowicie
swojej formie kanonicznej Smitha.

Dowdd. Dla kazdej kanonicznej macierzy diagonalnej (VII.36) nad cialem & mamy
~wielomiany d;=t, ... t; dla j=1,...,r, wobec czego na mocy (VIL.42) wielomianami
niezmienniczymi tej macierzy sa t,, ..., f,. Na mocy twierdzenia (VIL.40) i (VIL.44) mamy
ij=t; dla j=1, ..., r, gdzie i, ..., i, sa wiclomianami niezmienniczymi macierzy wielo-
mianowej A. Ze wzgledu na jednoznaczno$¢ wielomianéw niezmienniczych iy, ..., %,
i twierdzenie (VIL40) otrzymujemy stad teze. M
(VIL48) PRrzYKELAD. Zilustrujemy twierdzenie (VIL47) na macierzy wielomianowej A
z przykladu (VIL.43). Na mocy (iii) jej forma kanoniczna Smitha jest macierz wielomia-
nowa
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Sprawdzamy rachunkiem, Ze jest

—2¢ —=3A+A% 22-*-2* -2
' g 112 14
(iv) Iy A=S- s :

e

co oznacza, Ze macierze wielomianowe A i S s3 réwnowazne w wymiarze [3,4]. W

Zauwazmy, Ze dla znalezienia formy kanonicznej Smitha danej macierzy wielomiano-
wej App, Dad cialem z transpozycja & mozna zamiast wzoréw (VIL.42), w ktérych kio-
potliwe jest obliczanie wielomianéw d,, ..., d., zastosowaé postgpowanie analogiczne
do uzytego w przykladzie (V.186).

(VIL49) PrzYkiaAD. Znajdzmy forme kanoniczng Smitha'dla macierzy wielomianowej
Aps 47 z przykiadu (VIL43) postugujac si¢ algorytmem analogicznym do uzytego w przy-
ktadzie (V.186). Rozpoczynamy zatem obliczenia od trzech macierzy I3y, Aps a4y, fagt

g - —2¢ —3A+A% 2P-A3—1* -2 ¢ .
e |, 0 A ==+ o |,
e 0 0 —314+313 o & .

Od czwartej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemr kolumng pierwszq pomno-
Zong przez 4, a nastgpnie pierwszg kolumng¢ mnozymy przez —le:

e e —3)+A% 22— 13-4 —3e —4
e |, 2 =2=2435], ¢
e —3] 1318 € .

Do pierwszego wiersza macierzy pierwszej i drugiej dodajemy drugi pomnoZony przez
3e—A:

e 3e—A e —A*—33 43345 ~%e =4
e : A — 7R RF g , .
e
e

—34+343
Do pierwszego wiersza macierzy pierwszej i drugiej dodajemy trzeci pomnoZony przez
"‘/12: . Y

- e3e—A -4 [e —i2—18 e A |
/ 'e . l ____'12_13_!_15 , e
e —32+343 €
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i

Trzeci wiersz macierzy pierwszej i drugiej mnozymy przez i:

e 3e—A —A2 e =126 —3e =A
e , A —22=24251, €
te — 423 £ .

Do trzeciej kolumny macierzy drugiej i trzeciej dodajemy pierwsza pomnoZona przez
J245, a nastegpnie drugg pomnozona przez 1+ A%—Ai* Otrzymujemy

e 3e—1 —2%] e ' —te —-34° -2
M:=| e S:=| 1 N:= 8 0 +4—4t
e ' Itk 2 .

Sprawdzamy, Ze MAN=S, co oznacza, Ze macierze wielomianowe 4 i S sq réwnowazne
w wymiarze [3, 4]. Macierz S spetnia warunki (VIL.37), (VIL.38) i (VIL.39), wobec czego
na mocy twierdzenia (VIL47) jest forma lcanonic;nz{ Smitha dla macierzy 4. W c

(VIL.50) TWIERDZENIE. Macierze wielomianowe Ap, , 1 B[,,,,,;] nad cialem z transpozycig
F sq rownowazne w wymiarze [m,n) wiedy i tylko wtedy, gdy majq wspding forme kano-
niczng Smitha. . :

Dowdd. Jezeli macierze wielomianowe 4 i B sa réwnowazne w wymiarze [m, n],
to na mocy twierdzenia (VIL.47) ich formy kanoniczne Smitha sq tez rownowazne w wy-
miarze [m, n]. Poniewaz dla kazdej z macierzy wielomianowych 4 i B obie s3 formami
kanonicznymi Smitha, wigc na mocy twierdzenia (VII.47) sg identyczne.

Jezeli — odwrotnie — macierze wielomianowe 4 i B maja wspolng forme kanoniczng
Smitha, to na mocy twierdzenia (VIL47) obie sa jej réwnowaZne w wymiarze [m,n],
wobec czego sg migdzy soba réwnowazne w wymiarze [m,n]. B
(VIL:51) TwierDZENIE, W formie kanonicznej Smitha (V11.46) kazdy wielomian niezmienni-
czy i; (j=2, ..., r) jest podzielny przez wielomian niezmienniczy i;_,.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (VIL.47) forma kanoniczna Smitha jest kanoniczna
macierza diagonalna, wobec czego teza wynika z (VIL39). W

(VI1.52) TWIEBRDZENIE. Jezeli

: (k (k (k
| RPN BT T O |
sq wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej AS) (m €M, k=1, ..., s) nad
cialem z transpozycja F i kazdy z wielomianow i), ..., i% (k=2, ...,s) jest podzielny
przez kaidy z wielomianéw if,',‘k__l,), ...,if.ijf), to wielomianami niezmienniczymi macierzy
wielomianowej _
N s e (d) ®
Apyy 4oty =diag (Apyy, oo A
5q

(1 e | = o (1 1 ; +(5)
) LR RN L KPS| RS LIS (LU | S | RN
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Dowdd. Na mocy twierdzen (VILA4T) i (V.155) jest
Aﬁ diag(SE;l)],... [ﬂJ) D n:=ﬁ1+...+ns,
[n, n]

gdzie S jest forma kanoniczna Smitha macierzy wielomianowej Afn; (k=1, ..., s).

" Istnieje taka macierz permutacyjna P, Ze w macierzy wielomianowej S:=P~*DP pierwszy-
mi (ry+...+7r) wyrazami diagonalnymi sa wielomiany (v). Poniewaz macierze wielo-
mianowe Si D s réwnowazne w wymiarze [n, n], wigc réwniez macierze 4 i S sa réwno-
wazne w wymiarze [n, n]. Poniewaz macierz wielomianowa S spetnia warunki (VII.37),
(VIL.38) i (VI1.39), wiec na mocy twierdzenia (VIL.47) jest forma kanomcznac Smltha ma-
cierzy wiclomianowej 4. Stad wynika teza.

(VILS3) TwWIBRDZENIE. Macierze Ay, i B,y nad cialem z transpozycjq & sq podobne w n-
-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy macierze wielomianowe AA°—1Iyy A i BA®— I,y A
majq wspéing forme kanoniczng Smitha (A=(0, 1, 0,0, ...), 4=, 0, 0, ...)).

Dowdéd wynika z twierdzen (VIL33) i (VIL50). W

(VIL.54) TWwIBRDZENIE. Dla kazdej macierzy A, nad cialem z transpozycjaq F suma stopni
wielomianéw niezmienniczych macierzy wielomianowej AA°~1I, A (A4:=(0,1, 0,0, ..),
A%=(1l, 0, 0, ...)) jest réwna n.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (VII.47) istniejg takie macierze wielomianowe M, -
i Ny, macierzowo nieosobliwe w n-tym stopniu, Ze

M(AAO_j["]A)=diag(i1, sy in)-N3

gdzie iy, ..., i, 3 wielomianami niezmienniczymi macierzy wielomianowej AAY—1I;,, 4,
ktérej rzad jest réwny n. Na mocy twierdzenia (IIL.113) oraz definicji (VII.28)

(=1)"-det, M- x,=i,...i,det, N

Z nieosobliwosci macierzy wielomianowych M i N wynika, ze det, M i det, N sa wielo-
mianami odwracalnymi, a zatem wielomianami stopnia zerowego. Wielomian y, jest
stopnia n. Zatem z ostatniej réwnoéci na mocy twierdzenia (I1.25) otrzymujemy teze. B

]

‘§ VILS. Dzielniki elementarne macierzy wiclomianowej

(VILSS5) Dermcia. Dzielnikiem elementarnym macierzy wielomianowej Ap,,; nad cia-

fem z transpozycja # nazywamy kazdy moniczny czynnik elementarny jej w1elom1anow
niezmienniczych. B

(VIL56) DerINICIA. Ukladem dzielnikéw elementarnych macierzy wielomianowej Apm
nad cialem z transpozycja & nazywamy zbidér wszystkich par (u;, vi), j=1, ..., p, gdzie
His ooos My 53 TOZDYMI dzielnikami elementarnymi macierzy wielomianowej 4, a v; jest
liczbg naturalng pokazujgca, w ilu wielomianach niezmienniczych macierzy wielomia-
nowej A wystepuje czynnik elementarny 4. M
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