Rozdzial VI

Macierze funkcyjne

§ VL1. PierScienie i moduly funkcyjne -

(VL1) DErNICIA. Pierscieniem fimkcyjnym ze zbioru X w pierscien z jedynkq

(i) o=, +,',—-,0,1)

albo po prostu pierscieniem funkcyjnyrﬁ nazywamy kazdy pierécien 1_1ad pierécieniem of
postaci

(ii) V=B, +,',-,0,1),

gdzie B jest zbiorem funkcji z X w (1), a operacje +, *, —, 0, 153 okreslone dla dowol-
nych f, g € B przez operacje pierfcienia (i) wzorami:

(VL.2) ' (f+9(x):=f(x)+g(x),

(VL3 " (V9 (x):=1(x)"9(x),

(VL4) - (=N x):=—f(x),
(VL5) o f=0:4 1 (x)=0,

(VL.6) : f=lef(x)=1,

a w przypadku pier§cieni z transpozycja ponadtol

(VL) N@:=f),

(VIL.8) UNE:=(f®). =

Nalezy odrézniaé operacje pierécienia (i) od operacji pierscienia (i). W pierscieniu (ii)
operacje +, -, —, 0,1 s3g dokonywane na funkcjach ze zbioru 8B, a w pierscieniyp (i) na ele-
mentach zbioru 2, a wiec migdzy innymi na wartoéciach funkeji z pierscienig (ii). Scisle

() W przypadku zbioru i rmary dodatniej dopuszeza sig tu funkcje okregloné nie dla kazdes".
x € X, ale prawie wszedzie w X, tzn., poza zblorcl;n miary zero.
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biorac, powinnismy operacje w (ii) oznacza¢ inaczej niz operacje w. (i). Zwyczajowo uzy-
wamy jednak tych samych symboli, rozpoznajac z kontekstu, czy mamy do czynienia z ope-
racjami pierécienia (i), czy (ii). \

Nalezy réwniez odrozniac zdania f=0 i f(x)=0. Zgodnie z (VI.5) pierwsze z tych
zdan jest rownowaizne zdaniu :

A\ f(x)=0,

xe¥
podczas gdy drugic oznacza, ze

V f(x)=0.

. xXeX
i uzywamy go tylko dla wyraZenia faktu, ze dla jakiego§ wybranego x wartoécia funkcji f
jest zero. Zauwazmy przy tym, Ze w zdaniu f=0 symbol 0 oznacza ¥ -zero, a w zdaniu
/(x¥)=0 symbol O oznacza o/-zero. Analogicznie, zdanie f#0 oznacza, Ze f(x)z0, co nie
wyklucza mozliwosci, ze dla pewnego wybranego x jest f(x)=0. Jezeli chcemy wyrazié
fakt, ze funkcja f'dla zadnego x nie przyjmuje wartosci zero, to korzystamy z zapisu '

(VL9) A f(x)#0.

! - xe¥x
(Vi.10) DerNicia. Funkcje f z pierdcienia (ii) nazywamy niezerowq albo nieréwng toz-
samosciowo zeru wtedy i tylko wtedy, gdy /0, czyli f(x)s0, natomiast nier6wna zeru
lub r62na od zera wtedy i tylko wtedy, gdy jest (VL.9). ®
Zgodnie z definicjami (VI.1) i (I.192) w' pierscieniu (i) jest okreslone lewostronne
i prawostronne mnozenie przez elementy pierécienia (i), speiniajace warunki (I1.193), ...

.., (1.204), a dla pierScieni z transpozycja ponadto (1.205), ..., (1.208). Wobec tego dla
pierécienia (ii) sa réwniez wazne wzory (1.210), ..., (1.216).

.(VLI.11) PrzyxtrAD. Pierdcieni funkcji wielomianowych ze zbioru wszystkich liczb rzeczy-
wistych R w ciato liczb rzeczywistych & jest piercieniem funkcyjnym. I

(VI.12) DgerNICIA. Cialem funkeyjnym ze zbioru X w cialo & albo po prostu cialem funk-
cyjnym nazywamy kazdy pierécien funkcyjny ze zbioru X w cialo & bedacy ciatem.. W

(VL.13) PRZYKEAD. Zbiér funkeji wymiernych postaci p/q, ¢#0, gdzie p i g sa funkcjami
wielomianowymi z R w £, tworzy ciatp'funkcyjne z R w A, natomiast pierécien funkcyjny
z przyktadu (VI.11) nie jest cialem funkcyjnym. M

(VI.14) DEFINICIA. Modulem funkcyjnym ze zbioru X w pierscien z jedynkq (i) albo po pro-
stu modulem funkcyjnym nazywamy kazdy modut nad pierscieniem (i) postaci

(l.ll) ff:=(5,+,*—-,0,ﬂ,‘),

gdzie § jest zbiorem funkcji z X w U, a operacje I+, —, 0 sg okre$lone wzorami (VL.2),
(V1.4), (VL.5), natomiast operacja + dla dowolnej funkcji fe$ i dowolnego elementu
a € s/ wzorem '

(VL1s) @)@=a @ m

(VI.16) DEFINICIA. Funkcyjng przestrzeniq liniowq ze zbioru X w cialo # nazywamy kazdy
modut funkcyjnyz Xw#. W
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(VI.17) PrzyYKLAD. Zbiér funkcji wielomianowych ze zbioru liczb rzeczywistych ®
w ciato liczb rzeczywistych # tworzy funkcyjng przestrzen liniowgz Rw#. B

Zauwazmy, ze kazdy pierScieni funkcyjny (i) mozna traktowa¢ jako modut (jii). Wobec
tego mozemy mowié o liniowej zaleznoéci lub niezaleznosci funkcji z pierScienia (ii) jako
potwektoréw z modutu (iii).

(VI.18) TWIERDZENIE. Funkcje fy, ..., f, z pierScienia (ii) nad pierscieniem calkowitym (i)
sq liniowo niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie x,, ..., x, € X, Ze

fi(m) e FilED)
det,

jl'l(xn) LoC f;t(xn)

Dowd6d. Wykazemy najpierw przez indukcje konieczno$é warunku (VI.19). ' przy-
padku n=1 pojedyncza funkcja f; jest liniowo niezalezna wtedy i tylko wtedy, gdy f;(x)z£0, '
tzn. gdy istnieje takie x, € X, ze f;(x,)#0, czyli jest spelniony warunek (VI.19). Zat6zmy
teraz, ze warunek ten jest spelniony dla n=Fk, natomiast nie jest spelniony dla liniowo nie-
zaleznych funkcji £}, ..., fi+1 1 R=Kk+1, tzn. e istniejg takie x,, ..., %, € ¥, Ze

Sfilxg) oo filxy)
(VL.20) detz | R #0,
! filx) o fil)

Ji(xg) - fillx) Srra(q)
Sl hnt) F) e SO0 s |~
Six) o fil(x) S r(%)

Rozwijajac wyznacznik (VI.21) wzgledem ostatniego wiersza, stwierdziliby$my na mocy
(VL.20), ze funkcje fi, ..., fy+1 sa liniowo zaleine, wbrew zaltozeniu. Jezeli zatem warunek
(VI.19) jest konieczny dla n=k, to jest réwniez konieczny dla n=Kk-+1, Wymka stagd ko-
niéczno$¢ warunku (VI1.19) dia kazdego n e N.

Wykazemy teraz, Ze warunek (VI.19) jest wystarczajacy. Niech a;, ..., a,€ & beda

dowolnymi takimi elementami, ze a,*fi(X)+...+a, f,(x)=0. Podstaw:ajqc tu kolejno
X=Xj,..., X, Otrzymujemy

(VL.19)

(iv) _il a7 f;(x)=0 dla k=1,

Niech teraz _
|:‘hj| [fl(xl) v Ju(%4)
Arml e, Misls o oo o3 e
ay fi(x) f,.(xn)
‘Wtedy réwnosci (1v) sa réwnowazne réwnosci
) : ' MA=0.

Ale na inocy (VI.19) macierz M jest quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu i istnieje taka jej
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quasi-odwrotno$¢ n-tego stopnia N i taki element uesd, u#0, 26 MN=NM = pthny-
Mnozac zatem réwno$é (v) lewostronnie przez macierz N, otrzymujemy ud=0, a stad
A=0, czyli a,=...=a,=0. Oznacza to, Ze funkcje f;, ..., f, sa liniowo niczalezne. M.

(V1.22) PrzykiAD. Funkcje f1, f3, f3: R »Z okreslone wzorami:

fix):=1,  fx):=e", fix):=e™*

sa liniowo niezalezne, poniewaz

.
(=1 fo(=1) f3(=1) ‘ S
det;| f1(0) f2(0) f3(0) |=det;|1 1 |1 =ez—2e+—'~—-—59&0, |
A L) SO { © ¢
1 e .

§ VI.2. Funkcje pélwektorowe

(V1.23) DEFINICIA. Funkcjq polwektorowq ze zbioru ¥ w modul # albo po prostu funkcjq
pdlwektorowq nazywamy kazda funkcje ¢: % + J{ [ ]

(V1.24) DERINICIA. Modulem funkcyjnym ze zbrom X W modul # albo po prostu modu-
lem funkcyjnym pdiwektorowym nazywamy kazdy modut postaci

(VI-25) . g::((gg + ,_-' s © ,V,')s
gdzie
(VI.26) V:i=(8,+,,—-,0,1)

jest pier$cieniem fu_nkcyjnym ze zbioru X w piericien z jedynka
(V1.27) ' A=, +,°, =,0,1),

® jest zbiorem funkcji pétwektorowych ze zbioru ¥ w modut
(VI1.28) Hi=(H,+,—50,%,),

operacje +, —, o modutu (VI.25) sa okre$lone analogicznie do (VI.2), (V1.4) i (VL5)
przez operacje modutu (VL.28), a operacja + w (V1.25) jest mnozeniem funkcji péiwekto-
rowych z ® przez funkcje z ¥, okre§lonym analogicznie do (VL3). M

(VL.29) DerNiciA. Funkcje potwektorowa ¢ z modulu (VI.25) nazywamy niezerowq
albo nieréwnq tozsamosciowo zeru wtedy i tylko wtedy, gdy ¢# o, czyli p(x)7o0, a nieréwna
zeru lub rézng od zera wtedy i tylko wtedy, gdy

(V1.30) A e(x)#0. B

xeX
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(VI.31) DEFINICIA. Funkcjq wektorowq ze zbioru X w przestrzeri liniowq £ albo po prosty
funkcjq wektorowq nazywamy kazda funkcje pétwektorowa z ¥ w.22. %

(V1.32) DERINICIA. Modulem funkcyjnym ze zbioru X w przestrzei liniowg & alb:}-ga
prostu modulem funkcyjnym wektorowym mnazywamy kazdy modut (VI.25), w ktérym
# =% jest przestrzenig liniowa. W

(VI.33) DeErNICIA. Modulem funkcyjnym ze' zbioru X w modul ciqgowy n-tego stopnia
& albo po prostu modulem funkcyjnym ciggowym n-tego stopnia nazywamy kazdy moduyt
(V1.25), w ktorym # =% jest modulem ciggowym n-tego stopnia. WM

Zauwazmy, Ze w kazdym module funkcyjnym ciagowym n-tego stopnia (VI.25) wzér
(VI1.28) przyjmuje postac: 5

(V1.34) Hi=U, +,-,0,4,), o

-a zbior G jest utworzony z takich funkcji potwektorowych postaci a: X -3¢, ktére kazde-
mu elementowi x € ¥ przyporzadkowuja ciag a(x):=(a,(x), ..., a,(x)) z modutu . Je-
zeli dla kazdej takiej funkcji pétwektorowej a e ® jest a,, ..., @,€ ¥, to mozZna przyjaé,
e . .

(VI1.35) G=2",
* a modut (VI.25) traktowa¢ jako modut ciggowy n-tego stopnia
g:(m", +,"‘;0,'V,')-

{(VL36) PrzYKLAD. Niech ¥~ bedzie piericieniem funkcyjnym utworzonym przez WSZyst-
kie funkcje wielomianowe postaci a: R HR, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych.
Niech # bedzie modutem ciggowym n-tego stopnia nad cialem £, tzn. modulem utworzo-
ym przez wszystkie ciagi postaci (a, ..., a,), gdzie a,, ..., a, sa dowolnymi liczbami
rzeczywistymi. Zgodnie z (VL.25), ..., (V1.28) i (VL.34) przyjniujemy zatem, ze X=%W,
UA=R, o =A. Jezeli G jest zbiorem takich. funkcji wektorowych a, ktére kazdej liczbie
rzeczywistej x przyporzadkowuja warto§é ciggu wielomianéw (4, ..., a,) nad cialem &
w punkceie x, to kazda taka funkcje a e ® mozna utozsamié z ciagiem funkcji wielomia-
nowych (a;(x), .. .» 4x(X)), czyli przyja¢ (VL35). A oto przyklady takich funkcji wekto-
rowych z G dla n=3:

a(x):=(x*, mx-+4/2,2x%, b(x);=(2, x—x*, —x*). MW

Z definicji (IV.51) wynika definicja nastqpi:jaca. '

(VL.37) Dermicia. Funkcje pétwektorowe ¢y, ..., ¢, z modutu (V1.25) nazywamy -
niowo zaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie funkc_}e Ay, ..., G €V, 26

k

(VL38) - _ 2 a(x) qoj(x) oA "{I\/ a(x)#0. m

Tak okreslona liniowa zaleZnoéé funkcji pétwektorowych g, ..., @, nie wystarcza.
dla pézniejszych zastosowan. Wprowadzamy jeszcze dwie dodatkowe definicje.
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(VL.39) DEFINICJA. Fun.cje pélwaktqrowe Prs .y @ 2 modulu (VI.25) nazywamy silnie
liniowo zaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie funkcje a,, ...,a,e¥, Ze
k

(VL40) T a) a@=oa AV a®#0. W

Jj= xeXref{l, .., k}

(VL.41) DerFNICIA. Funkcje potwektorowe ¢, , ..., ¢, z modubu (VI.25) nazywamy sfabo
liniowo zaleznymi wtedy. i tylko wtedy, gdy lStHECJq taklc funkcje ay, ..., a, € ¥ i taki

element x, € X, Ze
k

(Vi42) Y. aixe): oi(x0)=0A \/ alx)#0. W

j=1 re{l,..,k}
Z powyzszych definicji wynika, Ze jezeli funkcje polwektorowe ¢, ..., @, sa silnie
liniowo zaleZne, to sa liniowo zalezne, a jezeli sq liniowo zaleZne, to sg slabo liniowo za-
lezne.

(V1.43)  PRZYKLAD. Niech ¢ bedzie modutem funkcyjnym z przykiadu (VI.36) i niech
@1(x):=(1, %, x%), - pa(x):=(1+x,1+x%, 1+x°),
pa()i=(—14+x%, —x2+x, x—x?—x°+x¥).
Funkcje péiwektorowe ¢,, ¢,, @5 s3 silnie liniowo zaleZzne, poniewaz
(i) (14)" 9y() =%+ ;(3)+1+ p3(x)=(0, 0, ) =o.
Natomiast funkcje pétwektorowe ¢, i ¢ nie sa nawet liniowo zalezne, poniewaz dla do-
wolnych funkcji wwlomlanowych a,,a, ¥ z réwnosci
(ii) a,(x)-(1,x, x2)+a2(x) (L+x, 14+2%,14+%7)= (0 0,0)
wynika, zZe
a;(x)+(1+x) a,(x)=0,
(iii) X ay(x)+(1+x%) ax(x)=0,
x? @ (x)+(1+x) a5(x)=0.
Odejmujac od drugiej toZzsamosci pierwsza pomnozong przez x, otrzymujemy
(1—x)a,(x)=0.
Jedyna funkcja wielomianowg, ktora t¢ tozsamo$¢ speinia, jest a,(x)=0. Wobec tego
na moey pierwszej tozsamos$ci (iii) jest roéwniez a,(x)=0.
Natomiast funkcje pétwektorowe ¢, , ¢, sa stabo liniowo zalezne, gdyz dla a,(x):=2
i a)(x):=~—1 oraz dla x=1 otrzymujemy z (ii) 2-(1, I, 1)—1-(2,2,2)=(0,0,0). M

(VL44) DerNiciA. Funkcje pélwektorowe ¢y, ..., ¢ z modutu (VL25) nazywamy li-
niowo niezaleznymi, gdy nie sac liniowo zaleZne, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy dlaa,, ..., ax €

ey
k

(V1.45) Y a@re@=0=> A a®=0. =

Jj=1 - Jefl, .., k}

14 Wektory 1 macierze t. I
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(V1.46) DEeriNICcIA. Funkcje pétwektorowe ¢, ..., ¢, z modutu (V1.25) nazywamy silnie
liniowo niezaleznymi, gdy nie sa stabo liniowo zalezne, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych a,, ...,q € i dla kazdego xe X ’

- k : _
(V1.47) Y oa(x) ex)=0= A ax=0. W ;
j=1 Je{t, . k) :

(V1.48) DeriNICIA. Funkcje pétwektorowe @1y ..r o z moduhu (VI.25) nazywamy slabo
liniowo niezaleinymi, gdy nie sg silnie liniowo zalezne, tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych ay, ...,a, ¥

k

(V1.49) Y, a0 gi=0=\V A afx)=0. W

j=1 xeX je{l,.., k}

Z powyzszych definicji wynika, Ze jezeli funkcje polwektorowe ¢, ..., @ sa silnie
liniowo niezalezne, to sg liniowo niezalezne, a jezeli sa liniowo niezalezne, to sa stabo
liniowo niezalezne.

(VL50) Przykiap. Funkcje potwektorowe ¢y i ¢, z przykiadu (VI.43) sa liniowo nie-
zaleZzne, ale nie sa silnie liniowo niezalezne. Natomiast w tym samym module funkcje
pélwektorowe :
vi(x):=(1,0,%),  wa(x):=(1+x,1+x% 14+x%),  w3(x):=(0,0, 1+x%
sg silnie liniowo niezalezne, poniewaz dla dowolnych funkcji wielomianowych a 1s Oz, A3 €
€¥" i dla dowolnej liczby rzeczywistej x € R z réwnoéci
ay(3) (1,0, )+ a,(0)- (1+x, 1+x?, 14x)+a3(x)* (0, 0, 1+x*)=(0, 0, 0)
wynika, Ze
a;(x)+(1+x)" ay(x)=0,
_ (1+x%) ay(x)=0,
% ay(x)+(1+x%) *a(x) +(1+x%) - a5(x)=0,

i z drugiego z tych réwnan otrzymujemy az(x)=0,' nastgpnie z pierwszego a,(x)=0, a na
koniec z trzeciego a;(x)=0. M

. (VI.51) TwiErRDZENIR. Ciggi funkcji (9$V, ..., ¢!"), ..., (@, ..., o®) wzietych z pierscie-

nia funkcyjnego (V1.26) przy zalozeniu, ze pierscien. (V1.27) jest calkowity, traktowane —
zgodnie z (V1.35) — jako funkcje pdlwektorowe z modulu funkcyjnego (V1.25), sq silnie
liniowo niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x e X, macierz

: ) ... pi(x)
(-VI‘SZ) M[k'"1:= ...........
- o) ... oP(x)

Jest wierszowo pelnego rzedu k, a slabo liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
takie x € X, ze macierz (V1.52) jest wierszowo pelnego rzedu k.
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Dowdd. Jezeli wymienione ciagi funkeji sg silnie liniowo niezalezne, to z defimicji
(V1.46) wynika, ze dla dowolnych funkcji a;,...,a,€ %" i dla kazdego xe X

k
jgl aj{x) ‘ (tp(lj](x) 3 ewn'y @ij)(x))z (0) LICCH: | 0) = . {1/\ " aj(X)=0,
czyli : '

@iv) [a1(x) ... a(x)]* M=0 = [a,(x) ... ax(x)]=O .

Gdyby macierz M dla jakiego§ x e X nie byla wierszowo pelnego 1z¢du k, wtedy na mocy
twierdzenia (1V.63) jej wiersze bylyby liniowo zaleZne, tzn. istnialyby takie elementy c,, ... '
..., 0, € &7, 7 ktorych co najmniej jeden, powiedzmy c¢,, nie bylby zerem, Ze
(v) - [cy...q]* M=0 Ac,#0.
W pierscieniu (VI.26) jest jedynka, ktéra jest funkcja tozsamo$ciowo réwna of-jedynce.
Poniewaz (V1.26) jest pierécieniem nad pierécieniem &, wiec jest w nim okreslone mno-
Zenie przez elemerty pierécienia «¢. W takim razie z istnienia ¥ -jedynki wynika istnienie
w pierscieniu ¥ funkeji tozsamosciowo réwnych ¢y, ..., ¢, i wobec tego (v) byloby sprzeczne
z (iv). Wynika stad, Ze dla kazdego x e X macierz (VI.52) jest wierszowo pelnego rzedu k.
Jezeli — odwrotnie — dla kazdego x € ¥ macierz (VI1.52) jest wierszowo pelnego rz¢du
k, to dla kazdego x e X mozna z jej kolumn utworzyé macierz Ny, pelnego rzgdu k, a za-
tem quasi-nicosobliwg w k-tym stopniu i dla dowolnych funkcji ay, ..., 4, €% mamy

(i) [ay(x)... 3(x)]- N=0=[a,(x) ... a(x)]* NNpy; =0,

gdzie N jest quasi-odwrotno$cia k-tego stopnia macierzy N, tzn. istnieje taki element
ve o, v#0, z& NNj,=Npy N=vI;. Wobec tego na mocy (vi)

[a1(x) ... ()] N=0 = [a((x) ... ()] V=0 = [a4(x) ... a(x)]= O,
a stad wynika (iv), czyli ciagi (@5, ..., o), ..., @, ..., o) sa wtedy silnie liniowo

niezaleZne. :
Dowdéd w przypadku ciagéw stabo liniowo niezaleznych jest analogiczny. M

~ (VL53) TWIERDZENIE. Ciqgi funkcji (957, ., 05), ..., @37, ..., @3") wzietych z pierscie-

nia funkcyjnego (V1.26) przy zaloZeniu, ze piersciern (V1.27) jest calkowity, traktowane —

zgodnie z (V1.35) — jako funkcje polwektorowe z modulu funkcyjnego (V1.25), sq silnie

liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

: [00(x) ... 93 ()]

(V1.54) AN - DR .1#0,
e [oPx) ... #P(x)]

a sfabo liniowo niezaleine wiedy i tylko wtedy, gdy
[P . oG
(VI.55) LY TN R #£0.

e ] o) .. g,

'Dowéd wynika z twierdzenia poprzedniego dla k=n. W

14*
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(Vi.56) PrzykrLAD. Funkcje pétwektorowe vy, w,, ws z przyktadu (VI.50) sa silnie
liniowo niezalezne, poniewaz

1 0 x
A detyf 14x 14x% 1+x° [=(1+x*)(1+x9)#0.
ks 0 0  t4x*

- Funkcje polwektorowe ¢, i @, z przyktadu (VI 43) sa stabo liniowo mezaleine, a nie sg
silnie liniowo niezalezne, poniewaz macierz

1 x x2
1+x 14x% 1+x°

dla x=0 jest wierszowo pelnego rzedu 2, natomiast dla x=1 jest rz¢du 1, a wigc nie jest
wierszowo pelnego rzedu 2. W

Jak widaé z przykladéw (V1.43) i (VI.56) te same funkcje péMektoréwe mogg byé
jednoczeénie stabo liniowo zalezne i stabo liniowo niezalezne. '

(V1.57) TwIBrRDZENIE. Ciggi funkcji (05, ..., o), ... (@, ..., o{™), wzietych z piericie-
nia funkcyjnego (V1.26) przy zaloZeniu, Ze pierscien (VI.Z?) _;esr calkow:ty, traktowane —
zgodnie z (V1.35) — jako funkcje pélwektorowe z modulu funkcyjnego (VL.25), sq silnie
liniowo zaleine wtedy i tylko wtedy, gdy

pi(x) ... 9’“)(35) '
(V1.58) dete ). .. =0,
o) - (')(x)
a slabo liniowo zaleine wtedy i tylko wtedy, gdy

o) ... o (x)
(VL59) Ndetels v v m s s s o n =0,
) . o)
Dowéd wynika z twierdzenia (VI.51) dia k=n. H

(VL60). PrzykiaDp. Funkcje potwektorowe ®1, P2, @3 z przykladu (VL 43) s silnie li-
niowo zaleZne, poniewaz

1 55 S
dety| 14+x  14x? 1+x3 =0. m
—14x? ~x*4+x® x—x?—x3+x*

§ VL3. Funkcje macierzowe i macierze funkcyjne

(VL61) DEFINICIA. Funkcjq macierzowq ze zbioru X w p:'er;fc:'eri macierzowy M [s4] albo
po prostu funkcjq macierzowq nazywamy kazda funkcje f: X #[of]. MW
Zgodnie z definicja (VI.14) modulem funkcyjnym macierzowym nazywamy kazdy
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modut funkcyjny z dowolnego zbioru X w pier$cien macierzowy 4 [/], tzn. kazdy modut
H:=($,+,—,0, 4[], |

gdzie $ jest zbiorem funkcji macierzowych z ¥ w # [/], operacje +, —, 0 s3 okre§lone
wzorami (V1.2), (VI.4) i (VL.5), a - jest mnoZeniem funkcji macierzowych ze zbioru $
przez macierze z pierscienia . [o/]. Tego rodzaju moduly funkcyjne macierzowe maja
znaczenie praktyczne, pomimo Ze samo pojecie funkcji macierzowej jest podstawowe
miedzy innymi w analizie macierzowej. W algebrze macierzowej wigksze znaczenie ma
pokrewne pojecie macierzy funkcyjnej, ktére obecnie wprowadzimy.

(VL1.62) DEFINICIA. Macierzq fuﬁkc_jy'nq nazywamy kazda macierz nad dowolnym pier-
écieniem funkcyjnym z transpozycja. M
(V1.63) DEFINICIA. PierScieniem macierzowym funkcyjnym #[¥"] nazywamy kazdy
piericien macierzowy nad piercieniem funkcyjnym z transpozycja ¥'. W
Zauwazmy, ze kazda macierz funkcyjna mozZna traktowaé jako funkcje macierzows.
Istotnie, niech ¥ bedzie pierScieniem funkcyjnym z transpozycja ze zbioru X w pierscien
z transpozycja &/ i niech . [¥"] bedzie piericieniem macierzowym nad ¥". Wobec tego
kazda macierz M € 4 [¥"] ma postac:

My Mya ...
® M:=|my; my, ...e H[V],

gdzie my, (j, k € N) sa funiccjami o dziedzinie X i przeciwdziedzinie <7, i wobec tego mozna
ja réwniez traktowa¢ jako funkcje macierzowa, ktéra kazdemu x € X przyporzadkowuje
macierz

mn(x)ﬂ;{"u(x)
Gi) M(x):= mzf(x) mZ?(x) .:.e..f{[.rf]. |

Aby — odwrotnie — kazda funkcje macierzowa (ii) mozna bylo traktowac jako macierz
funkeyjna (i), musza byé¢ spelnione warunki zapewniajace istnienie pierscienia funkcyj-
nego z transpozycja ¥ ze zbioru X w pieréciefi z transpozycja &, do ktérego to pierscienia
funkcyjnego nalezatyby funkcje my (j, k € R).

(V1.64) PRZYKLAD. Maciérz rZeczywisty

M(x): E[:3 ﬁic]

mozna traktowaé jako macierz funkcyjng o wyrazach bedacych funkcjami rzeczywistymi
zmiennej rzeczywistej x albo jako funkcje, ktéra kazdej liczbie rzeczywistej x przypo-
rzadkowuje pewna macierz o wyrazach bedacych liczbami rzeczywistymi. W pierwszym
przypadku mamy M e 4 [¥'], gdzie ¥ jest piericieniem utworzonym z funkcji postaci
¢:ReR, w drugim M: ReA[Z2]. W
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(V1.65) DEFINICJA Wartoscig macierzy funkcyjnej M € 4 [“V 1, gdzie ¥~ jest pierécieniem
funkcyjnym z transpozycja ze zbioru ¥ w pierScien z transpozycja &, w punkcie x ¢ X
nazywamy macierz M(x) € # [/], jaka otrzymujemy z macierzy M zast¢pujac jej wyrazy
ich wartosciami w punkcie x, tzn. macierz bedgca wartoscia funkcji macierzowej M w punk-
ciex. W

Warto$¢ macierzy funkcyjnej M w punkcie x € ¥ oznaczamy tak jak warto$¢ odpo-
wiadajacej jej funkcji macierzowej M w punkcie x symbolem M (x). .

Macierz funkcyjna M e #[¥7], dla kiérej istnieje taka macierz Ce A [s/], e .

A M@=C,

xe¥
ornaczamy réwnieZ symbolem C i piszemy M=C albo M(x)=C. Nie prowadzi to do
nieporozumieti, jezeli zawsze okreslimy pierSciei macierzowy, z ktérego macierz pocho-
dzi. Jezeli piszemy C e .4 [«/], to mamy na my§li dowolna macierz z pierécienia macierzo-
' wego % [o4]. Jezeli poiniej piszemy Me # [V ]AM=C lub Ce . #[¥], to mamy na
mysli macierz funkcyjng nad pierécieniem funkcyjnym #”. Tego rodzaju umowa nie jest
zbyt $cista, ale wygodna dla praktyki.
W szczegdlhosci macierz funkceyjna diagonalng, ktorej wyrazy d;agonalne sq funkcja-
mi tozsamosciowo réwnymi 1 oznaczamy symbolem /, a macierz funkcyjna diagonalng
n-tego stopnia, ktorej pierwszych n wyrazow diagonalnych jest funkcjami tozsamosciowo
réwnymi 1, symbolem I;,,.
‘Wyznacznik det, M macierzy funkcyjnej My, e .# [¥’], gdzie ¥ jest pierécieniem
funkcyjnym z transpozycja, jest funkcja z pierscienia ¥~. Wobec tego moze si¢ zdarzyé,
Ze det, M w niektorych punktach przyjmuje warto$é zero, a w innych nie.

(VI1.66) TwieRDZENIE. Macierz funkcyjna My, M [¥°], gdzie ¥ jest pierscieniem fa}:k-
cyjnym z transpozycjq ze zbioru X w pierscien z transpozycjq 54, jest quasi-nieosobliwa w n-
-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy

(VL67) . ' ‘ det, M
nie jest dzielnikiem zera w pierscieniu funkcyjnym ¥, a nieosobliwa w n-tym stopniu wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja pe¥, ze
(VL68) ' det, M (x)* u(x)=p(x) det, M (x)=1.
Dowéd wynika z definicji (VI.GZ) i(II195). MW

(VL.69) Dermvicia. Macierz funkeyjna Mp,; nad pierscieniem funkcyjnym z transpozycja
¥ ze zbioru X w pierécien z transpozycja & nazywamy silnie quasr-meosobhwzg W n-tym
stopniu wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(V1.70) det,,M(x)

dla zadnego x € X nie jest dzielnikiem zera w pierécieniu 7, a stabo i:ieosobfiwq W n-tym
stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy

(VIL.71) \ V det,M(xo): m=m- det M(xo) 1. ..

xoeX meof
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(V1.72) TWIERDZENIE. Macierz funkcyjna My, € 4 [¥], gdzie ¥~ jest pierscieniem funk-
cyjnym z transpozycjq ze zbioru X w pierscieni z transpozycjq o, jest quasi-odwrotnosciq
n-tego stopnia macierzy funkcyjnej My, € A [V'] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
funkcja a €V nie bedqca dzielnikiem zera w ¥, Ze

(VL.73) M (%) My (¥) = My (%) M ()= a(%)* T

a Mc:]i € M [V"] odwrotnosciq n-tego stopnia macierzy funkcyjnej Mg,y wtedy i tylko wtedy,
gdy _
(VI.74) M (x)* M (x)=Mpy(x)- M (x)=1py.

Dowéd wynika z definicji (ITL137). M '

(VI.75) DErRINICIA. Macierz funkcyjna My, e .# [/7], gdzie ¥~ jest piericieniem funk-
cyjnym z transpozycja ze zbioru X w piericien z transpozycja &/, nazywamy silng quasi-
-odwrotnoscig n-tego stopnia macierzy funkcyjnej My, € 4 [¥"] wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka funkcja a e ¥, ze dla zadnego x € X a(x) nie jest dzielnikiem zera w & i

(VI.76) ‘ M (x)* Mpy(x)=Mpy(x) M(x)=a(x)Ip,-

Macierz funkcyjna My,; nazywamy wtedy silnie quasi-odwracalng w n-tym stopniv. M

(VL.77) DgrINICJA. Macierz funkeyjng M, € #[¥']), gdzie ¥ jest pierscieniem funk-
cyjnym z transpozycja ze zbioru X w p1crsc1en z transpozycja &, nazywamy slabg od-
wrotnoSciq n-tego stopnia macierzy funkcyjnej Myqe M [¥] wtedy i tylko wtedy, gdy

(VLT8) V. M) My ()= M) M () =Ty

]
Macierz funkcyjng M, nazywamy wtedy slabo odwracalng w n-tym stopniuv. B

(VI.79) TWIBRDZENIE. Macierz funkcyjna My, € M [V'], gdzie ¥ jest pierScieniem funk-
cyjnym przemiennym z transpozycjq ze zbioru X w pierScier z transpozycjq <, jest quasi- .
-odwracalna (silnie quasi-odwracalna) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest quasi-
-nieosobliwa (silnie quasi-nicosobliwa) w n-tym stopniu.

Dowéd. Dla macierzy funkcyjnych quasi-odwracalnych w n-tym stopniu twierdzenie
wynika z twierdzenia (IT1.140).

Jezeli macierz funkcyjna M, jest silnie quas;-odwracalna W n-tym stopniu, to istnieje
taka macierz funkcyjna My,; € 4 [¥]i taka funkcja a € ¥, Ze jest (VI.76). Na mocy twier-
dzen (L.111) i (III.113)

det, M (x) det, M[,,](x) (a(x))"

dla zadnego x € X nie _]eSt dzielnikiem zera w p;er§c1emu s/ 1 wobec tego jest spelniony wa-
runek (VI.70), co oznacza, Ze macierz funkcy_]na M, jest silnie quasi-nieosobliwa w n-tym
stopniu,

Jezeli — odwrotnie — macierz funkcyjna M;,; jest silnie quas;—meosobllwa w n—tym
stopniu, to na mocy twierdzen (IIL.140), (II1.128) i na mocy wzoru (VI.70) istnieje taka
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macierz funkcyjna Mg,=MpE,e #[¥] i taka funkcja a=det, M ¥, Ze jest (VI.76),
co oznacza, ze macierz funkcyjna My, jest silnie quasi-odwracalna w n-tym stopniu. g

(V1.80) TWIERDZENIE. Macierz funkcyjna My, € 4 [V'], gdzie V" jest pierscieniem funk-
cyjnym przemiennym z transpozycjq ze zbioru X w piersciei z transpozycjq 54, jest odwracalna
(slabo odwracalna) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa (slabo nieosob-
liwa) w n-tym stopniu. '

Dowaéd. Dla macierzy funkcyjnych odwracalnych w n-tym stopniu twierdzenie wynika
z twierdzenia (111.140).

Jezeli macierz funkcyjna M, jest slabo odwracalna w n-tym stopniu, to istnieje taka
macierz funkcyjna MI,,] e M [¥']i takie x, € X, ze

M (xo)- M[n 1(%0)=Mp; (x0)* M (x0)= 1{}:]
Na mocy twierdzenia (111.113) jest wtedy :
det, M (x,) - det, Mg, (xo) =det, Mg, (xo) - det, M (xo)=1,
co oznacza, ze macierz funkcyjna My, jest stabo nieosobliwa w n-tym stopniu.

Jezeli — odwrotnie — macierz fupkcyjna M, jest stabo nieosobliwa w n-tym stopniu,
to na mocy (V1.71) istniefe takie x, € X, Ze det, M(x,) jest elementem odwracalnym w piers-
cieniu & i na mocy (II1. 141) i twierdzenia (II1.128) istnieje taka macierz funkcyjna N,; €
eM[V], 2e

M(x)' N(x)=N(x)* M (x)=det, M (x)" I,
i Kadac Mp,:=(det, M (xo))"'*Ne.#[/"] otrzymujemy spelnienie warunku (VL.78),
co oznacza, ze macierz funkcyjna My, jest stabo odwracalna w n-tym stopniu. W

(VL.81) TWIERDZENIE. Jezeli macierz funkcyjna Ny,€ M V'], gdzie V" jest pierscieniem
Sunkeyjnym z transpozycjq ze zbioru X w pierscien z transpozycjq o4, jest quasi-odwrotnosciq
(silng quasi-odwrotnosciq, odwrotnosciq, slabq odwrotnosciq) n-tego stopnia macierzy funk-
cyjnej My € M V7], to macierz funkcyjna My jest quasi-odwrotnosciq (s:lﬂq quasi-odwrot-
nosciq, odwrotnosciq, slabq odwrotnosciq) macierzy funkcyjnej Ny, .

Dowéd wynika bezposrednio z definicji. I

(V1.82) TwIERDZENIE. Jezeli Myy, ..., My, sq silnymi quasi-odwrotno$ciami n-tego

stopnia odpowiednio macierzy funkcyjnych M,, ..., M, n-tego stopnia nad pierscieniem

Junkcyjnym z transpozycjq ¥~ ze zbioru X w pierscier calkowity z transpozycjq o, to Myt -+

o« My, jest silng quasi-odwrotnoSciq n-tego stopnia macierzy funkcyjnej My ... M. Jezeli

My, - ..» Mgy sq odwrotno$ciami n-tego stopnia odpowiednio macierzy funkcyjnych M, , ...
-» My n-tego stopnia nad dowolnym pierscieniem funkeyjnym z transpozyciq, to

(V1.83) (M, ... Mp3 =My ... Mgy _
Dowadd jest analogiczny do.dowodu twierdzenia (I11.152). M

(V1.84) TwierDZENE. Iloczyn macierzy funkcyjnych nad pierscieniem funkeyjnym z trans-
pozycjq ¥ ze zbioru X w pierscien calkowity z transpozycjq o silnie quasi-nieosobliwych
W n-tym stopniu jest macierzq funkcyjnq silnie quasi-nieosobliwg w n-tym stopniu.
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Dow6d wynika z definicji (V1.69) i twierdzenia (IT1.113). W -

(VL.85) TWIERDZENIE. lloczyn macierzy funkcyjnych nad pierscieniem funkcyjnym prze-
miennym z transpozycjq¥" nieosobliwych w n-tym stopniu jest macierzq funkcyjnq meo.sobhwq
W n-tyni stophiu.

Dowod wynika z twierdzenia (I11.154). M

(V1.86) TWIERDZENIE. Macierz funkcyjna trdjkqtna gorna (dalna) My e L[V ], gdzie ¥~
jest pierScieniem funkcyjnym z transpozycjq ze zbioru X w pierscieri calkowity z transpo-
zyciq o, jest silnie quasi-odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wiedy, gdy jej wszystkie
wyrazy diagonalne a,, ..., @y, sq rézne od zera. Jej silna quasi-odwrotnos¢ n-tego stopnia jest
tez macierzq funkcyjnq tréjkqtng gqu (dolng) o pierwszych n wyrazach diagonalnych
roznych od zera. :

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (II1.157). M.

(VI.87) TWIERDZENIE. Macierz funkcyjna M:=diag(ay, ..., a,), gdzie ay,...,a,e¥,
a¥ jest pierscieniem funkcyjnym z transpozycjq ze zbioru X w pierscieri calkowity z trans-
pozycja £, jest silnie quasi-odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy a, ... a,
jest funkcjq réinq od zera. Jej silna quasi-odwrotno$¢ n-tego stopnia jest tez macierzq funk-
cyjnq diagonalng o pierwszych n wyrazach diagonalnych réinych od zera. '

Dowd6d wynika z twierdzenia poprzedniego.

(VI.88) TWIERDZENIE. Dla dowolnej macierzy ﬂnfccyjnej skonczonej M nad pierscieniem
funkeyjnym z transpozycjq ¥ ze zbioru X w pierScien czeSciowo uporzqdkowany sf jest

)

(VI.89) tr(M*M)=tr(MM*)= Y Y mjm;=0,
j=1 k=1

(VI1.90) tr(M*M)=0<M=0,

(vion) M*M=0<MM*=0<M=0.

Dowdd wynika z twierdzenia (111.192). W

(VL.92) PRrzykiAD. Macierz M z przykladu (VI.64) jest quasi-nieosobliwa w drugim
stopniu poniewaz det, M (x)=1—x~—2x*3£0, ale nie jest silnie quasi-nieosobliwa w drugim
stopniu, poniewaz det, M (—1)=0. Jest ona réwniez stabo nieosobliwa w drugim stop-
niu, poniewaz det, M (0)-1=1-det, M (0)=1. Jej sfaba odwrotnosciag drugiego stop-
nia jest, na przyklad, macierz I;;, poniewaz M (0): Izy=1I2; MQ)=1I;,;. MW

§ VL.4. Moduly macierzowe nad pier§cieniami funkcyjnymi

Zgodnie z definicja (IV.24) modulem macierzowym nad pierscieniem funkcyjnym z trans-
pozycja ¥ ze zbioru X w pierécie z transpozycja &/ nazywamy modut

(i) ‘*:=(5J+!_’O.”yﬁs.)!
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gdzie § jest zbiorem macierzy nad pierscieniem funkcyjnym ¥7, O jest macierza zerowsa,
a - jest mnozeniem macierzy funkcyjnych ze zbioru $ przez funkcje z pierScienia ¥,
Podstawowe twierdzenia z teorii moduléw, jak na przyklad twierdzenia (IV.72), ..,
.., (IV.84), wymagajq zaloZenia, ze moduty sq regularne. Moduly (i) na ogét nie sa regu-
larne, poniewaz pierscienie funkcyjne ¥~ zazwyczaj zawierajg dzielniki zera, nawet wtedy,
gdy pierScien &/ ich nie zawiera, jak chociazby w przypadka:ch, gdy o/ jest pierscieniem
catkowitym. Do modutéw regularnych (i) naleza, na szczeécie, moduly macierzowe nad
‘pierécieniami funkcyjnymi ¥~ utworzonymi przez funkcje wiclomianowe nad pierscieniami
catkowitymi, Z takimi modutami mamy w niniejszej ksigzce najczeéciej do czynienia,
Wazna rolg w teorii modutéw odgrywaja moduly z iloczynem skalarnym. Poniewaz
w modulach macierzowych (i) pierécienie funkcyjne ¥” nie s3 zazwyczaj czgsciowo upo- '
rzadkowane, wprowadzimy kilka nowych definicji.

(VL93) DeFINICIA. Pierscieniem o wartoSciach cze¢Sciowo uporzqdkowanych nazywamy
kazdy pierscien funkeyjny z transpozycja ¥~ ze zbioru X w pierécieni czgsciowo uporzad-
kowany /. W

(V1.94) Przykeap. PierScien funkecyjny ¥ ze zbioru wszystkich liczb zespolonych ©
w cialo zespolone ¢ utworzony ze wszystkich funkcji wielomianowych nad cialem €
jest pierscieniem o warto$ciach czgsciowo uporzadkowanych, poniewaz ciato zespolone €
jest,czeSciowo uporzadkowane, [l

Jezeli ¥ jest pierécieniem o warto$ciach czgsciowo uporzadkowanych ze zbioru %
w pierécien .of, to dla dowolnych a, be ¥~ plszemy a<b wtedy i tylko wtedy, gdy A a(x)<

xe¥X
<b(x), i a<b wtedy i tylko wtedy, gdy /\ a(x)<b(x).
xc¥®
(V1.95) TWIERDZENIE. Jezeli ¥ jest pierscieniem o wartosciach czesciowo uporzqdkowanych
ze zbioru X w pierscieti s/, to dla kazdej funkcji a e ¥~ jest

(V1.96) \ a=a*= A a(x)eresf<>acre¥,

xeX
(V1.97) _ a*a>0.

Dowéd wynika z definicii (1.156) i (VL1). g

(VL.98) DEerRINICIA, Piericieniem z funkcyjng wartosciq bezwzgledng nazywamy kazdy
piercieit funkcyjny z trampozycm V" ze zbioru X w piersciei z wartoécig bezwzgledna o,
w ktorym dla kazdej funkcji a € ¥ jest okre$lona jej warto$é bezwzgledna |al € ¥ wzorem:

(VL.99)  |a]:=Va*a,
czyli
(VI.100) (p:=la]): = p(M)=la®)|=Va*®)-a(x). ™

(VL.101) DeriNicsa. Modut # nazywamy modulem z funkcyjnym iloczynem skalarnym
- wtedy i tylko wtedy, gdy:
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1° # jest modulem nad pierscieniem o wartosciach czesciowo uporzadkowanych ¥,
2° jest okre$lona funkcja, zwana funkcyjnym iloczynem skalarnym, ktéra Kazdej upo-
rzadkowanej parze pétwektoréw x,y € #° przyporzadkowuje funkcje (x, y) € ¥” ze spel-
nieniem dla dowolnych x,y,ze 4 i dowolnej funkcji @€ ¥ warunkéw (IV.110), ...

L,(V.114), = _
(V1.102)  TWIERDZENIE. Jezeli A jest modulem (i) z funkcyjnym iloczynem skalarnym,
to dla dowolnych X, ¥, 2, X1, .., Xpus Y15 -y Yo € A 1 dowolnej fimkeji a € ¥ sq prawdziwe
wzory (IV.116), ..., (IV.120).

Dowod jest analogiczny do dowodu twierdzenia (1V.115). W
(V1.103) TwierDzeENIE. W kazdym module =z funkcyjnym iloczynem skalarnym mozna

wzorem (1V.122) okreslié funkcyjng norme kwadratowq, ktéra ma wszystkie wlasnosci
(IV.124), ..., (IV.132). '

Dowdd Jest analogiczny do dowodu twierdzenia (IV.123). .

(VI.104) TWIBRDZENIE. W kaidym module macierzewym 3 n-tego stopnia nad pzeréc:e—
niem o wartosciach czeSciowo uporzqdkowanych ¥ ze zbioru X w pierscien czesciowo upo-
rzqdkowany sf funkcja okreslona dla dowolnych macierzy funkeyjnych Ay, Byyy € # wzorem

(V1.105) _ (4, B):=tr(4*GB),
gdzie Gy € S jest macierzq funkcyjng hermitowskq postaci
(V1.106) G=c*c,

a Cyyy € I jest macierzq funkeyjng silnie quasi-nieosobliwg w n-tym stopniu, jest funkcyjnym
iloczynem skalarnym.
Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (IV.135). M - :
Szczegblng role odgrywaja funkcyjne iloczyny skalarne (VI.105) w przypadku, gdy
G=I,;. Mamy wtedy

(V1.107) ’ (4, B) =tr(4*B).

(VI.108) DEFINICJA. Modul o nazywamy funkcyjnie unarmowanym wtedy i tylko wtedy,
gdy:

1° 3 jest modutem nad pierécieniem¥” z funkcyjna wartoécia bezwzgledna,

2° jest okre§lona funkcja, zwana normq funkcyjng, ktora kazdemu potwektorowi
x € # przyporzadkowuje funkcje ||x|| € re #” ze spetnieniem dla dowolnych x, y € # i do-
wolnej funkcji @ € ¥~ warunkéw (1V.149), ...,(IV.152). MW ;

(VL.109) DgriNiciA. Norme funkcy_]neg nazywamy naturalng wtedy i tylko wtedy, gdy jej
kwadrat jest funkcyjna normg kwadratowa. M

(VI.110) TwierDZENIE. Jezeli dla modulu mac:‘erzowego n-tego stopnia nad pierScieniem
o0 wartosciach czefciowo uporzqdkowanych V" ze zbioru X w piericien czesciowo uporzqdko-
wany o z funkcyjnym iloczynem skalarmym (VI.105) ismieje funkcyjna norma naturalna,
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" to dla dowolnej macierzy funkcyjnej Ag, jest dana wzorem (IV.157), ktéry w przypadku, gdy
funkeyjny iloczyn skalarny ma postaé (V1.107), mozna napisaé w postaci (IV.158).

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (IV.156). M

(VL111) TwiIeRDZENIE. Jezeli # jest modulem z funkcyjng normq namrainq, to dla dowol-
nych x,y € # jest (IV.163).

Dowdéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (IV.162). M

§ VL.5. Rzad macierzy funkcyjnej

Na mocy definicji (V.1) rzedem macierzy funkcyjnej skonczonej M nad pierscieniem
funkcyjnym z transpozycja ¥~ ze zbioru X w piersciefi z transpozycja &/ nazywamy naj-.
wyzZszy stopien minoréw fej macierzy nieréwnych tozsamosciowo zeru. Procz tego mozna
jeszcze wprowadzié nastgpujaca definicje.

(VL.112) DermICIA. Rzedem funkcyjnym macierzy funkcyjnej skonczonej M nad piers-
cieniem funkcyjnym z transpozycja ¥~ ze zbioru ¥ w piericien z transpozycja < nazywamy
funkcje p: XM, okreslona wzorem: :

(VL113) o p)i=r(M(x). H

Wiersze i kolumny dowolnej macierzy funkcyjnej Mg, » nad piercieniem funkcyjnym
z transpozycja ¥~ ze zbioru-X w pierscienl z transpozycja & traktujemy z reguly jako funkcje
pétwektorowe ze zbioru X w modut ciggowy odpowiednio n-wymiarowy i m-wymiarowy
nad pierécieniem .

(VI.114) DeriNiciA. Wiersze lub kolumny dowolnej macierzy funkcyjnej My, ,; nazywamy
liniowo zaleinymi (silnie liniowo zaleznymi, slabo liniowo zaleznymi, liniowe niezaleinymi,
silnie liniowo niezaleznymi, slabo liniowo niezaleznymi) wtedy i tylko wtedy, gdy sa funkcjami
potwektorowymi liniowo zaleznymi (silnie liniowo zaleznymi, stabo liniowo zaleznymi,
liniowo niezaleznymi, silnie liniowo niezaleznymi, stabo liniowo niezaleznymi). W

(VI.115) DerFINICIA. Macierz funkeyjna M nad pierscieniem funkcyjnym z transpozycjg ¥
ze zbioru X w pierscieni z transpozycja &/ nazywamy macierzq o wartosciach regularnych
wtedy i tylko wtedy, gdy o jest pierécieniem catkowitym. W

(VI.116) TWIERDZENIE. Jezeli macierz funkcyjna M nad pierscieniem funkcyjnym z trans-
pozycjq V" ze.zbioru X w pierscieri z transpozycjq s jest macierzq o warto$ciach regularnych,
to dla kazdego x € X macierz M (x) Jjest regularna.

- Dowéd. Dla kazdego x € X jest M(x) € # [«/], wobec czego. M (x) jest mac:crzq re-
gularng. W

(VL.117) TwierDZENIE. Jezeli dla macierzy funkcyjnej My, wy nad pierscieniem funkc yjnym :
z transpozycjq V" ze zbioru X w pierSciert z transpozycjq f i o wartosciach regularnych ry jest
liczbq silnie liniowo niezaleinych wierszy, s, — liczbq silnie liniowo niezaleznych kolumn,
ra — liczbq slabo liniowo niezaleznych wierszy, s, — liczbq slabo liniowo niezaleinych ko-
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fumn, a p jest rzedem funkcyjnym macfe}zy funkeyjnej M, to

(VL.118) - /\x r<pX)EKryAas, <p(R)<s, Ary=s,.
xXe

Dowod. Niech M; y,..., M; 4 bedar, silnie liniowo niezaleznymi wierszami macierzy M.
Na mocy definicji (V1.46) dla kazdego x € X wiersze M;,4(x), ..., M, (x) macierzy M(x)
sa liniowo niezalezne, wobec czego na mocy twierdzenia (V.3) jest ry <p(x). Niech teraz
x bedzie dowolnym elementem zbioru X. Macierz M (x) jest rzedu p(x), wobec czego ist-
nieje w niej p(x) liniowo niezaleznych wierszy. Na mocy definicji (VI.48) jest p(x)<r;.
Ze wzgledu na dowolnos¢ elementu x otrzymujemy stad r, < p(x) <r,. Dowdd nieréwnosci
5, <p(x)<s, jest analogiczny. Na mocy definicji (VI.48) istnieje taki element x, € X i takie
wiersze My,x, ..., M, x macierzy M, ze wiersze My, x(xo), ..., My, (Xo) macierzy M(x,) sa
liniowo niezalezne, wobec czego na mocy twierdzenia (V.3) jest r, <s,. Analogicznie wyka-
zujemy, Ze 5, <r,, wobec czego jest r,=s,. WM ’

(VL119) PrzykeAD. Dla macierzy funkcyjnej nad pierécieniem funkcyjnym z transpo-
zycja ¥ ze zbioru liczb rzeczywistych R w ciato liczb rzeczywistych 2

1 2x |-
M'_[x3 1-x]

det, M=1—x~2x*

mamy

i dla x=—1 det, M=0, wobec czego na mocy twierdzenia (VI.53) liczba r, silnie liniowo
niezaleznych wierszy i liczba s, silnie liniowo niezaleznych kolumn sa mniejsze od 2.
Na mocy twierdzenia (VI.51) zaréwno pierwszy wiersz jest silnie liniowo niezaleiny jak
i pierwsza kolumna jest silnie liniowo niezalezna. W takim razie ry=s;=1. Dla x=0 jest
det, M =10, wobec czego na mocy twierdzenia (VI1.53) liczba r, stabo liniowo niezalez~
nych wierszy i liczba s, stabo liniowo niezaleznych kolumn spetniaja ré6wnos¢ r,=s,=2.
Na mocy twierdzenia (V1.117) mamy dla kazdego x e R

1<p(x)<2.
Mamy, na przyklad, p(0)=21ip(—~1)=1. W

(VI.120) TwiErRDZENIE. Macierz funkcyjna My, jest silnie quasi—nieoso'bliwa w n-tym
stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jej rzad funkcyjny p spetnia warunek

(VL121) "p(x)=n.
Dowéd wynika z definicji (VI.69). M

(VL.122) TwierpzeNie. Dla kaidej macierzy funkcyjnej My, x) nad pierscieniem o wartos-
ciach czesciowo uporzqdkowanych jest

(VL]23) Puam(X) = Prnes(X) = pp(x),
gdzie py, oznacza rzqd funkcyjny macierzy funkcyjnej M.
Dow6d wynika z twierdzenia (V.23). W
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(V1.124) TwIERDZENIE. Jezeli .A[p, a1> Buy s@ macierzami funkcyjnymi o warto$ciach regu-
larnych; a By, jest silnie quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu, to

(VL125) 2 g<n= pu(x)=p %), ‘
(V1.126) p<n=pg(N)=px),
gdzie p, oznacza:rzqd funk(:yjn){ macierzy funkecyjnej A.

Dowéd wynika z twierdzenia (V.30). B

§ VI.6. Funkcyjne macierze ortogonalne

Funkcyjne macierze wierszowo ortogonalne, wierszowo q_uasi-ortono'rmalne, wier-
" szowo ortonormalne, kolumnowo ortogonalne, kolumnowo quasi-ortonormalne, ko-

lumnowo ortonormalne, ortogonalne, quasi-ortonormalne, ortonormalne, stanowia
przypadek szczegdlny macierzy zdefiniowanych odpowiednio, definicjami (V.38), (V.40),
(V.42) i (V.59). Z definicji (V.38) wynika, ze macierz funkcyjna A4, .,j nad piersciemiem
funkcyjnym z transpozycja ¥~ ze zbioru X w pierécieri z transpozycja </ jest wierszowo
(kolumnowo) ortogonalna w m-tym (w n-tym) stopniu wiedy i tylko wtedy, gdy istaieje
taka funkcyjna macierz diagonalna Dimy (Dyy) quasi-nieosobliwa w m-tym (w n-tym)
stopniu, ze AA* =D, (4*A4=Dy,).

Z definicji (V.40) wynika, ze macierz funkcyjna Apm, w nad pierscieniem funkcyjnym
z transpozycja ¥ ze zbioru X w pierécien z transpozycja &/ jest wierszowo (kolumnowo)
quasi-ortonormalna w m-tym (w n-tym) stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
funkcja a € ¥, nie bedaca w ¥ dzielnikiem zera, Ze A4* =al,,; (A*A=al},).

Oproécz powyzszych bgda nam jeszcze potrzebne nastepujace definicje.

(VI.IZ?)EDEFINIC:K. Macierz funkeyjng A, ) nad pierécieniem funkcyjnym z transpo-
zycja ¥ ze zbioru X w pierSciefi z transpozycja &/ nazywamy wierszowo (kolumnowo)
silnie ortogonalng w m-tym (w n-tym) stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funk-
cyjna macierz diagonalna Dy (Dy,y) silnie quasi-nieosobliwa w m-tym (w n-tym) stopniu,
e }

(VL.128) ' A4*=Df,, (4*4=Dy). W

(VL129) DerNiCIA. Macierz funkeyjng A, ,, nad pierécieniem funkcyjnym z transpo-
zycja ¥ ze'zbioru X w pierécien z transpozycja &/ nazywamy wierszowo (kolumnowo) silnie
quasi-ortonormalng w m-tym (w n-tym) stopniw> wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
funkcja ae ¥, Ze dla zadnego x € X a(x) nie jest dzielnikiem zera w o i

(VL.130) AA*=al,, (A*A=al,). W

(VI.131) DerINICIA. Macierz funkcyjng A, nad pierécieniem funkcyjnym z transpozycja
¥ ze zbioru X w pieréciefi z transpozycja «f nazywamy silnie ortogonalng (silnie quasi-
-ortonormaing) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest zaréwno wierszowo jak i ko-
lumnowo silnie ortogonalna (silnie quasi-ortonormalna) w n-tym stopniu. M .
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1

(VI.132) TWIBRDZENIE. Macierz funkeyjna Ay, ,y nad pierscieniem funkcyjnym z transpo-
zycjq ¥V~ ze zbioru X w pierscieri z transpozycjq.sf jest wierszowo silnie ortogonalna w m-tym
stopniu (wierszowo silnie quasi-ortonormalna w m-tym stopniu, kolumnowo silnie ortogonalna
w n-tym stopniu, kolumnowo silnie quasi-ortonormalna w n-tym stopniu) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kaidego x € X macierz M(x) € M [sf] jest wierszowo ortogonalna w m-tym stopniu
(wierszowo quasi-ortonormalna w m-tym stopniu, kolumnowo ortogonalna w n-tym stopniu,
kolumnowo quasi-ortonormalna w n-tym stopniu). Macierz funkcyjna Ay, nad pierscieniem
Sfunkcyjnym z transpozycjq V" ze zbioru X w pierscien z transpozycjq s jest silnie ortogonaina
(silnie quasi-ortonormalna) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego x € ¥ ma-
cierz M(x) € M [4] jest ortogonalna (quasi-ortonormalna) w n-tym stopniu.

Dowdd wynika z'déﬁnicji (VL127), (VI.129)i (VL131). W
.((VL.133) PrzykiAD. Rozpatrzmy nastgpujgce macierze funkcyjne nad pierécieniem

funkeyjnym z transpozycja ¥” utworzonym przez wszystkie ciagle funkcje rzeczywiste
zmiennej rzeczywistej ze zbioru liczb rzeczywistych R w cialo liczb rzeczywistych %:

1 x 0 x b sinx cosx
A(x):E[.—x 1], .B(x):s[x 0], C(x):E[-—co'sx'sinx:l'

Macierz funkcyjna A jest silnie quasi-ortonormalna w drugim stopniu, poniewaz A4*=
=A*A=(1+x?) 1, i dla zadnego x 14-x* nie jest dzielnikiem zera. Macierz funkcyjna B
jest quasi-ortonormalna, ale nie jest silnie quasi-ortonormalna w drugim stopniu, po-
niewaz BB* = B* B=x?I;;; i dla x=0 jest B(x)- B*(x)=B*(x)- B(x)=0. Macierz funkcyjna C
jest ortonormalna w drugim stopniu, poniewaz CC*=C*C=1,. M _ '
(V1.134) TWIERDZENIE, Kazda macierz funkcyjna Apy, nad pierscieniem funkcyjnym z trans-
pozyciq V" ze zbioru X w pierscieri przemienny z transpozycjq o silnie ortogonalna w n-tym
stopniu jest silnie quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu.

Dowdd wynika z twierdzen (V1.132), (V.58) i definigji (VI.69). I
(VI.135) TWIBRDZENIE. Kazda macierz funkcyjna Ay, o wartoSciach regularnych silnie
quasi-ortonormalna w n-tym stopniu jest silnie quasi-odwracalna w n-tym stopniu i A* jest
jej silng quasi-odwrotnosciq n-tego stopnia.

Dowd6d wynika z twierdzen (VL.132), (V.68) i definicji (VL75). W

A
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