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skad
(A™A) (Ag (Ag)*) = (A% A) (Ap)* Ay) -

‘Mnozge tg réwnos¢ stronami lewostronnie przez Ap,(4p))*, otrzymujemy
o e R
a aA["] (A["])* — ﬂ*a (A[R])‘FA[JI] 3

a poniewaz a*a#0, wiec Ap (Apy)*=(4p)*A4p;, co oznacza, ze obrana dowolnie quasi-
-odwrotnosc¢ n-tego stopnia A[,,J jest normalna,

Jezeli Ap, z dowolnego pierScienia macierzowego jest macierza odwracalna w n-tym
stopniu, to

Apy (Ap))* = (A" Ay =441 =(A5a)* Apad

skad wynika teza. [l
(V.215) TWIERDZENIE. Jezeli macierze normalne A i B spelniajq warunek
(v.216) A*B=BA",
to macierz AB jest tez normalna.

Dowéd wynika ze wzoru

(AB)(AB)* =ABB*A* = AB*BA* =(BA*)*(BA*)=
' —(A*B)* A*B)=B*AA*B=B*A*AB=(4B)* (AB) m

(V.217) TwIBRDZENIE. lloczyn AB macierzy symetrycznych A i B jest macierzq symetryczng
wtedy i tylko wtedy, gdy
(v.218) AB=BA .

Dowdd wynika ze wzoru

(ABY'=AB<>BTA"=AB<>BA=AB. MW

(V. 219) TWIERDZENIE. Iloczyn AB maczerzy hermitowskich Ai B }e.s't macrerzq hermitowskq
wtedy i tylko wtedy, gdy
(V.220) - A.B=BA.

Dowdd wynikaﬂ zZe wzoru

(AB)*=AB <> B*A*=AB<«BA=AB. N

'§ V.10. Macierze idempotentne i macierze rzatujace

(V.221) DEerINICIA. Macierzq idempotentng nazywamy kazda macierz A4 spelniajaca
warunek —

(V.222) : A’=4. W
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(V.223) Przyxiap. Macierz nad pierScieniem liczb catkowitych %

15 21
A =[_,10, —14]
jestidempotentna, poniewaz — co sprawdzamy rachunkowo — spelnia warunek (V.222). W
(V.224) TWiBRDZENIE. Jezeli A jest macierzq idempotentng, to dla kazdego ne N

(V.225) A"=A4.

Dowdd 'wynika z (V.222) przez indukcj¢ zupeina.

(V.226) TWIERDZENIE. Jezeli A jest macierzq idempotening, to A, A" i A* sq tez macierzami
idempotentnymi. - _

Dow6d. Ad=AcAA=AcA"A"= A" A* 4*=4*. W
(V.227) TWwIERDZENIE. Jezeli Ay, jest macierzq idempotentnaq, to I(,,rA'[,,] Jjest tez macierzq
idempotentng.

DOWéd. (Irn] _A)(I{NI"_A):I[R]_A —A +A2=][ﬂ]"'14. .

(V.228) TWIBRDZENIE. Jedynq macierzq idempotentng n-tego stopnia odwracalng w n-tym
stapmu Jest macierz Iy, .

Dow6d. Mnozac ré6wnosé 44=A stronami przez Am 5 otrzymujemy A=I,;, W
(V.229) TWIERDZENIE. Jedyng macierzq sdempotentnq n-tego stopnia quasi-odwracalng
w n-tym stopniu nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq 54 jest macierz I,;.

Dowd6d, Niech Ap,; bedzie dowolng quasi-odwrotnoécia n-tego stopnia macierzy
idempotentnej A, quasi-odwracalnej w n-tym stopniu i niech A4y, = 4y, A=al,, gdzie
aec & nie jest dzielnikiem zera. MnozZac rownosé AA A lewostronnie stronami przez
Apy, otrzymujemy ad =aly,;, skad A=1,;.” R
(V.230) TWIBRDZENIE. Jezeli Ay, jest macierzq idempotentnq regularng, 1o

1 gdy A=I
det, A=<~ [
. e {0 w pozostalych przypadkach .

Dowé6d. Na mocy twierdzenia (II1.113) i wzoru (V.222) jest (det, A)2=det, 4, skad
det, 4=0vdet, 4=1. Gdy det, 4=1, wtedy na mocy twierdzenia (II1.140) macierz A
jest odwracalna w n-tym stopniuv i na mocy twierdzenia (V.228) A4 =1I;,;. Odwrotnie, gdy
A= I, wtedy det, 4=1. Stad wynika teza. [l

(V.231) . TWIERDZENIE. Macierz A[;,] nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq sS4 po-
dobna w n-tym stopniu do macierzy I,y (r<n) jest idempotentna.

Dowdd. Z definicji istnieje taka macierz nieosobliwa w n-tym stopniu M e M [téf],
e MA=I, M. Mamy stad MA?=h MA=I, I, M=I,,M=MA. Mnozac ré6wnosé
MA*= M4 stronami leWostronnie przez M,;, otrzymujemy 42=A. N
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(V.232) TWIERDZENIE. Macierz Ay, z regularnego pierscienia macierzowego M [A] jest:
macierzq idempotentng r-tego rzedu wtedy i tylko wiedy, gdy

(V.233) Ai I, gdzie r<n.

Dowd6d. Gdy macierze 4 i I,; sa quasi-podobne w n-tym stopniu, wtedy istnieje taka.
macierz quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu My, € A [o/], Ze MA=1I,M, i taka macierz
M,y € M 5] oraz taki element p € o7, p#0, 26 MMy= Mgy M= pul,,. Stad ud=Mp;x
XIaM 1 2 A= My Ly MM Iy M= pMpg Iy M=p* 4, skad A4*=A4, co oznacza,.
e A jest macierzq idempotentng. Na mocy twierdzenia (V.162) r(4)=r(l;,) =r.

Jezeli macierz A, jest idempotentna rzedu r, to na mocy twierdzenia (V.180) istnieja
takie macierze quasi-nieosobliwe w n-tym stopniu My, Npyy € M [L], 26 MA=I, N ita-
kie macierze My, Np;e#[2/] oraz takie elementy u, ve s, u,v#0, Ze MMy~
=MpyM=ul,; i NNyy=NyyN=vl,;. Stad ud=Mp ], N i na moey réwnodci A*=4'

- WA =My Iyy NMyyy Iy N=p My Iy N

Mnozac ostatniag réwno$¢ stropami lewostronnie przez M, a prawostronnie przez: Nps.
mamy '

Iy NMgy Ig=p" Iy,
skad :
Tyyy NMiy Iy = plyy -

Rownosé taka jest mozliwa wtedy i tylko wﬁedy,, gdy macierz NMg,; jest postaci
- _| P, u-n3
NMpa =" ' ;
b [Q[u--—r,r]’ R[u'—r]
skad po pomnoZeniu stronami prawostronnie przez M

' »‘ﬂtr] ‘P[r n—r]:|
uN = ' M.
: [Q[u—r, rl R[n-—r]

Otrzymujemy wobec tego

.U-ZA =M [:;] /i [} pN = M[_u] [ul [r] B [r,_n.-'-n]]. M.

| 2l Pryyw—n = __[I[r-x ""P[r.n—r]:l
D wl = 2 . Deqi= .
[m] 1: Ilﬂ“r] n] “’I{n-—rl

Macierz D jest quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu. DD =Dga D= ulyy i

Dpnlin D=1l gy Pyn-nls

Niech

wobec czege :
WA =M Dy Iy DM

Mnozac te réwnoéé stronami lewostronnie przez M , a nastepnie przez D, otrzymujemy
W DMA=*I,,DM, skad

. (DM) A=l (DM} .
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Poniewaz na mocy twierdzenia (111.154) macierz DM jest quasi-nicosobliwa w n-tvm stop-

niu, ostatnia ré6wnos$¢ oznacza, ze A~ I,q.
n] d

(V.234) TWIERDZENIE, Macierz Ay, z regularnego picrscienia macierzowego o | &) jost
macierzq idempotentng rzedu r wtedy i tylko wtedv. ady istniejq takie macierze F,, 4, Gy, ,y€
€ 4 [$4] oraz taki element ¢ € o7, 0 #0, Ze

(V.235) id=FG-
(V.236) GF=aly,,.

Dowdd. Jezeli istniejg takie macierze F i G oraz taki clement a0, Ze zachodza row-
noéci (V.235) 1 (V.236), to :

o?A*=FGFG=uFG=0’A,

skad A2= A, co oznacza, ze A jest macierza idempotentng. Na mocy (V.236) i twierdzenia
(V.21) macierze Fi G sa rzgdu r, a na mocy (V.235) i (V.32) r(A)=r.

Jezeli — odwrotnie — A, jest macierza idempotentna rzedu r, to na mocey twierdze-
nia (V.196) istnieje taki element o €7, a#0, taka macierz F, , € 4 [/] kolumnowo
pelnego rzedu r i taka macierz Gy, ,, € 4 [/] wierszowo pelnego rzedu r, Ze zachedzi
réwnosé (V.235). Wobec tego z réwnosci 4% = A4 wynika, Ze '

(i) . «*4>=FGFG=uFG,
a stad po pomnozZeniu stronami lewostronnie przez G, a prawostronnie przez /'
(ii) - (GF)*=0(GF)*.

Na mocy (V.235) r(FG)=r, a na mocy twierdzenia (V.21) i réwnosci (i) r(aFG)=r(FG)=
=r<r(GF), skad na mocy (V.5) r(GF)=r. Macierz GI jest zatem pelnego rzedu r i wobec
tego jest quasi-niecosobliwa w r-tym stopniu. Na mocy twierdzenia (I11.140) istnieje taka
macierz M, € J# [o7] i taki element u e o7, u#0, ie (GF) M =M (GF)=ul;,;, wobec czego
mnozac (ii) stronami lewostronnie przez M?, otrzymujemy p?GF=au’l},;, skad wynika
rownosc (V.236). W

(V.237) TWIERDZENIE. Macierz Ay, z regularnego pierscienia macierzowego i [f),
gdzie of jest dowolnym cialem lub pierscieniem z podzielnosciq z funkcjq porzadkujqeq o war-
tosciach calkowitych, jest macierzq idempotentng rzedu r wtedy i tyllo wiedy, gdy istnicjq
lakie macierze F, ,;, Gy, w € M [o], Ze

(V.238) A=FG,

(V.239) Gh=Ir:

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego, jezeli zamiast na twier-
dzeniu (V.196) oprzeé sig na twierdzeniu (V.198).

(V.240) TWwWIERDZENIE. JezZeli Ay, z regularnego pierscienia macierzowego M [<7] jest ma-
cierzq idempotentng, to tr A=r(4).
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Dowéd. Na mocy twierdzen (V.232) i (V.165) tr A=1tr I =r=r(4). W

(V.241) DERNICIA. Macierzq rzutujqeq nazywamy kazda macierz idempotentna hermi-
towska, czyli kazda macierz P spelniajacg warunek

(V.242) P’=P=P* m
(V.243) PRZYKLAD. Macierz zespolona

p._[ 026 0404018
~10,40-0,18i 0,74

jest rzutujaca, poniewaz — co sprawdzamy rachunkiem — spelnia warunek (V.242).
Macierz A z przykiadu (V.223) jest idempotentna, ale nie jest rzutujgca, ponicwaz
nie spelnia warunku A=4*.

(V.244) . TWIERDZENIE. Macierz idempotentna Ay, nad pierscieniem ng.s‘cwwo uporzqdko-
wanym o jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest rzutujqea.

Dowdd. Jezeli Am jest macierzg idempotentng, to na mocy twierdzenia (V.234) istnieja
takie macierze Fy, 1, Gy, € A [7], gdzie r=r(A), oraz taki element o € .m’ a#0, ze za-
chodza réwnodei (V.235) i (V.236).

Jezeli A jest macierza normalng, tzn. A4*=A*A, otrzymujemy

0 aAA*=a*ad"A=FGG*F*=G"F*FG.
Mnozac ostatnig réwnosé stronami prawostronnie przez G* i uwzgledniajac, ze na mocy

wzoru (V.236) jest F*G*=oc*![,], otrzymujemy :

(iii) «*FGG*=G*F*FGG*.

Na mocy twierdzenia (V.23) jest r(GG*)=r(G), a na mocy (V.235) i (V.5) r(G)=r, wobec
czego macierz GG* jest pelnego rzedu r i na mocy twierdzenia (II1.140) istnieje taka ma-
cierz Q € J# [s/] i taki element p e/, p#0, ze Q(GG*)=(GG*)Q=pl},;. Mnozac (iii)
stronami prawostronnie przez Q, otrzymujemy pa*F=pG*F*F, czyli *F=G*F*F, skad
na mocy (V.235)

«*ed=a*FG=G"F'FG, _
o*ad* =(G*F*FG)*=G*F*FG=u"aA,
a stad A*=A. Macierz A4 jako idempotentna i hermitowska jest wtedy rzutujgca.
Jezeli — odwrotnie — macierz A4 jest rzutujaca, to jako hermitowska jest normalna. 1

(V.245) TWIERDZENIE. Macierz Ay,; nad pierscieniem czesciowo uporzqdkowanym i jest
macierzq rzutujqeq rzedu r wtedy i tylko wiedy, gdy ISintejﬂ taka mac;erz wierszowo orto--
gonalna w n-tym stopniu Up,; € A (], Ze

(V.246) ' Ud=I,U.

Dowéd. Niech Ay, bedzie macierza rzutujaca rz¢du r. Na mocy twierdzenia (V.232)
istnicje taka macierz quasi-nicosobliwa w n-tym stopniu M, € M), 26 MA=1, M.
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Niech o
M= M[" n] B
M%i!—r n]
Wtedy
(iv) : MWY4=MD MP4=0.

Na mocy twierdzenia (V.171) istnieja takic macierze quasi-nicosobliwe T}y, Ti2 ;€ # [/)

pierwsza w r-tym, a druga w (n—r)-tym stopniu i takie macierze wierszowo ortogonalne
U, USR, ;€ M [], pierwsza w r-tym, a druga w (n—r)-tym stopniu, Ze

U= T(I)M(IJ U(2):T(2)M(Z)-

Stad /
W : UVA=U", UP4=0.
Dla ‘
T =[U£:=)HJ ]
i 17
mamy

UU* |:(U(1)U(1)*) (U(IJU(Z)*) T r]]
(U{Z)U(”*)[n -r,r] (U(ZJU(Z)*) n—rl
Poniewaz macierze U i U® sg wierszowo ortogonalne pierwsza w r-tym, a druga w (n—r)-
-tym stopniu, wigc istniejg takie macierze diagonalne D{}, D{?2, € .# [«4] quasi-nieoso-
bliwe pierwsza w r-tym, a druga w (n— r)-tym stopniu, ze
U(”U“’* DY, y@y@*_p@)
Nastgpnie na mocy (iv), uwzgledniajac, ze 4* =4, mamy
MWD prCYE < pg(1) g% 0(20% =M“’(M("’A)*=O s
UDT@* = T O @* ¥ _ g
y@y* =(U(“U(2]*)* =0

Wobec tego istnieje taka macierz diagonalna Dy, =diag(D{, D)), ze

D
UU*:[ [r] D(zJ }:D,

co oznacza, Ze macierz U jest wierszowo ortogonalna w n-tym stopmiu, poniewaz na mocy
twierdzenia. (IIL.116) macierz diagonalna Dy, jest quasi-nieosobliwa w n-tym stopmu
Na mocy (v) mamy -
UA=UV=I,U,
czyli wzor (V.246). . -
Niech teraz — odwrotnie — istnieje taka macierz wierszowo ortogonalna w n-tym
stopniu U,y € A [/], Ze jest (V.246). Na mocy twierdzenia (V.232) macierz A jest idempo-
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tentna rzedu r. Istnieje taka macierz diagonalna Dy, Ze UU*=D=(UU*)*=D*, skad
UAU*=1,,UU*=1,D,
UA*U*=(UAU*)*=D*I,y=DI,=1,,D,

wobec czego UA*U*=UAU*. Poniewaz istnicje taka quasi-odwrotno$é n-tego stopnia '
U € #[4] i ta!v:i element ,ue.szf’,. u#0, 28 UUjy=Upy U=uly, oraz U, U[;1*='U[;]* X
X U;,,,— @*lyy, Wiec po pomnozeniu lewostronnym przez Up,;, a prawostronnym przez
Uy otrzymujemy u*ud*=pu*pud, a stad A*=A. Zatem A jest wtedy macierza rzutujaca
_r-tegorzedu. W

(V.247) TWIERDZENIE. Macierz Ag,y nad pierScieniem czeSciowo uporzqdkowanym of jest

macierzq rzutujgeq rzedn r wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz kolumnowo orto-
gonalna w n-tym stopniu V,, € M [s7], Ze

(V.248) | AV=VI,.

Dowéd. Jezeli A jest macierza rzutujaca r-tego rzedu, to na mocy (V.246) jest A*U* =
=AU*=U*l},, i kladgec V:=U* otrzymujemy (V.248), poniewaz V*¥V=UU*=D, gdzie
Dy,; jest macierza diagonalna quasi-nieosobliwg w n-tym stopniu. JeZeli — odwrotnie —
zachodzi réwnos$¢ (V.248), to V*¥AV=V*Vl, =Dly=I,D=1,,V*V i mnozac t¢ rOW-
nosé stronami prawostronnie przez quasi-odwrotnosé n-tego stopnia ¥y, taka, ze V¥V =
=yl v#0, otrzymujemy vV*A=vI,,V*, czyli V*4d= I[,] V* i na mocy twierdzenia
(V.245) macierz A jest rzutujaca r-tego rzedu. W
(V.249) TWIERDZENIE. Macierz Ay, nad pierscieniem z p;erwrastkowamem S jest macierzq
rzutujqeq rzedu r wtedy i tylko wtedy, gdy

op
(V.250) A~y

Dowéd. Jezeli Ay, jest macierza rzutujaca rzedu r, to na mocy twierdzenia (V.245)
istnieje taka macierz wierszowo ortogonalna w n-tym stopniu Up,; € # [#/], Ze ma miejsce
réwnoéé (V.246), a na mocy twierdzenn (V.56) i (V.71) istnieje taka macierz diagonalna
Dyyy € M [] quasi-nicosobliwa w n-tym stopniu, ze V:=DU jest quasi-ortoriormalna
w n-tym stopniu i !

VA=DI;U=I,;DU=I;,V,

czyli zachodzi relacja (V.250). Jezeli — odwrotnie — jest (V.250), to na mocy twlerdzema
(V.245) A jest macierza rzutujaca r-tego rzedu. M ;

(V.251) TWIBRDZENIE. Macierz Ag,y nad cialem z pierwiastkowaniem & jest macierzq rzu-
. tujgeq rzedu r wtedy i tylko wtedy, gdy

' op
(V.252) A[:’,:] Iy,
Dowéd wynika z twierdz_em'a poprzedniego, poniewaz w pierScieniu macierzowym

e . —np - op 3 .
nad dowolnym cialem z pierwiastkowaniem & relacje ol R pokrywaja sie. W
\ : / ' . . n n A )

13 Wektory 1 maclerze t. I
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(V.253) TWIERDZENIE. Macierz A[,,]' nad cialem z pierwiastkowaniem F jest macierzq
rzutujqeq rzedu r wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora kolumnowego X € &, gdzie
& jest n-wymiarowq przestrzeniq ciqgowq nad cialem F, AX jest rzutem ortogonalnym tego
wektora na pewnq r-wymiarowq podprzestrzen liniowq 7 przestrzeni & . Jezeli

(vi) U:=[U;..U],
gdzie wektory kolumnowe Uy, ..., U, traktujemy jako wektory przestrzeni liniowej &,
a Uy, ..., U,) jest dowolnq bazq ortonormalng podprzestrzeni I, to A=UU*.

Dowdéd. Na mocy twierdzen (IV.154) i (IV.194) w podprzestrzem & istnieje baza
ortonormalna okreslona macierza (vi). *
Jezeli Re 7 jest rzutem ortogonalnym wektora X" na podprzestrzen 7, to na mocy
twierdzenia (IV.241)
: . ¥
= jzl U;, XU,

gdzie na mocy (1V.140) '
(U;, Xy=tr(U}X).
Biorgc pod uwageg, Ze macierz 'U}‘X jest pierwszego stopnia, mamy
U, Xy U,=U,KU;, Xy=U, U'X,
skad R= ji:l U; UfX=UU"X. Niech 4:=UU*. Wtedy R=AX jest rzutem ortogonalnym

v wektora X € & na podprzestrzen liniowg . Macierz 4 jest rzutujaca rzedu r, poniewaz
na mocy twierdzenia (V.23) r(d)=r(U)=ri

A=UU VU =UL, , U*=UU*=4,

A¥=(UUM*=UU*=4.
Jezeli — odwrotnie — A, jest macierza rzutujaca rzedu r, to na mocy twierdzenia (V.251)
istnieje taka macierz ortonormalna w n-tym stopniu V€ A [F], 2ze AV=VI,,, czyli

A=Vh, V¥=(VI,))(VI,)*. Macierz Uy, 1= me jest kolumnowo ortonormalna w r-tym
stopniu. Niech

U[n,r]z[Ul“'Ur]s'

gdzie Uy, ..., U; sa wektorami kolumnowymi. Jezeli 7 jest podpi‘zestrzen.iac liniowg r-wy-
miarowa rozpigta na wektorach U, ..., U,, tworzacych jej baz¢ ortonormalng, to dla
dowolnego wektora kolumnowego X € & jest

- i
AX=UU*Y= Z U, UfX= }j w , XU,
i na mocy twierdzenia (IV 241) AX jest rzutem ortogonalnym wektora X na podprzes-
trzen 7. W
Twierdzenie (V:253) thumaczy nazwe macierzy rzutujacych.

(V.254) PrzykiAD. Niech & bedzie dwuwymiarows przestrzcﬁiq ciggowa utworzong
przez wszystkie zespolone wektory kolumnowe o 2 wierszach. Niech 9 bedzie podprzes-.
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trzenia w & utworzong przez wszystkie wektory kolumnowe postaci

0,5-0,1i ,
“ [0,7—0,5J 2 BEE
Sprawdzamy, ze wektor kolumnowy
0,5—0,1i
U:: {0,%0,5:‘]
tworzy bazg ortonormalng podprzestrzeni 7. Sprawdzamy, ze dla macierzy rzutujacej P

z przykladu (V.243) jest P=U, Uy, wobec czego macierz P jest w & macierza rzutujaca
nad podprzestrzeni 7 . ZnajdZmy rzut ortogonalny R wektora

]

na podprzestrzen J . Na mocy twierdzenia (V.253) R =PX, czyli
}r'{_ 0,26  0,40+0,18{][i]_[0,80+0,62i
| 0,40—0,18i 0,74 2| | 1,664-0,40i |

co oznacza, e R € 7, oraz

R=TX, Ul);tr[

Sprawdzamy, Ze

0,80—0,38i [*[0,5—0,1i] _ 2
~0,34+ 0,40;‘] [0,7 -~ 0,5:] SIS
co oznacza, ze R—X 17 zgodnie z definicja (IV.239). H

(V.255) TWIBRDZENIE. Jezeli w n-wj#miaquf przestrzeni ciqggowej & nad cialem z pier-
wiastkowaniem F macierz Ay, jest macierzq rzutujgeq na podprzestizen I przestrzeni &,
to Iy — A jest macierzq rzutujgcq na dopelnienie ortogonalne - -

Dowéd. Niech (U,, ..., U,) bedzie baza ortonormalna przestrzeni &, a (Uy, ..., U,)
baza ortonormalna podprzestrzeni & i niech — zgodnie z twierdzeniem (V.253) — A:=
:=[U, ... U][U; ... U= 5 U;U; bedzie macierza rzutujaca na podprzestrzeh 7.

f=1

Na mocy twierdzenia (IV.235) (U,4 1, -.., U,) jest baza w dopemieniu ortogonalnym 7. -
Na mocy twierdzenia (V.72) macierz U:=[U, ... U,] jest ortonormalna w n-tym stopniu
i wobec tego
UU*= Y U Ul =Iy;.
s
Stad

n

Iy—A= 3, U;Uf- X U;Uj= ZHUJU}‘=T[U,+1...U,,][U,H...U,,]*
L i=

jest macierzg rzutujgcana 7. W

13¢
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(V.256) TWIBRDZENIE. Jezeli w n-wymiarowej przestrzeni ciqgowej & nad cialem z pier-
wiastkowaniem F welctor R jest rzutem ortogonalnym wektora X na podprzestrzeni 7 przes-
trzeni &, to wektor X — R jest rzutem ortogonalnym wektora X na podprzestrzen I i

Dow6d wynika z twierdzenia poprzedniego, poniewaz X—R=([,;—A4A)X. N '
v .25_7) TWIERDZENIE. Jezeli w pfer.éciem‘ﬁ mac;‘erzowym- M [ A] Fy, . Jest takq macierzq,
ze F*F jest macierzq odwracalng w r-tym stopniu, to macierz
(V.258) | Az =F(F*F)i F*
Jest macierzq rzutujqcq.

Dowad. Mam)r

F(F*F)[,;F*F(F*F)[:;F* F(F*F)j F*=4,
A*=(F(F*F);{ F*)*=F (F*F);, F*=A,

wobec czego macierz (V.258) jest rzutujaca. M

(V.259) TWIERDZENIE. Jezeli Fy, n jest takq macierzq nad pierscieniem przemiennym
z transpozycjqa oA, e F*F jest macierzq odwracalng w r-tym stopniu, to macierz (V.258)
Jjest macierzq rzutujgeq r-tego rzedu.

Dowéd. Na mocy twierdzenia poprzedniego macierz (V.258) jest rzutujaca. Macierz
F*F na mocy twierdzen (II1.140) i (V.17) jest rzedu r, wobec czego na mocy twierdzenia
(V21) r(F)=r i na mocy (V.5) r(F)=r. W takim razie na mocy twierdzenia (V.21) i wzoru
(V.258) r(4)<r(F)=r. Ale ze wzoru (V.258) wynika, ze AF=F, wobec czego r(4)>r(F)=r
i w takim razie macierz rzutujaca (V.258) jest rzedu r.

(V.260) TWwWIERDZENIB. Macierz Ay, z regularnego pier§cienia macierzowego M [sf] jest
macierzq rzutujqeq rzedu r wtedy i tylko wtedy, gdy istnicje taki element o € o, 050, i taka

macierz Fy, € M) kolumnowo pelnego rzedu r, ze macierz F*F jest qua.wmeo.s‘obhwa
w r-tym stopniu i istnieje taka jej quasi-odwrotnos$é r-tego stopnia Xy,,, ze

(v.261) ' © (F*F)X =X (F*F)=a"al,,
(V.262) - : o*ad=FXF*.

Dowdd. Jezeli Ap,; jest macierza rzutujacg rz¢du r, to na mocy twierdzenia (V.234)
istnieja takie macierze Fy, .1, Gy, ny € # ] oraz taki element o € .o, a#0, ze zachodza
réwnodei (V.235) i (V.236). Na mocy (V.236), (V.5) i twierdzenia (V.21) macierz F jest
kolumnowo pelnego rzedu r. Z réwnoéei A* =4 na mocy (V.235) wynika, Ze
(vii) o «*FG=aG*F*.

i
Mnozgc t¢ réwnosé stronami z lewej strony przez G, a z prawej przez F, na mocy wzoru

(V.236) otrzymujemy a*a?l,;=aGG*F*F, skad
(viii) (GG"‘) (F*F)=0 a:I[,]
Na mocy tw1erdzema (I11.143) macierz X:=GG* jest quam-odwrotnoéc]q r-tego stOpma
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macierzy F*F spelniajacq warunek (V.261). Mnozgc (vii) stronami z lewej strony przez FG,
otrzymujemy na mocy (V.235) i réwnosci 42=4

*o?A=aFGG*F*,
skad réwnos¢ (V.262). -

Jezeli — odwrotnie — istnieje taki element « € &, 0, taka macierz Fi,, ,; kolumnowo
pelnego rzedu r i taka quasi-odwrotnoéé Xi,; macierzy F*F, Ze sa prawdziwe wzory (V.261)
i(V.262), to

(¢*0)*A> =FXF*FXF*=a*aF X F*=(0*a)?4,
skad A?=A oraz
(ix) - a*ad*=(a*ad)* =(FXF*)* = FX*F*.
Ale na mocy (V.261) _
(F*F) X*=X*(F*F)=(*al)* =o*al;,;,
skad
(F*F)(X-x")=0,

a po pomnoZeniu z lewej strony przez X

o*a(X—-X%=0,
skad X*=X i na mocy (ix)
a*oad* =FXF*=o*ad,

a stad A*=A. Wobec powyZszego A jest wtedy macierza rzutujaca. Z réwnosci (V.261)
i (V.262) na mocy twierdzenia (V.21) wynika, ze r(F)>r(J,))=r i r(4)<r(F), a poniewaz
na mocy (V.5) »(F)<r, wige r(F)=r i r(4)<r. Ale mnozac réwnosc¢ (V.262) prawostronnie
przez F, otrzymujemy a*adF=o*aF, czyli AF=F, skad na mocy twierdzenia (V.21) r=
=r(F)<r(4d) i wobec powyiszego r(4)=r. Zatem A jest wtedy macierza rzutujaca
rzegdur. W
(V.263) TWIERDZENIE. Macierz Ay, 2 regufamego pierscienia mac;erzowego M A,
gdzie of jest dowolnym cialem lub pierscieniem z podzielno$ciq z funkcjq porzadkujqcq o war-
tosciach calkowitych, jest macierzq rzutujqceq rzedu r wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
macierz Fy, € M [A], e F*F jest macierzq odwracalng w r-tym stopniu i jest
(V.264) _ A=F(F*F);1 F*. _;
Dowdd Jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego, pomewaz na mocy
tw1erdzema (V.237) mozna przyjac a=1. W

§ V.11. Macierze nilpotentne

(V.265) DEFINICIA. Macierzq k-nilpotening (k € %) albo po prostu macierzq nilpotentng
nazywamy kazda taka macierz 4, ze -

(V.266) A'=0A(k=1v(k>2/4""#0)). W
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(V.267) PrzyKLAD. Macierz nad pierscieniem liczb catkowitych &

1 -1
‘ ‘ A"'[I —1]

jest dwunilpotentna, poniewaz A2=0AA'=A#0. W
(V.268) TWIERDZENIE. Jezeli A jest macierzq k-nilpotentnq, to dla kazdego n=k (neN)
Jest
(V.269) (A"=0.
Dowé6d wynika wprost z definicji. M

'(V.270) TWIERDZENIE. Jezeli A jest macierzq k-nilpotentng, to A, AT i A* sq réwnie:
macierzami k-nilpotentrnymi.

Dowdd wynika z faktu, Ze
A = 0<o(A) =0 (AT =0(4*}=0. W

(v.271) TwirDZENIE. Jezeli w regularnym pier$cieniu macierzowym M (o] macierz A jest
k-nilpotentna, to dla kazdego ac £, a#0, macierz aA jest tez k-nilpotentna.

Dowdd wynika z faktu, ze

A= O0w@A)=d4*=0. W

(V.272) TWIERDZENIE. Jezeli Apy jest macierzq k-nilpotentng nad pierscieniem przemiennym
z transpozycjq, to jest macierzq quasi-osobliwg w n-tym stopniu.

Dowdéd. Na mocy twierdzenia (III.113) i wzoru (V‘266) (det, 4)*=0, skad na mocy
twierdzenia (I.111) det,, A4 jest dzielnikiem zera.

(V.273) TwIERDZBNIE. Jeseli Ay, jest macierzq k-nilpotentnq nad pierscieniem przemien-
nym z transpozycjq of, to kazda macierz quasi-podobna do niej w n-tym stopniu jest tez
k-nilpotentna. ‘

Dowéd. Niech By, € # [«/] bedzie macierza quasi-podobna w n-tym stopniu do ma-
cierzy A. Istnieje zatem taka macierz M, # [#/] quasi-nicosobliwa w n-tym stopniu,
Ze MA=BM i taka jej quasi-odwrotno$é n-tego stopnia My, 26 MMpy= M M=pl,,
gdzie p € o nie jest dzielnikiem zera. Mamy stad uB= MAM,,, ud= My, BM oraz

HB*=(uB)* = MAM ;) MAM,.. MAM = p* M A*M,,,
WA = (nA)* =M, BUM [ BM ..My BM = i~ M, BM ,
skad B'=0=4=0. W

(V.274) TWIERDZENIE. Jezeli Ay, jest macierzq k-nilpotentng, to dla dowolnych macierzy
B{W; m] i C[m, nl macierz

D[ﬂ, mtn] + = [:A[u] B[n, m]]
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\ . ¢ 0 o '
jest k-nilpotentna, gdy A 'B=0, a (k+ 1)-nilpotentna, gdy A*~* B O, natomiast macierz

A n
E[m+n,n:! i =[CEM] ”]]

jest k-nilpotentna, gdy CA*~ =0, a (k+ 1)-nilpotentna, gdy CA*~' 0.
Dowdd. Dowodzimy indukeyjnie, ze dla dowolnego / € %t

-~ AI’ '
DI=[AIn A lB n,mld s E!=[ —{“J 3
[n )[ s ]] (CAI 1)[“" o

skad wynika teza. M
(V.275) TWIBRDZENIE. Jezeli macierz Ay, rzedu r z regularnego pierScienia macierzowego
M [] jest k-nilpotentna (k=2), to
: k~1
(V.276) r< e

Dowéd. Na mocy nieréwnosci Sylvestera (V.207) mamy dla B=A'
r( A"z r(d)+r(A)-n,
skad z latwoscig dowodzimgr przez indukcje, Ze
| 1@ =02k r(4)~(k—1)n,

czyli zachodzi nieréwnoéé (V.276). W

(V.277) TWIERDZENIE. Macierz Ay, rzedu r z regularnego pierScienia macierzowego M [of]
jest k-nilpotenta (k=>2) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie macierze Fy, 1, Gg, my € # []
pierwsza kolumnowo, a druga wierszowo pelnego rzedu r i taki element ae s, a#0, ze
aA=FG, a macierz GF jest (k— 1)-nilpotentna.

Dowdd. Zatézmy najpierw, Ze macierz A jest k-nilpotentna (k>2). Na mocy twier-
+ dzenia-(V.196) istnieje taki element a e o/, a#0, i takie macierze Fy, .y, Giy,n € # [H]
pierwsza kolumnowo, a druga wierszowo pelnego rzedu r, ze ad =FG i wobec tego a*4* =
=(ad)*=(FG)*=0. Na mocy twierdzenia (V.202) istnieja takie macierze My, Npm€
e M[A] 1 takie u,ve o, g, v#£0, 26 MF=pul,, i GN=vl,,. Mnozac réwnosé (FG)‘=0
lewostronnie przez M, a prawostronnie przez N, otrzymujemy /v (GF = 0, czyli
(GF~*=0. Gdyby (GF)*?= 0, wtedy mnoZac t¢ réwnos$é lewostronnie przez F, a prawo-
stronnie przez G, otrzymaliby§my (FG)* ™' =0, skad (ad)* " '=d""'4*"'=0, czyli 4 ' =
=0, co przeczyloby zaloZeniu, Zze 4 jest macierzg k-nilpotentng. Zatem (GFY¥ " 2£0
i GF jest macierza (k— 1)-nilpotentna.

Jezeli — odwrotnie — ad=FG, a macierz GF jest (k— 1)-nilpotentna, to (GF)*"'=0,
skad (FG)*=(ad)=d"*4*=0 i A*=0. Gdyby A" * =0, wtedy byloby M(FG)*~'N=MF x
X (GF) " 2GN=puy(GF)*"*= 0, skad (GF)* =0, co przeczytoby zalozeniu, ze macierz GF
jest (k—1)-nilpotentng. Zatem A*~*# O i 4 jest macierza k-nilpotentna. M
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(V.278) PRzYKEAD. Macierz nad pierscieniem liczb catkowitych &

~4 —1 -4 —4] [-1 -3
Lo o o of |0 offtrr1
=l RS R ol 0[1011]
75 1 1 5 2

jest tréjnilpotentna, pomewaz A*=01 A*+# 0. Macierz

-1 -3}

1111} o of [t -1]_[1
:=[1 01 1] -3 0 =[1 -»1]{1] [ =1]

SR

jest dwunilpotentna, poniewaz B*=0 i B#0. Mac’lierz

C:=[1 —1][1]40]

jest jednonilpotentna, poniewaz C=0. W
Twierdzenie (V.277) moZe stuzy¢ do konstrukcji macierzy k-nilpotentnych dla coraz

to wigkszych k.
§ V.12. Macierze ponadtréjkatne

(V.279) DerFnNICIA. Macierz A nazywamy ponadtrdjkqtng gorng wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnia nastepujace dwa warunki, gdzie k, /, r, s € M:

(¥,250) A@=...=a,, =O0na,#0= N\ A a,=0),
' r k>r l<ss
(v.281) ' A CA a,-,=0==‘—' /\ /\ au=0). MW

(V.282) DBF]NICJA Macierz A nazywamy ponadtréjkqtng dolng wtedy i tylko wtedy,
gdy speinia nastepujace dwa warunki, gdzie k, /, r, s € N:

(V.283) - . /\(ﬂlszl__——_ar_l"mog\am;éo:} /\ A alk.[:‘J)’
! 3 * k<r I>s
(V.284) ACA =02 A A ay=0). =W
¥ [ k I>s

(V.285) DEFINICIA. Macierzami ponadtrdjkqtnymi nazywamy zaréwno macierze ponad-
tréjkatne gorne jak i macierze ponadtréjkatne dolne.

(V.286) DEFINICIA. Wyrazem oporowym nazywamy kazdy wyraz a,, macicrzy popad-
tréjkatnej gornej spelniajacy warunek a,#0Aa,=...=a,, ;=0 oraz kazdy wyraz
a,, macierzy ponadtréjkatnej dolnej spelniajacy warunek ﬂ”¢0hau =a,_4,,=0. A
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Z deﬁhicji (V.279), (V.282) i (V.285) Wwynika, Ze kazda macierz ponadtréjkatna jest
macierza tréjkatng, a mianowicie kazda macierz ponadtrdjkatna gérna (dolna) jest ma-
cierzg trojkatna gorna (dolng).

(V.287) PRZYKLAD. Macierz rzeczywista

-31 1 0510 7 1
-4 -2300 4 -1
{Ags, 03 = 20 -1 1],
1 0 -1
f ) 5

w ktérej podkre§lono wyrazy oporowe, jest ponadtrdjkatna gérna. M
(V.288) PRZYKLAD. Macierz rzeczywista

-3
2
1 —4
Apg,ai=| O =2
5 13
1 2 0
. 7 ~1 4

jest macierzg tréjkatna dolng, ale nie jest macierza ponadtréjkatng dolng. W
(V.289) TwierDZENIE. Jezeli A jest macierzq ponadtréjkqing gorng (doing), to A jest tez
macierzq ponadtréjkqing gérng (dolng), a A™ i A* sq macierzami ponadtréjkatnymi dolnymi
(gornymi).

Dowdd wynika wprost z definicji. W

(V.290) TWIERDZENIB. Rzqd macierzy skoviczonej ponadtréjkqtnej z regularnego pier-
Scienia macierzowego # [s#] jest rowny liczbie jej wyrazéw oporowych.

Dowdéd. Niech 4 bedzie macierza ponadtréjl;:qmq gbrna. Poniewaz wyrazy oporowe
z definicji leza w réznych wierszach i réznych kolumnach, wigc mozna utworzy¢ minor
macierzy A bedacy wyznacznikiem macierzy trojkatnej o gtéwnej przekatnej utworzonej -
z wyraz6w oporowych macierzy 4. Na mocy twierdzenia (III.114) minor ten jest rozny
od zera, wobec czego rzad macierzy A4 jest nie mniejszy od liczby jej wyrazéw oporowych.
Ale z drugiej strony liczba wierszy macierzy 4 jest réwna liczbie wyrazéw oporowych,
a rzad macierzy A nie n:ioZe przekraczaé liczby jej wierszy. Wobec tego rzad macierzy 4
jest réwny liczbie jej wyrazéw oporowych. Dowéd dla mamerzy ponadtréjkatnej dolnej
jest analogiczny. M

(V.291) TwiErDZENIE. Dla kaidej macierzy A[m, wy nad pierscieniem z p;erw:asrkowaniem
o, istnieje taka macierz Upy, € M [A] quasi-ortonormalna w m-tym stopniu, ze

(V.292) [E,{’,,l'—UA
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Jjest macierzq ponadtrdjkqtng gérﬁq o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich,
i taka macierz Vi, € M [/] quasi-ortonormalna w n-tym stopniu, ze

(V.293) _ T =AV
jest macierzq ponadtrdjkatna dolng o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich.

Dowéd. Poniewaz dla A=0 wystarczy przyjaé U=Iwy, V=Iy, TH=T%=0,
aby twierdzenie bylo prawdziwe, wigc zakladamy, ze 4% O. Udowodnimy przez indukcje
pierwsza czg$¢ twierdzenia. Rozpatrzmy macierze postaci:

AR a=A=[R{) 1,

0 -

4® | PRea QW-pa k=1.2

[, n] = o Rk ] 9 &y svey
[m—k, pil [m—Fk, n—px]

gdzie P[k piy J€St macierzg ponadtrogkqtna g6rng wierszowo pelncgo rzedu k o wyrazach
oporowych d®, ..., d® ere s, d®, ...,d¥>0. Jezeli k=m lub R® =0, to macierz A®
jest ponadtréjkqtna goérna o wyrazach oporowych dy, ..., d, quasi-rzeczywistych dodat-
nich. Jezeli k<m i R® # 0, to niech

k). . k k
z()'= H 3 zf(c'zj'_!- ,Z,(',)Ed,

bedzie pierwsza z kolei niezerowa kolumna macierzy R®. Na mocy twierdzen (V.85)
i (V.71) istnieje taka macierz M-, € .# [«¢] quasi-ortonormalna w (m— k)-tym stopniu
i taki element d, e re o, d,. >0, ze

dy 1
O l=a,|®|=mwzo,
0 0

Niech pe o, u#0, bedzie takim elementem, ze M®M®*=MP*M® =1, ... Wobec
tego, jezeli [cf ... ¢, ] jest pierwszym wierszem macierzy M®, to

° m—k
(i) D e =
=1 _

skad wynika, Zze p e re o, 4>0, i i'stn.ieje JRE e o, ,/n>0. Wobec tego macierz

I
u® :=[\/ﬁ 0 ]
tm M®._,,

jest quasi-ortonormalna w m-tym stopniu i istnicje taka liczba naturalna py 4 s , Ze

(k+1) (k+1)
U, 4® _.[ Pt L) et Q[k+1 n=pe 1] }
3

[m, n]1—
tm=k~1, pes1] Rimekn1, n=ps1]
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gdzie

(k) (k'i'l)
P&T—P = ‘\/ﬂuP[k Pkl [" Pie+ 1~ Picl
s P+ 1] [o. .Odk]

jest macierza ponadtrdjkatna gérng wierszowo petnego rzedu k+1 o wyrazach oporowych

g0 JrdP  dla j=1,..,k,
I d, dla j=k+1,

czyli o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich. Istnieje zatem cigg macierzy
A, AD | AD taki, ze
A®=4,

AV g®A®  dqla  k=0,1,..,q9-1,
A(“)=T(“,

gdzie T[‘,,l,ful jest macierza ponadtrdjkatna gérna o wyfazach oporowych quasi-rzeczywis- '
tych dodatnich. Stad otrzymujemy '
TO=ygh-  v94.

Na mocy twierdzenia (V.78) macierz Upy:=U“"" . U® jest quasi-ortonormalna
W m-tym stopmu i otrzymujemy wzér (V.292). Wyprowadzeme wzoru (V.293) jest ana-
logiczne. M

(V.294) TwierRDZENIE. Dla kazdej macierzy Agy, n nad cialem z pierwiastkowaniem &,
istnieje taka macierz Uy € M [F] ortonormalna w m-tym stopniu, Ze

(V.295) T =UA

jest macierzq ponadtrdjkqtng gorng o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich,
i taka macierz Vi, < M [F] ortonormalna w n-tym stopniu, ze

(V.296) TR, :=AV

jest macierza ponadtréjkatng dolng o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich.

Dow6d. Na mocy twierdzenia poprzedniego istnieja macierze Upmys Vim € A [F]
quasi-ortonormalne pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu takie, Ze zachodza réw-
noci (V.295) i (V.296). Ale UU*=U*U=ul,y i VV*¥=V*V=0I,, gdzie u,veZF,
u, v#0, i analogicznie jak dla (i) wykazujemy, Ze u, v € re &, u, >0, i istnieja \/u, /v € Te F,
i, Jv>0. Wobec tego mamy

juTu)._( lu )A,- I:/-I—ET‘.”=A(\%V)-

1 I s ' . i ,

Poniewaz macierze — T* i —J; T® sg ponadtréjkatne, pierwsza gorna, a druga dolna,
N v 1.1

o wyrazach oporowych quasi-rzeczywistych dodatnich, a macierze ﬁ Ui :/_E V sa orto-

normalne, pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu, wigc otrzymujemy stad teze. =
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