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(1V.186) i (IV.187). Tworza one uklad ortogonalny i macierz

Vi
U[m. ME =
vm

jest wierszowo ortogonalna w m-tym stopniu. Ze wzorow (IV.186) i (IV.187) wynika
ponadto istnienie takiej macierzy tréjkatnej dolnej 77, quasi-nieosobliwej w m-tym stop-
niu, ze U= TA. Dowdd dla macierzy Ay, ,, kolumnowo peinego rz¢du n jest analogiczny. g

(V.172) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ap,,, nad pierfcieniem z pierwiastkowaniem of
jest wierszowo pelnego rzedu m (kolumnowo pelnego rzedu n), to istnieje taka macierz trdj-
katna dolna Ti,,€ M (] (tréjkqtna gorna Ty, € M [4]) quasi-nieosobliwa w m-tym stop-
niu (w n-tym stopniv) i taka macierz Uy, € 4 [2/] wierszowo quasi-ortonormalna w m-tym
stopniu (kolumnowo quasi-ortonormalna w n-tym stopniu), ze U=TA (U=AT). Jezeli po-
nadto pierScier o jest cialem, to istnieje taka macierz trdjkqtna dolna T, € # [4] (trdj-
katna gorna Ty, € # [4]) nieosobliva w m-tym stopniu (w n-tym stopniu) i taka macierz
Utm,nj € # [#) wierszowo ortonormalna w m-tym stopniu (kolumnowo ortonormalna w n-tym
stopnin), ze U=TA (U=AT).

. Dowéd wynika z twierdzen (V.171), (V.56) i (V.57). M

§ V.6. Twierdzenia o diagonalizacji J

(V.173) TWIERDZENIE. Dia kazidej macierzy Ap,,y z regularnego pierScienia macierzo-
wego M (] istniejq takie macierze My,,, Nj,y€ M [] bedqce iloczynami macierzy ele-
mentarnych odpowiednio m-tego i n-tego stopnia, i taki element a € of, a#0, ze

- (V.174) MAN=al,,
gdzie r jest rzedem macierzy A.

Dowdd. Dla 4=0 mamy r=0 1 przyjmujétc umowe, ze Ijpy=0, mamy (V.174) dla
dowolnych M, N i a, na przyklad, dla M=Ipy=ES] (1, 1), N=ILy=ER (1;1), a=1.
Mozemy odtad zatozy¢, ze A% O i 1<r<min (mm, n). Rozwazmy ciag macierzy postaci

’ (k) ;
k . k .
AE”‘)’ n].=[ tk) B(k) ] md]a k=1 PRILE ﬂ'illl(m, n),
fm—k, n—k]
@ '

Al =Bl =4,
gdzie DY), k=1,..., min (m, n), jest macierza diagonalna quasi-nicosobliwa w K-tym
stopniu. Zatézmy, ze istnieje wyraz biy, #0, gdzie 1<u,<m—k, 1<v,<n—k. MnoZac
macierz A® lewostronnie przez macierz elementarng E®V: = E) (k+1, k+u,), a prawo-
stronnie przez macierz elementarna E®:=EG) (k+1, k+v,), otrzymujemy macierz.
postaci ’
" D
(ii) E D 4Wpk, 1)=[ k]

(k
Cim-t, nun] ’
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|

k, 1). . I I (2 k 3 lr.

Fl, 2 3
[n] 1= H (Eénl)(bcm Ef])(k+1 s _‘31 J—k))

czyli
T _ Iy 3
* k
(1) _ lm ) 6 2)_ e I K
(iii)  Fray : 21613 N cly
k k .
*cﬁ.)k, el c?

Mnozac macierz (i) lewostronnie, przez macierz F*', a prawostronnie przez macierz
F®&D | otrzgmujemy macierz, ktéra w (k+1)-ym .wierszu i w (k+1)-¢j kolumnie ma.
tylko jeden wyraz rézny od zera, a mianowicie ciy. Pozwala to przyjaé, ze

(i\") A(k-i-l) FU( I)E(k ].)AE{k Z)F(k. 2)
W ciggu macierzy (1) zquzanych wzorem rekurencyjnym (iv) musi pojawi¢ si¢ macierz
Af:;t),njz §:§=d1ag (Cu s s c7 D), gdzie ¢, ..., e V#0. Mamy wtedy
(V.175) FOAF® = p"),
gdzie

) r=1 5] r-1
) . F. H (F(J'. HEU. 1))’ F®.— H (E(J'- 2)pUs 2}).

Jj=0 : J=0

Na mocy twierdzenia (V.30) macierze 4 i D™ maja ten sam rzad, skad r=r(4). Niech
Dy Hdlag(c(l) c§’1 1)’ c(lti)c(lz)“‘c(r D o ,8(0)*‘ (r—?-) T 1)’
"l—-..--—‘
m=r razy

czyli
Dr=E&(, ¢...ciT DES 2, Qe...cf7 ). B, c&"s’ 7).
Mamy wtedy na mocy (V.175) '
D FVAFP =(cQ)...c{T ) I,
i kladac M:zb;,,] FO N:=F®, g:=c{Q ... {7, otrzymujemy teze. fal

(V.176) TwierDZENE. Dla kaidej macierzy Ag,,., z pierScienia macierzowego # [F]
nad cialem z transpozycjq & istniejq takie macierze My, Ny, € # [F] bedace iloczynami
macierzy elementarnych nieosobliwych w m-tym i n-tym stopniu, Ze -

(\«'.177):%ﬁ : MAN=1I,,

gdzie r jest rzedem macierzy A.
Dowéd wymka z twierdzenia poprzedniego, pomewaz wszystlue macrerze elementarne
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p-tego stopnia (p=m lub p=n) nad cialem  s3 nieosobliwe w p-tym stopniu, a réwnosé

: o 1
(V.174) mozna po obu stronach pomnozy¢ lewostronnie przez iloczyn £ :——-Eéf,',)].(i , ;)

T - (r, ) otrzymujac po prawej stronie macierz /,;, a po lewej zamiast M macierz
a

EM, bedaca iloczynem macierzy elementarnych nieosobliwych w m-tym ‘stopniuv. W

(V.178) TwierDZENIE. Dla kaidej macierzy Ay, ., z regularnego pierscienia macierzo-
wego # [s4] nad pierscieniem of z podzielnosciq i funkcjq porzadkujqeq o wartosciach calko-
witych istnieje taka macierz diagonalna Dyy:=diag(d,, ..., d,) e #[H], d,, ...,d. e o,
quasi-nieosobliwa w r-tym stopniu, gdzie r jest rzedem macierzy A, i takie macierze M,,,
Ny € M [, bedqee iloczynami macierzy elementarnych nieosobliwych odpowiednio w m-tym
i W n-tym stopniu, ze

(V.179) MAN=D,

a ponadto dy, ...,d,#0 i element. d; (j=2,...,r) jest podzielny przez element d;_,.

Dowéd. Jezeli A=0, to dla D=0, M=1I,,;, N=I, twierdzenie jest prawdziwe.
Mozemy zatem odtad przyjac, ze A O i | <r<min (m, n). Konstruujemy ciag macierzy
postaci (i), gdzie Dm =diag (dy, ..., dy), dy, ..., dy#01i dla k>2 d; (j=2, ..., k) jest po-
dzielne przez d;.., . Zatézmy, ze w macierzy B® istnieje wyraz b,(,ff,k;éo taki, ze dla kazdego
jej niezerowego wyrazu b jest ¢ (6%) =9 (6%),)>0, gdzie ¢ jest funkcja porzadkujaca.
Istniejg zawsze takie macierze elementarne E%1 i g*?) nieosobliwe odpowiednio w m-tym -
i w n-tym stopniu, ze jest (ii), gdzie ¢ #0 i dla kazdego niezerowego wyrazu ¢’ macierzy
C® jest ¢ (5= (cf9)>0. Do (k+1)-¢j kolumny macierzy (i) stosujemy algorytm
Euklidesa, co — jak tatwo spostrzec — dokonuje sie przez lewostronne mnoZenie wediug
wzoru (I.326) przez odpowiednie macierze elementarne IT rodzaju, nicosobliwe w m-tym
stopniu. Jezeli ¢ff byt dzielnikiem wszystkich wyrazéw (k+1)-¢j kolumny, to w wyniku
wraz c¢{ pozostaje na swym miejscu, a inne wyrazy (k+1)-ej kolumny ulegaja wyzero-
waniu. W przeciwnym razie jedynym niezerowym wyrazem (k+ 1)-tej kolumny jest w wy-
niku algorytmu jaki§ wyraz ¢ {9, ktéry przez mnozenie lewostronne przez odpowiednia.
macierz elementarng I rodzaju sprowadzamy do (k+1)-ego wiersza i dla ktérego jest |

i) 2(cfD> p(t{)>0.

Stosujac nast@pme ‘algorytm Euklidesa — jak wyZej — na przemian do (k+1)-ego
wiersza (przez mnozZenia prawostronne) i do (k+ 1)-ej kolumny (przez mnozenia lewo-
stronne), mozemy przedtuzy¢ ciag (vi) jedynie o skoficzong liczbe wyrazéw, poniewaz jest
on utworzony z liczb naturalnych. Musimy zatem doj$¢ do macierzy, ktéra w (k+ 1)-ym
wierszu i w (k+ 1)-¢j kolumme ma tylko jeden wyraz niezerowy, wspdlny dla tego wiersza
i tej kolumny. Niech C™® bedzie macierza otrzymang w powyzszy sposéb z macierzy a®,

a % niech bedzie wymienionym wyrazem niezerowym. Jest zatem c{I;Z =..=8¢, a-k=0

i eR=...=2%®, =0.Dlakazdego niezerowego wyrazu ¢ macierzy ol 3 1stmejq takie

elementy qj?) i r§Pze 2P =4 eR+r% i p(rP)<p(EE). Jezeli dla kazdego wyrazu 2%
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jest (=0, oznacza to, Ze ™ jest najwu;kszym wspdlnym dzielnikiem wyrazéw macierzy

C™. Jezeli natomiast istnieje wyraz ¢ #0 taki, ze r® 0, to p (&) > p(r%)>0 i mnozac

maclerz .
A (k)
.2“}.' =[DU‘] A (k)
C[m—l‘c. n—kj

lewostronnie przez macierz elementarna E{2) (k+j, k+1, 1) nicosobliwa w m-tym stop-
niu, a prawostronnie przez macierz elementarng Eoy (k+1, k41, —gi}’) nieosobliwa
w n-tym stopniu, otrzymujemy macierz, w ktérej na miejscu wyrazu ¢ jest wyraz ri.
Mamy wtedy ¢ (c§)=9 (c"‘))>qp (r ("’)>0 Powtarzajac dla otrzymanej w rezultacie doko-
nanych mnoZen macierzy cale postgpowanie od poczatku przedhuzamy ten ciag utworzo-
ny z liczb naturalnych. Wynika stad, ze mozna powyZsze postepowanie powtdrzyé tylko
skoficzong liczbg razy i wobec tego musimy dojé¢ do takiej macierzy C®, ktéra w, pierw-
szym wierszu i w pierwszej kolumnie ma tylko jeden wyraz niezerowy, a mianowicie &2,
a ponadto ¢ ¢® jest WSpolnym dzwlnlklem wszystkich wyrazéow macierzy C®. Oznacza
to, Ze istniejg takle macierze Finy", Fiq > € 4 [o/], bedace iloczynami macierzy elementar-
nych nieosobliwych odpowiednio w m-tym i w n-tym stopniu, taka macierz Biy* i ,—y— 17
i taki element dy. :=¢®, e
D(k)
Q) Y [
F(""’[ k1 i’F(k. ol

C[m E,n—k] S . B(k+1
i [m=k=1,n—k-1]

i dy,y jest wspolnym dzielnikiem wszystkich wyrazéw macierzy B** ", Pozwala to na-
pisa¢ wzor rekurencyjny

(Vii) F(k- 1)k, l)A(k)E(k- 2)pla2)_ gk+1)

i stwierdzié, ze dy4q jest dzielnikiem wyrazow d,,, ..., d,, skad wynika, ze kazdy wyraz
d; (j=2, ..., r) jest podzielny przez d;_,. Wz6r (vii) jest analogiczny do (iv), ale o tyle
roZny Zc obecnie Flb L E®&D E&D FED g jloézynami macierzy elementarnych nie-
osobliwych odpowmdmo w m—-tym i w n-tym stopniu.

- Analogicznie dochodzimy do wzoru (V.175) i ktadac M:=F®, N:=F®, otrzymujemy -
teze. W '
(V\.IBO) TWIERDZENIE, I PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACIL. Dla kazdej
macierzy Ap, n Z regularnego pierscienia macierzowego M [s4] jest

(V.181) | R
gdzie r7jest rzedem macierzy A.

Dowéd wynika z (V.174). Na mocy bowiem twierdzed (V.104) i (III.154) macierze
M i N sa quasi-nicosobliwe pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu i na mocy twier-
dzenia (II1.140) istnieje taka macierz Ny, i taki element v € &, v#0, ze NNy,;=Npy N=
=vl,, skad na mocy (V.174) (vM) A=I;,; (aNp,), gdzie vM.i alNg,; sa macierzami quasi-

~nieosobliwymi odpowiednio w m-tym i n-tym stopniu. Na mocy definicji relacji ~
[m, n}
otrzymujemy stad tez¢. M

12 Wektory i macierze t, 1
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(V.182) TwIERDZENIE, [l PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACII. Df'r: kazdej ma-
cierzy Ay, wy Z pierScienia macierzowego i [F] nad cialem z transpozyciq F jest

(V.183) A x I,

[m, n]

gdzie r jest rzedem macierzy A.

Dowdd wynika z twierdzenia poprzedniego, poniewaz w pierscieniu macierzewym
nad cialem pojecia macierzy quasi-nieosobliwej w n-tym stopniu i macierzy nieosobliwej
w n-tym stopniu pokrywaja sie. B}

(V.184) TWIERDZENIE. TIT PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACH. Dla kaidej
macierzy Ap,, . z regularnego pierscienia macierzowego . [=¢] nad pierScieniem o = po-
dzielnosciq i funkefq porzqdkujqeq o wartosciach calkowitych istnieje taka macierz diago-
nalna Dyy=diag(dy, ...;d)e M), d,, ..., d. € o, quasi-nicosobliva w r-tym stopniu,
gdzie r jest rzedem macierzy A, zZe

(V.185) A=z D,
[, n]

a ponadto dy, ..., d,#0 i element d; (j=2, ...,r) jest podzielny przez elemient dj-y

Dowdd wynika z twierdzenia (V. 1?8) poniewaz 'wzo6r (V.179) jest rGwnowazny wzo-
rowi MA=DN,;. B

* Z twierdzeh (V.173), (V.176) i (V.178) wynika, ze przez dzialania elementarne mozna
kazdg macierz regularng A, ,; sprowadzi¢ do macierzy quasi-skalarnej r-tego stopnia,
gdzie r jest rzgdem macierzy A4, kazda macierz A, ,; nad cialem do macierzy I,y a kazda
macierz regularna A, ,; nad piericieniem z podzielnodcig z funkcja porzadkujaca o war-
tosciach calkowitych do macierzy diagonalnej Dy, quasi-nieosobliwej w r-tym stopniu,
ktorej kazdy wyraz diagonalny jest podziclny przez poprzedni wyraz diagonalny.

(V.186) PrzYkLAD. Znajdziemy przcksztalcenie (V.179) dla macierzy

2 3 s c -
L3151 —6 —60 —102

nad pierscieniem liczb catkowitych 2 (a wiec pierécieniem z podzielnodcia z wartoscia
bezwzgledna jako funkcja porzadkujaca) wykonujac wylacznie dzialania elementarne
odwracalne, co odpowiada mnoZeniu lewostronnemu lub prawostronneriu przez macierze
elementarne odwracalne odpowiednio w drugim lub trzecim stopniu. Mozemy zatem —
zgodnie z twierdzeniem (V.108) — wykonywaé dowolne dzialania clementarne I i 11 ro-
dzaju oraz mnozenie wierszy lub kolumn przez — 1. Zauwazmy, Ze macierze M i N otrzy-
mamy wychodzac z trzech macierzy I, 4, I,7, Jezeli wszystkie dzialania elementarne
na wierszach bedziemy wykonywaé réwnolegle na macierzach pierwszej i drugiej, a wszyst-
‘kie dzialania elementarne na kolumnach réwnolegle na macierzach drugiej i trzeciej.

Z chwila, gdy druga macierz stanie si¢ zadang macierza diagonalng, pierwsza bedzie ma-
cierz M, a trzecig macierz N.
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. e e i e e

Rozpoczynamy zatem obliczenia od trzech macierzy

1 20 33 57 : {
1)’ -6 —60 —102 | 1|

Do drugiego wiersza macierzy pierwszej i drugiej dodajemy potrojony pierwszy:

L0 2 33 57 ! 1

31/ 039 69}’ 1
Od drugiej kolumny macierzy drugiej i t:zemej odejmujemy szesnastokrotng pler“szq,
a od trzeciej dwudziestoo$miokrotng pierwszg

10 2 1 1 1 —lf —28
i1y 0 39 69| l.'

Od trzeciej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemy druga, a od pierwszej podwo-

jona druga:
[1 o] [ 0 1 o} > 'lf “_If
31 —~78 39 30 0 0 i

Do pierwszej kolumny macierzy drugiej i trzeciej dodajemy potrojona trzecia:

[L 0] [0 1 0] *i “1‘15 "lf
E] 3 ] i = .
31 12 39 30 . 0 n

Od trzeciej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemy podwojong pierwsza:

[1 0} [010] :g _1f _g
31 12 39 6 30 -5

Od pierwszej kolumny macierzy drugiéj i trzeciej odejmujemy podwojong trzecia:

[1 0]- [0 1 0] _2§ __lf ”g
31 039 6 3 0 -5

Od drugiego wiersza macierzy pierwszej i drugiej odejmujemy trzydziestodziewigciokrotny
pierwszy
9 —-16 -6

10] "[010] '
, -3 1 9
[—361 006 |75 s

12*



180 R.V. Macierze (cd.)

[

W macierzach drugiej i trzeciej Zami.eniamy kolumny pierwsza i drugg:

FHE RN
-36 1 006 T

W macierzach drugiej i trzeciej zamieniamy kolumny druga i trzecia, i otrzymujemy osta-
tecznie :

: —-16 —6 9
. M:=[__3é [1)], D::{1 6]’ Ni= 1 9 =23},
0 -5 13

i

Sprawdzamy, Ze zachodzi réwnoéé (V.179). B

(V.187) TWIERDZENIE. Dla kazdej macierzy Apn, .y wierszowo pelnega rzedu m z regularnego
pierscienia macierzowego 4[] jest '

m] *

(V.188) -' AKX

. [m,nl
Dla kazdej macierzy ‘A, ,; kolumnowo pelnego rzgé‘u n z iregularnego pierfcienia macierzo-
wego M [sf] jest

(V.189) _ . AKX I,

Ly nl

Dowdd. Jezeli A jest macierza wierszowo pelne’ go rzgdu m, to na mocy twierdzenia

(V.12) mozna jg uzupetnié n—m wierszami tworz: acymi macierz Bp,—p, m tak, Ze macierz

N[n]:m]-d [m, n1 ]

I_Btn—m. nj
Jjest pelnego rzedu n i na mocy definici’
‘stopniu. Poniewaz zachodzi réwnosé

(V.190)

1 (V.1) jest macierza quasi-nicosobliwg w n-tym

- Atm, 1= Lpmy Nia»
otrzymujemy stad teze. W prao-

: . : : spadku macierzy kolumnowo petnego rzgdu n dowod jest
analogiczny i zamiast réwnce

sei (V.190) otrzymujemy

(V.191
) AE.‘ﬂ. ) b MIH'S] I[”] ’
d - . - 5 - N 3
gdzie Mj,,; jest macier 73 quasi-nicosobliwg w m-tym stopniu. M

oy

8§ V.7. Rozklad macierzy nieosobliwych i e_!_lasi-nieosohliwych

V.192 : o ;
(ufargne) Lw JERDZENE. Dla kazdej macierzy A, quasi-nieosobliwej w nitym stopniu z re-
i A et tgf‘ pierscienia macierzowego K [f] istnieje taki element a € o, a#0, Ze macierz

iloczyneir macierzy elementarnych n-tego stopnia.
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Dowdd. Na mmocy twierdzed (V.104) i (IlLi54)l macierze M i N we wzorze (V.174),
53 W rozpatrywanym obecnie przypadku quasi-nieosobliwe w n-tym stopniu i jezeli:

@ M=E,..E,, N=F,.F,,

gdzie Ey, ..., E,, Fy, ..., F, s3 macierzami elementarnymi n-tego stopnia, ktérych quasi-
-odwrotnogciami n-tego stopnia, zgodnie z twierdzeniem (V.108), s3 macierze elemen-
tarne n-tego stopnia odpownedmo Ey,....E, ,Fi, ..., Fy , to na mocy twierdzenia (I11.152)
macierze

(ii) My,y:=E, ...E;, Nyy:=Fg..F&

sa quasi-odwrotnoéciami n-tego stopnia macierzy odpqwiednio M 1 N i istnieja takie
elementy u, ve s, pu, v#0, z& MMyy= My M=puly,, oraz NNy =N, N= vij,;. Wobec
tego ze wzoru (V.174) otrzymujemy uvA= M (aly)) Np,y. Kladac o;=py, otrzymujemy
stad teze, poniewaZ

'

alyy= H -E[ (J a. m

(V.193) TWIERDZENIE. Kazda macierz Ay, nieosobliwa w n-tym stopniu z pierScienia ma-
cierzowego M [%] nad cialem z ti anspozyc;q F jest iloczynem macierzy elementarnych
n-tego stopnia.

Dowod. Jezeli w (V.177) jest (i), to na mocy twierdzen (V.108) i (ITI.152) macierze
(i) Mp =By -+ (Edputs  Npwa 2= (Fodpag - (F i

sq réwniez iloczynami macierzy elementarnych n-tego stbpnia i na mocy (V.177) mamy
A——»M[;]l NE;]I, skad wynika teza. M

(V.194) TwierDZENIE. KaZda macierz Ay, nieosobliva w n-tym stopniu z regularnego
pier§cienia macierzowego M [/] nad pierscieniem o4 z podzielnosciq z funkcjq porzadkujqceq
o wartosciach calkowitych jest iloczynem macierzy elementarnych n-tego stopnia nieosobli-
wych w n-tym stopniu. ' :

Dowéd. Na mocy twierdzenia (111.154) we wzorze (V.179) w rozpatrywanym obecnie
przypadku macierz D=diag (d,, ..., d,) jest nicosobliwa w n-tym stopniu. Na mocy twier-
dzenia (I.123) wszystkie elementy d,, ..., d, sa odwracalne w &/, wobec czego macierg

’ b= T1 B0, )
na mocy twierdzenia (V.108) jest iloczynem macierzy elementarnych n-tego stopnia nie-~
osobliwych w n-tym stopniu. Jezeli jest (i), to macierze (iii) sa réwniez iloczynami ma-
cierzy elementarnych n-tego stopnia nieosobliwych w n-tym stopniu i na mocy wzoru
A=Mg DN;{ otrzymujemy teze. M

Z twierdzen (V.193) i (V.194) wynika metoda obliczania odwrotnosci n-tego st'opnia
dla dowolnej macierzy regularnej A,; niecosobliwej w n-tym stopniu nad dowolnym cia-
fem & lub nad pierScieniem & z podzielnoscig z funkcja porzadkujaca o wartosciach.
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———

g y ot . - -1 - .
catkowitych. Jezeli bowiem jest Ap; Apy=Apm Ao =huy | 4y =E: ... E,, gdzie E,, ...
..., E, sa macierzami elementarnymi n-tego stopnia odwracalaymi w n-tym stopniu, to

I El"'EpA=I[ﬂ]AEl"'EF-IE“]:=AE_ﬂ:;:7
AE,..E,=Ipy ALy, Ey. --E9=A[;JL-

Jezeli zatem wyjdziemy z macierzy Ap,; i I, i bedziemy na obu réwnolegle wykonywaé
takie same dzialania elementarne na wierszach lub takie same dzialania clementarne na
kolumnach, to z chwila, gdy pierwsza sprowadzimy do I, jako druga otrzymamy
Apy - |

(V.195) PrzykrAD. Obliczymy macierz odwrotng w trzecim stopniu dla macierzy nad
pierscieniem liczb catkowitych 2 (a wiec pierscieniem z podziclnodcig z wartoscig bez-
wzgledna jako funkcja porzadkujaca)

g
JA:=l4 0 5].
1 —10

Rozpoczynamy obliczenia od macierzy

3 21 1
4 05}, 1
TS50 1

i decydujemy si¢ na dziatania elementarne na wierszach. Od pierwszego wiersza odejmu-
jemy potrojony trzeci, a nastepnie od drugiego poczwoérny trzeci:

0 117 10 =3]

0 4 5], 01 —4

1 ~1 0] 00 1]
Zamieniamy wiersze pierwszy i trzeci:

1 -1 0] 00 17

0 45 01 —4].

0 1 1] 10 -3]

Od drugiego wiersza odejmujemy poczw?’;my trzeci:

1 =10 00 1
0 01}, -4 1 8
0 ‘11 10 -3

Od trzeciego wiersza odejmujemy drugi, a nastepnie zamieniamy wiersze drugi i trzeci:

1°—1" 0 0 1
1 3 5 -1 —11
1 -4 1 8
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Do pierwszego wiersza dodajemy drugi i otrzymujemy

1 5 -1 =10
If3]= 1 3 A[__-;;:— S —1 —1]. . .
1 -4 1 8

(V.196) TwIerDZENIE. Dla kazdej macierzy A, ,q rzedu r z regularnego pierscienia ma- .
cierzowego M [) istnieje taki element a€ o, a#0, ze macierz aA moina przedstawié
jako iloczyn macierzy Fy, , € 4 [of] kolumnowo peinego rzedu r i macierzy Gy, .y € 4[]
wierszowo pelnego rzedu r, tzn.

(v 19?) ﬂA[m, n]zF[m. r] G[r,u] .

Dowdd. Na mocy twierdzenia (V.180) istnieja takie macierze quasi-nicosobliwe M,
Ny € M [o7] pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu, Ze MA=1I,, N. Niech ae o/,
a#0, bedzie takim elementem, a My, € # [«/] taka macierza, Ze MM, = M, M =alp,;,
skad ad= M I,y Iy N. Kladac Fi= M, I, G:=1I, N, otrzymujemy wzér (V.197).
Na mocy twierdzen (V.21), (V.28) i wzoru (V.197) jest r=r(d)=r(ad)<r(F) i r=r(4d)=
=r(ad)<r(G), a na mocy (V.5) jest r(F)<r i r(G)<r, wobec czego r(F)=r(G)=r. Ma-
cierz F jest zatem macierzg kolumnowo pelnego rzgdu r, a macierz G macierza wierszowo
pelnego rzedu r. M ;

(V.198) TwierDZENIE. Kazdg macierz Ap, , rzedu r z regularnego pierscienia macierzo-
wego M A, gdzie sf jest dowolnym cialem lub pierscieniem z podzielno$ciq z funkcjq po-
rzqdkujgcq o wartosciach calkowitych, moina przedstawic jako iloczyn macierzy Fy, €
€ .# (] kolumnowo pelnego rzedu r i macierzy. Gy, € # [f] wierszowo pelnego rzedu r,
tzn. :

(V.199) A, 7= Fpm, 1 Gte, m - I

Dowéd. Na mocy twierdzeft (V.182) i (V.184) istnieje taka macierz diagonalna Dy,
quasi-nieosobliwa w r-tym stopniu i takie macierze My,;, Ny, € 4 [#/] nicosobliwe pierw-
sza w m-tym, a druga w n‘tym stopniu, ze MA=DN, czyli 4 ——-Mc',,,ﬁ Dy Ity Ny - Kladae
F:=Mg, Dy, i Gi=1Ipyy Ny, otrzymujemy wzér (V.199). Dalej dowod przebiega analo-
gicznie jak dla twierdzenia poprzedniego. M .

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze nie dla kazdej macierzy regularnej 4;,, ,; mozna
we wzorze (V.197) przyja¢ a=1, tzn. nie dla kazdej macierzy regularnej Ay, ,; zachodzi
wzoér (V.199).

*(V.200) PrzYKEAD. Niech ;
o242 22

2171 2-.2i 242i

bedzie macierza nad pierfcieniem .« z przyktadu (1.315). Macierz 4 jest rzedu 1, ponie-
“waz det, A=0. Zaldézmy, Ze zgodnie z (V.199)

(iv) A=[§][c dl, a,b,c, ded.
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Zatem
ac=2+2i, ad=-2+42i, bc=2-2i, bd=2+2.

Otrzymaliby$my stad
: aci=ad,- —aci=bc.

Poniewaz a#0 1 ¢#0, wigc
() b=~ai, d=ci.
Ale elementy a, b, ¢, d nalezalyby do piericienia &/, wigc bylyby postaci
a=a,+2a,i, b=b+2byi, c=cy;+2ci, d=d;+2d,i,
gdzie a,, a,, by, by, ¢y, €5, dy, d, bylyby liczbami catkowitymi i na mocy (v) ‘
'a1=-—23)2,f by=2a,, c¢;=2d,, d;=-—2c,.

Zatem element 2 bylby dzielnikiem zaréwno « jak i ¢, wobec czegol element 4 bytby dziel-
nikiem' ac=2+2i, co datoby sprzeczno$¢é. Wynika stad, Ze przedstawienie macierzy A4
w postaci (iv) nie jest mozliwe. K ' .

(V.201) PRzYKLAD. Znajdziemy przedstawienie macierzy- 4 z poprzedniego przykitadu
w postaci (V.199) przy zalozeniu, Ze jest to macierz nad pierscieniem of z przykladu (1.317),
a wigc nad pierécieniem z podzielnoscig z funkcjg porzadkujgca o warto$ciach catkowitych.
Jak w poprzednim przykladzie wykazujemy, ze macierz A jest rzedu 1 1 szukamy jej przed-
stawienia w postaci (iv), skad dochodzimy do réwnosci (v). Przyjmujac a=2 i c=1+i,
mamy spetniong réwnoé¢ ac=2+2i, a na mocy (v) mamy b= —2i oraz d= —1-i. Spraw-
dzamy, Ze :

A=[_,§l_:’[l+i —1+i].

Rzecz lezy w tym, ze wystepujaca tu macierz [1-+7 — 1+ i] jest macierza nad pier§cieniem
z przyktadu (I.317), a nie jest macierzg nad pierscieniem z przykladu (1.315).

(V.202) TwierDZENE. Dla kazdej macierzy Ay, ., wierszowo pelnego rzedu m (kolumnowo
pelnego rzedu n) z regularnego pierScienia macierzowego M [/ istnieje taki element a € o7, .
a#0, i taka macierz Nyy€ M (A (macierz My, e M [A)) quasi-nicosobliva w n-tym
(W m-tym) stopniu, bedaca iloczynem macierzy elementarnych n-tego (m-tego) stopnia, ze

(V.203) | AN=aly,; (MA=aly).

Dowéd. Niech Ay, , € 4 [/] bedzie macierzq wierszowo pehnego rzedu m. Na mocy
twierdzenia (V.187) istnieje taka macierz Np,je 4 [#7] i taki element ve o, v#0, Ze '
NNyg=vly 1 ANpyy=vly;. Na mocy twierdzenia (V.192) istnicje taki element p e,
##0, ze macierz uNp, jest iloczynem macierzy elementarnych n-tego stopnia. Mamy
A (uNgy) = (@) Iy 1 stad otrzymujemy teze. Dowdd dla macierzy A kolumnowo pelnego
rz¢du n jest analogiczny. W
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(V.204) TwierDZENIE. Dla kazidej macierzy Ay, ,) wierszowo pelnego rzedu (kolumnowo
pelnego rzedu n) z pierScienia macierzowego 4 [F) nad cialem z transpozyciq F istnieje
taka macierz Ny, € M [F] (macierz Mp,,; e .,# [#]) bedqca iloczynem macierzy elementar-
nych n-tego (m-tego) stopnia, ze | .

.(V.205) AN=1,, (MA=Iy,).

Dow6d. Niech A4y, ) € # [#] bedzie macierza wierszowo pelnego rz¢du m. Na mocy
(V 190) jest AN[,,} = Iiy, Skad na mocy twierdzenia (V.193) wynika teza. Dowdd dla macie-
rzy A kolumnowo pelnego rzedu n jest analogiczny. WM

§ V.8. Nierownosci Sylvestera i Frobeniusa

(V.206) TWIERDZENIE. NIEROWNOSC SYLVESTERA. Jezeli Ay, ., i By, ,; sa macierzami
z regularnego pierScienia macierzowego # [/, to
(V.207) r(AB)=r(A)+r(B)—n.

Dow6d. Na mocy twierdzenia (V.180) istniejg takie macierze Mp,;, Ny, € A [o4]
quasi-nieosobliwe pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu, Ze MA =1, N, gdzie r jest
rzegdem macierzy 4. Na mocy twierdzenia (V.30) r(4B)=r(MAB), wobec czego
(i) r(AB)=r(I;;NB).

Macierz Ij,,NB ma r(A4B) liniowo niezaleznych wierszy i r—r(A4B) zwiazkéw liniowych
miedzy pierwszymi r wierszami. Ta liczba nie moze przekracza¢ liczby zwiazkéw linio-
wych miedzy wierszami macierzy NB, tzn. r—r(4B)<n—r(NB)=n—r(B). Stad otrzymu-
jemy (V.207). ® '

(V.208) TWIERDZENIE. NIEROWNOSC FROBENIUSA. Jezeli Ay nys B, p1s Cip, g1 S@ macie-
rzami z regularnego pierscienia macierzowego A [ ], to

(V-209) ' r(ABC)>1(AB)+r(BC)=1(B).

Dow od Na mocy twierdzenia (V.180) IStl]le_]a: takie macierze N A
quasi-nieosobliwe pierwsza w n-tym, a druga w p-tym stopniu, ze NB= I, P, gdzie r=r(B),
i istnieje taka macierz N, € 4 [o/] i taki element v € &/, v#O ze NNp=NpmN=vl,,
wobec czego ‘

@ vB=Njyy Iy Piyy

Na mocy twierdzenia (V.28) mamy dla S:= ANy, I, 1 T:=I;,PC
r(ABC)=r(vABC)=r (A (vB) C)=r(ANgI;,, PC)=r(ST).

Na mocy twierdzen (V.30), (V.28) 1 wzoru (ii) jest

r(8)=r(ANp I P)=r(vAB)=r(4B),

r(T)=r (N5 1y, PC)=r(vBC)=r(BC),

(iii)
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a na mocy (V.207)
r(ABC)=r(ST)=zr(S)+r(T)—r,

skad po podstawieniu (iii) otrzymujemy (V.209).

§ V.9. Macierze normalne

(V.210) DEFINICIA. Macierzq normalng nazywamy kazda macierz spetniajaca warunek
(V.211) AA¥=A%4. W

Sprawdzamy z tatwoscia, Ze macierze hermitowskie, macierze sko$nie hermitowskie,
macierze quasi-ortonormalne w z-tym stopniu nad pierscieniami przemiennymi z trans-
pozycjq, macierze ortonormalne w #-tym stopniu, macierze diagonalne nad pierscieniami
przemiennymi z transpozycja sa szczegélnymi przypadkami macierzy normalnych.

(V.212) PrzykLAD. Macierz zespolona
e A
A'_[ 5+5i 2:']

AA”_‘=A*A=——[ 60 —.12+6:]. =

jest normalna, poniewaz

—-12—6i 54

.

(V.213) TwIBRDZENIE. Jezeli A jest macterzq normalng, to mac:erze A AT i A* sq tez
normalne.

Dowdd wynika ze wzordw:
AA)* =AUN=A4*=A*A=(4*) A=(4)*4,
AT(AT)* :AT(A*)T=(A* )T=(AA*)T:(A*)TAT=(AT)*AT,
A¥(AN*=A%A=AA*=(4"*4*. m
(V.214) TWIBRDZENIE. Jezeli macierz Ay z regularnego pierscienia macierzowego M [ ]
quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu jest normalna, to kazda jej quasi-odwrotno$é n-tego stop-
nia Ay, jest tez normalna. Jezeli macierz Ay, z dowolnego pierScienia macierzowego M [o/]

nieosobliwa w n-tym stopniu jest normalna, to jej odwrotmo$é n-tego stopnia Ar,; jest tez nor-
malna.

Dowéd. Niech Adgy=AmAd=aly;, gzie aedf, a#0. Wobec tego A¥(A7)*=
=(A)*A*=a*I. Jezeli AA*=A*4, to

(A*A4) ((Age)™ Af) =(A4*) (A5 * Apy) = A (Agyy A)* Afy=a* A Ay = a*al,y,
(A*A) (Aqy (A;)*) = A*(AA5) (A5)* =ad*(45)* =a*al,,;,



§ V.9. Macierze normalne . _187

skad
(A™A) (Ag (Ag)*) = (A% A) (Ap)* Ay) -

‘Mnozge tg réwnos¢ stronami lewostronnie przez Ap,(4p))*, otrzymujemy
o e R
a aA["] (A["])* — ﬂ*a (A[R])‘FA[JI] 3

a poniewaz a*a#0, wiec Ap (Apy)*=(4p)*A4p;, co oznacza, ze obrana dowolnie quasi-
-odwrotnosc¢ n-tego stopnia A[,,J jest normalna,

Jezeli Ap, z dowolnego pierScienia macierzowego jest macierza odwracalna w n-tym
stopniu, to

Apy (Ap))* = (A" Ay =441 =(A5a)* Apad

skad wynika teza. [l
(V.215) TWIERDZENIE. Jezeli macierze normalne A i B spelniajq warunek
(v.216) A*B=BA",
to macierz AB jest tez normalna.

Dowéd wynika ze wzoru

(AB)(AB)* =ABB*A* = AB*BA* =(BA*)*(BA*)=
' —(A*B)* A*B)=B*AA*B=B*A*AB=(4B)* (AB) m

(V.217) TwIBRDZENIE. lloczyn AB macierzy symetrycznych A i B jest macierzq symetryczng
wtedy i tylko wtedy, gdy
(v.218) AB=BA .

Dowdd wynika ze wzoru

(ABY'=AB<>BTA"=AB<>BA=AB. MW

(V. 219) TWIERDZENIE. Iloczyn AB maczerzy hermitowskich Ai B }e.s't macrerzq hermitowskq
wtedy i tylko wtedy, gdy
(V.220) - A.B=BA.

Dowdd wynikaﬂ zZe wzoru

(AB)*=AB <> B*A*=AB<«BA=AB. N

'§ V.10. Macierze idempotentne i macierze rzatujace

(V.221) DEerINICIA. Macierzq idempotentng nazywamy kazda macierz A4 spelniajaca
warunek —

(V.222) : A’=4. W
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