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(IV. 186) i (TV. 187). Tworzą one układ ortogonalny i macierz

L V J

jest wierszowo ortogonalna w /n-tym stopniu. Ze wzorów (IV. 186) i (IV. 187) wynika
ponadto istnienie takiej macierzy trójkątnej dolnej r t mj quasi-nieosobliwej w m-tym stop-
niu, że U— TA. Dowód dla macierzy Aimt„] kolumnowo pełnego rzędu n jest analogiczny, m

(V.172) TWIERDZENIE. Jeżeli macierz A^^ nad pierścieniem z pierwiastkowaniem s/
jest wierszowo pełnego rzędu m {kolumnowo pełnego rzędu ń), to istnieje taka macierz trój-
kątna dolna TMeJif[s/] (trójkątna górna TMeJ?[jć]) ąuasi-nieosobliwa w m-tym stop-
niu (w n-tym stopniu) i taka macierz Ulmi,a e Jt \sś\ wierszowo ąuasi-ortonormalna w m-tym
stopniu (kolumnowo ąuasi-ortonormalna w n-tym stopniu), że U=TA(U—AT). Jeżeli po-
nadto pierścień stf jest ciałem, to istnieje taka macierz trójkątna dolna Tlmi e Jt \s^\ (trój-
kątna górna TM e Ji_ [sf]) nieosobliwa w m-tym stopniu (w n-tym stopniu) i taka macierz
ULm,„j e Jt [sć] wierszowo ortonormalną w m-tym stopniu (kolumnowo ortonormalna w n-tym
stopniu), że U=TA (U=AT).

. Dowód wynika z twierdzeń (V.171), (V.56) i (V.57). •

§ V.6. Twierdzenia o diagonalizacji

(V.173) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy A[m^ z regularnego pierścienia macierzo-
wego J£[sć] istnieją takie macierze Mim^, N(nlsJf[^] będące iloczynami macierzy ele-
mentarnych odpowiednio m-tego i n-tego stopnia, i taki element a es/, a^O, że

(Y.174) MAN=aIm,

gdzie r jest rzędem, macierzy A.

Dowód. Dla A = O mamy r=0 i przyjmując umowę/j że Im = O, mamy (V.174) dla
dowolnych M, N i a, na przykład, dla M=IW=E[^(1,1), iV=/w=ą („V(l J 1), a=l.
Możemy odtąd założyć, że A^O i Kr<min(»J,ri). Rozważmy ciąg macierzy postaci

1
w Łdla k=\,...,mm(tn,ń),
lm-k,n-k1J

) _ D ( ) . _ A
n, nj • — Dlm, n] • ~ A >

gdzie D§\, k-\, ...,min(m, ń), jest macierzą diagonalną quasi-nieosobliwą w *-tym
stopniu. Załóżmy, że istnieje wyraz b^^O, gdzie l^uk^m~k, l^vk^n-k. Mnożąc
macierz Aik) lewostronnie przez macierz elementarną E^^h^E^] (k+1, k+uk), a prawo-
stronnie przez macierz elementarną E(k'2):=E^ (k+l,k+vk), otrzymujemy macierz
postaci

(ii) ,k) I ,
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Mnożąc macierz (ii) lewostronnie, przez macierz F ( l t l l ) , a prawostronnie przez macierz
_F(Jt>2), otrzymujemy macierz, która w (fc+l)-ym .wierszu i w (fe + l)-ej kolumnie ma.
tylko jeden wyraz różny od zera, a mianowicie c ^ . Pozwala to przyjąć, że

W ciągu macierzy (i) związanych wzorem rekurencyjnym (iv) musi pojawić się macierz
, ..., c^T"15), gdzie cfj, ..., c ^ f ^ ^ O . Mamy wtedy

(V.17S)

gdzie

F(i): =

Na mocy twierdzenia (V.3O) macierze A i D w mają ten sam rząd, skąd r=r(A). Niech
-(0).(2)? (r-1) ^_ (0)« (r-2)c l l c l c l c l c l l

czyli
„(I1)c l l

„(r-
• • • c l l

r

Mamy wtedy na mocy (V.175)

i kładąc M:=i>^]F ( 1 ) , N:=FW, a:**c$>... cft"1', otrzymujemy tezę. •

(V.176) TWIERDZENIE. D/a każdej macierzy ^[m,B] z pierścienia macierzowego
nad ciałem z transpozycją SF istnieją takie macierze Mm> Nin-iBJł[&'] będące iloczynami
macierzy elementarnych nieosobliwych w m-tym i n-tym stopniu, że

(V.177)3 MAN=Im,
m

gdzie r jest rzędem macierzy A.

D o w ó d wynika z twierdzenia poprzedniego, ponieważ wszystkie macierze elementarne
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p-tsgo stopnia {p=m lub p=n) nad ciałem J5" są nieosobliwe w p-tym stopniu, a równość

(V.174) można po obu stronach pomnożyć lewostronnie przez iloczyn E:=£[„] I 1, —
t X\ -V «,
r, — I otrzymując po prawej stronie macierz 7 W , a po lewej zamiast M macierz

a)
EM, będącą iloczynem macierzy elementarnych nieosobliwych w m-tym stopniu. •
(V.178) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy A^m^ z regularnego pierścienia macierzo-
wego Ji \_sd\ nad pierścieniem si z podzielnością i funkcją porządkującą o wartościach całko-
witych istnieje taka macierz diagonalna D [ r ]: = diag (dx, ..., dr) e Jt\sś\ dv, ..., d, e stf,
ąuasi-nieosobliwa w r-tym stopniu, gdzie r jest rzędem macierzy A, i takie macierze Mim],
JV[n] e Jt \sć\, będące iloczynami macierzy elementarnych nieosobliwych odpowiednio w m-tym
i w n-tym stopniu, że

(V-179) MAN = D,

a ponadto dt, ,..,dr^=0 i element d} (j= 2, ..., r) jest podzielny przez element d}~-1.

Dowód. Jeżeli A = O, to dla D~O, M~Ilml, N=IM twierdzenie jest prawdziwe.
Możemy zatem odtąd przyjąć, że Ai=-O i K r < m i n (m, «). Konstruujemy ciąg macierzy
postaci (i), gdzie Z>$]: = diag (rfx, ..., dk), dx, ..., dk¥=0 i dla k^2 ds (j=2, ..., k) jest po-
dzielne przez rf,_i. Załóżmy, że w macierzy 2?(4) istnieje wyraz bf^Vk + 0 taki, że dla każdego
jej niezerowego wyrazu tfj? jest ę (b^^cp (b%>Vk)>0, gdzie <p jest funkcją porządkującą.
Istnieją zawsze takie macierze elementarne £ ( Ł > 1 ) i Jg(*'2' nieosobliwe odpowiednio w m-tym
i w n-tym stopniu, że jest (ii), gdzie cfl ¥= 0 i dla każdego niezerowego wyrazu cft

) macierzy
Cw jest c>(cfi))'^<p(c(il)>O. Do (&+l)-ej kolumny macierzy (ii) stosujemy algorytm
Euklidesa, co — jak łatwo spostrzec — dokonuje się przez lewostronne mnożenie według
wzoru (1.326) przez odpowiednie macierze elementarne II rodzaju, nieosobliwe w m-tym
stopniu. Jeżeli cfl był dzielnikiem wszystkich wyrazów (A:+l)-ej kolumny, to w wyniku
wraz cfl pozostaje na swym miejscu, a inne wyrazy (A: + l)-ej kolumny ulegają wyzero-
waniu. W przeciwnym razie jedynym niezerowym wyrazem (A: + l)-tej kolumny jest w wy-
niku algorytmu jakiś wyraz cfl, który przez mnożenie lewostronne przez odpowiednią
macierz elementarną I rodzaju sprowadzamy do (fc+l)-ego wiersza i dla którego jest i

(vi) <P(c?ł)><p(c?ł)>0.

Stosując następnie algorytm Euklidesa — jak wyżej - na przemian do (fc+l)'-ego
wiersza (przez mnożenia prawostronne) i do (fc+l)-ej kolumny (przez mnożenia lewo-
stronne), możemy przedłużyć ciąg (vi) jedynie o skończoną liczbę wyrazów, ponieważ jest
on utworzony z liczb naturalnych. Musimy zatem dojść do macierzy, która w (k+ l)-ym
wierszu i w (k+ l)-ej kolumnie ma tylko jeden wyraz niezerowy, wspólny dla tego wiersza
i tej kolumny. Niech Ć(/f) będzie macierzą otrzymaną w powyższy sposób z macierzy Cik),
a. cfl niech będzie wymienionym wyrazem niezerowym. Jest zatem c(

1
(2 = ... = c 1 „_ f t =0

i cfl- ... = c,(klkil = O. Dla każdego niezerowego wyrazu c$ } macierzy C((l) istnieją takie
elementy qf i /-jf,że *cf = qf cfl+rc)} i ę(r^)<ę(c fl). Jeżeli dla każdego wyrazucff
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jest 4 ; ) = 0, oznacza to, że c[k? jest największym wspólnym dzielnikiem wyrazów macierzy
C(k}. Jeżeli natomiast istnieje wyraz cjf^O taki, żerj,V0, to p(c[*?)> p(rJpr)>0 i mnożąc
macierz

lewostronnie przez macierz elementarną E^](k+j, k + l, 1) nieosobliwą w m-tym stop-
niu, a prawostronnie przez macierz elementarną E$ (k+1, k+l, -gff) nieosobliwą
w n-tym stopniu, otrzymujemy macierz, w której na miejscu wyrazu cj*} jest wyraz rfp.
Mamy wtedy ę (cfx)^C> (cf?)>c> (rjf)>0. Powtarzając dla otrzymanej w rezultacie doko-
nanych mnożeń macierzy całe postępowanie od początku przedłużamy ten ciąg utworzo-
ny z liczb naturalnych. Wynika stąd, że można powyższe postępowanie powtórzyć tylko
skończoną liczbę razy i wobec tego musimy dojść do takiej macierzy C(k), która w, pierw-
szym wierszu i w pierwszej kolumnie ma tylko jeden wyraz niezerowy, a mianowicie c^,
a ponadto "6$ jest wspólnym dzielnikiem wszystkich wyrazów macierzy Cm. Oznacza
to, że istnieją takie macierze F ^ 1 5 , F^ j 2 ) e Jl \sś\, będące iloczynami macierzy elementar-
nych nieosobliwych odpowiednio w m-tym i w «-tym stopniu, taka macierz -Sfm̂ -fc—i,n—»—13
i taki element f4+i-=Ci*)> że

i <4+i jest wspólnym dzielnikiem wszystkich wyrazów macierzy B(k+1\ Pozwala to na-
pisać wzór rekurencyjny

°m
 rW > 2 ) = , dk+1

. j ^Cm-it-l.ii-it-iy

i stwierdzić, że t4+i jest dzielnikiem wyrazów dk+2, •••,dr, skąd wynika, że każdy wyraz
dj 0 = 2 , ..., r) jest podzielńy przez dj-i. Wzór (vii) jest analogiczny do (iv), ale o tyle
różny, że obecnie i? ( t > 1 )

5 £' ( f c > 1 ), Eik'2\ F<k<2:> są iloczynami macierzy elementarnych nie-
osobliwych odpowiednio w 7«-tym i w «-tym stopniu.

. Analogicznie dochodzimy do wzoru (V.175) i kładąc M: = Fil), N: = F(2), otrzymujemy
tezę, B

(V.18O) TWIERDZENIE. I PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACJI. Dla każdej

macierzy Alm< n ] z regularnego pierścienia macierzowego M [<<&] jest

gdzie r^jest rzędem macierzy'A.

Dowód wynika z (V.174). Na mocy bowiem twierdzeń (V.1O4) i (III. 154) macierze
M i N są. quasi-nieosobliwe pierwsza w m-tym, a druga w 7i-tym stopniu i na mocy twier-
dzenia (III. 140) istnieje taka macierz N^ i taki element v e i , v^0, że AW ĵ = .Afo N=
= v / w , skąd na mocy (V.174) (yM) A=/w(aN[„:), gdzie vM\ aN[nl są macierzami quasi-
-nieosobliwymi odpowiednio w m-tym i n-tym stopniu. Na mocy definicji relacji ~

otrzymujemy stąd tezę. •
• • ; • • - " . . . . . . ' . ' • ' • ' . • . ' . : " . . • • • . . . , ;

12 "Wektory i macierze t. I
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(V.182) TWIERDZENIE, II PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACJI. Dla każdej ma-

cierzy /4[m>„] z pierścienia macierzowego Jl\2F\ nad ciałem z transpozycją SF jest

(V.183) A te / M ,
[m, n] ,'

gdzie r jest rzędem macierzy A.

D o w ó d wynika z twierdzenia poprzedniego, ponieważ w pierścieniu macierzowym
nad ciałem pojęcia macierzy quasi-nieosobliwej w n-tym stopniu i macierzy nieosobliwej
w n-tym stopniu pokrywają się. H

(V.184) TWIERDZENIE. TTI PODSTAWOWE TWIERDZENIE O DIAGONALIZACJI. Dla każdej

macierzy Af,lhnj z regularnego pierścienia macierzowego J(\sś\ nad pierścieniem sś z po-
dzielnością i funkcją porządkującą o wartościach całkowitych istnieje taka macierz diago-
nalna D M : = diag(d1, ..., dr) e Jt[J/], d\, ...,dre JŚ, guasi-nieośóblłwa w r-tym stopniu,
gdzie r jest rzędem macierzy A, że

(V.185) A '*> D,

a ponadto dt, ..., dr^Q i element dj (J=2, ...,/') jest. podzielny przez element dj-x.

D o w ó d wynika z twierdzenia (V.178), ponieważ "wzór (V.179) jest równoważny

Z twierdzeń (V.173), (V.176) i (V.178) wynika, że przez działania elementarne można
każdą macierz regularną AimtnJ sprowadzić do macierzy ąuasi-skalarnej /--tego stopnia,
gdzie r jest rzędem macierzy A, każdą macierz A[mtlQ nad ciałem do macierzy/^], a każdą
macierz regularną /4 [m,n] nad pierścieniem z podzielnością z funkcją porządkującą o war-
tościach całkowitych do macierzy diagonalnej D [ r ] ąuasi-nieosobliwej w r-tym stopniu,
której każdy wyraz diagonalny jest podzielny przez poprzedni wyraz diagonalny.

(V.186) PRZYKŁAD. Znajdziemy przekształcenie (V.179) dla macierzy

nad pierścieniem liczb całkowitych S£ (a więc pierścieniem z podzielnością. z wartością
bezwzględną jako funkcją porządkującą) wykonując wyłącznie działania elementarne
odwracalne, co odpowiada mnożeniu lewostronnemu lub prawostronnemu przez macierze
elementarne odwracalne odpowiednio w drugim lub trzecim stopniu. Możemy zatem -
zgodnie z twierdzeniem (V.1O8) - wykonywać dowolne działania elementarne I i II ro-
dzaju oraz mnożenie wierszy lub kolumn przez - 1 . Zauważmy, że macierze M i JV otrzy-
mamy wychodząc z trzech macierzy / M , A, / w , jeżeli wszystkie działania elementarne
na wierszach będziemy wykonywać równolegle na macierzach pierwszej i drugiej, a wszyst-
kie działania elementarne na kolumnach równolegle na macierzach drugiej i trzeciej.
Z chwilą, gdy druga macierz stanie się żądaną macierzą diagonalną, pierwszą będzie ma-
cierz M, a trzecią macierz N.



'§• V.;6. Twierdzenia o diagonalizacji 179

Rozpoczynamy zatem obliczenia od trzech macierzy

[ I 1 r 2 33 571
L U ' L- 6 - 6 0 -1 0 2ji

I

Do drugiego wiersza macierzy pierwszej i drugiej dodajemy potrojony pierwszy:

n[".1 Ol ("2 33 57]

[3 1J1 [o 39 6 9 J
Od drugiej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemy szesnastokrotną pierwszą,
a od trzeciej dwudzicstoosmiokrotną pierwszą

1 Ol [2 1 l i
3 i j ' L° 39 6 9 J '

i - 1 6 -28"
1

1

Od trzeciej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemy drugą, a od pierwszej podwo-
joną drugą:

33 - 1 6 - 1 2 1
n 01
[_3 l j "

0 1 01
78 39 30J' - 2

0
1
0

Do pierwszej kolumny macierzy drugiej i trzeciej dodajemy potrojoną trzecią:

. p o i r o i 0]
[_3 l j ' [12 39 30J'

- 3 - 1 6 -12 '
— s 1 — 1

3 0 1

Od trzeciej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemy podwojoną pierwszą:

0 1 0]
12 39 6 '

- 3 - 1 6 - 6 ]
- 5 1 9 .

3 0 - 5

Od pierwszej kolumny macierzy drugiej i trzeciej odejmujemy podwojoną trzecią:

M - r ° i °i f 2' " 1 " "
• M ' LO 39 6j' [-£ IJ5

Od drugiego wiersza macierzy pierwszej i drugiej odejmujemy trzydziestodziewięciokrotny
pierwszy

9 - 1 6 -6'
9

r 1 01 r o i OT
[-36 l j ' [0 0 6J'

- 2 3
13

1
0 - 5

12*
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W macierzach drugiej i trzeciej zamieniamy kolumny pierwszą i drugąr

r r °i r1- ° °i
L-36 i j ' [o ° 6J'

-16 9 r 6
1 - 2 3 9
0 13 - 5

W macierzach drugiej i trzeciej zamieniamy kolumny drugą i trzecią, i otrzymujemy osta-
tecznie

M : = l , Z): = j , ,N:= 1 9 - 2 3
L -J L J [ 0 - 5 13

Sprawdzamy, że zachodzi równość (V.179). f&

(V. 187) TWIERDZENIE. I>/a każdej macierzy ̂ A^ „] wierszowo pełnego rzędu m z regularnego
pierścienia macierzowego J/1\JŚ"\ jest

(Y.188)
D». ii]

!["•} •

Dla każdej macierzy Aim< n ] kolumnowo pełnego rzędu n z regularnego pierścienia macierzo-
wego Jł [ J/] jest

(V.l89)
[m."]

Dowód. Jeżeli A jest macierzą wierszowo pełne g 0 r z ę d u TO; to na mocy twierdzenia
(V.12) można ją uzupełnić n-m wierszami twow 4 c y r a i m a c ł e r z Ą,,-,,,,,,] tak, że macierz

jest pełnego rzędu n i na mocy definicr' i ( y 1 } j e s t m a c i e r z ą quasi-nieosobliwą w zz-tym
stopniu. Ponieważ zachodzi równość '

(V.19O) r , _

otrzymujbmy stąd tezę. W P « " „ ^ m a c i e r z kolumnowo pełnego rzędu » dowód jest
analogiczny i zamiast rówuc M { y m ) o t r z y m u j e m y

zą quasi-nieosobliwą w m-tym stopniu.gdzie Mlmi jest macier

y.7. Rozkład macierzy nieosobliwych. i auasi-nieosobliwych

(V192) T v '
,-IERDZEN;H. D/a każdej macierzy AM ąuasi-nieosobliwej w nHyrn stopniu z re-

. 9°/ pierścienia macierzowego J(\JŚ\ istnieje taki element aerf, a^O, że macierz
iloczyneir macierzy elementarnych n-tago stopnia.
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Dowód. Na mocy twierdzeń (Y..104) i (III. 154) macierze M i N we wzorze (V.l,74),
są w rozpatrywanym obecnie przypadku ąuasi-nieosobliwe w n-tym stopniu i jeżeli;

(i) M = E,.,.Ep, N=F1...Fą,

gdzie Ex,---,EP, Flf ..., Fa są. macierzami elementarnymi «-tego stopnia, których quasi-
-odwrotnościami «-tego stopnia, zgodnie z twierdzeniem (V.1O8), są macierze elemen-
tarne n-tego .stopnia odpowiednio El,..., E~,Fi, ...*F~, to na mocy twierdzenia (III.152>
macierze

(ii) Af t70:=j;;..£r, ^ — F " . . . / ^

są quasi-odwrotnościami n-tego stopnia macierzy odpowiednio M i N i istnieją takie
elementy n,vesź, /i, y^O, że MM^ = M[nl M=filw oraz NN^^N^ N=vlm. Wobec
tego ze wzoru (V.174) otrzymujemy iivA=Mw(aIm) Nf„v Kładąc #;=,uv, otrzymujemy
stąd tezę, ponieważ

j 1 •

(V.193) TWIERDZENIE. Każda macierz Am nieosobliwa w n-tym stopniu z pierścienia ma-
cierzowego Jt [gr] nad ciałem z transpozycją SF jest iloczynem macierzy elementarnych
n-tego stopnia. ( • • .

Dowód. Jeżeli w (V,177) jest (i), to na mocy twierdzeń (V.1O8) i (III. 152) macierze

(iii) M ^ K ^ M •••CEi)[7,]
1, N S f : - f t . ^

są również iloczynami macierzy elementarnych «-tego stopnia i na mocy (V.177) mamy
A = M[„$ N{„\, skąd wynika teza. •

(V.194) TWIERDZENIE. Każda macierz A^ nieosobliwa w n-tym stopniu z regularnego
pierścienia macierzowego Jl \$ć\ nad pierścieniem stf z podzielnością i funkcją porządkującą
o wartościach całkowitych jest iloczynem macierzy elementarnych n-tego stopnia nieosobli-
wych w n-tym stopniu.

Dowód. Na mocy twierdzenia (111.154)'we wzorze (V.179) w rozpatrywanym obecnie
przypadku macierz D = diag (d1} ..., rf„) jest nieosobliwa w n-tym stopniu. Na mocy twier-
dzenia (1.123) wszystkie elementy dL, ..., d„ są odwracalne w sć, wobec czego- macierz

7 = 1

na mocy twierdzenia (V.1O8) jest iloczynem macierzy elementarnych M-tego stopnia nie-
osobliwych w n-tym stopniu. Jeżeli jest (i), tó macierze (iii) są również iloczynami ma-
cierzy elementarnych n-tego stopnia nieosobliwych w n-tym stopniu i na mocy wzoru
A = M[„$ DNfy] otrzymujemy tezę. •

Z twierdzeń (V.193) i (V.194) wynika metoda obliczania odwrotności w-tego stopnia
dla dowolnej macierzy regularnej AM nieosobliwej w n-tym stopniu nad dowolnym cia-
łem & lub nad pierścieniem $4 z podzielnością z funkcją porządkującą o wartościach



182 R.V. Macierze (ed.)

całkowitych. Jeżeli bowiem jest Aln\ Am-AmA[nj=lm i A[nj=Et ... Epy gdzie Eit ...
..., Ep są macierzami elementarnymi K-tego stopnia odwracalnymi w n-tyra stopniu, to

AEL.. -Ep—/[„-, A J M £jt . . .Ep=Aw..

Jeżeli zatem wyjdziemy z macierzy ,4M i / w i będziemy na obu równolegle wykonywać
takie same działania elementarne na wierszach tub takie same działania elementarne na
kolumnach, to z chwilą, gdy pierwszą sprowadzimy do / M , jako drugą otrzymamy

(V.19f>) PRZYKŁAD. Obliczymy macierz odwrotną w trzecim stopniu dla macierzy nad
pierścieniem liczb całkowitych S£ (a więc pierścieniem z podzielnością z wartością bez-
względną jako funkcją porządkującą)

"3
4
1

2
0

- 1

r
5
0

Rozpoczynamy obliczenia od macierzy

3
4
1

- 2
0

1"
5
0

1

r l
1

1

i decydujemy się na działania elementarne na wierszach. Od pierwszego wiersza odejmu-
jemy potrojony trzeci, a następnie od drugiego poczwórny trzeci:

Zamieniamy wiersze pierwszy i trzeci:

1
0
0

_ j^

4
1

0"
5
1

Od drugiego wiersza odejmujemy poczwórny trzeci:

Od trzeciego wiersza odejmujemy drugi, a następnie zamieniamy wiersze drugi i trzeci:

- 1
1

0 0 1
5 - 1 -11

- 4 1 8
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Do pierwszego wiersza dodajemy drugi i otrzymujemy

1

1

5 - 1 -10"
5 - 1 - U

- 4 1 8

(V.196) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy Almin-y rzędu r z regularnego pierścienia ma-
cierzowego Jit[jtf] istnieje taki element a e i , a^O, że macierz a A można przedstawić
jako iloczyn macierzy F[n,t ri e Jl \sś\ kolumnowo pełnego rzędu r i macierzy G [ r j „-, e M \sś\
wierszowo pełnego rzędu r, tzn.

(V.197) ciA[mi„^FVnirlGlr>,n.

Dowód. Na mocy twierdzenia (V.18O) istnieją takie macierze ąuasi-nieosobliwe Mlml>

JVW G Jł\sś\ pierwsza w m-tym, a druga w w-tyrn stopniu, że MA—IM N. Niech a es/,
a ^0, będzie takim elementem, a M[m e Jł \si\ taką macier-zą, że MM^ — M^ M^al^,
skąd aA = M[„q J M / w N. Kładąc F:—M[m^Im, G-. — I^N, otrzymujemy wzór (V.197).
Na mocy twierdzeń (V.21), (V.28) i wzoru (V.197) jest r=r(A) = r{aA)^r{F) i r=r(A) =
=r{aA)^r{G), a na mocy (V.5) jest r(F)^r i /•((?)</•, wobec czego r(F) = r(G) = r. Ma-
cierz F jest zatem macierzą kolumnowo pełnego rzędu r, a macierz G macierzą wierszowo
pełnego rzędu r. • •

(V.198) TWIERDZENIE. Każdą macierz Almi,^ rzędu r z regularnego pierścienia macierzo-
wego M \sś\, gdzie d jest dowolnym ciałem lub pierścieniem z podzielnością z funkcją po-
rządkującą o wartościach całkowitych, można przedstawić jako iloczyn macierzy F^^s
śJi[sć~\ kolumnowo pełnego rzędu r i macierzy. G!

Eri „̂  tJl\s4\ wierszowo pełnego rzędu r,
tzn.

(V.199) ^ [ m > , o = F C m ; r ] ą r > „ j . i

Dowód. Na mocy twierdzeń (V.182) i (V.184) istnieje taka macierz diagonalna D [ r ]

ąuasi-nieosobliwa w r-tym stopniu i takie macierze AfM, NM e Ji \$ł\ nieosobliwe pierw-
sza w m-tym, a druga w n-tym stopniu, że MA = DN, czyli A~M^ D w Iin Nw. Kładąc
F: — M^,j Z)M i G:=/[r] Nw, otrzymujemy wzór (W199). Dalej dowód przebiega analo-
gicznie jak dla twierdzenia poprzedniego. •

Następujący przykład pokazuje, że nie dla każdej macierzy regularnej ^ . j można
we wzorze (V.197) przyjąć a—I, tzn. nie dla każdej macierzy regularnej Alm>n:i zachodzi
wzór (V.199).

(V.2OO) PRZYKŁAD. Niech . .
-2+2fj

2+2ij

będzie macierzą nad pierścieniem si z przykładu (1.315). Macierz A jest rzędu 1, ponie-
waż det2^4 = 0. Załóżmy, że zgodnie z (Y.199)

(iv) A=\A\cd\, a,b,c,
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Zatem
ac=2+2i, ad=-2 + 2i, bc**2~2i, bd

Otrzymalibyśmy stąd
aci = ad, —aci = bc.

Ponieważ a^O i c^O, więc
i

Ale elementy a, b, c, d należałyby do pierścienia si, więc byłyby postaci

a=at+2a2i, b = bi+2b2i, c—ct+2c2i, d=dl + 2dii,

gdzie al,a2,b1,b2>cx,c2,dl, d2 byłyby liczbami całkowitymi i na mocy (v)

at —— 2b2, b1=2a2, c1—2d2, d1 = — 2c2.

Zatem element 2 byłby dzielnikiem zarówno a jak i c, wobec czego element 4 byłby dziel-
nikiem' ac=2+2r, co dałoby sprzeczność. Wynika stąd, że przedstawienie macierzy A
w postaci (iv) nie jest możliwe. • ' . . ' • ' .

(V.2O1) PRZYKŁAD. Znajdziemy przedstawienie macierzy A z poprzedniego przykładu
w postaci (V.199) przy założeniu, że jest to macierz nad pierścieniem^ z przykładu (1.317),
a więc nad pierścieniem z podzielnością z funkcją porządkującą o wartościach całkowitych.
Jak w poprzednim przykładzie wykazujemy, że macierz A jest rzędu 1 i szukamy jej przed-
stawienia w postaci (iv), skąd dochodzimy do równości (v). Przyjmując a—2 i c = l + / ,
mamy spełnioną równość ac=2+2/, a na mocy (v) mamy b— — 2i oraz d= — 1 +/. Spraw-
dzamy, że '

T 2"1
A~\ „. [1-M - l + j ] .

Rzecz leży w tym, że występująca tu macierz [l + i - 1 + z] jest macierzą nad pierścieniem
z przykładu (1.317), a nie jest macierzą nad pierścieniem z przykładu (1.315). M

(V.2O2) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy Alm>i}q wierszowo pełnego rzędu m (kolumnowo
pełnego rzędu n) z regularnego pierScienia macierzowego Jt\s4\ istnieje taki element ae^ć,
a # 0 , i taka macierz NznleJf[s/] (macierz MMeJ?[jiĆ]) ąuasi-nieosobliwa w n-tym
(w m-tym) stopniu, będąca iloczynem macierzy elementarnych n-tego (m-tego) stopnia, że

(V.2O3) AN=aIM (MA = aI0Q),

Dowód. Niech Alnii„j e Jł [d] będzie macierzą wierszowo pełnego rzędu m. Na mocy
twierdzenia (V.187) istnieje taka macierz N^eJi^] i taki ełement v e j / , v¥=0, że

= vIM i AN^ = vIlml, Na mocy twierdzenia (V.192) istnieje taki element fiest,
że macierz /iN^ jest iloczynem macierzy elementarnych K-tego stopnia. Islamy

[H]) = Ci"v)/M i stąd otrzymujemy tezę. Dowód dla macierzy A kolumnowo pełnego
rzędu n jest analogiczny. • .':...
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(V.2O4) TWIERDZENIE. Dla każdej macierzy Alm>nl wierszowo pełnego rzędu (kolumnowo
pełnego rzędu n) z pierścienia macierzowego Jt, [^] nad ciałem z transpozycją J5" istnieje
taka macierz JV[(I] s Jt [#"] {macierz M [ n i ] e M [Ś?]) będąca iloczynem macierzy elerńentar-
nych n-tego (m-tego) stopnia, że i . ,

(V.2O5)

Dowód. Niech Alm„j 6 Jt [&] będzie macierzą wierszowo pełnego rzędu w. Na mocy
(V. 190) jest AN{n\ = / [ m ] , skąd na mocy twierdzenia (V.193) wynika teza. Dowód dla macie-
rzy A kolumnowo pełnego rzędu n jest analogiczny. •

§ V.8. Nierówności Sylvestera i Frobeniusa

(V.2O6) TWIERDZENIE. NIERÓWNOŚĆ SYLVESTERA. Jeżeli Almin i Ą„, p ] są macierzami
z regularnego pierścienia macierzowego Ji \_s4\, to

(V.2O7) r(AB)>r(A) + r(B)-n.

Dowód. Na mocy twierdzenia (V.18O) istnieją takie macierze M [ m ] , Nwe*#[j&]
ąuasi-nieosobliwe pierwsza w m-tym, a druga w n-tym stopniu, że MA=I[nN, gdzie r jest
rzędem macierzy A. Na mocy twierdzenia (V.3O) r{AB) = r(MAB), wobec czego

(i) :

Macierz Ą^NB ma r(AB) liniowo niezależnych wierszy i r—r(AB) związków liniowych
między pierwszymi r wierszami. Ta liczba nie może przekraczać liczby związków linio-
wych między wierszami macierzy NB, tzn. r-r(AB)^n—r(NB)=n—r(B). Stąd otrzymu-
jemy (V.2O7). •

(V.2O8) TWIERDZENIE. NIERÓWNOŚĆ FROBENIUSA. Jeżeli A0„inll, Bv„iP^, C [ P i g 3 są macie-
rzami z regularnego pierścienia macierzowego M \s£\, to

(V.2O9)

Dowód. Na mocy twierdzenia (V.18O) istnieją takie macierze iVM, PtPl e Jt \_sś]
ąuasi-nieosobliwe pierwsza w n-tym, a druga w p-tym stopniu, że NB=IirjP, gdzie r= r(S),
i istnieje taka macierz N^o e Jt\s4\ i taki element v e s4, v^0, że NN^I} = N[~nlN=vJM,
wobec czego *•:• . '.

(ii) vB=N[niImPlpi.

Na mocy twierdzenia (V.28) mamy dla Si^AN^I^j i T:=-IinPC

Na mocy twierdzeń (V.3O), (V.28) i wzoru (ii) jest

( i i i ) ' r(S) = r(ANMlirlP) = r(

rffl=r (N^llr} PC) = r (yBC) = r(BQ,
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a na mocy (V.207)
r (ABC) - r (ST) > r (S) + r(T)- r,

skąd po podstawieniu (iii) otrzymujemy (V.2O9). •

§ V.9. Macierze normalne

(V.21O) DEFINICJA. Macierzą normalną nazywamy każdą macierz spełniającą warunek

AA*=A*A. M

Sprawdzamy z łatwością, że macierze hermitowskie, macierze skośnie hermitowskie,
macierze ąuasi-ortonormalne w n-tym stopniu nad pierścieniami przemiennymi z trans-
pozycją, macierze ortonormalne w n-tym stopniu, macierze diagonalne nad pierścieniami
przemiennymi z transpozycją są szczególnymi przypadkami macierzy normalnych.

(V.212) PRZYKŁAD. Macierz zespolona

_r~3 + i 7-fl
^ :~|_ 5 + 5* 2iJ

jest normalna, ponieważ

, • [_ —12 — oi 54

(V.213) TWIERDZENIE. Jeżeli A jest macierzą normalną, to macierze A, AT i A* są też
normalne.

D o w ó d wynika ze wzorów:

A(Af=A(A*)=AA*=A*A=(A*)A=(AfA,

AT(ATT=AT(A*f HA* )T=(AA*f . (A*)TAT - (^r)*^lr,

.A*(A*)*=A*A=AA***(A*)*A*. U

(V.214) TWIERDZENIE. Jeżeli macierz Aw z regularnego pierścienia macierzowego M \s4\
ąuasi-nieosobliw.a w n-tym stopniu jest normalna, to każda jej guasi-odwrotność n-tego stop-
nia A^jest też normalna. Jeżeli macierz Am z dowolnego pierścienia macierzowego Jł[s/]
nieosobliwa w n-tym stopniu jest normalna, to jej odwrotność n-tego stopnia A^n\ jest też nor-
malna.

D o w ó d . Niech AA^A^A^al^, gdzie aesć, a^O. Wobec tego A*(A^n})* =
4 . Jeżeli AA*=A*A, to
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(A* A) (A[n: (A£jf) - (A

Mnożąc tę równość stronami lewostronnie przez A^CA^-j)*, otrzymujemy

= a* a

a ponieważ a*a#0, więc A[ll-1(A[„{)* — (A[ll-i)*A^l-i, co oznacza, że obrana dowolnie ąuasi-
-odwrotność «-tego stopnia A^ jest normalna.

Jeżeli Ai„i z dowolnego pierścienia macierzowego jest macierzą odwracalną w «-tym
stopniu, to

skąd wynika teza. •

(V.215) TWIERDZENIE. Jeżeli macierze normalne A i B spełniają warunek

(V.216) A*B=BA*,

to macierz AB jest też normalna.

Dowód wynika ze wzoru

{AB) {AB)* = * * *

(Y.217) TWIERDZENIE. Iloczyn AB macierzy symetrycznych A i Bjest macierzą symetryczną
.. wtedy i tylko wtedy, gdy

(V.218) AB^BA.

Dowód wynika ze wzoru

(V.219) TWIERDZENIE. Iloczyn AB macierzy hermitowskich A i Bjest macierzą hermitowską
wtedy i tylko wtedy, gdy

(V.22O) •• AB=BA.

Dowód wynika ze wzoru

§ V.1O. Macierze idempotentne i macierze rzutujące

(V.221) DEFINICJA. Macierzą idempotentną nazywamy każdą macierz A spełniającą
warunek

(Y.222) A2=A. •
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