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sa wierszowo ortonormalne w n-tym stopniu, a na mocy twierdzenia (V.72) macierz U, -

> 4o
jest ortonormalna w n-tym stopniu. Na mocy (V.46) mamy C(-—A*) =—CA=0,
: . o a

1 O\ 1 ) '
skad CA=0 orazD(— B*) =—DB=0,skad DB=0. Wobec tego
o o
/

Ui A=U,B=[«]
i na mocy (V.67) B=U%U, A. Z twierdzen (V.76) i (V.53) wynika, Zze macierz g jest
wierszowo ortonormalna w n-tym stopnin. Ktadac U:= U3 U,, otrzymujemy (V.89).

§ V.3. Dzialania' elementarne na macierzach i macierze
elementarne

(V.90) DERINICIA. Dzialaniem elementarnym I rodzaju na wierszach (kolumnach) macierzy
nazywamy zamiang jej dwu dowolnych wierszy (kolumn). M

(V.91) DEeFINICIA. Dzialaniem elementarnym II rodzaju na wierszach (kolumnach) ma-
cierzy nad pierécieniem z transpozycja & nazywamy dodatnie do dowolnego wiersza (do-
wolnej kolumny) innego wiersza (innej kolumny) pommnozonego (pomnoione_]) przez
dowolny elementae /. W

(V.92) DEFINICJA. Dzialaniem elementarnym 11T rodzaju na wierszach (kolumnach) ma-
cierzy nad- pierécieniem z transpozycja & nazywamy pomnozenie jej dowolnego wiersza
(dowolnej kolumny) przez dowolny element x €/ nie bedacy dzielnikiem zera. M.

(V.93) DEFINICIA. Dzialaniem elementarnym na macierzy nazywamy kazde dzialanie
elementarne I, IT lub III rodzaju na wierszach lub kolumnach tej macierzy. W

(V.94) DEFINICIA. Maczerzq elementarng I rodzaju n-tego stopnia nazywamy kazda ma-
cierz postaci :

kolumny
k-ta I-ta
. R
1
. .1 .
0 1 —k-ty
1
(V.95)  EG}(k, D:= " wiersze  dla k#1,k,le{1,...,n},
1 :
1 _ 0 « [ty
1
e "1.-.

(V.96) EQJ(k,k):=I,; dla kef{l,..,n}. m
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(V.97) DEFINICIA. Macierzq elementarng II rodzaju n-tego stopnia nad pier.écien:iem ztrans-
pozycja & nazywamy kazda macierz postaci

kolumny
k-ta I-ta
ol
1
.1 a K-ty
(V.98) ERk,1,a) =] .. wiersze, gdy k<I,
) 1 « [-ty _
. -1—
a postaci
kolumny
I-ta k-ta
b
1
1 — -ty -
(V.99) E@Nk,1,a):= e wiersze, gdy k>1,
a1 Ne—=k-ty
' k,le{l,..,n},aesxt. W
1

Macierzy elementarnych II rodzaju E{7 (k, I, a) dla k=1 nie rozpatruje sie.

(V.100) DEFINICIA. Macierzq elementarng 111 rodzaju n-tego stopnia nad piercieniem
z transpozycja .of nazywamy kazda macierz postaci

kolumna
k-ta

(V.101) ER)(k, a):= a —k-ty wiersz, ke{l,..,n}, -

gdzie a € o nie jest dzielnikiem zera. W

(V.102) DEFINICIA. Macierzq elementarng nazywamy kazda macierz elementarng 1, 1L
lub Il rodzaju. W

(V.103) TWIERDZENIE. Kaide dzialanie elementarne k-tego rodzaju (k=1, 11, 111) na pierw-
“szych n wierszach (kolumnach) dowolnej macierzy Apy 2 pierScienia macierzowego # [«£] .

11*
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jest réwnowazne pomnozeniu lewostronnemu (prawostronnemu) macierzy A przez odpowiedniq
macierz elementarnq k-tego rodzaju n-tego stopnia z A [<].

Dow6d polega na rachunkowym sprawdzeniu tezy.
(V.104) TWIERDZENIE. Macierze elementarne I i Il rodzaju n-tego stopnia sq nieosobliwe
w. n-tym stopniu. Macierze elementarne III rodzaju n-tego stopnia sq quasi-nicosobliwe
w n-tym stopniu. Macierz elementarna Ill rodzaju ES) (k, a) nad pierscieniem z transpozycjq of
- jest nieosobliwa w n-{ym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy element a jest oa‘wr acalny w piers-
cieniu s .

Dow6d. Na mocy twierdzenia (IT1.103) i rownosei det, /y,;;=1 mamy

(V.105) det, ES(k, )= —1
nastgpnie na mocy twierdzenia (I11:114)

(V.106) det, EQ)(k, 1, a)=1,
(V.107) det, EQ)(k, a)=a. -

Z powyzszych trzech wzoréow wynika teza. W

(V.108) TwIERDZENIE. Macierze elementarne Ii II rodzaju n-tego stopnia majq zawsze od-
wrotno$ci n-tego stopnia, ktore sq réwniez macierzami elementarnymi odpowiednio Ii II ro-
dzaju, a mianowicie:

(V.109) (EGiCk, D)oy =ELid(k, D),y
(V.110) (E, {,f]’(k 1, &)t =E@Q(k, 1, —a).

Macierz elementarna III rodzaju n-tego stopnia ESy (k, @) nad pierscieniem z transpozycjq o
ma odwrotno$¢ n-tego stopnia wtedy i tylko wtedy, gdy element a jest odwracalny w piers-
cieniu s¢ i wtedy ta odwrotno$é jest réwniez macierzq elementarnq ITI rodzaju, a mianowicie

(v.111) (B, @))ns =Egi(k, a™").

Macierze eiemenrame IIT rodzaju n-tego stopnia majq zawsze quasi-odwrotnosci n-tego
Stopnia

(va12) (EEk, o= TI B0 ) 1 E0.0).
. - =
Jest wtedy
Efai(k a) - (Ef3(k, @))in=(ERI(k, @)y EGY(e, a)=a- Iy,

Dowdéd polega na rachunkowym sprawdzeniu tezy. Ml

(V. 113) TWIBRDZENIE. Jezeli A jest macierzq elementarnq k-tego rodzaju (k I, 11, 1),
to A, A i A* sq réwniez macierzami elementarnymi k-tego rodzaju, a mianowicie:

(V.114) g;(k D=(E{Q(k, D) =(ES(k, D)* =EM(k, 1),
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EQk, 1, ay=E@k, 1,a), (EQk,!,a))"=EZ, k,a"),
(B0, 1, a)* =EQI(1, k, a®),
(V.116)  EQk, a)=ESk,a), (E&(k,a) =EQKk,a™), (EX(k, a))* EQ)(k, a*).

Dowdd polega na rachunkowym sprawdzeniu tezy.

(V.115)

§ V.4. Macierze permutacyjne

(V.117) DEFINICIA. Macierzq permutacyjng n-tego stopnia nazywamy kazda macierz
bedacy iloczynem macierzy elementarnych I rodzaju n-tego stopnia.

(V.118) TWIERDZENIE. Kazdq macierz permutacyjnq Pp,, moina otrzymac przez zmiang
kolejnosci pierwszych n wierszy lub zmiane kolejnosci pierwszych n kolumn z macierzy quasi-
-jedynkowej I,y

Dowdéd. Niech P:=E, ... E;, gdzie E,, ..., E, sa macierzami elementarnymi I rodzaju
n-tego stopnia. Teza wynika na mocy twierdzenia (V.103) z faktu, Zze

P=E;.. E Ip=IE,...E,.. H

(V.119) PRzYKLAD. Macierz

17 [oo 1][01 0

0]=|0 1 0f|1 0 O|=ER)1, 3) E3)1,2)
0] {to00][oo01

jest macierzaq permutacyjng trzeciego stopnia. W

(V.120) TWwWIERDZENIE. Kazdg zmiang kolejnosci pierwszych w wierszy (kolumn) w macierzy
A, m1 (Apm,ny) moina uzyskaé przez pomnozenie lewostronne (prawostronne) tej macierzy
przez odpowiedniq macierz permutacyjng n-tego stopnia. Kazdg zmiang kolejnosci pierwszych.
n wyrazéw diagonalnych w macierzy diagonalnej n-tego stopnia mozna uzyskac¢ mnozqc te ma-
cierz prawostronnie przez odpowiedniq macierz periutacyjng Py, i réwnaczesnie lewostronnie
. przez macierz P[,,] =pPT=p*

Dowéd. Kazda zmiang kolejnosci pierwszych n wierszy (kolumn) w macierzy A[,, i)
(Apm, ) mozna uzyskaé droga skonczonej liczby zamian dwu wierszy (kolumn), tzn. droga
kolejnych lewostronnych (prawostronnych) mnozen przez macierze elementarne I rodzaju
n-tego stopnia, a wiec przez przemnoZenie lewostronne (prawostronne) przez pewnag
macierz permutacyjna.

Kazdg zmiang kolejnosci pierwszych n wyrazow dlagonalnych w macierzy diagonalnej
Dy,; mozna uzyska¢ drogg skonczonej liczby zamian dwu wyrazéw diagonalnych. Spraw-
dzamy, Ze zamiang k-tego i /[-tego wyrazu diagonalnego macierzy ‘D uzyskuje si¢ przez
przejécie od macierzy D do macierzy Ef (k, 1) DES) (K, I), czyli na mocy (V.109) i (V.114)
do macierzy (EQ](k, D)puy DEG (k, D=(EG3(k, D) DEGI(K , D=(Efi(k, D)*DEI(k, D) -
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Wobec tego dowolna zmiang kolejnosei pierwszych n wyrazéw diagonalnych w macierzy D
uzyskuje si¢ przez przejécie do macierzy postaci

(EQ ks 1))t - (B y 1))t PEG Ky 5 1) .. Efad(key 1

czyli do macierzy postaci .
P;iDP=PTDP=P*DP,
gdzie

Eﬁ(klx 1) E:}(k’s' s/ . .

(V.121) PRZYKEAD. Sprawdzamy, Ze

001j[2 -3 = i] [—1 142i 0 8§
tooflt—i 7 J2ol=f2 -3 = i
010 8

-1 1428 0 1-i 7 420
01 0][/3 170 0 17 [=i
001 i 1o00f=f -5 |,
100 —-sjifo10 J3
010] [001]* [00 >
00 1|=]1t00] =ft0
10 010 01

11" fo o1

0 =100} . m
0 010

- (V.122) TWIBRDZENIE. Kaida macierz permutacyjna Py, jest nieosobliwa w n-tym stop-

niv.

Jest réwniez

gdzie

Dowéd. Kazda macierz elementarna [ rodzaju nad pierScieniem z transpozycja &
moze by¢ traktowana jako macierz nad przemiennym podpier§cieniem «/-liczb catkowitych
i wobec tego na mocy twierdzenia (II1.113) i wzoru (V.105) wyznacznik det, P dowolnej
. macierzy permutacyjnej Pp,; jest iloczynem wyznacznikéw n-tego stopnia macierzy ele-
mentarnych I rodzaju n-tego stopnia i

(V.123) . .det,P=1vdet,P=—1.

Otrzymujemy stad teze:. W

(V.124) TwierpzeNiE. Kaida macierz permutacyjna Py, ma odwrotnosé n-tego stopnia

bgdch réwmez' macierzq permutacyjng n-tego stopnia.
RS R L

.
Do wéd Nlech P:=E, ... E;, gdzie E,, ..., E, sa macierzami elementarnymi. n-tego
stopnia. Na mocy wzoru (V.109) mamy o

(v.125) : P —(El Bt =Egiy - B m.]—E
skad wynika teza. WM
(V.126) TwierDzENIE. Kazda ma_cier'z permutacyjna Py, jest samosprzezona, tzn.
v.127) ' P=pP."
Dowéd wynika z definicji (V.llf) i(Vo4), W
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N

(V.128) TWIERDZENIE. JeZeli Py, jest-macierzq permutacyjng n-tego stopnia, to PT i P*
sq rowniez macierzami permutacyjnymi n-tego stopnia i

(V.129) . P'=P*=Pg;.
Dowdd wynika ze wzorow (V.125)1(V.114). &

(V.130) TWIERDZENIE. Kazda macierz permutacyjna Py, jest macierzq ortonormalng
w n-tym stopniu.

Dowéd wynika ze wzoru (V.IZQ). ]

§ V.5. Relacje macierzowe typu rownowaznosci

(V.131) DerNICIA. Relacje migdzy macierzami z tego samego pierscienia macierzowego
M [of ] nazywamy relacjq typu réwnowaznosci i oznaczamy symbolem ~ Iub a, z ewentu-
alnym dopisaniem znakéw rozpoznawczych, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
macierzy A, B, C e # [/] jest

(V.132) _ A~A  (zwrotnosé relacji),
L (V.133) A~B=>B~A (symetryczno$é relacii),
(V.134) A~BAB~C=A~C (przechodnio$¢ relacji). [M

W rachunku macierzowym korzystamy z Wlelu relacji typu réwnowaznosci. Podamy
ich definicje i najwazniejsze wiasnosci.

(V.135) DerINICIA. Macierze A[,,, uy ch a1 Z pierScienia macierzowego .# [</] nad piers-
~ cieniem przemiennym z transpozycja &/ nazywamy réwnowaznymi w wymiarze [m, n] i pi-
szemy A =~ B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz nieosobliwa w m-tym stopniu

[m, n]

My € M [ ] oraz taka macierz nieosobliwa w n-tym stopniu Ny, € A [/], 2¢ MA=BN. W ’

(V.136) TWIERDZENIE. Relacja okreSlona definicja (V.135) jest typu réwnowaznosci.
~ Dowéd. Mamy I, A=Al skad A ~ A. Jezeli MA=BN, to M,;B=ANg,;, skad

[m, 0]
A~ B=B~ A Jezeli MA=BN i PB=CQ, gdzie C, P, Q € 4[], P jest nicosobliwa
[m, 2] [m, u]
w m-tym stopniu, Q nieosobliwa w r-tym stopniu, to (PM)A4=PBN=C(QN) i na mocy
twierdzenia (I11.154) A * BAB ~ C= A ~ C. Zgodnie z definicja (V.131) otrzymujemy
[m ,nl [m,n] [m,n] = o

stad teze.
(V.137) DEerINICGTA. Macierze Ay, w1 1 Biw, ny Z Dierécienia macierzowego # [#/] nad pieré- :
cieniem przemiennym z transpozycja & nazywamy. quasi-rownowaznymi w wymiarze

[m, n] i piszemy 4 ~ B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz quasi-nieosobliwa
[m, n]
w m-tym stopniu M, € .# [«/] oraz taka macierz quas: meosobhwa w n-tym stopniu

Ny, € M ], Ze MA=BN. R
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(V.138) DEerFINICIA. Macierze A, i Bpa,, z dowolnego pierscienia macierzowego
, A
M [4] nazywamy ortonormalnie réwnowainymi w wymiarze [n7,n] i piszemy A[ :‘s]B
m,n
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz ortonormalna w m-tym stopniu Up,.€ A [+/]
oraz taka macierz ortonormalna w n-tym stopniu Vy,; € 4 [#7], 26 UA=BV. H

(V.139) TWIER-DZENIE. Relacje okreslone definiciami (V.137) i (V.138) sq typu réwnowaz-
nosci.
Dowad jest analogiczny do dowodu twierdzenia (V.136). B

(V.140) PrzykLAD. Macierze zespolone

e 12 3 f 2+4i 1 —2+44i
ST e 1 10—16i —5—8i 10+4i

sa rownowazne w wymiarze [2, 3] i mozemy napisaé A ~ B, poniewaz

[2,3]
[o 1}[1 28 ]ﬁ[ 2+4i 1 -2+4i:] __i ? g
4 - i 2417 10-16i —5—8i -
SI{2 i 241 10-—-16i —5—8i 10-+4i 10 —3i
oraz
d:’:t2|:4 _5i|=-—47&0, det;| -1 i 0 |=-=21i#0. MW
30 —4i

Definicje (V.135), (V.]S?) i (V.138) okreslaja trzy podstawqwe relacje macierzowe
typu réwnowaznosci. Nastepne beda szczegllnymi przypadkami tych trzech. Dowody,
Ze s3 one réwniez relacjami typu réwnowaznodci, sa analogiczne do dowodu twierdzenia

(V.136).

(V.141) DeFINICIA. Macierze Ap, .1 Bp, . 2 pierscienia macierzowego # [/] nad piers-
cieniem przemiennym z transpozycja &/ nazywamy ortonormalnie quasi-réwnowaznymi

w wymiarze [m, n] i piszemy A[ ~ ].B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz quasi-
nt, N :

-ortonormalna w m-tym stopniu U, € # [«/] oraz taka macierz quasi-ortonormalna
W n-tym stopniu Vy,; € 4 [/], 2e UA=BV. K

(V.142) DEFINICIA. Macierze Ay, ;i By, % piericienia macierzowego 4 [/] nad piers-
cieniem przemiennym z transpozycja </ nazywamy wierszowo (kolumnowo) réwnowaznyini
; S W, "k . : . A
w wymiarze [m, n]ipiszemy 4 ~ B (4 = ]B) wtedyi tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz

[m, n} [y
nieosobliwa w m-tym stopniv My, € .# [+/] (nicosobliwa w n-tym stopniu N, € # [./]),
76e MA=B(AN=B). H :

(V.143) DEFINICIA. Macierze Ay, i Bpy, o 2 pierscienia macierzowego  [o/] nad piers-
cieniem przemiennym z transpozycja &/ nazywamy wierszowo (kolumnowo) quasi-réw-

- . - - . w k
nowaznymi w wymiarze [m, n]ipiszemy A ~ B (4 =
im [m

i ]B) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
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taka macierz quasi-nieosobliwa w m-tym stopniu M, € # [+/] (quasi-nicosobliwa w n-tym
stopniu Np,; € # [£]) oraz taki element b € o/ nie bedgcy dzielnikiem zera, 7e MA=hbB
(AN=bB). W

(V.144) DERINICIA. Macierze A, . 1 By, ,; Z dowolnego pierfcienia macierzowego
M [ ] nazywamy w:'erszouo (kolumnowa) ortonormalnie réwnowaznymi w wymiarze [m, n]
ipiczemy 4 » B(A ~ B) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz ortonormalna

m n] [m, 1l

w m-tym stopniu Uy, € # [/] (W n-tym stopniu V,; € 4 [#/]), 26 UA=B (AV=B). H

(V.145) DEFINICIA. Macierze Ay, 31 By, . z pierécienia macierzowego . [<7] nad pieré-

cieniem przemiennym z transpozycja &/ nazywamy wiersﬁouo (ka!umnowo) ortonormalnie

quasi-rownowaznymi w wymiarze [m, nl i piszemy A ~ B (4 ~ B) wtedy i tylko wtedy,
I‘l

[m, n]

gdy istnicje taka macierz quasi-ortonormalna w m- _tym stopniu Uy, € # [/] (quasi-orto-
normalna w n-tym stopniu ¥, € 4 [/]) oraz taki element b € &/ nie bedacy dzielnikiem
zera, ze UA=bB (AV=5bB). W

(V.146) DEFINICIA. Macierze Ap,; 1 By, z pierscienia ‘macierzowego . [#/] nad pierscie-
niem przemiennym z transpozycja & nazywamy podobnymi w n-tym stopniu i piszemy
P . .
'A[x] B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz nieosobliwa w n-tym stopniu M, €
€M), 2e MA=BM. B

(V.147) DEFINICIA. Macierze Apy 1 By, 2 pierscienia macierzowego # [o/] nad pierscie-
niem przemiennym z transpozycja & nazywamy quasi-podobnymi w n-tym stopniu i piszemy

A[E»] B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu
My € M [A), 7e MA=BM. W

(V.148) DerINICIA. Macierze Ay, i By, z dowolnego pierscienia macierzowego 4 [&f]
nazywamy ortonormainie podobnymi w n-tym stopniu i piszemy A:%B wtedy i tylko wiedy,
gdy istnieje taka macierz ortonormalna w »n-tym stopniu Up,; € # [o/], 2¢ UA=BU. R
(V.149) DEFINICIA. Macierze Ay,; i By, z pierécienia macierzowego # [#/] nad pierscie-
niem przemiennym z transpozycja &/ nazywamy ortonormalnie quasi-podobnymi w n-tym

stopniu 1 piszemy A:: B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz quasi-ortonormalna
C n] g ) . <
W n-tym stopniu U, € # [], 26 UA=BU. ®M

(V.150) DgrNICIA. Macierze Ay, i By, z pierScienia macierzowego # [/] nad pierscie-
niem przem;ennym z transpozycja & nazywamy Scisle réwnowaznymi w n-tym stopniu
i p:szemy A B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka chlerz nieosobliwa w z-tym stopniu
M, e‘/![.m’}, Ze M*A=BMg,. W

(V.151) DerNICIA. Macierze Ap,; i By,y z piercienia macierzowego J [«/] nai_d pierscie-
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Ny

niem przemiennym z transpozycja & nazywamy Scisle quasi-ré wnowazn ymi w n-tym stopm'u
i piszemy A"”B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka macierz quasi-nieosobliwa w n~tym
stopniu M[,,] e J{ [=#]itakaj je_] quasx-odwrotnoéé n-tego stopnia My, 2e M¥*A=BM,,, W

Miegdzy podanymi lelacjaml zachod?a, liczne implikacje. Na przyktad, macierze po-
dobne w n-tym stopniu sg réwnowazne w wymiarze, [», n], macierze $cisle quasi-réwno-
wazne w n-tym stopniu sa quasi-rownowazne w wymiarze [n, n] itp.

(V.152) TwiBrRDZENIE. Jezeli miedzy macierzami Ap, .1 @ B, ) 2 pierScienia macierzo-
wego M [ nad piericieniem przemiennym z transpozycjq & zachodzi ktdrakolwiek z re-

w k -, = . . .
lagji ~ = ~_, to miedzy macierzami A i B zachodzi taka sama relacjai w tym

[m, i'!] im, ”] [m,n]

5 . . . . T . . . .
samym wymiarze, natomiast miedzy macierzami A" i BT oraz miedzy macierzami A* i B*
k w
zachodzi odpowiednio relacja ~ ~ ~ . Jezeli migdzy macierzami Apy 1 By,

[n,m] [n. m] - [m, m]
1 ]

2 ; q 6 7 oo
z tegoz M [4] zachodzi ktdrakolwiek z relacji % [z] , to miedzy macierzami A i B,
o [n n {
miedzy macierzami A" i B" oraz miedzy macierzami A* i B* zachodzi taka sama relacja
i w tym samym stopniu.

Dowo6d wynika z faktu, ze
MA=BN <> MA=BN < A"M"=N"B" < 4*M*=N*B*,
MA=B< MA=B <« ATM"=B" « A*M*=B*,
AN=B<>AN=B < N"AT=B" < N*A*=B*. m

(V.153) TwiERDZENIE. Jezeli migdzy macierzami® Ay, .y i By, .y z pierscienia macierzo-
wego . [ nad pierscieniem przemiennym z transpozyciq o zachodzi ktérakolwiek z re-
o

w k wao ko = e -
lagji: ~ , ~ ~ ~ ~ ~ to miedz cierzami A i 3
I [, n] [, n] i [m,n] 2 [m, n] 2 [m, n] 2 [m, n] A ey e L zachodz:

taka sama relacja i w tym samym wymiarze, natomiast miedzy macierzami A" i B" oraz

L - ! - . . » - - @ k b
miedzy macierzami A* i B¥ zachodzi odpowiednio relacja ~ , ~ , ~ , ~
ko wo [n, m] [n, m] [n, m] [n, m]
T XY Jezeli migdzy macierzami Ap, i By, z tegoz M [#] zachodzi ktdrakolwiek
op 5 == —
z relacji & [~] IR T to miedzy macierzami A'i B, miedzy macierzami AT i BT
Ln n n

oraz migdzy macierzami A* i B* zachodzi taka sama relacja i w tym samym stopniu.
Dowod jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. B

(V.154) TWwWIERDZENIE. Jezeli ngdzy macierzami Apn, iy £ B, " 2 z dowm‘nego pierScienia

ka

macierzowego M [of] zachodzi ktdrakolwiek z relacji ~ , , , to miedzy
[m, n] [m, ﬂ] [m.

macierzami A i B zachodzi taka sama relacja i w tym samym wymiarze, natomiast migdzy
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- a@
macierzami AT i BT oraz miedzy macierzami A* i B* zachodzi odpowiednio relacia =
ke wo . ap — op — op op L
~ ~ . JezeliA ~ B,to A = B, A ~ B* oraz A* » B*.
[n,ml [mym] In] I [n] [nl

1

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (V.152). M

(V.155) TWIBRDZENIE. JezZeli w pierscieniu macierzowym 4 [sZ] nad pierscieniem prze-
miennym z transpozycjq s jest

. Agu) nl Bl(j;i) il
H ) I . N ey » ¥
(i) Apn, = CA® s, Bmmi= e ]
e, e | 1

[y, My

gdzie m:=my +...+mg, mi=n,+...+n, i miedzy macierzami AV, BY ¢ 4 /] zachodzi
W k

jedna z relacji:. = & &

J J T [mj, njl ’ [myymjl ’
macierzami A i B w wymiarze [m, n].

Jj=1, ..., k, to taka sama relacja zachodzi miedzy

Dowéd. Zatézmy, ze migdzy macierzami A’ i BY) zachodzi relacja =~ . Istnieja
! [my, ny]
zatem takie macierze M[(,fg‘] € J [/] nieosobliwe w m;-tym stopniu i takie macierze
N§h e M [o£] nieosobliwe w ntym stopnin, j=1, ..., k, Ze MV AP =BPND,
" Przyjmujac ' ) :

5 i

5 : 1 ky . 2 1) . 13
Mfm]‘=d1ag(M§m)1]: Gt ] M](:m)k} L] N[ny:dlag(NEn,)], (L NE::;)J)

otrzymujemy na mocy twierdzenn (III.116) i (III.160) macierz M nieosobliwg W m-tym
stopniu oraz macierz N niecosobliwa w n-tym stopniu takie, ze MA ==_BN_, skad wynika
teza. Dowéd w pozostalych przypadkach jest analogiczny. WM

(V.156) TWIERDZENIE. Jezeli w pierScieniu macier'zowym A 4| nad pierscieniem prze-
miennym z transpozycjq o jest (i) i miedzy macierzami AV, BY) e M (o] zachodzi jedna

zrelacii ~ , X , A |j=1,..,k, to taka sama relacja zachodzi miedzy macie-

[y, 0] [mgyng]l  [mg,ny] 9
rzami A i B w wymiarze [m, n).

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. M
(V.157) TWIERDZENIE. Jezeli w dowolnym pierscieniu macierzowym M [/] jest (i) i miedzy

0 . Wwo ko

macierzami AP, B e M (o] zachodzi jedna z relacji =~ , = , = ,j=1,..,k
Congymy] = [myymyd - [y, gl

to taka sama relacja zachodzi miedzy macierzami A i B w wymiarze [m, n].
Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (V.155). W

(V.158) TWIBRDZENIIE. Jezeli w pierScieniu macierzowym M [4] nad pierScieniem prze-

miennym z transpozycjq £ jest

]

(i) Apyi=diag (AL, .., A, Bun:=diag(Bld, .- > Bind)»
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Id
gdzie n:=n, + ...+ny, i miedzy macierzami A9, BY € M [s/] zachodzi jedna z relacji &
[ny
~ , j=1,..., k, to taka sama relacja zachodzi miedzy macierzami A i B w stopniu n.
[nyl
Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (V.155). M

(V ]59} TWIERDZENIE. Jeeli w pierscieniu macierzowym J# (] nad pwr Scieniem pize-

miennym z rrarza;;a;.yc;q & jest (i) i miedzy macierzami AV, B e 4 (o4 zachodzi jedna
P

z relagii ~ , j=1,..., k, to taka sama relacja zachodzi miedzy macierzami

[ny] E”J]
A i B w stopniu n.

Dowod jest analogiczny do dowodu twierdzenia (V.155). =

(V. 160) TWIERDZENIE. Jezeli w dowolnym pierScieniu  macierzowym J/[tﬁ’] Jest (i)

ap
i AD % BD dla j=1,...k to A ~
["J [:r]

Dow6d jest analogiczny do dowodu twierdzenia (V.155).

(V.161) TwIerDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym 4 [s7] nad pierscieniem prze-

miennym z transpozycjq s miedzy macierzami Ay, . i By, zachodzi jedna z relacji: =~
. R [m,n]
5

W ki o wo ko Lib dk . f y r

~ ~ P ~ ~ ub w przypadku m=n jedna z relacji = =
[m,n]. ? Lo, ? [i2,m] 2 [re,n] ? [m,n] prayp J / [n] ’ [n] ’
op
[~] , to mac:erze A i B majq ten sam rzq_d tzn. r(A)=r(B). '

n

Dowdéd wynika z twierdzenia (V.25). M '

(V.162) TwiBrDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym . [£Z] nad pierscieniem prze-
miennym z transpozycjq sZ miedzy macierzami Apy, i By, ) 2achodzi jedna z relacji -~ ~

[m.n]
o w k wo ka lub dk . ." ! P
~ ~ ~ ~ o, ub w przypadku m=n jedna z relacji  ~
[m,n] 2 [rmynl ? [m,n] ’ [om,n] [m,n] Preyi . Y / [nl ?
op k)
oA to macierze A i B majq ten sam rzqd, tzn. r(A)=r(B).
n

Dowéd wynika z twierdzenia (V.30).

(V.163) TWIERDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym 4[] nad pierscieniem prze-
miennym z transpozycjq o macierze Ap,y i By, sq quas.f—podobne w B-tym stopniu, to det, A=
=det, B. '

. ww X p . . . . . . -
Dowéd. Na mocy definicji relacji s istnicje taka macierz quasi-nieosobliwa w n-tym

. stopniu M, 'e M [4], 26 MA=BM, skad na mocy twierdzenia (IIL.113) otrzymujemy
det, M-det, A=det, B-det, M. Wobec tego, ze det, M nie jest dzielnikiem zera, na mocy
twierdzenia (1.112) otrzymujemy det, A=det, B. &

(V.164) . TWIERDZENIE. Jezeli macierze Ay, i By, nad pier$cieniem przemiennyr z transpo-
zycjq & sq podobne w n-tym stopniu, to det, A=det, B.
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- ~ . e e P - - - I

Dowo6d. Na mocy definicji relacji [r,] istnieje, taka macierz nicosobliwa w _n-tym
stopniu My,; nad pierscieniem 57, ze M A= BM, skad na mocy twierdzenia (IT1.113) det,, M+
-det, A=det, M-det, B. Mnozac t¢ nieréwnos¢ stronami przez (det, M)~ %, otrzymujemy
teze. M ] '
(V.165) TWIERDZENIE. JeZeli w pierscieniu macierzowym A [/ nad pierscieniem prze-
miennym = transpozycjq o/ macierze Ay i Bp,; sq quasi-podobne w n-tym stopniu, to tr A=
=tr B,

Dowdd. Istnieje taka macierz quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu M, € # [/],. Ze
MA=BM oraz taka macierz My, e # [+/] i taki element y € o/ nie bedacy dzielnikiem
zera, 26 MMy =M,y M=uly,;, skad uB=MAM, i

ptr B=tr (uB)=tr((MA) M, ))=tr(M;,,(MA))=tr (ud)=p tr 4,

skad otrzymujemy teze. M

(V.166) TWIERDZENIE. Jezeli macierze Ay, i Bt,,]' nad pierscieniem przemiennym z transpo-
zycjiq sq podobne w n-tym stopniu, to tr A=tr B.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. M

(V.167) TwIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym 4 [4] nad pierscieniem przemiennym
z transpozycjq 4 macierz podobna w n-tym stopniu do sumy (iloczynu) macierzy Af, ...
Agﬁ € M [A] jest sumq (iloczynem) macierzy podobnych w n-tym stopniu odpowiednio

a’o AE:]) ...y AR, Macierz podobna w n-tym stopniu do k-tej potegi (k € W) macierzy Ay, €

€ M [H] jest k-tq potegq macierzy podobnej w n-tym stopniu do A.

Dowod wynika ze wzordw

(V.168) MAD 4.+ APY MG =MAPM I+ ..+ MACM
(V.169) M(AD.. . A®) M =(MADMG]).. (MARMG]),
(V.170) C MAMG =(MAMGY:. |

(V.171) TwierDZENIE. Jezeli macierz A,y nad pierScieniem czesciowo uporzqdkowa-
nym o jest wierszowo pelnego rzedu m (kolumnowo pelnego rzedu n), to istnieje taka ma-
cierz tréjkqmna dolna Tty € M [A] (tréjkatna gorna Ty, € M []) quasi-nieosobliva w m-tym
stopniu (W n-tym stopniu) i taka macierz Uy, . € M [] wierszowo ortogonalna w m-tym
stopniu (koa’umnowo ortogonalna w n-tym stopniu), ze U=TA (U—AT)

Dow6d. Niech A, b@dzw macierzg wierszowo pelnego rzedu m. Zatem wiersze
_macierzy A sg polwektorami n- wymiarowego modulu ciggowego nad pierscieniem .of
z iloczynem sKalarnym (IV.145). Niech uy, ..., u,, beda pierwszymi m wierszami macierzy
A. Z faktu, e macierz A jest wierszowo pe}nego' rzedu m wynika, ze pélwektory uy, ..., u,,
sa liniowo niezalezne. Niech vy, .:.,V, beda polwektorami okre§lonymi przez wzory
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(1V.186) i (IV.187). Tworza one uklad ortogonalny i macierz

Vi
U[m. ME =
vm

jest wierszowo ortogonalna w m-tym stopniu. Ze wzorow (IV.186) i (IV.187) wynika
ponadto istnienie takiej macierzy tréjkatnej dolnej 77, quasi-nieosobliwej w m-tym stop-
niu, ze U= TA. Dowdd dla macierzy Ay, ,, kolumnowo peinego rz¢du n jest analogiczny. g

(V.172) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ap,,, nad pierfcieniem z pierwiastkowaniem of
jest wierszowo pelnego rzedu m (kolumnowo pelnego rzedu n), to istnieje taka macierz trdj-
katna dolna Ti,,€ M (] (tréjkqtna gorna Ty, € M [4]) quasi-nieosobliwa w m-tym stop-
niu (w n-tym stopniv) i taka macierz Uy, € 4 [2/] wierszowo quasi-ortonormalna w m-tym
stopniu (kolumnowo quasi-ortonormalna w n-tym stopniu), ze U=TA (U=AT). Jezeli po-
nadto pierScier o jest cialem, to istnieje taka macierz trdjkqtna dolna T, € # [4] (trdj-
katna gorna Ty, € # [4]) nieosobliva w m-tym stopniu (w n-tym stopniu) i taka macierz
Utm,nj € # [#) wierszowo ortonormalna w m-tym stopniu (kolumnowo ortonormalna w n-tym
stopnin), ze U=TA (U=AT).

. Dowéd wynika z twierdzen (V.171), (V.56) i (V.57). M

§ V.6. Twierdzenia o diagonalizacji J

(V.173) TWIERDZENIE. Dia kazidej macierzy Ap,,y z regularnego pierScienia macierzo-
wego M (] istniejq takie macierze My,,, Nj,y€ M [] bedqce iloczynami macierzy ele-
mentarnych odpowiednio m-tego i n-tego stopnia, i taki element a € of, a#0, ze

- (V.174) MAN=al,,
gdzie r jest rzedem macierzy A.

Dowdd. Dla 4=0 mamy r=0 1 przyjmujétc umowe, ze Ijpy=0, mamy (V.174) dla
dowolnych M, N i a, na przyklad, dla M=Ipy=ES] (1, 1), N=ILy=ER (1;1), a=1.
Mozemy odtad zatozy¢, ze A% O i 1<r<min (mm, n). Rozwazmy ciag macierzy postaci

’ (k) ;
k . k .
AE”‘)’ n].=[ tk) B(k) ] md]a k=1 PRILE ﬂ'illl(m, n),
fm—k, n—k]
@ '

Al =Bl =4,
gdzie DY), k=1,..., min (m, n), jest macierza diagonalna quasi-nicosobliwa w K-tym
stopniu. Zatézmy, ze istnieje wyraz biy, #0, gdzie 1<u,<m—k, 1<v,<n—k. MnoZac
macierz A® lewostronnie przez macierz elementarng E®V: = E) (k+1, k+u,), a prawo-
stronnie przez macierz elementarna E®:=EG) (k+1, k+v,), otrzymujemy macierz.
postaci ’
" D
(ii) E D 4Wpk, 1)=[ k]

(k
Cim-t, nun] ’
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