Rozdzial V

Macierze (ciag dalszy)

§ V.1. Rzad macierzy skoliczonej

(V.1) DEerINICIA. Rzedem macierzy skoﬁczonej A nazywamy najwstzy' stopieﬁ jej mino-
row réznych od zera. W
(V.2) TwierDZENIE. Jezeli w macierzy A nad dowolnym pierscieniem przem:‘ennyﬁi z trans-
pozycjq & najwyiszy Stopieri minoréw nie bedqcych dzielnikami zera jest zarazem naj-
wyzszym stopniem minordw réznych od zera, to rzqd macierzy A jest réwny liczbie jej li-
niowo niezaleznych wierszy i réwny liczbie jej liniowo niezaleznych kolumn.

Dowdd wynika z twierdzenia (IV.62). W

(V.3) TwierDZENIE. W dowolnym regularnym pierscieniu macierzowym # [/] dla kazdej
macierzy Ap, . € M) jej rzad jest rowny liczbie liniowo niezaleznych wierszy i réwny
liczbie liniowo niezaleznych kolumn.

Dowdd wynika z twierdzenia (IV.63). M

Rzad macierzy skoriczonej A oznaczamy w niniejszej ksigzce symbolem r(4) z umows,

!

Ze

(V.4) r(A)=0<A4=0.

Wobec tego mamy zawsze spetniony warunek

(V.5) | v 0<r(Apy, ) Smin(m, n).

(V.6) TWIERDZENIE. Dla kazdej macierzy skonczonej regularnej jej rzad jest réwny wy-
miarowi jej modulu wierszowego i réwny wymiarowi jej mod_ufu kolumnowego.

Dowdéd wynika z twierdzenia (V.3). W

(V.7) DeriNiciA. Jezeli [m, n] jest! minimalnym wymiarem macierzy 4 € A [«/], to m
nazywamy liczbg wierszy, a n — liczbq kolumn macierzy 4. M '
(V.8) DEFINICIA. Macierz skoficzona 4 nazywamy wierszowo (kelumnowo) pelnego rzedu .
n (ne Ny) wtedy i tylko wtedy, gdy zaréwno jej rzad jak i liczba wierszy (kolun*_m) jest
owna n. W

10 Welktory i macierze t. I
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(V.9) DEFINICIA. Macierz skoficzong A nazywamy pelnego rzedu n (n € o) wtedy i tylko
wtedy, gdy zaréwno jej rzad jak liczba wierszy i liczba kolumn sa rowne n. - M

Z powyzszych definicji wynika, ze macierz pelnego rzedu n jest zaréwno wierszowo
jak i kolumnowo pelnego rzedu n.
(V.10) PrzyYKEAD. Macierz rzeczywista

6 -8
3 —4
0

e

2
A:=|1
0

[=]

jest rzedu 2, pontewaz

natomiast
21 6] o [20 1 =Rl
det; |1 1 3|=0, det;|l 1 —4]|=0,
010} - |01 O]
26 —8] [1 6 —8]
dety |13 —4|=0, det;|l 3 —4{=0
00 0] ' |10 O]

Liczba wierszy macierzy A4 jest 3, a liczba kolumn 4. Zatem macierz 4 nie jest ani wier-
szowo, ani kolumnowo pelnego rzedu 2. '

(V.11) TwierDZENE. Dla kazidej macierzy skériczonej A jest
: r(A)=r(4),
a dla kazdej macierzy skoriczonej A nad pfer.s‘cieniem przemiennym z 1ranspozyciq
r(A)=r(A)=r(4T)=r(4%. '

Dowéd wynika z twierdzenia (IT1.96). W :
(V.12) TwiERDZENE. Kaidq macierz Ay, ., wierszowo pelnego rzedu m, w' przypadku
m<p<n mozina uzupelni¢ (p—m) wierszami tworzqcymi macierz By mn wierszowo pel-
nego rzedu (p—m) tak, aby otrzymaé macierz wierszowo pelnego rzedu p. Kaidq macierz
Apm,wy nad pierScieniem przemiennym z transpozycjq kolumnowo pelnego rzedu nw przy-

padku n<q<m.moina uzupelni¢ (q—n) kolumnami tworzqcymi macierz By, ,,; kolum-
nowo pelnego rzedu (q—n) tak, aby otrzymaé macierz kolumnowo pelnego rzedu q.

Dowéd. Jezeli macierz Ay, ,; jest wierszowo pelnego rzedu m, to istnieje jej minor ‘

1,....m 3 : : : : ie
A(j: a2 }.) #0, gdzie j, <...<j,. Niech j,;,<...<j, beda numerami kolumn nie
wystepujacych w tym minorze, tzn. {jiys 1, oy ju}={1, .., 8} ={j1 «-rsjm}. Niech Bip-mm1
b¢dzie macierza okre§long wzorem
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gdzie d;, I=m+1,...,p, k=1, ...,n, jest symbolem Kroneckera. Mamy

B({, o p—{n)zl,
NJm+1» '--:Jp

wobec ¢zego By, -, jest macierza wierszowo pelnego rzedu (p—m). Niech

A
C: =| mnl ] .
I:B[p—m, nl

PoniewaZ na mocy twierdzenia (IIL125)
C(l’ ( 1)3 ( !m #0,
Jis «er :Jp _ Jls--sjm

m*+m

gdzie

§= it tims

wigc C jest zadang macierza wierszowo pelnego rzedu p. Dowdd drugiej czeéci tezy jest
analogiczny. W
(V.13) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, jest quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu, to
(V.14) r(d)=n
Dow6d wynika wprost z definicji (IT1.95) i (V.1). M

(V.15) TwierDzeNIE. Dla kazdej macierzy Ay, nad pierscieniem przemiennym z transpo-
zycjq of quasi-nicosobliwej w n-tym stopniu i dla kazdej jej quasi-odwrotnosci n-tego stopnia
A[_"] jest
(V.16) r(App=r(4)=n.

Dowdéd, Na mocy twierdzenia (111.140) istnieje taki element a € &, nie bedacy dziel-
nikiem zera, ze AAp,=Ap; xs't:af[ﬂ], a na mocy twierdzeri (I.111), (II1.109) i (IIL.113)
det, A-det, Ap,;=4a"-det, I,;=4" nie jest dzielnikiem zera, skad det, 4 i det, Ap,; nie sg
dzielnikami zera, a stad na mocy twierdzenia (V.13) réwnosé¢ (V.16). i

(V.17) TwierpzeNie. Dla kazdej macierzy Ap, nad prerscremem przemiennym z transpo-
zycja o nieosobliwej w n-tym stopniu jest

(V.IS) ¢ r(A[,,])zr(A)=n = .
Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. -~ M

- (V.19) TwierpzENIE. Dla dowolnych skonczonych macierzy A, ..., A, nad pierScieniem
przemiennym z transpozycjq jest

. k k
(V.20) (X A)< !; r(A).

Dowéd. Stosujemy indukcje zupelna, Dla k=1 wzdr (V.20) jest oczywisty. Zaldézmy,

- 10e
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0 - n .
#e jest prawdziwy dla k=n i rozpatrzmy macierze B: = Y. A; i C:=A4,,,. Niech m
<

bedzie dowolng liczba naturalna spelniajaca warunek

@) . m>r(B)+r(C).
Niech

bi;, Jt Ibil Jm c‘l J1 cll Jm

BO:=|. .. ... T CFI H e B
Biuss o Dinjm ~ Cimir =+ Clmim
0
Dy : =B+ Cin).

Wtedy
.. e ooy U
(i) (B+C)(1 ' ,J,,.) _det D.

Niech M[(:,‘] =+%) bedzie macierza okre§lona dla 1<p<m wzorem

. B ¥ gdy je{sli "’!s}! .
M‘"' sp) {J* r =1,..,m,
C,{!*: gdy f¢{51s—--:5p} #

gdzie M), B, CI oznaczaja j-te wiersze macierzy odpowiednio M4 %), B®)
i X,

Dla p=0 niech ,
MG - 80) = 0(0)
PoniewaZz na mocy (i) dla p=0

' det,, MC¥ %) = det,, C =0,

wigc stosujac do wyznaczmka (if) m-krotnie twierdzenie (III. 110), otrzymujemy

(iii) det, D= E Y cdet MEn ),

r=1 (515 vy 8p)
lesi<..<spsm

Niech teraz Nfss =~ *) bedzie, macierza otrzymana z macierzy M("’ ») przez zmiang ko-
lejnoSci wierszy tak, Zze p pierwszych wierszy macierzy NV pochodz: Z macierzy
B, a pozostate z macierzy C®. Na mocy twierdzenia (IIL. 104) i

(iv)  det, MO 5n W =det, NC» 5 albo deth""' v = — det, N> = %),

Wobec tego istnieja takie macierze Py, i Opu—pm»> 2 ktérych pierwsza jest utworzona
z wierszy macierzy B, a druga z wierszy macierzy C*, ze

N(l],...,lp)z[P[.Pv m] ]
Q{m-'-p, m}

i nma mocy twierdzenia (III.'IZIIS)

G det, N =
: 2 ' | A 1,...,m—p\
— _,_Il'P +p)[2 A __Ikl.+...+k, A ' P 5 ’ y P .
(-1 () P(k ) e\

(K1s ooy kp) 13 »++3 v Im—p
lgki<.u.<kpem
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giic (s a-}= (L s (b e} ALyl Minory (1722 Y
Ly sy Ty

m—
minorami macierzy B°), a stad minorami macmuy B, natomiast Q(jr - 9 PN o
12 3 tm—p

minorami macierzy C®, a stad minorami maclerzy C. Z nieréwnosci (i) wynika, Ze

p>r(Byvm—p>r(C).

W pierwszym przypadku na-mocy definicji rz¢du macierzy wszystkie hlinory P ( il ooop ,z )
P

13 0s

sa réwne zeru, a W drugim,' analogicznie, wszystkie minory Q i’ ,n; P )sg réwne
1s -p

zeru. Na mocy (v) jest det, N+ =0, a na mocy (iv) det, M®" =0, Ze wzgledu
na dowolno$¢ ciagu (s, , ..., ), gdzie 1 <5, <...<s,<m, na mocy (iii) i (i) otrzymujemy

%19 oco piLl )
B+O)| 77 " )=0.
( )(Jla'-'dm)
Oznacza to, ze kazdy minor m-tego stopnia macierzy B+ C, gdzie m spelnia warunek @),
_jest réwny zeru. Wynika stad, ze r(B+C)<r(B)+r(C), a nastepnie

‘n+1 nt1

r( Z Ap)=rB+C)<r(B)+r(C)=r( Z A)+r(A, )< 2 r(4)).

Na zasadzie indukcji zupelnej otrzymujemy stad teze. M

(V.21) TwIERDZENIE. Dla dowolnych skoriczonych macierzy A,, ..., 4, nad pier.s‘cferi;‘em
przemiennym z transpozycjq jest

(v22) r( f} A)<min(r(4,), ..., 7 (4)).
5 j=1

Dowdd. Stosujemy indukcje zupelng. Dla k=1 wzér (V.22) jest o_czywisty‘ Zakla-

damy, Ze jest prawdziwy dla k=n1i rozpatrujemy macierze B: = [[ 4;i C: =4, . Niech "

i=1
(Vl) o (C)(h:‘-al:m)

J1s o3 Jm

bedzie dowolnym minorem macierzy BC. Niech n begdzie taka liczba naturalng, ze za-
réwno macierz B jak i macierz C sg stopnia n. Istnieja zatem takie macierze Py, ;1 Qpymi»
ze pierwszych m wierszy macierzy P jest wierszami o numerach i,, ..., i, macierzy B,
a pierwszych m kolumn macierzy Q jest kolumnami o numerach jy, ..., j, macierzy C,
oraz e :
(BC) b im) et PO
J 12+
Gdy m> n, oznacza to, ze w macierzy P, a zatem i w macierzy PQ, co najmniej jeden z wier-
szy jest utworzony z samych zer, skad minor (vi) jest réwny zeru. Gdy m<n, mamy na
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moéy twierdzenia (I11.112)

b Lysm \ o [kys ooy ko
B : = B _ .
( C)(JI, -v-l})ﬂ) i (h,;,km) (k :-’-:km)Q(Il-",m)

ski<...<kmsn

Jezeli r(B)<m, to kazdy minor P (kl ot ) jest réwny zeru. JeZeh r(C) <m, to kazdy
13 )

" } S dnory LA , A o
minor Q 11 m“‘ jest réwny zeru. Zatem minor (vi) moze by¢ rézny od zera tylko

wtedy, gdy m<min (r(B), r_(C’)). Ze wzgledu na dowolno$¢ minora (vi) otrzymujemy
stad r(BC)<min (r(B), r(C)), a nastepnie

r( nff A)=r(BC)<min(r(B), r(C))=
j=1
=min (?‘(jlj; 4, r(A,,H))smin(r(Al), -.--= r(4,: 1))-

Na zasadzie indukcji ‘zupelnej otrzymujemy stad teze. W

(V.23) TwierDzENIE. Dla dowolnej macierzy Ay, ., nad piercieniem czesciowo uporzqdko-
wanym <f jest

(V.29) r(A*A):r(AA*):;- (4).

Dowéd. Dla A=0O twierdzenie jest prawdziwe na mocy (V.4). Zalézmy zatem, ze
A#0 i r(4)>0. Na mocy (V.22)

(vii) r(44%)<r(4).
Niech #(4)=r. Zatem istnieje minor
(vii) ATt I,
sy,
Niech §
) A{l'
‘B[r, n] 5= " »
Aje

gdzie A _,u,..' oznacza j,-ty wiersz macierzy 4, u=1,...,r. Na mocy twiérd'zenia (I11.112)
i definicji (I.156) : :

jl’ '"!ji‘ * | l’ k .... k
(44* ( ):det,BB B (%o ke)
) It nd ) (;;,,,z_: k) kl,...,k 1_,--.,?‘ )

k1, .0 ks

T G A (RS
— B 3 t ]
. 2 ( (kl,...,k,)) B(kl,...,k,)go'

igki<..<k-sn
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Poniewaz powyZzsza suma zawiera skiadnik

r . * . A
Jis vees Jr Jis +enal
; A r
( (!1’ sty Ir)) A(Il 3 vesy Ir) ’
ktory na mocy (viii) i (I.172) jest dodatni, zatem na mocy (I.144)
(AA"‘)(“}" "'“’,’):-0, ;
13 sy

wobec czego r(44*)=r, a w polaczeniu z (vii) r(44*)= r(4). Wynika stad, Ze r(d*A4)=
=r(A*) i na mocy twierdzenia (V.11) r(4*4)=r(4). W

(V.25) TwierDZENIE. JeZeli Ay g @ Byy sq macierzami nad pierscieniem przemiennym
z transpozycjq, a macierz B,y jest nieosobliwa w n-tym stopniu, to

(V.26) gsn=r(4B)=r(A),
(V.27) ' psn=r(BA)=r(A4).
Dowéd. Zatézmy, ze g<n. Na mocy twierdzenia (V.21) i réwnosci A-——AﬁB[;} mamy
r(AB)<r(A) Ar(A)<r(4B),
skad otrzymujemy (V.26). Dowdd dla (V.27) jest analogiczny. M

(V.28) TwierRDZENIE. Dla dowolnej macierzy Ay, 3 nad pierscieniem przemiennym z trans-
pozyciq A i dla dowolnego a € o nie bedqcego dzielnikiem zera jest

(V.29) r(ad)=r(4).
Dowoéd wynika z twierdzenia (I11.109). M

(V.30) TWIERDZENIE. JeZeli App, .1 © By, sq macierzami nad pierScieniem przemiennym
z transpozycjq s, a macierz By, jest quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu, to .sq prawdziwe
wzory (V.26) i (V.27).

Dowéd. Zatézmy, Ze g<n. Na mocy twierdzenia (IIL.140) istnieje quasi-odwrotnosé
By, n-tego stopnia i taki element b e .o/ nie bedacy dzielnikiem zera, ze BB, = By, B=
=bl,;. Wobec tego na mocy twierdzenia (V.21) i réwnosci bA=ABBy,) mamy

r(AB)<r(4) Ar(bA)<r(4B),

skad na mocy' twierdzenia (V.28) otrzymujemy wzér (V.26). Wzéi' (V.27) dowodzimy
apalogicznie. [l

(V.31) TWIERDZENIIE. Jezeli Agp gy @ By Sq macierzami regularnymi, to
(V.32) r(Bpm,m=mAgqsm=r(AB)=r(4),
(V.33) ¥ (Bgm, s =nAp<n=r(BA)=r(4).

Dowéd. Zatézmy, ze r(Bpy,,,y) =mAg<m. Zauwazmy, ze zmiana kolejno.éci kolumn
w macierzy B powoduje analogiczng zmiang kolejnoéci kolumn w macierzy 4B, nie zmie-
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niajac rzedéw tych macierzy. Mozna wobec tego zatozyé, Ze
. B[m. ki [C[m] D[m, n—m]] »
gdzie- C jest macierza quasi-nieosobliwa w m-tym stopniu. Wobec tego
AB= [(A C)[p, m] (AD)[p, n—-m] ]

gdzie na mocy twierdzenia (V.30) r(4C)=r(4). Stad r(4B)=r(4C)=r(4), a poniewaz
na mocy twierdzenia (V.21) jest r(4AB)<r(A4); wigc otrzymujemy (V.32). Dowéd wzoru
(V.33) jest analogiczny. M.
(V.34) TwierDZENIE. Jezeli macierz regularna A jest okreSlona wzorem

(V.35 A:=diag(45G), ..., AR,
to J

k
(V.36) rd)= Y r(4).

Dowéd. Niech r(49)=r; dla j=1, ..., k. Na mocy definicji rzedu macierzy z kazdej
macierzy AY) mozna wybra¢ r; wierszy i r; kolumn tak, aby otrzyma¢ macierz BY),, dla
ktérej det,, BP0, Niech '. .
' B:=diag (B}, ..., B{)).

Na mocy twierdzenia (III.116)
det, B=det, B ..'.det,. B® 0,
gdzie s:=ry+...+r,. Poniewaz det, B _]est minorem macierzy 4, otrzymujemy stad r(4)>

>ry +... +r,. Poniewaz kazdy minor macierzy 4 jest iléczynem minoréw macierzy A", ...
> A®, wigc r(4)<r,+...+r, i wobec tego mamy (V.36). WM

(V.37) TwierDzeNIB: Reqd skoriczonej regularnej macierzy dmgonalne; _;est réwny liczbie
réznych od zera wyrazow diagonalnych tej macierzy.

Dowodd wynika z twierdzenia poprzedniego. M

4
§ V.2. Macierze ortogonalne

(V.38) DEFINICIA. Macierzq wierszowo (kolumnowo) ortogonalng w ‘m-tym (w .n-tym)
stopniu nazywamy kazda macierz Ay, ;€ # [«/], dla ktorej istnieje taka macierz diago-
nalna Dy, € # [] (D, € M []) quasi-nieosobliwa w m-tym (w n-tym) stopmu,
(V.39) & AA*=D (4*4=D). m

(V.40) DerINICIA. Macierzq wierszowo (kolumnowo) quasi-ortonormalng w m-tym (w n-tym)
stopniu nazywamy kazda macierz Ap,,; € Jf [«/], dla ktOl‘ej istnieje taki element a € <,
nie bedacy dzielnikiem zera, Ze

(V.41) Ad*=a I (A*4=a‘I,). W
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i

(V.42) DEFINICIA. Macierzq wierszowo (kolumnowo) ortonormalng w m-tym (w n-tym)
stopniu nazywamy kazda macierz A, ,; spelniajgca warunek

(V.43)- : AA*=1y,, (A*4=I,). W

Z powyzszych definicji wynika, ze dla wierszy Ay, ..., A,y macierzy Ap,,; Wierszowo
ortogonalnej w m-tym stopniu jest

) * #0 dla k:{,
(V.44) Ak*“’f*{:g dia  k#1, k,I=1,..,m,

a w przypadku, gdy macierz A jest wierszowo quasi-ortonormalna w m-tym stopniu

¥« _ylal#0 ‘'dla k=I,

(V.45) Ak*AI*_{ O d}a k-_)"-'I, k,!zl,‘..,m,
i gdy macierz A jest wierszowo ortonormalna w m-tym stopniu
(v'46) Ak*Al*’k:[akl}) k51=1,'")m=

gdzie dy jest symbolem Kroneckera. f _
Analogicznie, dla kolumn A,,, ..., Ay, macierzy A, ,; kolumnowo ortogonalnej
w n-tym stopniu jest

. " #0 dla k=1,
el ' A*"“*'{:o da k#1, k,I=1,..,n,
a w przypadku, gdy macierz 4 jest kolumnowo qilasi-ortonormalna w n-tym stopniu
* _{[al#0 dla k=]
(V) A*“A*"{ o dla ‘k#l, k,l=1,..,n,
i w przypadku, gdy macierz 4 jest kolumnowo ortonormalna w n-tym stopniu
(V.49) A Ay=[8,), k,I=1,...,n.

Z powyzszego wynika, Ze, jeZeli A, ., jest macierza nad pierscieniem czgéciowo upo-
rzadkowanym i w jej module wierszowym i module kolumnowym wprowadzi¢ iloczyn
skalarny (IV.145), to w przypadku, gdy macierz A4 jest wierszowo ortogonalna (wierszowo
quasi-ortonormalna, wierszowo ortonormalna) w m-tym stopniu, jej pierwszych m wierszy
tworzy uklad ortogonalny (quasi-ortonormalny, ortonormalny), a w przypadku, gdy
macierz A jest kolumnowo ortogonalna (kolumnowo quasi-ortonormalna, kolumnowo
ortonormalna) w n-tym stopniu, jej pierwszych » kolﬁmn tworzy uklad ortogonalny (quasi-
~ortonormalny, ortonormalny). )

(V.50) PrzykiAD. Macierz zespolona :
e 146i 5+2i 3-5 0 )
1 0 6+10i —10+4i 2-Ti

jest wierszowo ortogonalna w drugim stopniu, poniewaz

*_ 100 ‘
o "[ 305]'
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Macierz rzeczywista

o
|
|
ol ule ol
S w|w s

jest kolumnowo ortonormalna w drugim stopniu, poniewaz B*B=I,;. M

(V.51) TwierDzENIE. Kazda macierz wierszowo ortogonalna w m-tym stopniu nad piers-
cieniem przemiennym z transpozycjq jest macierzq wierszowo pelnego rzedu m. Kazda macierz
kolumnowo ortogonalna w n-tym stopniu nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq jest
macierzq kolumnowo pelnego rzedu n.

Dow6d. Niech A, ,, bedzie macierza wierszowo ortogonalng w n-tym stopniu, nad
pierécieniem przemiennym z transpozycja &/. Wobec tego istnicje taka macierz diago-
nalna Dy, quasi-nieosobliwa w m-tym stopniu, ze 44*=D. Skoro D jest macierza quasi-
-nieosobliwa w m-tym stopniu, to na mocy twierdzenia (V.13) jest r(D)=m. Na mocy
twierdzenia (V.21) mamy m=r(D)<r(A4), a na mocy (V.5) r(4) <m, wobec czego r(A)=m,
skad pierwsza czes¢ tezy. Druga dowodzimy analogicznie. B

(V.52) TWwIBRDZENIE, Jezeli A jest macierzq wierszowo ortogonalng (wierszowo quasi-
-ortonormalng, wierszowo ortonormalng) w m-tym stopniu, to A jest rowniez macierzq wier-
szowo ortogonalng (wierszowo quasi-ortonormalng, wierszowo ortonormalng) w m-tym stop-
niu, natomiast A* i A* sq macierzami kolumnowo ortogonalnymi (kolumnowo quasi-orto-
normalnymi, kolumnowo ortonormalnymi) w m-tym stopniu. Jezeli A jest macierzq kolum-
nowo ortogonalng (kolumnowo quasi-ortonormalng, kolumnowo ortonormalng) w n-tym
stopniu, to A Jest rowniez macierzq kolumnowo ortogonalng (kolumnowo quasi-ortonormalng,
kolumnowo ortonormalng) w n-tym stopniu, natomiast A i A* sq macierzami wierszowo
ortogonalnymi (wierszowo quasi-ortonormalnymi, wierszowo ortonormalnymi) w n-tym
stopniu. ' '

Dow6d. Jezeli A, jest macierza wierszowo ortogonalng w m-tym stopniu, to na
mocy (V.39) 44*=D, gdzie D jest macierza dlagonalnq quasi-nieosobliwa w m-tym stop-
niu. Wobec tego

A(A*=D, (AVAT=A(A*=D, (4")*A*=A4*=D,

gdzie na mocy (II1.97) macierz D jest réwniez quasi-nicosobliwa w m-tym stopniu. Stad
wynika teza. Dowdd w pozos_talych przypadkach jést analogiczny., |l

(V.S3) TWIERDZENIE. JeZeli macierz Ay, jest wierszowo ortogonalna (wierszowo quasi-
-ortonormalna, wierszowo ortonormalna) w m-tym stopniv, a macierz By, ») Wierszowo orto-
normalna w n-tym stopniu (4, Be M [sZ]), to macierz AB jest réwniez wierszowo orto-
gonalna (wierszowo quasi-ortonormalna, wierszowo ortonormalna) w m-tym stopniu. Jezeli
macierz A,y jest kolumnowo ortonormalna w n-tym stopniu, a macierz By, 5, kolumnowo
ortogonalna (kolumnowo quasi-ortonormalna, kolumnowo ortonormalna) w p-tym stopniu
(4, Be M [4]), to macierz AB jest réwnie: kolumnowo orrogonalna (kolumnowo quasi-
-ortonormalna, kolumnowo ortonormalna) w p-tym stopniu.
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Dowdéd wynika z réwnoéci
AB(AB)*=A(BB*) A*=AA*, (AB)*AB=B*(A*4)B=B"*B ,'

gdzie w pierwszym przypadku macierz B jest wierszowo ortonormalna w n-tym stopniu,
a w drugim macierz 4 jest kolumnowo ortonormalna w n-tym stopniu. [l

(V.54) TWIERDZENIE. JeZeli macierz Ay, z pierScienia macierzowego A [ nad pier-
Scieniem przemiennym z transpozycjq s jest wierszowo ortogonalna (wierszowo quasi-orto-
normalna) w m-tym stopniu, a macierz By, , € M [o4] wierszowo quasi-ortonormalna w n-tym
stopniu, to macierz AB jest réwniez wierszowo ortogonalna (wierszowo quasi-ortonormaina)
w m-tym stopniu. Jezeli natomiast macierz Ay, jest kolimnowo quasi-ortonormalna w
w n-tym stopniu, a macierz By, ., kolumnowo ortogonalna (kolumnowo quasi-ortonormalna)
w p-tym stopniu, to macierz AB jest rowniez kolumnowo ortogonalna (kolumnoweo quasi-
-ortonormalna) w p-tym stopniu.

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. WM

(V.55) TWIERDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym A [of] jest

(1
A[?ﬂl. nil

A[m;+...+mk,n;+...+nk]= 28
(k)
(N
to: :
1° jezeli macierze A[(,{,)J, nj 5@ wierszowo ortonormalrie w mytym-stopniu, j=1, ..., k,
1o macierz A jest wierszowo ortonormalna w (my + . ..+my)-tym stopniu,
2° jezeli macierze Af)) .. sa kolumnowo ortonormalne w nytym stopniu, j=1,...7k,
to macierz A jest kolumnowo ortonormalna w (ny + ...+ ng)-tym stopniu.
3° jezeli of jest pier§cieniem przemiennym z transpozycjq i jeZeli macierze Ag,)j ny3 5@
wierszowo ortogonalne w mnj-tym stopniu, j=1, ..., k, to macierz A jest wierszowo orto-
gonalna w (my + ... +my)-tym stopniu, ) '
4° jezeli A jest pierScieniem przemiennym z transpozycjq i jeZeli macierze AE;%’ ns1 5@
kolumnowo ortogonalne w n;-tym stopniu, j=1, ...,k to macierz A jest kolumnowo orto-
_gonalna w (ny+...+ng-tym stopniu.

Dowod wynika z faktu, ze

. '(Atl)Atll*)[mﬂ.
AAT = . '
I ( AW A(k)*)[mk]

'(Ati)*A(l))m].

A.*A=_ . H

B - ; (A(k)*A(k))[u}:]

(V.56) TWIERDZENIE. W pierscieniu macierzowym # ], gdzie s/ jest pierScieniem z pier-
wiastkowaniem, dla kazdej macierzy Ay, . wierszowo ortogonalnej w m-tym stopniu istnieje
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taka macierz diagonalna Dy,,; quasi-nieosobliwa w m-tym stopniu, ze macierz DA jest wier-
szowo quasi-ortonormalna.-w m-tym stopniu, a dla kaidej macierzy Ag,,; kolumnowo orto-
gonalnej w n-tym stopniu istnieje taka macierz diagonalna Dy, quasi-nieosobliwa w n- tym
stopniu, ze macierz AD jest kolumnowo quasi-ortonormalna w n-tym stopniu.

Dow6d. Niech A, bedzie macierza wierszowo ortogonalng w m-tym stopniu.
Istnieje zatem taka macierz diagonalna Ep,;:=diag(e,,...,e,) € #[], es,..., e, € A,
quasi-nieosobliwa w m-tym stopniu, ze A4*=E, skad

n
e;j=Y apap>0 dla j=1,..,m.
k=1 .
Z zaloZenia istnieja elementy \/;;, soks \/e,,,erc o, takie, ze (\/ej)zzej dla j=1,...,m
Niech :

(i) D:=diag(Vez ...y, Ve sl s Vg o m_1)-
Wtedy > ; '

(DA)(DA)*=DAA*D*=DED=(e; ... ¢,) Im;

idet, D= (\/ e ...e)" 1#0, co omacza ze D jest macierza quasi-nieosobliwg w m-tym
stopniu, a macierz DA jest wierszowo quasi-ortogonalna w m-tym stopniu.

Dowéd drugiej czgéei tezy jest analogiczny. M

(V.57T) TWIBRDZENIE. W pierscieniu macierzowym M [F, gdzie' F jest cialem z pierwiast-
kowaniem, dla kazdej macierzy Ay, , wierszowo ortogonalnej w m-tym stopniu istnieje taka
macierz diagonalna Dy, nicosobliwa w m-tym stopniu, Ze macierz DA jest wierszowo orto-
normalna w m-tym stopniu,.a.dla kazdej macierzy Ay, ., kolumnowo ortogonalnej w n-tym
stopniu istnieje taka macierz diagonalna Dy, nieosobliwa w n-tym stapmu, Ze macierz AD
jest kolumnowo ortonormalna w n-tym stopniu.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego, jesli zamiast (i) przyjaé
. ]

1 1 -
D:=diag(-—~:_-, ,~—_~) _
24 \/e,,,
(V.58) TWIERDZENEE. Kazda macierz Ap,; nad pierscieniem przemiennym z transpozycjg

wierszowo Iub kolumnowo ortogonalna w n-tym stopniu jest macierzq quasi-nieosobliwg
W n-tym stopniu. e

-Dowdd. Niech A, bedzie macierza wierszowo ortogonalna w n-tym stopniu.
Na mocy definicji istnieje taka macierz diagonalna Dy, quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu,
ze AA*=D i na mocy twierdzen (I.111) i (IIL.113) det, A-det, A*=det, D nie jest dziel-
nikiem zera, skad det, 4 nie jest dzielnikiem zera. Dow6d dla macierzy Ap kolumnowo
ortogonalne_l W n-tym stopniu jest analogiczny. =M

(V.59) DEFIN‘I(l.‘JA Macierz A,y nazywamy ortogonalng (quasi-ortonormalng, ortonor-
malng) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest zaréwno wierszowo jak i kolumnOWO
ortogonalna (quasi-ortonormalna, ortonormalna) w n-fym stopniu. - |
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(V.60) TWIERDZENIE. Macierz Ay, nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq o jest
quasi-ortonormalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy. istnieje taki element o € o
nie bedacy dzielnikiem zera, ze

(V.61) AA*=A*A=aly,.

Dowdd. Jezeli istnieje taki element « nie bedacy dzielnikiem zera, e jest (V.61), to na
mocy definicji macierz A jest quasi-ortonormalna w n-tym stopniu. Jezeli — odwrotnie —
‘macierz A4 jest quasi-ortonormalna w n-tym stopniu, to istnieja takie elementy o, f € o,
nie bedace dzielnikami zera, ze AA*=oal, A A¥A=BL,,. Mamy wtedy ad=AA4*A=f4;
skad (@—p)A=0 i (a—p)AA*=(a—fal,;=0. Wobec tego (a—fla=0, a poniewaz
o nie jest dzielnikiem zera, wigc = f. Stad wzor (1.61), W
(V.62) TWIERDZENIE. Macierz Ag,, jest ortonormalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy,
gdy
(V.63) ‘ AA*=A%A=I,.

Dowo6d wynika z definicji. . M SR
(V.64) TwiBRDZENIE. Kazda macierz Ay nad pierScieniem przemiennym z transpozycjq
ortogonalna w n-tym stopniu jest macierzq pelnego rzedu n i quasi-nieosobliwg w n-tym stopniu.

Dowdd wynika z twierdzen (V.51)1(V.58). M

(v.65) TwieRDZENIE. Kaida macierz A,y nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq 4
‘ortonormalna w n-tym stopniu jest macierzq nieosobliwg w n-tym stopniu.

Dowdd. Na mocy (V.63) i twierdzenia (II1.113)
det, A - det, A¥= det, A*det,, A=det,I;,;=1,

co oznacza, ze element det, 4 jest odwracalny w pleréclemu o7 1 wobec tego rnacmrz A jest

nieosobliwa w n-tym stopniu. |

(V.66) TwIERDZENIE. Kazda macierz Ay, ortonormalna w n-tym stopniu jest odwracalna
w n-tym Stopniu i _
_ Dowéd wynika wprost z definicji (I11.137) i wzoru (V.63). Il
(V.68) TwIErRDZENIE. Kazda macierz Ay, nad pierScieniem przemiennym z transpozycjq o
quasi-ortonormalna w n-tym stopniu jest quasi-odwracalna w n-tym stopniu i macierz A* jest
Jjej quasi- odwromosczq n-tego stopnia.

Dowdd wynika z twierdzen (V.60), (II1.140), deﬁmcjl (I11.137) i wzoru (V. 61) &
(V.69) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, z regularnego pierScienia macierzowego M [}
Jjest ortogonalna w n-tym stopniu i
(ii) ’ AA*=DANA*A=E, .
to macierze diagonalne D i E majq le same wyrazy diagonaine, a rozmq s:g co najwyzej
ich Icole}nosaq 3
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Dowdéd. Na mocy twierdzenia (V.64) jest det, 4 #0. Wobec tego istnieje taka permu-
tacjia (ji, ..., Jn) ciagu (1, ..., ), Ze ay;, ... @,;, #0, skad
(iif) a4, #0 dla  k=1,..,n.
Niech D=diag(d,,...,d,) i E=diag(e;,..., e,). Ze wzoréw (ii) wynika, 2e DA=AE,
a stad o
; d,-‘a“k;-ejkam dla d=1, ey B
i na mocy (iii)

dy=e; dla k=1,...,n. H

(V.70) PRrzYKLAD. Macierz zespolona

0 2—i]
A'E[i 0]

jest ortogonalna w drugim stopniu, poniewaZ

v [5 0 w10
o *[0 1i|' AEA“[O 50

Macierz nad pierscieniem liczb catkowitych 2

23 44 -28
B:=| —52 17 —16
-4 32 47

jest quasi-ortonormalna w trzecim stopniu, poniewaz

BB*EB*B=3249 £ 1[3] .
Macierz zespolona G
c:=| 05 H01 07405
107-0,51 —0,5+0,1i |
jest ortonormalna w drugim stopniu, poniewaz CC*=C*C‘=I[2]. ]

(V.71) TwWIBRDZENIE. JezZeli macierz Ay, nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq
‘of jest wierszowo lub kolumnowo quasi-ortonormalna w n-tym stopniu, to jest quasi-orto-
normalna w n-tym stopniu.

Dowd6d wynika z twierdzenia (111.143). M

(V.72) TwierDZENIE. JezZeli macierz A{,,fj" nad pierscieniem pi'ﬁemiennym z transpozycjq st
Jest wierszowo Iub kolumnowo ortonormalna w n-tym stopniu, to jest ortonormalna w n-tym
stopniu. ' '

Dowd6d wynika z twierdzenia (I11.143). W

Nalezy zauwazy¢, ze macierz Ay, moze byé wierszowo lub kolumnowo ortogonalna

W n-tym stopniu, a nie by¢ ortogonalna w n-tym stopniu, jak to pokazuje ‘nastgpujacy
przyklad.
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(V.73) PrzYKLAD. Macierz nad pierscieniem liczb catkowitych 2

o

jest wierszowo ortogonalna w drugim stopniu, a nie jest ortogonalna w drugim stopniu, °

poniewaz
. 13 0 40 18|
*_ ¥4
= _[0 52]’ et [18 25]' =

(V.74) TWIBRDZENIE. W pierScieniu macierzowym 4 (], gdzie <4 jest pierScieniem z pier-
wiastkowaniem, dla kazdej macierzy Ay, ortogenalnej w n-tym stopniu istniejq takie macierze
diagonalne Dy, i Epyy quasw:eosobhwe W n-tym stopniu, Ze macierze DA i AE sq quasi-orto-
normalne w n-tym stopniu.

Dowé6d wynika z twierdzen (V.56)i (V.71). W .

(V.75) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym # [F ), gdzie F jest cialem z pierwiastko-
waniem, dla kazdej macierzy Ap,; ortogonalnej w n-tym stopniu istniejq takie macierze dia-

gonalne Dy, i Ep,; nieosobliwe w n-tym stopniu, ze macierze DA i AE sq ortonormalne w n-tym

stopniu.

Dowo6d wynika z twierdzeri (V.57)i (V.72). W
(V.76) TWIERDZENIE. Jezeli Ay, jest macierzq ortogonalng (quasi-ortonormalng, orto-
normalng) w n-tym stopniu, to macierze A, AT i 4* sq rowniez ortogonalne (quasi-orto-
normalne, ortonormalne) 'w n-tym stopniu.

Dowdd wynika z twierdzenia (V.52). W :
(V.77) TwierDZENIE. Iloczyn macierzy ortonormalnych w n-tym stopniu jest macierzq
ortonormalng w n-tym stopniu.

Dowdd wynika z twierdzenia (V.53). W

(V.78) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym M [ nad pierScieniem przemiennym
z transpozycjq o iloczyn macierzy quasi-ortonormalnych w n-tym stopniu jest macierzq
quasi-ortonormalng w n-tym stopniu.-

Dowdéd wynika z twierdzenia (V.54). M
V.79 TWIERDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym M [ 4] jest

A[m-r..‘-_l-nk]:diag(Ag;)]s . ([J:'l])
to:
1° jezeli macierze AE,’:}I sq ortonormalne w n;-tym stopniu, j=1, ..., k, to macierz A jest
- ortonormalna w (ny +...+n)-tym srapmu,
2° jezeli o jest pier,s‘cremem przemiennym z rransPozyc]q i jezeli macierze A[.,J] sq orto-
gonalne w. nytym stopniu, j=1, ..., k, to mac;erz A jest ortogonalna w (ny+.. A-ny)- tym_
stopniu.

Dowéd wynika z twierdzenia (V.55). W
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(V.80) TWIERDZENIE. Jezeli Ap,, jest macierzq ortonormaing n-tego stopnia nad pierscie-
niem cze$ciowo uporzqdkowanym, to '

(vey |det, 4|*=1,

a jezeli nad pierscieniem z wartosciq bezwzglednag, to

(V.82) |det,,A| =1

Dowéd. Na mocy twierdzenia (IIL113) i wzoru (V.63) 1ﬁamy det, A-det, A*=1,
skad det, 4-(det, A)*=11na mocy (1.166) i (I.168) wzory (V.81)i (V.82). M
(V.83) TWIERDZENIE. W pierScieniu macierzowym 4 [sd] nad pierScieniem czesciowo
uporzqdkowanym & kaidq macierz Apy,,; (m<n) wierszowo ortogonalng w m-tym stopniu
mozna uzupelnié¢ (p—m) wierszami (p € N, m<p<n) tworzqcymi macierz Bpy .,y wierszowo
ortogonalng w (p—m)-tym stopniu tak, aby macierz

v Gy, ,,3==[A"'" " ]

B[n-m,ﬂl ¥

byla wierszowo ortogonalna w p-tym stopniu, a kazdq macierz Ap,n, (m>n) kolumnowo
ortogonalng w n-tym stopniu mozna uzupelnié¢ (q—n) kolumnami (g e M, n<g<m) tworzg-
cymi macierz By, ,—ny kolumnowo ortogonalng w (q—n)-tym stopniu tak, aby macierz

(VJ Gia, g1 _[A[m n] B[m r*n}]
byfa kolumnowo ortegonalna w g-tym stopniu.

Dowdd. Wiersze (kolumny) macierzy A, ,; sa pétwektorami ortogonaln\ymi W H-wy-
miarowym (m-wymiarowym) module ciggowym z 1loczynem skalarnym (IV.145). Wobec
tego teza wymka z twierdzenia (IV.189). MW

(V.84) TWIERDZENIE. W dowolnym pierscieniu macierzowym M [F] nad cialem z pier-
wiastkowaniem &, kazdq macierz A, ., (m<n) wierszowo ortonormaing w m-tym stopniu
mozna uzupelnic (p—m) wierszami (p.€ M, m<p<n) tworzqcymi macierz By, _,, ., Wierszowo
ortonormaing w (p—m)-tym stopniu tak, aby macierz (iv), byla wierszowo ortonormalna
w p-tym stopniu, a kazdq macierz Ag,,; (m>n) kolumnowo ortonormalng 'w n-tym stopniu
mozna uzupelni¢ (q—n) kolumnami (q € M, n<q<m) tworzqcymi macierz Bpy, g-,; kolum-
nowo. ortonormalng w (g —n)-tym stopniu tak, aby macierz (v) byla kolumnowo oitonormalna
W g-iym.stopniu.

Dowo6d. Wiersze (kolumny) macierzy Ay, .; sa wektorami w n-wymiarowej (m-wy-
miarowej) przestrzeni ciggowej z iloczynem skalarnym (IV.145) i z normg naturalng.
Wobec tego teza wynika z twierdzenia (IV.196). MW"

(V.85) TWIERDZENIE. Jezeli Ay, 11 By, 1y (m=>n) sq niezerowymi poiwektorami kolumno-
wymi nad pierScieniem z pierwiastkowaniem s, to istnieje taka macierz wierszowo quasi-
-ortonormalna w n-tym stopniu Uy, .1 nad pierscieniem of i taki element fe re of, f>0, ze

(V.86) : . BB=UA.
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Dowéd. Niech A*4=[a] i B*B=[b]. Na mocy (III.195) jest a#0 i 5#0. Wobec tego
potwektory wierszowe bA* i aB* s wierszowo ortogonalne w pierwszym stopniu i na mocy
twierdzenia (V.83) istnieja takie macierze' wierszowo ortogonalne w (n—1)-ym stopniu
Cia—1,m1 1 D=1, nj» Z€ macierze

. (bA*) ,m QB* -
Ul["-'“]'=[ ;AR ) UZ[u]:= ( )[1'3

Cru-1,m Dyy—1,m

sq wierszowo .ortogonalne w n-tym stopniu. Wobec tego na mocy twierdzenia (V.56) ist-
nieja takie macierze diagonalne Pp,y:=diag(p,,....p,) i O =diag(g,, ..., ¢,) quasi-nie- -
osobliwe w n-tym stopniu, Ze macierze PU, i QU, sa wierszowo quasi-ortonormalne
w n-tym stopniu. W takim razie macierze ¥,:=gq,PU, i V,:=p, QU, sa réwniez wier-
szowo quasi-ortonormalne w n-tym stopniu i istniejg takie macierze F1i G, Ze

: bA - B o
Vitn mg= [(Pl q1 )[1 1]’ Vzm_[@l qa )[1 ]],

F[u—l m} ¢ G[n 1,a]

gdzie p; ¢, 6#0 i pyq, a#0. Na macy (V.45) mamy F(p,.q, bA*y*=p?q} b*FA=0, skad
FA=0, oraz G(p,q, aB*)* =p¥ q¥ a*GB=0, skad GB= 0, wobec czego

(vi) V. A=V, B=[p, q; ab].

Na mocy twierdzenia (V.71) macierz ¥, jest quasi-ortonormalna w n-tym stopniu i na mocy
twierdzenia (V.60) istnieje taki element fe o, f£0, ze V, Va=V3 Vy=PBly;. Wobec tego
na mocy (vi) jest fB= V" ¥y A. Na mocy twierdzexi (V.76) i (V.54) macierz V3 V, jest wier-
szowo quasi-ortonormalna w n-tym stopniu. Kladac U:=V3V, otrzymujemy (V.86).

‘Mamy tr(V, V3)=ptr I,y=np, skad na mocy (II1.193) i (II1.194) np’e resf i nfi>0,

astad feresf 1 f>0. W

(V.87) TWIBRDZENIE. Jezeli Ap,, 171 By, 11 (n=n) sq wektor imi kolumnowymi nad cialem
z pierwiastkowaniem % , majqcymi t¢ samq norme naturalng (1V.161)

(V88 : l4]|= 18]l
to istnieje taka macierz wierszowo ortonormaina Uy, ,q W n-ym Stopniu nad ciatem %, ze
(V.89) ' B=UA. '

Dowéd. Niech o:=||4||=||B||. Jezeli =0, to A=B= O i dla dowolnej macierzy
" wierszowo ortonormalnej Uy, ,,; W n-tym stopniu, na przyklad dla

U[n, m] 3= I[n] )
: 1 1 .
jest spetniony warunek (V.89). Jezeli «#0, to wektory wierszowe —&—A* i —B* sa wier~
o

szowo ortonormalne w pierwszym stopniu. Na mocy twierdzenia (V.84) istnieja takie
macierze wierszowo ortonormalne w (n—1)-ym stopniu Cpy~1,my 1 Dpy—1, 7 Ze macierze

L], |
Uspn,mpi =]\ & im|s  Uzppi=|\« [1,n

Cru-1,m Dpy—1,m

11 Wektory 4 macierze t. I
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sa wierszowo ortonormalne w n-tym stopniu, a na mocy twierdzenia (V.72) macierz U, -

> 4o
jest ortonormalna w n-tym stopniu. Na mocy (V.46) mamy C(-—A*) =—CA=0,
: . o a

1 O\ 1 ) '
skad CA=0 orazD(— B*) =—DB=0,skad DB=0. Wobec tego
o o
/

Ui A=U,B=[«]
i na mocy (V.67) B=U%U, A. Z twierdzen (V.76) i (V.53) wynika, Zze macierz g jest
wierszowo ortonormalna w n-tym stopnin. Ktadac U:= U3 U,, otrzymujemy (V.89).

§ V.3. Dzialania' elementarne na macierzach i macierze
elementarne

(V.90) DERINICIA. Dzialaniem elementarnym I rodzaju na wierszach (kolumnach) macierzy
nazywamy zamiang jej dwu dowolnych wierszy (kolumn). M

(V.91) DEeFINICIA. Dzialaniem elementarnym II rodzaju na wierszach (kolumnach) ma-
cierzy nad pierécieniem z transpozycja & nazywamy dodatnie do dowolnego wiersza (do-
wolnej kolumny) innego wiersza (innej kolumny) pommnozonego (pomnoione_]) przez
dowolny elementae /. W

(V.92) DEFINICJA. Dzialaniem elementarnym 11T rodzaju na wierszach (kolumnach) ma-
cierzy nad- pierécieniem z transpozycja & nazywamy pomnozenie jej dowolnego wiersza
(dowolnej kolumny) przez dowolny element x €/ nie bedacy dzielnikiem zera. M.

(V.93) DEFINICIA. Dzialaniem elementarnym na macierzy nazywamy kazde dzialanie
elementarne I, IT lub III rodzaju na wierszach lub kolumnach tej macierzy. W

(V.94) DEFINICIA. Maczerzq elementarng I rodzaju n-tego stopnia nazywamy kazda ma-
cierz postaci :

kolumny
k-ta I-ta
. R
1
. .1 .
0 1 —k-ty
1
(V.95)  EG}(k, D:= " wiersze  dla k#1,k,le{1,...,n},
1 :
1 _ 0 « [ty
1
e "1.-.

(V.96) EQJ(k,k):=I,; dla kef{l,..,n}. m
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