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(IV.146) DErINICIA. Modul & nazywamy podmodulem z iloczynem skalarnym modutu Ji"-
z iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest podmoduiem modutu 7 i iloczyn
skalarny w ¢ jest iloczynem skalarnym modutu # zredukowanym do podmodutu . g

(IV.147) PrzykiAp. Modut wierszowy i modul kolumnowy dowolnej macierzy Apnm
nad pierécieniem czgsciowo uporzadkowanym &7 rozpatrujemy z reguly jako podmoduty
z iloczynem skalarnym (1V.143) modulu ciggowego odpowiednio n-wymiarowego i m-wy-
miarowego nad pierfcieniem . M ‘

§ 1V.7. Moduly unormowane

(1v.148) DermNICIA. Modut J# nazywamy unormowanym wtedy i tylko wtedy, éd;
1° J# jest regularnym modufem nad pierScieniem o/ z wartoscig bezwzgledna,
~ 2° jest okre§lona funkcja zwana normg, ktéra kazdemu pétwektorowi x € # przypo-
rzadkowuje element ||x|| ere o/ ze spemieniem dla dowolnych x,ye# i dowolnego
a € o nastepujacych warunkéw:

(1V.149) lIx]|=o0,

(1V.150) [lx]|=0 < x=o,
(v.151) © |lax||=la][[x]],
(IV.152) lx+yli<|x]|+]lyl]. =

(IV.153) DermNiciA. Normg¢ w module 5# z iloczynem skalarnym nazywamy naturaing
wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat tej normy jest norma kwadratowa (IV.122). W

(IV.154) TWIERDZENE. W module # z iloczynem skalarnym nad pierscieniem s z war-
to$ciq bezwzgledng norma naturalna istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego pélwektora
X € 3 istnieje pierwiastek kwadratowy \J{x,X) € Te .

Dowéd. Jezeli w module & istnieje norma naturalna, to na mocy (IV.122) dla kazdego
potwektora x € S istnieje pierwiastek kwadratowy J x,x>ere .

Jezeli — odwrotnie — dla kazdego pélwektora x € o istnieje \/ {x, X) ere &, rozwazmy
funkcje

(I1V.155) ||| :=v/¢x, xp.

Spetnia ona na mocy (FV.110) i (IV.111) warunki (IV.149) i (IV.150), a na mocy (IV.129)
warunek (I'V.151). Na mocy (I.187) i (1.184) jest dla dowolnych x, y € #°

|<x, YO* +<x, P < [Kx, ¥+ [Kx, v =2/Kx, ¥,
a poniewaz <{x, y>*+<X, y) € re &, wigc na mocy (IV.130)

. 39*+<x, 9> <2 o

llx-+311* <[l + w11+ 2 ]3]

i na mocy (IV.127)
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skad wynika spelnienie przez funkcje (IV.155) takze warunku (IV.152). Zatem funkcja
(IV.155) jest normg naturalng w module . W

(IV.156) TWIERDZENIE. W kazdym module macierzowym n-tego stopnia 3¢ nad pierscieniem
z pierwiastkowaniem & z iloczynem skalarnym (IV,136) istnieje norma naturalna, ktéra dla
dowolnej macierzy Ay, € 3 jest dana wzorem: ) g

AV.157)  ||4]|=V<4, A =Vtr(4*GA)= Z Z Zaugmam

i=1k=1I=

n n n n . n n n
5 3 (S ewa) (S oman= 5 T 15 cual
j=im=1 1=1 1=1 j=im=11=1

ktdry w przypadku, gdy iloczyn skalamy (IV.136) ma postaé¢ (IV.140), mozna napisaé
w pO.!‘MCf.

(AV.158)  ||4]|=v<4, Ay=vir(4*4)= \/ gl é} ajy ay= \/j)::”)::l |l

Dowéd wynika z definicji (I.169), twierdzenia (IV.154) oraz wzoréw (IV.110) i
i(v.138). @

(IV.159) TwIBRDZENIE. Dla kazdego modulu ciggowego n-tego stopnia & nad pierscieniem
z pierwiastkowaniem 4 z iloczynem skalarnym (IV.143) istnieje norma naturalna, ktéra dla
dowolnego ciggu a:=(ay, ..., a,), Gy, ..., G, € &, jest dana wzorem:

(IV.160) ”a“ =+<a, a) =\jk§,1 I;_i ﬂ?gm ak=\/mi:1 (lglfmi ﬂ:)‘( é; cnu‘al)=

_ \/ m§1| é e

ktéry w przypadku, gdy iloczyn skalarny (1V.143) ma postaé (IV.145), mozna napisaé
W postaci .

(IV.161) ||a]|=v<a, a)= \/ él afa,= \/ 2 |aif?.

Dowdd wynika ze wzoru (IV.143) i twierdzenia poprzedniego. Il |

(IV.162) TWIEBRDZENIE. Jezeli H# jest modulem z normq naturalng, to dla dowolnych
X3 _ye.%" Jest

(1V.163) | |<x, wo|<|fx][[}¥ll
gdzie réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy pdlwektory X iy sq liniowo zalezne.
Dowédiwynika ze wzor6wi(IV.119) i (L.168). W

(IV.164) TWIERDZENE. Dla kaidego modulu unormowanego # funkcja okreslona dla
dowolnych pdlwektoréw X,y € 3¢ wzorem

(IV.165) p(x, ¥):=|x-y]|
Jest metrykq.

LY

L
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Dowdd. Na mocy (IV.149) i (IV.150) funkc_fa (IV.165) spemia warunki (IV. IO])
i (IV.102). Nastepnie na mocy (IV.151)
p(x, ) =|x=y||=[I(= D y=|=|-1][ly=xl|=[ly—x|[=p ¥, 0),
co ozr@cz'a, ze funkcja (IV.165) spelnia warunek symetrii (IV.103). Wreszcie na mocy
(IV.152) mamy dla dowolnego z. € #° .
p(x, V) =||x—2)+E-y)||<|jx—2||+|lz—y||=p (x, D+ (2, y),
co oznacza spelnienie przez funkcje (IV.165) rowniez warunku tréjkata (IV.104). Wobec
powyzszego funkcja (IV.165) na mocy definicji (IV.100) jest metryka. H -
(IV.166) DEeFINICIA. Metiyke okreslong w module unormowanym 2 wzorem (IV.165)
nazywamy naturalng. W

(IV.167) PrzykiaDp. Niech # bedzie modulem z iloczynem skalarnym okre§lonym
w przyktadzie (IV.133). W module 5# mozna dla dowolnego wielomianu u:=dge+a, A+
+a, 22 okreslié¢ norme naturalng wzorem

[ull:=v/[aol" +[as"+ aa” -
Jako metryke naturalna otrzymujemy dla dowolnych w:=aze+a, l+a, 22, v: _.boe-y-
+bll+bgﬂ.ze.9?°

p(u, v):=\/iau—bu|2+]a1—b,|2_+|a2—l‘:z_|_z. )
(IV.168) PrzykiAD. Kazdy pierscien z wartoscig bezwzgledna o moze by¢ traktowany
jako modul unormowany nad samym soba, jezeli okresli¢é w nim dla dowolnego x e o/

norme
[ll:=Ix]-

Sprawdzamy, Ze sg tu spelnione wszystkie warunki dla normy, tzn. (IV.149), ..., (IV.152).
Jezeli w pierscieniu .« zostal okreslony iloczyn skalarny jak w przykiadzie (IV.134), to na
mocy (1.168) powyZsza norma jest naturalna. |

(IV.169) DermNiciA. Modut ¢ nazywamy podmodulem unormowanym modutlu unormowa- .
nego # wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest podmodutem modutu # i norma w ¢ jest normg
modutu # zredukowana do podmodutu 4. M

Przestrzen unitarng n-tego stopnia (n € M) rozpatrujemy z reguly jako modut ciggowy
n-tego stopnia nad ciatem liczb zespolonych € z iloczynem skalarnym (IV.145), norma
(IV.161) i metryka (1V.165).

Przestrzen euklidesowa n-tego stopnia (ne 9) rozpatrujemy z reguly jako modut
ciggowy n-tego stopnia nad cialem liczb rzeczywistych £ z iloczynem skalarnym (IV.145),
normg (IV.161) i metryka (IV.165).

* Normg pétwektora interpretujemy czesto jako jego dlugoﬁc

(IV.170), DEFINICIA. Metrykq euklidesowq albo odleglosciq euklidesowq nazywamy metryke
naturalng okreslonq w dowolnej unormowanej przestrzeni euldldE:SOWEJ Hmy dla dowol-
nych w:=(a,. ..., a,), v:=(by, ..., b,) € #',; wzorem

(IV.171) p(u, v):=[|u—v”=\/(a1—b1) Fot@-by. m
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§ IV.8. Polwektory ortogonalne

~ Pojecie iloczynu skalarnego pozwala okresli¢ ortogonalnosé (tzn. prostopadiosé) pél-
wektoréw. Dla uproszczenia przyjmujemy w niniejszym paragrafie, ze symbol # oznacza
_ dowolny modut z iloczynem skalarnym nad piericieniem &,

(IV.172) DEFINICIA. Potwektory u, v e 5 nazywamy ortogonalnymz i plszemy ulv wtedy
i tylko wtedy, gdy <u,v)=0.

Jak wynika z powyzszej definicji i wzoru (IV.117), pétwektor zerowy o € 3 jest ortogo-
nalny do kazdego potwektora z modutu 5.

(IV.173) DerINICIA. Pblwektory u, v € 2 nazywamy Scifle ortogonalnymi wiedy i tylko
wtedy, gdy sq ortogonalne i Zaden z nich nie jest zerowy. M

(1V.174) DerINICIA. Pélwektory u,v e > nazywamy ortonormalnymi wtedy i tylko wtedy,
gdy sa ortogonalne i {u,u)=(v,v>=1. W

(1V.175) DErNICIA. Pélwektory uy, u,, ... € # nazywamy ortogonalnymi ($cisle ortogonal-
nymi, ortonormalnymi) wtedy i tylko wtedy, gdy sa parami ortogonalne (Scile ortogonalne,
ortonormalne). |l

(IV.176) DErFINICIA. Polwektory u;, u,,... € & nazywamy quasi-ortonormalnymi wiedy
i tylko wtedy, gdy sa ortogonalne i 1stn1e3e taki element a € .o/, a#0, Ze {u, u) =0 dla
k=152," |

(IV.177) DeriNicia. Ciag uy,u,,... €3, skohczony lub nieskoficzony, nazywamy
ukladem ortogonalnym (quasi-ortonormalnym, ortonormalnym) wtedy i tylko wtedy, gdy
potwektory u,, u,,... sa Sci§le ortogonalne (quasi-ortonormalne, ortonormaine). M

(IV.178) TWIERDZENIE. Pdlwektory wuy,u,,...€# tworzq uklad ortonormalny wtedy
i tylko wtedy, gdy :

(IV.179) G, ud=d8y, k,leN,

gdzie 8y jest symbolem Kroneckera, a uklad quasi-ortonormalny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki element o € o, 0 #0, Ze

(1V.180) . Qug, w)=ady, k,leN.
Dowdd wynika wprost z definicji (IV.177), (IV.175) i (IV.176). M

(IV.181) PrzykiAD. Niech # bedzie modutem z przykiadu (IV.133). Wielomiany

ui=2e—3A—A% vi=-—e—20+4A%, wi=2e+Ai+A?

tworza uklad ortogonalny, poniewaz
Cu,v)=2+(~D+(=3): (=D +(~-1-4=0, (u, wy=2"+(=I’+(-1’=14,
Gl W22 (= B)- T (=)~ 1=0,. - @, v)=(=1)2+(=2 +42=-21,

(o, wy=(=1)-2+(—-2)*1+4-1=0, (w, wh=22412+12=6.
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Uklad ten nie jest ortonormalny ani nawet quasi-ortonormalny. Jak fatwo spostrzec wie-
lomiany
2 3 1 2 4 2
— g — _2.2 ———**__e—-———11+—_:)~2, _;-'{' _2.2
J14 NiTNT V21 Va1 Ya NTRRNF:
tworza uklad ortonormalny. M

(IV.182) TwierDZENIE. Kazdy uklad ortogonalny jest ukladem pilwektoréw liniowo nie-
zaleznych. :
Dowod. Gdyby uklad ortogonalny (u,, u,, ...) nie byt ukladem pdtwektoréw liniowo
niezaleznych, wtedy zawieralby pétwektory vy, ..., v, liniowo zaleine. Zatem istniatyby
k
takie @, ,...,4, € o nie wszystkie réwne zeru, ze ), a ;j¥;=0. Przyjmijmy, ze pStwektoryv,, ...
i=1
..., Y; zostaly tak uporzadkowane, 7e a, 0. Wtedy
E—1
A Ve=— z anJ-,
J=1

wobec czego byloby
k-1 k=1

@l V> =<V, @, V)= —(¥;, Z a;"})"“‘ Z (Ykaaj"J‘)""_“ E a; (v, ;) 0,

skad <{v;, v;,»> =0, wbrew zalozeniu. Wynika stqd teza. M

(IV.183) TWIBRDZENIE. W n-wymiarowym module z iloczynem skalarnym uklad ortogo-
na!ny moZe skladaé sig z co najwyzej n pétwektoréw.

Dowod wynika z twierdzefi (IV.182)i (IV.80). M

§ IV.9. Pélbazy i -bazy ortogonalne

Dla uproszczenia przyjmujemy, Ze w tym i nastgpnym paragrafie symbol 5#,; (ne R)
oznacza dowolny n-wymiarowy modut z iloczynem skalarnym nad pierécieniem &7, a sym-
- bol Z;,; dowolna n-wymiarowa przestrzen liniowa z iloczynem skalarnym nad ciatem 9"

(IV.184) DerINICIA. Pélbaz¢ modulu #p,; (baze przestrzeni liniowej L) nazywamy
ortogonaing (quasi-ortonormalng, ortonormalng) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ukladem
ortogonalnym (quasi-ortonormalnym, ortonormalnym) albo zbiorem pustym. B

(IV.185) TwierDZENIE. Kazdy modul # (,; z iloczynem skalarnym ma pélbaze ortogonalng.

Dowéd. Gdy n=0, czyli p6tbaza jest zbiorem pustym, twierdzenie jest oczywiste.
Zalézmy zatem, ze n>0 i niech B:=(uy, ..., u,) bedzie dowolna péibaza modutu 32"’[,;].
Na mocy twierdzenia (IV.59) w,, ..., u,#0, wobec czego na mocy (IV.110) i (IV.111)
{u, w>>0dla k=1, ..., n. Pétwektor '

(IV.186) V11=ll1
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przyjmujemy jako pierwszy pétwektor pétbazy ortogonalnej.” Nastgpne okrcélainy reku-
rencyjnie: '

ko koo1-1 k
(Iv.187) "k+1:=( ;I;Ii . Vj))}‘knf"‘ é:l ( 1;[1 {v;, Vj>)(‘=]-':ll-1<vj’ VJ)) Vi Upy 1) ¥y,

k=1,...,n—1.
Mamy wtedy dla p=1, ..., k
k t
(l) <Vp: Vit l>=( }1:_[1 <"ja vj)) (vp: 4 1)“{ "‘]_—I‘1 <‘rj! "j)) <vps Uy 4 1>=0‘

Gdyby {(Vi41, Vs 1> =0, wtedy na mocy (IV.111) byloby v, =0, co na mocy (IV.187)
oznaczaloby, Ze pétwektory w . ,,v;,...,¥ sa liniowo zaleZne, a po kolejnym podsta-
wieniu wzordw (IV.187) dla v, ...,v,, Zze polwektory wu,,,,...,u; s3 liniowo zalezne,
wbrew zatoZzeniu. Zatem {¥Viyq, Vi+1>>0. Na mocy (i) ciag (vy, ..., V,) jest pétbaza orto-
gonalng modutu #p,;. W

W przypadku przestrzeni liniowej %y,; zamiast (IV.187) mozna przyjacé

- ¥V W g)
Tv.188 Vip1i= ~ ——v, k=1,..,n-1.
( ) k1 =Ugpy 12:,1 VD r h—

Metoda zamiany w przestrzeni liniowej %,; bazy (u;, ..., u,) na baz¢ ortogonalna
(¥4, -.., ¥,) Oparta na wzorach (IV.186) i (IV.188) nosi nazwe metody artogonahzacjr Grama-
—Schmrdta ’

(IV.189) TwierDZENIE. Kazdy uklad ortogonalny (vy, ...,V,) w module ', (p<n) daje
sie uzupeini¢ q—p pdiwektorami (p<q<n) do ukiadu ortogonalnego (vi,...,v,). Kazdy
uklad ortogonalny w_#,y zlozony z n pélwektoréw jest pélbazq ortogonalng tego modulu.

Dowdd. Na mocy twierdzenia (IV.80) istnieja takie potwektory w,iq, ..., U, € #py,
ze potwektory vy, ...,V,, Upyy, ..., 1, 3 liniowo niezalezne. Stosujac poczawszy od k=p
wzér (IV.187), otrzymujemy uklad ortogonalny (v,,...,v,). Kazdy uklad ortogonalny
zlozony z n potwektoréw jest péibazq ortogonalng na mocy twierdzcﬁ (IV.182)i (IV.80). .
(IV.190) TwierDZENIE. Kazdy modul H# ',y z normg namralnq ma pélbaze quas;—orronor—-
malng. -

Dowdd. Na mocy twierdzenia (IV.185) w module 5, istnieje péibaza ortogonalna
¥y, ...,v,). Sprawdzamy, Ze (¢, ¥y, --., €,¥a), gdzie
(Iv.191) c,,:=||v1||..'.||vk-1]|]|vk+1|_|...||v,, s
jest po}bazq quasi-ortonormalna. M

(IV.192) TWIERDZENIE. W kazdym module # 'y, z normq nammfnq dla kazdej pdibazy
" ortogonalnej (v, ...,V,) istniejq takie elementy quasi-rzeczywiste c¢i, ..., ¢, € &, Ze
(C1¥y, ...y CaVy) jest péibazq quasi-ortonormaing. e

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego.
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(IV.193) TWIERDZENIE. W module # (,, z normaq naturalng kazdy uklad quasi-ortonormalny
zlozony z n pélwektoréw jest pélbazq quasi-ortonormalnq tego modulu.

Dowd6d wynika z twierdzenia (W 189, MW

(IV.194) TwiBRDZENIE. Kazda przestrzen liniowa &y, z normq naturainq ma baze ortonor-.
malng. .

Dowéd. Na mocy twierdzenia (IV.185) w.%,; istnieje baza ortogonalna (v, ..., v,).
Sprawdzamy, Ze cigg :
aviss (—1— v J—v)

‘ Al [[vall

jest bazg ortonormalng. W

(IV.196) TwierDzENIE. Kazdy uklad ortonormalny (v, ..., v,) (p<n) w przestrzeni liniowej

Z1w) Z normaq naturalng daje sie uzupelnié q—p wektorami (p<q<n) do ukladu orr?nérmal-
nego (Vy, ..., V,). Kazdy uklad ortonormalny w<,, zlozony z n wektordw jest bazq ortonor-
malnq tej przestrzeni liniowej.

Dowdd. Na mocy twierdzenia (IV.189) istnieja takie wcktory Wpt 15 ee0s W €L 11,
ze ciag (Vys..., ¥y Wpiq,....W,) jest ukladem ortogonalnym w Zp,;. Wobec tego ciag

1. 1
(Vl g vie g vp,mwp+l ) srey “_“PFJI wq)

jest uktadem ortonormalnym. Na mocy twierdzen (IV.182) i (IV.80) kazdy n-wektorowy
uklad ortonormalny w 14 Jest bazg ortonormalng tej przestrzeni. M

(IV.197) TWIERDZENIE. Jezeli w module # ,; z iloczynem skalarnym istnieje pétbaza orto-
normalna B:=(v,,...,V,), to jest ona bazq dla modulu H 1wy, a dowolny pélwektor u € H
mozna przedstawié w postaci:

(Iv.198) u= i v, wyy;.

Dowéd. Dla dowolnego potwektora ueéf’m istnieja z -zalozenia takie elementy
Cy Qryrnvey-y Ed(c;éO) Ze

n
cu= E a;v;.

Wobec tego dla dowolnego péIWektora v €B

6 Vi Wy =y, cud =, Z a;v;y = Z a; (¥, Vi) =ay
&
1 mamy
n

(1V.199) .oou=c Yy (\r_,-,ul>vj,
I U

skad otrzymujemy wzér (IV.198). Z uwagi na dowolnosé pélwektora u otrzymujemy stad
Cteze. M '
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§ IV.10. Wspdlrzedne pélwektora 'w,zgl@dem bazy

Przyjmujemy w niniejszym paragrafie, ze symbol H'p oznacza dowolny modul n-wy-
miarowy nad pier§cieniem .

(IV.200) TWIERDZENIE. Jezeli modul H# ,; ma bazg
(IV.201) B:=(uy,...,W), U,..,0,EH,,

to istnieje odpowiednio§¢ wzajemnie jednoznaczna miedzy pélwektorami w e 3, a ciggami
elementéw ay, ..., a, € of takimi, ze
n ]

- Jj=1
Dowéd wynika z twierdzenia (IV 8). M|
Odpowiednio$¢ okreslong w twierdzeniu (IV. 200) zapisujemy w postam

(1v.203) _ u=(a,, ..., a,)y. /

(IV.204) DEFINICIA. Wspélrzednymi pdlwektora u € #',; wzgledem bazy (IV.201) nazy-
wamy takie elementy ay, ..., a, € o, ze zachodzi r6wnosé (IV.202), czyli (IV.203).

(IV.205) TWIBRDZENIE. W module 3, majqcym baze (IV. 201) dla dowolnych polwek—
toréw

@) u:=(a5, ..., a0m - Vi=(by, ... by

i dowolnego c € o jest

(Iv.206) - utv=(a;+by, ..., a,+by)s,
(1V.207) - —u=(=ay, ..., ~a)y, |
(1V.208) 0=(0, ..., 0)y,

(1V.209) B cu=(cay, ..., Cdy)g»

agdy #y, jest modu{em Z rfoczynem skalamym, wtedy

(Iv.210) (“-V>= E z ﬂ;bx@js“k): ): ! Z {ajuy, bew)
. =1 &=y . j=1 k=1 :

i w przypadku, gdy B jest bazq ortonormalng

(Iv.211) Cu, vd= 3 alb.

Dowéd polega na sprawdzeniu wzoréw (IV. 206) ., (IV.211) na podstawie réwno-
waznosci wzorow (IV.202) 1 (IV.203). M

(IV.212) PrzykrAD. Jak wynika z przykltadu (IV.68), modut utworzony ze wszystkmh
wielomianéw stopnia co najwyzej n nad piericieniem & ma baz¢ o, AL, ..., A, Spraw-
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dzamy z atwoscia, ze wspélrzednymi dowolnego wielomianu ue s# wzgledem tej bazy
sa wspolezynniki wielomianu . Wl i

(IV.213) TWIERDZENIE. W module regularnym # 1, nad pierScieniem cze$ciowo uporzqdko-
wanym sf dla kazdej bazy (IV.201) — o ile, oczywiscie, taka baza istnieje — mozna tak okre-
8li¢ iloczyn skalarny, aby ta baza byla ortonormalna. :

Dowdéd. Jezeli dla dowolnych pétwektorédw (i) okreli¢ iloczyn skalarny wzorem
(IV.211), to ‘
o, up=0dy; dla j, k=1, ey Ity

co oznacza, ze baza B jest ortonormalna. M

§ IV.11. Moduly izomorficzne

(IV.214) DeErNICIA. Moduly
H:=(9,+,—0,,") i {4:=((5,(+),(——),(0),Q,(-))

" nazywamy izomorficznymi wtedy i tylko wtedy, gdy pier§cienie o/ i # sa izomorficzne i ist-
nicje funkcja odwracalna ¢: ® 9 taka, ze dla dowolnych pélwektoréw x, y € 4 i dowol-
nego ac % -

(IV.215) e(x(H)y)=p®)+0(),
(IV.216) o((=)x)=—p(x),
av.2in p((0))=o0,
(IV.218) e(a()x)=y(a): p(x),

gdzie y(a) jest obrazem izomorficznym elementu a € & w pierscieniu &.

Gdy 9 1 # sg moduiami z iloczynem skalarnym, ktéry w module ¢ oznaczamy na-
wiasami {({ »),aw module # nawiasami( », wtedy dlaizomorfizmu & i # précz (IV.215), ... .
..., (IV.218) zadamy jeszcze spelnienia warunku

av.219) P, pMY=w (<X, ¥DD),

a gdy ¢ i # s3 modulami unormowanymi z norma w & oznaczana nawiasami il
nawiasami || ||, warunku

av.220  le@ll=wdiixiD.

(IV.221) TWIERDZENIE. Kazdy modul H =, +, —, 0, o, ) rozpiety na bazie B jest
izomorficzny z modulem ciggowym n-wymiarowym L=, +, —, 0, 4, +), gdzie zbiér A
Jest podstawgq pierscienia .

Dow6d. Niech ¢: 2" +$ bedzie funkcja okreslong dla dowolnego ciagu (ay, ..., a,) € A"
wzorem:

|

awa

@@y, ..., a,):= e Py
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Na mocy twierdzenia (IV.200) funkcja ¢ jest odwracalna, a na mocy (IV.206), ..., (IV.209)
sa spetnione warunki (IV.215), ..., (IV.218), co oznacza, ze moduly 5#,;i &, sa izomor-
ficzne. W '

(Iv.222) TwIERDZENIE. Kazdy modul H#p,; ='(5, +, —,0,%, ") z iloczynem skalarnym

rozpiety na bazie ortonormalnej B jest izomorficzny z modulem ciggowym n-wymiarowym

ym;=(€.1{", +, —, 0,8, ), gdzie U jest podstawq pierScienia o, z iloczynem skalarnym
(Iv.211).

Dowdd wynika z twierdzen (IV.221) 1 (IV.205). M

(IV.223) TWIEBRDZENIE. Kazda przestrzen liniowa £y, jest izomorficzna z n-wymiarowq
przestrzeniq ciggowq. .

Dowdd wynika z twierdzen (IV.221) i (IV.91) oraz definicji IV.97). M

(Iv.224) TWIERDZENIE. Kaida przestrzen liniowa &, nad cialem liczb zespolonych €
(rzeczywistych R) jest izomorficzna z n-wymiarowq przestrzenig unitarng (euklidesowq).

Dowd6d wynika z twierdzenn (VI.221) i (IV.91) oraz deﬁnicji (IV.98) i (IV.99). mi

Na skutek istnienia izomorfizmu miedzy modulami rozpigtymi na bazach a modulami
ciggowymi (w szczegdlnosci migdzy przestrzeniami liniowymi i przestrzeniami ciggowymi),
fakty obserwowane w jednym z nich maja swoje odpowiedniki w drugim i odwrotnie.
Ze wzgledu na liczbowy charakter moduléw ciagowych sa one latwiejsze do rozumienia
i z tego wzgledu traktujemy je zazwyczaj jako obrazy izomorficzne innych moduléw.
Pozwala to abstrahowa¢ od natury péiwektoréw tworzacych moduly wyjéciowe i badaé
ich. wlasnodci na liczbowych obrazach izomorficznych. Zwlaszeza, gdy przez izomorfizm
.moina przejsé do przestrzeni euklidesowych, wyobraZnia geometryczna z nimi zwigzana
pozwala o wiele latwiej zrozumie¢ wiele faktow. d

§ IV.12. Ortogona]noéé polwektora do podmodulu
z iloczynem skalarnym

(Iv.225) DEFINICIA. Pétwektor u e 3 , gdzie # jest modulem z iloczynem skalarnym,
nazywamy ortogonalnym do podmodutu ¥ i piszemy ul¥ wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ortogonalny do kazdego pélwektorave 4. W

(IV.226) TWIERDZENIE. Jezeli (Vy, ..., V) jest dowolnq potbazq podmodulu % modulu #
z iloczynem skalarnym, to dla dowolnego pélwektora we # mamy

(Iv.227) ul%<ulv,A...Auly,.
Dowdéd. Prawa strona réwnowaznosci (IV.227) wynika z lewej na mocy definicji

(IV.225), Dla kazdego pétwektora v € & istnieja takie elementy ¢, a;, ..., @, Ze

k
ev= Y ‘a;v;, c¢#0,
i=1
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wobec czego
k k

cu,vy=CQu,evd=Cu, Y a;viy= Y a;{u,v;>.
=1 ., i=1
Jezeli ulvyA...Auly, to (u,v;>=0 dla j=1,...,k, a poniewaz c#0, otrzymujemy
{u,v)=0, czyh ulv. Ze wzglgdu na dowolnosc polwektora v, otrzymujemy ul%. .

(Iv.228) PrzykLaD. Niech.%s; bedzie przestizenia hmowq utworzong przez wszystklc .
wielomiany stopnia co najwyzej piatego nad cialem liczb rzeczywistych 2, a Y147 J&j pod-
przestrzenia utworzona przez wszystkie wielomiany stopnia co najwyzej trzeciego. Niech
iloczyn skalarny dwu dowolnych wielomianow

+ 5 5
ur= Y a;A, vi= Y bV
d=0 . j=0
bedzie okreslony wzorem
. 5
() {u,udim Y layhy.

i=0

" Wektor A* jest ortogonalny do podprzestrzeni liniowej %, poniewaz (e=A°, ,1‘ A%, A3) jest
baza w % i na mocy (i)

A= =041 =0N1)=0. ®

(v 229) TWIBRDZENIE. Jezeli &, i 9, sq podmodulami modulu 3# z iloczynem skalarnym
19, jest podmodufem %,, to dla dowolnego u € H#

ul%,=ul¥%,.
Dowdd wynika bezposrednio z definicji (1V.225). W

f)

§ IV.13. Dopelnienie ortogonalne podmoduln z iloczynem
skalarnym

(IV.230) TWIERDZENIE. W module #:=($, +, —, 0,4, *) z iloczynem skalarnym zbidr
wszystkich polwektoréw ortogonalnych do podmodulu % tworzy podmodid modulu # .

Dowé6d. Na mocy definicji (IV.ZZS) dla dowolnych pétwektoréw u, v € #° i dowolnego
a € o/ mamy

ul@Avig = A (u,w)= 0A<V wy=0=> X

wed

= /\ Qutv,wy=0A{~u, w)= 0==-u+vlgn-—u_L':'i

wed

ulg= A <u,wy=0= A (au wy=0=aul¥,

wed wed

wobec czego na mocy twierdzenia (IV.31) otrzymujemy teze.
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{(IV.231) DeFINICIA. Dopelnieniem ortogonalnym podmodutu ¢ w module 5# z iloczynem.,
skalarnym nazywamy podmodul utworzony ze wszystkich polwektoréw ortogonalnych
do 9. 7]

Dopelnienie ortogonalne podmodutu ¢ oznaczamy symbolem #%*.

(1V.232) TWIERDZENIE. Dopelnienie ortogonalne k-wymiarowego podmodulu w module
H(my 2 iloczynem skalarnym jest (n—k)-wymiarowym podmodulem modulu #\,.

Dowéd. Niech ¢ bedzie k-wymiarowym podmodutem modutu #,;, a 9* jego dopel-
nieniem ortogonalnym. Na mocy twierdzenia (IV.185) w ¢ istnieje pétbaza ortogonalna
(Vis -V AW %* polbaza ortogonalna (wy, ..., w,), gdzie / jest wymiarem podmodutu #*.
Na mocy definicji (IV.231) (vy, ..., ¥, Wi, ..., w;) jest ukladem ortogonalnym w #p,,
wobec czego na mocy twierdzenia (IV.183) jest k+/<n, czyli /<n—k. Ale z drugiej strony
na mocy twierdzenia (TV.189) pétbaze (v, , ..., ;) mozna uzupehni¢ pélwektorami vy, ..
.., Vy tak, aby (v, , ..., v,) byl pétbaza ortogonaing modutu #;,;. Na mocy definicji (IV.231)
jest ¥y 15 - Va € 9. Podmodut ¥+ zawiera tym samym-uklad n—k pétwektoréw liniowo
niezaleznych, skad IZzn—k. W potq?zeniu z poprzednia nieréwnoscig daje to I=n—k. W

(1v.233) PRzYKEAD. W przestrzeni liniowej %4, z przykitadu (IV.228) dopetnieniem orto-
gonalnym podprzestrzeni %4, utworzonej przez wszystkie wielomiany stopnia co najwyzej
trzeciego jest dwuwymiarowa podprzestrzen liniowa utworzona przez wszystkie wielo-
miany postaci a,A*+asA5. M

(I‘V 234) TWIERDZENIE. Jezeli 9+ jest dopelnieniem ortogonalnym podmodutu 4 w module
Hm 2 iloczynem skalarnym, to 9 jest dopelnienien ortogonalnym podmodulu G*.

Dowéd. Na mocy twierdzen (IV.232) i (IV.185) podmodut ¢ ma pétbaze ortogonalng
(¥4, ..., ¥y, gdzie k jest wymiarem podmodutu ¢, a jego dopehienie ortogonalne %+ ma
pétbaze ortogonalng (Vi4 1, ..., V,). Na mocy definicji (IV.231) uktad péiwektoréw (vy, ...

, V) jest p6tbazg ortogonalna modulu ;. PoniewaZ na mocy twierdzenia (IV..226) jest
v, L%, ..., v, 1%* wigc na mocy twierdzenia (1V.232) (vy, ..., V) jest pé{baza ortogonalng
dopcinrema ortogonalnego (@4)*, wobec czego ¥=(%)". MW

(IV.235) TWwIERDZENIE. Jezeli ciqg (Vy,...,V,) jest pétbazq ortogonalng modm‘u i
z iloczynem skalarnym, a cigg (V1 , ..., V), gdzie k<n, polbazq podmoduiu G, t0 (V415 - --» ¥n)
jest pélbazq ortogonalng dopelnienia ortogonalnego 4*.

Dowéd wynika z faktu, Ze na mocy twierdzenia (IV.226) Vey1 L9, ...V, 1%, W

- 1
(IV.236) TwIBRDZENIE. Dla dowolnych podmodutéw %, i 9, w module 3y, z iloczynem
skalarnym

%, c @2«%@4‘;; gt

Dow6d. Z uwagi na twierdzenie (IV.234) wystarczy wykazaé, ze 9, = 9,=>%; c ¥1.
Niech 8B:=(vy, ...,V,) bedzie pétbaza ortogonalng podmodutu ¢, . Na mocy twierdzenia
(IV.189) mozna ja uzupehié tak, aby €:=(vy, ..., V), k<m<n, byl pélbaza ortogonalng
podmodutu %, , a nastgpnie tak, aby ciag (Vy, ..., v,) byl potbaza ortogonalng modutu 5#y,;.
Na mocy twierdzenia (IV.235) ciag D:=(Vn+1, ---» V») jest poibaza ortogonalng podmodutu
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@3, a ciag € =(Vg41, ..., V,) POlbaza ortogonalng podmodutu @71. Poniewaz D<€, wigc
g.!. C@‘L - o
(Iv.237) DerFINICIA. Modut J#, nazywamy sumq prostq modm‘ow (f 1 1%, wtedy i tylko
wtedy, gdy:

1° ¢, i 4, sa podmodutami modulu

2° jedynym wspdlnym pélwektorem dla {ﬁl 19, jest pohvektor ZErowy,

3 AV Vu=sviw. R

ueHveF wed;

(IV.238) TwierDZENIE. Dowolny modul #, z iloczynem skalarnym rozpiety na swej
bazie ortogonalnej (v, ...,¥,) jest sumq prostq swego podmodulu % rozpigtego na bazie
(¥4, ..., Vy) i jego dopelnienia ortogonalnego 9.

Dowé6d. Na mocy twierdzenia (IV.235) ciag (Vi41, ..., Va) jest baza ortogonalna pod-
modutu @*. Kazdy pélwektor ue i, mozna przedstawic w postaci u=(a; v, +
e GV F @ Vi1 o F GV, GV A GRED | Gy Ve oG V€D W

§ IV.14. Rzut ortogonalny pélwektora na podmodul
.z iloczynem skalarnym

(IV.239) DEFINICIA. Rzutem ortogonalnym pdtwektora we #, gdzie H# jest modulem
z iloczynem skalarnym, na podmodul % nazywamy taki pélwektor p, Ze

(IV.240) v pe%Au—-plY. HM

-

(IV.241) TwWIBRDZENIE. JezZeli modul # z iloczynem skalarnym ma podmodul % posia-
dajgcy baze ortonormalng B:=(v,, ..., V), to dla kazdego pdlwektora we H# istnieje do-
kiadnie jeden rzut ortogonalny p tego pdélwektora na podmodul 4. Ten rzut jest okreslony
wzorem :

k
(Iv.242) p= ), {vj,wv;.

i=1

Dowdd. Na mocy (IV.240) i twierdzenia (IV.226) rzut p musi spelnia¢ warunki

@ . {vpu—py=0 dla j=1,...,k,
czyli
(i) , _ yspy=Lv;;u)y - dla j=1,...,k,

skad na mocy wzoru (IV.198) zastosowanego do potwektora p otrzymujemy wzér (IV.242).
Jezeli zatem istnieje rzut ortogonalny p, to musi byé postaci (IV.242) i tym samym jest
tylko jeden. Z drugiej strony péiwektor (IV.242) spelnia warunek p € 4 oraz warunki
(ii), czyli (i), i na mocy twierdzenia (IV.226) warunek u—p_L%, wobec czego jest zadanym
rzutem ortogonalnym. |l
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(IV.243) TWIERDZENIE. W dowolnej przestrzeni liniowej Ly 2 tloczynem skalarnym dla
kazdego wektora w e, i kazdej podprzestrzeni 4 istnieje dokiadnie jeden rzut ortogonainy
p wektora u na podprzestrzen 4. Gdy B:=(Vy, ..., V,) jest bazq ortogonalng podprzestrzeni
% (na mocy twierdzenia (IV.185) raka baza zawsze istniefe), wtedy rzut ortogonainy p jest

okreslony wzorem:
(1V.244) p S

Jj= 1<‘Tjs J>

Dowéd. Dla dowolnego wektora ue & istnieja takie a,,...,a, 26 u= Y. a;v;.
J=1
Dla dowolnego wektora v,€®B jest wtedy

k

Gewr= F, arpmar

i=

Wynika stad, ze dla dowolnego wektora u e % mamy

. . . i <"j, “> ~
1V.245) = P f S 8
( le (VJ, "j)

Dalej dowdd przebiega analogicznie jak dla twierdzenia poprzedniego, jesli zamiast (IV.198)
uzyé wzoru (IV.245). M

(IV.246) PrzykiAD. W przestrzeni liniowej £6; 2z przykladu (IV.228) znajdziemy rzut
ortogonalny p wielomianu u:=A3-3A%*+2* na podprzestrzefi % 3; utworzona ze wszyst-
kich wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.
Jak wynika z przykladu (IV.68), ciag (e=A1°, A', 1%) jest baza podprzestrzeni 4. Spraw-
dzamy, Ze jest to baza ortonormalna. Wobec tego na mocy (I1V.244)
p=C(e, A— 312+A4)e+(1 A=A A+ A2 A=-32+2DH 22 = .
=0'e+1-A+(~3)A*=2-32% M

(1V.247) TWIBRDZENIE. Jezeli p jest rzutem ortogonalnym pdlwektora w na podmodul §
w module # z iloczvnem skalarnym, to

(IV.248)Y A (W, uy=<w, ).

[wes

Dow6d. Na mocey (IV.240) dla kazdego we ¢ mamy u—plw, czyli Cu—p, w) =0,
skad wynika (JV.248). M

(IV.249) TWIERDZENIE, JeZeli p jest rzutem ortogonalnym pdlwektora u na podmodul
4 w module # z iloczynem skalarnym, to

(1V.250)} . [Ip]]*=<p, w>,

gdzie ||p||* jest normq kwadratowq pdlwektora p.
' Dowéd wynika z twierdzenia poprzedniego dla w=p. m
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§ IV.15. Zwigzek migdzy teoria moduléw a teorig wektoréw
i macierzy

Zwigzek teorii modutéw z teoria wektoréw wynika z faktu, Zze wektory zostaly zde-
finiowane jako elementy przestrzeni liniowej, a pojecie modutu jest rozszerzeniem poje-
cia przestrzeni liniowej. W tej sytuacji przestrzenie liniowe majq wszystkie wlasnosci mo-
duléw, a wektory wszystkie wiasnosci potwektoréw, okre$lonych jako elementy modu-
16w. Ze wzgledu na duze znaczenie pojecia ortogonalnodci wektoréw szczegélng role
odgrywa teoria przestrzeni liniowych z iloczynem skalarnym i jej uogélnienie, ktérym
jest teoria moduldéw z iloczynem skalarnym.

Teoria macierzy nie ma tak $cistego powiazania z teoria modutéw jak teoria wekto-
réw, niemniej jednak powigzania istnieja, sa liczne i wazne. Jak zobaczymy pé6zniej, po-
jecie macier%y jest $cisle zwiazane z pojeciem transformacji przestrzeni liniowych. Poza
tym niektére pojecia z teorii macierzy definiuje si¢ na gruncie teorii modutéw, jak na
przyklad pojecie iloczynu skalarnego czy normy macierzy. Wiersze i kolumny macierzy
traktuje sie czesto jako pSlwektory, a wiec jako elementy pewnych modutéw. Odwrotnie,
pétwektory dane przez swoje wspoirzedne wzgledem pewnej bazy B, a wige potwektory
v:=(a,, ..., a,)z utozsamia si¢ zazwyczaj z pélwektorami kolumnowymi

aj
- 5 - an
Niektére zagadnienia ekstremalne z teorii macierzy sprowadzaja si¢ do znalezienia
rzutu ortogonalnego wektora na podprzestrzen liniowa z iloczynem skalarnym. Nie bez
znaczenia jest réwniez fakt, zé teoria przestrzeni liniowych pozwala w teorii macierzy
wprowadzaé wygodne i przejrzyste interpretacie geometryczne.

W rozdziale niniejszym zostaly wylozone tylko najwazniejsze fakty z teorii modutéw
i przestrzeni liniowych. Inne poznamy w péiniejszych rozdziatach,

/!
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