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jest
: . :
Y ViAmatrAie=0, 7y#o.

i=1
Oznacza to, ze dla dowolnego k ¢ {m,, ..., m;} wiersze A4,,,, ..., Ap,s Ai inacierzy A sy
liniowo zalezne, skad na mocy twierdzenia (IV.56) r<gq. Analogicznie dowodzimy, 7e
s<q. W _
(IV.62) TWIERDZENIE. Jezeli w macierzy Apm . nad dowolnym pierScieniem przemiennym
z transpozycjq 4 najwyzszy stopieii p minorow nie bedgqcych dzielnikami zera jest zarazem
najwyzszym stopniem minoréw réznych od zera, to liczba liniowo niezaleznych wierszy A jest
réwna liczbie jej liniowo niezaleinych kolumn i rowna p.

Dowdd wynika bezposircdnio z twierdzenia poprzedniego. H

(IV.63) TwierDZENIE. W dowolnym regularnym pierScieniv macierzowym 4[] dla
kazdej macierzy Agyy € M [] liczba liniowo niezaleinych wierszy jest réwna liczbie li-
niowo niezaleinych kolumn i réwna najwyiszemu stopniowi minoréw tej macierzy réinych
od zera.

Dow6d wynika z twierdzenia poprzedniego. W

“(IV.64) PrzyKLAD. Niech ;
A:=[(2’0) (1,0):|

0,1) (0,2)

bedzie macierza nad pier§cieniem z przykladu (1.69) o dzielnikach zera oméwionych w przy-
kiadzie (1.110). Najwyzszym stopniem minoréw macierzy 4 nie bedacych dzielnikami
zera jest p=0, a najwyzszym stopniem jej minoréw roznych od zera jest g=1. Dla wierszy
Ay 1 Azq macierzy 4 mamy (0, 1) 4;4=01 (1, 0) 4,4, =0, skad wynika, Ze liczba liniowo
niezaleznych wierszy macierzy A jest r=0. Dla kolumn A, i 44, macierzy 4 mamy
(1, —2) Ayy +(—2, 1) A4, =0, wobec czego kolumny Ay, i Ay, sa liniowo zalezne. Nato-
miast (¢, f) A1 =0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2¢=01i f=0, czyli (&, f)=0, skad wynika, Ze
liczbg, liniowo niezaleznych kolumn macierzy A4 jest s=1, Zatem w rozpatrywanym przy-
kiadzie p=r<s=gq, zgodnie z twierdzeniem (IV.61). M '

§ IV.3. Polbazy i bazy

(IV.65) DErRINICIA. Pdlbazq zbioru pélwektoréw A=$H w module # o podstawie § na-
zywamy kazdy taki uklad B polwektorow liniowo niezaleznych z 2, ze dla kazdego poi-
wektora u e U istnieja w B takie polwektory wy, ..., W,, ze pélwektory u, wy, ..., W, 53
liniowo zalezne.() M

(*) Nazwa ,,p6lbaza’ zostala wprowadzona w niniejszej ksigzce dla wygody. Powszechnie uzy-
wana nazwa ,,maksymalny liniowo niezalezny podzbi6r’ jest zbyt diuga dla wielokrotnego powtarza=
nia.
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Zgodnie z definicja (IV.65) i twierdzeniem (IV.59) polbazq zbioru {o} w module #
nad pierécieniem &/ nazywamy zbi6r pusty O.

(IV.66) DEFINICIA. Pdlbazq modulu 3 nazywamy kazda potbaze jego podstawy s}

(IV 67) DErFINICIA. Polbaze zbioru polwektoréw, a w sz;czegolnoscl potbaze modutu,

nazywamy skonczong wiedy i tylko wtedy, gdy jest ciaggiem skonczonym pélwektoréw
albo zbiorem pustym. M

(IV.68) PRzYKLAD. Niech modut # bgdzie dowolnym pierscieniem wielomianowym
regularnym 2 [«/]. Ciag wielomianéw B:=(1"=e, A1, 42, ...), gdzie 1 jest wielomianem
(IL27), a e wielomianem jedynkowym, jest ukltadem pétwektoréw liniowo niezaleznych,
poniewaz dla kazdego jego skoniczonego podciagu (1, ..., A*), k;#k; dla j#I, mamy
dia dowolnych elementéw a,, ..., 4, € & :

1l

ky— e
'21 ag, AV =0=>ay =...=a,,=0.
J—_-

Dla kazdego wielomianu &:=(a,, @y, ..., a,,0,0, ...) e 2[], a,#0, mamy
[ lra—age—a,A—...—a,A"=o,
a dla a=o0 jest 1-a+0-e=o0, wobec czego B jest potbaza modutu #.
~ Jak fatwo spostrzec, dla podmodutu #®™ utworzonego ze wszystkich wielomianéw
z P[s/] stopnia co najwyzej ne N, istnieje poibaza skonczona (A°=e, A%, ...,4"). W
(IV.69) DEFINICIA. Zbiér pélwektorow W< H w module 2 o podstawie $ nazywamy
n-wymiarowym (ne M,) wtedy i tylko wtedy, gdy ma pétbazg skoficzona i kazda jego
polbaza jest utworzona z n pdtwektoréw liniowo niezaleznych. M
(IV.70) DEFINICIA. Modut # nazywamy n-wymiarowym (n e R,) wtedy i tylko wtedy,
gdy jego podstawa jest n-wymiarowa. W
(IV.71) DEeFNiCIA. Wymiarem n-wymiarowego zbioru polwektoréw A (n-wymiarowego
modulu ) nazywamy liczbe n. W .

W rozdziale niniejszym przyjmujemy, Ze symbol #,; oznacza dowolny modut n-wy-
miarowy.
(IV.72) TWIERDZENIE. Jezeli w module regularnym # o podstawie $ zbiér pélwektorow
(Iv.73) *)I uB, gdzie ANB=0,

jest zbiorem wyrazéw pélbazy zbioru pélwektoréow G <9, a ve ® jest takim pélwektorem,
zev ¢ B i zbior B U {v} jest utworzony z polwektorow liniowo niezaleznych, to istnieje taki
polwektor ue W, ze dowolny ciqg utworzony przez ustalenie kolejnosci elementéw zbroru
(IV.74) Di=(A-{uphuBu{v}

jest polbazq zbioru ®.

Dowéd. Z zalozenia, ze zbiér B L {v}, gdzie v ¢ B, jest utworzony z poiwektoréw
liniowo niezaleznych, wynika, Ze B nie jest zbiorem wyrazéw poétbazy zbioru 6, wobec
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czego A nie jest zbiorem pustym. Z zatoZenia istnieja takie péiwektory uy, ..., u, e %,
Yis s V€8, r>0, 50, oraz takie elementy c, a, ..., d,, by, ..., b€ o, ze

r 3 :
@ v+ Y aue+ Y, bv;=0, c#0,
' . k=1 i=1 :
i co najmniej jeden z elementéw a, ..., a,, powiedzmy a,, nie jest zerem. Mamy
: t—1 r F ]
(i) a,u,=—Ccv— E aum— Y, awe— Y byv;, a#0.
k=1 k=t+1 i=1

Z zalozenia dla dowolnego pétwektora x € ® istnieja takie potwektory wy, ..., w,e W U B
i takie elementy y, 4, ..., %, € &, Ze

q .
X+ Y, we=o0, 7#0,
k=1
skad

q
(iii) ya, X+ Y o4awe=0, ya,#0.
k=1

Jezeliu, € {Wy, ..., W}, to podstawiajac w (iii) wzor (ii) eliminujemy pétwektor u,, a wpro-
wadzamy potwektor v. Wynika stad, Ze dla kazdego pétwektora x € ® istnieja w zbiorze
(IV.74) dla u=u, takie pétwektory y,, ..., Vs, Ze potwektory X, yy, ..., ¥4 sa liniowo za-
lezne. Gdyby zbiér D nie byt zbiorem péwektoréw liniowo niezaleznych, istnialyby takie
potwektory zj, ...,z e (A—~{u}) u B i takie clementy B, By, ..., € o nie wszystkie
réwne zeru, e .

-~

1
(l\"') JEJ. ﬁij"'ﬁf:o.

Gdyby p=0, oznaczatoby to liniowa zaleznoé¢ potwektoréw zg, ...,z € A U B, wbrew
zaloZeniu. Zatem f+#0 i na mocy (i) i (iv) byloby

[ 1
Bev+ Y, apu+ Y, b;pv;=o0, Pev+ ) Bjcz;=o0,
i=1 j=1-

T

1
skad

ro 2 {
z a,‘ﬁ“k+ Z bjﬁ"j“_ Z ﬁjCZj=0. N
k=1 =1 j=1 ;
PoniewaZ uy, ..., Ups Va5 0005 Vsy Zgo s ZEWUDB, Wy, ooy Wy g, Wopq, oeesy Upy Vg ones Vs
Zy, ..., L7, oraz a, f#0, oznaczaloby to, ze w W U B istnieje podzbidr pétwektorow
liniowo zaleznych, wbrew zafozeniu. Zatem D jest zbiorem pdlwektoréw liniowo nieza-
leznych. Z powyZszego wynika teza. M

Twierdzenie (IV.72) okresla mozliwos¢ wprowadzania na drodze wymiany nowych
potwektoréw do potbazy dowolnego zbioru pétwektoréw w dowolnym regularnym mo-
dule .

(IV.75) TwiBRDZENIB. Jezeli w module regularnym # o podstawie $ zbiér pélwektoréw
® <9 ma pdlbaze utworzong z'n pélwektoréw liniowo niezaleinych (ne R,), to jest zbio-
rem n-wymiarowym. -5
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Dowéd. Z zalozenia istnieje pélbaza A:=(u,, ..., u,) zbioru G. Jezeli n=0, to A=0
i zbior G jest utworzony z jednego tylko pétwektora zerowego, a jedyna jego pétbaza jest
zbidér pusty O, skad wynika teza. MozZemy odtad zatozyé, Ze n#0, tzn. ne M. Gdyby
w ® istniata inna jeszcze pétbaza € zawierajaca wigcej niz n pdlwektoréw liniowo nieza-
leznych, moZna by z niej wybra¢ n+1 pélwektoréw liniowo niezaleznych vy, ..., Vot q-
Wprowadzajac do polbazy na mocy twierdzenia (IV.72) kolejno pétwektory vy, ..., ¥,
(tzn. przyjmujac w (IV.74) kolejno B=D0, {v,}, ..., {Vy, ..., V,—1}), otrzymaliby$my ciag
(¥4, .--»V,) jako nowa podlbaze zbiorn &. Wobec tego pdtwektory vy, ...,V,., bylyby
liniowo zalezne, wbrew zatoZeniu. Oznacza to, Zze pétbaza € nie moze mieé wiecej niz
n potwektordw liniowo niezaleznych. Analogicznie, pétbaza 9 nie moze mieé wigcej pdl-
wektoréw liniowo niezaleznych niz péibaza €. Zatem pétbaza € musi byé utworzona
z n potwektoréw liniowo niezaleznych. Ze wzgledu na dowolnoéé pétbazy & otrzymujemy
stad teze.© WM '
(IV.76) TWIERDZENIE. Jezeli modul regularny ma pélbaze utworzonq z n pdlwektoréw
liniowo m'ezafez"nych (neNy), to jest modulem n-wymiarowym.

Dowdd wynika jako przypadek szezegélny z twierdzenia poprzedniego. WM
(IV.77) TwIErRDZENIE. Kazdy regularny modul ciggowy n-tego stopnia (n€ M) jest mo-
dulem n-wymiarowym. .

Dowdd. Sprawdzamy z latwoscia, ze ciag pétwektorow (vy, ...,v,), gdzie
v:=(1,0,..,0), v;:=(0,1,0,...,0), .., v.:=(0,..,0,1),
czyli
(Iv.78) Vi =01y - 5085 k=1,
gdzie &y (k, le M) jest tzw. symbolem Kroneckera okreslonym wzorem

6__0 dla  k#l,
N1 dla k=1

jest potbaza dowolnego regularnego modutu ciaggowego n-tego stopnia &. Wobec tego
na mocy twierdzenia (IV.76) & jest modulem n-wymiarowym. M

(IV.79) TWIERDZENIE. W zbiorze n-wymiarowym ®<$ w module regularnym # o pod-
stawie § kazdy uklad k<n polwektoréw liniowo niezaleznych -mozina uzupelnié¢ p—k pdi-
wektorami (k<p<n) tak, aby otrzymaé uklad p pélwektoréw liniowo niezaleznych, nato-
miast kazdy ukiad n pdlwektoréw liniowo niezaleznych w ® jest pélbaza tego zbioru.

Dowéd. Niech (V1) ..., V) (k<n) bedzie uktadem poétwektoréw liniowo niezaleznych,
a B:=(u,, ...,.u,) — pditbaza zbioru n-wymiarowego &. Wprowadzajac na mocy twier-
dzenia (1V.72) kolejno do pélbazy pétwektory vy, ..., ¥y, otrzymujemy pétbazg zawiera-
jaca te pélwektory, z ktérej w przypadku k<p<n mozna wybra¢ zadany ukiad p pot-
Wektorow liniowo niezaleznych, i ktéra w przypadku k=n jest ciggiem (vl, wny). N

(IV.80) TwmRDZENIE. W regularnym module n-wymmrowym H kazdy uklad k<n pol—
wektoréw liniowo niezaleinych mozna uzupeini¢ p—k pdlwektorami (k<p<n) tak, aby
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otrzymaé uklad p polwektoréw liniowe niezaleznych, natomiast kazdy ukiad n pélwelkioréw
liniowo niezaleznych jest pdlbazq modulu H.

Dowéd wynika jako przypadek szczegélny z twierdzenia poprzedniego. Ml
(IV.81) TWIERDZENIE. Wymiar dowolnego podmodulu w regularnym module n-wymiarowym:
H nie moze byé wiekszy niz n. _ _

Dowdéd. Na mocy twierdzenia poprzedniego liczba péiwektorow liniowo niezalez-
nych w 3 nie moze by¢ wigksza niz n, skad wynika teza. M

(IV.82) PrzyYKeAD. Niech $ bedzie zbiorem wszystkich par uporzadkowanch postaci
(m, n), gdzie m i n sa liczbami catkowitymi, czyli m,ne Z. Niech +, —, o beda operacja-
mi okreslonymi w zbiorze § wzorami:

(m,n)+(p, 9):=(m+p,n+q),
—(m,n):=(—m, —n),
o:=(0’, 0), m,n,p,ge%,
a - mnozeniem okreslonym dla dowolnej uporzadkowanej pary (m,n)€ 9 i dowolnej
liczby catkowitej a e 2 wzorem

a(m,n)=(am, an).

Sprawdzamy VA latwoscwﬂ ze szdstka uporzadkowana 5°: (5, 4, =50, &, ) jest mo-
dulem regularnym. Polwektory

1:=(1:0): u2:=(0,1)
s liniowo niezaleZzne, poniewaZz dla dowolnych a;,a, € & jest :
ayuy+au;=0=(0,0)=a; =a,=0.

Kazdy polwektor w:=(m, n) e # mozna przedstawi¢ w postaci w=rmu, +nu,, co ozna-
cza, ze poélwektory w, u,, u, sa liniowo zalezne. Wobec tego B:=(u,, u,) jest polbaza
modutu #, ktéry na mocy twierdzenia (IV.76) jest dwuwymiarowy.

Niech teraz ® bedzie zbiorem wszystkich par uporzadkowanych (m, n) € 5, w kto-
rych m i n sa liczbami catkowitymi parzystymi. Széstka uporzadkowana %:=(®, +, —
0, Z, -) jest podmodulem wiaciwym modutu 2. Sprawdzamy, ze pétwektory

v:=(2,0), v;:=(0,2)
sg liniowo niezalezne i (v,,v,) jest potbaza podmoduhl 4, ktory tym samym jest modu-

- fem dwuwymiarowym,

Jak widaé, podmodut w}asciwy modutu #-wymiarowego moze byé modulem réwniez
n-wymiarowymn.

Gdyby$my jako & wzigli zbior wszystkrch par uporzagdkowanych postaci (m, m),
gdzie m jest dowolna liczba catkowits, otrzymalibyémy podmodut ¢ jednowymiarowy
z polbazg ((1, 1)). W
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(IV.83) TWIERDZENIE. W dowolnym regularnym module 3#:=($, +, —,0,, ) dla
kazdego n-wymiarowego zbioru W< $H podmodul A (W) jest n-wymiarowy. W szczegolnosci
A ({uy, ..., w,}), gdzie uy, ..., w, € # sq polwektorami liniowo niezaleznymi, jest podmo-
dulem n-wymiarowym.

Dowdéd. Niech (vy,...,V,), gdzie vy, ...,v,€ U, bedzie poélbaza zbioru UA. Niech
x € A (). Istniejg zatem takie pélwektory wy, ..., w, € A i takie elementy ¢y, ..., e, €,
76 X=¢; Wy+...+¢; W,, a ponadto dla kazdego pélwektora w,, ke {1, ..., p}, istnieja
takie elementy a;, @iy, ..., @, € & nie wszystkie réwne zeru, Ze '

=1

Gdyby a,=0, oznaczaloby to liniowg zalezno$¢ polwektoréw vy, ...,v, wbrew zatoze-
niu. Zatem @, ... @, X=@; ... @, ¢y W1 +...+a, ... a, ¢, w,, gdzie a, ... a,#0, a po pod-
stawieniu (v) i po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnos$¢ postaci

n
1 ..a,x-l— Zl bj“'j:‘D,
i=

co oznacza, ze polwektory x,v;,...,¥, sq liniowo zalezne. Ze wzgledu na dowolnosé
potwektora x wnioskujemy, Ze (vy, ..., V,) jest pétbazg podmodutu " (), ktéry na mocy
twierdzenia (IV.76) jest modulem n-wymiarowym. W przypadku szczeg6lnym, gdy U:=
:={uy, ..., u,}, gdzie uy, ..., u, sg polwektorami liniowo niezaleznymi, ciag (uy, ..., u,)
jest dla 2 polbaza i na mocy juz udowodnionej pierwszej czeéci twierdzenia of () jest
podmodulem n-wymiarowym. M

(IV.84) TWIERDZENIE. Dla dowolnej macierzy regularnej Ay, ,, wymiar modulu wierszo-
wego jest réwny wymiarowi moduli kolumnowego i réwny zardéwno liczbie liniowo nieza-
leznych wierszy jak i liczbie liniowo niezaleznych kolumn macierzy A.

Dowéd wynika z twierdzen (IV.63) i (IV.83). M

(1V.85) DEFINICIA. Pétbaze modulu #,; nazywamy bazq tego modutu wtedy i tylko
wtedy, gdy #(,; jest modulem rozpigtym na tej-potbazie. W

(IV.86) PRrzYKLAD. Pélbaza B modulu # z przykiadu (IV.68) jest baza tego modu-
., H

(IV.87) TWIERDZENIE. Jezeli B jest bazq modulu # ',y nad pierscieniem o, to kaidy pdl-
wektor u € #',, mozna i to w sposcb jednoznaczny przedstawié¢ w postaci kombinacji linio-
wej polwektoréw z bazy

Dowéd. Z definicji bazy wynika, ze kazdy péiwektor u e #,; moina przedstawi¢
w postaci kombinacji liniowej polrwektorow z bazy B. Gdyby istnialy dwa takie przed- -
stawienia

n
(VI) u= Z ap i, U= Z bkviu
k=1 k=1
gdzie )
' Wiy ooy Upy V1o ooes Yo €8, @4y ..oy Gy byy ooy D€ A,
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wtedy mogliby§my przez wy, ..., W, oznaczy¢ wszystkie rézne péiwektory sposréd my, ...
iy Wy Vis ..oy ¥y 1 pOniewaz (wy, ..., W) bylby utworzony z réznych wyrazéw bazy B,
pétwektory wy, ..., W, bylyby liniowo niezalezne. Gdyby wprowadzi¢

ooy @ 8y istnicje takie ke 11, ey} 20 =R,
"710  w pozostalych przypadkach

Qe b, gdy istnieje takie ke {l, ..., n}, Ze w;=¥,
710  w pozostatych przypadkach,

gdzie j=1, ..., s, wtedy wzory (vi) mozna by napisaé w postaci

5 8
=Y W Z Wi
k=1 k=1

skad

Mh

] (ce—d)wi=0

i na mocy (IV.55) ¢,=d dla k=1, ..., s. Oznacza to, ze ptzedstaivienia (vi) sg-identycz-
ne. M

k

§ IV.4. Przestrzenie liniowe. Wektory

(IV.88) DEFINICIA. Przestrzeniq liniowq albo przestrzeniq wektorowq nazywamy kazdy
modul regularny nad cialem. :

(IV.89) DEFRINICIA. Wektorem nazywamy kazdy pétwektor z dowolnej przestrzeni linio-
wej. W
Jak wida¢ z przyktadu (IV.82), nie kazdy modut regularny jest przestrzenig liniowa.
Dla uproszczenia przyjmujemy, Zze w niniejszym rozdziale symbol # oznacza dowolne
cialo, symbol & dowolng przestrzen liniowa nad tialem %, a symbol .2’[,,1 dowolng n-wy-
miarowa przestrzen liniowa nad cialem 4.

(IV.90) TWIERDZENIE. Jezeli wektory Uy, ..., u, €% sq liniowo zaleine, to istnieje po-
migdzy nimi wektor bedacy kombinacjq liniowg pozostalych.

Dowéd. Z zalozenia istnieja takie ay, ..., a, € %, ze

Z ajul=0-i'\ V ak;&O.
j=1 {1,.

ke{l,...,m}

Gdy m=2, mamy stad

k-1 a; m a;
W=— | __‘uj_ "—‘"j
j=1 ay J'Tk‘l'l akl

Gdy m=1, wtedy 'a;u; =0Aa, #0, skad na mocy (IV.22) u =0, wobec czego u, jest
kombinacja liniowa wektoréw pozostalych, tzn. wektoréw ze zbioru pustego. Wl
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(1v.91) TwIERDZENIE. Kaida pélbaza B przestrzeni liniowej & jest bazq tej przestrzeni,

Dowdd. Na mocy definicji pétbazy dla kazdego wektora u % istniejg takie wektory
uy, ..., U, €B i takie elementy o, o, ..., &, €F, Ze '

m
out Y ou;=0Aa#0,
j=1

" skad
Ll (7
) u=— Y —Lu,.
j=1 &
Oznacza to, ze u € A (B). Ze wzgledu na dowolnosé wektora u €% oraz twierdzenie (IV.36)
otrzymujemy stad ¥ =¢"(B). Oznacza to, ze B jest baza przestrzeni liniowej.%. M

(IV.92) DEerNICIA. Przestrzed liniowa % nazywamy podprzestrzeniq liniowq przestrzeni
liniowej % wtedy i tylko wtedy, gdy % jest podmodulem przestrzeni liniowej . W

(IV.93) PRzYKLAD. Modut 3 rozpatrywany w przykladzie (IV.60) jest podprzestrzenia
liniowa dla przestrzeni liniowej & utworzonej przez wszystkie wwlorma.ny nad ciatem

2. M
(IV.94) DEFINICIA. Przestrzen liniowa % nazywamy podprzestrzeniq liniowg wlasciwg
(trywialng) przestrzeni liniowej % wtedy i tylko wtedy, gdy jest podmodulem wiasciwym
(trywialnym) przestrzeni liniowej .. W
(IV.95) TwrDZENIE. Jedynq n-wymiarowgq podprzestrzeniq liniowg w .t’m Jest sama
przestrzen Ly . |

Dowéd. Niech % bedzie dowolng n-wymiarowa podprzestrzenia liniowa w Zp,;.
Istnieje zatem jej baza B=(u,, ..., u,). Na mocy twierdzenia (IV.91) B jest réwniez baza
dla..g[,'] 1 U= X(EB) g[n] . !
(IV.96) TWIBRDZENIE. Podprzestrzen liniowa k-wymiarowa U przestrzeni liniowej ¥,
Jest wlasciwa wiedy i tylko wtedy, gdy 1<k<n—1.

‘Dowéd wynika z twierdzer (Iv.el i (Iv.95). ™
(Iv.97) DEFINICIA. Przestrzem‘é ciggowq n-tego stopnia (n € N) nazywamy kazdy modut
ciggowy n-tego stopnia nad cialem. M '
(IV.98) DEFINICIA. Przestrzeniq unitarng n-tego stopnia nazywamy modut ciggowy n-tego
stopnia nad cialem liczb zespolonych 4. W
(IV.99) DEFINICIA. Przestrzeniq eukiiaesowq n-tego stopnia nazywamy modut ciggowy
n-tego stopnia nad ciatem liczb rzeczywistych £Z. WM

Jak wynika z powyzszych definicji i twierdzenia (IV.77); przestrzenie ciggowe n-tego
stopnia, a wszczegdlnosci przestrzenie unitarne n-tego stopnia i przestrzenie euklidesowe
n-tego stopnia, sg przestrzeniami liniowymi n-wymiarowymi,
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§ IV.5. Przestrzenie metryczne

(IV.100) DEFINICIA. Zbiér X nazywamy-przestrzeniq metryczng, jesli jest okreslona funk-
cja '

6 1:2_;:{3,

e

zwana metrykq, gdzie D jest zbiorem tworzacym piersciefi uporzadkowany 2:=(D, +,
, —, 8 1,0, 1), spetniajaca nastepujace warunki dla dowolnych. x, y, z € X:

(IV3101) p(x,y)=0,

(1V.102) p(x,9)=0ex=y,
(Iv.103) p(x, )=p(y, x) (warunek symetrii),
(IV.104) p(x,<p(x,z)+p(z, y) (warunek trdjkata). WM

(IV.105) DErINICIA. Odleglosciq punktéw x,y € X, gdzie X jest przestrzenia metryczna
z metryka (i), nazywamy element p(x,7)e 2. W

Jeden i ten sam zbi6r mozna metryzowaé na rézne sposoby, tzn. moZna w nim réznie
definiowaé pojecie odleglodei, otrzymujac w ten sposdb rézne przestrzenie metryczne.

(IV.106) PrzYKEAD. JeZeli w zbiorze R® dla dowolnych jego elementéw
x:=(xy, %2, X3), ¥:=(V1,Y2,Y3)>

gdzie x,, x;, X3, V1, yz, ¥; € M, okresli¢ ich odleglos¢ wzorem

(1v.107) pi(x, 9)i=+(x; = y1)2 +(xs—y2)* + (x5 — y;)

(jest to tzw. odleglosé euklidesowa), to otrzymujemy w ten sposob przestrzein metryczng,
poniewaz funkcja (I'V.107) w spos6b oczywisty spetnia warunki (IV.101), (IV.102) 1 (IV.103),
anamocy twierdzenia (I.159) dla dowolnego punktu z:=(z,, z,, z;) € R, z,,2,,z, e R

—=(x1=2) (V1= 2)—(x2—22) (¥2—22) — (X3~ 23) (y3—23) <

‘~<~‘\/[(x1 =z, + (%, —25)* + (X3 — 23)° 1 [0 — 21)2 +(y2— Zz)z +(ys— 23)2] >
skad

P, 1=V — 20— (1 — 201+ [(¥2— 22)— (V2 — 22)1 >+ [(Xa — Z3) — (y3— Z3))° <

S\/(xx—zﬁz*'(h— 1)+ (%= 23)* + (V2= 22)* + (X3 — 23)° + (3 —z3)* +

.+2'\/£(x1_21)2+(x2_22)2+(x3_ 23)2] [(}’1"‘xx)%+(}’z"zz)2+(y3_za)2]=
=ps(x, 2)+py(2, ),

czyli jest réwniez spetniony warunek (IV.104),
Gdyby zamiast (IV.107) przyjaé

(IV.108) pa(x, J’):=Ix1"y1|+lxz"‘y2]+|x3—}’al,
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otrzymaliby$my z R*® inng przestrzen metryczna. Funkcja (IV.108) w sposSb oczywisty
spelnia warunki (IV.101), (IV.102) i (IV.103), a ponadto

pa(x, .V)=|(x1_z1)+(21_)’1)1+|(x2_zz)+(zz‘“}’z)'+|(x3_23)"’(23_};3)'4
*-'<~|x1“21|+ IZI _J’il‘*‘lxz"zzl'flzz_yzl +|x3—z3’+|23—y3|=
=p2(x’ z)+p2(z, J’),

czyli jest roéwniez spetniony warunek (IV.104). B

§ IV.6. Moduly z iloczynem skalarnym

(Iv.109) DeFINICIA. Modut # =(%, +, —, 0,9, ) nazywamy modulem z iloczynem
skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy:
I # jest modutem regularnym nad pierscieniem czg$ciowo uporzadkowanym .,
2° jest okreslona funkcja, zwana iloczynem skalarnym, ktéra kazdej uporzadkowanej
parze potwektordw x, y € # przyporzadkowuje element (X, y) € o ze spelnieniem dla
dowolnych x, y, z € o i dowolnego a € & nastgpujacych warunkow:

(IV.110) C(x,x>20,

v.1it) - (x, x)=0<x=o0,
(IV.112) X+y, =, +{y,2),
(IV.113) (x, ayd=a<x,y),
(IV.114) T & =, m

Z warunku (IV.114) wynika, Ze dla kazdego x € # jest {x, x) =X, x)*, skad na mocy
warunku 3° z definicji pierscienia czg§ciowo uporzadkowanego jest (X, X) € re &, gdzie
z zalozenia re & jest pier§cieniem uporzadkowanym. Wobec tego warunek (IV.110) ma
ZAWSZe Sens.

(IV.115) TWIERDZENIE. Jezeli #:=(9, +, —,0, o, *) jest modulem z iloczynem ska-
larnym, to dla dowolnych polwektorsw X, Y, 2z, X(, ..., Xms Y15 .., Ya € 1 dowolnego
ae .of jest '

Iv.116) (Y % ﬁl W= Y. 3 (x50
i=1 = i=1 k=1
av.117) ¢x,0)=40,x)=0,
(IV.118) ax, yy=a*(x,y),
(IV.119) KX, X, YO <X, XYL YD,

gdzie réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy pélwektory X iy sq liniowo zaleine.
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Wzér (IV.119) mozna napisaé w postaci
(v.120) » |x, yOPF <<x, x> <y, ¥
Dowbd. Na mocy (IV.112) i (IV.114) mamy
(X, Y2y =Cy+2, 0% =y, )"+ 2, XH*=<x, D +<{x, 2).

Na mocy tego wzoru oraz (IV.112) dowodzimy z latwoscia przez indukcje zupelng wzér
(IV.116). Mamy dalej na mocy (IV.116), (IV.113), (IV.114)

(X, 0)=<x, X+(—x))=<x, x)+<x, (=) x>=<{x, x)—<x, x)=0,
{o,x)=(x, 0)*=0%=0,
skad wzor (IV.117). Nastgpnie na mocy (IV. 113) i (IV 114)
{ax, ¥y =<y, axd*=(aly, X))* =y, X)*a*=a*(y, D*=a*(x, y),

skad wzor (IV.118). Gdy {x, x) =0, wtedy na mocy (IV.111) jest x=o0, na mocy (1V.117)
jest (x, y»=0i warunek (IV.119) jest spetniony jako réwnosé. Ponadto wtedy 1-x+0-y=o,
co oznacza, Ze x i y sa liniowo zalezne. Mozemy teraz ograniczy¢ si¢ do przypadku, gdy

@) (x, x>>0.
Na mocy (IV.110) mamy
(i) KX, Yy X=<X, XD Y, <X, YO X—<X, x)y) >0,

czyli na mocy (IV.116), (IV. 113) i(IV.118)
x, y>*<x > <%, x> =<, YO*X, X)<x, Y —<x, X) <x VLY, X+
+<x, x)* <y, y>20,
skad na mocy przemiennoéci pierécienia of i wzoru (IV.114)

(iif) x, X (¢, x) €y, ¥ — <X, yO*(x, ¥)) >0.

Wynika stad nieréwnosé¢ (IV.119), bo w przeciwnym przypadku na mocy (i) warunek (iii),
a z nim i (ii) nie bylyby spelnione. :
Na mocy (I.166) wzér (IV.119) mozna napisaé w postaci (IV.120).
Jezeli we wzorze (IV.119) zachodzi réwnosé, to réwniez w (iii) i w (n), skgd na mocy

(Iv.111)
x, yOx—(x, x>y=o,

co na mocy (i) oznacza, ze péiwektory x i y sa liniowo zalezne. Jezeli — odwrotnie — pol-
wektory X i y sq liniowo zalezne, to istnieja takie elementy a, b € o7, z ktérych co najmniej
jeden nie jest zerem, Ze ax +by=o0. Z uwagi na (i) jest x #0, wobec czego b#0. Mamy wtedy

b*b<{x, y)*(x, yy=<x, by)*(x, by) =a*a<x, x)?,
b*b <(x, x) <y, y)=<x, x> <by, by)=a*a{x, x)?,
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skad (x, y)¥{x, y) =<{x, x)<¥, y). Zatem dla x i y liniowo zaleznych we wzorze (IV.119)
mamy rownoé¢. M

(IV.121) DEgFINICIA. Normq kwadratowgq w module #:=($, +, —, 0, «, *) z iloczynem
skalarnym nazywamy funkcje, ktéra kazdemu pélWektoro“n XeH przyporzqdkowuje.
element z &

(Iv.122) ' x| :=<x,x>. m

(IV.123) TwierDZENIE. W kazdym module 3 z iloczynem skalarnym norma kwadratowa
ma nastepujqce wlasnosci, gdz:e X,y sq dowolnymi poiwektoram: z #, a a dowolnym ele-
mentem z pierscienia sf:

(IV.124) |Ix|f*>0,
- (Iv.125) o |X[[?=0<>x=0,
| (1V:126) ||ax||*=a*a||x||?,
(Iv.127) )12 =[x+ Iyl 24+ <x, ¥9* +<x, ¥,
av.128) <x, 5, vy <|fx] Iy
Wzory (IY. 126) i (IV.128) mozna napisac¢ w postaci
(IV.129) - [lax{[*= [a*]|x][?,
(IV.130) - KPPl
Gdy o Jjest cialem liczb zespolonych €, wzér (IV.127) mozna napisaé w postaci
v.131) eyl P=lxIP P+ 2 e cx,

a gdy s jest cialem liczb rzeczywistych &, w postaci
(Iv.132) I+ 3|12 = x|+ |y +2 <x, 3 -

Dowéd. Wlasno¢ (IV.124) wynika z (IV.110), a wlasnosé (IV.125) z (IV.111). Wiasnoé:
(IV.126) wynika z (IV.113) i (IV.118). Nast¢gpnie na mocy (IV.116) mamy

le-l;y||2.=<x+y, x+y)=¢X, X)+<¥, ) +<{x, P+, %),

skad na mocy (IV.122) i (IV.114) otrzymujemy (IV.127). Wz6r (IV.128) wynika z (IV.119)..
Wzory (IV.126) i (IV.128) przyjmuja postaé (IV.129) i (IV.130) na mocy (1.166). Gdy & jest. |
cialem liczb zespolonych, wtedy (x,y)=re{x, y>+iim<{x,y), <X, y)*=re(x,y)—
—iim (X, y), wobec czego z (IV.127) wynika (IV.131). Gdy & jest cialem liczb rzeczywis-
tych, wtedy {x *=(x, y), wobec czego wzor (IV 127) mozna napisa¢ w postaci
Iv.132. m

(IV.133) Pazykrap. Niech # bedzie modulem ntworzonym przez wszystkie wielomiany
- stopnia co najwyzej drugiego nad cialem liczb zespolonych %. Dla dowolnych wielo--
mianéw e 5

ui=age+ayA+a A%, vi=bge+byA+b,4A%
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gdzie aq, ay, da, by, by, by € €, e jest wiclomianem jedynkowym, a 1 wielomianem
(I1.27), mozna okresli¢ iloczyn skalarny wzorem
{u,vy:=agbo+aib+azb,.

Sprawdzamy, Ze sa spelnione wszystkie warunki (IV.110), ..., (IV.114), a wigc iloczyn
skalarny zostat okreslony poprawnie. Norma kwadratowa jest okreslona wzorem

||u|[?=as ao+at ay + a5 ay=|ao|* +|a;*+|a;. M |

(IV.134) Przykrap. Kazdy pierscien czgsciowo uporzadkowany o/ moze by¢ traktowany
jako modut z iloczynem skalarnym nad samym soba, jezeli okresli¢ w nim iloczyn skalarny
dla dowolnych x, y € & wzorem

(X, y):=x"y.

Sprawdzamy, Ze sa spelnione wszystkie warunki (IV.110), ..., (IV.114), a wigc iloczyn

skalarny zostat okreslony poprawnie. Norma kwadratowa jest okreslona wzorem
[Ix||*=x"x=[x". m

([V 135) TWIERDZENIE. W kazdym module macrerzowym H# n-tego stopnia (ne N) nad

pierScieniem czeSciowo uporzqdkowanym o funkcja okre.s‘lona dla dowolnych macigrzy
Apny ¥ Byyy wzorem

(IV.136) _ (4, By:=1r(4*GB),
gdzie Gy, jest macierzq hermitowskq postaci
(IV.137) G=C*C,
a Cp,; dowolng macie}'zq quasi-nieosobliwg w n-tym stopniu, jest ffoczyner_n skalarnym.
Dowdd. Na mocy twierdzenia (I11.192) mamy
'I {4, 4)=tr ((CA)*CA)>0 {4,4)=0<CA=0,.

Ale dla macierzy C istnieje taka macierz C,, i taki element « € o, 2 #0, ze CCp,;=Cp,;C=
=uly,;, wobec czego

(A, A)=0<C;;;CA=0 < 0A=0 < A=0.

Z powyzszego wynika, ze funkcja (IV.136) spelnia warunki (IV.110) i’ (IV.]hl 1). Mamy
dalej na mocy (II1.179) i (II1.180) dla dowolnych macierzy Ag,;, By, Dpy € # 1 dowolnego
aesd -

{A+D, By=tr((A+D)*GB)=tr(4*GB +D*GB)=tr(4*GB)+tr (D*GB)=
£ ' =_<A3B>+(D=B>’
(A, aB)=tr(4*GaB)=tr (uA*GB)=a tr(A*GB)=a {4, B),

co oznacza, ze funkcja (IV.136) spetnia réwniez warunki (IV.112) Ii (IV.113). Wreszcie
na mocy (II1.183) mamy

{4, By*=(tr(4*GB))*=tr (4*GB)*=tr (B*GA)=(B, A),
1
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co oznacza, ze funkcja (IV.136) spetnia takze warunek (IV.114) i na mocy definicji (IV.109)
jest iloczynem skalarnym.

Na mocy definicji (IV.121) w module macierzowym # n-tego stopma. z iloczynem
skalarnym (IV.136) jest okreslona norma kwadratowa

n n

(1V.138) |4]|> =<4, 4y=tr(4*GA)= 2 2 g ag, g Ay =
- Z E !g:l

=1 k=1

%MQ

1“5 Clnt Ok ;=
= E Z ( Z cnlial_;) ( Z cmiaﬂ)s
j=1m=1 |=1
dla ktorej wzoér (IV.127) przyjmuje postaé:
(IV.139) |4+ B]|>=||4])> +||B||* + tr (B*GA) + tr (4*GB).

Szczeg6lng role odgrywa iloczyn skalarny (IV.136) w przypadku, gdy G=1,;. Mamy
wtedy

(IV.140) (A, BY:=tr(4*B),
a wzbr (IV.139) przyjmuje postac: . i
(1V.141) ||A4+B||>=||4]|+||B]|* +tr (B*4) +tr (4*B). '

(IV.142) TwWIERDZENIE. W kazdym module ciggowym H# n-tego stopnia nad pierScieniem
czeSciowo uporzqdkowanym o funkcja okreslona dla dowolnych ciqgdw

8:=(15.... ), Bi=(bi,....5):  @iy.ees @ya by, ..., b,

wzorenv

(IV.143)  <a,by:=(d, By= ): a;gmbk—E(Zc:a:)(ana:)

gdzie A i B sq polwekforami kolumnowymi nad pierscieniem o okreSlonymi wzorami

' ' ag bi
(IV.144) A:=|:|, B:=[:],
: a, b,

a { A, B) jest iloczynem skalarnym (IV.136) w module macierzowym n-tego stopnia nad piers-
cieniem o, jest tloczynem skalarnym w module ciagowym 7. ;

Dowdd. Poniewaz macierze (IV.144) sa n-tego stopnia, twierdzenie wynika z twier-
dzenia poprzedniego. M -

Szczegolna rolg odgrywa iloczyn skalarny (IV 143) w przypadku, gdy iloczyn skalarny
(IV.136) ma postaé (IV.140). Mamy wtedy

(IV.145) (a,bp= Z a*b;.
i=1

® Wektory 4 maclierze t, I
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(IV.146) DErINICIA. Modul & nazywamy podmodulem z iloczynem skalarnym modutu Ji"-
z iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest podmoduiem modutu 7 i iloczyn
skalarny w ¢ jest iloczynem skalarnym modutu # zredukowanym do podmodutu . g

(IV.147) PrzykiAp. Modut wierszowy i modul kolumnowy dowolnej macierzy Apnm
nad pierécieniem czgsciowo uporzadkowanym &7 rozpatrujemy z reguly jako podmoduty
z iloczynem skalarnym (1V.143) modulu ciggowego odpowiednio n-wymiarowego i m-wy-
miarowego nad pierfcieniem . M ‘

§ 1V.7. Moduly unormowane

(1v.148) DermNICIA. Modut J# nazywamy unormowanym wtedy i tylko wtedy, éd;
1° J# jest regularnym modufem nad pierScieniem o/ z wartoscig bezwzgledna,
~ 2° jest okre§lona funkcja zwana normg, ktéra kazdemu pétwektorowi x € # przypo-
rzadkowuje element ||x|| ere o/ ze spemieniem dla dowolnych x,ye# i dowolnego
a € o nastepujacych warunkéw:

(1V.149) lIx]|=o0,

(1V.150) [lx]|=0 < x=o,
(v.151) © |lax||=la][[x]],
(IV.152) lx+yli<|x]|+]lyl]. =

(IV.153) DermNiciA. Normg¢ w module 5# z iloczynem skalarnym nazywamy naturaing
wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat tej normy jest norma kwadratowa (IV.122). W

(IV.154) TWIERDZENE. W module # z iloczynem skalarnym nad pierscieniem s z war-
to$ciq bezwzgledng norma naturalna istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego pélwektora
X € 3 istnieje pierwiastek kwadratowy \J{x,X) € Te .

Dowéd. Jezeli w module & istnieje norma naturalna, to na mocy (IV.122) dla kazdego
potwektora x € S istnieje pierwiastek kwadratowy J x,x>ere .

Jezeli — odwrotnie — dla kazdego pélwektora x € o istnieje \/ {x, X) ere &, rozwazmy
funkcje

(I1V.155) ||| :=v/¢x, xp.

Spetnia ona na mocy (FV.110) i (IV.111) warunki (IV.149) i (IV.150), a na mocy (IV.129)
warunek (I'V.151). Na mocy (I.187) i (1.184) jest dla dowolnych x, y € #°

|<x, YO* +<x, P < [Kx, ¥+ [Kx, v =2/Kx, ¥,
a poniewaz <{x, y>*+<X, y) € re &, wigc na mocy (IV.130)

. 39*+<x, 9> <2 o

llx-+311* <[l + w11+ 2 ]3]

i na mocy (IV.127)
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