Rozdzial 1V

Wektory

§ IV. 1. Moduly. Pélwektory

(IV.1) DEFINICIA. Lewostronnym modulem albo po prostu modulem nad piercieniem &f
nazywamy szostke uporzadkowana

O H:=(H, +,—,0,4,),

gdzie § jest zbiorem niepustym, (%, + , —, 0) jest grupa abelowa ze wzgledu na dodawanie
+ z wyréznionym elementem o, czyli dla dowolnych u, v, we $ sa spelnione warunki:

(1v.2) ' (u+v)+w=u+(v+w),

(IV.3) | o+u=u,

(Iv.4) - —u+u=o,
av.s) ' uv=v+u,

przy czym of jest pierscieniem, - jest dzialaniem zwanym umownie mnozeniem, ktére
kazdemu elementowi ue $ i kazdemu elementowi aes/ przyporzadkowuje element
aue $H zwany iloczynem u przez a, i dla dowolnych u,ve $ oraz dowolnych g, be o/
sa spelnione nastgpujace warunki; . '

(IV.6) _ a (u+v)=au+av,
(IV.7) K (a+b)u=au+bu,
(1v.8) (ab)u=a(bu),

a gdy o jest pierécieniem z jedynkag, to
(IV.9) _ lu=ul=u. M
(IV.10) DErRINICIA. Podstawq modulu (i) nazywamy zbiér . M

(IV.11) DEerNICIA. Pdlwektorem z moduiu (i) albo po prostu pdiwektorem nazywamy .
kazdy element podstawy $. WM
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Zdanie ,,u jest polwektorem z modulu #*° piszemy réwnieZz w postaciu € 3.
(IV.12) DEerINICIA. Pdlwektorem zerowym w module # nazywamy polwektor o e #
spetniajacy warunki (IV.3)1 (IV.4). H

W rozdziale niniejszym symbol 0 oznacza «/-zero, a symbol 1 — o/-jedynke.
(IV.13) TwierDZENIE. Dla kazidej uporzqdkowanej pary pdlwektoréw w,ve 3 istnieje
dokladnie jeden taki polwektor X, ze u+x=v.

Dowdd wynika z twierdzef (1.26) 1 (1.27). M

Taki pétwektor x € #, Ze u+x=v, gdzie u, v € 3, oznaczamy symbolem v—u.

(IV.14) PRZYKLAD. Zbiér wszystki_ch wielomianéw stopnia niewyzszego niz n nad piers-
cieniem & tworzy modut nad pierscieniem /. M
(IV.15) Przykeap. Kazdy pierécienn nad pierécieniem z jedynka &7 jest modutem nad

pierécieniem . Z przyktadu (IV.14) widaé, ze — odwrotnie — modut nad pierécieniem &
moze nie by¢ pierécieniem nad pierécieniem /. W

(IV.16) DerINICIA. Modulem zerowym nazywamy modut, ktérego podstawa zawiera tyiko
jeden pétwektor, a mianowicie potwektor zerowy o. W

(IV.17) TwierDZeNE. Dla dowolnego pélwektora u € # i dowolnego elementu a € sf jest:
(IV.18) SR Ou=o,
(Iv.19) ao=o0.

Dowdéd. Mamy au+0u=(a+0)u=au oraz au+ao=a(u+o0)=au, skad uzyskujemy
wzory (IV.18) i (IV.19). M

(IV.20) DerNiCIA. Pélwektor ue # nazywamy dzielgcym zero wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taki element a € o7, a#0, Ze au=o0, a jezeli ponadto uso, to nazywamy go wias-
ciwie dzielgcym zero. W

(IV.21) TWIBRDZENIE. Jezeli u € J# nie jest pélwektorem wiasciwie dzielgcym zero, to dla
dowolnych elementéw a, be o/

(IV.22) au=0=a=0vu=o,
(Iv.23) au=bupu#ec=a=h.

Jezeli dla u,v € 3 pélwektor u—v nie jest pétwektorem wfas‘aw;e dzielqcym zero, to dla do-
wolnego elementu a € o/

(I1v.24) au=agvAa#0=>u=yvy, 5 .

Dow6d. Implikacja (IV.22) wynika wprost z definicji (IV.20). Natomiast (IV.23)
wynika z (IV.22), poniewaz réwno$é au=bhu jest réwnowazna réwnosci (a—b)u=o.
Réwniez (IV.24) wynika z (IV.22), poniewaZ réwnoéé au=av jest réwnowazna réwnosci
alu—v)=0. N
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(IV.25) DErINICIA. Modut 5 nazywamy modulem bez dzielenia zera wtedy i tylko wtedy,
* gdy nie zawiera polwektor6w wiadciwie dzielacych zero. WM

(IV.26) TWIERDZENIE. Jezeli H# jest modulem bez dzielenia zera, to dla dowelnych poi-
wektoréw u, v € A i dowolnych elementéw a, b € o jest (IV.22), (IV.23) i (IV.24).

Dowdd wynika z definicji (IV.25) i twierdzenia (IV.21). B

(IV.27)  TWIERDZENIE. JezZeli modu! niezerowy X nad pierScieniem o jest modulem bez
dzielenia zera, to pierScien o nie zawiera wlasciwych dzielnikéw zera.

Dowdd. Niech ue #, u#o. Gdyby piersciern o/ zawierat wladciwe dzielniki zera,
istnialyby takie elementy a,be o, Ze a,b#0Aab=0. Pélwektor buo na mocy zalo-
zenia. Wobec tego potwektor a(bu) tez powinien by¢ niezerowy, a tymczasem a(bu)=
=(ab)u=0u=o0, co daloby sprzecznos¢. Zatem piersciefi & nie zawiera wlasciwych dziel-
nikéw zera. M

(Iv.28) DgFmNICIA. Modut %:=(6, +, —,0, %, -) nazywamy podmodulem modulu
Hi=(9, +, —, 0, H, ) wtedy i tylko wtedy, gdy:

1°6GcyH,

2° & jest podpierscieniem &/,

3° operacje w ¥ sa operacjami z # zredukowanymi do zbioru G i podpierscienia 4,
tzn., ze dla dowolnych polwektoréw u, v € 3¢ i dowolnego elementu g e &

(IV.29) ue Ave(ﬁﬁui-veffiz\—ﬁe(ﬁ,
(IV.30) nebrae@=auc®G. B

(IV.31) TwierDZENIE. Jezeli dla modulu 5, dla podzbioru ® oraz podpierscienia & sq Spel-
nione warunki (IV.29) i (IV.30), to széstka uporzqdkowana 4:=(®, +,—, o, &, -) jest modu-
lem i jest podmodulem modulu .

Dowdéd polega na sprawdzeniu, ze dla széstki uporzadkowanej % sa spetnione wszyst-
kie warunki (IV.2), ..., (IV.8), czyli ze ¥ jest modulem. Wtedy na mocy definicji (IV.ZB)
% jest podmodutem modulu . B

(IV.32) DerNICIA. Podmodulami trywialnymi dowolncgo modulu # nazywamy modut
zerowy 1 sam modut . W

(IV.33) DEFINICIA. Podmodulem wlasciwym dowolnego modutu 5 nazywamy kazdy jego
podmodut nietrywialny. W

(IV.34) PRrzYKEAD. Zbiér wszystkich wielomianéw stopnia co najwyzej n nad pierscie-
niem liczb catkowitych 2 tworzy podmodul wladciwy modutu wszystkich wielomianéw ~
nad cialem liczb rzeczywistych 2. W

(IV.35) DermNICIA. Kombinacjq liniowq pdlwektorow uy, ...,y € nazywamy kazdy
potwektor postaci '

(ii) ui= ) au, gdzie ay,..,0,€L. W

k=1
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Zbi6r wszystkich kombmac_u liniowych pétwektorow nalctqcych do zbioru U, ozna-
czamy symbolem & (2). W szczegélnosci & (D)= {o}.
(IV.36) TWIBRDZENIE. Szdstka uporzqdkowana

(1V.37) | oA (W):=(RQ), +, —,0,,),

gdzie Nc=$H, a H jest podstawg modulu H:=(9, +, —, 0,4, -), jest podmodulem modu-
tu . ' o
; Dowéd. Sprawdzamy, ze dla dowolnych u, v € R(2) i dowolnego a € o jest u+ve
e REANHA —ue KA Aaue ](A), wobec czego na mocy twierdzenia (IV.31) otrzymujemy
teze. .
(IV.38) TwIBRDZENIE. Jeieli 4 jest dowolnym pbdm’aa’ufem modulu # i jego podstawa &
spelnia warunek W< ®, to A" (N) jest podmodulem .

Dowdd wynika z fakty, ze AcG=>/ (W)= i Zze na mocy tw1erdzema poprzedniego
A (N) jest modutem. M '

W $wietle twierdzenia (IV.38) modut # () moZna by nazwaé najmniejszym modulem
zawierajagcym zbidr 2.

(IV.39) DerNICIA. Modulem rozpigtym na zbiorze U, gdzie Uc$H, a $H jest podstawa
modutu 3, nazywamy podmodut 5 (). MW :
(IV.40) DEerNICIA. Modut .}i’:r‘-(sj, +, —, 0,4, -) nazywamy regularnym wtedy i tylko
wtedy, gdy: :

1° jest modulem bez dzielenia zera, : \

2° o jest pierscieniem calkowitym. W
(IV.41) DerNICIA. Modulem ciggowym n-tego stopnia (n € N) nad pierscieniem o albo
* po prostu modulem ciggowym nazywamy modut

(Iil) . -9"3=(9F,+,"‘,03W,‘):
gdzie U jest podstawa pierécienia ./, a operacje +, —, 0, - dla dowolnych pétwektorow
(i) wi=(ay,...,a), Vi=(by,...,b), @,...58,b,..,bed,

i dowolnego ¢ € o sg okreslone wzorami:

(Iv.42) u+v:=(a;+by, ..., a,+b,), _
(1v.43) —ui=(=ay, ..., ~4,), '
(IV.44) - 0:=(0, ...,0),

(1V.45) cu:=(cay,...,ca,). W

Sprawdzamy, ze operacje (IV.42), ..., (IV.45) spelniaja wszystkie warunki (IV.2), ...
.+ (IV.8), a zatem széstka uporzadkowana (jii) — istotnie — okre§la pewien modut nad
pierscieniem 7.
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(IV.46) DEFINICIA. Modulem macierzowym nad pierscieniem z transpozycjq o/ nazyWamy
modut . .

(IV47) .}f"=(%[&f], +, “,O,M,'),

gdzie T [o7] jest zbiorem wszystkich macierzy nad pierécieniem &7, a +, —, O, * s3 opera-
cjami z pierscienia macierzowego ./ [«/]. M

(IvV.48) DEFINICIA. Modulem macierzowym n-tego stopnia nad pierécieniem z transpozycjg
& nazywamy podmodut

(IV49) ';f(”): =(EI:[u] [d] E ) sy T s o) 3 o L] .) H

modutu (IV.47), gdzie T, [ ] jest zbiorem wszystkich macierzy n-tego stopnia z pierscienia
macierzowego # [/]. W

Zauwazmy teraz, ze kazdy wiersz dowolnej macierzy A, ,; (m,ne M) nad pierscie-
niem z transpozycja /. moze by¢ traktowany jako pétwektor modutu ciggowego n-tego
stopnia nad pierScieniem s/, a kazda kolumna tej macierzy jako pétwektor modutu cig-
gowego m-tego stopnia nad pierScieniem /.

(IvV.50) DERINICIA. Modulem wierszowym (kolumnowym) macierzy Ag, ., nad pierscie-
niem z transpozycja o/ nazywamy podmodut " (¥) modulu ciagowego n-tego stopnia
(m-tego stopnia) nad pierscieniem &/, gdzie X jest zbiorem wszystkich wierszy (kolumn)
macierzy Agn,j» @ 4 (¥) jest modulem rozpigtym na zbiorze X. W

§ IV.2. Liniowa niezaleinos¢ polwektorow

(IV.51) DEFINICIA. Potwektory uy, ..., u, € 2, gdzie #:=(9, +, —, 0, &, *), nazywamy
liniowo zaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja .takie elementy a,,...,a,c o, Z&

(Iv.52) . _ Y am=0A \/ a#0. W
k=1 : re{l,‘..,m}‘

(IV.53) DerNICJA. Potwektory uy,..., U, € # nazywamy liniowo niezaleznymi wtedy
i tylko wtedy, gdy nie sg liniowo zalezne. M

(IV.54) TWIERDZENIE. Pélwektory uy, ..., Uy € # sq liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowglnych Ay ooy Gu€ A '

(IV.55) Y au=0=a;=...=a,=0.

Dowéd wynika z definicji (IV.51) i (IV.53). W

(IV.56) TWIERDZENIE. Jezeli pélwektory uy, ..., u, € # sq liniowo zalezne, to dla dowol-
nych vy, ...,V,€ H pélwektoryu,, ..., 0y, ¥y, ..., V, 8¢ liniowo zaleine. -

Dowdd. Jezeli pétwektory wuy, ..., u, sa liniowo zalezne, to istnieja takie elementy
ay, ..., a, € o, z ktérych co najmniej jeden nie jest zerem, Ze zachodzi (IV.52). Przyjmujac

8 Wektory i macierze t. I
. ]
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b;=...=b,=0, mamy
m n
Y G+ ), byv;=o,
k=1 ji=1

co oznacza, Zze péiwektory Uy, ..., Uy, ¥y, ..., V, 53 liniowo zalezne. Il

(IV.57) DernNiciA. W dowolnym module S ukladem pélwektoréw liniowo niezaleznych
nazywamy kazdy taki ciag potwektoréw, skorczony lub nieskoriczony, ktérego kazdy
skoniczony podciag jest utworzony z pétwektoréw liniowo niezaleznych. M

Zbi6r pusty O traktujemy jako uktad pétwektoréw liniowo niezaleznych, poniewaz
nie zawiera Zadnego podciagu skoriczonego, a wigc spelnia warunek definicji (IV.57).

(IV.58) TWIERDZENIE, Jezeli pélwektory uy, ..., u, € # sq liniowo niezalezne, to tworzq
uklad pétwektoréw liniowo niezaleinych. ' _

Dowé6d. Gdyby w ciagu (u , ..., u,,) istnial podciag utworzony z pétwektorow liniowo
zaleznych, wtedy na mocy twierdzenia (IV.56) potwektory uy, ..., u, bylyby tez liniowo
zalezne, wbrew zatozeniu. W _

(IV.59) TWIERDZENIE. W dowolnym module # kazdy uklad pélwektoréw liniowo niezalez-
nych nie zawiera pdlwektoréw dzielgcych zero.

Dowéd. Dla dowolnego pdlwektora ue s# dzielacego zero istnieje z definicji taki
element a € &, a#0, Ze au=o0, co na mocy definicji (IV.51) oznacza, e u jest pdtwektorem
liniowo zaleznym, skad na mocy definicji (IV.57) wynika teza. :

(IV.60) PrzykrAD. Niech # bedzie modulem utworzonym przez wszystkie wielomiany
stopnia co najwyzej 2 nad cialem liczb rzeczywistych 2. Niech

ugimetA+A2,  uyi=—3e—A2, wugi=9e+3A+542,

gdzie A jest wiclomianem (I1.27), a e wielomianem jedynkowym. Wielomiany uy, u,, us
sa liniowo zalezne, poniewaZz 3u; —2u, —u3=o0. Natomiast u,, u, tworza uklad pélwek-
wektoréw liniowo niezaleznych, gdyz z réwnosci a, u; +a,u, =0, gdzie a,, a, € &, otrzy-
mujemy ; '
' (a,—3a,)e+ay A+(a;—a,) A*=o,
skad

a;—3a,=0, a;=0, al—azéo,
astad ay=a,=0. H

(IV.61) TwWIERDZENIE. W kazdej macierzy Ay, .y nad dowolnym' piericieniem przemiennym
z transpozycjq & zaréwno liczba liniowo niezaleznych wierszy jgk i liczba liniowo niezalez-
nych kolumn sq nie mniejsze niz najwyzszy stopier minoréw macierzy A nie bedqcych dziel-
nikami zera i nie wigksze niz najwyzszy stopierr minoréw macierzy A réinych od zera (gdy
macierz A nie ma takich minoréw, wtedy przyjmujemy, Ze najwyzszy ich stopien jest zerem).

Dowdd. Jezeli A=0, to na mocy twierdzenia (IV.59) liczba liniowo niezaleznych

~wierszy i liczba liniowo niezaleznych kolumn tej macierzy sa zerami. Poniewaz zar6wno
najwyzszy stopien minoréw macierzy 4 nie bedacych dzielnikami zera jak i najwyzszy
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stopien jej minoréw réznych od zera sa wtedy zerami, otrzymujemy stad teze. Mozemy
odtad przyjat, ze A#O. Niech r oznacza liczbe liniowo niezaleznych wierszy, s — liczbe
liniowo niezaleznych kolumn macierzy 4. Niech p oznacza najwyzszy stopiefl jej minoréw
nie bedacych dzielnikami zera, a ¢ — najwyzszy stopief jej minoréw réznych od zera.
Istnieje zatem minor _

e Tujy - Gy
i Cooan=Al T Pl=det,|. . ... ...
() Ji)”':.}‘p B

Qipjs -+ Bigiy

nie bedacy dzielnikiem zera. Gdyby wiersze 4,4, ..., 4; 4 tak byly liniowo zalezne, istnia-
lyby takie elementy ¢, ..., ¢, € &, z ktérych co najmniej jeden, powiedzmy c,,, nie bylby
zerem, Ze

(ii)

CJA"*=0, L‘w#o.

i

t

Gdyby wtedy B,; € 4 [#/] byla macierza okres§lona wzorem

b ={ Qi dla kséw!
ki

Cw@y, dla  k=w,

woéwczas na mocy twierdzenia (III.108) i (i) mielibysmy det, B=c, a#0. Zastgpujac
' P
w-ty wiersz macierzy B kombinacjg liniowa ). ¢ B otrzymaliby§my macierz Cp,e

=

€ # [£], dla ktérej na mocy twig:rdzenia (IIL111) powinno byé det, C=det, B+#0, a na
mocy (ii) i twierdzenia (I11.102) det, C=0, co daloby sprzecznoé¢. Zatem wiersze Ay, 4, ...
«+.5 Ay » 83 liniowo niezalezne i wobec tego r=p. Analogicznie dowodzimy, Ze s2p.

Z okreSlenia liczby ¢ wynika, Ze istnieje minor :

= a oo (71
my, % om myny ming
(iii) y:=A( n“ ’H")=detq[. R {1
a HEDCUEL
: ’ 1 Ameny” =+ Bmgng,
Utwoérzmy minor
. amlll: amlnq am;l
: ik oospigoheN © i Gillo g coboeennaor
(iv) Ay e =det, 4 : ;
\ Myyenes Mgy} Omgns - Omgng Omgl
' Ageny Okng Ot

Gdy ke {my,...,m} lub l€ {ny, ..., n,}, minor (iv) jest réwny zeru na mocy twierdzef
(II1.106) i (II1.107), a gdy k ¢ {my, ..., mg} i [ ¢ {n,, ..., n,} na mocy okreslenia liczby .
Wobec tego, rozwijajac wyznacznik (iv) wzgledem ostatniej kolumny, mamy
- . . g
v - A 1 %g 4 1jmg+¥0a=0,
i=1

gdzie na mocy (iii) y#0. Poniewaz réwnos¢ ta zachodzi dla dowolnie obranej /-tej ko-
lumny, a wsp6iczynniki 9;: =0, 1m,; Die zaleza od numeru / kolumny, wigc na mocy )

"
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jest
: . :
Y ViAmatrAie=0, 7y#o.

i=1
Oznacza to, ze dla dowolnego k ¢ {m,, ..., m;} wiersze A4,,,, ..., Ap,s Ai inacierzy A sy
liniowo zalezne, skad na mocy twierdzenia (IV.56) r<gq. Analogicznie dowodzimy, 7e
s<q. W _
(IV.62) TWIERDZENIE. Jezeli w macierzy Apm . nad dowolnym pierScieniem przemiennym
z transpozycjq 4 najwyzszy stopieii p minorow nie bedgqcych dzielnikami zera jest zarazem
najwyzszym stopniem minoréw réznych od zera, to liczba liniowo niezaleznych wierszy A jest
réwna liczbie jej liniowo niezaleinych kolumn i rowna p.

Dowdd wynika bezposircdnio z twierdzenia poprzedniego. H

(IV.63) TwierDZENIE. W dowolnym regularnym pierScieniv macierzowym 4[] dla
kazdej macierzy Agyy € M [] liczba liniowo niezaleinych wierszy jest réwna liczbie li-
niowo niezaleinych kolumn i réwna najwyiszemu stopniowi minoréw tej macierzy réinych
od zera.

Dow6d wynika z twierdzenia poprzedniego. W

“(IV.64) PrzyKLAD. Niech ;
A:=[(2’0) (1,0):|

0,1) (0,2)

bedzie macierza nad pier§cieniem z przykladu (1.69) o dzielnikach zera oméwionych w przy-
kiadzie (1.110). Najwyzszym stopniem minoréw macierzy 4 nie bedacych dzielnikami
zera jest p=0, a najwyzszym stopniem jej minoréw roznych od zera jest g=1. Dla wierszy
Ay 1 Azq macierzy 4 mamy (0, 1) 4;4=01 (1, 0) 4,4, =0, skad wynika, Ze liczba liniowo
niezaleznych wierszy macierzy A jest r=0. Dla kolumn A, i 44, macierzy 4 mamy
(1, —2) Ayy +(—2, 1) A4, =0, wobec czego kolumny Ay, i Ay, sa liniowo zalezne. Nato-
miast (¢, f) A1 =0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2¢=01i f=0, czyli (&, f)=0, skad wynika, Ze
liczbg, liniowo niezaleznych kolumn macierzy A4 jest s=1, Zatem w rozpatrywanym przy-
kiadzie p=r<s=gq, zgodnie z twierdzeniem (IV.61). M '

§ IV.3. Polbazy i bazy

(IV.65) DErRINICIA. Pdlbazq zbioru pélwektoréw A=$H w module # o podstawie § na-
zywamy kazdy taki uklad B polwektorow liniowo niezaleznych z 2, ze dla kazdego poi-
wektora u e U istnieja w B takie polwektory wy, ..., W,, ze pélwektory u, wy, ..., W, 53
liniowo zalezne.() M

(*) Nazwa ,,p6lbaza’ zostala wprowadzona w niniejszej ksigzce dla wygody. Powszechnie uzy-
wana nazwa ,,maksymalny liniowo niezalezny podzbi6r’ jest zbyt diuga dla wielokrotnego powtarza=
nia.
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