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Dowdéd. Na mocy twierdzenia (IIL81) przejécie od permutacji (jy , ..., j,) do permutacji
(1, ..., n) dokonuje si¢ droga parzystej liczby zamian, gdy permutacja (jy , ..., j,) jest parzy-
sta, a droga nieparzystej liczby zamian, gdy permutacja (jy, ..., j,) jest nieparzysta, ponie-
waz permutacja (1, ...,n) jest parzysta. Wobec tego réwnolegle permutacja (1, ..., n)
przechodzi w permutacj¢ (ky, ..., k,) parzysta, gdy permutacja (j,,...,J,) jest parzysta,
i nieparzysta, gdy permutacja (j;, ..., Jn) jest nieparzysta, skad teza. WM

(I11.85) TwierDZENIE. Jezeli (jy, ..., ].) jest permutacjq ciqgu (1, ...,n), to dla kaidego
pef{l,...,n—1} '

 1.)-52
(Yl) O'(ji,...,j")=(—'1) "S’- 2 a(jl’ '”!jp)o(jp-!-ls'--sju)'
Dowdd. Dla liczby przestawiei w ciagu (jy , ..., j,) mamy oczywisty wzor
(Vll) 1t(jl 3 rany jn)=n(jl 3 tae sjp)+n(jp+l yiaEl :fu)"'“o’

gdzie m, jest liczba przestawien migdzy wyrazami, z ktérych jeden wyraz nalezy do ciagu
(j1s ---sJp), @ drugi do ciagu (jp+1, ... Jjn). Obliczymy 7,. Zauwazmy, Ze 7, nie zalezy od
kolejnosci wyrazéw ciagu (jy, ..., j,) ani od kolejnosci wyrazow ciagu (j,+4 1, ..., Jjn). Wo-
bec tego 7, jest liczba przestawien migdzy wyrazami, z ktérych jeden nalezy do ciagu
(ks oir kp):=<(j1s -5 Jp) @ drugi do ciggu (I, ..., l-p):=<(jps15 ..., ju)- Dla kazdego
wyrazu k, (1 <s<p) istnieje w ciagu (1, ..., n) n—k, liczb wigkszych, natomiast w ciagu
(kys oo kpy by ooy Iy=yp) jest n—s wyrazéw lezacych po k;. Wobec tego wyraz k, daje
w tym ostatnim ciagu (n—s)—(n—k)=k,—s przestawien. Stad

]

2 2
p +p & . Pt
( E Jx)_" p’

P " op
RIJ:n(kl » ""kpjli! ey I"_P)zsg:l (ksﬁs)"';( =Zl ks - ) L X 5

a po podstawieniu do (vii) na mocy (II1.73) otrzymujemy wzér (vi). M

§ III.5. Wyznaczniki

(IX1.86) DEFINICIA. Wyznacznikiem n-tego stopnia (ne ) macierzy nad pierscieniem
z transpozycja & :

@

nazw'!amy element pierscienia <.

(IIL87) det,A:= "3 0(j1s s Jn)Gyj, Bzjyee -Gy, s
ity vors im)

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie motliwe permutacje (jy, ..., J,) ciagu (1,...
weon). W T
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Symbol det jest skrétem wyrazu angielskiego determinant (=wyznacznik).
Na mocy twierdzenia (II1.80) suma (II1.87) zawiera n! skiadnikéw. Dla n=1 mamy

' . dct1A=a1;,
adlan=2

det,A=ay1a,—ay; 054,

co pozwala obliczaé wyznacznik det, A wedlug schematu:

iy 2
(J'*h an

Dla n=3 mamy
det; A=Ay, a37A33+ 01382383, +A,385( a3~
—81303533,— 011033033, — 012021033,

co pozwala dla obliczania wyznacznikéw trzeciego stopnia korzystaé z tzw. reguly Sar-
rusa, polegajacej na dopisaniu po prawej stronie trzech pierwszych kolumn macierzy (i)
jej dwu pierwszych kolumn i liczeniu iloczyndéw z odpowiednimi znakami wedtug nastg-
pujacego schematu:

NN N A AL

ay dap  ap ap 4ap

ai arn [25%) an an

ay an ay ay an

Latwo spostrzec, ze w regule Sarrusa mozna zastapi¢ dopisanie dwu pierwszych ko-
lumn z prawej strony dopisaniem drugiej i trzeciej kolumny z lewej strony. Gdy pierScied o
jest przemienny, mozna réwniez dopisa¢ dwa pierwsze wiersze u dolu po trzecim wierszu
lub dopisaé drugi i trzeci wiersz u gory. '

(I11.88) DErINICIA. Minorem n-tego stopnia (n€ %) albo po prostu minorem macnerzy
{i) nazywamy kazdy element pierécienia &/ postaci

e - ajl,‘l aee a)!lk“
Jis ---!Jn s
A(kl, L kﬂ).—dgt,, ....... o,
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gdzie (i‘ > ";;’ ) jestciagiem podwéjnym spelniajacym %vamnki (i) i (iii) z poprzedniego
13 =ev3 N

paragrafu. W '

(111.89) DEFINICIA. Minorem gléwnym n-tego stopnia (n € %) macierzy (i) nazywamy kazdy

jej minor postaci

G A("*‘) glie ji<..<jp. W

1LF) 00D ’JN

W szczeg6lnoéci mamy dla kazdego n e N

det,,A=A(1’ “"").
1, v

Wazna role w teorii wyznacznikéw graja minory macierzy (i) postaci

: 1,..,k=1,k+1,.
(III.S}O) .u'n,’kt —A( I 1 I+1, ) k,1=1,...,ﬂ.

(I11.91) DEFIN[CJA Dopelnieniem algebraicznym n-tego stopnia (n € ‘R) wyrazu a,, macierzy
(@i) nazywamy element pierScienia &/

(n:ng) “n‘,"kl'"'( 1)"”;1"”‘“ k:1=1 PIRTEI (O
gdzie p, jest minorem (II1.90). =

,.(I11.93) DEFRINICIA. Macierzq dolqczonq n-tego stopnia (ne M)’ mac;erzy (i) nazywamy
macierz

Opj1g «oe a:llfll.l
(111.94) S 2
t Cpfin +++ Onpn

o wyrazach’ (II1.92) (nalezy zwréci¢ uwage na przestaw1en1c wskaznikéw wierszy i ko-
lumn). M
(IT1.95) DerINICIA: Macierz Ap,; nad pierScieniem z transpozycja & nazywamy quasi-
-nieosobliwg w n-tym stopniu (ne M) wtedy i tylko wtedy, gdy. det, 4 nie jest w & dziel-
nikiem zera, a nieosobliwg w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy w pierécieniu o ist-
nieje odwrotnosé (det, 4)~1. Macierz Ap,; nazywamy quasi-osobliwg (osobliwg) w n-tym
stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest quasi-nieosobliwa (nieosobliwa) w r~tym stopniu. |l -

Zauwazmy, ze:

1° na mocy twierdzenia (1.120) kazda macierz nieosobliwa w n-tym stopniu jest macierza
quasi-nieosobliwa w n-tym stopniu,

2° gdy o jest cialem, pojecia macierzy quasi-nieosobliwej w n-tym stopniu i macierzy
nieosobliwej w n-tym stopniu pokrywaja sie.

Przechodzimy teraz do oméwienia whasnoéci wyznacznikdw.

'(III.96) TWIERDZENIE. Dla kazdej macierzy A i kazdego n € M jest
(97 - det, A=det, 4,
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a gdy A jest }nac:'erzq nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq o, to
(111.98) det, A" =(det, )7,
(111.99) det, A* =(det, A)*.

Dowod. Wzor (IIL97) wynika wprost z (111.87). Niech teraz 7 bedzie pierscieniem
przemiennym z transpozycjg. Na mocy (111.87)

T iy T T
det, A a > i )o(k1 yoes Kp) ARy Gy e Gh e
1y +eea B,

Kazdy z iloczynéw a,‘:i'ah,_ ... Gy, mozna uporzadkowaé wedlug wskaznikéw wierszy
i na mocy twierdzenia (I11.84)

»se ’ T T T . .
(i) (ks oo Kn) A1 Gha - O =0y, ---an)afj;agjz -<-aa{iﬂ=
T T T . . . . T
=a,|J"a,,_1,J“_l "'a.lj], ‘U(Jl, ...,_}n)=(0'(]1, “es ,J"I)alhazjz... a”jn\) .

Otrzymujemy stad na mocy (I11.87) wzor (111.98). Wzor (111.99) wynika z (I11.97) i (I1L.98). M

(II1.100) TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, jest quasi-nieosobliwa (nieosobliva) w n-tym
stopniu, to macierz A jest réwniez quasi-nieosobliwa (nieosobliwa) w n-tym stopniu.
Dowdd wynika z twierdzenia (I11.96) i (I.124) oraz wzoru (1.91). M

(I11.101) TWIERDZENIE. Jezeli A'[,,] jest macierzq nad pierscieniem przemiennym z trans-
pozycjq & ijezeli A jest macierzq quasi-nieosobliwg (nieosobliwg) w n-tym stopniu, to macierze:
A" i A* sq réwniez macierzami quasi-nieosobliwymi (nieosobliwymi) w n-tym stopniu.

Dow6d wynika z twierdzen (II1.96) i (1.124) oraz wzoru (1.91). M

(I11.102) TWIBRDZENIE. Jezeli w macierzy A, w jednym z wierszy lub w jednej z kolumn
pierwszych n wyrazow jest réwnych zeru, to det, A=0.

Dowdd wynika wprost ze wzoru (II1.87). W

(II1.103) TWIERDZENIE. Jezeli B jest macierzq powstalq z macierzy A przez zamiang dwu
sposréd pierwszych n kolumn, to

1 det, B= —det, 4.
Dowdd wynika ze wzoru (II1.87) i twierdzenia (IT1.81). W

(I[1.104) TwiBRDZENIE, Jezeli A jest macierzq nad pierScieniem przemiennym z transpo-
zycjq, a B macierzq powstalq z mac:’erz'y A przez zamiane dwu sposréd pierwszych n wierszy, to-

det, B=—det, 4.
Dowdéd wynika ze wzoru (I11.87)7 twierdzen (111.81) oraz (I11.84). M
(II1.105) TWIERDZENIE. Jezeli (zgodnie z definicjg (I11.75))

(!1, seny l;,):="<(jj, "'sjn): (m], yuiva mﬂ):="<(k1= '“;kn): .

to dla dowolnej macierzy A nad pierfcieniem przemiennym z transpozycjq

(i‘r) .' \ A(}ii, - ’J;:)-:a(jl: -"_!jn)ﬂ'(ki: woni) ku)A( 11’ ) l‘|| )

My, s My
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Dowéd. Z definicji permutacje (Iy, ..., L) i (my, ..., my) éq parzyste. Od pierwszego

z minoréw _ :
jl""’jﬂ Il"“"’l’l
A(kl, k) A(kl, k,,)
przechodzi si¢ zatem do drugiego przez parzysta liczbg zamian wierszy, gdy permutacja

(ixs -+-»Jn) jest parzysta, a przez nieparzysta, gdy permutacja (jy, ..., j») jest nieparzysta.
Stad na mocy twierdzenia (II1.104)

jl!--':jn s . .y, Il,...,lﬂ
(v) A(kl,.”,k')_ﬂ(h)---:h) A(kl,...,k,)'
Analogicznie wykazuje sig, ze
. Ils'“sln - % Ii!“"h .

Ze wzoréw (v) i (vi) wynika teza. M

(IIL.106) TWIEBRDZENIE. JezZeli macierz A ma pomiedzy n pierwszymi kolumnami takie dwie,
ktére nie rézniq sie pierwszymi n wyrazami, to det, A=0.

Dow6d, Niech w macierzy 4 kolumny r-ta i s-ta, r<s<n, nie roznig si¢ pierwszymi

-n wyrazami. W sumie (II1.87) w kazdym iloczynie jest wyraz z r-tej i wyraz z s-tej kolumny

i dla kazdego iloczynu ayj, ... @y, ... dg ... Gy, istnieje réwny mu iloczyn au; o067 F o0

. @y ... 0, Poniewaz na mocy twierdzenia (IIL81) G(ji, s Py eees 8y ey )=

= =0 (fys.es S5 ceis Iy oues Jo)y Wicc suma (II1.87) rozpada si¢ na pary skladnikéw, dajacych
kazda w sumie 0. Stad wynika teza. M

(I11.107) TWIERDZENIE. Jezeli A jest macierzq nad pierscieniem przemiennym z transpo-
zycjq i jezeli macierz A ma pomiedzy n pierwszymi wierszami takie dwa, ktdre nie réznig
sig pierwszymi n wyrazami, to det, A=0.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. M

(I11.108) TWIERDZENIE. Jezeli macierz B powstala z macierzy A nad pierscieniem prze-
miennym z transpozycjq o4 przez pomnozenie jednego sposrod pierwszych n wierszy lub jednej
sposréd pierwszych n kolumn przez element a € o, to det, B=a-det, A.

Dowod wynika bezpoérednio z definicji (1I.86). M
(I11.109) TwierDzENIE. Dla dowolnych macierzy A i B nad pierScieniem przemiennym
z transpozycjq /, dla dowolnego elementu ae o/ i dla dowolnego ne M

B=aA = det,B=qa"+det, 4.

Dowéd wynika bezposrednio z definicji (111.86). W
(II1.110) TWIBRDZENIE. Jezeli macierze A, B, C-nad pierscieniem z transpozycjq s roiniq
sig tylko k-tym wierszem (lub k-tq kolumngq), k <n € R, i k-ty wiersz (k-ta kolumna) macierzy
@ jest sumq k-tych wierszy (k-tych kolumn) macierzy A i B, to-det, C=det, A +det, B.
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Dowdd wynika bezposrednio z definicji (IT1.86). W

(TIL111) TwierDZENIE. Jezeli A jest macierzq nad pierscieniem przemiennym z trans-
pozyciq oL i jezeli macierz B powstala z macierzy A przez dodanie do ktéregokolwiek sposrédn
pierwszych wierszy (ktdrejkolwiek sposrdd n pierwszych kolumn) dowolnej kombinacji linio-
wej pozostalych z tych wierszy (kolumn), to det, B=det, A

_ Dowéd. Niech C:=[4, ... 4,], gdzie 4,, ..., A, sa n pierwszymi kolumnami macie-
rzy A. Niech dla dowolnych elementéw a,, ..., @1, 41, ..., 4, € A

k=1 n
Bi=[A4y.. Ay (At Y a;4;+ Y a;4)) Apey..4p].
=1 - J=k+1 -
Na mocy twierdzen (HI.l 10) i (IIL.108) i réwnosci det, C=det, 4 mamy

k-1
det"B=det"A+ Z aJ- detﬂ [Al...Ak_.ll A}Ak+1-..A"]+
=1

+ S a;det,[Ay...Ap_y A; Agsy.. 4,1,
i=k+1
skad na mocy twierdzenia (I1I. 106) otrzymujemy teze¢. Dowdd dla wierszy jest analogiczny,
jesli zamiast twierdzenia (II1.106) uzyé twierdzenia (I111.107). M

(II1.112) TWIERDZENIE. WZOR BINETA-CAUCHY’EGO. Dla dowolnych macierzy Ap,sy, B ms
Cimy» 1, s € N, nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq & '

' . 1,..,n kys ..o k
Cyy=Agy 1By AN<s = det, C= Al ot gy
) ULt i (h_%m (ki!'“?kn) (1,...,!1)
1gski<..<kp=s

Dowdd. Z zalozenia jest

3 &
jZ ayj, by .. Z a3, D
=k

 det, eeille)lo s cnand o000 0660 o o

v

s
E anh Jil -+ g a"jw Jnit

_J1=1

Stosujac tu wiclokrotnie twierdzenie (IT1.110), a nast¢pnie wielokrotnie tw1erdzeme (I11.108),
otrzymujemy

Pomijajac na mocy twierdzenia (II.106) wyznaczniki macierzy o powtarzajgcych sig
kolumnach, otrzymujemy

det,C= E A(.ls. J)bjg bJ..n'

J.;;Ju dla u$v
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Niech (ky, ..., k,!):——- <(jxs +++»Ju)- Na mocy twierdzen (1I1.105) i (111.84)

1,...,n
det, C= A U f1s cers dd byiaqe-by s =
o 2 () LB et

(J1gens dn)
1sky <. <knss {d1s ooy dn}={k1, ...y K}
: 1,...,n : ,
= E (A (k k) Z (s - QJn)bljl njn)s
(ks ors Kon) 19 oevs Ky (s enes dn)
1<ki<...<kyss {dts eves n}={R1y vovs Kn}

skad na mocy (IIL87) otrzymujemy teze. M

(III.113) TWIERDZENIE. Dla dowolnych macierzy Apys By Cinys « - -» Rad pierscieniem prze-
miennym z transpozyc;q x4
det, AB=det, A det,B, det, ABC=det, 4 det,Bdet,C, ...

Dowod. Pierwsza réwnos¢ wynika bezposrednio z twierdzenia (IIL.112) dla s=n.
. Nastepne dowodzimy z tatwoécia przez indukcje. M

(II1.114) TwIERDZENIE. Wyznacznik n-tego stopnia kazdej macierzy tréjkqtnej Jest rowny
iloczynowi n pierwszych wyrazow diagonalnych.

Dowdd. Zatézmy, ze A jest macierza tréjkatna dolna. Stosujemy dow 6d indukeyjny
Jedynym wyrazem pierwszego wiersza macierzy A4, ktéry moze nie byé zerem, jest a,,.
Wobec tego we wzorze (II1.87) mozna ograniczy¢ sig do iloczynéw rozpoczynajacych sie
od ay ;. Jezeli ograniczylisy sie do iloczyndw rozpoczynajacych sie od @, , ... @y, to nasiep- ,
nym czynnikiem mozZe by€ @+ 1, k415 it 1, k425 ++ s it 1, 0 Z NiCh tyIKO Gy 1, k41 moZe nie
byé zerem. Wobec tego moZemy ograniczyé si¢ do Iloczynow rozpoczynajacych si¢ od
@11y e a1, k+1- Na mocy indukcji otrzymujemy teze. .

D]a macierzy tréjkatnych gérnych dowdd jest analogiczny,

(IIL.115) TWIERDZENIE. Wyznacznik n-tego stopnia kazdej macierzy diagonalnej jest réwny
iloczynowi n pierwszych wyrazow diagonalnych. - ;

- Dowéd wynika z twierdzenia poprzedniego.

(IIL.116) TwiERDZENIE. Dla dowolnych macierzy AS), ..., AfR, knyy..onpe N, nad
pierscieniem of

dctm-l-.‘.'l'nk dlag(AffrHs . [(,ﬁ‘)]) det"lA“) det A(k)
L
Dowéd. Jesli zastosowaé wzor (I11.87) do wyznacznika wystepujacego po lewej stronie
znaku réwnosci, to widaé, ze mozna ograniczy¢ si¢ do iloczyndéw, ktére wystgpuja w wyra-
zeniu det,, AV... det,, A% po rozwinieciu wyznacznikéw wedtug tegoz wzoru (IIL.87),
poniewaz pozostale iloczyny sa réwne zeru. Zauwazmy teraz, ze przestawienia w kazdej
permutacji (jy , ...; ju), gdzie n=n;+...+n,, uwzglednionej w zredukowanej w powyzszy
sposéb sumie (II1.87), moga powstaé jedynie wewnatrz kazdej permutacji cze¢Sciowej

Ui L] ""jnl): (jn,+1: w-sjiu«}n;)! '"-a Unl+...-+ug-1+1:'-°- ’ju)s



§ ITL.5. Wyznaczniki 93 -

-

. wobec czego
acjl Ll 20 ’ju)=a(ji y sua ’jnl)'-'g(jm+...+ng_.1+ YAy jn)
i otrzymujemy tezg. W

(I11.117) TWIERDZENIE. Jezeli A jest macierzq nad pierécieniem przemfennym.z trans-
pozycja, to dla dowolnych k, I € {1, ..., n} '

: ' = det A dla k=I
111118 =] ’
( ' ) ’ _;;1 Biej O { 0 dla k#l1,
= det, A dla k=l
11119 o ’
( o ) : 1§1 @ik Onlst { 0 dla  k#l,

gdzie dopelnienia algebraiczne o,; i &,y sq okreslone wzorem (111.92).

Dowod. Wykazemy najpierw prawdziwo$¢ wzoru (I11.118) w przypadku k=1I1. W kaz-
dym iloczynie wehodzacym w skiad sumy (II1.87) wystgpuje dokladnie jeden wyraz z k-tego
wiersza. Wobec tego wyrazy tej sumy mozna uporzadkowaé do postaci

n
dﬂt,,A=’ Z Ay, E O'(jl, ---$jk-1;3:jt+l!~"sjn)x

s=1 (J1y ooes die= 10 Jic# 14 2iep Jin)

‘ i . . XyjpeeOk=1, jums Ok+1, Jiss*Injn>
czyli na mocy twierdzenia (I11.82)

det, A= Y a, (-1 2 001y s Jemt s dutrs i s J) X
} . g=1 (13 ooy Jlem 10 Jhe# 15 110y J) ‘

XAyjy oo =1, jima O+ 1, Jurs ** Fnjns
gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie permutacje (jy,...,Jk—1sJk41s+e+Jn) Ciag0
{,..,s—1,s+1,...,n). Na mocy wzoréw (II1.87) i (II1.90) otrzymujemy stad

'detn A= E aks( B l)k * 'pu,(ks )
s=1
a nastepnie na mocy (II1.92) zadany wzor. _
Gdy k+#1, wprowadzamy macierz B, jaka powstaje z macierzy A przez zastgpienie
I-tego wiersza k-tym. Mamy ' : '
. - b _={a,, dla r#l,
™ )a, dla r=I.

Na mocy przypadku juz udowodnionego otrzymujemy wtedy

n
Z Ay Onyrj = Z by; ﬁ,,m=det,,B,
I=1 Jj=1

gdzie B,,; oznacza dopelnienie algebraiczne zn-tego stopnia wyrazu by macierzy B. Ponie-
waz macierz B ma wiersze k-ty i /-ty identyczne, wigc na mocy twierdzenia (I11.107) jest
det, B=0, skad otrzymujemy zadany wzor.

Dowdd wzoru (111.119) jest analogiczny. M
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(I1L.120) ' TwierDZENIE. Dla dowelnej macierzy A i dowolnego n € N
n
(HI.IZI) i det,,A= E a;jdn‘u] .
; 1=

Dow6d analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego, poniewaZz w rozpatry-
wanym przypadku szczeg6Inym nie jest potrzebne zaloZenie o przemiennosci pierscienia. W

Wzér (I11.118) dla k=1 nazywamy rozwinieciem wyznacznika det, A wzgledem k-tego
wiersza, a wzor (II1.119) dla k=1 — rozwinigciem tego wyznacznika wzgledem k-tej kolumny.

Wzér (II1.121) jest zatem rozwini¢ciem wyznacznika det, A wzgledem pierwszego
wiersza,

(It 122) PrzykeAD, Obliczymy wyznacznik trzeciego stopnia macierzy (i) rozwuajac
go wedltug pierwszego wiersza zgodnie ze wzorem (III1.121). Mamy

”
a3 & ayy a a; a
dety A=a,," dctz[au 23]—0,3 det2|: 21 azs:l+a13 det,[ 21 zz:i

32 Q33 a3y Q33 (31 a3z
=ay1(a; 033~ 023 32) = 12(a21 Q33— 023 03,)+ay3(a21 A3, —a3; 03;)=
=011 033033011 03303,— 812031 A33+013082303,+FAy303;03;—0y3035034,

zgodnie z wynikiem juz poprzednio otrzymanym. M

Obliczanie wyznacznika stopnia n>3 danej macierzy wykonuje si¢ zazwyczaj przez
rozwinigcie tego wyznacznika wzgledem kt6rego$ wiersza Jub ktorejs kolumny. Jesli mamy
do czynienia z macierza nad pierscieniem nieprzemiennym, to korzystamy ze wzoru (T11.121),
czyli rozwijamy wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza. Je§li mamy natomiast do czy-
nienia z macierzg nad pierscieniem przemiennym, to wykorzystujemy wzory (II1.118)
albo (II1.119). Najczesciej przed tym wykorzystujemy jeszcze twierdzenie (ITL.111), aby

do wybranego wiersza lub kolumny wprowadzné zera, o ulatwia pozZniejsze rozwinigcie.
e e
(II1.123) PrzykiAD. Obliczymy wyznaczmk czwartego stopnia macierzy nad pierscie-

niem (przemiennym) liczb catkowitych

o
BN W
th WO =
AL .
N S
W o N

Ze wzgledu na wystepujace zera dazymy do rozwinigcia wyznacznika det, 4 wzgledem
drugiego wiersza. Przed tym jednak dodamy do pierwszej kolumny potrojona kolumne
trzecig, aby wprowadzi¢ do drugiego wiersza jeszcze jedno zero. Na mocy twierdzenia
(IIL.111) mamy

4:1 3.2
det‘,A:det‘ i' (3) _f -‘g »
165 4 3
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a rozwijajac ten wyznacznik wzgledem drugiego ‘wiersza wedtug wzoru (I11.118)

_ 41 2 41 2
dety A=~2:(—1)**"-dety | 1 3 —2|=2-det;| 1 3 -2].

16 5 3 16 5 3
Postugujac sie teraz regula Sarrusa mamy wedtug schematu

\\\/// ’

SN
LN

A0 NN\,

4
det; | 1
16

skad det, 4=-90. W
(I11.124) PRZYKLAD. Dla zilustrowania twierdzen (1L 106) i (I11.107) rozpatrzmy macierze

nad pierscieniem &f
aa ab
A.—[b b]’ B'_[“ b]’ a,bed.

Dla pierwszej z nich mamy det, 4=ab—ab=0, zgodnie z twierdzeniem (II1.106). Dla dru-

giej natomiast jest det, B=ab—ba i det, B=0 wtedy i tylko wtedy, gdy ab=ba. Stad zalo-
" Zenie o przemienno$ci w twierdzeniu (I11.107). W ‘
(II1.125) TWIERDZENIE. ROZWINIECIE LAPLACE’'A 1. Dla dowolnych macierzy Ay,
Bpy— pu1s Crwy (1<p<n—1) nad pierscieniem z transpozycjq s -

*d )
C["]=|:B[P: 1 :|=>,
' [n—p,n]

pr+p
=(— kg +...+kp p 1,..,n=-p
=det, C=(~1) 2 IR G A(k“"_,k)a( 7 )

(k15 vuns kp) P, Il gistsiy CH=p
1<k <.. <‘,=sn .

{Il, ses gy !n._r}={1, veuy Pl}—-{kl y ves sy kp})\fl<".{!n_,.
Dowdd. Na mocy (II1.87)

det,C-—-—U_ E ; )U(jl § ass ,j,)aul...a,jp bijp*l.'.'bﬁ‘..’o.‘u
1y seep In, H

h W =

2
—2] =36+(—32)+10—~96—(—40)—3=—45,
3 .

gdzie

o

i na mocy twierdzenia (II1.85) _ i

,=+; .
det, C=(-1) 2 U E i) l)j’+ +hd(jl’ = !jp)c(jp'i'l’ "'sjn)aljn"'arf;blhﬂ“‘bl"'!..fn’
Jis cen dm
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Niech
(kl!.‘“ p) _"<(Jls- ’jp)s y (II.’"-1In—p}:='<(jp+1!‘--sjn)'
Wtedyh+ +},=k1+ .+k, oraz

det,,c=(-1)“i_ ¥ (= 1)t tee( b a(jl,/...,j,,)am...a-,,_ X
(K1, e .ki 1y s o)
1gki<..<kpgn {J1s e 'JP}‘={"1: o kp}
X( Z -‘J'(f'l, T n—p) blr: n—p,r,. ,)

(ra, .. "n-p)

_ {1y wres T p}={11s <ros In=p}
gdzie r,i=jps, dla u=1, .y n—p. Stad wynika teza.” W
(I11.126) TWIERDZENIE. ROZWINIECIE LAPLACE’A 1I. Dla dowofnych macierzy  Ap, 1,
Bipn-pys Cimy (1 <p<n—1) nad pierScieniem przem:ennym z transpozycjq of
(i)  Cp=[Ap; 5 B, n-p] =
A D M (s (i),

(kh ey k?) ' R P n p
1<ki<...<kp<n

{lis s Lt =fls s Bl K0, s A =l

Dowdd. Wprowadzamy macierze

I Op o
P[n n+p] _[A{n, rl I[n]}’ Q[l'l‘p nl* —[0[:: . EP» -::]

gdzie .'

Mamy C=PQ i na mocy twierdzenia (III.112) (tzn. wzoru Bineta-Cauchy’ego)

. 1,..5um o stoodd
(Yﬂ.l) det,.C= P(' _). 1> 3 u)‘
: (n.g..i..) Jis eesJn * L,..,n
1gji<..<jngntp
Zauwazmy, Ze jezeli (jy, .. j)#(1, ..., p), to Q( TR j") jest wyznaéznikiem macierzy,
ktéra pomiedzy pierwszymi p kolumnami zawiera co najmniej jedna zerowa, skqd na mocy

. twierdzenia (IIL 102) 0 (J ‘l’ n)-—() Wobec tego mozemy ograniczy¢ sig¢ do ciagéw

postaci (1, .., P, jys 15 -+ - Ju)s 84Zi€ P+ 1< jips s <... <ju<n+p. Kladac [, =j,,, dlar=1,
«+ey N—p, Otrzymujemy na mocy twierdzenia (IIL.116)

_ | e MO o
(ix) o Q(i J,,)=B(i n—pp)'
Mamy dalej ) c
o st
P(j -)=detn[A£rx. 21 Ron -l

13 +++3Jn

gdzie R jest macierzq utworzong przez kolumny macierzy I, o numerach Iy, ..., J—p.
Przesuwajac w macierzy [, ,, Rippn-p)] — droga (p+1)—I; zamian sasiednich wierszy —
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l,-szy wiersz na miejsce-(p+ 1)-sze, nastgpnie — droga (p+2)—/, zamian — /,-gi w1ersz
na miejsce (p+ 2)-gie itd., po - ;

e

Z=:1 (p+u=1L)=(m—-pp+(1+..+(m=p)—(A+...+n)—(ky+... +k,))=

2
+
=k1+...+k,-—p -

zamianach sasiednich wierszy, gdzie {k,, ..., k}={1,...,n}={ly, ..., -} Aks <...<k,,
otrzymujemy na mocy twierdzen (II1.104) i (IIL.116)

' L,...,n 2t ] Kyy.ok
s 3 =(—1N"2 kit...+tkp 12 s Rp
® P(JJ) (=1 T (~1) “‘(1,...,;;)'

Po podstawieniu (ix) i (x) do wzoru (viii) i uwzglednieniu, Ze sumowanie po wszystkich moz-

liwych ciagach (1, ..., P, jps1s--d)=U, .0, P Iy, .0y [,=p) jest réwnowazne sumowaniu
po wszystkich mozliwych ciagach (k,, ..., k,), otrzymamy teze¢. W

(ITI1.127) PrzyKLAD. Obliczymy wyznacznik z przykladu (II1.123) opierajac si¢ na twier-
dzeniu (II1.125) dla p=2. Mamy

too o4 30} rews[ 330 73)
e (Al
A )
=det2[ g;] dtz[i i}d&iz ] det, [i ]
+det, [—2 (2]]-‘:1&2 B i]+det2 :(1] ;} d t;{ P 3]—
_detz[(l]ﬁ:}-.detg[hi 1]+det2 -_; z] dtz[ iz]=—-90. o

(I11.128) TwWIBRDZENIE, JezZeli A[‘,’,] Jjest macierzq dochzonq n-tego stopnia macierzy Ap,€
€ # [] nad pierScieniem przemiennym z transpozycjq oA, to

A ADy=ApApy=det, A Ity (e #[]).
- Dowdéd wynika ze wﬁoréw (II1.94), (NL.118) i (TIIL.119). M
(I11.129) TwierDZENIE. Jezeli A jest macierzq regufamq to dla dowolnego ne Nt
| det, A% =(det, A)" '_ |
Dowdd. Z twierdzed (111.128), (I11.113) i (III.109) wynika, Ze
© T det, A det, AR, =(det, )",

2
B

7 Wektory 4 maclerze t. I
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skad w przypadku det, 4#0 otrzymujemy Zadana wlasno$¢.  Gdy det, 4=0, zauwazmy,
e mozna ograniczy¢ si¢ do przypadku A= A4;,;, poniewaz to nie zmienia ogélnosci w sto-
sunku do macierzy Ag,] i wyznacznika det, 4. Na mocy twierdzenia (II1.128) mamy wtedy °

A Apy=0,  Apy(Ap)by=det, Apy - Tpy,
skad
Apy Apy(Ap)pn=A " det, Apy Iy =0,
a nastgpnie
Apy=0 v det, AD;=0.

Poniewaz Ay, = 0=:~Aﬂ1= O=>det, qu:(), wigc i w tym przypadku otrzymujemy Zzadana
wilasnosé. M '

(I11.130) DEerFINICIA, Wpyznacznikiem Vandermonde’a n-tego stopnia (n>2) nazywamy
wyznacznik

1 0 ool
T
’ Xq Xg .. Xy -
2 2 2
B (X )t = d et B e, S |
- -1 -1
et

gdzie 1, x4, ..., X, € &, a & jest pierscieniem przemiennym z transpozycja. M
(111.131) TwIERDZENIE. Wyznacznik Vandermonde'a

(111,132 v(x, 84, x,)= g}n (ej—x) g

Jikefl, .., np
ik

Dowdd. Przeprowadzamy indukcje zupelng. Dla n=2 wzér (111.132) jest oczywisty.
Na mocy twierdzenia (IT1.111) i wzoru (IIL.118).dla k=I=1 mamy

0 0 1
X1 = Xm+1 Xon = Xm41 Xmai
v(xl, veay xm+1)=dctm+1 ................. =
m m m
X1 = Xm+1 Xm™ Xm+1 Xm+1
X1 = X4t vor X~ X1
2
X1 Xmt1 ove X~ Xm+1
= (= 1)0Aet gl o e e e e ’
m m
. X1 = Xm41 - Xm— Xm+1
a stad na mocy twierdzenia (I11.108)
O(Xg5 o s Xt 1) =(Xonte 1 = X1) e (K1 = Xm) X _ _
r 1 1 A
xi +xm+1 : e xm""‘xm.'.!
x de T+ i+x2 2 =
tm X1 +Xg X it X1 X+ X Xyt 1+ X1

m=-1 -2 m—1 m=1 -2 m=1
_x1 +x']'_‘ x,,‘+1+...+x,,,.¢,1 ves x,,, +x: x,,,+1+.._.+x,,,+1_
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Odejmujac od /-tego wiersza (I— 1)-szy pomnoZony przez X, ; kolejnodla I=m, m~1, ..., 2
otrzymujemy na mocy twierdzenia (IT[.111)

v(xl y vers Xy l)=(xrn+1_xl)"'(xmi-l_xm)'v(xl. 3 sers xm)'

Jezeli zatem wzor (II1.132) jest prawdziwy dla n=m, to jest réwniez praw-dziwy dla n=
=m+1. W '

(I11.133) PrRzYKEAD. Obliczymy wyznacznik Vandermonde’a

1111
12 3 4
v(l,2,3,4):=det, 14 916l
: 182764
Na mocy (I11.132) mamy '

v(1,2,3,)=2-1)(3-1)(3-2)(@d-1)(4-2)4-3)=12. m

§ YIL6. Odwrotnodci macierzy

PoniewaZz macierze sa elementami pierécienia macierzowego, odnosi si¢ do nich wszyst-
ko, co byto powiedziane na temat lewych i prawych odwrotnosci oraz odwrotnosci w § 1.4,
A zatem lewq (prawq) odwrotnosciq macierzy A z pierécienia macierzowego . [/] nazy-
wamy kazda taka macierz X € # [#), Ze

(I11.134) XA=I (4AX=I),
a odwrotno$cig macierzy A € M [o/] taka macierz A~* € M[A], 2e
(I11.135) | AA™'=A4A"'A=1I,

gdzie T € # [/]. Zauwazmy jednak, Ze iloczyn macierzy skoniczonej, zaréwno lewostronny
jak i prawostronny, przez dowolna inng macierz jest zawsze macierza skonczona, natomiast
macierz I jest nieskoficzona, wobec czego zadna macierz skoficzona nie ma odwrotnoéci
w sensie (II1.135), ani nawet odwrotnodci lewych czy prawych w sensie (I11.134), Ponie-
waz w teorii macierzy gléwna role odgrywaja macierze skoficzone, wigc pojecie odwrot-
noéci w sensie (II1.135) czy (I1I1.134) nie odgrywa wigkszej roli, wprowadzamy natomiast
mne,

(I11.136) DErINICIA. Lewq (prawq) quasi-odwrotnosciq n-tego stopnia (n€ W) macierzy
Appm(Aps,q) 2z piericienia macier_zowego M [/] nazywamy kazda taka macierz X, , €
€ M [A] (Xigm € # [#]), dla ktbrej istnieje taki element ¢ €/ pie bedacy dzielnikiem
zera, ze S

XA =I'II[,|.] (AX:-QI["]) .

Lewq (prawq) odwrotnosciq n-tego stopnia (n € 3t) macierzy Arpny € M [A] (A gy € A [A])
nazywamy kazda taka macierz Xy, ;€ # [] (Xgme LA, 26~

XA=l,; (4X=I,). W
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(II1.137) DerNICIA. Quasi-odwrotno$ciq n-tego stopnia (ne.N) macierzy Agy z pierscie-
nia macierzowego . [«/] nazywamy kazda taka macierz Ap,; €  [/], dla ktorej istnieje
taki element « € &/ nie bedacy dzielnikiem zera, Ze

(1IL.138) Ay A=Adgy=aly,.

Odwrotnoscig n-tego stopnia (n € N) macierz y Apyy € M [of] nazywamy taka macierz A7, [,,, €
e M), ze

(111.139) ' AEJA Adpy =1Ipy).

Macierz A, nazywamy quasi-odwracalng (odwracalng) w n-tym stopniu wtedy i tylko
wtedy, gdy ma quasi-odwrotnoéé¢ (odwrotno$é) n-tego stopnia. . M

Wszystkie macierze n-tego stopnia nad pierscieniem z transpozycja &/ tworzg pod-
pierfcien macierzowy (II.47) pierscienia macierzowego (II1.7). W tym podpierscieniu
odwrotnoéé n-tego stopnia A[;]‘ dowolnej macierzy Ay,, jest zwykta odwrotnoscig w sensie
przedstawionym w § I.4. Wobec tego z twierdzenia (I.117) wynika, Ze, jeZeli macierz 4,
ma odwrotnoéé n-tego stopnia A[T,]I, to ma jg tylko jedna. Zauwazmy ponadto, ze dla
macierzy nad cialem pojgcia macierzy quasi-odwracalnej w n-tym stopnlu i macierzy
odwracalnej w n-tym stopniu pokrywaja sie.

(111.140) TWIERDZENIE. Macierz Ay, nad pierScieniem przemiennym z tramspozycjq s
Jest quasi-odwracalna (edwracalna) w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jest quasi-nie-
osobliwa (nieosobliwa) w n-tym stopniu. Jezeli Ay, jest odwracalna w n-tym stopniu, to

(IT1.141) A[,,] —(det A)” lAm,
gdzie A[‘,’q Jest macierzq‘dochzanq n-tego stopnia macierzy A.

Dow6d. Jezeli macierz A ma quasi-odwrotno$¢ n-tego stopnia Ay, to spelnia waru-
nek (II1.138) i na mocy twierdzen (I.111) i (ITL.113) element

det, Af,; det, A=det, Adet, A, =0 '

nie jest dzielnikiem zera, skad det, A nie jest dzielnikiem zera, czyli 4 jest macierza quasi-
-nieosobliwg w a-tym stopniu. Jezeli — odwrotnie — .4 jest macierza quasi-nieosobliwg
w n-tym stopniu, to na mocy twierdzenia (III.128) ma quasi-odwrotnoéé n-tego stopnia
Apn-

Jezeli macieérz 4 ma odwrotnoéé n-tego stopma A[,,] , to spetnia warunek (I11.139) i na
mocy twierdzenia (III.113)

(I11.142) det, A7 - det, A=det, A- det, A[,,]—l

skad wynika, ze det, 4 jest elementem odwracalnym id Jest zatem macierza nieosobliwg
w n-tym stopniu. Jezeli — odwrotnie — A jest macierza nieosobliwa w n-tym stopniu,
to istnieje macierz (II1.141), ktéra na mocy twierdzenia (II1.128) spetnia warunek (I11.139)
i jest wobec tego odwrotnoscia n-tego stopnia macierzy 4. W

(II1.143) TWIERDZENIE. Jezeli Ay, jest macierzq nad Dpierscieniem przemiennym z transpo-
zycjq o i istnieje taka macierz Xp,, € M 4], Ze XA=1,; albo AX= =Iuy> to X jest odwrot-
nosciq n-tego stopnia macierzy A. Jezeli natomiast istnieje taka macierz X[,,] € M [&£] i taki
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element o€ s/ nie bedqcy dzielnikiem zera, ze XA=oaly,; albo AX=aly,,, to X jest quasi-
-odwrotno$ciq n+tego stopnia macierzy A.

Dowdd. Jezeli 4;,; jest macierza nad piericieniem przemiennym z transpozycja i X4 =
=1Ip,; albo AX=1I,,, to na mocy twierdzenia (I11.113) det, X-det, 4=det, 4-det, X=1,
co oznacza, ze A jest macierza nieosobliwa w n-tym stopniu i na mocy twierdzenia (III. 140)
ma odwrotnos¢ n-tego stopma (WIL.141). Jezeli XA =1, to XAA[,.] -A[,J, skad X= A[,,] .
Jezeli AX=1I,, to Api AX=Ag;, skad X=Ap1.

Jezeli XA =aly,;, gdzie « nie jest dzielnikiem zera, to na mocy twierdzen (I.111)i (II1.113)
det, X+ det, A=c" nie jest dzielnikiem zera, skad A jest macierza quasi-nieosobliwa w n-
. -tym stopniu i na mocy twierdzenia (II1.140) istnieje taka jej quasi-odwrotno$é n-tego’
stopnia Ap, i taki element fe€ o/ nie bedacy dzielnikiem zera, ze AAp,;=Apy A=pl,;.
Wobec tego XAAp, =0dy; i fX=ady,, a stad fAX=aAdA,;=afl,,, skad AX=aly;.
Analogicznie dowodzimy, ze¢ AX=al,; = XA=al,;. Na mocy (IIL.138) X jest quasi-
-odwrotnoscia n-tego stopnia macierzy 4. M

(111.144) PrzykrAD. Na mocy twierdzenia (I11.140) macierz Ap,; nad pierécieniem liczb
catkowitych. 2 ma odwrotno$¢ n-tego stopnia wtedy i tylko wtedy, gdy det, A=+1.
Obliczmy odwrotnosé trzeciego stopnia macierzy nad pierfcieniem 2

-5 3 1
A:=| 2 -4 -1},
3 [ e |

‘postugujac sie wzorami (111.141), (I11.94) i (111.92). Mamy

— ' 9 =1 2
PSM*'“‘:[ 5 l]=l’ Hajiz=det; [0 1:]=2: H3/13=det; [0
-51
]="'—2, ’ puzzﬁdetz[ 0 1]= '"5, #3!23=det2[

1
1
S =5
Pazi=dety} , _ |=1, ﬂaraz*detz g =3, paps=det,

_ 1 2.1
Afy=| -2 -5 -3].
- 10 25 14

" Rozwijajac wyznacznik det; 4 wzgledem pierwszego wiersza, mamy

e
]

L

3
H321=det, [5

h

-5
0
=5
k=

L]
1-"*“ 2 H ll

Cdety A= —5Spa11 =332+ lpapa=—1,

wobec czega' odwrotnosé trzeciego stopnia A3 ' istnieje i na mocy (III.141}

: -1 -2 -1

Agt=]|:. 2 5 3. W
=10 =25 —14
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' \
(I11.145) TWIERDZENIE. Jezeli macierz By, z pierScienia macierzowego # [sZ] jest quasi-
-odwrotnosciq (odwrotnosciq) n-tego stopnia macierzy Ap;y€ M [sf], to macierz Ay, jest
quasi-odwrotnosciq (odwrotnosciq) n-tego stopnia macierzy Bp,.

Dowdd wynika: bezposérednio z definicji (IIL.137). M
(11.146) TwiBRDZENIE. Jezeli macierz Ay nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq
o jest quasi-nieosobliwa (nieosobliwa) w n-tym stopniu, to macierz A, (Agy) jest réwniez
quasi-nieosobliwa (nieosobliwa) w n-tym stopniu.

‘Dow6d wynika z twierdzenia (I11.140) i (I11.145). MW
(LI1.147) TwIERDZENIE. Dla kazdej macierzy A,y nad pierscieniem przemiennym z transpo-
zycjq nieosobliwej w n-tym stopniu
(T1L.148) det, Ay =(det, A)™".

Dowéd wynika ze wzoru (II1.142). M

(II1.149) TwigrDZEN. JeZeli macierz Apy ma quasi-odwrotnosé n-tego stopnia Apy,
to macierze A, AT, A* majq odpowiednio nastepujqce quasi-odwrotnosci n-tego stopnia:

(1I1.150) D=Ap), @m=Wm)"s  @m=p)*
Jezeli macierz A,y ma odwrotnosé n-tego stopnia Ag,]i, to macierze A, AT, A* majq odpo-
wiednio nastepujqce odwrotnosci n-tego stopnia:
(II.151) D =(A5)s AN =), ANt =45
Dowéd. Z réwnosci A Ap,= A A=Exfm, gdzie o nie jest dzielnikiem zera, wynika,

e A (Apy) =(4py) A =al,,, gdzie @ nie jest dzielnikiem zera, skad wynika pierwszy ze
wzoréw (II1.150). Pozostate wzory (IT1.150) i wzory (II1.151) dowodzimy analogicznie. Il

([I.152) TWIBRDZENIE. Jezeli Aitys - s Ay 5@ quasi-odwrotnoSciami n-tego stopnia
odpowiednio macierzy A,, ..., Ay n-tego stopnia nad pierscieniem przemiennym z transpo-
zycjq A, to Ay, ... Af[,;J Jest quasi-odwrotnosciq n-tego stopnia macierzy A, ... Ay. Jezeli
Al s s Ay @ odwrotnosciami n-tego stopnia odpowiednio macierzy Ay, ..., Ay n-tego
stopnia z dowolnego pier§cienia macierzowego M [sf), to | ' '
(I11.153) . Ay Adp =4 A1 iy

Dowéd Z zalozenia istnieja takie elementy o; € o/ nie bedace dzielnikami zera (j=
s k), 2e A; Ajpyy=Ag,; Aj—a: Im Wobec tego na mocy mdukql

Ay A) (A A ) = Ay Ay g (Ag i) A1y AL =
=akA.1 ves Ak_1 Ak-l.[n] s Ai[.'l]= ves =0 L 00 I[,,1=a1 o "xk[[nl

i, analogicznie, (Aiy; - Aipny) (Ay o 4) =01 ... % Iy, skad wynika pierwsza czgsé tezy.
Drugq dowodzimy analogicznie. « Bl '

(III 154) TwieRDZENIE. Iloczyn macierzy n-tego stopnia nieosobliwych w n-tym stopniu
nad pierScieniem przemiennym z transpozycja s jest réwnies macierzq nieosobliwg w n-tym
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stopniu. Hoczyn macierzy n-tego stopnia quasi-nieosobliwych w n-tym stopniu nad pierscie-
niem przemiennym z transpozycjq o jest réwniez macierzq quasi-nieosobliwg w n-tym stop-
niu.

Dowéd wynika z twierdzed (II1.140) i (IT.152). M

(I11.155) TwierDzENIE. Quasi-odwrotnosé (w szczegdlnosei odwrotno$é) n-tego stopnia
macierzy samosprzezonej (macierzy symetrycznej, macierzy skosnie symetrycznej, macierzy
hermitowskiej, macierzy skosnie hermitowskiej) jest réwniez samosprzgZona (symetryczna,
skosnie symetryczna, hermitowska, skosnie hermitowska).

Dowdd wynika ze wzordw (II1.150) i (IIL151). M@

A\

(IIL.156) 'TWIBRDZENIE. Macierz tréjkqtna gérna(dolna) Ay, nad pierscieniem przemiennym
z transpozycjq £ jest odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jej wszystkie
wyrazy diagonalne a,, , ..., a,, Sq odwracalne w'of. Jej odwrotnos¢ n-tego stopnia jest tez
macierzq tréjkqtng gorng (doing) o pierwszych n wyrazach diagonalnych aiyl, ..., a;".

Dowéd. Macierz 4 jest odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy det, A=
=ay, ... a,, jest elementem odwracalnym w .o/, a wigc na mocy twierdzenia (I.123) wtedy
i tylko wtedy, gdy elementy a,,, ..., a,, sa odwracalne w «/. Na mocy twierdzenia (1.120)
zaden z elementéw a,, ..., 4,, nie jest wtedy dzielnikiem zera.

Przyjmijmy, %e 4 jest macierza trjkatna gérna odwracalng w n-tym stopniu i ze X,
jest jej odwrotnoscia. n-tego stopnia. Jest zatem AX= I,y. Mnozac kolejne wiersze ma-
cierzy. A, poczynajac od n-tego, przez k-ta kolumng¢ macierzy X, otrzymujemy

a:mxnk=0! an—-l.n—-lxn*l.k"'an*l,nxnk:o:
veny ak+1’k+1 xk+1’k+...+ak+1."xnk=0, ; ak;‘xkk+...+ahxnk‘—*1, k=1, aeng Ty

skad, biorac pod uwage, Ze a,,, ..., @, nie sg dzielnikami zera, mamy x,;=...=Xg. ;=0
0Taz Xy =g, . ' _
Dowdd dla macierzy trojkatnej dolnej jest analogiczny. M

(IIL.157) TWIERDZENIE. Macierz tréjkatna gérna (dolna) Ap,, nad pierscieniem przemien-
nym z transpozycjq S jest quasi-odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy jej
wszystkie wyrazy diagonalne ag,, ..., a,, nie sq dzielnikami zera. Jej quasi-odwrotnos$é
n-tego stopnia jest tez macierzq tréjkqing gorng (dolng) o pierwszych n wyrazach diagonal-
nych nie bedgcych dzielnikami zera.

Dowd6d. Macierz A4 jest quasi-odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy
det, A=ay, ... a,, nie jest dzielnikiem zera, czyli na mocy twierdzenia (I.111) wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie wyrazy a,,, ..., G, nie sa dzielnikami zera. Dalszy dowéd przebiega
analogicznie, jak dla twierdzenia poprzedniego, jezeli przyjaé, ze AX=al},;, gdzie a € S
nie jest dzielnikiem zera. Il -

(I11.158) TWIERDZENIE. Macierz A:=diag(ayy, ..., a,,) nad pierscieniem przemiennym
z transpozycjq f jest odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazy

i
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Qyy, ..., Auy 5q 0dwracalne w . Jest wtedy
(I11.159) © (diag(@ys, .. s @)y =diag(@11 s s Gmpa) -

Macierz A jest quasi-odwracalna w n-tym stopniu wtedy i tylko wtedy, gdy aiy, ..., a,,
nie sq dzielnikami zera, i jej quasi-odwrotnos§¢é n-tego stopnia jest tez macierzq diagonalng
o pierwszych n wyrazach diagonalnych nie bedqcych dzielnikami zera.

Dowdéd wynika z twierdzen (I1L156) i (IIL157). M-

(I11.160) TWIERDZENIE. Macierz Ap, s ynyt=diag(As), . Afey) nad pierscieniem prze-
miennym z transpozyciq £ jest odwracalna (quasi-odwracalna) w (ny +...+ny)-tym stopniu

wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A{), jest odwracalna (quasi-odwracalna) w ny-tym stopniu

dla kazdego s=1, ..., k. Dla macierzy A odwracalnej jest wredy
(IIL.161) dlag("ﬁ.’)a wos A )ors 4wy =diag (A5 D3 - » (A8

a dla macierzy A quasi-odwracalnej i dowolnych quasi-odwrotnosci (A{,,ﬂ){,,,], S (A
macierz diag((AE,:,)])[_,,ﬁ, e (AE,',‘l])[',',ﬂ) Jjest quasi-odwrotno$ciq w (ny+...+m)-tym stopniu
macierzy A.

Dowdd opiera si¢ na rozumowaniu analogicznym do przeprowadzonego w dowodach
twierdzen (II1.156), (I11.157) 1 (11L.158). M : v

(II1.162) TwiErDZENIE. W dowolnym pier.fcfeniu macierzowym MH ] jest ][:]1=I[,].
Dowdéd wynika wprost z detinicji (I11.137). W

(IIL.163) 'TWIERDZENIE. Jezeli macierz Ay, nad pierscieniem przemiennym z transpozycjq f

Jest odwracalna w n-tym stopniu, a o jest elementem odwracafnym w &, to macierz aA jest
tez odwracafna W n-tym stopniu i

(111.164) (aA)[,,] =a~14z1.

Jezeli macierz Ay, jest quasi-odwracalna w n-tym stopniu, to dla kaidego elementu a € sf
nie bedqcego dzielnikiem zera, macierz aA jest tez quasi-odwracalna w n-tym stopniu i kazda
quasi-odwrotno$¢ Ay, macierzy A jest zarazem quasi-odwrotnosciq n-tego stopnia macierzy aA.

Dowdd. Dla macierzy Aj,; nad pierécieniem przemiennym z transpozycja A odwra-
calnej w n-tym stopniu mamy

(@) (@™ Apy) = (o™ ") (445 ) =11y,

@ A5 @) =@ ') (A =Ty,
skad pierwsza czes¢ tezy i wzor (111.164). Dla macierzy’ 4y, quasi-odwracalnej w n-tym
stopniu istnieje taka macierz Ap,)e  [of] i taki element feof nie bedacy dmelmk!em
zera, ze AAp=ApyA=pl,,;, wobec czego -

(ed) Agy=a(Adg)=aplyy, Ap(ad)=a(d5,4)= aﬁI[..3, Bt

”

gdzie af nie jest dzielnikiem zera. Ze wzgledu na dowolno$é quasi-odwrotnosci A
otrzymujemy stad druga cze$¢ tezy, ~ W
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(I11.165) TWIE‘RDZB'N!E. Jezeli macierz nad pierscieniem przemiennym z transpozyciq &

(I11.166) e g =[“ b], a,b,c,dest,

; _ cd

Jjest nieosobliwa w drugim stopniu, tzn. element det, A=ad— bc jest odwracalny, to
(111.167) Apj=(ad—bc)™"* [_“: "2] .

Dowdd wynika z twierc_izcnia (I11.140) i wzoru (111.141). W
(111.168) 'TWIERDZENIE. Jezeli w pierscieniu macierzowym # [s/]
Ppy Qo (
(I11.169) Apigt= R S L PR OLR S il
4, p] [4]
i jezeli macierz P ma odwrotnos$¢ p-tego stopnia P[;]‘, a macierz
(111.170) , My, :=RP;;Q0~S

ma odwromos‘é g-tego stopnia Mm , to macierz A ma-odwrotnos¢ (p+ q)-tego stopnia okres-
Ionq wzorem:

- (PI] PHQM[ 1RPG i (P[]QM[])[ 1]
111’1?1) A [ P P. q P P. P. q i
( (r+a (M3 RPG g, 51 (=M

=I:Pm . ](A__[(QMtuR)m K :D[P{_p ]
Mg ' (RP i Qra Mg

Jezeli natomiast macierz S ma odwrotnosé q-tego stopnia S[;]l , 4 macierz
(111.172) Nppy: =QS; R—P

ma odwrotnos$é p-tego sropma Nm , to macierz A ma odwrotno$é (p+q)-tego stopnia okres-
long wzorem:

= —Ng (Ng, QS[ ]1)[ )
(IML.173) At =[ - !_P] . 171 29141 Jip, g -
a1 (S RN i ;1 (Stai = Seai RNG1 €51 ey

— N, f;i - ( A QS[-!]1 R)[p] i ':D [ [_r% _ 1] >
- Sta1 (RN Qe St
Dowdéd polega na sprawdze.mu, ze odwrotnoéei (IT1.171) i (I11.173) spelniaja warunk:

AA[:H]"’AIPHIA I[r+¢] O

(II1.174) PrzYKLAD. Obliczymy odwrotno$é czwartego stopnia macierzy nad cialem
liczb rzeczywistych 4:

PN L e N el O o]
43" "Ry Sz -3 0-5 4
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korzystajac z twierdzenia. (IIf.lGS). Mamy na mocy (I11.167)

_3 B L 2

1 i1 11 11

0 -8 _2 1

25 235 25

Am 1 61 34 42 u

i1 275 75 275

_1 _3& 9 18

11 55 55 5

§ IL7. Slad macierzy skonczonej

(IIL.175) DErINICIA. Sladem macierzy skoriczonej A € M [s/] nazywamy element
o .
trd:= ) ayed. B
- A
Symbol tr jest skrétem wyrazu angielskiego trace (=§lad). W literaturze spotyka si¢ za-
miast tr symbol Sp bedacy skrétem wyrazu niemieckiego Spur (=s$lad).
Z defini¢ji (I11.175) wynika, Ze

(I11.176) trdp= Y a;.
i=1

(II.177) PrzykeAD. Dla macierzy nad cialein liczb zespolonych €

3—i 20 1-3i 0
—1 5+2i 2+44i —i
0 -6 -8-3i .7
1+i 4 6y 2-6i

§ladem jest
trd=03B-i)+G+20)+(—8=3)+(2—6i)=2—8i. M

(IIL.178) TwIERDZENIE. Dla dowolnych macierzy skoriczonych 41 B nad pierscieniem
z transpozycjq o i dowolnego elementu o € sf

(111.179) tr(A+B)=trd+tr B,
(I11.180) tr(ed)=a-trd,
(11r.181) trA=trd.
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(111.182) tr AT =(tr )7,
(111.183) tr 4*=(tr A)*.

Dowéd wynika wprost z definicji §ladu macierzy skoficzonej. B

(111.184) TWIERDZENIE, Dla dowolnych macierzy skoriczonych A i B nad pierscieniem prze-
miennym z transpozycjq o/ '

(111.185) tr(AB)=tr(BA).
Dow6d wynika z réwnosci

(i) tr(4B)= ; ; g byy= g ;j byaj=tr(B4). W

(114.186) TwIerDZENIE. Dla dowolnych macierzy skoiiczonych A i B nad pierScieniem
przemiennym s z transpozycjq trywialng a":=a dla dowolnego a € o/ jest:

[}

(111.187) CtrAT=tr 4,

(111.188) trA*=trA,

(I11.189) - tr(A*A)=tr (A%A) = (tr (4*4))* =tr (44%),
(111.190) tr (A"B)=tr(4BT)=tr (B'4) =tr(BA"),
(113.191) tr (A*B)=tr (AB) = tr (B*A) =t (BA®)

Dowéd. Wzory (II1.187) i (I11.188) wynikaja z (I11.182) i (I11.183). Réwnosé tr(4”B)=
=tr(B" 4) wynika z (II1.187), a réwnosci tr(47B)=tr(BA") i tr(4BT)=tr (B" 4) z (I11.185),
skad otrzymujemy (IT1.190). Analogicznie dowodzi si¢ (I11.191). Wzér (II1.189) wynika
z (1I1.191) dla B=4 oraz z (IIL.187). M

(I11.192) TwierDZENIE. Dla dowolnej macierzy skonczonej A nad piercieniem czesciowo
uporzqdikowanym s jest:

(111.193) r(A*A) =tr(44%) = 121 I:E ajap=>0,
= =1

(111.194) tr(A*A)=0¢»A=P,

(111.195) A*A=0<A4*=0<>A=0.

Dowéd, Na mocy definicji (1.156) pierécieri re o jest uporzadkowany, aj,ay € re &
i dpap>0 dla j, ke N. Stad i ze wzoru (i) dla B = A* wynika wzor (II1.193). Jeéli A=0,

to A*A4=0 i tr(4*4)=0. Jezeli tr (4*4)= Z Z a}a;=0,tonamocy (. 145)011,01;‘-——0,

i=1 k=1

stad aj=0v aj=0,astad a;=0dlaj, ke N, czyli 4 =0. Wzor (I11.195) wynika z (1TL.194)

i(IL185). m

.\
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Zauwazmy, ze dla doﬁrolnej macierzy skoniczonej 4 nad pierscieniem czgciowo upo-
rzadkowanym wzér (I11.193) na mocy (I.166) przyjmuje postac

- o0 o
(111196 * tr(A*A)=tr(44%= Y Y |au[*>0.
i=1 k=1

Slad macierzy wykorzystujemy, migdzy innymi, dla przechodzenia od macierzy pierw-
szego stopnia [a] do elementu . Mamy mianowicie

(LIL.197) tr[a]=a.
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