Rozdzial IIL

Macierze

§ IIL1. OkresSlenie macierzy i podstawowe dzialania
: na macierzach

(I1L.1) DerNICIA. Tablicq nad pieré’cieniein & nazywamy kazda funkcje
(111.2) 9: Woo,
spelniajaca warunki

=9 I
(I11.3) L'

gdzie 0 oznacza element zerowy pierscienia <7, czyli o/-zero. WM
(I11.4) DEFINICIA. k-tym wierszem tablicy (111.2) nazywamy funkcje ey R+ okreslong
wzorem a(l):=op(k, 1), a I-tq kolumnq tablicy (111.2) funkcje #;: M o/ okreslona wzorem
x()=pk, 1. | _
(UI1.5) DEFINICIA. Wyrazem tablicy (111.2) lezacym w k-tym wierszu i w /-tej kolumnie,
k,l e N, nazywamy wartos¢ funkcji ¢ w punkcie (k, 7), czyli element p(k,/)ess/. W
. e
Wyraz ¢ (k, I) tablicy (II1.2) oznaczamy réwniez prostszym symbolem ¢y, lub analogicz-
nym, w ktérym zamiast ¢ jest uzyta inna litera. Na przyklad, wyrazy tablicy (III.2) mozna

oznaczy¢ symbolami ay, k, e . .
Dla wygody zapisuje si¢ czgsto wyrazy tablicy w ukladzie prostokatnym w postaci

all alz Y
azy Gz ...

Wtedy pojecia wiersza i kolumny tablicy nabieraja potocznego znaczenia. »/-zer mozna
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nie pisa¢, na przyklad
S T
2 —5 oznacza tablice 0k A ()
7 00 70 ..
00 00 ...

(I11.6) DErFINICIA II1.4. PierScieniem macierzowym generowanym przez pierscien z trans-
pozycjq o/ albo pierscieniem macierzowym nad pierscieniem z transpozycjq s#, albo po prostu
pierscieniem macierzowym nazywamy pierscien z transpozycja

(III°7) .#[.n(]:=($[.m’],+,-,-—,s,!,O,I),

gdzie T[] jest zbiorem wszystkich tablic nad piericieniem &, a operacje +, *, ~, 5, 1,
0, I dla dowolnych 4, B, Ce T[] o wyrazach odpowiednio Qs by, cue o, k,leD,
sa okreslone wzorami

(I]].S) C=A+B:< /\ cki=ahl+bkh
’ k,le®t
(III.g) C=AB:< A Cp= Z I‘J&jbﬂ,
INTY =1
(101.10) B=—4:¢ A by=—ay, ,
kle®
(1L11) B=A:e A by=0y,
k,lel
(I11.12) ; B=A4":e A by=ay,
’ i k,le®
(III.]..?)) ! A=0:< /\'a,‘,#(l,
K, le®
1
(I11.14) ‘ I:=| 1
1

a ponadto jest okre§lone mnoZenie przez elementy « € &/ wzorem

(III.]_S) B =ad: ﬁk.{émb“ =0y, :

B=Agq ;< A bk;=ak;uo .

k., 1est
Sprawdzamy, e operacje (I11.8), (IIL.9), (I11.10), (IIL.13) spelniaja wszystkie warunki
(1.39), ..., (1.45), operacja zero-argumentowa (I11.14) warunek
(111.16) ' IA=Al=A, ='

a operacje (I11.11) i (ITI.12) spetniaja warunki (1.62), ..., (1.68), wobec czego na mocy de-
finicji (1.60) # [«/] — istotnie — jest pier§cieniem z transpozycja. -
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W ksigzce niniejszej symbol .4 [of] jest uzywany wylacznie na oznaczanie pierécienia
macierzowego nad pierécieniem z transpozycjq . Litera 4 jest tu niezmienna, ale moze
zmieniaé si¢ symbol pierécienia «#. Sprawdzamy dalej, Ze dla mnoZenia przez elementy z o/
okre$lonego wzorami (II1.15) sa spelnione wszystkie warunki (I.193), ..., (1.208), wobec
czego # [4] — istotnie — jest pierScieniem nad pierscieniem z transpozycja .

Na mocy definicji (I1.71) w pierécieniu 4 [«/] dla dowolnego A jest okreSlona trans-
pozycja sprngona

(1IL.17)- ' A* : =(d)"=(d4").

(II1.18) DerNICIA. Macierzami nad pierscieniem z transpozycjq s albo po prostu macie-
rzami nazywamy elementy pier§cienia macierzowego 4 [+/]. H

(I11.19) DEFINICIA. k-tym wierszem macierzy A € # (4], I-tq kolumng macierzy A, wy-
razem macierzy A lezacym w k-tym wierszu i I-tej kolumnie tej macierzy, nazywamy odpo-
wiednio k-ty wiersz, I-ta kolumne tablicy okreslajacej macierz 4, Wyraz tej tablicy lezacy
w jej k-tym wierszu i I-tej kolumnie (k, /e R%). MW
Dla wygody przyjmujemy w ksigzce niniejszej, Ze macierze sg oznaczane duZzymi litera-

mi lacifiskimi kursywa, a ich wyrazy odpowiednimi malymi literami, zaopatrzonymi
w dwa wskazniki, z ktorych pierwszy oznacza numer wiersza, a drugi numer kolumny,
w ktérej lezy dany wyraz. Piszemy, na przykiad,

Q1 Q12 e
@) A A =lay a

(II1.20) DErFINICIA. Macierz (i) nazywamy skoriczonq wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
takie m, ne N, ze
(111.21) A /\ an-_-‘O, A /\ au=0.

ket lem le®t ket]
I>n k=>m

W przeciwnym przypadku macierz (i) nazywamy nieskoriczonq. M
Z warunkow (I11.3) wynika, ze warunki (IT1.21) sa albo oba spelnione, albo oba nie-
spclmone

(I11.22) DErRINICIA. Wymiarem macierzy skonczone_] (i) nazywamy kazdg taka uporzadko-
wang parg liczb calkowitych nieujemnych [m, n], Ze sa spelione warunki (III 21). Wy-
miarem macierzy nieskonczonej nazywamy pare [0, c0]. WM

Macierz A o wymiarze [m, n] oznaczamy réwniez symbolem A4y, ;. Przyjmujemy umo-
we, Ze macierze skonczone (i) o wymiarze [m, n] mozna zapisywaé w postaci:

gdy m, n>0i w postaci A=[0], gdy m=0 lub n=0.
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(I11.23) DEFINICIA. Minimalnym wymiarem macierzy skoficzonej (i) nazywamy taki jej
wymiar [m, n], dla ktérego précz (I11.21) sq spelnione warunki

(I11.24) V %0, \/ a,#0
jem ket

albo warunek

(I11.25) m=n=0.

Minimalnym wymiarem macierzy nieskoriczonej jest [c0, 0].

(I11.26) DEFINICIA. Stopniem macierzy skoficzonej A€ .#[«/] nazywamy kazda taka
liczbe catkowita nieujemng n, Ze [n, n] jest wymiarem macierzy A. Stopniem macierzy

nieskoficzonej nazywamy co. Minimalnym stopniem macierzy nazywamy najmniejszy
ze -stopni macierzy. W '

Macierz 4 stopnia n oznaczamy réwniez symbolem Ap,;.

(I11.27) PrzykrAD. Macierz (111.14) jest nieskonczona. Jej wymiarem jest [oo, 0], a stop-
niem co. W

(I11.28) PRzZYKLAD. Macierz

L.tz 612 s
| 345 | 345
jest skoniczona. Dla kazdej pary liczb naturalnych m>21 n>5 [m, n] jest wymiarem ma-
cierzy A. Kazda liczba naturalna n>5 jest stopniem macierzy 4. Mozna, na przyklad,
napisa¢ A=A 7;=A4pp;. Minimalnym wymiarem macierzy 4 jest [2, 5]. W
(111.29) 'DEFINICIA. Gléwnq przekqtng macierzy A e M [of] nazywamy ciag jej wyrazow
(@115 @22, 033,...). W '

(II1.30) DEFINICIA. Wyrazem przekqtniowym albo wyrazem diagofialnym macierzy A e
€ M [«/] nazywamy kazdy jej wyraz a;,, k=1,2,... W

(IIL31) DeriNicia. Wyraz a,, macierzy 4 € # [/] nazywamy nadprzekqtniowym wtedy
i tylko wtedy, gdy k</, a podprzekgtmiowym wtedy i tylko wtedy, gdy k>/. W

(II1.32) PrzykeAD. Dla macierzy 4 z przykladu (IT1.28) gléwna przekatna jest (1, 3, 0,
0,...), wyrazami przekatniowymi sa 1, 3, 0,0, ..., nadprzekatniowymi 2, 4, 5, 6, 0. Pod-
przekatniowe sg wszystkie réwne zeru. |l .

(II1.33) PRzYKLAD. Oto przyklady dzialaii na macierzach nad ciatem liczb zespolonych ¢

2 =3+i -1 " =21 il [ 0 —2+4i —1+i
-1 1-2i 5 025 |-i 1 10 |’

=) =0 -2 ~4 =6
[t 23] 1|=[91, fln23=| 1 2 3|,
3 3 ' 3 6 9

J[ 2 -3+ —1] [ 6 —943i -3
—-i 1-2i 5| | -3 3-6i 15}
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2 =3+i -] [2 =3-i -1
- 1-2i 5| |i 1+2i S5f

[ 2 =i
Ol = : - T
[_E i ;] =] -3+1 1-21],
— _1 5 -
o -
2 =3+i —17*
{_i s ;] =| =3~i 1+2i,
| -1 5 ]
T 2 =3+i -1P [ 2 =-3+i -1 2 =3+i -1 2 =3+i -1]_
—i 1-2i 5| |-i 1-2i S5||-i 1-2i S5||-i 1-2 5|

[19+413i —7+19i —40+42i
| -5-4i 54100 —8-2i |’

Jak wida¢ z powyzszego przykladu, mnozenie macierzy nie jest przemienne, tzn. dla
dowolnych macierzy A4, Be 4 [s7] jest na ogét AB#BA. Wobec tego 4 [/] nie jest,
na ogbl, pierécieniem przemiennym. Na mocy definicji (I.109) . [#] nie jest, na ogdt,
pierscieniem catkowitym. Na mocy definicji (I.130) i (1.156) 4 [s/] nie jest, na ogdt, piers-
cieniem uporzadkowanym ani nawet czeSciowo uporzadkowanym.

§ IIL2. Typy szczegdlne macierzy

(II1.34). DEFINICIA. Macierzq tréjkatng gérnq (dolng) nazywamy kazda macierz 4 € 4 [«/],
ktérej wszystkie wyrazy podprzekatniowe.(nadprzekatniowe) sg o/-zerami. WM

(111.35) DEFINICIA. Macierzq tréjkqtng nazywamy kazda macierz tréjkatng gérna i kazda
macierz trojkgtng dolng. M ;

([11.36) DERINICIA. Macierzq diagonalng nazywamy kazda macierz A € # [o/], ktdrej
wszystkie wyrazy poza giéwna przekatna sa of-zerami.

(IIL.37) PRrzYKLAD. Pierwsze dwie z macierzy nad cialem liczb zespolonych €

0 .
ey 1 f
1 -3 .2 ’ 7 =2 -4 3
[0 i 1+i]’ R4, s 'y _a) [i = ] [ 0,2]
3 Ho

0 0

sa tréjkatne gérne, nastepne dwie tréjkatne dolne, ostatnia jest diagonalna. I

Macierz diagonalna skoficzong n-tego stopnia (n € Rt) oznaczamy symbolem diag (4, , ..
wour @), gdzie (ay, ..., 3, 0,0,...) jest gtéwna przekatna tej macierzy. Analogicznie ma-
cierz diagonalna, nieskoficzona oznaczamy symbolem diag(a; , @, ...), jezeli funkcja przy-
porzadkowujaca liczbom naturalnym k € 9t wyrazy diagonalne g jest znana albo przy-
najmniej tatwa do odgadnigcia. :
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(I11.38) PRZYKLAD

3 2
diag(3,\/§,rc)=[ V2 ] diag(1,2,3,..)=| 3. m
- T : - o o

(II1.39) DEFINICIA. Macierzq trdjdiagonalng nazywamy kazda macwrz Ae M), dla
ktérej ay=0, gdy I<k—1albo I>k+1. W

(II1.40) PRZYKLAD. Macierz nad ciatem liczb rzeczywistych #

L e
-34 -5
6 -7 8

-9 0 -1
jest trojdiagonalna. M

(I1L.41) DEFNICIA. Macierzq zerowq'O w pierscieniu macierzowym . [«/] nazywamy
macierz, ktérej wszystkie wyrazy sa zerami, a macierzq jedynkowq macierz (I11.14), czyli

Te=diag (151,215,
gdzie 1 oznacza o/-jedynke. W

.(IIL42) DErFINICIA. Macierzq quasi-jedynkowq n-tego stopnia (n € M) w pierécieniu macie-
rzowym # [&/] nazywamy macierz skoriczona
. I["]:=diag(l, ...,1), e

M e
n razy

gdzie 1 oznacza «/-jedynke. W

W ksigzce niniejszej symbolem I oznaczamy tylko macierz jedynkowg, a symbolem
I,y tylko macierz quasi-jedynkowa n-tego stopnia.
Z tatwoscia sprawdzamy, ze dla dowolnej macierzy skoniczonej Ay,

przy zaloZeniu, Ze A i I,; sa macierzami z tego samego pie"récienia macierzowego # [of].

(111.44) DEFINIC.‘IA Macierzq skalarng nazywamy kazda macierz nad plersclemem z trans-
pozycja s/ postaci dlag (a,a,...), gdzieccess. N

(II1.45) DEFINICJA. Mac;erzq quasi-skalarng n-tego stopnia (n€ M) nazywamy kaida
macierzskonczong nad pierscieniem z ttanspozycja & postaci diag(e, ..., @), gdziea e of. W

e e
n razy

Sprawdzamy, Ze mnozenie macierzy nad pierscieniem 'z transpozycja </ przez element
@€/ jest réwnowazne mnozeniu lewostronnemu lub prawostronnemu przez macierz
skalarng diag (%, @, ...), a w przypadku macierzy skoficzonych r-tego stopnia przez macierz
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.quasi-skalarna n-tego stopnia diag (e, ..., ®):

(111.46) al=Ile=diag(z, @, ...),

alpy=Iye=diag(e, ..., @).

[ S—
n razy

Sprawdzamy tez z latwoscia, ze dla pier§cienia macierzowego 4 [of] # [/ ]-liczbami
catkowitymi s3 macierze skalarne (II1.46) dla « bedacych «f-liczbami catkowitymi.

Szczeg6lna rol¢ w teorii macierzy odgrywaja macierze skoniczone okreslonego stopnia.
Sprawdzamy z tatwoscia, Zze dla kazdego pierscienia macierzowego (II1.7) algebra
(IH47) "[n] [d}:=($[n] [‘-d] Y AP ain = otinbn 0, If_n]) ’
gdzie Tp,[o/] jest zbiorem wszystkich macierzy skoficzonych n-tego stopnia (n € %) nad
piericieniem z transpozycja 7, jest podpierScieniem, dla ktérego ., [«/]-liczbami
-calkowitymi sa macierze quasi-skalarne n-tego stopnia (II1.45) dla « bedacych «/-liczbami
catkowitymi.
(111.48) DErFINICIA. Podpiericieniem macierzowym n-tego stopnia (n € ) pierScienia ma-
cierzowego (II1.7) nazywamy podpierécien (IIL47). W
(I11.49) DEerRINICIA. Macierz 4 z dowolnego pierScienia macierzowego # [of] nazywamy
Samosprzezonq, Symetryczng, hermitowskq, quasi-rzeczywistq wtedy i tylko wtedy, gdy
w pilerScieniu . [f] A jest elementem odpowiednio samosprzgzonym, symetrycznym,
hermitowskim, quasi-rzeczywistym (patrz definicja (1.93)). W

Fatwo sprawdzié, ze kazda macierz 4 nad cialem liczb zespolonych € mozna przedsta-
wi¢ w postaci ,
{111.50) A=A,+4,i,
gdzie A, i A, sa macierzami nad ciatem liczb rzeczywistych 2. Dla macierzy (1I1.50) mamy
(111.51) A=A, ~4,i, AT=AJ+A4}i, A*=A[-A7i.
(I11.52) DERINICIA. CzgSciq rzeczywistq macierzy zespolonej (IIL.50) nazywamy macierz Ay,
a czefciq urojong macierz A,. W

Czgs¢ rzeczywista macierzy (II1.50) oznaczamy symbolem re 4, czgé¢ urojong im 4.
Mamy zatem A=re A+im A4 1.
(li1.53) PRrzYKELAD. Macierz nad ciatem liczb zespolonych €

Az[ﬁ+2i 0 4+i]

1+i 1 —\2—i

S R L R

30 . Al 20 1
reA-[ 11 —'\ﬁ]’ 1mA—[1 0 _1]. |

mozna napisaé w postaci

Mamy
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(I11.54). DEFINICIA. Macierzq rzeczywistq nazywamy kazda macierz nad cialem liczb rze--

czywistych 2. W

(I11.55) DEFINICIA. Macierzq zespolonq nazywamy kaidq{mac;crz nad cialem liczb zes-

polonych ¢ N

A, B ST W

(II1.56) DEFINICIA. Mac:erz A:s.ﬂ[.m'] nazywamy skosnie symetryczng wtedy i tylko

wtedy, gdy 4"=—4.

o

ERE T

. i
(II1.57) DEFINICIA, EMacierz A EEJ! [##] nazywamy skosnie hermitowskq wtedy i tylko

wtcdy, gdy A*" —A.

B Wy AR

e R T

M VT T

L T T

(IT1.58) PRZYKLAD. Plerwszaxz macierzy zcs;;otonychﬂ
e i

i i e—

[—

e

0 5-2i 1] [ © 5—2i
5—2i 3+i 4-7if, |-5+2i 0 4-7if,
1 4-7i .5 | -1 —4+47i 0
0 5-2i 1 0 5-2i 1]
542i 3 4=7i|, |=5-2i 3i 4-7i
1 4+7i 5| | -1 ~4-7i 5P

jest symetryczna, druga skosnie symetryczna, trzecia hermitowska, a ostatnia skoénie
hermitowska. M

W macierzy skoénie symetrycznej wszystkie wyrazy przekatniowe musza by¢ of-zerami..
W macierzy hermitowskiej wszystkie wyrazy przekatniowe muszg by¢ elementami hermi-
towskimi, a wigc w przypadku macierzy hermitowskiej zespolonej liczbami rzeczywistymi.

W przypadku macierzy nad pierscieniami o elementach quasi-rzeczywistych pojecia
macierzy symetrycznej i macierzy hermitowskiej oraz pojecia macierzy skoénie symetrycz-
nej i macierzy sko$hie hermitowskiej pokrywaja sig, poniewaz macierze nad pier§cieniami
o elementach quasi-rzeczywistych sa macierzami samosprz¢Zzonymi i dla dowolnej takiej
macierzy 4 mamy A=A oraz A*=A".

(I11.59) DEFINICIA. Regularnym pierscieniem macierzowym nazywamy kazdy pierscien
macierzowy nad pierécieniem catkowitym z transpozycja. Macierzq regularng nazywamy
kazda macierz z regularnego pierscienia macierzowego. M

Z definicji (II1.59) wynika, Ze dla kazdej macierzy regularnej mnozenia (II] 15) sa iden-
tyczne.

Zauwazmy, Ze nawet macierz nad cialem moze byé wlasciwym dzielnikiem zera, na

przyktad
11 1 —17 [o 0]
[1 1][~1 1]*[0 0]“‘0"

Z przyktadu (I11.33) widaé, Ze mnozenie nawet macierzy nad cialem nie jest, na ogét,
przemienne.

(IIL.60) DEeFINICIA. Pdlwektorem wierszowym (kolumnowym) nazywamy kazda macierz
o wymiarze [1,p] ([p, 1]). W szczegdlnosci polwektorem wierszowym zerowym albo péi-
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wektorem kolumnowym zerowym nazywamy kazda macierz zerowa. W przypadku macierzy
nad cialem polwektor wierszowy (kolumnowy) nazywamy wektorem wierszowym (kolum-
nowyni), a macierz zerowa — wektorem wierszowym zerowym albo wektorem kolumnowym
zerowym. W

§ IIL.3. Hipermacierze

(I11.61) DErINICIA. Hipermacierzq nad pierfcieniem z transpozycjq o/ albo po prostu
_ hipermacierzq nazywamy macierz nad pierScieniem macierzowym 4 [#/], czyli macierz,
ktérej wyrazami sa macierze nad piericieniem /. W
Dla wygody w pdZniejszych zapisach wskazniki wierszy 1 kolumn hipermacierzy pisze-
my w nawiasach u géry. Na przyklad, hipermacierz 4 piszemy w postaci
Azm|4RD 40D

Wtedy wyrazy macierzy A®? oznaczamy symbolami a®” (k, I, u,v € N).
(UIL.62) DEFINICIA. Rozpisaniem hipermacierzy

A AR
(1) = | R

w wymiarach (p1, .., Pm) X (@15 -+ +> Qn)s 84Zi€ D1y ooy Pms G1s -+-» Gn € N 1 kazda para upo-
rzadkowana [py, ¢;] jest wymiarem macierzy A® (k<m, I<n), nazywamy funkcje, ktéra
kazdej hipermacierzy (i) nad pierscieniem z transpozycja & przyporzadkowuje macierz
nad pierscieniem &7

(“) X[m ot Py @+ e an] matr(m. vy Pm) % (15 ooey Gn) A

wedlug naétqpujqcego WZOru:
Jezeli k>1il1>1

Pyt ot Doy <rSpyt...+p, wi=r—(pit..+p-1),

(iii)

gt Q<SS +.+q,  vi=s—(git ot d-1),
to :
@iv) Xps= Gy - :

Jezeli k=11ir<p,, to przyjmujemy w (iv) u=r, ajezeli I=11s5<g,, to v=ys.
Dla r>p;+...+p, lub s>¢; +...+¢, przyimujemy

) x,=0. W
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(I11.63) PrzykraD. Dla hipermacierzy nad ciatem liczb zespolonych €

AOD 402 4013
A==\ ARD 40D 409 |

gdzie J
-74+2i 0 2
(11). _ _ (12). _ 13,
AYi=[2 -3 1], A4 [ o ~4—-i]’ 7 R [ ﬂ
APV =[945i —8i], A®:=[3 —i 3], A®»:=[r],
mamy S
2 -3 1 -742i 0 00 .2
0 00 -1 —-4-i00 %
matrs, 1)x (3, 4,1) 4= 0 00 0 0o 00 ol u
9+5i —8i 0 3 —-i 30 w|:
(l11.64) TWIBRDZENIE. Jezeli dla hipermacierzy
A(ll) A(In) B(ll) B(ln)
A= LEBoAE oo 6 o 60 g
A Amn) Bm» B

kazda para uporzqdkowana liczb naturalnych [py, q;] jest wymiarem macierzy A*P i wymia-
rem macierzy B® (k<m, I1<n), to

matr(?l. seey Pm) X (41, ---.qn.) (A.!.B):‘:H.‘Ei!

=matr{?!l veep Pm) X (qlln vees @n) A +matr(Pll von Pm) X (@1, 10y @n) B X
Dowéd wynika z definicji (111.62). W -
(II1.65) TwIERDZENIE. Jezeli dla pierwszej z hipermacierzy

AGD 449 BUY | BUm
A= . B:=

3

AMD | ge0) B . .. B™

.........

kazda para uporzqdkowana liczh ndtumfnych [px, h;] jest wymiarem macierzy A (k<
J<1), a dla drugiej kaida para uporzqdkowana [h;, q,) jest wymiarem macierzy B9" (j<t,
I<n), to

MAL (o, ., ) x (@1, ooy g) AB=TA by, ng A matrg,, .., h)x (@1, .. aw) B+
Dowdd polega na sprawdzeniu ostatniej réwnoéci rachunkiem. W

(II1.66) TwrerDZENIE. Dla dowolnej hipermacierzy (i)

matr, ., pm)x (a1, . aw (—4A)=—matr,, Do) (@1, o gy A s

ma"r(m. wis Pm) % (15 0000 Q) A =matr(n, wees Pm) X (Q1s v0r Gn) 4,
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(matr(m. +103 Pin) ¥ (415 2245 n) A)T= matr{q:. seis @n) % (P1y <ses Pm) AT -
Dowod wynika z deﬁ.mcjz (111.62). MW

(1IL.67) TWIERDZENIE. Dla dowolnej hipermacierzy (i) nad prerjc:emem z rranspozyc;q o
i dla dowolnego elementu a € o jest

matr(ﬂh woon Pm) % (14 cos Gn) (aA)= ar matr‘}'h aes Pm) % (@15 von @n) A ,

Dowéd wynika z definicji (I11.62). M

Nalezy zauwazy¢, #e na mocy twierdzen (IIL.64), ..., (II1.67) dzialania na hipermacie-
rzach sg analogiczne do odpowiednich dziatai na macierzach, otrzymanych z tych hiper-
macierzy przez rozpisanie w odpowiednich wymiarach. Stanowi to gléwne korzyéci ze sto-
sowania hipermacierzy.

(I11.68) PrzykrAD. Niech bgdq dane hipermacierze nad ciatem liczb rzeczywmtych [ 4

411 402 B(ll) B12)
&= A 422 ) B:= B p22) >

gdzie
4un.[2 =3 4. _[V2
’ | 0 4_’ ' 3 4}_’
A®D:=[0 1], A®P:=[3],
P =] L S :
fuay. 1. (12), _ /
L | 0 4_’ B |_—2_’
B®Y:=[1 6], B®*:=[-3]. '
Mamy mo S : ~
2 -3 /2]
X:=matry 1), 1n4=|0 4 3|,
|0 1 3]
. 1 -1 0]
Y:=matr{2’l)x{2.1]B= 0 4 _2 .
|1 6 —3]
Widzimy, ze . .
- [AQD 4 gl 4012) 4 p(12) 3 _4] [\/5]
A+B=[A(zt)'+3(21) A(zz)+B(zz):|= 0 8 e A1 B
| ; i7" [
skad

. 3 -4 /2
matl‘.‘{z' 1)x(2, l}(A-I_B): 0 8 _i'
[S=7 0

i zgodnie z twierdzeniem (III.64)
Inatl'(z‘ 1)x(2, 1) (A+B)=X + Y m

6 Wektory i macierze t, I
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Widzimy dalej, ze

TAUDRUD | 4U2)g21) 411D RU2) 1/ 4(12)g(22)
AB= A(RI)B(11)+A(22)B(21] A(Zl)B(12]+A(22)B(22) g

Poniewaz

A‘“’B““+A“’)B(“)=[g -3}[1 —1]+[~ﬁ] [ 6]=[2+%ﬁ 6\/?9—-14]’

4llo 4" 3

2 =3[ 0].[/2 6—3,/2°
A(11J3(12}+A(12)B(22)=[ :”: :|+[ ] [_3]=[ \/—],
0 4]] -2 1 - |

AGDRUD | 4CepED _rg 1].[[1) ~1:|+[3] [ 6=[3 2],
A(21)3[12)+A(22)B(22J=[0 1] [mg]+[3] [=3]1=[-11],

. [2;\/5 6\/?;14] [6__3123_/21],

[ 3 22 [ -1t ]

wige

skad

2+./2 62—14 6-3./2
matr, gy, n4B={ % 19 -2
3 22 -11
1 zgodnie z twierdzeniem (111.65)
matr(z' 1)x (2, I)AB=XY. .
Zdanie ,,macierz X przedstawia si¢ w postaci hipermacierzy 4” nalezy rozumie¢ jako
zdanie
X=matr(p,, .., pmyx (g1, o gm A ¢

W przypadkach szczegdlnych, gdy wymiary (s, ..., Pm) X(q1, ..., G,) sa ustalone, zwy-
czajowo dopuszcza si¢ tu zapis '

X=A.

Czesto przedstawia si¢ macierz w postaci hipermacierzy, ktérej wyrazami sa wiersze
lub kolumny danej macierzy. Jezeli, na przyklad,

i wiersze macierzy A traktujemy jako pétwektory wierszowe

Apsi=[ay ... ay), k=1,...,p,
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a kolumny jako potwektory kolumnowe

ay
Ayt = : B I=1, .., q,
| 2pi
to piszemy
Ay
A=| : albo  A=[Ay...44)
Aps |
zwyczajowo rozumiejac te rownoscei jako
: Agx
A=matry, . yx@ |
Apy

albo
A=matr,, .., 1) [Ax1... Axg].
W ksigzce niniejszej przyjmujemy umowe ogdlniejsza, upraszczajgcg zapis rozpisywania -
hipermacierzy. Jezeli mianowicie dla kazdej z macierzy A*? bedacych wyrazami hiper-
macierzy A nad pierécieniem z transpozycja & jest podany jej wymiar (p,, q,), k=1,...,m
I=1, ..., n, to ré6wno$é
Afprasy - Alpnran
2636 & 6 o tot B B.0.5 b =4,
Afprran) -+ Alpm g

gdzie X jest macierza nad pierécieniem &, rozumiemy jako

X=matre,, ., pm)x (a1, a4
W szezegdlnosci rownosé
X = diag(A2),, ..., 4D,
gdzie X jest macierzq nad pierécieniem »f, rozumiemy jako

k
X matr(,,] e M) % (R, ,nk)dlag(AEﬂ]"“ %m).])

§ 1114, Permntacje

Pojecie permutacji jest potrzebne dla poémejszego zdeﬁmowama wyznaczmka macierzy
i dla dowodoéw niektorych w}asnosc: wyznacznikow

(I11.69) DEFINICIA. Permutacjq ciagu (jy, ... ju) n € N, 0 ktérym zakladamy, ze

() p Ju#J, dla  ustv,
nazywamy kazdy taki ciag (kq, ..., k,), ze

(ii) {Reg s s b= {i s v s} . W
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Z powyzszej definicji wynika, ze
(iit) k,#k, dla uzv

jak réwaniez, e kazdy ciag skofczony spelniajacy warunek (i) jest sam dla siebie permu-
tacja. ‘

W niniejszej ksiazce bgdziemy mie¢ do czynienia wylgcznie z permutacjaml, ktorych
wyrazy sa liczbami naturalnymi. Dlatego przyjmujemy w definicji (II1.69)

A jla"wjne.m‘

(111.70) DEerRINICIA. Przestawieniem W permutacji nazywamy kazda pare jej wy-razéw,
z zachowaniem ich kolejnoéci, w ktdrej wyraz wigkszy poprzedza mniejszy. W

Symbolem 7(jy , ..., ja) 0Znaczamy liczbe przestawied w permutacji (j , ..., jy)-

(1I1.71) DermiciA. Permutacje (jy, ..., jn) nazywamy parzystq, gdy liczba =(j,, ..., j,)
-jest parzysta, a nieparzysta, gdy liczba n(jy, ..., j,) jest nieparzysta. M

([IL.72) DEFNICIA. Znakiem permutacji (jy, ...,j,) nazywamy liczbe
(III?3) UUI A sjn) . =(__1)'I.Ui. e dn) .

(1i1.74) PrzykraDp. Ciag (5, 3, 1, 4, 2) jest permutacja ciggu (1,2, 3, 4, 5). Jest to per-
mutacja nieparzysta, pomewaz ma 7 przestawwn

¢,3, 6,1, 6,49, 6,2, G, G2, 42.
Mamy tutaj (5, 3, 1,4, 2)=710(5, 3, 1, 4, 2)=(—1)" = —1. Znakiem permutacji (5, 3, 1 .
4, 2) jest zatem liczba —1. W
(I11.75) DEFINICIA. Permutacjq gléwng ciagu (Jy, ..., j») spelniajacego warunek (i) nazy-
wamy permutacje :
(k1) Ry kn)='<(jl.: tes s‘jn)s

dla ktorej n(ky, ..., k,)=0. - W :
Z powyiszej definicji wynika, ze jeZeli (k,, ..., k,) jest permutacja gléwna, to k; <...
e hogh
Jak fatwo zauwazy¢, dla kazdego ciagu skoficzonego speimajqcego warunek (i) per-
‘mutacja gléwna istnieje i to dokladnie jedna.

(II1.76) PrzYKLAD. Permutacjq gtéwna ciagu (2, 4, 3, 1) jest (1,2, 3,4). M

(II.77) DerFINICIA. Ciggiem podwdjnym nazywamy ciag ((ji, k1), .., Gis kn))s n€R,
utworzony z uporzadkowanych i réznych par liczb naturalnych i spelma_]acy warunki
(@BHii). m .

Ciag podw6iny ((iy, k1), -+ s (s Kn ) zapisujemy réwniez w postaci

(iv) -(il,. ,_;:) :
i
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(I11.78) DEerINICIA. Permutacjg ciggu podwa;nego (iv) nazywamy kazdy ciag podwojny
(Pl L ) pﬂ) ta‘kl zc

I41a e gy .
- {Ul’kl)a"'»(jnskn)}z{(pla Q.l) ”'3(Pn’qn)}' .

(IIL.79) Przykiap. Ciag podwdjny (i’ g’ ;’:’g) jest permutacja ciagu podwdjnego

1,2,3,4,5
(3,5,2,4,‘1)' -
(II1.80) TWIERDZENIE. Istnieje dokladnie n! permutacji ciqgu (j,,...,J,) Spelniajqcego
warunek (i).

Dowdéd. Stosujemy indukcje. Twierdzenie jest oczywiste dla n=1. Jezeli jest praw-
dziwe dla n=k, to dla kazdego wyrazu j, ciggu (jy, ..., ji+1) istnieje k! permutacji wyrazéw
pozostalych. Wobec tego przyjmujac kolejno ji, ..., ji+1 jako ostatni wyraz permutacji
ciagu (Jy, ... Jjk+1) otrzymujemy (k-+1)-k! permutacji tego ciagu, czyli twierdzenie jest
wtedy prawdziwe réwniez dla n=k+1. W

(I1L.81) TWIERDZENIE, Przez zamiane dwu wyrazéw w permutacji otrzymilje sie permutacje
o przeciwnym znaku.

Dowdd. Wykazemy najpierw prawdziwo$¢ tezy w przypadku zamiany dwu wyrazéw
sgsiednich, tzn. prawdziwo$é wzoru

(V) ﬂ-(j].’---sjk—l:jk+1’jk:jk+2:---sjn)=—a(j19---’jrx ’ k=1s-":n_1‘.

Istotnie, wszystkie pary (j,, j) z wyjatkiem (ji, j.+1) bedace przestawieniem w permutacji
(j1s -4 jn) S8 przestawieniem réwniez po zamianie i odwrotnie. Jedynie para (ji, jx+1)
przechodzac w parg (ji+1,Jjx) zwigksza lub zmniejsza liczbe przestawien o 1, skad teza.

Jesli w permutacji (jy, ..., J,) dokonujemy zamiany wyrazéw j, i jg, r<s, to mozna
to zrobié drogq 2(s—r)— 1 zamian sasiednich wyrazéw, zmieniajac w tcn sposob 2(s—r)—1
razy znak permutacji na przeciwny, skad wynika teza. = 1

-(II1.82) TWIERDZENIE. Jezeli (jy, ..., J,) jest permutacjq ciqgu (1, ..., n), to
(I83) (s, crsdd=(— D " (s, vy fim1rdkr1s n)s  k=1,..,m.
Dowéd. Dokonujac n—k zamian sgsiednich wyrazéw, otrzymujemy na mocy )

a(jl’- ;Jn) ( 1)” kU(Jl)I?\ ’thlu'H-lx' ’sju;jk)'.

PoniewaZ w zbiorze {1, ..., n} istnieje n—ji liczb m@kszych od ji, wn@c przez opuszczenie
Wyrazu j, zmniejszamy hczb@ przestaw;en permutacii (fy, .-, fum1sJkt 15+ s JnsJi) O B—Jks
‘skad teza. W . :

] . k]_s'“skn . : . . - 1,-..,”'
(II1.84) = TWIBRDZENIE. Jezeh( e ) Jjest permutacjq ciggu podwdjnego (f1 A ju)’
to

G(Kysoors k)=6Ciyy oesin)-
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Dowdéd. Na mocy twierdzenia (IIL81) przejécie od permutacji (jy , ..., j,) do permutacji
(1, ..., n) dokonuje si¢ droga parzystej liczby zamian, gdy permutacja (jy , ..., j,) jest parzy-
sta, a droga nieparzystej liczby zamian, gdy permutacja (jy, ..., j,) jest nieparzysta, ponie-
waz permutacja (1, ...,n) jest parzysta. Wobec tego réwnolegle permutacja (1, ..., n)
przechodzi w permutacj¢ (ky, ..., k,) parzysta, gdy permutacja (j,,...,J,) jest parzysta,
i nieparzysta, gdy permutacja (j;, ..., Jn) jest nieparzysta, skad teza. WM

(I11.85) TwierDZENIE. Jezeli (jy, ..., ].) jest permutacjq ciqgu (1, ...,n), to dla kaidego
pef{l,...,n—1} '

 1.)-52
(Yl) O'(ji,...,j")=(—'1) "S’- 2 a(jl’ '”!jp)o(jp-!-ls'--sju)'
Dowdd. Dla liczby przestawiei w ciagu (jy , ..., j,) mamy oczywisty wzor
(Vll) 1t(jl 3 rany jn)=n(jl 3 tae sjp)+n(jp+l yiaEl :fu)"'“o’

gdzie m, jest liczba przestawien migdzy wyrazami, z ktérych jeden wyraz nalezy do ciagu
(j1s ---sJp), @ drugi do ciagu (jp+1, ... Jjn). Obliczymy 7,. Zauwazmy, Ze 7, nie zalezy od
kolejnosci wyrazéw ciagu (jy, ..., j,) ani od kolejnosci wyrazow ciagu (j,+4 1, ..., Jjn). Wo-
bec tego 7, jest liczba przestawien migdzy wyrazami, z ktérych jeden nalezy do ciagu
(ks oir kp):=<(j1s -5 Jp) @ drugi do ciggu (I, ..., l-p):=<(jps15 ..., ju)- Dla kazdego
wyrazu k, (1 <s<p) istnieje w ciagu (1, ..., n) n—k, liczb wigkszych, natomiast w ciagu
(kys oo kpy by ooy Iy=yp) jest n—s wyrazéw lezacych po k;. Wobec tego wyraz k, daje
w tym ostatnim ciagu (n—s)—(n—k)=k,—s przestawien. Stad

]

2 2
p +p & . Pt
( E Jx)_" p’

P " op
RIJ:n(kl » ""kpjli! ey I"_P)zsg:l (ksﬁs)"';( =Zl ks - ) L X 5

a po podstawieniu do (vii) na mocy (II1.73) otrzymujemy wzér (vi). M

§ III.5. Wyznaczniki

(IX1.86) DEFINICIA. Wyznacznikiem n-tego stopnia (ne ) macierzy nad pierscieniem
z transpozycja & :

@

nazw'!amy element pierscienia <.

(IIL87) det,A:= "3 0(j1s s Jn)Gyj, Bzjyee -Gy, s
ity vors im)

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie motliwe permutacje (jy, ..., J,) ciagu (1,...
weon). W T
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