Rozdzial II

Wielomiany

§ IL1. Okreslenie wielomianu. Pierécienie wielomianowe

(II.1) DerFINICIA. Wielomianem nad pierScieniem s albo po prostu wielomianem nazy-
wamy kazdy cigg nieskoficzony

@ a:=(ag, a1, ..)s G, ay,..€,
spetniajacy warunek '

(I.2) ' ' V A a%=0. m

neN k=n
(I1.3) DEFINICIA. Wspdlczynnikami wielomianu (i) nazywamy elementy o, ay,... W

(I1.4) DeFINICIA. Wyrazem wolnym wielomianu (i) nazywamy jego wspélczynnik ;. M

(I1.5) DerINICIA. Wielomian (i) nazywamy zerowym wtedy i tylko wtedy, gdy jego wszyst-
kie wspdlczynniki sg .o/-zerami. M

(I1.6) DerINicJA. W piericieniu o/ z jedynka wielomian (i) nazywamy jedynkowym
wtedy i tylko wtedy, gdy ap=1, a wszystkie pozostale wspotczynniki sg o/-zerami. W
W niniejszym rozdziale wielomian zerowy oznaczamy symbolem o, a wielomian je-
dynkowy symbolem e. Mamy zatem
o“(OO e en =10 0o

(IL.7) DEFINICIA Stopniem wielomianu niezerowego (i) nazywamy takq liczbe calkomtg
nieujemng n, 2e
fr,,;éOA A\ a=0.
. . k>n
Stopniem wielomianu zerowego nazywamy liczbg nieskoficzong —co. W

Stopient wielomianu (i) oznaczamy symbolem sta. .

(IL.8) DermNICIA. Wielomian (i) nazywamy stalym wtedy i tylko wtedy, gdy st a=0 albo
sta=—ow. W :

4 Wektory i macierze t, I
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(I1.9) DERINICIA. Najwyzszym wspélezynnikiem wielomianu niezerowego (i) nazywamy
wspotezynnik a,, gdzie n: =st a. Wielomian zerowy nie ma najwyzszego wspoiczynnika,

(I.10) DermNICJA. Wielomian nazywamy [lewostronnie (prawostronnie) m’eosoblmym
wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zerowy, a jego najwyZszy wspdlczynnik ma lewa (prawa)
odwrotnoé¢. Wielomian nazywamy nieosobliwym wtedy i tylko wtedy, gdy jest zaréwno
lewostronnie jak i prawostronnie nieosobliwy, tzn. gdy jest niezerowy i jego najwyiszy
wspolczynnik jest odwracalny.

(I1.11) - DerFNiciA. Wielomian nad pierscieniem z jedynka &/ nazywamy monicznym
wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zerowy, a jego najwyzszy wspolczynnik jest.«/-jedynkg. W
Z powyzszych definicji wynika, ze kazdy wielomian moniczny jest nieosobliwy.
(II.12) DEFINICIA. Pierscieniem wielomianowym generowanym przez pierscieri sf albo
po prostu pierscieniem wielomianowym nazywamy pierscien
(ﬁ) g[fg{:l:=(q3[d]a+5's_)0)"

w przypadku pierscienia o z jedynka—pierscien z jedynka

(i) PLA1:=B[A], +, ", ~,0,0),

a w przypadku pierécienia &7 z transpozycja — pierécien z transpozycja
@iv) PLA]: =BR[], +, ,,—>5,1,0,8),

gdzie P[] jest zbiorem wszystkich wielomiandw nad pierécienjem &7, a +, -, —, s, t
s3 operacjami okre$lonymi dla dowolnych wielomianéw

W) a:=(ay,84,...), bi=(bgyby,...)s ag,bp,ay,b4,..€6,
wzorami:

(IL13) a+b:=(ag+bg, ag+by, ...),

(11.14) ab:=(cy, ¢y, .-2),

gdzie ¢.:= i.ajbk_j dla k:{),l,.._.,

(IL.15) = —a:=(—~ay, —a,...),

(IL.16) © @=(o, dys )

(IL17) a":=@?,a7,..). A

Sprawdzamy z latwoscia, Ze dla piercienia (ii) s spelnione wszystkie warunki (1.39),...
«..» (I.45), dla pierScienia (iii) ponadto

(1.18); ea=ae=a,

a dla piercienia (iv) jeszcze warunki (1.62), ..., (I.68). )
Piericienie wielomianowe (iii) i (iv) traktujemy jako pierécienie nad piericieniem z je-
dynka o/, przyjmujac, ze dla dowolnego wielomianu (i) i dowolnego elementu « € o
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jest.
(11.19) . oa:=(ua,, 0a,, j,
(I1.20) ao:=(age,a x, ...).

Sprawdzamy z latwoscig, Ze sa wtedy spelnione wézystkie warunki (1.193), ..., (1.208),
gdzie o jest wielomianem zerowym, a e wielomianem jedynkowym pierScienia 2 [/].

(I1.21) TwierDzENIE. Dia dowolnych wielomiandw (v) jest

(Ir.22) ' st(a+b)<max(sta, stb),
(11.23) st(ab)<sta+sth,
(11.24) ‘ sta=sta=sta’ =sta*.

We wzorze (11.22) mamy ostrq nieréwno$¢ < jedynie wiedy, gdy st a=st b# — o i suma
najwyzszych wspélczynnikéw wielomiandéw a i b jest rowna 0. W pozostalych przypadkach
w (I1.22) mamy réwno$é. We wzorze (11.23) mamy ostrq nieréwnoSé < jedynie wtedy, gdy
wielomiany a, b sq niezerowe, a iloczyn ich najwyziszych wspdlezynnikow jest réwny 0. W po-
zostalych przypadkach w (11.23) mamy réwnosé.

Dowdéd. Niech sta=m, stb=n, m, n# — 0. Zatem
A:=(g; By 5 0o 5Oy 0,0,...)s  bi=lby, by, ..:,0,,0,0,..), a., b#%0.

Mamy (a+b);=a+b,=0 dla k>max (m,n). Jezeli m<n, to (a+b),=b,#0, a jezeli
m>n, to (a+b),=a,#0, wobec czego dla m#n jest st(a-+b)=max (sta,stb). Jezeli
m=n, to (a+b),=a,+b, i jezeli q,-+b,#0, to st(a+b)=max (st q,stb), a jezeli a,+
+b,=0, to st(a-+b)<max (sta, stb). Mamy dalej (ab);=0 dla k>m+n i (ab)y4,=
=a,, b,. Jezeli a, b,+#0, to st(ab)=sta+sth, a jezeli a,b,=0, to st(ab)<sta+sth.

Jezeli m=—oco, to a=o i st(a+b)=st b=max (st a, st b) oraz st(ab)=st o= —oo=
= — oo +st b=st a+st b. Jezeli n=— o0, to b=o i, analogicznie, st (a+b)=max (st a, st b)
i st (ab)=st a+stbh. _ )

Jezeli m=—o0, to a=a=a’ =a*=0 i sta=sta=sta’ =sta*. Jezeli m#—o0 i a:=
:=(lg, Ay s ..., Ay 0, 0, ...), a,#0, to na mocy (1.91) @, #0, a0, ak#0 i wobec tego
réwniez st a=st a=st a’ =sta*. W

(IL.25) TWIERDZENIE. Jezeli dla wielomianéw (V) a jest lewostronnie nieosobliwy albo b
prawostronnie nieosobliwy, albo pierscier o nie zawiera wlasciwych dzielnikéw zera, to

(11.26) st(ab)=sta-+sth.

Dowdéd. Gdyby wzér (I1.26) nie zachodzit, wtedy na mocy twierdzenia (IL.21) wie-
lomiany a i b bylyby niezerowe, a iloczyn ich najwyzszych wspélczynnikéw a,,#0 i b,#0
bytby a,b,=0: Jezeli a jest lewostronnie nieosobliwy, to oznacza to, Ze @, ma lewa od-
wrotno$¢ « i otrzymaliby$my oa,b,=0, czyli b,=0, co byloby sprzeczne. Jezeli b jest
prawostronnie nieosobliwy, to otrzymalibysmy analogiczna sprzeczno$¢. Gdy pierscied
s/ nie ma whasciwych dzielnikéw zera, wtedy dla a,#0 i b,#0 musi by¢ a, b,#0. Stad
wynika teza. W

4.
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Niech teraz o/ bedzie plersmcmem z jedynka i niech

(127 . A =(0, 1, 0 05070
Z iatwoéciq dowodzimy przez indukcje, ze dla dowolnego ke R,

=(0,...,0,1,0,0, ...

k razy

i dla dowolnego « € o jest ai*=A"x. Wobec tego kazdy wielomian a:=(ao, ay, ...) mozna
napisa¢ w postaci: .
o oo ;
(11.28) a= Y a= Y Na;,
: j : i=0

i=0

gdzie A°=e. Przyjmujac, ze

Y a;M= Y Xa;=0 dla n<0,
I=

j=0

mozemy wzor (I1.28) napisa¢ w postaci:

n n
(11.29) a= Y a;)’= Y Ma;, gdzie n:=sta.
i=0 i=0
(11.30) Przvkeap. Wiclomiany w zakresie, w jakim poznajemy je w szkole $redniej,
sa to wielomiany postaci (I1.29), generowane przez ciato liczb rzeczywistych #. Jednak —
mimo podobienistwa formy — wystepuje zasadnicza réznica. W szkole $redniej okreSla
si¢ wielomiany (11.29) jako funkcje zmiennej A, podczas gdy tutaj A jest konkretnym ciggiem
(I1.27). Algebraiczna definicja (I1.1) wielomiandw jest — zdaniem autora — wygodniejsza
od funkcyjnej, a podobienstwo formy powinno czytelnikowi ulatwi¢ przyswojenie sobie
faktéw wynikajacych z przedstawionej teorii. Ponadto — jak zobaczymy nizej — alge-
braiczna definicja wielomianéw nie wyklucza mozliwosci funkcyjnego ich traktowania
. przez wprowadzenie pojecia funkcji wielomianowej. M '

§ IL2. Wartos¢ wielomianu w punkcie. Pierwiastki wiclomianu

(1L.31) DerNICIA. Lewq (prawq) warto$ciq wielomianu (11.29) nad pierscieniem z jedynkq s/
w punkcie x € Z, gdzie Z jest piercieniem nad pierscieniem z jedynka 7, nazywamy
element yae Z. (axy € %) okreSlony wzorem:

) n
(I1.32) C A= Z Xa; @ei= Y a; ). W
i=0 j=0
(IL33) DerNicsa. Jezeli & jest pierscieniem nad pierScieniem z jedynka o i jezeli lewa
warto$¢ wielomianu a € 2[</] w punkcie x € & jest réwna prawej, tzn. @=d¢, to na-
zywamy ja wartosciq wielomianu a w punkcie x i oznaczamy symbolem a(x). W
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(I1.34) Przykiap. Jak wynika z poréwnania wzordw (11.29) i (11.32), wartoé¢ wielomia-
nu a € P[], gdzie o jest pierscieniem z jedynka, w punkcie A € 2 [#/], gdzie A jest wielo-
mianem (I1.27), jest rowna samemu wielomianowi a, czyli

(IL35) a(D)=a. W

(I1.36) DermIcIA. Jezeli & jest pierScieniem nad pierScieniem z jedynka ¢, to prawym
(lewym) iloczynem dowolnego elementu xe& przez dowolny wielomian a:=
=(ap, @1, ...) € P[] nazywamy wielomian :

(IL.37) xa:=(xaq, xa,,...)eP[Z] -(ax:=(apx,a,x,..)e?[Z]). W
(II.BS) TwIERDZENIE. Dla lewej (prawej) wartosci sumy wielomianéw
(l) a:"—"(“o,au---)a b=(b0: bl:"')s ﬂ'g,bo,al,bl,...Ed

w punkcie x € &, gdzie & jest pierScieniem nad pierScieniem z jedynkq o, zachodzi wzér

(11.39) @@+0)=(ma+mb  ((a+b)n=ap)+bw)-
Dla lewej (prawej) wartosci iloczynu wielomiandw (1) w punkcie x € & mamy
(I1.40) ' ’ @(@b)=(xab)  ((@b)=(a"be)w)-

Dowéd. Wzér (I1.39) wynika bezposrednio z okreslenia lewej (prawej) wartosci wie-
lomianu w punkcie x oraz wzoru (II.13). Dla iloczynu wielomianéw (i) mamy na mocy
(11.41)

w Ok © k
(i)  ab)= 1Zo x Z a; bk = Z 2 :vcarjb,‘_J Z Z x*Ixia by =

k=0 j=0
Z Z xx'a; b= Z n:( Z x'a;) by=y(ma-b) -
=0 k=0 k= =0
~ Dowéd dla prawej wartosci jest analogiczny. W

(I1.41) TWIBRDZENIE. Jezeli & jest pierscieniem nad pierscieniem z Jedynkq & i jest prze-
mienny, to wzdr (11.40) jest rdwnowainy wzorowi :

(11.42) - @@h)=ar b ((@b)py=ae" be) -
Dowdd. Na mocy (ii) mamy

way= 3 4§ xa)b= 5 (T a)th-
=( Z xa;)( ; Xbe)= (8" b -

' Dowod dla prawej wartosci jest analogiczny. W
(1L 43) TWIERDZENIE. Jezeli & _;est pierscieniem nad pierscieniem z Jedynkq of i dla do-
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wolnych ye Z, ce of jest
(i) | cy=ye,
to lewa (prawa) wartos¢ dowolnego wielomianu a € P[] w dowolnym punkcie x € X jest
wartoscig tego wielomianu w punkcie x.
Dowéd wynika ze wzorow (I1.32) i (iii). M

" (I1.44) TWiBRDZENIE. Jezeli & jest pierscieniem nad pierScieniem z jedynkq <7 i dla do-
wolnych y e %, ce s jest spelniony warunek (iii), to dla dowolnych wielomiandéw a, b e
e P[] i dowolnego elementu x € & jest

(IL45) ' (a+b)(x)=a(x)+b(x).

(11.46) _ - (ab)(x)=a(x)"b(x).

- Dowéd, Wzér (IL45) wynika ze wzoru (II.39) na mocy twierdzenia (I1.43).
Nastepnie na mocy (ii) i (iii) mamy

-] [=4] . oo o .
@@=y ¥ x"x-’ajbk= >y xjx"aJF b=
i=o ¥ i=0 ¥=o0

D1sg
Ivs

1]

o - - ]
' k
; xa;x* b =( 'Zo x'a))( r?:o b)= (8" b, R
; j= = .

skad na mocy twierdzenia (I1.43) otrzymujemy wzoér (I1.46). W

(IL47)y DerNICIA, Lewym (prawym) miejscem zerowym wielomianu a € 2 [/] w pierécie-
nin %, gdzie & jest pierScieniem nad pierécieniem z jedynkg ./, nazywamy kazdy taki
element xe &, Ze ma~0 (ax)=0), gdzie 0 jest Z-zerem. M

(11.48) DEHNICIA. Miejscem zerowym wielomianu ae P[] w pierScieniu Z, gdzie &
jest pierécieniem nad pierscieniem z jedynka ./, nazywamy kazdy taki element xe %,
ktéry jest zarowno lewym jak i prawym miejscem zerowym wielomianu a, tzn. kazdy taki
element x € Z, dla ktérego a(x)=0, gdzie 0 jest X-zerem. WM

(I1.49) DEFINICIA. Lewym (prawym) pierwiastkiem wielomianu a e P[] nazywamy
kazde jego lewe (prawe) miejsce zerowe w pierscieniu z jedynka &/. M

(IL50) DErFINICIA. Pierwiastkiem wielomianu ac P [«/] nazywamy kazde jego miejsce
zerowe W pierscieniu z jedynka o, tzn. kazdy taki element x € o7, ze a(x)=0, gdzie 0 jest
f-zerem,. W

(IL.51) TWIERDZENIE. Jezeli x € &, gdzie & jest pierscieniem nad pierscieniem z jedynkq
o, jest lewym (prawym) miejscem zerowym wielomianu a e P[], to x jest réwniez lewym
(prawym) miejscem zerowym wielomianu ab (wielomianu ba), gdzie b € P[A].

Dowo6d wynika z definicji (I1.47) i wzoru (IL40). W



§ IL.3. Podzielno$¢ wielomiandw 55

§ 11.3. Podzielno$¢ wielomianéw

(I1.52) TwierDZENIE. KazZdy pierscieri wielomianowy P [s/] nad pierscieniem calkowitym '
o jest pierScieniem z quasi-podzielnosciq z funkcjq porzadkujgeq ¢ : P[] N, okreslong
dia dowolnego wielomianu x e P[] wzorem

stx+1, gdy stx=0
1.53 = ’
ez _ () { 0, gdy stx=-c0,

- Dowdd. Funkeja (I1.53) spetnia warunki (1.305), (1.306) i jest funkcja porzadkujgca.
Niech a, b € [/} niech bs#o. Zatem st b# — co. Jezeli st a<st b, to kladac q: =0, ri=a
i a=1 otrzymujemy
ea=qb+r, «#0,

p(r)<p(b).

Mozemy zatem zalozy¢, ze st a=st b=>0. Niech m:=sta, m=stb i

(IL.54)

m n
ai="Y a;M, b=y b¥, a,,b,#0,
=0 j=0
gdzie ag, ..., ay, Do, ..:, by € 5, a 1 jest wielomianem (I[.27). Niech u:=a,, A" ~". Mamy
wtedy : :

m

() ci=b,a—ub= Y aybH~pY a,A""b M=
j=0 j=0

L .
L E a__;b,,l"— Z ambjlj+lﬂ‘n=
i=0 i=0

. m=1 ) n—1 .

= Z a; b"lj— Z a, bj;.',q.m_”.,

i=0 j=0

wobec czego st c<st a=m. WykazaliSmy zatem, Ze jezeli b#o i st a=st b, to istnieja takie
wielomiany u, c e #[.of] i taki element b, € o, Ze

(ii) b,,a=ﬁb+c, ste<sta, b,,.-,éo. _
Yezeli st c<st b, to kladac q:=wu, r:=c, a:=b,, otrzymujemy (IL.54). Jezeli st c=>st b, to

na mocy juz przeprowadzonego rozumowania istnieja takie wielomiany v, de 2[/] i taki
element fe o, f#0, ze fc=vb+d i std<ste, czyli

Bb,a=(Pu+v)b+d, std<ste<sta, pb,#0.
Przez indukcje skoﬂczonq dochodzimy do wzoréw (I1.54). M

(I1.55) DerFINICIA. Pierécieri wielomianowy 2 [«/] nazywamy regularnym wtedy i tylko
wtedy, gdy & jest pierscieniem catkowitym, a 2 [«/] na mocy twierdzenia (I1.52) jest trak-
towany jako pierécien z quasi-podzielnoécia z funkcja porzadkujaca okreflona wzorem
(I1.53), W .
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(I1.56) TWIERDZENIE. Kazdy pierscier wielomianowy P [F | nad cialem F jest pierScieniem
z podzielnosciq z funkcjq porzqdkujacq (11.52) i jest reqularny.
Dowéd. Analogiczny do dowodu twierdzenia (IL52). I

(I1.57) PRZYKEAD. Piericien wiclomianowy 2 [%] generowany przez cialo liczb zespo-
lonych & jest pierécieniem z podzielnoscia z funkcja porzadkujaca (I1.53) i jest regularny.
Dla wielomianéw

' a:=(1—i)e—iA+ 2% —(1+i)A>+2i2*,
bi=(—3+2i)e+(3—5)A+(4+3i) A%,
gdzie e jest wielomianem jedynkowym, A — wielomianem (I1.27) i A°=e, mamy
1 4 3 _

-1 AN

2 TPy 25 25
2iby *=35+351, “1=(%+5335)32
ci=a—ub=(1—i)e—il+(G2+5: D) A2 +(—32—331) A3,
vi=(—3—33DGs =25 D A=(— 22:-%;:2:)).,
dime—vb=(1—D)e+(~ L4 812i) 1+ (1728t )) 2,

616 13987 1 »
25‘)9 (562513635 D) @

_loso1 _sss1s, 47562 |, 61841
ri=d—-wb=(—1353;s 156251)e+(15625+15625!)A'

1777 2164
L= 625 625 )(25

Stad a=ub+c=(u+v) b+d=@u+v+w)b+r i kl,adac '
gi=utotw=GE 15 et (— G55t as DA+ Gy s DAY

otrzymujemy a=qb+r, p(r)<p(b), gdzie ¢ jest funkcjg (11.53). W

Przyjmujemy, ze w kazdym pierécieniu wielomianowym jest okreslona funkcja po-
rzadkujaca (I1.53).
(11.58) TwierDZENEE. W dowolnym pierscieniu wielomianowym P|sd) kazdy wielomian
Jest lewostronnie (prawostronnie) podzielny z vesztq w sensie wzoréw (1.307) i (1.308) przez
kazdy wielomian prawostronnie (lewostronnie) nieosobliwy.

Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia (I1.52), jezeli zamiast (i) przyjaé
c:=a~bu (c:=a—ub), .
gdzie ui=b; 'a, A" (ui=a, b 'A"™, b,b; =1 (b 'b,=1). W
(II 59) TwIERDZENIE. W dowolnym pierscieniu wielomianowym P [sf] kazdy wielomian .
Jest lewostronnie (prawostronnie) podzielny z resztq przez kazdy wielomian momczny
Dowod wynika z twierdzenia poprzedniego. M .
(I.60) TwiErRDZENIE. lloraz i reszta z lewostronnego (prawostronnego) podzieiem‘a do-
wolnego wielomianu a € P[] przez dowolny wielomian nieosobliwy b € P [of] sq okreslone
Jjednoznacznie.



§ I1.3. Podzielno$¢ wielomianow - 5T

Dowdd. Na mocy twierdzenia (I1.58) wielomian @ jest podzielny z reszta przez wie-
lomian b, Jezeli : .
a=bq;+ry, a=bg,+r,,

stry<sth, stro<stbh,
to

b(q—4qz)=r,—~ry.

Na mocy (IL.22) i (I1.23) mamy' st (r,—r,)<max (st r;, st r,)<std oraz st(r,—ry)="
=st (b (¢, —¢2))=st b+st (g, —q,), poniewaz z nieosobliwoéci wielomianu b wynika, ze
iloczyn-najwyzszych wspdlczynnikéw wielomianéw b i ¢, —g, nie moze by¢ zerem, gdy

te wielomiany nie sg zerowe. Gdyby st (g, — q;)# — co, mielibySmy st b<<st (r, —r,) <st b,

co daloby sprzecznosé. Zatem st (g, —q,)= — 00, O oznacza, %e ¢;=¢,. Stad réwnosé

ry=r,. Dowdd dla prawostronnego dzielenia jest analogiczny. m

(I1.61) TwIBRDZENIE. Jezeli w dowolnym pierScieniu wielomianowym P [sf)

(iii) _- a=bq+r, str<stb,
gdzie b jest wielomianem prawostronnie nieosobliwym i
‘m n k
ar= Y a,X, b=y b, g:= ) q;A, a,,b,. q*0,
. j=o i=0 . j=o0

gdzie ay, ..., @y, by, ..., by, Qo -5 Gx € H, a A jest wielomianem (11.27), to iloraz q i reszta:
r sq okreflone wzorami: : -

Qk=bu_1am!
11.62 - Eney
( ) Gk-1=by (81— E bi—j@h—i+p) dla 1=1,..,k,
(11.63) ' r=a—bq.
Jezeli natomiast b jest wielomianem lewostronnie nieosobliwym i
(iv) a=gb+r, str<stb,
to iloraz q i reszta r sq okreslone wzorami:
_ -1
(1164) gk =0 bn )
min (n, I} i o
Gu-1=(Am—1— Ex Q-1+ bn-) ba dla I=1,..,k,
¢! .
(I1.65) \ © r=a—qb.

. Dowéd. Polega na sprawdzeniu, ze gdy sa spelnione wzory (11.62) i (I1.63), wtedy"
sa spelnione warunki (iii), a gdy sa spetnione wzory (I1.64) i (IL.65), wtedy warunki(iv). W

(I1.66) TWIERDZENIE. Jezeli wielomian a e P[] jest lewostronnie m‘eo.s:obfiwy, to dla:
dowolnego wielomianu b € 2]

(IL.67) - “ab=o0=b=o.
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Jezeli wielomian be P[] jest prawostronnie nieosobliwy, to dla dowolnego wielomiany
ae P[]

(I1.68) ab=0= a=o.

Dowdd. Jezeli wiclomian a jest lewostronnie nieosobliwy, to st a# — o0, a na mocy
twierdzenia (I1.25) st (ab)= —oo=sta+sth, skad jest st b= —oo, czyli b=0. Dowdbd
drugiej czesci tezy jest analogiczny. M

(I1.69) TWIERDZENIE. Jezeli (xJ"‘" (acxy) jest lewq (prawq) wartosciq wielomianu a € P [s/]
w punkcie x € &, gdzie & jest pierscieniem nad pierscieniem z jedynkq </, i jezeli 0 jest % -ze-
rem, 1 — ¥-jedynkq, I:'=(1,0,0, ...), 4:=(0,1,0,0, ...), e:=1a € P[Z] (x:=al € 2[%]),
Bi=(x, =1,0,0, ..)=xI—A € P[%), to reszta lewostronnego (prawostronnego) podzielenia
wielomianu o przez wielomian f jest réwna (yyal (agyl).

Dowdéd. Rozpatrzmy przypadek lewej warto$ci wielomianu a w punkeie x. Na mocy
twierdzenia (I1.58) wielomian o jest podzielny z reszta przez wielomian f. Istnieje zatem
lewy iloraz y e 2[Z] i lewa reszta p € 2 [%] takie, ze a=fy+p i st p<st f=1. Oznacza
to, ze reszta p jest wielomianem stalym i ma posta¢ rl, gdzie r € Z. Poniewaz (,)f=0,
wigc na mocy (I11.40) jest ((8y)=0 1 na mocy (IL.39) (o= xp=r. Zatem p=ya-I. Dow6d
dla prawej wartoéci wielomianu & w punkcie x jest analogiczny. WM

(IL70) TWIBRDZENIE. Reszta z lewostronnego (prawostronnego) podzielenia wielomianu
ae P[] przez wielomian b:=(x, —1,0,0, ...)=xe—A € P[], gdzie o jest pierscieniem
z jedynkq, x e o, e jest wielomianem jedynkowym, a A wielomianem- (11.27), jest rowna
(x)a'e (ﬂ(x)' e). .

Dowdd. Twierdzenie (I1.70) jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia (II.69). MW
(IL.71) TwierDZENIE. W oznaczeniach twierdzenia (I11.69) element xe & jest lewym

(prawym) miejscem zerowym wielomianu a e P[] w pierScieniu X wtedy i tylko wtedy, .
gdy wielomian o jest lewostronnie (prawostronnie) podzielny przez wielomian . W
f

Dowéd wynika z twierdzenia (IL.69). B /

(11.72) TWIERDZENIE. Element x € o , gdzie s jest pierééfeniem z jedynkq, jest lewym
(prawym) pierwiastkiem wielomianu a € P[] wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian a jest
lewostronnie (prawostronnie) podzielny przez wielomian xe—A, gdzie e jest wielomianem
jedynkowym, a 1 — wielomianem (I1.27). .

Dowéd. Twierdzenie (IL72) jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia (IL71). W

(I.73) PrzYKLAD. Niech a € 2[¥] bedzie wiclomianem z przykladu (I1.57). Sprawdza-
my, ze liczba zespolona —1i jest pierwiastkiem wielomianu 4, tzn. a(—i)=0. Sprawdzamy
rowniez, ze -

a=(1=i)e—id+A*—(1+i) 2> +2i1* =(—ie— ) (1 +1) e+id-+(—1+1) 4>~ 2i4%),

co oznacza, Ze wielomian a jest podzielny przez wielomian —ie—1. M
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(11.74) DermNicia. Element x € o, gdzie &/ jest pierscieniem z jedynka, nazywamy k-
-krotnym lewym (prawym) pierwiastkiem wielomianu a € P[] wiedy i tylko wtedy, gdy
wiclomian « jest lewostronnie (prawostronnie) podzielny przez wielomian (xe—2)* e 2 [],
a nie jest lewostronnie {prawostronnie) podzielny przez wielomian (xe—2)**+'e 2[H]
(kedt). H

(11.75) DerINICIA. Element x.e X/, gdzie o/ jesf pierdcieniem z jedynka, nazywamy k-
~krotnym pierwiastlkiem wielomianu a < 2[2/] wtedy i tylko wtedy, gdy jest zaréwno k-
-krotnym lewym jak i k-krotnym prawym pierwiastkiem tego wielomianu.

Pierwiastek jednokrotny wielomianu a nazywamy réwniez pierwiastkiem pojedynczym
tego wielomianu.

(11.76) PrzykeAD. Liczba zespolona —i jest pierwiastkiem pojedynczym wielomianu a
z przyktadéw (f1.57) i (I1.73), poniewaz wykazaliémy w drugim z nich, ze wielomian a
jest podzielny przez wielomian —ie—A, i mamy ~

a=(—ie—=)*((—1~4i)e+(3—i)A+2iA*)+5(~ie-1),
co oznacza, Ze wielomian ‘a nie jest podzielny przez wielomian (—ie—1)>. W

(IL.77)y TwIERDZENIE. Jezeli of jest pierscieniem calkowitym, to:
1° P (L] jest takze pierscieniem calkowitym, “
2° lewa wartos¢ dowolnego wielomianu a € P[] w-dowolnym punkcie x € d Jjest réwna
prawej i jest réwna wartosci wielomianu a w punkcie x, .
3° dla dowolnych wielomianéw a, b e P[] i dowolnego elementu x € of sq prawdziwe
wzory (11.45) i (11.46),
4° kazdy lewy (prawy) pierwiastek dowolnego wielomianu a € P[f) jest pierwiastkiem
tego wielomianu,
~ 5%iloraz i reszta z lewostronnego (prawostronneqgo) quasi-podzielenia dowolnego wielo-
mianu a € P[] przez dowolny wielomian b € P [f], b+# o0, sq odpowiednio ilorazem i reszrq
z quasi-podzielenia wielomianu a przez wielomian b,
6° jezeli wielomian a € P[] jest lewostronnie (prawostronnie) podzielny z resztq przez
wielomian b e P [sf), to jest podzielny z resztq przez wielomian b, a iloraz i reszta z lewo-
stronnego (prawostronnego) podzielenia a przez b sq odpowiednio ilorazem i resztq z po-
dzielenia a przez b.

Dowéd. Jezeli o jest pierscieniem przemiennym, to na mocy (II.14) Z[#/] jest tez
pierécieniem przemiennym,

Jezeli o/ nie zawiera whasciwych dzielnikéw zera, to dla dowolnych wielomianéw
niezerowych a, b € Z[#/] ich iloczyn ab jest na mocy twierdzenia (I1.25) niezerowy. Ozna-
cza to, ze pieréciefi #[«/] nie zawiera wlasciwych dzielnikéw zera.

Z powyzszego wynika czgéé 1° tezy. Z przemiennoéci pierécienia o/ wynika na mocy
twierdzenia (I1.43) i wzoréw (I1.19), (I1.20) czes$é 2°, a na mocy twierdzenia (I1.41) cze$é
3°. Czg$¢ 4° wynika z 2°. Czgéci 5° i 6° wynikaja z przemienno$ci pierécienia 2[«/]. M
(IL.78) TwierDZENIE. Kazdy pierScien wielomianowy regularny, a w szczegdlnosci kazidy
piersciers wielomianowy nad cialem jest pierscieniem calkowitym.
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Dow6d wynika z twierdzenia poprzedniego. M

(I1.79) TwIERDZENIE. Jezeli a, b, ¢ sq wielomianami z regularnego pierscienia w'%ieiomia-_
nowego 2[sf] i c#o, to
_ ac=bc=>a=b.

Dowéd wynika z twierdzen (IL.78) i (I._IIZ). B

(IL.80) TWIERDZENIE. Jezeli a jest wielomianem z regularnego pierScienia wielomiano-
wego P[], a Xy, ..., X, € & sq réinymi pierwiastkami wielomianu a o krotnosciach odpo-
wiednio ky , ..., k., to wielomian a jest podzielny przez wielomian (xre=D)" ... (x,e— ),

Dowéd. Stosujemy indukcje. Dla n=1 twierdzenie jest prawdziwe na mocy definicji -
(IL.74) i twierdzenia (IL.77). Jezeli jest prawdziwe dla pierwiastkéw x,, ..., x, (p<n), to
istnieje taki wielomian be 2 [«], ze a=(x,e— A" ... (x,e—A)**-b. Jezeli Xp41 jest pier-
wiastkiem wielomianu a o krotnoéci k4 réznym od xy, ..., X,, to

a(xp-i-l):(xl —Xp+ l)kl“‘(xp—xp-l- 1),‘" b(xp+ 0=0,
skad b (J¢:‘,,+ 1):0, Co 0znacza, 2e X, jest pierwiastkiem wielomianu b. Niech 1,4 1 bedzie
jego krotnoScig. Istnieja zatem takie wielomiany ¢, de 2 [], ze

a=(xp+ie—,1)kp+:c, bz(po e—l)"“d,
skad _ ‘
(xpsre=Nf7 e=(x e~ ... (x, 6= 2)7(x, 4 s e— D)7 1d.
Gdyby /p41>kpsy, Wtedy na mocy twierdzenia (IL.79) mieliby$my
c=(x1 e—A k‘...(xpe—l)k"(xpﬂe— )IP"l_"p*ld’
skad ¢ (x,4;)=0 i istniatby taki wiclomian f, ze c=(x,+; e—4) fi a=(x,+, e—A)**1f,

wbrew zaloZeniu, ze k,4, jest krotnodcia pierwiastka x,,. Analogicznie wykazujemy,
Ze nie moze by¢ takie 4y <k,.;, wobec czego l 4 =k, i

a=(xse— ). .(x,4 e—A)r*1d.

Jezeli zatem twierdzenie jest prawdziwe dla x,, ..., x, (p<n), to jest réwniez prawdziwe
dla x;, ..., X,+;. Na mocy indukcji otrzymujemy stad teze. W

(IL.81) DerNicia 11.23. Lqczng krotnosciq pierwiastkéw wielomianu a nazywamy liczbe
calkowita nieujemng k=k,+...+k,, gdzie k; (j=1, ..., s) jest krotnodcia pierwiastka
x; wielomianu a, ktéry poza x, ..., x, (x;# x; dla j#) nie ma juz innych pierwiastkéw. M

(IL82) TwIERDZENIE. £qczna krotnos§é pierwiastkow wielomianu a stopnia m, m# — o,
z regularnego pierscienia wielomianowego P[] jest niewigksza niz m.

Dowéd wynika z twierdzenia (I1.80), poniewaz na mocy twierdzenia (I1.25)
st((xye—A)M...(x,e—A )=k +...+k<m. B

(TL.83) TWIERDZENIE. £qczna krotnosé pierwiastkéw dowolnego wielomianu stopnia m>0
nad cialem liczb zespolonych € jest réwna m.
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Dowo6d pomijamy, poniewaz jest dlugi i Zmﬁdny, a z punktu widzenia niniejszej
ksigzki nie ma znaczenia metodologicznego. Zainteresowanych odsylamy, na przyklad,
do monografii A. Mostowskiego i M, Starka(’). W

§ II.4. Najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéow

(I1.84) TwierDZENIE. Dowolne, ale nie wszystkie zerowe, wielomiany Wy, ..., Wy z pier-
Scienia wielomianowego nad cialem (z regularnego pierScienia wielomianowego) majq naj-
wigkszy wspdlny dzielnik (najwiekszy wspdlny quasi-dzielnik).

Dowdd wynika z twierdzen (I1.52), (I1.56) i (1.341). W

(11.85) TwIeRDZENIE. Jezeli wielomiany d, i d, sq najwiekszymi wspdlnymi quasi-dzielni-
kami wielomianow wy, ..., w, w regularnym piericieniu wielomianowym 2 [sf), to :.rtnfefq
takie elementy a,, a, EM a,,a,#0, Ze

(11.86) . ' ajdy=a,d,.

Dowéd. Na mocy definicji najwigkszego wspdlnego quasi-dzielnika istnieja takie
elementy a,,a, € &, a,, a,#0, ze wielomian a, d, jest podzielny przez wielomian d,,
a wielomian a, d, jest pod:&ielny przez wielomian d; , czyli istnieja takie wielomiany vy, v; €
e P[], e

() f aydy=v,d,, aydy=vd,,

skad a, a, d, =v, v, d, i na mocy twierdzenia (I1.79) v, v, =a, a,. Wobec tego st (v, v,)=0
i na mocy twierdzenia (I1.25) stv, =stv,=0. Zatem istnieja takie elementy u1,02 €,
vy, v, #0, Ze jest (1) 1 kladac @, =v,, otrzymujemy (I1.86). W

(11.87) TwiERDZENIE. Dla dowolnych wielomianéw w,, ..., w, z pierscienia wielomiano-
wego 2 [F ) nad cialem & istnieje dokladnie jeden najwiekszy wspdlny dzielnik, bgdqcy wielo-

mianem mamcznym \

Dowdéd. Najwigkszy wsp6lny dzielnik d wielomianéw wy, ..., w, istnieje na mocy
twierdzenia (I1.84). Jezeli a,, jest najwyzszym wspolczynnikiem wielomianu d, to dii=
| ot : .
:=— d jest wielomianem monicznym i jest najwigkszym wspdlnym dzielmkxem wielomia-
s
now Wy, ..., W;. Gdyby istnial inny jeszcze najwigkszy wspdlny dzielnik d,, bedacy w1e10-
mianem monicznym, wtedy na -mocy (I1.86) byloby d,=d,. W

(I1.88) TWIERDZENIE. Jezeli co najmniej jeden z wielomiandéw v, w e P[], gdzie 2]
Jest pierScieniem wielomianowym nad cialem sf (regularnym pierscieniem wielomianowym),
" nie jest wielomianem zerowym, to istniejq takie wielomiany p, q € P[], Ze ;

aiss) - po+qw=d,

(*) A Mostowski, M. Stark, Elementy algebry wyzszej, wyd. IX, PWN, Warszawa 1977.
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" gdzie d jest nézjwigkszym wspélnym dzielnikiem (najwiekszym wspélnym quasi-dzielnikiem)
wielomianow v i w. \
Dowdd. Rozpatrzmy przypadek, gdy P jest plersclemem wielomianowym nad
cialem /. Na mocy twierdzen (I1.56) i (1.331) dla wiclomianéw v i w istnieje skoriczony
algorytm Euklidesa z funkcja porzadkujaca (I1.53), czyli istnieje taki ciag par (™, w™®),
k=0,1, ...,p, 2e

', W"”)='(v, w),

(D(k+1] w(k+1]) (r(k} r(k))’

0<st b® <min (sto®, stw®) 2

). __ b(k), gdy b(k) = U(k),

P = o b(k}q(ik], gdy 5P m w(k)’
(ﬁ) ® w® — b(k)q (2&')’ gdy p®. ='v(k},
5 == {b(k)’ gdy p® .= W{k),

striP<sth®, gdy b®:=w®,
striP<stb®, gdy b®:=0®,
(v(P‘H)’ wet 1))= d, 0) albo (.U(p‘i' 1)’ WPt 1)) =(0, d).

Rozpatrzmy przypadek, gdy st v<st w. Mozna wobec tego przyjaé, ze b®:=v. Wtedy
@, W=, )=, w—v-q) i strP<sth@=stv. Wobec tego b1 =rP =
=i P, WD) =(v—(w—0g%) ¢V, w—0v-¢5?). Z latwoscia dowodzimy przez indukcie,
ze dla kazdego k€{0, 1, ..., p} istnieja takie wielomiany p{”, p¥, ¢, ¢ e 2 [}, e
0, w®)=(p%+¢Ow, (")v+q"‘)w) Dla k=p otrzymujemy stad teze. Dowod W przy-
padku, gdy stv>stw i 5%:=w jest analogiczny.

Gdy @[m’] jest regularnym pierscieniem wielomianowym, dowodd przebiega analo-
gicznie. W'

(IL90) PRrzYKLAD. Obliczmy za pomoca algorytmu Euklidesa najwigkszy wspolny dziel-
nik nastepujacych wielomianéw v, we 2[%], gdzie & jest cialem liczb rzeczywistych:
v:=2e—2+A2—23-244+ 2% wi=—e—A2424+15.

Zgodnie z (ii) mamy :
@@, W=, w), sto<stw,

b=y,
w=(e+A)v+(—3e+32%),
F%=v, r{%=—3e+31%
@D, W):=(0, —3e+34Y),  st(—3e+ 344 <sto,
bV = —38+314:—_—W(1J,
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v =v=(-3e+32*)(~te+iD)+(e—A+4*- 1),
riVi=e—A+A2=-2%, r{P:=pW),
0@, wWP):i=(e~A+ 4% =13, —3e+32%),
bD:=vP=e—i+12-23,
@ = (e—A+A2—2%) (—3e~34),
rPi=e—A4+42-22, rP=o0.

Stad p=2 i 7V, wP* ). =(e—1+1%—43, 0). Na mocy twierdzenia (I,341) wielomian
d:=e—A+A?—A3 jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem wielomianéw v i w.
Obliczymy teraz wielomiany p i g takie, aby byla spelniona rownoé¢ (I1.89), Mamy

d=rP=b® =D =P =p—(—3e+32%) (— Je+34) =
=v+Ge—3D)wP=0+Fe-3)r¥ =
=v+(Je—ID) (W—(e+)v)=G(e+iP)v+(Fe—3)w. W

|
+ § IL5. Rozklad wielomianu na czynniki elementarne

(IL.91) DerINICIA. Wielomian w e 2 [&f] nazywamy rozkfadalnym wtedy i tylko wtedy,
gdy mozna go przedstawié w postaci iloczynu co najmniej dwu wielomianéw stopni do-
datnich, a quasi-rozkiadalnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element ae .saf nie bedacy
dzielnikiem zera taki, Zze wielomian aw jest rozkladalny. M

Z powyZszej definicji wynika, ze w regularnych plcrsclenlach w1eIomIanowych wielo-
miany stopni mniejszych niz 2 sg zawsze nierozkladalne.

(I1.92) TwiERDZENIE. Jezeli wielomian we P[], gdzie P[] jest pierscieniem .wielo-
mianowym nad cialem s/ (regularnym pierScieniem wielomianowym), jest iloczynem wielo-
miandw vy, ...,v,€ P[] stopni dodatnich, a wielomian nierozkladalny (quasi-nierozkla-

" dalny) ue P[L] jest dzielnikiem (quasi-dzielnikiem) wielomianu w, to pomiedzy wielomia-
nami vy, ..., v istniefe wielomian podzielny (quasi-podzielny) przez u.

Dowdd. Niech 2 [#/] bedzie pierscieniem wielomianowym nad cialem &7, Jezeli u jest
dzielnikiem wielomianu v, ...v, (k=1,...,s—1), czyli istnicje taki wielomian te 2 [«/],
e vy ... vy=ut, a u nie jest dzielnikiem v, to na mocy twierdzenia (I1.88).istniejq takie
wielomiany p i g, ze pu-+ qu,=e, wobec czego qut=(e—pt)vyyy ... U5, CZYli u(qt+plisy ...
oo Ug) =Ugsq .-« Uy 1 1 jest dzielnikiem wielomianu vy q ... v;. Zatem, jeSli u jest dzielnikiem
wielomianu v ... v, to albo jest dzielnikiem wielomianu v, albo dzielnikiem wielomianu
Ups1 ... V. Stad przez indukcje otrzymujemy teze. JeZeli 2 [+/] jest regularnym pierscie-
niem wielomianowym, to dowod przebiega analogicznie. |l

(I1.93) DEFINICIA. Czynnikiem pierwszym (quaff—czfnnikiem pierwszym) wielomianu
nazywamy kazdy wielomian nierozkladalny (quasi-nierozkladalny) stopnia dodatniego. W
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(11.94) DEFRINICIA. Czynnikiem elementarnym wielomianu w € 2 [of] albo k-krotnym czyn-
nikiem elementarnym wielomianu w (k € %) nazywamy kazdy wielomian postaci v*, gdzie
ve P[] jest czynnikiem pierwszym, taki ze o* jest, a o*** nie jest dzielnikiem wielomia-
niw. R

(11.95) DerINICIA. Quasi-czynnikiem elementarnym wielomianu we 2 [/] nazywamy
kazdy wielomian v € 2 [#/], dla ktérego istnieje taki element a € o7, nie bedacy dzielnikiem
. zera, e v jest czynnikiem elementarnym wielomianu aw. M

(I1.96) DEFINICIA. Rozkladem wielomianu w na czynniki elementarne nazywamy przed-
stawienie go w postaci iloczynu czynnikéw elementarnych wielomianu w (w szczcgolnosc:
W postaci Jednego czynnika elementarnego). M

(I1.97) DEFINICIA. Quasi-rozkiadem wielomianu w e P[] na quasi-czynniki elementarne
nazywamy przedstawienie jakiegokolwiek wielomianu aw, gdzie a € o nie jest dzielnikiem
zera, w postaci iloczynu quasi-czynnikow elementarnych wielomianu w (w szczegdlnosci
w postaci jednego quasi-czynnika elementarnego). W

(I1.98) DEFINICIA. Rozkladem wielomianu w z pierScienia wielomianowego nad cialem
nas moniczne czynniki elementarne nazywamy przedstawienie go w postaci iloczynu jego
najwyzszego wspolczynnika i monicznych czynnikow elementarnych, W

(I1.99) TwIERDZENIE. W regularnym pierscieniu wielomianowym P[sf] rownosé aw=
=, o, gdzie vy, ...,0,€ P[L), ky, ..., k,e R, ac o, a#0, przedstawia quasi-rozklad
wielomianu w na quasi-czynniki elementarne wtedy i tylko wtedy, gdy vy, ..., v, sq takimi
czynnikami pierwszymi, ze dla dowolnych o, fe o, j, 1€ {1, ..., s}

(11.100) - av;=po=a=F=0, gdy j#l.

Dowdd. Przypadek s=1 jest oczywisty. Zatézmy zatem, ze s> 2. JeZeli rowno$é aw=
=u}'... v¥* przedstawia quasi-rozklad wielomianu w na quasi-czynniki elementarne, to dla
kazdego g e {1, ..., s} wiclomian w nie jest quasi-podzielny przez wielomian vis*!. Gdyby
istnialy takie elementy o, fe .o/ i takie wskazniki j, le {1,...,s}, j#/I, ze av;=Po, i a#0
albo B#0, wtedy na mocy definicji czynnika pierwszego oba elementy o i f8 nie bylyby
zerami i mieliby$my .

a:mv*v’{* B0y ) oD = B el L L R ke

co oznaczatoby, 7e wielomian w jest quasi-podzielny przez wielomian ¥ "1

nosé. Musi by¢ zatem spetniony warunek (I1.100).

Jezeli — odwrotnie — jest spelniony warunek (I1.100) i aw=0%'...v%, to gdyby wielo--
mian w by} quasi-podzielny przez viitt (ge {1,..., 5}), istnialby taki element o € o, a#0
i taki wielomian v € 2 [«], Ze o:w-uv""+ 1, skad

. .
avkt.. ok = T

i daloby sprzecz-

1 na mocy twierdzenia (I.I.'?9)
R v:" l‘v"?,_*f v:'=auvq.

Na mocy twierdzenia (I1.92) istniatby wielomian v,, p.e {L...q—1,9+1,..., 5}, quasi-
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-podzielny przez v,, czyli — z uwagi na nierozkladalno$¢ wielomianu v, — istnialyby takie
elcmenty «, fesf,a#0, ze av,= v, worew (I1.100). Z powyiszego wynika, Ze kazdy wielo-
mian vq, g=1,...,s jest quasi-czynnikiem elementarnym wielomianu w, wobec czego
réwnoéé aw=o! ...v’;‘ przedstawia quasi-rozklad wielomianu w na quasi-czynniki ele-
mentarne. MW

(I1.101) TwierRDZENIE. W pierScieniu wielomianowym P [F) nad cialem & réwnosé w=
=avy’...vf, gdzie vy,...,0,€eP[F], ky,....k,eN, acF, a#0, przedstawia rozklad
wielomianu w na moniczne czynniki elementarne wtedy i tylko wtedy, gdy vy, ..., v, 5q rdéz-
nymi monicznymi czynnikami pierwszymi. g

Dowdd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. M

(II.102) TwiBRDZBNIE. W pierscieniu wielomianowym P [F] nad cialem ¥ dla kazidego
wielomianu stopnia dodatniego istnieje dokladnie jeden rozklad na moniczne czynniki elemen-
tarne, jesli nie uwzgledniaé kolejnosci czynnikéw elementarnych.

Dowdd. Jezeli wielomian w jest nicrozkladalny i stopnia dodatniego, a a,, jest jego

najwyZszym wspOlczynnikiem, to vi=—w jest wielomianem monicznym, a rownoéé
' 'm

w=a,v przedstawia rozklad wielomianu w na moniczne czynniki elementarne. JeZeli nato-
miast wiclomian w jest rozkladalny, to mozna go przedstawié w postaci w=u, ... 4,,
gdzie uy, ..., 4, 53 wielomianami stopni dodatnich. Mozna tu zalozy¢, ze uy, ..., 4, s3 nie-
rozkladalne, bo gdyby tak nie byto, prowadziliby§my rozklad dalej, a postepowanie takie
musi doprowadzi¢ do czynnikéw nierozkladalnych. Sprowadzajac wielomiany uy, ..., %,
przez dzielenie przez najwyisze wspotczynniki do wielomianéw monicznych i laczac jed-
nakowe czynniki w potegi, otrzymujemy rozktad wielomianu w na moniczne czynmkl
elementarne.
Gdyby istnialy dwa rozklady na moniczne czynniki elementarne

w=aus'...u7=bv}...0%,

gdzie a,be F, a,b#£0, tuy, ..o thy, 03, ... 0, €P[F), ky,.... kpy L1y, €N, wtedy 2z
uwagi na moniczno$¢ czynnikow elementarnych bytoby a=b. Na mocy twierdzenia (11.92)
dla kazdego czynnika pierwszego v, (g=1,..., ) istnialby czynnik pierwszy u,(p € {1, ...,r})
przez niego podzielny, co z uwagi na ich nierozkladalnoé¢ i moniczno$é datoby v,=u,.
Uwzgl¢dniajac symetri¢, dochodzimy do wniosku, Ze r=s i ciagi uy, ..., ¥, OTaZ vy, ..., 0,
réznig sie co najwyzej kolejnoscia wyrazéw. Gdyby u,=v, i k,<l,, wter na mocy
twierdzenia (I1.79) mieliby$Smy

—kp, L 1
“1 up_. 1ukp+1 U "_‘r=v ;'_11!?!' kpv ,H O

wobec czego na mocy twierdzenia (I1.92) pomigedzy czynnikami pierwszymi uy, ..., tp-1,
Upy'15 .- Uy istniatby podzielny przez v, =u,, co byloby sprzeczne. Ze wzgledu na symetrig
nie moze byé réwniez k,>I; i wobec tego k,=/,. PoniewaZ czynnik v, zostal wybrany
dowolnie, wykazaliSmy, Ze rozklad na moniczne czynmkl elementarne jest Jednoznaczny
z dokladnoscig do kolejnofci czynnikéw elementarnych, -

5 Wektory i macderze t, I
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(I1.103) DeriNicsA. W regularnym pierscieniu wielomianowym £ [«/] dwa quasi-roz-
klady wielomianu w € 2 [#/] na quasi-czynniki elementarne

ke

@) aw=u¥ . uf, " bw=v}".

o

gdzie a,be o, a,b#0, uy,..., U, Viy oo U €EP[A), kyy.n by Iy, ..., [, €N, nazywamy
réwnowaznymi wiedy i tylko wtedy, gdy r=s1 dla kazdego czynnika pierwszego u, (p=1, .
..., 1) istnieje taki czynnik pierwszy v, (g€ {1, ..., s}) i takie elementy a, fe o, a, f#0,
Zeau,=fv,. M

(I1.104) TWIERDZENIE. W regularnym pierscieniu wielomianowym P[] dla kazdego wie
lomianu stopnia dodatniego istnieje quasi-rozklad na quasi-czynniki elementarne, a kazde
dwa quasi-rozklady dowolnego wielomianu w € Z /] na quasi-czynniki elementarne sq row-
nowazne.

Dowoad, Jezeli wielomian w stopnia dodatniego jest quasi-nierozkladalny, to rownos¢
w=w przedstawia jego quasi-rozklad na quasi-czynniki elementarne. Jezeli natomiast
jest quasi-rozkladalny, to istnieje taki element c € &7, c#0, i takie wielomiany u,, ..., %,
stopni dodatnich, Ze ew=u; ... u,. MoZna tu przyjaé, Ze wielomiany u, , ..., %, nie sa juz
quasi-rozk{adalne Yaczac jednakowe czynniki w potegi, otrzymujemy réwnos$é postaci
ew=wi... wh, gdzie w;#w, dla j#k. Jezeli pomigdzy w:elomlanaml Wi, ..., W istnieja
takie dwa w, i w,, Ze aw,=pw,, a, fe o, a, f70, to mamy

a?Blecw=wi...(aw,)?...(Bwp)"s.. Wi =
=W W IWEL(Bw) T W

L.aczac w powyzszy sposéb wszystkle mozliwe w1e10mtany sposrod wy, ..., wy dochodzimy
do réwnosci postaci aw=uv% ... v¥", gdzie jest spetniony warunek (II. 100) Na mocy. twier-
dzenia (I1.99) réwnos§é ta przedstawia quasi-rozklad wiclomianu w na quasi-czynniki
elementarne.

Niech teraz (i) beda dwoma quasi-rozkladami wielomianu w na quasi-czynniki ele-
mentarne. Mamy

abw=bu’'.. u¥ =av'!.. v}

Na mocy twierdzenia (I1.92) dla' kazdego quasi-czynnika vg (g=1, ..., 5) istnieje quasi-
-ezynnik u, (p € {1, ..., r}) quasi-podzielny przez v,, czyli — z uwagi na quasi-nierozkla-
dalnosé wmlomlanu u, — istnieja takie elementy a, fe &, «,f#0, ze au,=fiv,. Stad r=s,
a ze wzgledu na symetrig s> r, wobec czego r=s. Na mocy definicji (II.103) quasi-rozklady
(i) sa réwnowazne. W

(I1.105) - TWIBRDZENIE. W pier§cienfu wielomianowym P [% ] nad cialem & wielomian nie-
zerowy u € P [F] jest dzielnikiem wielomianu w € P [F), ktdrego rozklad na moniczne czyn-
niki elementarne ma postaé w=av’’...v* (ae #, a#0, v, ...,0,€ P[F), ks ... ks€R)
wtedy i tylko wtedy, gdy mozina go przedstawié w postaci

(11.106) u= cv’l‘. it
gdziece F, c#0,1,, ..., LeN, iOQj.ék,- dla j=1,..., 5.
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Dowdd. Gdy u jest wielomianem stalym, wystarczy przyja¢ I,=...=L=01 u=ce.
Zalézmy zatem, Ze u jest wielomianem stopnia dodatniego. Na mocy twierdzenia (I1.102)
niech u=cu}"... u]" bedzie rozkladem wielomianu ¥ na moniczne czynniki elementarne.
Z zalozenia istnieje taki wielomian t € 2 [#], ze

coul..u t=a-oft. ok
Mozna przyjaé, ze wielomian ¢ jest moniczny i wtedy ¢=a. Dla kazdego czynnika pierwszego
u, (p=1,...,r) na mocy twierdzenia (I1.92) istnieje czynnik pierwszy v, przez niego po-
dzielny, skad u,=v, i m,<k,. Dopisujac ewentualnie w rozktadzie wielomianu « na czyn-
niki elementarne brakujace czynniki sposréd vy, ..., v, z wykladnikami zerowymi, otrzy-
mujemy (I1.106). Odwrotnie, gdy » ma posta¢ (II.106), wtedy w sposéb oczywisty jest
dzielnikiem wielomianu w. W

(I1.107) TWIERDZENIE. W regularnym pierscieniu wielomianowym P [sf] wielomian nie-
zerowy ue P[] jest quasi-dzielnikiem wielomianu we P[], ktorego quasi-rozklad na
quasi-czynniki elementarne ma postaé aw=v...v&* (@€ A, a#0, vy, ...,0,€ P[#), ky, ...
., k€ W) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie elementy b, c € o, b, ¢#0, Ze )
(11.108) bu=cv'...v",
gdziely, ...,l,e Ny i 0<;<k; dlaj=1,...,5
Dowoéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia poprzedniego. M
(I1.109) TWIERDZENIE. Kazdy wielomian stopnia dodatniego w € 2 [€), gdzie € jest cialem
liczb zespolonych, ma rozklad na moniczne czynniki elementarne postaci:
(11.110) w=a(x,e—D)"...(x.e—= ",
gdzie ae €, a#0, ky,....,k,e M, a x,, ..., x,€ € sq pierwiastkami w:eformanu w o krot-
nosciach odpowiednio ki, ..., ks i k,+.. +k =st w.
Dowdd wynika z twierdzen (I11.83), (11.80) i (11.101). W
(I1.111) TwIERDZENIE. W pierscieniu wielomianowym P [%] nad cialem liczb zespolonych
% jedynymi monicznymi czynnikami pierwszymi 5q wielomiany postaci ae— A, gdzie a€ €.
Dowdd wynika z twierdzenia poprzedniego. M

(I1.112) TWIERDZENIE. Rozklad na czynniki elementarne dowolnego wielomianu w € 9'[92],
gdzie & jest cialem liczb rzeczywistych, stopnia dodatniego ma postaé:

(AL113)  w=a(xse—A)"...(x,e— )" (q, e+ py A+AD)"...(q, e+ P A+ A,

gdzie ae R, a#0, x4, ..., X, € R sq pierwiastkami wielomianu w o krotno$ciach odpowiednio
kis....k €N, pj,qie R, pf-—4qj<0 dla j=1,..,r i ky+...+k+20( +...+)=stw.

Dowéd. Wielomian w mozna traktowaé jako przypadek szczegdlny wielomianu
z pierécienia 2 [€], gdzie € jest ciatem liczb zespolonych, i wobec tego jego rozklad na czyn-
niki elementarne w pier§cieniu 2[%] ma posta¢ (I1.110), gdzie x,, ..., X, € € sa pierwiast-
kami zespolonymi wielomianu zespolonego w. Mozna tak dobra¢ wskazniki, aby z tych

1
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pierwiastkow x,, ..., x, (t<s) byly rzeczywiste, a X;4 4, .., X; juz nie. Niech x; bedzie jed-
nym z pierwiastkow nierzeczywistych, a wigc takim, ze xJ #x;(¢+1<7<s). Poniewaz w*=w,
A¥=), e*=e, wiec na mocy (IL110) w=a(x}e—)"... (x*e—A)*, skad wynika, ze jezeli
(xje—l)"’ jest czynnikiem elementarnym wielomianu w, to (x}e— )% tez jest czynnikiem
elementarnym tego wielomianu. Poniewaz

(x}e-l)"’(xj e—N)¥=(q;e+p; A+ A%,
gdzie g;=xfx,eR, p;j=—x;—x; R oraz
P} —4a;=0xy+ x])* —dxx; = (x; = x})* = —4(imx;)*<0,
wigc z rozkladu (I1.110) wielomianu w na czynniki elementarne zespolone otrzymujemy
rozkiad (I1.113) wielomianu w na czynniki elementarne rzeczywiste. W

(IL.114) TwIERDZENIE. W pierscieniu wielomianowym 2[R] nad cialem liczb rzeczywis-
tych R jedynymi monicznymi czynnikami pierwszymi sq wielomiany postaci ae—1 i ge+
+pA+A2, gdziea,p,qe R i p*—4g9<0.

Dowod wynika z twierdzenia poprzedniego. .I

§ 11.6. Wzér interpolacyjny Lagrange’a

(IL115) TwiBrRDZENIE, W dowolnym pierscieniu wiefomianmﬁym P[F] nad cialem F ist-
nieje dokladnie jeden wielomian w stopnia co najwyziej m=>0 taki, ktéry w m+1 réinych
punktach ay, ..., a, € F przyjmuje odpowiednio wartosci yg ,... , Ym € F. Tym wielomianem
jest

(L116) - k):io % (age—4)...(ag-,e—A)(ay, e—1)...(a,e—A)

(@0—ap...(ak-1—ap) (G 41— ). .(an—a)

Dowdéd. Wielomian (II.116) przyjmuje w punktach aq, ..., @, wartosci odpowiednio
Yos «++» Vm 1 jest stopnia co najwyzej m. Gdyby istnialy dwa takie wielomiany w i v, wtedy
wielomian w—v bylby tez stopnia co najwyzej m i mialby m+1 réznych pierwiastkéw, .
a mianowicie o, ..., @,. Na mocy twierdzenia (I.82) wielomian w—v musiatby by¢ - ze-

- rowy, skad w=v. W :

(IL117) PrzykeAD. Znajdziemy wielomian we 2 [#], gdzie & jest ciatem liczb rzeczy-
wistych, ktéry w punktach —2, —1,0, 2 przyjmuje odpowiednio wartoéci 3,1, 1,7 i jest
stopnia co najwyzej 3. Na mocy (II.116) mamy

(—e=H(=NQe=)  (~2e=2)(=N)2e~A)
(=142):2:2+2)  (=2+1)-1-(2+))

(2= (—e=D)(2e~1)  (=2e=D)(—e=H(=DH . ,
B o B o Y Y S

Wzér (I1.116) nosi nazwe wzoru imerpb.facyjnego Lagrangea.

w;=3
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§ IL.7. Funkcje wielomianowe

(I1.118) DEerRINICIA. Lewgq (prawq) funkcjg wielomianowq f: & — %, gdzie & jest pierscie-
niem nad pier§cieniem z jedynka &/, nazywamy funkcje, ktéra kazdemu elementowi x € &
przyporzadkowuje — zgodnie ze wzorem (I1.32) — lewa (prawa) warto$¢ (xa (ay) okreslo-
nego wielomianu ae Z?[«] w punkcie x. W

(1L.119) " DEFINICIA. Funkcjq wielomianowq f: % w&, gdzie & jest pierscieniem nad pier-
§cieniem z jedynka ., nazywamy funkcje, ktéra kazdemu elementowi x € & przyporzad-
kowuje warto§¢ a(x) okre$lonego wielomianu a €2 [s&/] w punkcie x, przy zatoZeniu,
ze dla kazdego x € & taka wartoé¢ istnieje. '

' Jeden i ted sam wielomian a e 2 [&/] moze stuzy¢ do okreSlenia wielu funkcji wielo-
mianowych, poniewaz mozna rozpatrywa¢ jego wartoéci w réznych pierécieniach 2° nad
pierécieniem z jedynka 7.

(I1.120) PRZYKLAD. Wrelomian ae P[R), gdzie A jest ciatem liczb rzeczywistych, okreé-
lony wzorem a:=(3, —2, 0 1,0,.,.) moze shuzy¢ do okreslenia funkcji wielomianowe;j
fr RR wzorem '

@) f(x):=a(x):=3-2x+x>.

Ten sam wzor (i) moze stuzyé do okre$lenia funkcji wielomianowej f: € »¥, gdzie € jest
cialem liczb zespolonych.
Wiclomian @ moze réwniez stuzyé do okre$lenia funkcjr wiclomianowej f PR]+
PP [R] wzorem
' f(x):=a(x): =3e~2x+x>

i, na przyklad, dla x:=(1, 1,0, ...), czyli — zgodnie ze wzorem (I1.29) — dla wielomianu
x:=e+A dawac

fle+ )= 39—2(Ié+:1)+(e+:'l)3=2e+ﬂ.+32.2+13. o
Z drugiej strony jedna i ta sama funkcja wielomianowa
f(X)=ap+a;x+ ...+ﬁ”x"-
moze nie wyznaczy¢ wspdtezynnikéw o, ..., @, jednoznacznie.

(I1.121) PrzykiAD. Niech o:=(2, +, -, —, 0, 1) bedzie pierécieniem z jedynka, gdzie
A:={0, 1}, a dziatania +, -, — sq okreslone wzorami:

040=0, O+1=1, 1+40=1, 1+1=0,
0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1,
S0=0 " —1=1.

1
Rozpatrzmy funkcje wielomianowe f, g: of o/ okreslone dla dowolnych x € & wzorami:

) @) r=ltx, g =l+x—x*+x°.
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Mamy
JO)=1, f(1)=0 oraz g(0)=1, g(1)=0.

Zatem fi g s3 jedna i ta samg funkcja, ktéra moze by¢ okreslona réznymi wielomianami,
pa przykiad wielomianami (ii). W

(I1.122) TWIERDZENIE. Dla regularnego pierScienia wielomianowego P [}, gdzie o jest
pierscieniem z jedynkq o nieskoriczenie wielu elementach, kaidemu wielomianowi a € 2 [of]
odpowiada w sposéb wzajemnie jednoznaczny funkcja wielomianowa f: o »of okreslona
wzorem f (x):=a(x), x € o (a zatem kazda taka funkcja wielomianowa f wyznacza Wspol-
czynniki wielomianu a jednoznacznie).

Dowéd. Ze wzoru f'(x): = a(x) wynika, ze kazdy wielomian a € 2 [«/] wyznacza t¢ funk-
cje wielomianowa f jednoznacznie. Gdyby f(x): =a(x) i f(x): =b(x) oraza+#b, wtedy kazdy
element x € o/ bylby pierwiastkiem wielomianu ¢: =a— b, czyli wiclomian niezerowy ¢ miatby
nieskosficzenie wiele pierwiastkow, wbrew twierdzeniu (I11.82). Zatem kazda funkcja wielo-
mianowa f: o &/ wyznacza wielomian a jednoznacznie. [l

(IL.123) TwierpzENIE. Dla regularnego pierscienia wielomianowego P, gdzie of jest
pierscieniem z jedynkq o nieskoriczenie wielu elementach, zbiér wszystkich funkcji wielomia-
nowych f: o wsof, okreslonych wzorami postaci f(x):=a(x), x € &, tworzy pierScien izo-
morficzny z P [H].

Dowdd, na mocy twierdzenia poprzedniego, wynika ze wzoru f(x):=a(x). WM

- Definicje (IT.118) i (II.119) oraz twierdzenie (I1.123) ktadg pomost migdzy teorig wielo-
mianow wylozong wyzej a teorig oparta na definicji wielomianu jako funkcji. W obu te-
oriach rozpatrujemy wiele analogicznych faktow, ich zapis tez bywa analogiczny, a réz-
. nica lezy wtedy gtéwnie w interpretacji wzorow.

Gtdwna korzy$é plynaca z wprowadzenia algebraicznej definicji wielomianu, jak to byto
wyloZone wyzej, polega na tym, Ze jeden i ten sam wielomian moze stuzyé — jak widzie-
lismy w przyktadzie (II.120) — do okreélenia réznych funkcji wielomianowych,
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