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Wtedy — co dowodzimy indukcyjnie — dla kazdego ae %, a#0 i dowolnych m, n e 3

(1248) . a’a"= am+ "

(1249) ( aﬂl)il mrl

(1.250) &g,
a

(1.251) DErINICIA. Podcialem ciala (ciala z transpozycja) & nazywamy kazdy podpiers-
cien (podpierécien z transpozycja) ciala %, ktory jest ciatem. |l

(1.252) PrzykrAD. Cialo liczb wymiernych 2 jest podciatem ciata liczb rzeczywistych %. ]

(1.253) DerINICIA. Ciata (ciala z transpozycja) &, i &, nazywamy izomorficznymi wtedy
i tylko wtedy, gdy sg pierScieniami (pierScieniami z transpozycja) izomorficznymi. |

(L.254) DerNicia. W dowolnym ciele & & -liczbq wymiernq nazywamy kazdy element
postaci p/q, gdzie p jest #-liczbg catkowita, a ¢ — F liczba naturalng. Ml ;

(1.255) TWIERDZENIE, W dowolnym ciele z transpozyc;q F kazda F-liczba wymierna jest
quasi-rzeczywista.

Dowéd wynika ze wzoréw (1.105), (1.239), (1.240) i (1.241). m

(I.256) TWIERDZENIE. W dowolnym ciele F zbior wszystkich F-liczb wymiernych tworzy
podcrafo ’

Dowéd wynika ze wzorow (1.232), (1.236), (1.234), a dla ciat z transpozycja ponadto
ze wzorow (1.239) i (1.240). W

Mozna wykaza¢, ze dla ciata #, w ktorym F-zero nie jest &#-liczba naturalna, czyli
nie istnieje #-liczba naturalna n=0, podciato F-liczb wymiernych jest izomorficzne z cia-
gem liczb wymiernych 2.

(1.257) TWIBRDZENIE. Jezeli F jest cialem z transpozycjq, to re F jest tez cialem i jest
podcialem ciala F .

Dowéd. Na mocy twierdzenia (1.99) re & jest podpierscieniem ciala %. Poniewaz
. 1
na mocy (1.239), (1.240), (1.241), (1.92) a#0Aaere F = —ere.F , wigc re & jest cialem
a
i jest podcialem ciala #. W '

§ L.8. Liczby zespolone

(I.258) DerFINICIA. Cialem liczb zespolonych nazywamy ciato z transpozycja
(1.259) €=C,+,:,—,s5,t,0,0),

gdzie €:=R? jest zbiorem wszystkich uporzadkowanych par (czyli ciggéw dwuwyrazo-
wych) liczb rzeczywistych z warunkiem okre§lonym dla dowolnych a, b, ¢, de R i (a, b),

'
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(c, d) € € wzorem
(1.260) (a,b)=(c,d)<>a=cAb=d,

a+,',—,S$,t 0,e sa operacjami okreslonymi dla dowolnych a, b,c,deRi(a,b),(c,d)e€
wzorami: ' .

(1.261) (a, b)+(c,d):=(a+c, b+d),
(1.262) (a, b)(c,d):=(ac—bd, ;zd-k be),
(1.263) —(a,b):=(-a, -b),
(1.264) (a, b):=(a, —b),
(1.265) (a,b)':=(a, b),
(1.266) 0:=(0,0),

. (1.267) e:=(1,0). m

Sprawdzamy, Ze dla (I.259) sa spelnione wszystkie warunki stawiane cialom z trans-
pozycja. W szczegolnoéci' dla kazdego elementu (a, b) € €, (a, b) #o istnieje odwrotnosé

' e a ~b
1.268 X —_— ey —= ]
(1-268) (a,b) (a%rz:.2 a2+b2) -
(1.269) TWIERDZENIE. W ciele liczb zespolonych € zbidcr wszystkiéh elementow postaci

(a, 0) € € tworzy podcialo izomorficzne z cialem liczb rzeczywistych # .

- Dowdd. Ze wzoréw (1.261), ..., (1.268) wynika, Ze zbiér wszystkich elementéw postaci
(a,0)e % tworzy podcialo ciala ¥. Wprowadzajac odwzorowanie réznowartosciowe h
okre$lone dla dowolnego @ € # wzorem h(a):=(a, 0) € €, sprawdzamy z latwoscia, Ze to
podciato jest izomorficzne z 2. R S

Na podstawie twierdzenia (I.269) utozsamia sig wymictlione tam ciafa izomorficzne
przyjmujac, Ze dla kazdego ae £

(1.270) : (a,0)=a.
(1.271) DeriNICIA. Jedynkq urojonq nazywamy element ciata liczb zespolonych (1.259)
(1.272) i:=(0,1). M
Symbol (1.272) obowiazuje w calej ninie_'k*;zej ksigzce. _
(1.273) DerINICIA. Liczbg zespolong nazywamy kazdy element ciata (1.259). M
(1.274) TWwIERDZENIE. Dla kazdej liczby zespt;lonej (a; b) €€ jest
(1.275) " (a, b)=a+bi. |

Dowad. 'Mamy (a, b)=(a, 0)+(0, b)=(a, 0)+(b, 0)(0, 1), skad na mocy (1.270)
1 (1.272) wzor (1.275). W
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Ze wzoréw (1.272), (1.270) i (1.262) wynika, Ze
azze. it=—1.

Ze wzorow (1.266), (1.267) i (1.270) wynika, Ze
(1.277) 0=0, e=1.

Ze'wzoréw (1.264) i (1.265) wynika, ze
(1.278) _ (a, b*=(a, ~b),

a ze wzorow (1.229), (1.262) i (1.268) oraz (1.275)

a+bi ac+bd be—ad '
279 = + i dla c+di#0.
q ) c+di *+d* P+ :
(1.280) DermNICIA. Czescig rzeczywistq liczby zespolonej (1.275) nazywamy liczbg rze-
czywista a, a czefciq urojong — liczbg rzeczywista b. W
Cze$é rzeczywista liczby zespolonej ¢ oznaczamy symbolem re ¢, a czgs¢ urojona sym-
bolem im ¢. Symbol re jest skrdtem wyrazu angielskiego real=rzeczywisty, a symbol im
skrétem wyrazu angielskiego imaginary=urojony. Mamy zatem dla liczby zespolonej
(1.275) re (a, b)=aiim(a, b)=b. _
(1.281) TwisrDZENE. Cialo liczb zespolonych € ze zwyklq nieréwnosciq dla liczb rzeczy-
wistych (1.270) jest pierscieniem czesciowo uporzqdkowanym i jest pierScieniem z pierwiast-
kowaniem.

Dowéd. Na mocy twierdzenia (1.222) cialo € jest pierScieniem catkowitym. Podpiers-
cieri re % na mocy (I.264) i (1.265) sktada si¢ z liczb postaci (I.270) i ze zwyk}a nier6wnoscia
liczb rzeczywistych jest uporzadkowany. Jezeli (a, b)* =(a, b), to na mocy wzoréw (1.278)
i (1.260) b= —b, skad b=01 wobec tego (a, b) € re €. Wreszcie dla kazdej liczby zespolonej
(L275) mamy (a, b)*(a, b)=(a+bi)*(a+bi)=(a—bi)(a+bi)=a*+b*>0. Cialo € jest
zatem . pierécieniem czgciowo uporzadkowanym. Na mocy definicji (I.169) jest tez piers-
cieniem z pierwiastkowaniem. i '

(I.282) TwigrDZENE. Cialo liczb zespolonych € ze zwyklq nieréwnosciq dla liczb rzeczy-
wistych (1.270) jest pierscieniem z wartoSciq bezwzgledng okreSlong dla dowolnej liczby zes-
polonej (1.275) wzorem:

(1.283) | |a-+bi|:=va>+ 1.
Dowéd. Wynika z definicji (I.168), poniewaz (a+bi)*(a+bi)=a?+b>. W

(L.284) TwisrDZENIE. Dia kazdej liczby zespolonej a+bi#0 istniejq dokladnie dwa pier-
wiastki kwadratowe, okreslone wzorem

R T o o
1.385) S :t(\/\/a +2b ta, o \/«/a +2b a),
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gdzie
_f-1 da b<o,
=) 1 dla b0,

Wzér (1.285) obejrﬁuje réwniez jedyny pierwiastek kwadratowy liczby a+bi=0 réwny 0,
Dowdéd. Poniewaz

JaZ+b*+a>0 oraz Vai+b*—a>0,

wiec istnieja pierwiastki kwadratowe

\/\/a’+bz+a \/\faz+bz—a
> ere¥.
2 2
Sprawdzamy, Ze dla v a+bi okreslonego wzorem (I.285) jest
Wa+biy=a+bi,

cz;;li wzér (1.285) — istotnie — okre$la dwa pierwiatki kwadratowe dla dowolnej liczby
zespolonej a+bi#0, a jeden dla a+bi=0. Na mocy twierdzenia (I.164) innych pierwiast-
kow kwadratowych liczba zespolona a+bi niema. |l

(1.286) PrzyktAD. Na mocy wzoru (1.285)

\/-, i 1 N b Ner L 1 1 u

i=+ —=+—=1i], —i=4|—m=——il.

RW Y o

(1.287) DerNICIA. Postaciq trygonometryczng liczby zespolonej c:=a+bi#0 nazywamy
‘postaé :

(1.288) c=r(cos ¢+i sin g),
gdzie

! =i 5 % a . b
(1.289) ri=|c| Ja*+b%, cos pi=—, sinpi=—. [ |

(1.290) DerINICIA. Argumentem liczby zespolonej c:=a+bi#0 nazywamy kaida liczbe
rzeczywista arg c:=g, gdzie ¢ speilnia warunki (I.289). Argumentem gléwnym liczby zes-
polonej ¢:=a+ bi#0 nazywamy ten jej argument Arg ¢, ktéry speinia warunek

(1.291) ) 0\<~Argc<.'21r. n

Dla liczby ¢=0 argument, a wigc i posta¢ trygonometryczna nie s3 okreslone. Kazda
liczba zespolona ¢ #0 ma nieskoriczenie wiele argumentéw, ale dokladnie jeden argument
gléwny. Dla dowolnego argumentu arg c istnieje taka liczba catkowita k, Ze '

(1.292) arge=Arge+k-2m.

(I_.293) PrzYKEAD. Dla c: =\/3 +imamy na mocy (1.289) r= }c] =2,C08 p= 4}\/3, sin =1,
wobec czego Arg c=3n i dla dowolnego catkowitego k

c=2(cos(§n+2km)+isin(3n+2kn)). MW
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Sprawdzamy, ze dla dowolnych niezerowych liczb zespolonych

cJ:=rj(COS F’j'i"isin(g_;)’ j=1!2s

mamy E
(1.294) ¢y ¢y=ry 75 (cos (@y+ @)+ i sin(p; + 1))
(1.295) &

r 1 o
=—I(CUS(?1”?’2)+15m(¢1“¢’2))°
C; Iy

Wychodzac ze wzorow (1.294) i (1.295) z tatwosécia dowodzi si¢ przez indukejg zupelna,

ze dla dowolnej niezerowej liczby zespolonej ¢:=r(cos ¢+isin ¢) i dowolnej liczby cat-
kowitej k e

(1.296) d=r*(coskg+isinky).
Jest to tzw. wzdr Moivre’a. '

(1.297) DEFINICIA. Pierwiastkiem n-tego stopnia (ne M) liczby zespolonej ¢ nazywamy
kazdg taka liczbg zespolona %, ¢, ktéra spelnia warunek
(1.298) @Qfy=c.” m

(1.299) TWIERDZENIE. Kazida liczba zespolona c:=r(cos ¢p+isin ¢)#0 ma dokladnie n
réznych pierwiastkéw n-tego stopnia (n € R), a mianowicie

k-2 k-2 '
(1.300) ‘{E=Vr(cos-‘p+n “+fsin‘°+n “) dla k=0,1,..,n—1.

Liczba zespolona 0 ma tylko jeden pierwiastek n-tego stopnia {/ﬁ =0.
Dowdéd wynika z definicji (1.297) i ze wzoru Moivre’a (1.296). M
. BT —
(1.301) PrzyxrAb. Na mocy (1.300) i przykiadu (1.293) liczba zespolona /3 +i ma 5 pier-
wiastkéw piatego stopnia: _
32 (cos6°+isin6°), 3/2(cos78 +isin78%), 3/2 (cos150°+i sin150°),
/2 (c0s222°+i 5in222°),  3/2(cos294°+isin294°). . M
(L.302) DErFINICIA. Obrazem geometrycznym liczby zespolonej c:=a-+bi na plaszczyinie
wspoltrzednych nazywamy punkt (g, b) na tej plaszczyznie. W '
Jak wynika z tej definicji, wartos¢ bezwzgledna i argument liczby zespolonej sa wspot-
rzgdnymi biegunowymi jej obrazu geometrycznego (rys. 1).
j :

o e o c=a+bi

lel

Arg c

a |-———-—-—
'

3

Rys. 1
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Jak wynika ze wzoru (I.300), obrazy geometryczne n pierwiastkéw n-tego stopnia
€15 +++ Cy liczby zespolonej ¢:=r(cos ¢+isin 9)50 leza na okregu kota o $rodku w po-
~ czatku uktadu wspétrzednych i promieniu w i dziela ten okreg na # réwnych czesci (rys. 2).

Rys. 2

( § 1.9. Liczby nieskonczone

(1.303) DEFRINICIA. Liczbami nieskoriczoﬁymi nazywamy dwa elementy oo i — oo dolgczane
do zbioru liczb rzeczywistych R z nastepujacym okresleniem dziatad na nich, gdzie r jest
dowolng liczba rzeczywista, a n dowolna liczba naturalna:

w+o=0, w—(-w)=w, —wW—-w==-wn, -—(=~o0n)=c0,
r+ow=0, r—=0==0,
@ w=(~w)(—w)=mw, (~wn)wn=-0n,

—co dla r>0,

oo dla r<0,

0 0 dlar>0,
1= dla r<0,

r-(—oo)={

—=e =0
0 —w
S o ‘o  dla n parzystych,
w'=00, ( ?0) —{_w dla n nieparzystych.

Dodawanie i mnozenie w powyzszych wzorach traktujemy jako przemienne.
© 0 —0 —0 ‘
Symbole oo ~ o0, — 00 + 00, 0- 00, 0+ (— ), — ,—— ,~—— ,——, uwazamy za nieokres-
. 00 —00 00 —00
lone. Przyjmuje sig, ze dla kazdej liczby rzeczywistej r jest —oo <r<oo oraz ze |—oo|=

= |oo|= co. Ponadto 00 =00T=00 oraz — 0o =(—00)" = —00.
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§ 1.10. Pierfcienie z podzielnoscia

(1.304) DEFINICIA. Pierscieniem z lewq (prawq) podzielnosciq nazywamy kazdy pierscien
of :=(U, +, *, —,0), ktéry spelnia nastgpujace dwa warunki:

1° istnieje funkcja zwana porzqdkujqcq p: A B, gdzie B jest zbiorem uporzagdkowanym
z relacja porzadkujaca < zawierajagcym element wyrézniony o, spelniajgca dla kazdego
a € of warunki:

(1.305) p(a)=o,
(1.306) o(a)=o0<>a=0;
2° dla kazdych a, b € o, b+#0, istnieja takie g, re &, e
(1.307) | a=bg+r (a=gb+r),
(1.308) p(<o®). w
(i.309) DEFINICIA. Piercieniem z podzielnoscig nazywamy kazdy pierscieni z zaréwno lewa
jak i prawa podzielnoscia z ta sama funkcja porzadkujaca. W

(1.310) PRZYKLAD. Pierécier liczb catkowitych % z funkcja porzadkujaca np(z):5|z]
(z e &) jest pierScieniem z podzielnoscia. W

(1.311) TWIBRDZENIE, Jezeli w pierscieniu czeSciowo uporzqdkowanym sf ismieje taki
element A, ze

(1.312) _ A£OAL = =AA %<3, .
to of jest pierScieniem z podzielnosciq z funkcjgq porzqdkujacq okreslonqg dla x € o wzorem
(1.313) o(x):=x*x.

Dowdd. Niech a,be s, b#0. Na mocy (1.153) istnieja takie «f-liczby calkowite

min, ze '
2mb*b<b*b+(a*b+ab*)<2(m+1) b*b,

; 28A*Ab*b < A*Ab*b + A(a*b—ab*) <2 (n+ 1) 1*Ab*D,
czyli - :
® —b*b< ~2mb*b+(a*b +ab*)<b*b,
c= 2*AD*b< ~2n2*Ab*b+ A (a*b— ab*) < A*1b*b.
Przyjmujac g:=m+An, mamy g*+g=2m i A(g*—q)=2n1*1 i wzory (i) mozna napisaé
w postaci: ;
(-ii') =b*b< —(q*+49) b*b+(a*b+ab*) <b*b,

—A*Ab*b < —A(g* — g) b*b+A(a*b—ab*) <A*Ab*b.
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Przyjmujac nastepnie r: =a —gb, mamy _
br*+b*r=—(g*+q) b*b+(a*b+ab*), Abr*—b*r)=—i(g*—q)b*b+A(a*b—ab*),
wobec czego na mocy (ii) .
~b*b<br*+b*r<b*b, —A*Ab*b<LA(br*~b*r)<A*Ab*D,
a stad ' .
0L(br*+b*)><(b*b)?, 0K —A*A(br*-b*n*<(A*)*(b*b)?,
czyli :
0<(br*+ b*r)*<(b*b)?,
0< —(br*—b*r)2 < (A*2) (b*b)%.
Sumujac te pieréwnoéci stronami, otrzymujemy
' 4b*br*r<(1+A*2) (b*b)?,
czyli :
(1.314) _ ar*r<(1+2A*2)(b*b)
i dla 2*1<3 otrzymujemy r*r<b*b, czyli p(F)<p(b). W
Nastepujacy przyklad pokazuje, Ze nie wszystkie pierécienie cz¢éciowo uporzadkowane
z funkcja porzadkujaca (I.313) sg pierécieniami z podzielnoécia.

(1.315) PrzykeaDp. Niech of bedzie pierScieniem utworzonym przez wszystkie liczby
zespolone postaci a+ 2bi, gdzie a, b sa dowolnymi liczbami catkowitymi. Sprawdzamy z fat- |
woscia, Ze of jest pierscieniem czeSciowo uporzadkowanym. Przyjmujemy (I.313) jako
funkcje porzadkujaca. Niech x+ 2yi, r+2si beda takimi elementami z pierécienia &, Ze

—~54+4i=(x+2yi) (5+4i)+(r+2si).
Otrzyniujcmy stad
@ (r+2si)=(r+2si)*(r +2si)=r>+4s*> =41x* + 18x+ 164y> — 160y + 41 . .

W zakresie liczb rzeczywistych 41x2 + 18x<0¢>—-% <x<0 oraz 164> —160y<0<«0<y<

41—2—2, wobec czego dla catkowitych x i y jest

0 (r25i) > 41 = (5+4i)*(5+4i) = p (5+ 4i).
Oznacza to, Ze o/ nie jest pier$cieniem z,po‘dzielnoécia' z funkcja porzadkujaca (1.313). W

(1.316) PrzyKiAD. Pierscien utworzony przez wszystkie liczby zespolone postaci a+ bi,
gdzie a, b sa dowolnymi liczbami catkowitymi, jest na mocy twierdzenia (I1.311) pierscie-
niem z podzielnoscia z funkeja porzadkujaca (1.313). Przyjmujac bowiem A: =i mamy spet-
nione warunki (1.312), a nieréwno$é (I.314) przyjmuje postaé 2r*r<b*b. W

(L317) TwierDZENIE. Kazdy piercieri uporzqdkowany 54 jest pierscieniem z podzielnoscig,
a jako funkcje porzqdkujqcq mozna przyjgé ¢(x):=x* (x € ).
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Dowdd. Niech a,be o, b#0. Na mocy (I.153) istnieje taka «/-liczba calkowita n,
ze nb<a<(n+1)b dla b>0 i nb<a<(m-—1)b dla b<0. Ktadac g:=n i r=a—gb, otrzy-
mujemy 0<r<b dla b>0, a 04r< b dla <0, a stad otrzymujemy ¢(r)<¢(b) i wzory .
(1.307), (1.308). M

(I.318) DEFINICIA. Pierscieniem z lewq (prawq) quasi-podzielnoSciq nazywamy ka:?zdy
pierscien & :=(¥, +, -, —, 0, 1) nad piericieniem z jedynka »/ spelniajacy nastepujace
dwa warunki: _

1° istnieje funkcja porzadkujaca ¢ speiniajgca warunki (1.305) i (1.306);

2° dla kazdych x, y € &, y+0, istnieja iak:e g, reZ ielement ae a” nie bedacy dziel-
nikiem zera, Ze

(1.319) ax=yq+r (xa=qy+r),
(1.320) p(r)<e®). M

(1.321) DEFINICIA. Pierscieniem z quasi-podzielnosciq nazywamy kazdy pierscien 2 nad
pier§cieniem z jedynka .« z zaréwno lewa jak i prawa quasi-podzielnoscig z ta sama funkcja
porzadkujaca. W

Przyk?ady pierécieni z quasi-podzielnoscia poznamy w nastgpnych rozdzialach,

(L322) DerniciA. W dowolnym pierécieniu o/ z lewa (prawa) podzielnééciai funkcja
porzadkujaca ¢ o wartosciach rzeczywistych catkowitych algorytmem Euklidesa nazy-
wamy algorytm okre§lony dla dowolnego niezerowego ciagu (a,, ..., @,) elementéw z
(n>2), a polegajacy na konstrukcji ciagéw (@, ..., a) elementéw z o, gdzie k=0, 1,2, ...,i

323) @, ... o) : =(ay, ..., @)
przez ustalenie wzoru rekurencyjnego _ .
(1.324) (@ ey s = v 1)
i podanie nastgpujacego sposobu obliczania elementéw ri®, ..., r:
1) Jezeli n—1 elementéw sposrod af”, ..., a jest o/-zerami, to algorytm konczy sie
i nie obliczamy nastgpnego ciggu (1.324).

2) Jezeli co najmmej dwa elementy sposréd a?, ..., a nie sa of-zerami, to wybiera-
my taki b®: =4 sposréd nich, ktéry dla wszystkich a{? 0 spetnia warunek

(I.325) ' 0<p (™) <p(a).

3) Dla kazdego elementu o, j#u,, znajdujemy takie elementy ¢ i »{, ze
326) aP=bWgM 0 (o0 = gPp® 4 )
(1.327) 9 () <o (d®).

4) Dla j=u, przyjmujemy
(1.329) T =0, rP=aP=p®. m
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(1.329) DerriNICIA. W dowolnym pierscieniu 2° nad pierscieniem z jedynka & z lewa
(prawa) quasi-podzielnoscia i funkcja porzadkujaca ¢ o wartosciach catkowitych stabym
algorytmem FEuklidesa nazywamy algorytm okreslony analogicznie jak w (1.322) z ta
jedynie réznica, ze zamiast (1.326) znajdujemy takie elementy ¢{°, " € & i taki element
o\ € o/ nie bedacy dzielnikiem zera, ze

(1.330) 00 = p®g® 30 (00 = g0Op® 4,0y g

" J 2 J J J J "

(1.331) TWwIBRDZENIE. Kazdy algorytm Euklidesa i kazdy slaby algorytm Euklidesa jest
skonczony, tzn. dla dowolnego niezerowego ciggu (ay, .. ., a,) z pierScienia s¢ (z pierscienia &)
istnieje takie p € Wy i taki element b~ Y, ze — zgodnie ze wzorem (1.324) _

(1.332) @®, ..., a"=(0, ...,0, %"V, 0, ...,0).

Dowad. Jezeli dla p=0 zachodzi wzér (1.332), to algorytm kosiczy sig zanim si¢ zaczal.
W pozostatych przypadkach mamy na mocy (1.325) i (1.327)

(1.333) ' 0 (b®)> ¢ (bV)>...>0.

Poniewaz funkcja ¢ z zaloZenia przyjmuje tylko wartosci catkowite nieujemne, w ciagu
(1.333) musi wigc pojawié si¢ wyraz ostatni ¢(b%~ "), gdzie b®~*) musi by¢ jedynym nie-
zerowym wyrazem ciagu (1.332). B

(I.334) PrzYKLAD. Skonstruujemy é.lgorytm Euklidesa w pierécieniu liczb catkowitych %
- z funkcja porzadkujacy ¢ (x):= |x| dla ciagu (42, 78, 30). Zgodnie z (1.323) mamy

@®, a?, a®)=(42, 78, 30).

PoniewaZ ¢(30) <p(42)<¢(78), Wiec przyjmujemy 5 =30. Wobec tego, 7e 42=1-30+
+12, p(12)<p(30) oraz 78 =2-30+18, p(18)< ¢ (30), mamy

@®, a®, a) =2, 1, ¥M)=(12, 18, 30).

Stad 5): =12. Poniewaz 18=1-12+6, @(6)4;&(12) oraz 30=2-12+6, wigc
@2, a$?, a@) =@V, ¥V, ri=(12, 6, 6).

Sfacd btz):=6. Poniewaz 12=2-6+01i 6=1-6+0, mamy wigc
( (3) I:‘(3) (3)) (?‘(2), r(zz), r(z)) (O 0 6)

Na tyin algorytm konczy sie. W

(1.335) DerNiciA. Jezeli dla dowolnych elementéw a, b, ¢ w dowolnym pierécieniu &
jest a=bc, to w przypadku b#0 element a nazywamy lewostronnie podzielnym przez b,
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a element b h;.wym dzielnikiem a, a w przypadku c#0 element a nazywamy prawestronnie
podzielnym przez c, a element ¢ prawym dzielnikem a. W

(I.336) DerinicIA. W dowolnym pierScieniu & element @ nazywamy podzielnym przez
b#0, a b — dzielnikiem a wtedy i tylko wtedy, gdy a jest zaréwno lewostronnie jak i prawo-
stronnie podzielne przez b, WM

(1.337) DermNicIA. W dowolnym pierécieniu o/ wspdlnym dzielnikiem (wspdlnym lewym
dzielnikiem, wspdlnym prawym dzielnikiem) elementow ay, ..., @, nazywamy kazdy element
d, ktory jest dzielnikiem (lewym dzielnikiem, prawym dzlielnikiem) kazdego z elementow
ay, ....a,. W
(1.338) DeriniciA. W dowolnym pierScieniv & najwiekszym wspdlnym dzielnikiem
(najwiekszym wspdlnym lewym dzielnikiem, najwigkszym wspélnym prawym dzielnikiem)
elementéw a,, ..., a, nazywamy kazdy taki element d, Ze:

1° d jest wspOlnym dzielnikiem (wspdlnym lewym dzielnikiem, wspolnym prawym
dzielnikiem) elementéw ay, ..., a,,

2° d jest podzielny (lewostronme podzielny, prawostronnie podzlc}.ny) przez kazdy
wslaolnydzmlmk(wspolny lewy dzielnik, wspSlny prawy dzielnik) elementéway, ..., a,. W

W teorii piericieni istnieje rozbudowana teoria dzielnikow, wspolnych dzielnikéw
i w szczegdlnosci najwigkszych wspdlnych dzielnikéw. W niniejszej ksigzee wykorzystuje
sie z tego niewiele. Warto zauwazy¢, ze w definicji (1.338) nie zada si¢, aby piercieni o byt
uporzadkowany czy nawet czgSciowo uporzadkowany. Warto réwniez zauwazyé, ze de-
finicja (I.338) ma niewielki sens w przypadku ciala, poniewaz w kazdym ciele kazdy ele-
ment rézny od zera jest najwickszym wspdlnym dzielnikiem kazdego skonczonego ciagu
liczbowego.

(I.339) TwiIerDZENIE, Jezeli w pierscieniu calkowitym o, w ktérym jedynymi elementami
majgcymi lewq (prawq) odwrotnosé sq 1 i — 1, istnieje dla elementéw ay, ..., a, najwiekszy
wspdiny lewy (prawy) dzielnik d, to jedynymi najwiekszymi wspoinymi lewymi (prawymi)
dzielnikami elementéw_a,, ...,a, sq d i —d.

Dowdd. Jezeli d; 1 d, sa dwoma najwigkszymi wspSlnymi lewymi dzielnikami ele-
mentéw a, ..., a,, to z definicji (I.338) wynika istnienie takich elementéw a, b, ze d, =d, a
i dy=d\b, skad d,=d,'1=d,ba. Na mocy twierdzenia (I.112) ba=1, co oznacza, Ze
a=b=1 albo a=b= —1, skad wynika teza, Dla na;wxgkszych wspolnych prawych dzielni-
kéw dowdd przebiega analogicznie. M

(1.340) DeFNICIA. Jezeli dla dowolnych elementéw x, y, z w dowolnym pierscieniu &
nad pier§cieniem z jedynka & istnieje taki element @ € o7 nie bedacy dzielnikiem zera, Ze
az=xy, to w przypadku x#0 element z nazywamy lewostronnie quasi-podzielnym przez x,
a element x lewym quasi-dzielnikiem z, a W przypadku y#0 element z nazywamy prawo-
stronnie quasi-podzielnym przez y, a element y prawym quasi-dzielnikiem z. W

Spostrzegamy analogi¢ migdzy definicjami (1.335) i (I.340). Analogicznie do (I.336) -
definiujemy elementy quasi-podzielne i quasi-dzielniki, a analogicznie do (1.337) i (1.338)—
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wspdlne quasi-dzielniki, lewe 1 prawe oraz najwigksze wspdlne quasi-dzielniki, lewe i prawe
dla pierécieni & nad pierdcieniami z jedynka .

(1.341) TwIERDZENIE. W algorytmie Euklidesa (1.322) (w slabym algorytmie Euklidesa
(1.329)) element b7~ z ostatniego ciqgu (1.332) jest najwiekszym wspélnym lewym (prawym)
dzielnikiem (najwiekszym wspolnym lewym (prawym) quasi-dzielnikiem) elementéw a, , ..., a,.

Dow6d. Element 5%~ jest wspSlnym lewym dzielnikiem wyrazéw ciagu (1.332).
Jezeli b®~ Y jest wspSlnym lewym dzielnikiem wyrazéw ciagu (1.324), to na mocy (I.328)
jest lewym dzielnikiem elementu 5* i na-mocy (I.326) jest wspélnym lewym dzielnikiem
wyrazéw ciagu (@{”, ..., a%”). Stad na mocy indukcji skoniczonej b®~ ) jest wspSlnym
lewym dzielnikiem wyrazow ciagu (I.323). Jezeli — odwrotnie — d jest wspolnym lewym
dzielnikiem wyrazéw ciagu (a{?, ..., a®™), to w szczeg6lnosci jest lewym dzielnikiem
elementu 5% i na mocy (1.326) jest wspélnym lewym dzielnikiem wyrazéw ciagu (1.324).
Na mocy indukcji d jest wspélnym lewym dzielnikiem wyrazéw ciagu (1.332), czyli jest
lewym dzielnikiem elementu 5*~ "), Stad na mocy definicji (I.338) wynika teza.

Dowéd w przypadku prawostronnej podzielnosci, jak réwniez w przypadkach lewo-
stronnej Iub prawostronnej. quasi-podzielnosci, przebiega analogicznie. W

(1.342) Przyxeap. Na mocy przykladu (1.334) liczba 6 jest majwigkszym wspSlnym
dzielnikiem liczb 42, 78, 30. Na mocy twierdzenia (1.339) w pierscieniu liczb catkowitych,
# jest to jedyny dodatni najwigkszy wspolny dzielnik tych liczb. W

(1.343) PrzvkLap. Niech s/ bedzie pierscieniem z przyktadu (1.316) z funkcja porzad-
kujaca (1.313). Na mocy twierdzenia (I1.331) dla kazdego clagu skoriczonego w & istnieje
skoriczony algorytm Euklidesa. Rozpatrzmy ciag (10, 442, 7+1). Poniewaz ¢(10)=100,
p(4+2i)=20, ¢(T1+i)=50, wiec przyjmujemy b®:=4+2i. Wobec tego, ze 10=
=@4+2)Q—)+0 i 7+i=1-(4+2))+(3~i) oraz p(3—1)=10<p(4+2i), mamy

(@, a$”,aP) =D, r¥, r)=(0, 4+2i, 3~i)
i przyjmujemy bM:=3_i. Poniewaz 4+2i=(3—i)(1+i)+0, wigc
| @?, a, a)=(0,0,3~i)

i algorytm konczy sig. Na mocy twierdzenia (I.341) liczba zespolona 3 —i jest w pierscie~
niu o/ najwickszym wspdlnym dzielnikiem liczb 10, 4+2i, 7+i.

Jak tatwo spostrzec, liczba zespolona 3—i nie jest jedynym najwmkszym wspolnym
dzielnikiem liczb 10, 4+2i, 7+i. Jezeli d jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem tych
liczb, to na mocy definicji (1.338) istnieja w &/ takie liczby zespolone a i b, ze

3—i=ad % d=(3-i)b,

skad wynika, Ze ab=1. Na mocy (L.175) jest wobec tego |a|=1i |b|=1. Stad b musi byé
jedna z 4 liczb zespolonych 1, —1, i, —i. W konsekwencji jedynymi najwiekszymi wspol-
nytm dzielnikami liczb 10 4-+2i, 7+: w pierscieniu & sg liczby 3—i, —3+i, 1+3i,.
-1-3. N
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(1.344). PrzyYkeAD, JeZeli pierScied «f z przykladu (I.315) traktowaé jako pierscied nad
pierscieniem liczb catkowitych Z, to kazdy element a+2bi tego piercienia jest quasi-po-
dzielny przez kazdy element c+2di#0, gdzie a, b, ¢, d sa dowolnymi liczbami catkowi-
tymi, poniewaZ

(c®+4d?)(a+ 2bi)=(a+ 2bi)(c ~ 2di) (c+2di).
Wobec tego & jest wtedy pierScieniem z quasi-podzielnoscia z funkcja porzadkujaca

(1.313). Kazdy element rézny od zera w o jest najwiekszym wspblnym quasi-dzielnikiem
kazdego skoficzonego ciagu elementéw tego pierScienia. W '
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