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(1.103) PrzykrAp. Piericien liczb catkowitych (I.96) oraz piericied re &/ z przykiadu
(1.101) sa izomorficzne, co sprawdzamy z latwoscia, przyjmujac odwzorowanie f(a)=
=(a,a) dla celd. H

W kazdym pierécieniu z jedynka (1.51), a wigc w szczegdolnosci w kazdym pierécieniu
z transpozycja (1.61) wprowadza sig pojecie «/-liczb naturalnych, przyjmujac jako pierwsza
#f-liczbe naturalng o/-jedynke 1 i dla kazdej «-liczby naturalnej n okreslajac jej nastep-
nik jako n+ 1. Dolaczajac do zbioru wszystkich o7-liczb naturalnych /-zero oraz wszyst-
kie elementy postaci —n, gdzie n jest o/-liczba naturalng, otrzymujemy zbidr o-liczb
calkowitych.

Zbi6r of-liczb naturalnych oznaczamy symbolem 9, a zbior &/-liczb calkowitych
symbolem 3,,. JeZeli &-zero nie jest &/-liczba naturalng, lub — co na jedno wychodzi —
wszystkie wyrazy ciagu kolejnych «/-liczb naturalnych sg réine, mozna udowodnié, Ze
podpierscien Z:=(3,4, +, *» —, 8 1, 0, 1) pierscienia (I.61) jest izoniorﬁcény Z pier-
$cieniem liczb calkowitych (1.96). Przypadek, gdy «/-zero jest ./-liczba naturalna, lub
— co na jedno wychodzi — istnieje taka &/-liczba naturalna n, ze n=0, jest w niniejszej
ksigzce dopuszczany, ale szczegélowo analizowaé go nie bedziemy, odsylajac zaintere-
sowanego czytelnika do podrecznikéw algebry zawierajacych teorig kongruencji. Naj-
wazniejsze elementy tej teorii znajdzie czytelnik w rozdziale XIV wspomnianej mono-
grafii H. Rasiowej.

Jezeli n jest dowolna «/-liczba catkowita w pierscieniu (1. 51) lub (I 61), to'na mocy
(1.50), (1.44) i (1.45) dla dowolnego a ./ mamy

1.104) . - na=an,
a ponadto w pierécieniu (I.61) mamy na mocy (1.92)
(1.105) n=n=n"=n*

co wykazujemy analogicznie do dowodu twierdzenia (1.99). Ze wzoru (1.105) wymka,
%e podpiericienr re o/ dowolnego przemiennego pierScienia z transpozycja &/ zawiera
wszystkie &-liczby calkowite.

§ L4. Dzielniki zera. Odwrotnoéci

(1.106) bEﬂNICJA. W dowolnym pierécieniu &/ element @ nazywamy lewym (prawym)
dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie b € o, b#0, 2e ab=0 (ba=0). M

(1.107) DeriNICIA. Dzielnikiem zera dowolnego pierécienia & nazywamy kazdy lewy
i kazdy prawy dzielnik zera tego pierécienia. i '

(L.108) DgriNicIA. Dzielnik zera dowolnego pierécienia &/ nazywamy wlasciwym wiedy
i tylko wtedy, gdy nie jest o/-zerem. - W )

(1.109) DEFINICIA. PierScieniem calkowitym albo dziedzing calkowitosci nazywamy kazdy
przemienny pierfciefi z jedynka, ktéry mie zawiera wilaciwych dzielnikéw zera. W
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(1.110) PrzykrAp. Pierécier (1.96) jest catkowity. Pierscien z przykladu (I.69) mie jest
catkowity, bo jego elementy postaci (a, 0) i (0, b), a#0, b0, sa whasciwymi dzielnikami
zera. W .

(i.lll) TWIERDZENIE, W dowolnym pierScieniu sf iloczyn elementéw nie bedgcych dziel-
nikami zera nie jest dzielnikiem zera. W pierScieniu przemiennym < iloczyn nie jest dziel-
nikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy jego czynniki nie sq dzielnikami zera.

Dowéd. Niech a, b e o/ nie beda dzielnikami zera, a ¢ € &/ niech bedzie takim ele-
mentem, Ze (ab) c=0, czyli a(bc)=0. Wtedy bc=0, a nastgpnie ¢=0. Wynika stad, ze
ab nie jest lewym dzielnikiem zera. Analogicznie dowodzimy, Ze ab nie jest prawym dziel-
nikiem zera. Odwrotnie, gdyby ab nie byt dzielnikiem zera, a a byl prawym dzielnikiem
zera, wtedy istniatby element ¢ #0, taki, ze ca=0i wobec tego cab=c(ab)=0, skad sprzecz-
nosé. Zatem a nie jest prawym dzielnikiem zera, a w pierscieniu przemiennym .o/ nie jest
réwniez lewym dzielnikiem zera. Analogicznie dowodzimy, ze b nie jest dzielnikiem zera.
Dla wigkszej liczby czynnikéw dowod przeprowadzamy z tatwoscia przez indukcje. . |

(1.112) TwIERDZENIE. JezZeli w dowolnym pierscieniu o jego element a nie jest lewym
dzielnikiem zera, to dla dowolnych b, c e of

(1.113) ab=ac = b=c,
Jjesli natomiast a nie jest prawym dzielnikiem zera, to
(L.114) ba=ca = b=c.

Dowdédd. Rownosé ab=ac jest réwnowazna a (b—c)=0. Gdy a nie jest lewym dziel-
nikiem zera, mamy stad b —c=0, czyli b=c. Implikacje (I.114) dowodzimy analogicznie.

(L.115) DeriNiciA. W dowolnym pierécieniu z jedynka o jego element b nazywamy
lewq (prawq) odwrotnoscig elementu a € of wtedy i tylko wtedy, gdy ba=1 (ab=1). @

(1.116) TwIBRDZENIE. Jezeli w dowolnym pierScieniu z jedynkq m"e.'emenr a ma lewq
(prawq) odwrotno$é, to nie jest lewym (prawym) dzielnikiem zera.

Dowéd. Niech ba=1. Gdyby element a byt lewym dzielnikiem zera, wtedy istniatby
element c e ./, c#0, taki ze ac=0. Stad byloby bac=c=0, co datoby sprzecznosé. Ana-
logicznie dowodzimy, Ze jezeli ab=1, to a nie jest prawym dzielnikiem zera. M

(L117) TwierpzeNE. Jezeli w dowolnym pierscieniu z Jedynkq of element a ma zarowno
lewq jak i prawq odwrotno$é, to ma tylko jedng lewq i tylko jedng prawq odwrotno$é i sq
one rowne.

Dowéd. Gdy ab, =11 ab,=1, wtedy a(b, —b,)=01i na mocy twierdzen (I.112) i (I.116)
by=b,. Gdy ca=1 i ab=1, wtedy (ca) b=>b, czyli c(ab)=b, skad c=b. W
(I.118) DerniciA. W dowolnym pierscieniu z jedynka &/ jego element b nazywamy

odwrotnoSciq elementu a e o i piszemy b=a~* lub b=1/a wtedy i tylko wtedy, gdy b jest
zaréwno lewg jak i prawa odwrotnoscia .

(I.119) Dermicia. W dowolnym pierécieniu z jedynka &/ element a nazywamy odwra-
calnym wtedy i tylko wtedy, gdy ma odwrotnosé. W
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(L.120) TwierDzENIE. Kazdy element odwracalny dowolnego pierScienia z jedynkq sf
nie jest dzielnikiem zera tego pier§cienia. '
Dowéd wynika z twierdzenia (L.116) i definicji (I.119). M

"(I.121) TwiBrDZENIB. W dowolnym pierScieniu z jedynkq o iloczyn elementéw odwracal~
nych ay, ..., a, jest odwracalny i '

(1.122) 7P A ol

Dow6d. Dla n=2 teza jest oczywista, poniewaz (a3 ‘a7 ") (a; a,)=(a; a,)(a5 ‘a7 )=1.
Dowdéd dla dowolnego » € N przeprowadzamy z latwoécig przez indukcje zupelna. Ml

(1.123) TwiIBRDZENIE. W dowolnym przemiennym pierScieniu z jedynkq £ iloczyn aj ... a,
Jjest edwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie elementy ay, ..., a, sq odwracalne.

Dowoéd. Jezeli ay, ..., a, sa odwracalne, to iloczyn a, ... a, jest odwracalny na mocy
poprzedniego twierdzenia. Jezeli x € o jest takim elementem, Ze a; ... @, x=xa, ... a,=1,
to dla dowolnego @, (k=1, ...,n) mamy @@y ... Gg—1 Ag41 - QG X)=(y .. Gy Gy e
... @, X) a,=1, skad wynika odwracalnoé¢ elementu a,. M

(1.124)  TwWiBrDZENIE. W dowolnym pierScieniu z jedynkq o/, jezeli element a jest odwra-
calny, to elementy a, a*, a*, d' (ne N albo n=—1) sq réwniez odwracalne i

(1.125) ' @ '=(ah,
(1.126) ' @) =@,
(1.127) | (@%)~'=(a"M*,
(1.128) 3 @ =@, @H'=a

Dowédd. Wzory (1.125), (1.126), (1.127) otrzymujemy na mocy réwnosci
(aa H=(a"'a)=1=1, (aa Y'=(a"'a)"'=1"=1, (aa D) =(a""a)*=1*=1
oraz na mocy wzordw (1.64), (1.67) i (I.75). Wzor (1.128) wynika z (1.122) i (1.114). W

(L.129) Przykeap. W kazdym pierscieniu z jedynka elementy 1 i —1 sg odwracalne
i kazdy z nich jest swoja odwrotnosciz. M '

§ LS. PierScienie uporzadkowane

(1.130) DErINICIA. Pierscien of nazywamy uporzqdkowanym wtedy i tylko wtedy, gdy:
1° jest pierscieniem caltkowitym z transpozycja, '
2°-wszystkie jego elementy sa quasi-rzeczywiste,
3° jest w nim okreslona relacja porzadkujaca <, spetniajaca dla dowolnych a, b, ¢ € o

nastepujace warunki: '

(1.131) ~asbvb<a (w szczegblnoici a<a),
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(I.132j a<bAb<a=a=b,
(1.133) a<bab<c=a<c,
(L.134) a<b=a+c<b+c,
(I.135) a<ba0<c= ac<be,

(L.136) 0<ana#0=> istnieje taka o/-liczba naturalna n, ze b<na. W

Zamiast a<b piszemy réwniez b>a, a zamiast a<bAa#b piszemy a<b albo b>a.

(1.137) TwiERDZENIE. W kazidym pierscieniv uporzadkowanym s/ dla dowolnych a, b,
¢, d, ay,..,a,eAd jest

(1.138) a<bva=bva>b i kaida z tych mozliwosci wyklucza dwie pazostalé,
(L139) (asbab<c)v(a<bab<c)v(a<bab<c)=a<e,

(1.140) a<b=a+c<b-tc,

(1.141) a<bac<d=a+c<b+d,

(1.142) (a<bac<d)v(a<bac<d)v(a<bac<d)= a+c<b+d,

n
(1.143)  a;20 dla j=1,...,n=> ) a;>0,

=1

(L144) a;>0dla j=1,..,nA \ @#0=>Y a;>0,

ke{1,..,n} i=1

(L145) a;>0 dla j=1,...,nA ), a;=0=a,=...=a,=0,

i=1
(1.146) a<b= —a>-b,

(1.147) a<b= —a>-—b,

(1.148) a<bAc>0= ac<be,

(1.149) a<<bac<0=>ac>bc,

.(I.ISd) a<bAac<0= ac>bc,

(I.151)  a*=a*a>0A(a#0= a*=qa*a>0),
(I.152) n>0 dla kaidej of-liczby naturalnej n,

(L.153)  a>0=> istnieje taka sf-liczba calkowita n, ze na<b<(n+1)a.

Dowéd. Wzér (I.138) wynika z (I.131), (I.132) i okreélenia symbolu <. Poniewaz
na mocy (I.133) a<bab<c=a<bAab<c=>a<c, a dla a=c byloby a<bAab<c=>a<ba
Ab<a, czyli na mocy (1.132) a=b=c, co byloby sprzeczne z zalozeniem b < ¢, wiec a<bA
Ab<c=>a<c. Dwa pozostate przypadki wzoru (I.139) dowodzimy analogicznie.
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Poniewaz a=b<>a+c=b-c, wiec wzér (1.140) wynika z (I1.134). Mamy dalej na mocy
(1.134) i (1.133)

asbf\céd=>a+c%b+cz\b'+c£b+d==-d+csb+d,
czyli wzér (1.141), Nastepnie na mocy (1.140) i (1.139)

a<bac<d=a+c<b+eAb+ce<bt+d=a+c<b+d.

Analogicznie dowodzimy dwa pozostale przypadki wzoru (I.142). Na mocy (I.141) mamy
a,20Aa, >0=>a, +a, >0, skad przez indukcj¢ zupelng dowodzimy (1.143). Analogicznie
na mocy (1.142) mamy g, 20Aa,=20A(a, #0v a, #0)(@, 20Aa,>0)v(a; >0Aa,>
>0)v(a;,>0Aa,>0)=>a,+a,>0, skad przez indukcje zupelng dowodzumy (1.144).
Wzér (1.145) wynika z dwu poprzednich.

Na mocy (1.134) mamy a<b=>a—(a+b)<b—(a+b)>—b< —a, czyli wzér (I 146)
i analogicznie na mocy (1.140) wzér (1.147). Mamy dalej na mocy (1.135)

a<bAc>0==-asle0£c=;- ac<be.

PoniewaZ a<b=>a+#b, natomiast ¢>0Aac=>bc pociaga za sobg na mocy twierdzenia
(I.112) a=b, co daje sprzecznoéé, zatem ac#be i otrzymujemy wzor (1.148). Jezeli ¢<0,
to na mocy (1.146) —c=0 i wzér (1.149) otrzymujemy z (1.135) i (1.146). Analogicznie
dowodzimy wzér (1.150).

Na mocy (1.138) mamy a<0va=0va>0. Jezeli a<0, to na mocy (1.150) a“>0
Jezeli a=0, to a*=0. Jezeli a>0, to na mocy (I.148) @*>0. Bioragc pod uwagg, ze a*=a,
otrzymujemy stad wzér (L.151). ' _ _

Na mocy twierdzenia (I.55) 1#0, a na mocy (L.151) 1=1%>0, skad przez indukcje
zupelng na mocy wzoru (1.142) otrzymujemy (1.152).

Na mocy (1.136) istnieja takie s7-liczby naturalne p i g, e b<qgai —b<pa, czyli —pa<
<b<gqa. Pomigdzy «f-liczbami catkowitymi ~p, ~p+1, ..., g—1, g istnieje najwigksza
n taka, ze na<b, skad (n+1)a>b i wzér (1.153). W

(1.154) DeFiNiciA. W pierécieniu uporzadkowanym kazdy element a>0 nazywamy
nieujemnym, kazdy element a<0 — niedodatnim, kazdy element a>0 — dodatnim, a kazdy
element a<0 — uyjemnym. B

(I.155) PrzyxeAap. Pier§cien liczb catkowitych ze zwykla nieréwnoscia jest uporzadko-
wany. M '

(1.156) DEFINICIA. Plcréclen g4 nazywamy czesciowo uporzqdkowanym wtedy i tylko
wtedy, gdy:

1° jest pierscieniem catkowitym z transpozycja,
2° podpiericienr re & jest uporzadkowany,

3 acef rna=a*=>aecre A,

4 dedf=a%az0. B

(I.157) PrzykLAD. Niech o:=(%, +, -, —,5,1,0, 1) bedzie piercieniem, w ktérym
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1 jest zbiorem wszystkich uporzadkowanych par liczb catkowitych, a operacje +, «, —,
s, 1, 0, 1 dla dowolnych (a, b), (¢, d)e U s okreSlone wzorami:
(ﬂ, b)'!'((.', d) i =(a+c ’ b+d)’ (Q, b)(c! d) . ﬁ(ﬂc—bd, ad+bC),
—(a, b):=(—a, —=b), (a,b):=(a,b), (a, b)T :=(a, -b),
_ 0:=(0,0), 1:=(,0).
, Sprawdzamy z latwoscia, ze & jest piercieniem catkowitym z transpozycja. Jezeli w pod-
 pierscieniu re o7, ktéry — jak latwo sprawdzié — jest utworzony przez wszystkie pary
postaci (4, 0), wprowadzi¢ relacj¢ < wzorem (a, 0)< (b, 0):<>a<b, to &7 staje si¢ pierscie-
niem czgéciowo uporzadkowanym. [N

(1.158) TwierRDZENIE, Kazdy pierscieri uporzqdiowany jest pierScieniem czesciowo upo-
rzqdikcowanym. > :

Dowéd. Wynika z faktu, Ze dla pierécienia uporzadkowanego &/ jestre /=9, W

(L.159) TWIERDZENIE. W dowolnym pierScieniu czesciowo uporzqdkowanym s dla do-
wolnych ay, ..., ay, by, ..., bye s jest

(1.160) (1};1 a¥b,)¥( J; afb)<( L afa)( 3 bib),

gdzie réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie elementy ¢, de o, z ktéryc}r
co najmniej jeden nie jest of-zerem, Ze ;
(Lie61) ca;+db;=0 dla j=1,..,n.

Gdy sf jest pierScieniem uporzadkowanym, wzér (1.160) mozna napisaé w postaci
(1162) (Y a;b)’<( Y a})( Y, b)).
j=1 i=1 J=u

n
Dowdd. Jezeli ) aja;=0, to na mocy 4° i (L145) a%a;=0 dla j=1,...,n i na mocy
f=1
1°, (1.73), (I.91) a,=...=a,=0 i warunek (I.160) jest spetniony, jak réwniez (I.161) dla
»
c=11i d=0. Pozostaje zatem przeprowadzenie dowodu w przypadku, gdy ¥, aja;>0.
. j=1

Mamy na mocy 4° i (1.143)

O 3 (I ata-(3 ata)b)( 3 afbya~( 3, atayb)>0,
ayli | )

(3 afb*( Y atb)( Y ata)—( 3 afb)*( ¥ ara)( Y. a'b)—
K=1 k=1 i=1 F=1 k=1 i=1 _

~( Y afa)( Y afbd( Y a*b)*+( Y ata)*( Y b*b)=0.
k=1 ' k=1 i=1 k=1 i=1
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Poniewaz mozna tu wskaznik k zastapi¢ wskaznikiem j, otrzymujemy po uporzadko-
waniu

(ii) ( ;;21 aja;)(( 12 aja;)( Z bjb)—( 21 ajby)( 21 ajb;)>0,

wobec czego na mocy (I.131), (1.135) i (I.149) musi zachodzié nier6wnoéé (I‘160)
Jezeli w (1.160) zachodzi réwnos¢, to zachodzi rowmez w (ii) i w (i), a wobec tego na mo-

cy (I.145) i 1° otrzymujemy dla ¢ := Z aibid:=~ Z aj a, spetnienie warunku (I.161).

Jezeli — odwrotnie — zachodzi rownoéé (1.161) i c;é{}, to
n n n n n
¢fe( Y afbp)*( Y ajbpy=( ¥ (cap)*b)*( X (cap*b)=d*d( ¥ bjb)’=
i=1 7 =1 i=1 i=1 =1
=( X (cap)*(cap)( X bjbj)=c*e( X aja))( ¥, bjby),
i=1 i=1 =1 i=1

skad wynika rownoéé¢ we wzorze (1.160). Gdy d#0, dowdd jest analogiczny.
Gdy U jest pierscieniem uporzadkowanym, wtedy dla kazdego « € % jest a=a*, wobec
czego wzor (1.160) przyjmuje postaé (1.162). M

(L.163) DEFINICIA. Pierwiastkiem kwadratowym elementu a dowolnego pierscienia &/ nazy-
wamy kazdy taki element (o ile istnieje) be o7, 7e b*=a. W

Pierwiastek kwadratowy nie zawsze istnieje. Na przyklad, liczba catkowita 2 w piers~
cieniu liczb catkowitych 2 nie ma pierwiastka kwadratowego.

(1.164) TWIERDZENIE. Jezeli o/ jest pierdcieniem calkowitym, w ktérym 2+0, to of-zero
ma dokladnie jeden pierwiastek kwadratowy, a mianowicie sf -zero, natomiast kazdy element

ae o, a0, majgcy pierwiastek kwadratowy b e o, ma ich dokladnie dwa, a mianowicie
b i —b.

Dowdd, Pierscien o z zatozenia nie ma whasciwych dzielnikéw zera. Wobec tego réw-
nos¢ 82=0 jest réwnowazna réwnosci b=0. Ponadto pierscien & jest z zatozenia prze-
mienny, wobec czego z réwnosci x?=b*=au#0 wynika, zZe x 2 —b2=(x—Db)(x+b)=0,

a stad x=b albo x= —b. Gdyby b= —b, wtedy 2b=01i b=0, skqd a=b*=0, wbrew za-
fozeniv. W

‘"Twierdzenie (I.164) dotyczy w szczegdlnosci pierScieni czeciowo uporzadkowanych,
ktore z definicji sa pierScieniami catkowitymi i dla ktérych na mocy (I.152) jest 2>0,
a zatem 2#0.

Symbolem ./ a oznaczamy dowolny pierwiastek kwadratowy elementu a pierscienia o7,
o ile takowy pierwiastek kwadratowy istnigje. Gdy &/ jest pierscieniem czgéciowo upo-
rzadkowanym i ./a € re o/, symbolem Ja oznaczamy wlacme nieujemny pierwiastek
kwadratowy elementu a. Drugim jest wtedy \/a, niedodatni.

(I.165) DgriNicya. W dowolnym pierscieniu czgsciowo uporzgdkowanym o kwadratowg
warto$ciq bezwzgledng dowolnego elementu a € &/ nazywamy element

(L166) la]*:=a*a. =
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(1.167) DeriNiciA. W dowolnym pierécieniu czgéciowo uporzadkowanym o wartoscig
bezwzgledng dowolnego elementu ¢ € o nazywamy taki element (o ile istnieje) ]a] eresf,
|a] =0, ze

(1.168) |a]: =y/a*a® =

(1.169) DErINICIA. Piericieri o/ nazywamy pierScieniem z wartoSciq bezwzgledng wiedy
i tylko wtedy, gdy jest czgsciowo uporzadkowany i dla kazdego elementu a € o istnieje
warto$é bezwzgledna (1.168), a pierscieniem z pierwiastkowaniem nazywamy wtedy i tylko
wtedy, gdy jest czesciowo uporzadkowany i dlaikazdego elementu:a ere o/, a>0, istnieje
Jaere . :

Jak wynika z powyzszej definicji, pierscien z pierwiastkowaniem jest zawsze piericie-
niem z wartoscia bezwzgledna.

Jak wynika z tejze definicji, klasa pierscieni czesciowo uporzqdkowanych jest szersza
od klasy pierécieni z wartoécia bezwzgledna i tym samym szersza od klasy pierscieni z pier-
wiastkowaniem. Wprowadzenie pojecia kwadratowej wartosci bezwzglednej (I.166),
majacej wiele wlasnosci analogicznych do wiasnofci wartosci bezwzglednej (1.168), poz-
wala przenies¢ wiele wiasnosci pierscieni z wartoscig bezwzgledna na pierécienie cigscsowo
uporzadkowane.

(1.170) TwIERDZENIE. W dowolnym pierScieniu czesciowo uporzqdkowanym s dla dowol-
nych a, b € of i kwadratowej wartosci bezwzglednej (1.166) mamy:

@171  |af*>o0, | ,
1172)  |af*=0<>a=0,
(I1.173) aered ==-|a|z= a?,
W1 (o =|~af= 3 =[a = a"
(@L175)  |ab[=|af?|b, |
(L176)  |a"*=(la|’)" dla neR,,
@177)  |la+b]*~|a]* - |b[*|* <4]ab|*. _
Dowdd. Wzér (I.171) wynika z definicji (I.156). Pierécieri & z zaloZenia nie ma wias-

ciwych dzielnikéw zera, wobec czego na mocy (I.166) [a|2 =0<a=0va*=0. Ale na mocy

(L.73) i (1.91) a*=0wa= (a*)*=0*=0, wobec czego jest (1.172). Dla aereof mamy
a*=a i na mocy (I.166) wzor (I.173).

Na mocy (1.75), (I.73) i warunku 3° z definicji (I.156) mamy ﬁ*a=(a"‘a)* €re o, wobec
czego na mocy (I.81), (I.64), (1.77), (1.67), (1.78), (1.73):

a*a=(—a*)(~a)=(-a)*(-a),
a*a=a*a=a*a=(3)"a,

a*a=aat=(aa*)72(a$)TaT=(aT)* T,
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a*a=aa*=(a*)*a*
skad otrzymujemy wzér (1.174). '

Mamy dalej |ab|’=(ab)*ab=b*a*ab=(a*a) (b*b) i stad wzér (1.175). Wzér (1.176),
trywialnie prawdziwy dla n=01n=1, dla n>1 otrzymujemy przez indukeje zupeing na mo-
cy (1.175).

Na mocy (I.166) mamy |a+ b|2u]a] -]b]2~(a+b)*(a+ b)~a*a—b*b=(a*+b*) x

x (@a+b)—a*a—b*b=a*b+b*a, wobec czego wzor (I 177) wynika z (1.160). M
(L.178) TwiBrDZENIE. W dowolnym pierscieniu of z wartos'c:q bezwzglednqg (1.168) dla do-
wolnych a, b € &/ mamy:

(1.179)  |a|>0,

(1.180)  |a|=0<a=0,

(1.131) acre/ Aa=0= |a|=a,
(1.182) aered Aa<0= |a|=—a,
w183 al[=a].

L1849  la]=|-a|=[al=[a"|=]a"|
(1.185) - |ab|=|al|b]|,

(1.186) |a“|=la|” dla ne%,,

@©187)  |la[~[bf|<|a+b|<|a[+]p].

Dowdd. Wzor (1.179) wynika z definicji (1.168). Z tejze definicji i twierdzenia (I.164)
wynika, ze a=0=>|a|=0. Odwrotnie, jezeli |a|=0, to [¢|>=0 i na mocy (I.172) a=0. Mamy
zatem (1.180).

Ze wzoru (1.173) wynika, Ze (Ja|—a)(|a|+a)=0, skad |a|=a albo |a|= —a i na mocy
(1.179) otrzymujemy (I.181) i (1.182). Wzor (1.183) wynika z (1.179) i (1.181). Wzér (1.184)
wynika z (1.174).

Ze wzoru (L.175) wynika, ze (|ab|—|a| b)) (|ad|+|a| |6]) = |ab|?—|a|?|b|* =0, skad lab[-
=|[a[[b| albo {ab|=—|a|[b]. Jezeli |ab|=—|a|[b], to na mocy (I179) i (L.I35) jest
—la |b|>01|a||bj>0 czyli |a| |b] <01 || |b] >0, skad na mocy (1.132) |a| [b| =0. Wobec tego
|a]=0v|b|=0 i |ab|=—|a||b|=>|ab|=|a||b]. Wynika z powyzszego prawdziwos¢ wzoru
(1.185).

Wzbr (I.186), trywialnie prawdziwy dla n=01 n=1, otrzymujemy dla #> 1 przez induk-
cje zupeing na mocy wzoru (1.185).

Ze wzoru (1.177) wynika, Ze

(2{ab|~la+[*~(af*~ [b{*)) (2|ab] +[la+ b~ [a*~ |6} >0.
Poniewaz na mocy (.179) 2|ab| +1|c::+b[2 |a[z—|b|2|>0 wiec
-2|ab|—||a+b|2—|a|.2—-|b|2|20, czyli 1|a+b[2—-|a[2—Ib.|3[£2|ab|.
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Zaréwno, gdy |a+b|*—|a]>~|b>>0, jak i gdy |a+b|’—]a|2 —|b|*<0, na mocy (1.181)
i (1.182) otrzymujemy stad
(la] = [b)?<a+b[* <(|a]+[b)*,
czyli ;
(Ja  b]+]lal=[b])(|a-+ 5]~ la] - [e]) >0,

(la| |b|+|a+b)(|a|+|b]—|a+b])=0.

Z uwagi na to, ze |a+b|+||a|—|b||>0 i |a|+|b|+|a+b|>0, otrzymujemy stad wzér
(L1g7). m

(I.188) TwiIErDZENIE. Kazdy pierscier uporzqdkowany o jest pierscieniem z wartosciq
bezwzgledng okreslonq dla dowolnego a € s# wzorem:

’ a dla a;of
(1.189) |“|‘={_a dla a<O0.

Dowdd. Z definicji re of = i (1.189) wynika ze wzoréw (I.173)1 (1.168). m

(1.190) PrzyYKEAD. Pierécien liczb catkowitych 2 ze zwykla nieréwnoécia i wartoscia bea-
wzgledna (1.189) jest pierscieniem z warto$cia bezwzgledna, ale nie jest pierécieniem z pier-
wiastkowaniem. |l

(.191) PrzykLAD. Pierscien z przyktadu (1.157) jest cz¢sciowo uporzadkowany. Na mocy
definicji (1.166) kwadratowa warto$é bezwzgledna jest w nim okre$lona wzorem

@, b)]?=(a*+b%0) dla a,be3.
Nie jest to pierécien z wartoécia bezwzgledng, poniewaz, na przykiad,
@, P=,0)
i nie ma takiej liczby calkowitej n, aby (1, 0)2=(2,0). W

§ 1.6. Pierscienie nad pierScieniami

(L.192) DEFINICIA. Pierscieniem nad pierscieniem z jedynkq s/ mazywamy kazdy pier-
Scied z jedynka &, dla ktérego zostato okreslone lewostronne i prawostronne mnozenie
przez elementy z ¢/, przyporzadkowujace kazdemu elementowi x € % i kazdemu elementowi
a € o elementy ax, xa € Z ze spetnieniem dla dowolnych x, y € &, a, b € & nastepujacych
warunkéw, w ktérych o jest Z-zerem, e — Z-jedynka, 0 — of/-zerem, a 1 — sf-jedynka:

(1193)  a(bx)=(ab)x,

(L194) a(xy)=(ax)y, N

(1.195)  (xa) b=x(ab),

(1.196)  (xy)a=x(ya), |
(L197) (ax)b=a(xb), '
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1198)  (xa)y=x(ay),

(1.199) a(x+y)=ax+ay,

(1.200) (a+b)x=ax+bx,

(I.201) (x+y)a=xa+ya,

(I.202) x(a+b)=xa+xb,

(1.203) 1x=xl=x,

(1.204) ae=ovea=o= a=0.

Gdy & 1 & sa pierécieniami z transpozycja, 2adamy dodali:owo, aby

(1205) ax=ax,

(1206) xa=%a,

1207) (ax)"=x"a",

| (1208) (xa)ff=d"x". m |
(1.209) TwierDZENIE. W pierfcieniu (1.192) dla wszystkichae of i x € & jest:
(£210) ao=oa=o, '

(I.211) Ox=x0=o,

(1.212) © age=ea,

1213)  (ax)*=x*a* R .
i F
(1214) (xa)*=a*x* dla pierscieni of i & z transpozycjq,
(I.215) nx=xn dla kazdej sf-liczby calkowitej n,
(1.216) an=na dla kazdej %-liczby calkowitej 1.

Dowéd. Mamy ax +ao=a(x+0)=ax, skad ao=o0. Analogicznie dowodzimy, ze oa=o.
Otrzymujemy wzor (1.210). Wzér (1.211) dowodzimy analogicznie. Mamy dalej ae=e(ae)=
=(ea)e=ea, czyli wzor (1.212). Wzory (1.213) i (I.214) wynikaja z (I.205), ..., (1.208).
Wzér (1.215) dowodzimy indukcyjnie na mocy wzoréw (1.203) oraz (1.200) i (I. 202), a wzbr
(I.216) dowodzimy analogicznie ze wzoru (1.212).

(1.217) TWIBRDZENIE. Jezeli pierscierr & nad pierScieniem z jedynkg o4 jest przemienny,
to pierScieri of tez jest przemienny. '

Dowod. Dla dowolnych a4, b € o/ mamy
(ab)e=a(be)=a(ebe)=(ae)(be),
(ba)e=b(ae)=">b(eae)=(be)(ae)=(ae)(be),

skad (ab%ba)ezo i na mocy (1.204) ab=ba. ]
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(1.218) TWIERDZENIE. Jezeli w pierscieniu & nad pierScieniem z jedynkq sf dla kaidych
acsl ixed jest

(I.219) ax=xa,
to pierscien s jest przemienny. )
Dowéd. Dla dowolnych a, b € o/ mamy na m-ocy (1.219)
(ab)e=e(ab),
(ba)e=b(ae)=(ae) b=(ea) b=e(ab),
skad (ab—ba)e=o0 i na mocy (1.204) ab=ba. W

(1.220) TwierDZENIE. Jezeli pierSciern & nad pierScieniem z jedynkq o jest calkowity,
to o jest réwniez pierscieniem calkowitym.

Dowdd. Jezeli pierscieni & jest catkowity, to jest przemienny i na mocy twierdzenia
(1.217) piercierr o jest tez przemienny.

Jezeli & jest pierscieniem catkowitym, to nie zawiera wiasciwych dzielnikéw zera.
Gdyby pierscien & takie dzielniki zawierat, istnialyby elementy a, b € o/, takie Zze a#0A
Ab#0Aab=0. Poniewaz byloby wtedy na mocy (1.211)

(ab)e=a(be)=a(ebe)=(ae)(be)=o,

wige istnialby element ¢ € & (¢=a albo ¢=0), taki ze c#0 A ce=0 wbrew (1.204). Wynika
stad, Ze pierScied &/ nie ma wlasciwych dzielnikéw zera i wobec powyZszego jest catko-
wity.

Pierscienie nad pierécieniami stanowig przypadek szczegOlny tzw. modultéw, ktdrym
bedzie po$wigcony rozdziat IV. Wobec tego do piericieni nad pier§cieniami bgda si¢ odno-
si¢ wlasno$ci modutéw, ktére udowodnimy w rozdziale IV.

§ 1.7. Ciala

(I.221) DerINICIA. Cialém nazywamy kazdy przemienny pierscied z jedynka, w ktérym
kazdy element niezerowy ma odwrotno$é.

(1.222) TWIERDZENIE. Kaide cialo jest pierscieniem calkowitym.

Dowéd. Z definicji kazde ciato jest pierScieniem przemiennym. Wobec tego teza wy-
nika z twierdzenia (1.120). ' :

(1.223) DerNiciA. Cialem liczb wymiernych nazywamy pier§cien z jedynka
| J | 2:=(ﬂ’+s’:":051)’

~ gdzie Q jest zbiorem wszystkich liczb wymiernych, a +, *, — jest odpowiednib zwyklym“
ich dodawaniem, zwyklym mnozeniem i zwykla zmiang znaku. W niektérych przypadkach
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bedziemy traktowac ciato liczb wymiernych jako pierscien z transpozycja
2:=(Q, +,,—,s,1,0,1)
z trywialnym sprzezeniem s i trywialng transpozycja ¢, okre§lonymi dla dowolnego a e Q
wzorami: a:=aia:=a. W ' .
(II.224) DEFINICIA. Cialem liczb rzeczywistych nazywamy pierécien z jedynka
Ri=(R,+,-,—,0,1),

gdzie R jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, a +, -, — jest odpowiednio zwyklym
ich dodawaniem, zwyklym mnozeniem i zwyk{a zmiana znaku., W niektérych przypadkach
bedziemy traktowac cialo liczb rzeczywistych jako pierscien z transpozycja -

Q:'—:(m, Qe gy Sl 1,0,1)

z trywialnym sprzezeniem s i trywialng transpozycja ¢, okreslonymi dla dowolnego ae R
wzorami: @:=aia’:=a. W

Definicje (1.223) i (I.224) sa oparte na oczywistym fakcie, ze kazda niezerowa liczba
rzeczywista (a w szczegblnosci kazda niezerowa liczba wymierna) @ ma odwrotnoéé 1/a.

(1.225) TwierDZENIE. W kaidym ciele & dla kaidej pary elementéw a,beF takiej,
ze a#0, istnieje dokladnie jeden taki element x € &, e ax=b.

Dowdéd. Niech' x:=a~*h. Wtedy ax=aa~'b=>. Gdyby byly dwa takie elementy
x 1y, ze ax=>b i ay=>b, wtedy byloby ax—ay=a(x—y)=0. Poniewaz cialo # nie zawiera
whasciwych dzielnikéw zera, mamy stad x—y=0, czyli x=y. W

Taki element x, ze ax=2>b, gdzie a0, nazywamy ilorazem elementu b przez element a
i oznaczamy symbolem b/a. Dzialanie przyporzadkowujace elementom b i a#0 element bfa
nazywamy dzieleniem. W szczegdlnoéci 1/a oznacza odwrotnosé elementu a#0.

(1.226) TwiERDZENIE. W kaidym ciele & dla dowolnych elementéw a, b, ¢, d e F jest:
) .

a2) a-—=b dia a#0,
axs) 2op,
1
b1
@229) —wmb-— .dla ax0,
a a _
b
a230) 2% ala  anoncso,
a ac
@20i) Lt faltl dia  awo,
a a a
(007 (A AL S Ll T R
a C ac

3 Wektory 1 macierze t. I
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d
(1.233) £=?¢ad=bc dla a#0Ac#0,
a .
—-b b
(1.234) +£=—-=—— dla a#0,
a a -
—ad
(1.235) £_£=bc a dla  a#0Ac#0,
a [+ . ac
(1.236) —{{—d—:Efi dla  a#0Ac#0,
' a c C
0 :
(1.237) —=0 dla a#0,
_ a
b
(1.238) ;,‘-’—:—-?- dla §; a#0 A c#0Ad£0.
_;.

' b T
(1.240) (-—) =— dla a0,

b * b* .
(L.241) (—) =— dla a#0.
a
Gdy & jest pierscieniem czeSciowo uporzqdkowanym i a, b € re &, wtedy

: 1
(1242) a>0=—>0,
a
1
(1.243) a<0=—<0,
- 'a

1
(1244) O<a<b= %>?>0,

2 2
L] N L S s
al |qf

(1.245)

|
Gdy & jest pierscieniem z wartosciq bezwzglednq i a, b e F, wtedy

b
(L.246) = dla  a#0.
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. b .
Dowd6d. Wzor (1.227) wynika z okreslenia symbolu —. Z tegoz okreslenia wynika,
a

1y "1
zel- f—=b skad wzér (1.228). Mamy dalej a (b ;)=a - b=>b, skad na mocy (1.227)

i tw1erd:zema (1.225) Wymka. wzor (1.229).
Poniewaz na mocy (1.227)

b
ac'(—%}—)=c(¢z-—)=cb=bc, ac-b—czbc,
a a ac

wigc na mocy twierdzenia (1.225) otrzymujemy (1.230). Analogicznie dowodzimy (1.231)
i (1.232). Dla a#0 A ¢#0 mamy na mocy (1.230)

b d b d
—,=— _c::_ci_ <> be=ad,
a ¢ ac ac
czyli wzor (1.233). Wzory (1.234), ..., (1.238) dowodzimy analogicznie, jak (1.230). Dalej
‘@

B\ 77 DY - 3o
a a a

skad na mocy twmrdzema (I 225) wzér (1.239). Wzory (1.240) i (1.241) dowodzlmy analo-
gicznie. :

1
Na mocy (1.239), (1. 240) (1241) i (1.92)acre F = —-r:‘re.?ir Wobec tego na mocy
(1.138) jest i<0 albo ——>0 i wzory (1.242), (1.243) wymkajq z (1.148) 1 (1.150). Jezeli

1
0<a<b, to na mocy (I 148) ab>0, na mocy (1. 242) —>0 i na mccy (L 148) —0<

1 1
<—+a<—"+b, czyli wzor (1.244).
ab ab

Na mocy (1.166), (1.241) i (1.236) jest

b zﬂ(b)*_ b, b* b b o
a

a a a a* a*a [alz’

czyli wzor (1.245). Wzér (1.246) wynika na mocy twierdzenia (1.225) i wzoru (1.185) z faktu,
b

' a

b 6]

—| = =|b| oraz - —=|b|.
|a] 2 [b] |a la] (Bf. m

W kazdym ciele # wprowadza si¢ potegowanie z dowolnym wykladnikiem catkowitym
m, przyjmujac dla dowolnego elementu a#0 i dowolnego n e N

4

‘ 1
(1.247) : =
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Wtedy — co dowodzimy indukcyjnie — dla kazdego ae %, a#0 i dowolnych m, n e 3

(1248) . a’a"= am+ "

(1249) ( aﬂl)il mrl

(1.250) &g,
a

(1.251) DErINICIA. Podcialem ciala (ciala z transpozycja) & nazywamy kazdy podpiers-
cien (podpierécien z transpozycja) ciala %, ktory jest ciatem. |l

(1.252) PrzykrAD. Cialo liczb wymiernych 2 jest podciatem ciata liczb rzeczywistych %. ]

(1.253) DerINICIA. Ciata (ciala z transpozycja) &, i &, nazywamy izomorficznymi wtedy
i tylko wtedy, gdy sg pierScieniami (pierScieniami z transpozycja) izomorficznymi. |

(L.254) DerNicia. W dowolnym ciele & & -liczbq wymiernq nazywamy kazdy element
postaci p/q, gdzie p jest #-liczbg catkowita, a ¢ — F liczba naturalng. Ml ;

(1.255) TWIERDZENIE, W dowolnym ciele z transpozyc;q F kazda F-liczba wymierna jest
quasi-rzeczywista.

Dowéd wynika ze wzoréw (1.105), (1.239), (1.240) i (1.241). m

(I.256) TWIERDZENIE. W dowolnym ciele F zbior wszystkich F-liczb wymiernych tworzy
podcrafo ’

Dowéd wynika ze wzorow (1.232), (1.236), (1.234), a dla ciat z transpozycja ponadto
ze wzorow (1.239) i (1.240). W

Mozna wykaza¢, ze dla ciata #, w ktorym F-zero nie jest &#-liczba naturalna, czyli
nie istnieje #-liczba naturalna n=0, podciato F-liczb wymiernych jest izomorficzne z cia-
gem liczb wymiernych 2.

(1.257) TWIBRDZENIE. Jezeli F jest cialem z transpozycjq, to re F jest tez cialem i jest
podcialem ciala F .

Dowéd. Na mocy twierdzenia (1.99) re & jest podpierscieniem ciala %. Poniewaz
. 1
na mocy (1.239), (1.240), (1.241), (1.92) a#0Aaere F = —ere.F , wigc re & jest cialem
a
i jest podcialem ciala #. W '

§ L.8. Liczby zespolone

(I.258) DerFINICIA. Cialem liczb zespolonych nazywamy ciato z transpozycja
(1.259) €=C,+,:,—,s5,t,0,0),

gdzie €:=R? jest zbiorem wszystkich uporzadkowanych par (czyli ciggéw dwuwyrazo-
wych) liczb rzeczywistych z warunkiem okre§lonym dla dowolnych a, b, ¢, de R i (a, b),

'
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