'Czg$é pierwsza

Algebra

Rozdziat I I

- Pier$cienie

§ L1. Polgrupy i grupy

(I.1) DeFINICIA. Pdlgrupq nazywamy algebre
0] 9=, o),

gdrie © jest zbiorem niepustym, a o Operach (dzialaniem) dwuargumentowa, spelnia-
jaca dla dowolnych a, b, c € @ warunek

(L2) ' (aob)oc=ao(boc). W

(I.3) DEFINICIA. Elementem jedynkowym pélgrupy (i) nazywamy taki (o ile istnieje)
element e € &, Zze dla dowolnego ae © jest

(1.4) eoa=aoce=a. WM

(I.5) DEFINICJA. Elementem zerowym pdlgrupy (i), w ktérej © jest zbiorem zawierajacym
co najmniej 2 elementy, nazywamy taki (o ile istnieje) element 0 € &, Ze dla dowolnego
ae@ jest

(1.6) coa=agoco=0. WM

Polgrupq z elementem jedynkowym, pélgrupe z elementem zerowym oraz pélgrupe
z elementem jedynkowym i z elementem zcrowym mozna traktowaé jako algebry odpo-
wiednio
(G)O’e): (6’0’0); (C‘S,o,o,e),

gdzie e o s3 operacjami zeroargumentowymi, czyli elementami wyréznionymi ze zbioru &.
(L7) PRzYKLAD. Zbiér liczb catkowitych 3 ze zwykiym mnozeniem - tworzy pSlgrupe
z elementem jedynkowym i z elementem zerowym (3, +,0,1). W .

(I.8)  PRZYKEAD. Zbidr liczb naturalnych 9 ze zwyklym mnozeniem - tworzy poéigrupe
z elementem jedynkowym (R, -, 1), ktéra nie zawiera elementu zerowego. Zbiér liczb
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catkowitych parzystych 3, ze zwyklym mnozeniem - tworzy pélgrupe z elementem zero-
wym (3,, *,0), ktéra nie zawiera elementu jedynkowego. H

(1.9) PRzZYKLAD. Zbidr liczb naturalnych M ze zwyklym dodawaniem + tworzy pét-
grape (M, +), ktéra nie zawiera ani elementu iedvnkowego, ani zerowego. M

(L.10) TWlBRDZENIEEPé{gmpa ma co najwyzej jeden element jedynkowy.
T nowéd. Zatézmy, ze ‘pélgrupa (i) ma element jedynkowy e Spe%piajacy warunek
(1.4) oraz element jedynkowy e, spelniajacy dla kazdego a € @ warunek
(i) 3 epoa=aoe;=a.
Na mocy (I.4) jest e;=e; 0 e, na mocy (ii) e, o e=e, wobec czego e;=e [
(L.11) TwErDzENIE. Pdlgrupa ma co najwyzej jeden element zerowy.

Dowdéd. Zatézmy, ze polgrupa (i) ma element zerowy o spelniajacy warunek (I.6)
oraz element zerowy o, spelniajacy dla kazdego @ € € warunek 0, o a=a o 0,=0,. Z tego
ostatniego wynika w szczegdlnoéci, ze 0, =0, 0 0, 2 na. mocy (I. 6) jest 04 0 0=0, wobec -
czego 0,=0. M

(I.12) TwierDzENE. Jezeli poélgrupa ma element jedynkowy e i element zerowy o, to
e#o. '

Dowéd. Gdyby e=o0, wtedy na mocy (1.4) dla kazdego a2 € © byloby a=eca=o0o0a,
skad na mocy (1.6) a=o, co byloby sprzeczne z zalozeniem uczynionym w definicji (I.5),
Ze zbiér © zawiera co najmniej 2 elementy. [

(I.13) DerNiCIA. Grupg nazywamy algebre
(iii) ' $:=(6,0,7 ¢, (

gdzie ® jest zbiorem niepustym, o ~ operacja (dzialaniem) dwuargumentows, ~' —
operacja jednoargumentowa, e — operacjag zeroargumentowa, czyli elementem wyr6z-
nionym ze zbioru @ i dla dowolnych a, b, ce & sg spelnione nastgpujace warunki:

L4 . (aob)oe=ao(boc),
@©15) : "
(1.16) aloa=e. H

117 PRZYKLAD Zbiér niezerowych liczb rzeczywistych R —{0} ze zwyklym mnoze-
niem i odwrotnoécia a~':=1/a tworzy grupe (R—{0}, -, -1, 1). MW

(L18) PRZYKLAD. Zbiér liczb catkowitych 3 ze zwyklym dodawaniem ia~':=—atworzy
grupg (3: +, =, 0) ]
(I.19) TwiBrRDZENIE. Dla grupy (iii) i dowolnych a, b, c € G

aob=aoc= b=c.

Dowéd. Jezeli ao b=ao c, to ato(@aob)y=a"'o(aoc),czylina mocy (L.14) (@' o
. oa)ob= (a"‘oa)oc, skad na mocy (I.16) eo b=eo ¢ i na mocy (L. 15) b=c. W
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(1.20) TwierpzENIE. Dia grupy (iii) i dowolnego ae ® jest
aoe=a.

Dowé6d, Na mocy (1.14), (I.15) i (I1.16) mamy

a 'o(ace)=(a 'oa)oe=eoe=e=a"'oa,

skad na mocy twierdzenia poprzedniego wynika teza. [l
(1.21) TwiErRDZENIE. Dla grupy (iii) algebra (®, o, e) jest pélgrupq z elementem jedynko-
wyni. : . - : <
Dowéd wynika z definicji i twierdzenia poprzedniego. I
(1.22) TWIERDZENIE. Grupa nie zawiera elementu zerowego. -

Dowdd. Gdyby dla grupy (iii) istnial element zerowy o€ ® spelniajacy warunek
(1.6), wtedy na mocy (L.16) istniatby element 0~* € G taki, Ze 0~ 0 0=e, a na mocy (L.6)
bytoby 0~' 0 0=0, wobec czego mielibySmy e=o wbrew twierdzeniu (1.12). N
(1.23) TwierDZENIE. Dla grupy (iii) i dowolnego ae ® jest

aca '=e.

Dowod. Na mocy (1.14), (1.15), (I.16) oraz twierdzenia (I.20) mamy

a'o(@oaY)=(a'oa)oa'=eoa'=a"'=g""0e,

skad na mocy twierdzenia (I.19) wynika teza. W
(1.24) TwiErDZENIE. Dla grupy (iii) i dowolnego ae (5 istnieje dokladnie jeden element
x € ® spelniajacy warunek
xoa=e.
Dowdd. Istnienie elenﬁentu o spelnjajqcego. powyiszy warunek wynika z (I.16). Gdbe

dla jakiego$ x € ® ten warunek byl spelniony, wtedy na mocy twierdzen (1.20) i (1.23)
byloby x=xoe=xo(@oa')=(xoca@)oa '=eoca'=a'. N

(1.25) DserNiciA. W grupie (iii) element a~* speimajqcy warunek (I.16) nazywamy od-
wrotnosciq elementu a. M -

(1.26) TWIERDZENIE. Dla grupy (iii) i dowolnych a, b e G istnicjq takie elementy x,y € ,
Ze '

(iv) xoa=b, -aoy=b

Dowdéd. Niech

W + ‘x:=boa”!, yt=alob.

Wtedy xod-z(boa‘l)oa=bo(a“1 oca)=bo ek oraz ao y=qo(a~*ob)=(aca *)o
ob=eo b=b, czyli s3 spelnione warunki (iv). B
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(1.27) TwierDZBNIE. Dla grupy (iii) i danych a, b e ® elementy (v) sq jedynymi elementami
spelniajqcymi odpowiednio warunki (iv).
Dowéd. Jezeli elementy x, ye & spelniaja odpowiednio warunki (iv), to

= 1

(xoa)oa '=boa ", a_io(aoy)=a—_lob,

" czyli
xo(aoa Y)=xoe=x=boa™!, (a 'oa)oy=eoy=y=a"'ob. M

(1.28) DerINICIA. Pétgrupe (i), dla ktérej dla dowolnych a, be & jest

(1.29) aob=boa

nazywamy polgrupq przemiennq albo polgrupq abelowq. W

' (1.30) PrzyKrAD. Pélgrupy z przykiadow (1.7), (1.8), (1.9) sa wszystkie polgrupami prze-

- miennymi. [H

(I.31) Dermucia. Grupe (iii), dla ktorej dla dowolnych a, b € ® jest spelniony warunek

(1.29), nazywamy grupq przemienng albo grupg abelowg. W

(1.32) PrzYKLAD. Grupy z przyktadow (1.17) i (1.18) sa obie grupami przemiennymi. [
Przykiady polgrup i grup nie przemiennych poznamy w dalszych rozdzialach,

(L.33) DErFNICIA. Podgrupq grupy (iii) nazywamy kazda podalgebre grupy (iii), tzn.
kazda taka grupe 4,:=(6,, o, "1, e), ze G; =® 1 zbior G, jest zamkniety ze wzgledu na
operacje o, ~1, e, czyli :

(B!OGIC(BJ_, (5;1C(51, 86(51.
Podpdigrupg péigrupy, (i) (pétgrupy (S, o, €), pélgrupy (S, o, 0), pélgrupy (S, o, o, ¢)
nazywamy kazda podalgebre pdtgrupy (i) (pélgrupy (G, o, ¢), pétgrupy (€, o, o), pék-
grupy (S, o, 0, €)), tzn. kazda taka pélgrupe &,:=(€;, o) (pélgrupe (&, o, €), pdl-

grupe (84, o, 0), pélgrupe (S5, o , 0, €)), ze G, =S 1 zbidr S, jest zamknigty ze wzgledu
na operacj¢ o (operacje o, e, operacje o, o0, operacje o, e, 0), czyli odpowiednio

610(51&':61, eEGI,. 0E61 .

(L34) PRZYKLAD Zbiér niezerowych liczb wymiernych Qo:=Q-{0} tworzy podgrupe
(Qo, *, 71, 1) grupy z przykiadu (1.17), poniewaz

QocR—{0}, Qo-Q=03, V'=Qy, 1leQ,. MW
(1.35) DermNIcIA. Grupy
=61, 0,7 e),  :=(6,,(0), 0, e)

nazywamy izomorficznymi wtedy i tylko wtedy, gdy sa algebrami izomorficznymi, tzn.
istnieje ta.kle réznowarto$ciowe przeksztalccme f zbioru ®, na &,, ktore zachowme ope-
racje o, ~', e,, czyli d.la dowolnych a,be ®, jest

f@ob)=f@)()/®), @ = @)V, fled=es.
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- . Analogicznie definiujemy izomorfizm pdéigrup, pélgrup z elementem jedynkowyim,
polgrup z elementem zerowym, pélgrup z elementem jedynkowym i z elementem zero-
wym. B o . ,
(1.36) PrzykiaD. Rozpatrzmy grupe z przykiadu (I.18) oraz grupg (3,, +, —, 0), gdzie
3p jest zbiorem wszystkich liczb calkowitych parzystych. Druga z tych grup jest podgrupa
pierwszej. Ponadto grupy te sa izomorficzne, poniewaz istnieje réznowartoSciowe prze-
ksztatcenie f zbioru 3 na 3, okreslone wzorem f (x):=2x, zachowujace operacje +, —, 0,
czyli dla dowolnych a, b€ 3 jest

Sflat+b)=f(@+f(b), [f(-a)=-f(a), [f(O)=0. W

§ L2. PierScienie

(1.37) DEerINICIA. Pierfcieniem nazywamy algebre

(1.38) - A=, +,,—,0), /
gdzie U jest zl:;iorem zawierdjacym co najmniej dwa elemcntj', + i- s3 operacjami (dziala-
- niami) dwuargumentowymi, ktére umownie nazywamy dodawaniem i mnozeniem i ozna-
czamy podobnie jak dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych, — jest operacja jedno-
argumentows, 0 — operacja zeroargumentowa, czyli elementem wyréznionym ze zbioru .
A i dla dowolnych a, b, ce W sy spelnione nastgpujgce warunki:

(1.39) . a+b=b+a,

(1.40) ’ (a+b)+c=a+(b+c),

(1.41) . O+a=a, ’

(1.42) ~a+a=0,

(1.43) : ~ (ab)e=a(bo),

(1.44) a(b+c)=ab+ac,

(1.45) | (a+b)c=ac+bc. W

(1.46) TWIBRDZENIE. W pierscieniu (1.38) dla dowolnégjo, ae U jest
(1.47) ; 0-a=a-0=0.

Dowdéd, Na mocy. (1.44) i (1.45) dla dowolnych a,ce A
ca+0-a=(c+.0)a, ac+a-0=a(c+0),l
skad na mocy (1.39) i (1.41)

ca+0-a=ca, ac+a-0=ac,



16 R.L Pierécienie

czyli ' _
—ca+ca+0ra=—ca+ca, —actac+a0==—ac+ac

i na mocy (1.42) '

: 0+0-a=0, O0+a-0=0,
skad na mocy (1.41) otrzymujeiny (I47). W
(1.48) DEFINICIA. &f-zerem albo po prostu zerem w pierscieniu (1.38) nazywamy element .
wyrdzniony 0, spelniajgcy warunki (1.41), (1.42) i (147). W
(1.49) DEFINICIA. &f-jedynkq albo po prostu jedynkqg w pierscieniu (1.38) nazywamy taki
(o ile istnieje) element 1€ U, e dla dowolnego ae U jest
(1.50) | la=al=a. W

Pierécien z jedynka mozna zatem traktowaé jako algebre
(L51) o=, +,+,~,0,1),
gdzw przyjeto oznaczenia jak w definicjach (I.37) i (I1.49) i sa speinione warunkl (L 39), ..

, (1.45), (1.47) i (1.50).

(1.52) PrzykeAD. Zbiér liczb catkowitych 3 ze zwyktym dodawaniem i mnoZeniem,
zwyklym zerem i jedynka tworzy piercien z jedynka (3, +, ', —,0,1). W

(1.53) TwierDZENIE. Dla pierscieni (1.38) i (1.51) algebra (U, +, —,0) jest grupq prze-
miennq, a algebra (U, *,0) — pdlgrupq z elementem zerowym, ponadto dla pier$cienia (1.51)
algebra (W, -, 0, 1) jest pélgrupq z elementem jedynkowym i z elementem zerowym.

Dow6d wynika z definicji i twierdzenia (1.46). W

(I.54) TwIERDZENIB. W kazdym pierScieniu (1.38) lub (1.51) of-zero’0, a w kazdym pier-
Scieniu (1.51) of-jedynka 1 sq okreSlone jednoznacznie.

Dowdd wynika z twierdzen (I.53), (1.10) i (I.11). M
(1.55) TwierDZENIE. W kazdym pierScieniu (1.51) jest 1#0,
Dowédd wynika z twierdzed (1.53) i (1.12). m

(1.56)  TWIERDZENIE. W kazdym pierscieniu (1.38) lub (1.51) dla kazidej pary elementéw
a, b e W istnieje dokladnie jeden taki element x € W, ze a+x=b.

Dowd6d wynika z twierdzed (1.53), (1.26) i (1.27). W

(1.57) DerNicia. W pierScieniu (1.38) lub (I.51) dziatanie przyporzadkowujace dowol-
nej parze uporzqdkowa.nej elementow a, b € U taki element x € U, Ze a+x=b, nazywamy
ode_;mawamem )

Zamiast a+(—b) p:szemy a—b. Z latwoscia dowodzi su,;, Ze
-—(a+b)-——a b, —(a-b)=-a+b, —abc=(—a)bc=a(~b)c=ab(— c}

i innych wzoréw analogicznych do znanych dla liczb rzeczywistych.
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W kazdym pierscieniu (I.38) lub (I.51) wprowadza si¢ réwniez potegowanie okreslone
dla dowolnego clementu @€ A i dowolnego wykladnika me N wzorem rekurencyjnym

m, )@ dla m=1,
= Vaa" !t dla m>2.

W kazdym pierscieniu (I.51) wprowadza sig¢ ponadto dla a#0

gdzie 1 jest o&/-jedynka.

(1.58) DerFINICIA. Pierscien (1.38) lub (1.51) nazywamy przemiennym wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych a,be U jest

(1.59) ab=ba. W

§ 1.3. PierScienie z transpozycjg

(1.60) DErINICIA, PierScieniem z transpozycjq nazywamy algebre

(1.61) d:—_—'(ﬂ, +,',-‘,S,t,0,_l),

gdzie U jest zbiorem zawierajacym co najmniej 2 elementy, (U, +, -+, —, 0, 1) jest pier-
$cieniem z jedynka (I.51), s i 7 sa operacjami jednoargumentowymi, zwanymi odpowied-
nio sprzezeniem i trarr.s*pazyqq, przyporzadkowujacymi dowolnemu elementowi ae U

odpowiednio elementy @, a” € 9 i dla dowolnych a, be A sg spelnione nastepujace wa-
runki:

(1.62) | @)=a,

(1.63) a+b=a+b,
(L.64) | ab=ab,
(1.65) @=a,
(1.66) | (a+b)'=a"+b",
(L67) (ab)T=b"a",

1.68) | @"=@"). ™

Z powyzszej definicji wynika, Ze dla pierécienia z transpozycja (I.61) i dla dowolnych
a, b, c € A sa speione warunki (1.39), ..., (1.45), (1.47), (1.50) i sa wazne definicje (1.48),
(1.49), (1.57), (1.58) oraz twierdzenia (I.46), (I.53), (1.54), (1.55) i (1.56).
Zaréwno dla pierscieni (L 38) i (1.51) jak i dla pierécieni z transpozycja (I 61) przyjmu-
jemy, ze zdanie
acsd
jest rownowazne zdaniu a e 2.

2 Wektory { macierze t. I
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W niniejszej ksigzce bedziemy mie¢ do czynienia prawie wylacznie z piercieniami
z transpozycja. Wprowadzenie sprzgzenia spelniajacego warunki (1.62), (1.63) i (L64)
nie jest ograniczeniem klasy rozpatrywanych pierScieni, poniewaz zawsze istnieje sprze-
#enie trywialne a:=a. Wprowadzenie transpozycji spelniajacej warunki (1.65), ..., (1.68)
nie jest ograniczeniem dla pierfcieni przemiennych, poniewaz dla nich zawsze istnieje
transpozycja trywialna a":=a. Natomiast wprowadzenie transpozycji ogranicza klasg
piericieni z mnozZeniem nieprzemiennym. Dlatego pierScienie (I.61) nazwalismy pierscie-

niami z transpozycja.
Pierécienie (I.51) i (I.61) traktujemy jako przypadki szczegdlne pierscienia (I.38). Zatem

méwiac o pierécllemu (1.38), mamy na my§li réwniez pierscienie (I.51) i (L.61).

(1.69) Przykeap. Niech 2 bedzie zbiorem wszystkich uporzadkowanych par liczb cal-
kowitych. Niech +, -, —, s, ¢ beda dzialaniami okreslonymi dla dowolnych par (a, b),
(¢, dye U, gdzie (a, b)=(c, d)e>a=cAb=d, wzorami:

(a,b)+(c,d):=(a+c,b+ad), (a,Db)(c,d):=(ac, bd),
—(a,b):=(=a, =b), (a,b):=(a,b), (a,b)":=(b,q).
Niech ponadto
0:=(0,0), 1:=(1,1).

Sprawdzamy z latwofcia, Ze algebra of:=(, +, -, —, s, ¢, 0, 1) jest pierécieniem prze-
miennym z transpozycjz.

(1.70) Dermvicia. W dowolnym pierscieniu z transpozycja (L.61) mranspozyciq sprzezong
nazywamy operacj¢ jednoargumentowa * okreslong dla dowolnego a e % wzorem:
(L.71) at:=@" m |

(I.72) TWIERDZENIE. W dowolnym pierscieniu z transpozycjq (1.61) dla dawo!nych a, b,
ay,...,aq,€W

(1.73) (a*)*=a,
(L74) (@ b)*=a*+b*,
(1.75) - (ab)*=b*a*,
@L.76) - a*=(a"),
.77) @*=(a%)=d",
@.78) @)*=(a*"=a,
(1.79) (-a)=-a,
(1.80) (-a)'=~d",

(1.81) ' (—@)*=4—q,
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(1.82) a—b=a—b,

(1.83)  (a=b)"=a"-D",
(1.84) (a—b)*=a*~b*

(1.85) Gt ot ay=Gy+...+3,,
(1.86) @y +...+a) =al+...+a7,
(1.87) (a;+...+a)*=at+...+a},
(1.88) ay...a,=y...4,,

(1.89) (@y...a)"=al...aT,
(1.90) (ay...a,) =al...at,
(1.91) 0=ﬁ‘=0"’=6*,

(1.92) 1=1=1T=1*

Dowéd. Wzér (1.73) wynika z (L.71), (1.68), (L.65) i (1.62), poniewaz
(@) =@ =@ =@=a.

Wz6r (1.74) wynika z (1.71), (1.63), (1.66), a wzoér (1.75) z (1.71), (1.64) i (1.67). Analogicznie
dowodzimy prawdziwosci wzordow (I 76), (I.77) i (1.78).

Na mocy (1.41) i (I.63) mamy O+a= a, czyli 0+a=a, skad na mocy twierdzenia (I,54)
@ 0=0.
Wobec tego z (1.42) wynika, Ze

(—a)+a=0,

a stad wzér (1.79). Analogicznie, ze wzoru (1.41) wynika, ze
(ii) 0"=0 |
i na mocy wzoréw (I.42) oraz (1.66) wzér (1.80). Wzor (1.81) wynika ze wzordw (I.71),
(1.79) i (1.80). Na mocy réwnosci a—b=a+(—b) wzory (1.82), (1.83) i (1.84) wynikaja
ze wzorow (1.63), (1.66), (I.74) oraz (1.79), (1.80), (L.81).

Wzory (1.85), ..., (1.90) dowodzimy z latwoscia przez indukcje.

Wazér (L. 91) wymka ze wzor6éw (i), (i) oraz (I.71). Na mocy (I.64) dla kazdego b e U
mamy 1-b= (l b)= b skqd na mocy twierdzenia (I.54) 1=1 i analogicznie ze wzoru (1.67)
wynika 17=1. Stad i ze wzoru (I.71) otrzymujemy (1.92). W

(1.93) Dermvicia. Element a e z pierScienia z transpozycja (I.61) nazywamy samo-
sprzezonym wtedy i tylko wtedy, gdy a=a, symetrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy o’ =aq,
hermitowskim wtedy i tylko wtedy, gdy a* =a, oraz quasi-rzeczywistym wtedy i tylko wtedy,
gdy _

(1.94) a=a=a"=a*. W

»
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(1.95) DEFINICIA. PierScieniem liczb calkowitych % mnazywamy pierScien z transpozycja
(1.96) . F:=(3,+,",~,510,1),

“gdzie 3 jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych, + jest zwyklym dodawaniem, - —
zwyklym mnozeniem, — jest zwykla zmiang znaku, a s i # odpowiednio sprz¢zeniem try-
wialnym i transpozycja trywialng, okreslonymi dla dowolnej liczby catkowitej z € 3 wzo-
rami Z:=z i z0:i=z. W .

(1.97) DserNICIA. Podpierscieniem dowolnego pierscienia z transpozycja (I.61) nazywa-

my kazda podalgebreg tego pierécienia, czyli kazdy pierscien z transpozych #.=(8, +, -,
-, 5 10,1), dla ktérego B<U i

B+B<B, B-BcB, —-BcB, s(EB)t:B,
t(B)=B, 0B, 1eB. W

(L98) PrzykLAD. Biorac w (1.69) zamiast A zbior wszystkich par liczb catkowitych
postaci (a, @), otrzymujemy podpierscien pierScienia «/. M
Podpierécienie pierScieni (1.38) i (1.51) definiujemy analogicznie do (1.97).

(1.99) TWIERDZENIE. W kazdym przemiennym pierscieniu z transpozycjq (1.61) zbidr wszyst=
kich elementéw quasi-rzeczywistych tworzy podpierscien.

Dowéd. Niech X bedzie w pierdcieniu (I.61) zbiorem wszystkich elementéw quasie
-rzeczywistych. Zbidr ten zawiera na mocy (1.91) i (1.92) co najmniej dwa elementy 01i 1,
Na mocy (1.63), (1.66) i (1.74) zbidr X jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie +, na
~ mocy (1.64), (1.67) wraz z (1.59) oraz (1.75) jest zamknigty ze wzgledu na mnozenie -, na
mocy (1.79), (1.80) i (I.81) jest zamkniety ze wzgledu na operacjg¢ —, na mocy (1.94) jest
zamknigty ze wzgledu na operacje sprzezenia i transpozycji. Zatem X, istotnie, tworzy
podpierscieri pierScienia z transpozycja (1.61). M
(1.100) DermNICIA. Czescig quasi-rzeczywistq dowolnego przemiennego pierscienia z tran-
spozycja (I.61) nazywamy jego podpierscien utworzony przez wszystkie elementy quasi-
-rzeczywiste. M

Czes¢ quasi-rzeczywistag dowolnego pierscienia przemiennego z transpozycja of ozna-
czamy symbolem re 7. :

(I.101) PrzykeAD. W pierscieniu przemiennym z transpozycja z przykiadu (1.69) pod-
pierdcien re &7 jest utworzony przez wszystkie elementy postaci (@, 4).

(1.102) DerFINICIA. PierScienie z transpozycja (1.61) i #:=(B, (+), (*), (=), 51, t1, 0, €)
nazywamy izomorficznymi wtedy i tylko wtedy, gdy sa algebrami izomorficznymi, tzn,
lstmeje roznowartosciowe przeksztalcenie f zbioru 2 na zbiér B, zachowujace oper&c;e
+,* — 5 £, 0, 1, a wicc takie, ze

fa+b)=f(@)(+)f(b), f(ab)=f(a)()f(b), f(—a)=(—)f(a),
f(a_)=51(f(ﬂ)), f(aT)=ti(f(a)), f(0)=0= f(1)=e- |

Izomorfizm pierscieni (1.38) oraz piericieni (I.51) okre$lamy analogicznie,
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(1.103) PrzykrAp. Piericien liczb catkowitych (I.96) oraz piericied re &/ z przykiadu
(1.101) sa izomorficzne, co sprawdzamy z latwoscia, przyjmujac odwzorowanie f(a)=
=(a,a) dla celd. H

W kazdym pierécieniu z jedynka (1.51), a wigc w szczegdolnosci w kazdym pierécieniu
z transpozycja (1.61) wprowadza sig pojecie «/-liczb naturalnych, przyjmujac jako pierwsza
#f-liczbe naturalng o/-jedynke 1 i dla kazdej «-liczby naturalnej n okreslajac jej nastep-
nik jako n+ 1. Dolaczajac do zbioru wszystkich o7-liczb naturalnych /-zero oraz wszyst-
kie elementy postaci —n, gdzie n jest o/-liczba naturalng, otrzymujemy zbidr o-liczb
calkowitych.

Zbi6r of-liczb naturalnych oznaczamy symbolem 9, a zbior &/-liczb calkowitych
symbolem 3,,. JeZeli &-zero nie jest &/-liczba naturalng, lub — co na jedno wychodzi —
wszystkie wyrazy ciagu kolejnych «/-liczb naturalnych sg réine, mozna udowodnié, Ze
podpierscien Z:=(3,4, +, *» —, 8 1, 0, 1) pierscienia (I.61) jest izoniorﬁcény Z pier-
$cieniem liczb calkowitych (1.96). Przypadek, gdy «/-zero jest ./-liczba naturalna, lub
— co na jedno wychodzi — istnieje taka &/-liczba naturalna n, ze n=0, jest w niniejszej
ksigzce dopuszczany, ale szczegélowo analizowaé go nie bedziemy, odsylajac zaintere-
sowanego czytelnika do podrecznikéw algebry zawierajacych teorig kongruencji. Naj-
wazniejsze elementy tej teorii znajdzie czytelnik w rozdziale XIV wspomnianej mono-
grafii H. Rasiowej.

Jezeli n jest dowolna «/-liczba catkowita w pierscieniu (1. 51) lub (I 61), to'na mocy
(1.50), (1.44) i (1.45) dla dowolnego a ./ mamy

1.104) . - na=an,
a ponadto w pierécieniu (I.61) mamy na mocy (1.92)
(1.105) n=n=n"=n*

co wykazujemy analogicznie do dowodu twierdzenia (1.99). Ze wzoru (1.105) wymka,
%e podpiericienr re o/ dowolnego przemiennego pierScienia z transpozycja &/ zawiera
wszystkie &-liczby calkowite.

§ L4. Dzielniki zera. Odwrotnoéci

(1.106) bEﬂNICJA. W dowolnym pierécieniu &/ element @ nazywamy lewym (prawym)
dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie b € o, b#0, 2e ab=0 (ba=0). M

(1.107) DeriNICIA. Dzielnikiem zera dowolnego pierécienia & nazywamy kazdy lewy
i kazdy prawy dzielnik zera tego pierécienia. i '

(L.108) DgriNicIA. Dzielnik zera dowolnego pierécienia &/ nazywamy wlasciwym wiedy
i tylko wtedy, gdy nie jest o/-zerem. - W )

(1.109) DEFINICIA. PierScieniem calkowitym albo dziedzing calkowitosci nazywamy kazdy
przemienny pierfciefi z jedynka, ktéry mie zawiera wilaciwych dzielnikéw zera. W
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