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Przedmowa

Rachuneck macierzowy stat si¢ klasycznym narzgdziem matematyki wspolczesne;.
Jego giéwna zaleta jest przedstawianie skomplikowanych zaleznosci matematycznych
w formie niezwykle prostej i zwigzlej oraz réwnolegle wykonywanie dzialad na ukiadach
liczb jako dzialaf na macierzach. Pozwala ponadto — dzigki pozbyciu sie we wzorach
nieistotnego balastu obliczeniowego — na wydobycie na wierzch istoty wykomywanych
dzialan i na glebsza analize otrzymywanych zaleznosci. Dzigki powyzszym zaletom zna-
lazt szerokie zastosowanie nie tylko w samej matematyce, ale réwniez w fizyce, naukach
technicznych, naukach biologicznych, ekonometrii i innych.

Mimo swego klasycznego charakteru rachunek macierzowy stale si¢ rozwija. I tak

"w ostatnich latach rozwinela sig, na przyklad, teoria nogdlnionych odwrotnosci macierzy,
pozwalajaca odkrywaé coraz to nowe metedy. Obserwuje si¢ rozwdj metod opartych na
pojeciu mormy macierzy, gdyz wiele zagadnienn optymalizacyjnych daje sie sprowadzié
do poszukiwania macierzy o minimalnej normie. Coraz czgéciej siega sie do interpretacji
geometrycznej macierzy ze wzgledu na latwosé pojmowania przez umyst Indzki faktéw
geometrycznych. O ile w dawnych opracowaniach zwracano uwage prawie wylacznie na
macierze kwadratowe nieosobliwe, o tyle obecnie obserwuje si¢ szerokie zastosowania
macierzy prostokatnych, niekoniecznie kwadratowych i niekoniecznie pelnego rzedu.

Metody macierzowe, pomimo. prostoty zapisu, prowadza czesto do bardzo zmudnych
i dhugich obliczen, si¢gajacych miliardéw operacji arytmetycznych, dlatego duze znacze-
nie dla rozwoju rachunku maCICrZOchO miala rewolucja, jaka w technice obliczeniowej
przyniosty elektroniczne maszyny liczace.

Rachunek macierzowy lgczy sig Scisle z rachunkiem wektorowym. Oba te rachun.kl
przeplataja si¢ i tworza pewna calos¢. Ksiazka niniejsza jest po§wigcona obu tym rachun-
kom. ' ' :

Istniejace podreczniki i, monografie po§wigcone teorii macierzy opieraja si¢ na poje-
ciu ciala algebraicznego. Poniewaz dzielenie ‘odgrywa w rachunku macierzowym role
drugorzedna, autor zdecydowal si¢ oprze¢ teorig maciérzy na pojeciu pierscienia algebra-
icznego. W konsekwencji teori¢ wektorédw trzeba byfo oprzeé nie na pojgciu przestrzeni
liniowej, a na pojeciu modutu, Z tego wzgledu teoria modutéw odgrywa w niniejszej ksigzce
role podstawowa. Zaszla réwniez koniecznoé¢ uogdlnienia niektérych pojeé, jak na' przy-
kiad, pojecia macierzy ortogonalnych, oraz wprowadzenie nowych, jak na przykiad,
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pojecia macierzy quasi-nieosobliwych czy quasi-odwracalnych. W rezultacie wigkszosé
znanych twierdzen dala si¢ wyrazi¢ w formie uogdlnionej w nowej teorii, chociaz wymagato
to czesto mowych metod dowodzenia.

Przez uogblnienie samego pojecia macierzy autorowi udalo si¢ wprowadzié nowe
pojecie piericienia macierzowego, jako pierécienia nad pierScieniem, z nieograniczonym
wykonywaniem dodawania i mnoZenia macierzowego, przez co cala teoria stala si¢ bar-
dziej konsekwentna. Mozna bylo m.in. w sposéb naturalny wprowadzi¢ pojecie hiper-
macierzy. |

Oparcie teorii macierzy na pojeciu pierscienia rozszerzylo zakres zagadnieri mozli-
wych do rozwigzania na gruncie tej teorii, jak, chociazby, zagadnien zwigzanych z ma-
cierzami o wyrazach catkowitych, a wigc, na przyklad, rozwigzywanie w liczbach catko-
witych ukladéw algebraicznych réwnan liniowych o wspélczynnikach catkowitych.

Wydaje sig, Ze niniejsza praca jest w literaturze matematycznej pierwsza, ktéra tak
ujmuje rachunek macierzowy. Z tego tez wzgledu zawiera ona wiele fragmentéw orygi-
nalnych, do ktérych m.in. mozna zaliczy¢ definicje pierscienia czgsciowo uporzadkowa-
nego, pierécienia z pierwiastkowaniem, pierscienia z wartoscia bezwzgledng, pierécienia
z podzielnoscia, pierScienia macierzowego, macierzy quasi-nieosobliwej, macierzy quasi-
-ortonormalnej i in. oraz takie twierdzenia o charakterze podstawowym, jak na przyklad,
uogdlnienie nieréwnosci Schwarza (twierdzenie 1.159), uogélnienie algorytmu Euklidesa
(twierdzenie 1.331), twierdzenie o wierszach i kolumnach liniowo niezaleznych w macierzy
(twierdzenie IV.61), twierdzenie o wymianie pétwektora w pétbazie modutu (twierdzenie
1v.72) i inne. W duzej mierze oryginalna jest czes¢ trzecia ksigzki, po§wigcona mterpre-
tacji geometrycznej. ;

“Poniewaz krag odbiorcéw niniejszej ksiazki _]est szeroki'i bardzo zréZnicowany, autor
zrezygnowat z podania przykladéw zastosowan, uwazajac, ze dysponowanie duza iloécia
srodk6w w zakresie ogélnej teorii daje najlepsze podstawy dla dalszego samodzielnego
uzupelniania wiedzy w kierunkach specjalistycznych. Dodatkowym argumentem byt fakt,
Ze wprowadzenie przyktadéw zastosowand powigkszyloby objetoéé opracowania, ktére
i tak jest obszerne. Ten sam wzglad zdecydowat, ze autor nie whaczyt do opracowania
metod obliczeniowych rachunku macierzowego. Wprowadzenie chociazby najwazniej-
szych z nich podwoiloby objetos¢ ksigzki. Wyjatek stanowi kilka metod obliczeniowych
podanych w przykladach ze wzgledu na ich znaczenie metodologiczne.

Autor uwazat za konieczne przeplatanie tekstu przykladami dla ulatwienia czytelni-
kowi zrozumienia wykladu. :

Cho@ w tym miejscu podzigkowaé Dyrekcji Instytutu Podstaw Informatykl PAN za
stworzenie mi warunkéw do napisania tej ksigzki,

Mieczystaw Warmus



Wiadomosci wstepne

W ksigZce niniejszej zaklada sig, e czytelnikowi sa znane podstawowe pojecia mate-
matyczne w zakresie, na przyklad, monografii H. Rasiowej(*) ze szczegdlnym uwzgled- -
nieniem elementarnych pojeé¢ algebry abstrakeyjnej (pierwsze 6 paragraféw rozdziatu XIV
wymienione] monografii). Przyjmuje sig, ze: '

~0, oznacza negacje zdania o,

a AP oznacza koniunkcje zdad o i B, czyli zdanie ,,& 1 7,

aV P oznacza alternatywe zdan o i B, czyli zdanie ,,o lub B”,

a=p oznacza zdanie ,.jesli o, to p”,

a<>P oznacza zdanie ,,o. wiedy i tylko wtedy, gdy B, '

N\ e(x) oznacza zdanie ,,dla kazdego x spelniajacego w(x) jest ¢(x)”,
.

'\(/) @(x) oznacza zdanie ,,istnieje takie x spelniajace y/()x), ze p(x)”,
x

;::*12[ oznacza zdanie ,,a. jest elementem zbioru A”,

a ¢ U oznacza zdanie ,,a nie jest elementem zbioru A,

N<=B oznacza zdanie ,,zbiér A jest zawarty w zbiorze B,

B->U oznacza zdanie ,,zbior B zawiera zbior A”.

Ostatnie dwa zdania uwazamy za réwnowazne.

Wyrazenie {a,, ..., @,} oznacza zbi6ér utworzony z elementéw ay, ..., @, a WyraZe-
nie (ay, ..., a,) ciag o wyrazach a,, ..., a,. WyraZenie FS

{xeX: p(x)}

‘oznacza ﬁbiér tych' wszystkich elementéw x zbiorn X, ktére spetniaja ¢(x).
Sume, iloczyn i réznicg zbioréw U i B oznaczamy odpowiednio

NuB, ANYB, A-B,
a dla sumy i iloczynu zbioréw .9[1’ e, A, przyjmujemy odpowiednio zapis skrécony
U %, N We.

k=1 k=1

Dopelnienie zbioru A oznaczamy symbolem —2.

H H. Rasiowa, Wstep do matemaityki wspélczesnej, wyd. \'fll, PWN, Warszawa 1979
< : . [ | '
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Iloczyn kartezjanski zbioréw X, ..., X, oznaczamy symbolem

KA

a w przypadku, gdy ¥,=...=%,=X, réwniez symbolem X".
W ksiazce niniejszej wprowadzamy dla niektérych zbioréw stale oznaczenia:
N oznacza zbi6ér wszystkich liczb naturalnych,
N, oznacza zbidr utworzony ze wszystkich liczb naturalnych i zera,
3 oznacza zbidr wszystkich liczb catkowitych,
L oznacza zbi6r wszystkich liczb wymiernych,
R oznacza zbidr wszystkich liczb rzeczywistych,
€ oznacza zbiér wszystkich liczb zespolonych,
D oznacza zbiér pusty.
Zdanie
p(x)=y(x),

gdzie ¢ i v sa fuﬁkcjami o dziedzinie X, uwaza si¢ za rOwnowazne zdaniu

A 9=y ()

xeX

i czytamy je ,,@(x) jest tozsamo$ciowo réwne w(x)”. Symbol = jest wygodny, gdy nie

korzysta si¢ z symbolu funkcji , a jedynie ze wzoru na obliczanie jej. wartosci w punkcie
xeX.

Dla réwnosci deﬁniujqéych.przyjmujemy symbol :=. Zdanie
a:=0
oznacza, ze o jest zdefiniowane jako réwne B} Analogicznie, zdanie
o< ﬁ
oznacza, ze znaczenie zdania o zostalo okreflone przez réwnowazne zdanie B, a zdanie
p(x):=y(x)

oznacza definicje funkcji ¢ przez podanie wzoru y(x) na obliczanie ]ej warto§c1
Jezeli f jest funkc_]q n zmiennych, a 2, ..., %, zbiorami, to

fQ, ..., ﬂ,,):={f(x1 s X)) 1 X €W AL AX, €W, .

W szczegélﬁoéci, jezeli o jest operacja (dzialaniem) dwuargumentowa, to
WyoW:={xoy:xeW, Aye,}. |

W ksigZce niniejszej uzywa si¢ skréconegb zapisu sum i iloczynéw

‘o

Y Gi=Oyt i tota,,  [] Gi=0pApir...a,
k=m k=m
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z dodatkowa umowa, Ze dla m>n symbol )’ a, oznacza element zerowy, a symbol [] a;
k=m - T k=m

element jednostkowy odpowiedniej struktury algebraiczne;.
Symbol W oznacza koniec definicji, koniec dowodu twierdzenia lub koniec przykladu.
W calej ksiazce przyjeto nastgpujace zasady numerowania wzordw, definicji, twier-
dzen i przykladéw. Numery pisane cyframi arabskimi po numerze rozdzialu pisanym
systemem rzymskim (I.1), (I.2), ... obowiazuja w calej ksigZzce. Numery pisane systemem
rzymskim, ale matymi literami (i), (ii), (iii), (iv), ... obowiazuja jedynie w granicach da-
nego paragrafu. : '
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