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a ze wzorow (29), (27) i (25)

(30) ADFA = A

Z faktu, ze macierze B i ( sa nieosobliwe, wynika, ze dla

kazdej macierzy A obie macierze /7 i ¥ sa rzedu r. Wobec tego
dla kazdej macierzy A macierze /" */ oraz $8* sa obie macierzami
kwadratowymi nieosobliwymi stopnia i rzedu r i majg macierze od-

wrotne {F*F)"l i (?ﬁ*)_i. Réwniez na mocy (29) dla kazdej ma-

cierzy 4 maciersz
IAs* = (r*r) (#8%

jest macierza kwadratowg nieosobliwa siopnia irzedu r i ma ma-
cierz odwrotng

-1 -1 -1
(/A% = (@8*) T (r*r)
Skorzystamy z tego w dalszych rozwazaniach,
Obecnie z atwosciag udowodnimy drugie twierdzenie o diagonali-

zacji.

Twierdzenie 2

Dla kazdej macierzy '4Dnn] rzedu r istnieja takie macierze
rzedu r, ze

e ]
(31) FAD = I,

Dowdd

Wzdér (31) wynika bezposrednio z pierwszego wzoru (25) i pierw-
szego wzoru (23), poniewaz z faktu, ze macierze B i { sa nieoso-
bliwe, wynika, ze macierze F i [ sa obie rzedu .M

4. OKRESLENIE g-ODWROTNOSCI I ICH PODSTAWOWE WLASNOSCI

Definicja

Odwrotnogécig uogdélniong albo ¢ -odwrotno$cig macierzy A

[m,n]
nazywamy kazda taka macierz X, ze dla kazdej macierzy 7, dla ktk-

rej rownanie
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(32) A

n
I
"‘\1

jest niesprzeczne, macierz

(33) e = BT
Jjest rozwiazaniem.
Wiasnosé 1
X = x[n.m]
Dowdd

Na mocy (33) liczba wierszy w macierzy X jest taka, jak w ma-
cierzy 5, a na mocy (32) liczba wierszy macierzy = jest réwna licz-

bie kolumn macierzy 4. Zatem macierz X ma n wierszy.

Na mocy (33) liczba kolumn macierzy X jest réwna liczbie wier-
szy macierzy 7, a zatem na mocy(sz)jest réwna liczbie wierszy ma-
cierzy 4, czyli réwna m.®

Wiasnosé 2
Macierz X jest g —odwrotnoscia macierzy A wtedy i tylko wte-
dy, gdy

(34) AXA = A

Dowdd

1) Zatézmy najpierw, ze X jest ¢g-odwrotnoscia macierzy A[mnf
i}
Poniewaz rodwnanie

(35) AE = A

nie jest sprzeczne, gdyz A1, = A, zatem z definicji wynika, Ze
macierz = = X4 jest rozwiazaniem réwnania (35), czyli zachodzi
zwigzek (34)., 5

2) Zatézmy teraz, ze macierz X spelnia warunek (34), a rdéwna-

nie (32) nie jest sprzeczne. Wtedy jest ono réwnowazne réwnaniu
XA S =T

skad po podstawieniu (32)
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co oznacza., ze macierz & = X7 jest rozwigzaniem réwnania (32), Po-
niewaz réwnanie (32) bylo dowolnym réwnaniem niesprzecznym, ma-
cierz X jest zatem ¢ -odwrotnoscia macierzy A B

Wtasnosé 2 pozwala traktowaé (34) jako rdwnowazng definicje

g-odwrotnosci macierzy 4.

Twierdzenie 3

s 2

Dla kazdej macierzy istnieje ¢ —odwrotnos¢,

Dowéd

Dla macierzy zerowej D[m'n] mamy

0 -
©tm,md 2rnm1’ pmny = Opmang

skad wynika, Ze macierz 0[n ) jest jej g —odwrotnoscig.Dla macie-
1

rzy niezerowej A4 = istniejg macierze [/ i F jako podmacierze
L

macierzy B i C (patrz (20)) i wobec tego na mocy (30) macierz

X = DF jest g-odwrotno$cig macierzy A.

Wtasnosé 3
AA = A & AX'A = A & JTA = 1 & A*x*a* = 4%,

A

Dowdd

Wiasnosé 3 wynika z podstawowych dzialan na macierzach,B

Wlasnosé 4

Macierz X jest g-odwrotnosScig macierzy 4 wtedy i tylko wte-
dy, gdy macierz J} okreslona wzorem
(36) S MRS i

gdzie macierze B i ( spelniaja warunek (2), jest g-odwrotnoscia

macierzy J z warunku (2), tzn,

(37) 2 £ e
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Dowod
Na mocy (34), (24) i (26) mamy
-1_ -1
AXA = A S BAXAC = BAC < Jt AB ] =] & Jr] =]
poniewaz wzdr (36) jest rdwnowazny wzorowi

1 i

(38) V s¢7*28"
Tym samym wtasnoéé 4 zostala udowodniona., B
Lemat 1

Macierz ) jest g-odwrotnoscig macierzy J, tzn., spelnia waru-
nek (37) wtedy i tylko wtedy, gdy mozna jg przedstawié w postaci

(39) e i o s 8 88
gdzie Z2 = z[n n] jest dowolng macierzg o podanych wymiarach.
L]
Dowdéd

1) Zalézmy najpierw, Ze }J jest g-odwrotnoscia macierzy 7. Ze
wzoru (37) wynika, ze

JY I =T
Ale na mocy (3) zachodzag réwnosci
(40) JIT =~ Js Tk
ktdre sprawdzamy bezpogrednim rachunkiem, wiegc
(41) Y i) 4 T
i wobec tego macierz ¥ mozna napisaé w postaci
Yoo dat i il

czyli w postaci (39).
2) Zalézmy teraz, ze macierz / ma postaé (39). Wtedy

JV] = J77 +JZ] - JJIZITT
i na mocy pierwszego ze wzordéw (40) zachodzi warunek (37),czyli )V
jest g ~odwrotno$cig macierzy J. M
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Twierdzenie 4

Macierz [ jest g-odwrotnoscia macierzy ,Aﬂl wtedy i tylko

[min

wtedy, gdy mozna jg przedstawié w postaci }

(42) ' = O o T P IZI B

gdzie Z = 2 jest dowolng macierza o podanych wymiarach a B,

Mgm
G0 8n maciériami okreslonymi wzorami (2) i (3).

Dowdéd

Twierdzenie 4 wynika bezposrednio z wlasno$ci 4 i lematu 1.

W niektérych przypadkach jest wygodniej korzystaé¢ zamiast z le-
matu 1 i twierdzenia 4 2z nastepujacego lematu 2 i twierdzenia .5,

Lemat 2

Macierz }/ jest g-odwrotno$cig macierzy J, tzn. spelnia waru-
nek (37) wtedy i tylko wtedy, gdy ma postaé

(43) y = _{; ————— L

(A=l Al i

gdzie U,V , W sa dowolnymi macierzami o podanych wymiarach,

Dowdd

1) Zatézmy najpierw, ze V jest g-odwrotno$cia macierzy J,tzn.
spetnia warunek (37). Wynika stad, ze V) = Ptn m] i daje sie przed-
stawié w postaci d

R T

T e
TVii= __E:{_4-__Pfol
208 ._O[n—r,r]: om—r,m—rj

!)\\

!O%“—} Uog‘)ﬂm'one odwrotnosci. . .

.

W/

L
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i na mocy (37) Qr] = IDﬂ .
w postaci (43).

2) Zatézmy teraz, ze macierz V¥ ma postaé (43). Wtedy sprawdza-
my rachunkiem, ze J¥J7 = J, co oznacza, ze ) jest g -odwrotnoscig
macierzy 7. B

czyli macierz V daje si¢ przedstawié

Twierdzenie 5

Macierz X jest g-odwrotnodcia macierzy A wtedy 1 tylko

[myn ]

wtedy, gdy mozna ja przedstawié w postaci
(44) X = DF + EUF + DVG + EWG

gdzie U = U[Jz-r,r]' v = V[r,m-rj’ 4 =”1:n-—r,m-r] sg dowolnymi ma-

cierzami o _podanych wymiarach, r = o(4), a macierze s bty g G

sa okreslone wzorami (20).

Dowéd

Twierdzenie 5 wynika bezposrednio z wtasnosci 4 i lematu 2.

Ze wzorow (44), (22) i (23) wynikajg wzory

Xr =D + EU, X4 = DV + EW,
(45)

X' =F +V6, WYX =UF+ W6
oraz

PEL = Ls s x4 =V,
(46) @

wxf’ = Ul yxﬁ = ”o

Wzory (46) wynikaja rdwnieZ bezposrednio ze Wwzordw (43), . (58)
i (20).
: A
W rozwazaniach nad g-odwrotnosciami I macierzy A o jak réw-
niez w ich zastosowaniach duzg role odgrywaja macierze H i L okre-
g§lone wzorami

(47) H = XA, L. =A%
Ze wzoréw tych wynika, Ze obie macierze 4 i L sa kwadratowe, 4 =

= H[n] oraz L = L[m]'
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Wiasnosé 5
Macierze H, L ,I[n] -H, I[m]-ﬁ sg idempotentne, tzn,

2 2

(48) HE <A, 1% all, (LM ~RE=H5(ran e e
Dowdd
Na mocy (34) jest
H2 = TATA w4 = Hy . LS = ATAL = AL =1

a nastepnie

(i mn e T Tl SR

1}
n

= H=H +vl=F =,

2

o A e e et

I~-L =L+ ¢

]
~

I
~
]

Wiasnosé 6
Zachodzg rownosci

(49) AH =y LA = A, A(I[ﬂ]-H) = 0, (I[m]-L)A = 0.

Dowdd '

Pierwsze dwa wzory wynikaja bezposrednio z (47) i (34),
Z nich otrzymujemy dwa pozostate, poniewaz

A(I =H) = A -AH, (I-L)A=A-[A.1

WXasnosé 7T

Kazda z macierzy H, L , I[n] -H, I[m]- L jest sama swoja wita-
sng g-odwrotnoscig.

Dowdd

Wtasnosé 7 wynika bezposrednio ze wzordw
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g a) By cronydatipny, Sy el

jakie otrzymujemy stosujac q‘wukrotnie wzory (48). B

Zauwazmy, Ze wlasnosé¢ 7 majg wszystkie macierze idempotentne.

Wiasnosé 8

Jesli g-odwrotnodé X macierzy A4 jest dana wzorem (44),to

[(men]
(D +EU) & L =Il(F + V&),

EWY -U®), Lol m <7 V6

H
(50)

]

I[n] - H

]

Dowdd
Mamy
H =JA = DFA + EUFA + DVGA + EWGA

L = AX = ADF + AEUF + ADVG + AEWG

i na mocy (25), (27) pierwsze dwa ze wzordw (50). Na mocy (21) ma-
my wtedy

(Dg +£EY) - (D +EU)E = E(¥V -UP)

L}

Py= M
(4 -7V)e. B

(FF +46) - I'(F + VG)

i,
Wtasnosé 9

Je§li g-odwrotnosé X macierzy A jest dana wzorem (44),to za-
chodza nastepujace zwigzki: i

HD =D +EU, HE =0, $HD = Ity s

aH = &, YH PHD = U,

1l
s
o

(51)

~

FL = F + Vgl GL = Ol L = Er.}

R

LE =N, La =rv, FLy =
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oraz
(Ipy=H)D = =£lU,  (Ippy = HE =&, V(Ipay =HID = =0,
S(I,y=H) =0, V(Iy=H) =¥ -US, VI, =-H)E = Tt
(52)
Fllpgy - L) = =16, Gl m L) =6, s e 35045 5
(Upmy = L0 205 ollpmy = LM 2 4 =Yy Ellpys O = Iy,
Dowéd

Wzory (51) i (52) wynikaja w sposdéb oczywisty ze wzordéw (50)
(22) 1 (23). 8 :

Gdy jest znana jakakolwiek g-odwrotnosé X macierzy 4, mozna
latwo podaé wzdér na wszystkie g-odwrotnosci tej macierzy bez od-
wolywania sie do rozkladu (2). Mowig o tym dwa nastepujgce twier-
dzenia,

Twierdzenie 6

Warunkiem koniecznym i wystarczajgeym na io, by macierz.l;by-
ta g-odwrotnosdcig macierzy A[ )’ jest mozliwo$é przedstawienia
my
jej w postaci

(53) L =T+ R-HRL

gdzie R = R ” Jest dowolng macierzg o podanych wymiarach,.Z do-
wolnie usta ona g-odwrotnosciag macierzy 4, a /4 i/ macierzami okre-
dlonymi wzorem (47).

Dowdd

1) Za1ézmy najpierw, Ze‘ri Jest g-odwrotnos$cia macierzy 4. Za-
tem na mocy wtasnosci 2 mamy

(54) AIIA = A, AXA = A.
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Potézmy R = J% - X. Wtedy na mocy (54)
HRL =JA(.Z‘1 -X)AX =IAI1A$-IA.IAZ = JAX - ZAL = 0
i wobec tego zachodzi rdéwnosé (53).

2) Zatézmy teraz, ze macierz J, Jest dana wzorem (53). Wtedy
na mocy (34) i (49)

,4‘.1'1.4 = AXA + ARA = AHRLA = A + ARA - ARA = A

wobec czego J& Jjest g-odwrotnoécia macierzy 4., B

Twierdzenie 7

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by macierz.z1 by-

ta g-odwrotnoscia macierzy A jest mozliwosé przedstawienia

[m,n]
jej w postaci

(55) Ay =&+ (T -HIP + QUpy = L)

[n]

dzie P = P = sg dowolnymi macierzami o podanych
= Eﬂ-vm]' ? ?[n!m] % ¢

wymiarach, I jest dowolnie ustalona g-odwrotnoscig macierzy 4, g #
i / macierzami okres$lonymi wzorami (47).

Dowdd

1) Zalézmy najpierw, ze z& jest g-odwrotnoscia macierzy 4 i
wobec tego zachodzg rdwnosci (54). Poldzmy

A

Mamy wtedy
(I =HIP + (I =L) =X, =X =HX +HX + HX - HX-HX L +HIL =
=Xy X - HAGAL + ZAXAX = Xy ~ X ~XAX +XAX = Xy - X

i wobec tego zachodzi réwnosé (55).

2) Zatézmy teraz, Ze macierz .2:‘1 jest dana wzorem (55). Wte-
dy na mocy (34) i (49)
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AZ A = AZA + (A =AHIPA + AQ(A = LA) = AZA = A

wobec czego .Z'i jest g-odwrotnoscia macierzy 4.H

Wiasnosé 10

Jesli X jest g-odwrotnoscia macierzy A to
J g ? Y ont

) (A) < pX) < min(m,n)

Dowdéd
Na mocy wiasnosci 4 mamy
o (D) = p(»)
a na moc& (43)

r = p(A) < p(¥) < min(m,n). W

Wiasnosé 11

Jeéli macierze A i L sa okreslone wzorami (47), to

Dowéd
Na mocy (47)

P(H)‘rn p(L){f‘

a na mocy (49)

pH) =r, o) >r.

Zatem

roSH) = a.(L) 50
Z réwnosci

Hldpe =H)i=iogs, ' T
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wynika, ze

OH) + (g ~H) <ny  p(L) + Uy = L) <m

a z réwnosci

Hit Qg =H) = Iimyan, L8 omy, =405 g
zZe

oH) + oI,y -H) >n, L) + Uy - L) 2 m
Zatem

p(H] + p(I[R] - H) = n, p([) +P(I[m3 - L) = m,
skad

p(I[n] "H):Q'—f', p(I[m]_L}=m_r'.
Wiasnosé 12

Réwnosé H = I[n] zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy r = g(4) =
=n, a réwnosé L = Itﬂ] wtedy i tylko wtedy, gdy 7 = M.

Dowdd

Gdy H = Im , to p(H) =n i stad g(A) - g(HJ =N na mocy wia-
snosci 11. Gdy /' = O(A) = n, wtedy p(I,) - H) = 0, skad Ip - H =
= OEn], czyli H = I[ﬂ] .

Dowéd dla macierzy / jest analogiczny. B

Twierdzenie 8

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by macierz L =
=~Izli byta g-odwrotnoécig macierzy A = 4142, gdzie.l& 1.!2 sg
g-odwrotno$ciami odpowiednio macierzy Ai i A2. Jest  idempotent-

nos$é macierzy ﬁglzs gdzie-fq = J%Ai 3 L2 = Azzé.



25

Dowéd -
Mamy
A = '41'42 = A1x1A1A212A2 = A1H1£2A2
AXA - A 1A212£1A1A2 = A1L 2H1,42
Zatem

AZA =4 <= A1L2H1A2 = A1H1L2.42

Jesli macierz Hizz jest idempotentna, tzn.

G H1‘£_2

to mnozac te réwnosé stronami lewostronnie przez ‘41 a prawostron-
nie przez ‘42 otrzymujemy ;

A1L2H1.42 = Aiﬁlé 24,

a stad A¥A =4, czyli X jest wtedy g-odwrotnoscia macierzy A.
Jedéli - odwrotnie'- jest AVA = A |, czyli

A 1[ 2H1A2 = Alyiz 24' 5

to mnozac te réwnosé stironami lewostronnie przez .2’1 a prawostron-
nie przez .2‘2 otrzymujemy

»‘/1L2H1£2 = H1H1L2£2 = H1£2

Zatem macierz HiLz jest wtedy idempotentna. B

5. ODWROTNOSCI LEWO- I PRAWOSTRONNE

Definicja

Odwrotnosécia lewostronnag ﬁacierzy A[m n] nazywamy kazdg taka
’

macierz 4 L, Ze
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