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W ostatnich latach w niektérych dzialach malemaltyki, zmwlaszcza
w algebrze liniowej i stalystyce malematycznej i ich zastosorvaniach,
coraz czesciej uzymwa sie pojecia uogolnionych odrwrotnosci macierzy,
a mwiec odmwrotnosci istniejacych dla rwszystkich macierzy prosito-
katnych. W literaturze matemalycznej brak bylo jednolitej teorii
tych odmwrotnosci. Praca niniejsza jest proba mypelnienia lej luki.
Podano mw niej zasadnicze znane fakty. Uzupelniono je wieloma no-
mwymi twierdzeniami. Nieklore dowedy (mwierdzen znanych uprosz-
czono.

Opracz rozwazan leorelycznych praca zawiera efektyrony algorytm
do obliczania uogolnionych odwrotnosei macierzy, przyklady zasio-
soman, jak romwniez konkretne przyklady numeryczne. Wyklad jest
zrozumialy dla mwszystkich czytelnikor znajgcych podstamwy ra-
chunku macierzomego.
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WSTEP

W pracy niniejszej rozwazamy macierze prostokatne o wyrazach
zespolonych. Symbol A* oznacza sprzezona transpozycje macierzy 4 .
Mozna jednak réwniez traktowaé wszystkie macierze jako macierze
o wyrazach rzeczywistych. Wtedy symbol A* oznacza zwykig transpo-
zycje macierzy 4.

Niech 4 i 7/ beda dowolnymi macierzami prostokatnymi o tej
samej liczbie wierszy. Réwnanie macierzowe

(1) s =

w przypadku, gdy 4 jest macierza kwadratowa nieosobliwg, ma za-
wsze rozwiazanie = =¢4~1 7, gdzie 14-1 oznacza odwrotno$é macie-
rzy A. Rozwigzanie to jest jedyne. W szczegdlnosci / moze byé wek-
torem kolumnowym.

C. R. Rao [1] w naturalny sposéb uogdélnit pojecie odwrotnosci X
dla dowolnej macierzy prostokatnej 4 zadajac, aby dla kazdej ma-
cierzy 7, dla ktérej réownanie (1) nie jest sprzeczne, macierz Z =
= X T byla rozwigzaniem (byé moze nie jedynym). Okazuje sie, zZe
tak zdefiniowana odwrotno$é X istnieje dla kazdej macierzy pro-
stokatnej A. Bedziemy ja nazywaé odwrotnos$cig uogélniona albo kré-
cej g -odwrotnoscia. ‘

Narzuca jge na.g-odwrotnoéé dodatkowe warunki, jak to zrobili
E. I. Moore [2] i R. Penrose [3], okresla sie odwrotno$é dowolnej
macierzy prostokatne]j jednoznacznie. Bedziemy ja nazywaé¢ odwrotno-—
§écia Moore a-Penrosego albo krécej MP-odwrotnoécia. Zatem /fP-od-
wrotnoéé jest szczegélnym przypadkiem g-odwrotnosci,

G. Peters i J, H, Wilkinson [6] pokazali, ze //P-odwrotnosé do-
wolnej macierzy prostokatnej A mozna okreslié w naturalny sposdb,

jako taka macierz, ktéra miedzy macierzami A minimizujacymi nor=-

me euklidesowg lb-ndlb",gdzie b jest wektorem kolumnowym, ma naj-
mniejszg norme.

W pracy niniejszej podano podstawowe wiadomosSci o ¢ —odwrotno-
éciach, Niektdre z nich sa znane, inne stanowia wuzupelnienie do-

konane przez autora. Po raz pierwszy podano efektywny wzor na
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wszystkie mozliwe g-odwrotnoéci danej macierzy, algorytm do ich

obliczania, nastgpnie efektywne wzory i algorytmy dla g-odwrotno-
sci speiniajacych poszeczegdlne warunki dodatkowe.Niektdre z twier-
dzen znanych otrzymaly nowe prostsze dowody oparte 0 nowo wyprowa-
dzone wtasnosci. Udowodniono, ze klasa macierzy 4 minimizujgcych
normelb -.4rb'pokrywa sie z klasg g-odwrotnosci/ -symetrycznych,

Jak dotychczas brak by*o wykornczonej teorii g-odwrotnosci,Pra-
ca niniejsza jest probg wypelnienia tej luki,



1. OZNACZENIA

Macierze bedziemy oznaczaé¢ duzymi literami tacinskimi lub gre-
ckimi, Male litery beda oznaczaé¢ liczby. Jesli bedzie potrzebna
znajomo$é wymiardéw macierzy, beda one podawane jako para wskazZni-
kéw w nawiasach kwadratowych przy symbolu macierzy, Jesli,na prazy-
'ktad, macierz /7 ma wymiary p x ¢, to bedziemy jg oznaczaé réwniez
symbolem ff . Odwrotnie, macierz wprowadzong symbolem /7 be-
dzie mozna - hez kazdorazowego objasniania - oznaczaé po ﬁgostu
symbolem /.

Wymiar macierzy kwadratowych bedzie mozna podawaé tylko je-
dnym wskazZnikiem, okreslajacym stopien méeierzy. Na przyklad sym-
bol ﬂ&‘] bedzie oznaczaé¢ macierz kwadratowa £ -go stopnia., W szcze-

gélnosci symbol bedzie zawsze oznacza¢ macierz jednostkowa

Tu
k-go stopnia.
Macierze zerowe be¢dziemy oznaczaé symbolem O z ewentualnjm po=-
daniem wymiardéw, na przyktad 0[,,,,”'
Wyrazy macierzy bedziemy oznaczaé¢ tymi samymi literami, co sa-

mg macierz, alg matymi, zawsze z podaniem wskaZnikéw wiersza i ko-
lumny, A wigc, na przykilad, symbol m., bedzie oznaczaé wyraz ma-
cierzy M,

Symbolem pUV] bedziemy oznaczaé rzad macierzy /7.

W celu uproszczénia wzorow bedziemy dopuszczad SymbOIG‘qp,qj'
czy M czyli symbole "macierzy" o liczbie wierszy lub

N[P, 0] [0,0]’

kolumn réwnej zeru, przyjmujgc, ze

Atm, 00 Ct0,n1" pmin)

A I L ‘

e S e - [0,n = °[o,n]

B . =0

A lpy0]yc ol £

[0l ~ “ro)]

Zgodnie z powyzsza umowg macierz B[O] ma odwrotnosé, jest bowiem
sama dla siebie odwrotnoscig

B[o] B[o]
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Rzad macierzy o liczbie wierszy lub kolumn réwnej =zeru jest za-

wsze O,
Macierz sprzezong do macierzy M bedziemy oznaczaé¢ symbolem M

a macierz transponowang symbolem M'. Wobec tego jest zawsze
M*= (Fy = /)

a dla macierzy rzeczywistych
M =M, M=M.

Znaczek B bedzie oznaczaé zakornczenie dowodu,

2, NORMA MACIERZY

W niniejszej pracy normg macierzy 4 m,n] bedziemy nazywaé¢ nor-
r
m¢ euklidesowa tej macierzy, tzn., liczbe rzeczywista nieujemnag | 4 |
taka, ze

2 & 2
141" = ; §|“zj| = Tr(44%)

Z powyzszej definicji wynika, ze

14 +B)% =104 + BYyA* + 8% =

ﬂ‘“z +|3|2 + Tr( AB*) + Tr(BA*) =
= |4 ||2 + ||z£?|]2 + 2 Tr Re(AB¥)

Poniewaz z definicji kwadrat normy macierzy jest sumg kwadratéw
wyrazoéw tej macierzy, wiec

141

0 =4

LI}
[=]

n

Wynika stad m. in., zZe

AA* = 04

1]
[=]
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Z powyzszych wlasnosci normy macierzy bedziemy korzystadé w dal-
szym ciggu pracy.

3, TWIERDZENIA O DIAGONALIZACJI

W pracy niniejszej w sposéb istotny beda wykorzystywane nie-=
ktdére znane twierdzenia o diagonalizacji macierzy. Ze wzgledu na
to, ze ich dowody maja charakter konstrukcyjny i stwarzaja ideg
przewodnia dla odpowiednich algorytméw, podamy potrzebne twierdze-
nia wraz z pei*nymi dowodami, :

Twierdzenie 1

Dla kazdej macierzy A istniejg takie nieosobliwe macie-

(m,n]

rze ABEmji Ckn], ze
(2) i BAC = ]
gdzie i
o A Tl e
! 4 OEM-r,r] io[m-r,n~r] Sl
Dowéd.'
Nijech
(4) p = min (m,n)

Wobec tego rzad r macierzy A speinia nierdwnosé
(5) o<r<p

Gdy macierz A jest zerowa, tzn. / = 0, mozna przyjaé, ze A =
=Iipys € = Iipnys J = 0 pqy 1 Wtedy zachodzi (2). Wobec tego wy-
starczy ograniczyé sie do przypadku, gdy

(6) i p p



Niech
=) I i i
____["J___: __________ [kyn-k) =~ -
|
(k) (k)
: ak +1,4+1 e ak +1,n
(«) s ' : :
4 Ok, ! - ;
| (k) « 8 e (k)
i : aﬂl,&-}l am'n
(7)
KEEVON. e
A(0) - 4

Zalézmy najpierw, ze istnieje wyraz a“'] # 0, gdzie k<u<m, k<v<n.

(&)

UyV
Wprowadzamy macierz kwadratowa 81 m.—éo stopnia wediug wzoru

Bg” = I[m], gdy u =k+1

(8) k +1 u
1-1 —
10 1 &'l' 1
i
(k) o
Bi — %
1
a | 0 u
2 b i
- .1—

gdy u # k+ 1

oraz macierz kwadratowag C'g.‘“ n -go stopnia wediug wzoru



£ +1

1
-.1 1
() )
C"' = ak] k+1, gdy Vv = k+1
1 uw 1,
|- ..1-4
(9)
_ &3 v
(1
I.1
0 1 k+1
(k) ;
Canetr 3 o ‘ , gdy V # k+1
(k) 0 v
a
U,V 1
= .1_

__ﬁil__i__________[*_-’:-_*j ________
|
bt orisfilig o ety
(ior- giklatRigth) T S e
O[ﬁz—a&,&]:t .
i ﬂf:,:ﬂ ﬁ:zt:+2 ﬁ:::

Wprowadzamy teraz macierz kwadratowg BE; ) m-go stopnia

Bz(k) = I[m] ’ gdy m = k + 1
— 1 —
(11) i
(4) (k)
By dn b Py pa gl A0 B2 gdy m# k+ 1
. (4) g .
i ’@m,kn Ll
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oraz macierz kwadratowag C;k) n -go stopnia wedlug wzoru

6(2“ = I[n]’ gdy n=k+1
(k) (k)
(12) L =Biv,krole o Tha g
1
(k)
62 2 O s Ay n # £k + 1
L : L

Mamy wtedy mozliwoéé okreslenia macierzy

(13) ° 4 (k+1) =B(2“B(1“A(“01“‘)€£“
poniewaz pomnozZenie lewostronne macierzy (10) przez macierz (11)
powoduje wyzerowanie wyrazdéw pod gtéwng przekatng w (4 + 1)-ej ko-
lumnie, a pomnoZenie prawostronne macierzy‘Egklﬁik)d(*}Cgk] przez
macierz (12) powoduje wyzerowanie wyrazéw nad gldéwna przekatna
w (£ + 1)-ym wierszu, przy niezmienionych pierwszych 4 + 1 kolum-—
nach,

Zauwazmy, Ze wszystkie macierze Bg'”, C'&“, Bg‘”, 0(2“ sga nie-

osobliwe, wobec czego na mocy (13)

(14) o (A4 = e ™)

Gdy nie istnieje w macierzy (7) wyraz (1&%3 # 0, gdzie k<u<n,
k<v<n, macierz (7) ma postaé -

(15) PLO RN P Ll =

i wobec tego
(16) (A1) = &

Niech A(s) bedzie pierwsza z kolei macierzga w ciagu A(O{.qA(”
ma jgcg postac (15). Wobec (14) jest

p (A1) = pta) = -
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i na mocy (16) & = r., Wtedy na mocy (3)

(17) ArY 2 g
Ktadgce
(18) 3= B0 plrst 0, (950

otrzymujemy macierz B kwadratowsg nieosobliwg m-go stopnia,a kla-
dgc

(19) ?a cfio’c(;’) Lo §80- 1l s

macierz kwadratowa nieosobliwg n-go stobnia, takie ze

(r) 0
A = gt
czyli na mocy (17) otrzymujemy (2). B

Dla danej macierzy A wzér (2) na ogét nie okreséla macierzy B
i { jednoznacznie, Z punktu widzenia dalszych rozwazan jest to
jednak nieistotne, Bedziemy zakladaé, 2e B i C sa ustalonymi ma-

cierzami spelniajgcymi warunek (2),

W dalszym ciggu bedg potrzebne rézne WzZory zwigzane 2z macie-
rzami B i (., Wobec tego zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem tych
wzordw, Niech ;

o
1
]
1|
I
I
;
|
1
1
o
1
=
1
oo
)
>
—
&
[ e |
3
3
1
5
=

(20)

@
| NS AN
G [D[n.r]i é%n,n—rﬂ 2 RS v

gdzie - jak poprzednio - r oznacza rzad macierzy 4.,

Ze wzordw 3-18 - jl.:"’] oraz (¢! =I[n] wynika, zZe

(21) [E + 46 = Iy s DF +EV = Ly -
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Ze wzoru BB—1 = I[m] wynika, ze

(22) Froalpg FA =0 cobM=0, 064 =I. .,
=y

a ze wzoru C € = I[n]

(23) #D = IU] o PF= O[r.n-r]' ¥o = O[n-r.r]' YE = I[n_r]

Wzér (2) jest réownowazny wzorowi

(24) 2 e

Ale

Otrzymujemy stad wzory,

(25) FA = §, 64 = Of ;o]

Wzér (2) jest takze rdéwnowazny wzorowi

o ac =871y
Poniewaz
Ac = [4p ia ], 377 17} °tmun-r]
zatem |
(27) AD =, I

Wreszcie wzér (2) jest réwnowazny wzorowi

( 28) Asd ot

- -1
skad - biorac pod uwage, ze (B 1JJC = /"% - otrzymujemy

(29) : re = 4
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a ze wzorow (29), (27) i (25)

(30) ADFA = A

Z faktu, ze macierze B i ( sa nieosobliwe, wynika, ze dla

kazdej macierzy A obie macierze /7 i ¥ sa rzedu r. Wobec tego
dla kazdej macierzy A macierze /" */ oraz $8* sa obie macierzami
kwadratowymi nieosobliwymi stopnia i rzedu r i majg macierze od-

wrotne {F*F)"l i (?ﬁ*)_i. Réwniez na mocy (29) dla kazdej ma-

cierzy 4 maciersz
IAs* = (r*r) (#8%

jest macierza kwadratowg nieosobliwa siopnia irzedu r i ma ma-
cierz odwrotng

-1 -1 -1
(/A% = (@8*) T (r*r)
Skorzystamy z tego w dalszych rozwazaniach,
Obecnie z atwosciag udowodnimy drugie twierdzenie o diagonali-

zacji.

Twierdzenie 2

Dla kazdej macierzy '4Dnn] rzedu r istnieja takie macierze
rzedu r, ze

e ]
(31) FAD = I,

Dowdd

Wzdér (31) wynika bezposrednio z pierwszego wzoru (25) i pierw-
szego wzoru (23), poniewaz z faktu, ze macierze B i { sa nieoso-
bliwe, wynika, ze macierze F i [ sa obie rzedu .M

4. OKRESLENIE g-ODWROTNOSCI I ICH PODSTAWOWE WLASNOSCI

Definicja

Odwrotnogécig uogdélniong albo ¢ -odwrotno$cig macierzy A

[m,n]
nazywamy kazda taka macierz X, ze dla kazdej macierzy 7, dla ktk-

rej rownanie



	mwuom_batch - 0001
	mwuom_batch - 0002
	mwuom_batch - 0003
	mwuom_batch - 0004
	mwuom_batch - 0005
	mwuom_batch - 0006
	mwuom_batch - 0007
	mwuom_batch - 0008
	mwuom_batch - 0009
	mwuom_batch - 0010
	mwuom_batch - 0011
	mwuom_batch - 0012
	mwuom_batch - 0013
	mwuom_batch - 0014

