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= = sea
e Bpep = Gy s

Wobec tego dla kazdego § = 1, ..., m - r jest

w, = U

+ ssw +
s “1Y1s Gl

kr rs

co oznacza, ze W = (/. Na mocy twierdzenia 12 macierz X jest wte-
dy g-odwrotnoscia wzajemna.
Zatdézmy teraz, ze - odwrotnie - g —odwrotnosé X jest wzajemna,

czyli macierz Am'n] Jest g-odwrotnoscig macierzy "r[u.m]' Wo-

bec tego na mocy wiasnoséci 9 oprécz nierdwnodci

0 (A)<Q(X) < min(m,n)

mamy rowniez "
0 &) <P(A) < min(m,n)

skad wynika réwnosé (63). B

7.g-ODWROTNOSCI A4 -SYMETRYCZNE

g -odwrotnosé X macierzy A i) bedziemy nazywaé H-symetryczna
wtedy i tylko wtedy, gdy

(65) H* = H
gdzie # = X4,

Twierdzenie 16

Macierz X jest g-odwrotnoscig H-symetryczna macierzy /4
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek

Lmyn]
(66) A = AAE™

Dowdd

1) Jesli macierz X jest g-odwrotnoscig 4 -symetryczna macie-

rzy 4, to spelnia warunek



35
A = A4X4 = AH

a ponadto jest H*= H. Zatem
4 = %= Mrr*

2) Jeéli macierz X spelnia warunek (66), to mnozac go lewo-

stronnie przez X otrzymujemy
TA = XAA'Z = (TAA*T™ = dx4)* = A%r*,
Mnozac otrzymang réwnosé lewostronnie przez 4 otrzymujemy
AXA% = AR S .

Zatem macierz X jest g-odwrotnoscig macierzy 4, a z otrzymanej

juz rownosci
LA = At

wynika, ze ta g-odwrotno$é jest/H -symetryczna. Wl

Twierdzenie 17

g-odwrotnoéé X macierzy A dana wzorem (44) jest 4/ -symetrycz-

na wtedy i tylko wtedy, gdy
.k |
(67) ‘ U = ysX( 8%

gdzie & i ¢ sa macierzami okreslonymi wzorem (20).

Dowdd

1) Jesli g-odwrotnosé X macierzy 4 dana wzorem (44) jest H-
-symetryczna, to na mocy (50)

S¥D* + U*EN = (D + EU)8.
Mnozac obie strony prawostronnie przez §*otrzymujemy na mocy (23)
$* = (D + FU)Ps*

Poniewaz w paragrafie 3 wykazali§my, ze macierz $¢*ma odwrotnosé,

wiec
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-1
D + EY =p*@s*) .

Mnozgc obie strony lewostronnie przez ¥ otrzymujemy na mocy (23)
wzor (67).

2) Jedéli - na odwrdét - jest speilniony warunek (67), to na mo-
cy (21)

D +EU=D +EV$* @SN =D + I,y -DEEHESN T =

1 1

=) +d*¥(¥3%  -D = ¥PE¥)

i na mocy (50) .
H = Xgp* &

skad wynika wzor (65), czyli g-odwrotnoéé.x jest H-symetryczna. ®

Twierdzenie 18

Macierz X jest.g-odwrotno$cig //-symetryczna macierzy A[m 27’
]
wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja przedstawié w postaci

(68) X = XS$%) F + (v +EW)G
gdzie - jak poprzednio - macierze J,£f ,F ,G,V ,W sa okreslone

jak we wzorze (44), a macierz $ jak we wzorze (20).

Dowdéd

Twierdzenie 18 jest bezpodérednim wnioskiem 2 twierdzen 5
i17. 8

W przypadku gdy rzad macierzy 4 jest r =m, wzor (68) przyj-
muje jednoznaczng postaé i

X = 838N F = e TIB = s*p 8% T = s¥reent -
= $*(g8%) 1

Twierdzenie 19

Norma

| 24 - 1]
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&t

osigga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy o~ Jjest (¢ -odwrotnoscig
//-symetryczng macierzy 4.

Dowdd

PoXdézmy
& =X+ A

gdzie X jest dowolng ¢g-odwrotnoscig //-symetryczna macierzy /4
Mamy wtedy na mocy (66)

|24 - 1% =|aa -1 +24] =
|za - 1P+ |24F + 2 1r Re[44 (4%x%- Iy -
s -1 [P+]an | |

Norma powyzsza osiaga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy /4 jest ma-
cierzg spelniajgca warunek
A4 =0
Ale wtedy
AA*S*= AR X* + AA*A* = 44*Z* = A

!

i na mocy twierdzenia 16 & jest g-odwrotnoscig /A/-symetrycznag ma-—
cierzy 4, Odwrotnie, je$li & jest g-odwrotnoScia H-symetryczna ma-
cierzy A' to zachodzi ostatnia réwnos’é, a stad

‘ AA*A* = o

a nastepnie
AAN*A* = 0

skad 44 = 0. A

Twierdzenie 19 daje naturalng charakterystyke ¢ -odwrotnosci

H-symetrycznych.

Twierdzenie 20

Jes$li macierz X jest g-odwrotnodcig macierzy 4, to macierz
Iurfl‘Jeat g-odwrotnoscig macierzy 4A* wtedy i tylko wtedy, gdy ma-
cierz X jest H-symetryczna,


file:////AAf
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Dowdd

Jesli X jest g-odwrotnodcig //-symetryczng macierzy 4, to na
mocy (66) jest

(AA*) (X *X) (AA%) = (AA*T% (rA4*) = AA®

czyli X*X jest g-odwrotnoécia macierazy AA*,
Jesli - na odwrot - macierz L*X jest g-odwrotnoscia macierzy
AA*, to na mocy twierdzenia 8 jest

HH* = HHxHH*
gdzie H = XA. Wobec tego mamy
HH* = BV (H - HYH* = HH*HE* = HHHE® = HH*HA Y + HHE =

HH* = HH* = HH* + HH* = 0

tad
S HH* =H) = 0

a nastepnie
H = HH* = (HH** = H*

Macierz X jest zatem //-symetryczna. B

8. g ~ODWROTNOSCI L ~SYMETRYCZNE

g-odwrotnoéé X macierzy 4 bedziemy nazywaé / -symetrycz-

[myn]
ng wtedy i tylko wtedy, gdy

(69) 2 =L :

gdzie L = AX.

Twierdzenie 21

Macierz X jest §-odwrotnosciag L-symetryczng macierzy A

[(msn]
wtedy i tylko wtedy, gdy speilnia warunek
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(70) i A = x*4*4

Dowéd jest symetryczny do dowodu twierdzenia 16,

Twierdzenie 22

g-odwrotnoéé X macierzy A dana wzorem (44) jest Z-symetrycz-

na wtedy i tylko wtedy, gdy

3

(71) Vo= (r*r" r*

gdzie /7 1 / sa macierzami okreslonymi wzorem (20).
Dowéd jest symetryczny do dowodu twierdzenia 17.

Twierdzenie 23

Macierz X jest g-odwrotnoscia / -symetryczng macierzy 4

wtedy 1 tylko wtedy, gdy mozna ja przedstawié w postaci (msn]

(72) Z =00 s E(uF e

gdzie - jak poprzednio - macierze J,f ,F ,6 ,U,W sa okreélone
jak we wzorze (44), a macierz /7 jak we wzorze (20).

Dowéd jest symetryczny do dowodu twierdzenia 18,

W przypadku gdy rzad macierzy A jest r = n, wzér (72) przyj-
muje jednoznaczng postaé

L= D(r* i r* = ctr* it s (P T ke (rrre) ik

rel
o Vg b M Cudly

Twierdzenie 24

Norma
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osigga minimum wtedy i tylko wtedy, zdy & jest g-odwrotnosciag £ -
-symetryczng macierzy 4.
Dowéd jest symetryczny do dowodu’ twierdzenia 19.

Twierdzenie 25

Jesli macierz X jest g-odwrotnoscia macierzy A, to macierz
XX*jest g-odwrotnoscia macierzy 4™ wtedy i tylko wtedy, cdy ma-

cierz X jest L -symetryczna,
Dowdéd jest symetryczny do dowodu twierdzenia 20.

9, ODWROTNOSCI MOORE A-PENROSEGO, CZYLI MP -ODWROTNOSCI

g —odwrotnosé X macierzy A[m n] bedziemy nazywaé¢ odwrotnoscia
]

Moore ‘a-Penrosego albo krécej /P —odwrotnoscia wtedy i tylko wtedy,

zdy jest wzajemna, H -symetryczna i [-symetryczna. Innymi slowy,
macierz X jest MP-odwrotnoscia macierzy 4 wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnia nastepujgce warunki:

AX A
XAX =

S0 o & sy

(73)
HE =

L* =
gdzie H = XA, [ = AX. :

Na mocy twierdzenia 16 warunki (73) sa rdéwnowazne warunkom

AA*r* = 4

(e ZL*a* = r
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Twierdzenie 26

Kazda macierz A g ma dokladnie jedng MP-odwrotnosé.Odwrot-
7
nod$é te mozna przedstawié w postaci

(75) Z = $U¥as*) o
gdzie macierze ¢ i /' sa dane wzorami (20).

Dowod

1) Wzér (75) okresla /f/P-odwrotno$é macierzy 4, poniewaz na mo-
cy (29) jest

1 =S¥ TIr* = M@ L (pan) L

a nastepnie zgodnie z warunkami (74)

AN L *om P SRR
= L@ (Y HeeM e =
=r¢=4A

ZXMA* = ZL BT

FXE LT ) T e 8% T e A e

$* @M "L (r*nir* - 1

2) Odwrotnie, jesli macierz X speinia warunki (73), to na mo-
cy twierdzen 12, 17 i 22 mozna ja przedstawié w postaci

X = [D +£¢f§"fﬁ*)'1] [F + (F*/’)_IF*Ag]

skad na moey (21) i (29)

I = M@ Tt Tir* o e pgen i o

= X rye*) Tl x
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czyli macierz I ma wtedy postaé (75) i jest okreslona jednoznacz-
nie. W

W przypadku r = 0, gdzie - jak poprzednio -, oznacza rzad ma-
cierzy A, czyli w przypadku, gdy macierz A4 jest zerowa, wzér (75)
przyjmuje postaé X = 0. W przypadku » = m # n, wzdér ten przyjmuje

postaé
i

X = 8%48%"
w przypadku r = n # m postaé
Z = (r*a)”

a w przypadku /7 = m =n postaé

Twierdzenie 27

/MP-odwrotnos$é macierzy 4 jest tg sposrdéd g-odwrotnoSci tej ma-
cierzy, ktéra ma najmnie jsza norme,

Dowdéd

Niech X bedzie /P-odwrotnosécia macierzy 4 i niech bedzie dana
wzorem (75). Jak to juz znaleZlismy w trakcie dowodzenia twierdze-
nia 26, jest wtedy

H = %% s ¢ = ey "

a na mocy twierdzenia 7 kazda g-udwrotnoéé.li macierzy 4 daje sig

przedstawié w postaci ‘
Z =2+ I -HP + I - 1)
Wobec tego
lxﬂ[a =] $ | -mp + o _L)||2 +
+ 2 Tr Re [XXI - H)P +2*QI -L)] =
|x|? +| i P« g - 0)|? + 21 Re [X*I - P
+ 2Tr Re [QUI -L)X¥]
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Ale ﬁa mocy (73)
LXI =H) =x*I - HY = [ -] = [2 - Ha]'=
[t -zax] =0

('S = (1 S Lh)a

L}

[z -] =[x - 2] -

]
&

= [x - zax]"
i wobec tego
l2? =121 + Nz -2 + 0 - 0] 2

Wynika stad, Ze norma
A

osigga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy
(I =HP + QU -L) =0

czyli wtedy i tylko wtedy, gdy .2'1 =Z.0
Twierdzenie 27 daje naturalna charakterystyke //P-odwrotnodci.

Twierdzenie 28

Jeéli macierz X jest MP-odwrotnos$cia macierzy 4, to macierz
X% jest /MP-odwrotnoécia macierzy AA*,a macierz XX* MP-odwrotno-
$cig macierzy A4,

Dowdd

Na mocy (74) mamy

(AA*) (AA®)* (L *0)% = AANAAXX*\E = AA*x = AAMAxx*)A* =
= (4A*2MA* = 44"
@*0) (LA (AAM* = Xex™(xAd®) = 2M LY = 12

i wobec tego macierz X*1 jest MP-odwrotnoscia macierzy AA¥,
Dowéd drugiej czedci twierdzenia jest symetryezny do powyz—

szego, B
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10. g-ODWROTNOéCI MAKSYMALNEGO RZEDU

g -odwrotnosé I macierzy A4 o bedziemy nazywaé ¢ -odwrotno-
»
Scia maksymalnego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy - zgodnie z wla-

snoscig 10 -

(76) ¢ (X) = min (m,n)
czyli gdy
(77) p(.r) = m albo gX) = n

Twierdzenie 29

Kazda macierz A4 ma g-odwrotnosé maksymalnego rzedu,

[m, ]
Dowod

Na mocy wlasnosci 4 g-odwrotnoscig maksymalnego rzedu macie-
rzy A jest macierz X = (VB, gdzie na mocy lematu 2

r

L m)
——————— gdy m < n
[n=m,m]
o Piita) T Vncn] B0 RS
f[m] gdy m = n

\

a macierze A i ( sg okreslone wzorem (2).H

Zauwazmy, Zze aby otrzymaé g -odwrotnos¢ X maksymalnego rzedu
dla macierzy 4, potrzeba i wystarcza, aby we wzorze (36) uzyé ja-
kiejkolwiek macierzy V il postaci (43) i rzedu o(V)'= min (m,n).
Wtedy macierz X = (VB Jést g-odwrotnosciag maksymalnego rzedfn.

11. ALGORYTM OBLICZANIA g—ODWROTNOéCI

Ze wzgledu na wzory (36) i (44) algorytm obliczania g-odwrot-

nosci X macierzy 4 sprowadza si¢ do obliczenia macierzy A i

[myn]
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