
13 

a ze w z o r ó w ( 2 9 ) , (27) i (25) 

(30) ADFA = A 

Z f a k t u , ż e macierze B i C s ą n i e o s o b l i w e , wynika, ż e d l a 

k a ż d e j m a c i e r z y A o b i e macierze i £ s ą r z ę d u r . Wobec tego 

d l a k a ż d e j macierzy A macierze f*P o r a z s ą obie macierzami 

kwadratowymi n i e o s o b l i w y m i s t o p n i a i r z ę d u r i m a j ą m a c i e r z e od

wrotne ( r * / "
1

)
- 1

 i ( £ £ * )
_ 1

. R ó w n i e ż na mocy (29) d l a k a ż d e j ma

c i e r z y A macierz 

r*A§* = (r*n &§*) 

j e s t m a c i e r z ą k w a d r a t o w ą n i e o s o b l i w ą s t o p n i a i r z ę d u r i ma ma

c i e r z o d w r o t n ą 

( / ^ ć * ) - 1 = ( # # * ) " 1 ( r x D _ 1 

Skorzystamy z tego w d a l s z y c h r o z w a ż a n i a c h . 

Obecnie z ł a t w o ś c i ą udowodnimy d r u g i e t w i e r d z e n i e o d i a g o n a l i 

z a c j i . 

T w i e r d z e n i e 2 

D l a k a ż d e j macierzy A r z ę d u r i s t n i e j ą t a k i e macierze 

A i i ? r z ę d u r , ze 

(31) /^Z? = J
[ r ] 

D o w ó d 

W z ó r (31) wynika b e z p o ś r e d n i o z pierwszego wzoru (25) i pierw

szego wzoru ( 2 3 ) , p o n i e w a ż z f a k t u , ż e macierze B i C s ą n i e o s o 

b l i w e , wynika, że macierze A" i Z? s ą ob i e r z ę d u I 

4. O K R E Ś L E N I E g-ODWROTNOŚCI I ICH PODSTAWOWE W Ł A S N O Ś C I 

D e f i n i c j a 

O d w r o t n o ś c i ą u o g ó l n i o n ą a l b o Q - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A 

* [*,»] 
nazywamy k a ż d ą t a k ą m a cierz X, ż e d l a k a ż d e j macierzy 7", d l a k t ó 

r e j r ó w n a n i e 
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(32) A 3 = T 

j e s t n i e s p r z e c z n e , m a c i e r z 

(33) 3 = XT 

j e s t r o z w i ą z a n i e m . 

W ł a s n o ś ć 1 

D o w ó d 

Na mocy (33) l i c z b a w i e r s z y w m a c i e r z y X j e s t t a k a , j a k w ma

c i e r z y 3, a na mocy (32) l i c z b a w i e r s z y macierzy 3 j e s t r ó w n a l i c z 

b i e kolumn macierzy A . Zatem m a c i e r z X ma n w i e r s z y . 

Na mocy (33) l i c z b a kolumn maci e r z y X j e s t r ó w n a l i c z b i e w i e r 

szy macierzy T, a zatem na mocy ( 3 2 ) j e s t r ó w n a l i c z b i e w i e r s z y ma

c i e r z y A, c z y l i r ó w n a m. • 

W ł a s n o ś ć 2 

M a c i e r z X j e s t g-odwrotnością macierzy A wtedy i t y l k o wte

dy, gdy 

(34) AXA = A 

D o w ó d 

1) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , że X j e s t g-odwrotnością macierzy ^^mny 

P o n i e w a ż r ó w n a n i e 

(35) A3 = A 

n i e j e s t s p r z e c z n e , g d y ż AI n = A, zatem z d e f i n i c j i wynika, ż e 

m a c i e r z 3 = XA j e s t r o z w i ą z a n i e m r ó w n a n i a ( 3 5 ) , c z y l i z a c h o d z i 

z w i ą z e k ( 34) . 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e macierz X s p e ł n i a warunek ( 3 4 ) , a r ó w n a 

n i e (32) n i e j e s t s p r z e c z n e . Wtedy j e s t ono r ó w n o w a ż n e r ó w n a n i u 

AXA Z = T 

s k ą d po podst a w i e n i u (32) 

AXT = T 
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co oznacza-, ż e m a c i e r z E = XT j e s t r o z w i ą z a n i e m r ó w n a n i a (32). Po

n i e w a ż r ó w n a n i e (32) b y ł o dowolnym r ó w n a n i e m n i e s p r z e c z n y m , ma

c i e r z X j e s t zatem ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A ,m 

W ł a s n o ś ć 2 pozwala t r a k t o w a ć (34) jako r ó w n o w a ż n ą d e f i n i c j ę 

^ - o d w r o t n o ś c i macierzy A . 

T w i e r d z e n i e 3 

D l a k a ż d e j macierzy i s t n i e j e g - o d w r o t n o ś ć . 

D o w ó d 

D l a macierzy zerowej 0^ mamy 

0 0 0 = 0 
[n,m] 

s k ą d wynika, ż e macierz 0, , j e s t j e j g-odwrotnością.Dla macie-

r z y n i e z e r o w e j A. ^ i s t n i e j ą macierze u i F jako podmacierze 
im,nj 

macierzy B i C ( p a t r z (20)) i wobec tego na mocy (30) m a c i e r z 

X = DF j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A . B 

W ł a s n o ś ć 3 

AXA = A 4'-r>l' = A' <=* AT4 = / A*JC*A* = A*. 

D o w ó d 

W ł a s n o ś ć 3 wynika z podstawowych d z i a ł a ń na m a c i e r z a c h . • 

W ł a s n o ś ć 4 

M a c i e r z X j e s t £7 - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A wtedy i t y l k o wte

dy, gdy macierz Y o k r e ś l o n a wzorem 

(36) x i ć r j j 

g d z i e macierze B i C s p e ł n i a j ą warunek (2) , j e s t g-odwrotnośćią 

m a c i e r z y / z warunku (2) , t z n . 

(37) jyj = j 



D o w ó d 

Na mocy ( 3 4 ) , (24) i (26) mamy 

AXA m A <=*BAXAC = BAC <=> ]C~±XB~1 J = J c=* JYJ = J 

p o n i e w a ż w z ó r (36) j e s t r ó w n o w a ż n y wzorowi 

(38) Y = C~^X B ' 1 

Tym samym w ł a s n o ś ć 4 z o s t a ł a udowodniona. • 

Lemat 1 

M a c i e r z V j e s t g-odwrotnością m a c i e r z y J, t z n . s p e ł n i a waru

nek (37) wtedy i t y l k o wtedy, gdy m o ż n a j ą p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

C 3 9 ) Y= J'+ Z - J'JZ]J' 

e d z i e Z = ZR ., j e s t d o w o l n ą m a c i e r z ą o podanych wymiarach. 
[n,m.j 

D o w ó d 

1) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e Y j e s t g - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y ^ . Ze 

wzoru (37) wynika, ż e 

J'JYJT - n r 

A l e na mocy (3) z a c h o d z ą r ó w n o ś c i 

( 4 0 ) m = j, w = j' 

k t ó r e sprawdzamy b e z p o ś r e d n i m rachunkiem, w i ę c 

(41) J'JYJJ'-J' 

i wobec tego m a c i e r z Y m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 

Y - J' + Y - J'JYJJ' 

c z y l i w p o s t a c i ( 3 9 ) . 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e m a c i e r z Y ma p o s t a ć ( 3 9 ) . Wtedy 

JYJ - JJ'J + JZJ - JJ'JZJJ'J 

i na mocy pierwszego ze w z o r ó w (40) z a c h o d z i warunek ( 3 7 ) , c z y l i / 

j e s t g-odwrotnością macierzy J. • 
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T w l e r a z e n i e 4 

M a c i e r z X j e s t < 7 - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A wtedy i t y l k o 
[m, n] 

wtedy, gdy m o ż n a j ą p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

(42) X = C C ]' + Z - J'JZJJ' )B 

g d z i e Z = Z j e s t d o w o l n ą m a c i e r z ą o podanych wymiarach a B 

C, J s ą macierzami o k r e ś l o n y m i wzorami (2) i ( 3 ) . 

D o w ó d 

T w i e r d z e n i e 4 wynika b e z p o ś r e d n i o z w ł a s n o ś c i 4 i lematu l . B 

W n i e k t ó r y c h przypadkach j e s t wygodniej k o r z y s t a ć zamiast z le

matu i i t w i e r d z e n i a 4 z n a s t ę p u j ą c e g o lematu 2 i t w i e r d z e n i a .5. 

Lemat 2 

M a c i e r z V j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y J , t z n . s p e ł n i a waru

nek (37) wtedy i t y l k o wtedy, gdy ma p o s t a ć 

(43) Y = 
0: 

V 

[" -r,m-r] 

g d z i e UTY ,W s ą dowolnymi macierzami o podanych wymiarach. 

D o w ó d 

i ) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e Y j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy J , t z n . 

s p e ł n i a warunek ( 3 7 ) . Wynika s t ą d , ż e Y = YR 1 daje s i ę przed-
[n.OT] 

s t a w i ć w p o s t a c i 

Y = 

T i k 

L n - r t r ] [ [ n - A y n - r ] 

Sprawdzamy b e z p o ś r e d n i m rachunkiem, ż e j e s t wtedy 

JYJ --

— Vi 

C O I [/-,«-r] 

°[rj-r,r] I °p- r , » - r ] 
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i na mocy (37) r = /' ^ , c z y l i m a c i e r z K daje s i ę p r z e d s t a w i ć 

w p o s t a c i ( 4 3 ) . 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e macierz Y ma p o s t a ć ( 4 3 ) . Wtedy sprawdza

my rachunkiem, ż e JYJ = J, co o z n a c z a , ż e Y j e s t g - o d w r o t n o ś c i ą 

m acierzy 7. • 

T w i e r d z e n i e 5 

M a c i e r z X j e s t o - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A wtedy i t y l k o 

[m,n ] 
wtedy, gdy m o ż n a j ą p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

(44) X = DF + EUF + DYG + £ W 

rrdzie U = U . V = / , W = Wr
 n

s ą dowolnymi ma-

c i e r z a m i o podanych wymiarach, r = c[A), a macierze Z/,c , /• ,6 

s ą o k r e ś l o n e wzorami ( 2 0 ) . 

D o w ó d ,. 

T w i e r d z e n i e 5 wynika b e z p o ś r e d n i o z w ł a s n o ś c i 4 i lematu 2. • 

Ze w z o r ó w ( 4 4 ) , (22) i (23) w y n i k a j ą wzory 

xr = D + Xó = DY + Elf, 
(45) 

ĆJT = F + YG, VX = UF + WG 

o r a z 

i * * /
7

 =» J
r
_ , , fXÓ = V, 

(46) L
r

J 

Wzory (46) w y n i k a j ą r ó w n i e ż b e z p o ś r e d n i o ze w z o r ó w ( 4 3 ) , . (38) 

i ( 2 0 ) . 

W r o z w a ż a n i a c h nad o - o d w r o t n o ś c i a m i X m a c i e r z y A j a k r ó w -

Lm,n] 

n i e ż w i c h zastosowaniach d u ż ą r o l ę o d g r y w a j ą macierze H i L okre

ś l o n e wzorami 

(47) H = XA, L = AX. 

Ze w z o r ó w t y c h wynika, ż e o b i e m a c i e r z e H i L s ą kwadratowe, H = 

= \nl
 o r a z

 *
 =

 ^ f m j ' 
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W ł a s n o ś ć 5 

M a c i e r z e H, L , I^ - //, 1 - Z. s ą idempotentne, t z n . 

(48) /y
2

 = //, L2 = L, {I-H)2=I-H, {I-L)2=I-L 

D o w ó d 

Na mocy (34) j e s t 

/ /
2

 = j&tt* =XA = H, L
 2

 = /JX<U: = /JJT = Z 

a n a s t ę p n i e 

(7 - / / )
2

 = 7
 2

 - H I - IH + H2 = I - H - H + H = I - H , 

(I - L ) 2 = I2 - LI - IL + L2 = I - l - i + Ł = I - L.m 

W ł a s n o ś ć 6 

Z a c h o d z ą r ó w n o ś c i 

(49) AH = A% LA - A, ^ (/[„]- H) - 0, ( / ^ - Z.) 4 = o. 

D o w ó d > 

Pierwsze dwa wzory w y n i k a j ą b e z p o ś r e d n i o z ( 4 7 ) i ( 3 4 ) . 

Z n i c h otrzymujemy dwa p o z o s t a ł e , p o n i e w a ż 

A (Z - H) = A -AH, (I - Ł) A = A - ŁA.U 

W ł a s n o ś ć 7 

K a ż d a z macierzy //, Z , I^ - N, Z. j e s t sama s w o j ą w ł a 

s n ą g - o d w r o t n o ś c i ą . 

D o w ó d 

W ł a s n o ś ć 7 wynika b e z p o ś r e d n i o ze w z o r ó w 
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A/
3

 = H, L3=Ł, { I - H ) * = I - H , ( I - L ) 3 = I - L 

j a k i e otrzymujemy s t o s u j ą c dwukrotnie wzory ( 4 8 ) . • 

Z a u w a ż m y , ż e w ł a s n o ś ć 7 m a j ą w s z y s t k i e macierze idempotentne. 

W ł a s n o ś ć 8 

J e ś l i ^ - o d w r o t n o ś ć X macierzy A
r
 j e s t dana wzorem ( 4 4 ) , t o 
\m,n] 

H = (D +£U)ft L = rtf + VG) , 
(50) 

H = E{V -Uf), J
M

- z -JĄ 

D o w ó d 

Mamy 

A/ =JCA=DFA+ EUFA + Z?K£4 + 

L = AX = ADF + /tff^f + -ADYG + 

i na mocy ( 2 5 ) , (27) pierwsze dwa ze w z o r ó w ( 5 0 ) . N
a
 mocy (21) ma

my wtedy 

I ~ H = (Bł + £?) - [D + £U)f = £ ~ Uf) 

I - L = (FF + AG) - r[F + l/G) = ( J - r/)G. • 

W ł a s n o ś ć 9 

J e ś l i ^ - o d w r o t n o ś ć X macierzy /I j e s t dana wzorem (44), to za

c h o d z ą n a s t ę p u j ą c e z w i ą z k i : 

HD = D + EU , HE •» 0. £ / ® * i "
[ r ]
 . 

(51) 

FL = E + l/G, GL = o, pŁT = 7
[r] 

7^ = r , LA = / V , A~ZJ = 1P 
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or a z 

tfmpM = (Iw ~ H ) E = E% ~H)D = ~u* 

(52) 

D o w ó d 

Wzory (51) i (52) w y n i k a j ą w s p o s ó b o c z y w i s t y ze w z o r ó w (50X 

(22) i ( 2 3 ) . • 

Gdy j e s t znana j a k a k o l w i e k ^ - o d w r o t n o ś ć X m a c i e r z y A, m o ż n a 

ł a t w o p o d a ć w z ó r na w s z y s t k i e ^ - o d w r o t n o ś c i t e j maci e r z y bez od

w o ł y w a n i a s i ę do r o z k ł a d u ( 2 ) . M ó w i ą o tym dwa n a s t ę p u j ą c e t w i e r 

d z e n i a . 

T w i e r d z e n i e 6 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m na t o , by ma c i e r z JJ, by

ł a < 7 - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A , j e s t m o ż l i w o ś ć p r z e d s t a w i e n i a 
[ « , /i] 

j e j w p o s t a c i 

(53) X± = X + # - HRL 

g d z i e R • P j e s t d o w o l n ą m a c i e r z ą o podanych wymiarach, .2" do-

wol n i e u s t a l o n ą g r - o d w r o t n o s c i ą macierzy A, &H i Z. macierzami okre

ś l o n y m i wzorem ( 4 7 ) . 

D o w ó d 

l ) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A. Za

tem na mocy w ł a s n o ś c i 2 mamy 

(54) AX±A i A, AXA = A . 
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P o ł ó ż m y R = X. - X. Wtedy na mocy (54) 

HRL = XA(X^ - X) AX = XAX^AX - XAXAX = XAX - XAX = 0 

i wobec tego z a c h o d z i r ó w n o ś ć ( 5 3 ) . 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e m a c i e r z X^ J
e s t

 dana wzorem ( 5 3 ) . Wtedy 

na mocy (34) i (49) 

/ 

AX±A = AZA + ARA - AHRLA = A + ARA - ARA = A 

wobec czego X^ j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A . • 

T w i e r d z e n i e 7 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m na t o , by ma c i e r z X^ by

ła o - o d w r o t n o ś c ią macierzy A j e s t m o ż l i w o ś ć p r z e d s t a w i e n i a 
[OT,/i] 

j e j w p o s t a c i 

(55) X± = X + C / w - # ) P + C ( / C m ] - ^) 

g d z i e P = P , 0 = 0 s ą dowolnymi macierzami o podanych 

w y m i a r a c h , ^ j e s t dowolnie u s t a l o n ą ^ - - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A, a H 

i L macierzami o k r e ś l o n y m i wzorami ( 4 7 ) . 

D o w ó d 

1) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , że X^ j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A i 

wobec tego z a c h o d z ą r ó w n o ś c i ( 5 4 ) . P o ł ó ż m y 

P = Xx - X, C = HX{ - HX. 

Mamy wtedy 

(I - H)P + Q{I - L ) = Xx - X - HX± * HX + HX± - HX - HZ^L + HXL = 

i wobec tego z a c h o d z i r ó w n o ś ć ( 5 5 ) . 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e macierz j e s t dana wzorem ( 5 5 ) . Wte

dy na mocy (34) i (49) 



.AXXA = 4X4 + (A -AH)PA + 4Q(4 -14) - AXA = 

wobec czego X^ j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y 4 . • 

W ł a s n o ś ć 10 

J e ś l i X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A , to 
[_/n, raj 

< (̂̂ T) «S min(m,rc) 

D o w ó d 

Na mocy w ł a s n o ś c i 4 mamy 

f(X) = 

a na mocy (43) 

r = f(A) < /?(/) < min(m,/z). • 

W ł a s n o ś ć 11 

J e ś l i macierze H i Z. s ą o k r e ś l o n e wzorami ( 4 7 ) , 

^ / / i mpU) =c(A) = r , c ( I i n l -H) =n-r, L 

D o w ó d 

Na mocy (47) 

CW) <r , fU) <r 

a na mocy ( 4 9 ) 

^ r , cU) > r. 

Zatem 

ęiH) = c(L) - r . 

Z r ó w n o ś c i 

HXJLnl -H) = 0 ,
N
 - Z.) = o 
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wynika, ż e 

a z r ó w n o ś c i 

ż e 

^(/y) + ę [ i w -H) >
n
, ( > a ) + ( ? a

t r a ]
 - 4) > « 

Zatem 

f (//) + -//) - n, £(Z) + f ( /
[ / 7 j ]

 - Z.) = m, 

s k ą d 

f ( 7
[ r l ]

 - H ) = n - r , p { I w - L) = m- r . • 

W ł a s n o ś ć 12 

R ó w n o ś ć // = I^-j z a c h o d z i wtedy i t y l k o wtedy, gdy r = = 

= n, a r ó w n o ś ć Z = wtedy i t y l k o wtedy, gdy r = tn. 

D o w ó d 

Gdy H = J
[ f ł

, , to p(H) = n i s t ą d C(A) = £?(r/) = rt na mocy w ł a 

s n o ś c i 11. Gdy r = f(A) = n, wtedy Cil^ri] ~ ̂  a °»
 s k ą d

 -^[rz]
-

 "
 = 

= . c z y l i W = /
[ r 2 ]

 . 

D o w ó d d l a mac i e r z y Z j e s t a n a l o g i c z n y . • 

T w i e r d z e n i e 8 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m na t o , by m a c i e r z X = 

- X_X b y ł a ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A = A.A0, g d z i e X. i X0 s ą 
2 1 1 * X • / * 

^ - o d w r o t n o ś c i a m i odpowiednio m a c i e r z y -4̂  i j e s t idempotent-

n o ś ć macierzy ^ Z g , g d z i e = X±A± i Z
2
 = ̂

2
^

2
. 
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D o w ó d 

Mamy 

Zatem 

AXA = \A2*2\\A2 - V M 

J e ś l i m a cierz J
e s t

 idempotentna, t z n . 

1 2 1 2 1 2 

to m n o ż ą c tę r ó w n o ś ć stronami l e w o s t r o n n i e p r z e z A^ a prawostron

n i e p r z e z A2 otrzymujemy 

a s t ą d <4Z4 =/4 , c z y l i j e s t wtedy ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A. 

J e ś l i - odwrotnie'- j e s t AXA = A , c z y l i 

A*LnHAn = A H LA 
1 2 1 2 1 1 2 2 

to m n o ż ą c tę r ó w n o ś ć stronami l e w o s t r o n n i e p r z e z X^ a prawostron

n i e p r z e z X2 otrzymujemy 

H L H L = H H L L = H L 
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 

Zatem macierz H^L2 J
e s t

 wtedy idempotentna. • 

5. O D W R O T N O Ś C I LEWO- I PRAWOSTRONNE 

D e f i n i c j a 

O d w r o t n o ś c i ą l e w o s t r o n n ą m a c i e r z y A nazywamy k a ż d ą t a k ą 

m a c i e r z A , że 
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