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12. R O Z W I Ą Z Y W A N I E R Ó W N A Ń LINIOWYCH 

Lemat 3 

g d z i e 

H = X A , L = A X 
1 1 1

 1

 2 2 2 

a X. t X0 s ą dowolnie u s t a l o n y m i ^ - o d w r o t n o ś c i a m i odpowiednio ma-
X i— 

c i e r z y A^ 1 A2» 

D o w ó d 

i ) \&A\ = 0 X A SA X = 0 => //£•/. = 0 
1 1 2 2 1 2 

2)VS-R- HXRL2 =* 4 ^ = ̂ 2 - A%HiRL2A2 = 

= - A±RA2 = O 

na mocy w z o r ó w ( 4 9 ) . 

W n i e k t ó r y c h przypadkach wygodniej j e s t p o s ł u g i w a ć s i ę zamiast 

lematem 3 lematem n a s t ę p u j ą c y m . 

Lemat 4 

V 

g d
,

1 ?
 <

a
. *

a
. *

a
 - w ~

i e 3 a k

 •
i e m a c i e 3

-
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D o w ó d 

1) ASA = 0 =*> X A SA X = O => H 3L = O => 
' \ 2 1 1 2 2 1 2 

5 3 ^ . ĄS$ H^L2 => 

na mocy w z o r ó w ( 4 9 ) . 

T w i e r d z e n i e 30 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m n i e s p r z e c z n o ś c i r ó w n a 

n i a 

A "~ A T 
( 8 8 ) 1

[
w

l '
r t

l ] > i "
n

2 ] 2[m2'n2]
 =

 [ W l 

j e s t 

(.89) • L
X
TH

2
 = T 

g d z i e 

l
±
 = A

±
X

lt
 H

2
 = X

2
A

2 

& X^, X
2
 s ą dowolnie u s t a l o n y m i ^ - o d w r o t n o ś c i a m i odpowiednio ma

c i e r z y A^ i A
2
» 

D o w ó d 

1) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e r ó w n a n i e (88) j e s t n i e s p r z e c z n e , czy

l i i s t n i e j e taka m a c i e r z 2 , k t ó r a s p e ł n i a to r ó w n a n i e . Wtedy 

A
±
ZA

2
 = T => A^SA

2
X

2
A

2
 = V / " V

2
 =

 r

 *
 Z

i ™ 2 =
 T 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e j e s t s p e ł n i o n y warunek ( 8 9 ) . Wtedy 

L.THr. = T -> A.XJX
0
A

0
 = T => V 4 5 4 = 7" 

1 2 1 1 2 2 c _ r
 r
« . 1 2 

co k o ń c z y d o w ó d . 
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T w i e r d z e n i e 31 

J e ś l i r ó w n a n i e (88) j e s t n i e s p r z e c z n e , to 

ASA = T<^ p V S = JC.TJC. + P - H RL 
i 2 1 2 1 2 

g d z i e /Yj, / -
2 >
 i * j «T2 m a j ą z n a c z e n i e j a k w lemacie 3. 

D o w ó d 

1) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , że macierz ^ s p e ł n i a r ó w n a n i e (88) czy

n i ą c e z a d o ś ć warunkowi ( 8 9 ) . Wtedy 

s k ą d 

A
±
(S-X/X

Ź
)A

2
 = o 

i na mocy lematu 3 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e 

V i : = j L r J Ł + /? - / / J ? Z
0 

Wtedy na mocy (89) i (49) 

= v*2
 + v 2 - * A % v / y

2
= r 

c z y l i «£* j e s t r o z w i ą z a n i e m r ó w n a n i a ( 8 8 ) . 

W n i e k t ó r y c h przypadkach j e s t wygodniej p o s ł u g i w a ć s i ę z a 

miast twierdzeniem 31 twierdzeniem n a s t ę p u j ą c y m . 

i. 

T w i e r d z e n i e 32 

J e ś l i r ó w n a n i e (88) J e s t n i e s p r z e c z n e , to 

g d z i e L
 2 >

 JT^, X
2
 m a j ą z n a c z e n i e j a k w lemacie 3. 
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D o w ó d 

D o w ó d t w i e r d z e n i a 32 j e s t a n a l o g i c z n y do dowodu t w i e r d z e 

n i a 3 i , z tą t y l k o r ó ż n i c ą , ż e w m i e j s c e lematu 3 w y k o r z y s t u j e się 

lemat 4. 

Rozpatrzymy j e s z c z e k i l k a p r z y p a d k ó w s z c z e g ó l n y c h , jako wnio

s k i z udowodnionych l e m a t ó w i t w i e r d z e ń . Symbolem X oznaczamy t u 

dowolnie u s t a l o n ą { / - o d w r o t n o ś ć m a c i e r z y A, ponadto 41 = XA i L = AX. 

Wniosek 1 

A
r
 S = o *=> V 3 = (Ir

nl
 - H)P 

[«,„] [«./G \
n t

Ą « 

Wniosek 2 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m n i e s p r z e c z n o ś c i r ó w n a 

n i a 

(90) Ar Si = L 

j e s t 

(91) LT = T 

c z y l i 

(92) ( l l n ą - L)T = 0 

Wniosek 3 

J e ś l i r ó w n a n i e (90) j e s t n i e s p r z e c z n e , to 

( 9 3 ) A S = r * * « V £ - = x r + t / r _ , - / / ) / > 

I«,P] L J 

W n i o s k i 1, 2 i 3 otrzymujemy z lematu 4, t w i e r d z e ń 30 i 32, 

p o d s t a w i a j ą c na A^ m a c i e r z j e d n o s t k o w ą . 

Wniosek 4 

[«,«] W 
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Wniosek 5 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m n i e s p r z e c z n o ś c i 

n a n i a 

row-

(94) 

j e s t 

(95) 

c z y l i 

(96) 

TH = T 

Wniosek 6 

J e ś l i r ó w n a n i e (94) j e s t n i e s p r z e c z n e , to 

(97) SA = 7" <=> V S = TX * C ( I W - L) 

W n i o s k i 4, 5 i 6 otrzymujemy z lematu 4, t w i e r d z e ń 30 i 32, 

p o d s t a w i a j ą c na A± m a c i e r z j e d n o s t k o w ą . 

P r z y k ł a d 4 

R o z w i ą ż e m y u k ł a d r ó w n a ń 

-2JC + y + 5z = i 

3x +' 2y •* 42 = 5 

U k ł a d ten m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 

AS = T 

g d z i e 

A = 
-2 

3 

1 

2 

X 
y 
z 

T = 

W p r z y k ł a d z i e 1 o b l i c z y l i ś m y ^ - o d w r o t n o ś ć m a c i e r z y A 

X = 

10 7 

-39 -26 

12 8 
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s k ą d 

10 7 

.39 -26 

12 8 

^ -ĄX* 
-2 1 

^ -ĄX* 
3 2 

P o n i e w a ż L T - T, w i ę c na 

-2 1 

3 2 

10 7 

-39 -26 

12 8 

1 24 78 
5 

• 0 -91 -299 
4 

0 28 92 

s p r z e c z n y . Wobec tego na mocy wniosku 3 r o z w i ą z a n i e tego u k ł a d u 

m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 

10 

-39 

12 

7 

•26 

8 

/ 

U 
1 0 0 1 24 78 

0 1 0 - 0 -91 -299 

0 0 1 0 28 92 

g d z i e P j e s t d o w o l n ą m a c i e r z ą p o s t a c i 

Mamy s t ą d 

c z y l i 

P = 
a 
b 
c 

45 - 24ł> - 78C 

y = -169 + 926 + 299C 

Z 52 - 286 - 91C 

X = 45 - 246 - 78 C 

y = -169 + 926 + 299C 

Z = 52 - 286 - 91C 

g d z i e 6 i C s ą dowolnymi l i c z b a m i . 

K ł a d ą c 46 + 1 3 £ = ĆL m o ż n a r o z w i ą z a n i e n a p i s a ć w p o s t a c i 

X = 45 - 6d 

y = -169 + 230? 

Z = 52 - id 

g d z i e d j e s t d o w o l n ą l i c z b ą . 
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O m o ż l i w o ś c i p r z e d s t a w i e n i a r o z w i ą z a n i a w z a l e ż n o ś c i od jedne

go t y l k o parametru i n f o r m u j e nas r z ą d m a c i e r z y ZJ-^J - H. Mianowi

c i e na mocy w ł a s n o ś c i i i - w i e d z ą c z p r z y k ł a d u i , ż e c(A) = 2 -

mamy 

Wobec tego w s z y s t k i e t r z y kombinacje l i n i o w e p a r a m e t r ó w a, b , C , 

j a k i e otrzymujemy z m n o ż e n i a (I[ri\~ ̂ )P, m u s z ą b y ć l i n i o w o z a l e ż n e 

od j e d n e j z n i c h . 

T w i e r d z e n i e 33 

Warunkiem koniecznym^ i w y s t a r c z a j ą c y m n i e s p r z e c z n o ś c i u k ł a d u 

r ó w n a ń 

(98) 

1

[
m

i
tn

iT[
n

l,m2'] 1
 1

[
m

i "
7 ,

2
] 

2 A = T 
[ V « i 2 ]

 2

lm2'n
2]

 2

[
n

l'n2~] 

j e s t n i e s p r z e c z n o ś ć k a ż d e g o z t y c h r ó w n a ń i A^T^ = ^ ^ 2 *
 o z

^ ^ ^
 n a 

mocy w n i o s k ó w 2 i 5 

(99) L T = T , T ń\= T , A T = TA K 1

 i l i ' 2 ? 2* 1 2 1 2 

g d z i e Z. = A. X.m H = X AL a J i I s ą tf-odwrotnościami odpo-s

 * 1 1 1 ' 2 2 2 1 2 

wi e d n i o m a c i e r z y A i 4 „ . 

D o w ó d 

i ) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e i s t n i e j e m a c i e r z S s p e ł n i a j ą c a u k ł a d 

r ó w n a ń ( 9 8 ) . Zatem na mocy w n i o s k ó w 2 i 5 s ą s p e ł n i o n e .pierwsze 

dwa z w a r u n k ó w ( 9 9 ) . M n o ż ą c o b i e s t r o n y pierwszego z r ó w n a ń (98) 

prawostronnie p r z e z A^, a ob i e s t r o n y d r u g i e g o l e w o s t r o n n i e p r z e z 

A^, otrzymujemy 

A SA = TA , A SA = A T 
1 2 1 2 * 1 2 i . 2 

a s t ą d o s t a t n i z w a r u n k ó w ( 9 9 ) . 
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2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e s ą s p e ł n i o n e warunki (99) i r o z w a ż m y ma

c i e r z 

g d z i e /V = ĄĄe Mamy 

\
3

- \
X

l\ + \
T

2
X

2-\
H

S2
X

* = 

• V >
 +

 ^2 " " i * 2 - ^2 

Zatem macierz £" s p e ł n i a u k ł a d (98) i tym samym u k ł a d ten j e s t 

n i e s p r z e c z n y . 

T w i e r d z e n i e 34 

J e ś l i u k ł a d r ó w n a ń (98) j e s t n i e s p r z e c z n y , to m a c i e r z E j e s t 

jego r o z w i ą z a n i e m wtedy i t y l k o wtedy, gdy m o ż n a j ą p r z e d s t a w i ć 

w p o s t a c i 

(ioo) s = jc
t
r

t
 + r & - HJ2X2 * ' f ^ - H^RU^ - L2) 

g d z i e - j a k p o p r z e d n i o - H = X A , Z = A X' , i .£ s ą g-od-

X X X ^ tL <L X ^ 

w r o t n o ś c i a m i odpowiednio macierzy -4, i ,4 . a A> = # j e s t 

d o w o l n ą m a c i e r z ą o podanych wymiarach. 

D o w ó d 

1) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e m acierz Ê" j e s t r o z w i ą z a n i e m u k ł a d u 

( 9 8 ) . Wtedy 

fet] • ̂ 4 ^ 3 " i * ! " " "

 :"ć.:źt$ \ = 
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Wobec tego 

c z y l i m a c i e r z 3 m o ż n a p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i ( 1 0 0 ) . 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e macierz S j e s t dana wzorem ( 1 0 0 ) . Wtedy 

A 

" W l * V * * 2 - ' i W 

Zatem m a c i e r z (100) s p e ł n i a u k ł a d r ó w n a ń ( 9 8 ) . . 

Za p o m o c ą m a c i e r z y A/-syme t r y c z n y c h i Z .-symetrycznych m o ż n a roz

w i ą z y w a ć w s p o s ó b p r z y b l i ż o n y r ó w n i e ż r ó w n a n i a s p r z e c z n e . Do tego 

c e l u m o ż n a p o s ł u g i w a ć s i ę n a s t ę p u j ą c y m t w i e r d z e n i e m . 

T w i e r d z e n i e 35 

Norma 
A S A - r 
1 2 

o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

d o i ) S = jc±rx2 • t / r * . --HX)P + ~ L
2

] 

g d z i e & J
e s t

 ^ - o d w r o t n o ś c i ą Z - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y , X^ j e s t 

9 - o d w r o t n o ś c i ą / / - s y m e t r y c z n ą macierzy A^, a p o z o s t a ł e symbole ma

j ą z n a c z e n i e t a k i e j a k w t w i e r d z e n i u 32. 
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D o w ó d 

P o ł ó ż m y 

Na mocy (66) i (70) macierze X i iZl s p e ł n i a j ą warunki 

Wobec tego mamy 

K^ 2-i 2 = l A

A
Tx

i
A

2 - *+ v^l 2 

= \A
X
XJX

2
A

2
 -T\

2

 +
 \\A\AA

2
\

2

 + 

* A*A*A r rr A _ /S* A*A*: 
+ 2 Tr Re ( ^ V f V V 2 " 2 1P 

\AXXJX2A2 - r\\2 + I A X A A 2 \ 2 + 

+ 2 Tr Re (^^AH^/ " A*2
A*= 

I A^XJX2A2 - / " l
 2

 +|| A^AA^ 

A zatem p o w y ż s z a norma o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

A AA - 0, c z y l i na mocy 
1 2 

c i e r z 3 ma p o s t a ć (101) 

A AA = 0, c z y l i na mocy lematu 4 wtedy i t y l k o wtedy, gdy ma-
1 2 

Z t w i e r d z e n i a 35 wynika, ż e w z ó r (101) podaje w s z y s t k i e r o z 

w i ą z a n i a r ó w n a n i a 

(102) AEA2 = T 

n a j l e p s z e w s e n s i e normy, nawet w przypadkach, gdy r ó w n a n i e (102) 

j e s t s p r z e c z n e . 

T w i e r d z e n i e 35 m o ż n a zatem u w a ż a ć za u o g ó l n i e n i e t w i e r d z e 

n i a 32. 

Z t w i e r d z e n i a 35 w y n i k a j ą p r z y p a d k i s z c z e g ó l n e , k t ó r e podamy 

w form i e w n i o s k ó w . 

Z - Vofcólniunr uilurutnuści. . . 
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Wniosek 7 

Norma 

\AS - T [ 

o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

(103) S = XT + (/ - H)P 

g d z i e X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą / . - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y A
T
 H = XA a 

j e s t d o w o l n ą m a c i e r z ą o odpowiednich wymiarach. 

Wniosek 8 

Norma •
 n
 i 

o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

z, = rx + c(i - D 

g d z i e X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą / ^ - s y m e t r y c z n ą macierzy A, a C j e s t 

d o w o l n ą m a c i e r z ą o odpowiednich wymiarach. 

Wniosek 7 m o ż n a u w a ż a ć za u o g ó l n i e n i e wniosku 3, a wniosek 8 

na u o g ó l n i e n i e wniosku 6. 

13. U O G Ó L N I E N I E O D L E G Ł O Ś C I MAHALANOBISA 

Ni e c h b ę d z i e dana p o p u l a c j a , w k t ó r e j bada s i ę n c e c h , i niech 

C b ę d z i e m a c i e r z ą k o w a r i a n c j i t y c h c e c h . N i e c h 

(104) 

11 

ni 

Z = 
2 

12 

z * 
n2 

b ę d ą dwoma dowolnymi punktami n-wymiarowej p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o 

wej o w s p ó ł r z ę d n y c h r z e c z y w i s t y c h , b ę d ą c y c h w a r t o ś c i a m i t y c h c e c h . 
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( 105) D = (Z - z )'c-i(z - z) 
V

 1 2 1 2 

jako o d l e g ł o ś ć m i ę d z y dwiema p o p u l a c j a m i o r ó w n y c h m a c i e r z a c h ko

w a r i a n c j i C, gdy punkty (104) s ą ś r o d k a m i c i ę ż k o ś c i t y c h popula

c j i , t z n . punktami o w s p ó ł r z ę d n y c h b ę d ą c y c h ś r e d n i m i w a r t o ś c i a m i 

cech w k a ż d e j z dwu p o p u l a c j i . . 

D e f i n i c j a (105) wymaga z a ł o ż e n i a , ż e ma c i e r z k o w a r i a n c j i C 

j e s t n i e o s o b l i w a . Tymczasem w w i e l u zastosowaniach napotykamy ma

c i e r z e k o w a r i a n c j i o s o b l i w e . W n i n i e j s z y m p a r a g r a f i e u o g ó l n i m y po

j ę c i e o d l e g ł o ś c i M a h a l a n o b i s a na w s z y s t k i e m o ż l i w e m a c i e r z e ko

w a r i a n c j i C([5]). 

U o g ó l n i o n ą o d l e g ł o ś c i ą M a halanobisa nazwiemy o d l e g ł o ś ć e u k l i 

d e s o w ą p u n k t ó w w u k ł a d z i e g ł ó w n y c h komponent, a w i ę c w u k ł a d z i e 

w s p ó ł r z ę d n y c h n i e s k o r e l o w a n y c h , po i c h unormowaniu. P r z e z unor

mowanie komponenty <J
k
(k = 1, . . . . n.) b ę d z i e m y r o z u m i e l i z a s t ą 

p i e n i e j e j p r z e z y^/^T^, gdy /l > 0 i po z o s t a w i e n i e j e j bez zmia

ny, gdy Ą, = 0, g d z i e j e s t o d p o w i e d n i ą w a r t o ś c i ą w ł a s n ą macie

r z y k o w a r i a n c j i C i zarazem w a r i a n c j ą komponenty k - e j . Gdy A^ = 0, 

mamy y = 0 z p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m i . 

Innymi s ł o w y , j e ż e l i 

Y 

s ą obrazami p u n k t ó w (104) w u k ł a d z i e g ł ó w n
v
c h komponent, c z y l i 

(106) Y
T
 = P'(Z

±
 -Ż) , Y

2
=P'(Z

2
-Z), 

g d z i e Z j e s t ś r o d k i e m c i ę ż k o ś c i danej p o p u l a c j i a 

" \ 2 
• • 
• 2 • 

Vn2 

= p. ... p 
1

 n 

11 

tli 

ln 

P 
nn 

, pp> = p'p = / 

[I m a c i e r z jednostkowa) 
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j e s t tzw. m a c i e r z ą m o d a l n ą , u t w o r z o n ą z w e k t o r ó w w ł a s n y c h 

P , . . . , P^ macierzy k o w a r i a n c j i C, to u o g ó l n i o n ą o d l e g ł o ś c i ą 

M ahalanobisa p u n k t ó w (104) b ę d z i e m y n a z y w a ć l i c z b ę 

(107) D = 

y
r
i yr2

 2 

( * r l -
 y

r2)' 

g d z i e r j e s t l i c z b ą niezerowych w a r t o ś c i w ł a s n y c h macierzy C , 

t-zn. /? > 0 d l a k = 1, . . . , r i A, = 0 d l a k = r + 1, 

L i c z b a a" j e s t zarazem r z ę d e m m a c i e r z y k o w a r i a n c j i C. 

W z ó r (107) m o ż n ą n a p i s a ć w p o s t a c i 

D2 = (K - K^WO^ - K
2
) 

gdz i e 

(108) M 

1 

^ 1 

A. 

i wobec (106) otrzymujemy 

D2 = (Z1- Z2YPMP>[Z1 - Z2) 

P o d s t a w i a j ą c 

( 109) C
+

 = w i 

otrzymujemy o s t a t e c z n y wzqr na u o g ó l n i o n ą o d l e g ł o ś ć Mahalanobisa 

( n o ) D2 = ' ( ^ - z
2
yc

+

(z
±
 - z

2
) 

W y k a ż e m y , ż e C
+

 j e s t o d w r o t n o ś c i ą Moore'a-Penrosego mac i e r z y ko

w a r i a n c j i C, t z n . s p e ł n i a n a s t ę p u j ą c e w a r unki: 
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cc+c = c 
c+cc+ = c+ 

(cc
+

y 
+ 

= cc 
W tym c e l u z a u w a ż m y n a j p i e r w , ż e m a c i e r z ą k o w a r i a n c j i d l a g ł ó w 

nych komponent j e s t 

(111) S = Zf(?p') 

g d z i e J? j e s t wektorem losowym zapisanym kolumnowo, k t ó r e g o w s p ó ł 

r z ę d n y m i s ą g ł ó w n e komponenty traktowane jako zmienne losowe. J e 

ś l i C oznacza wektor losowy cech w y j ś c i o w y c h , , r ó w n i e ż z a p i s a n y ko

lumnowo, a C =£f, to a n a l o g i c z n i e do (106) j e s t 

i? = P'({ - P, c z y l i £ - £ = Py 

i wobec tego 

C = E({ - p' = 

a s t ą d 

(112) C = PSP' 

Ponadto na mocy (108) i (111) j e s t 

(113) S/1 'MS* SMS = S, MSM^M. 

O p i e r a j ą c s i ę na wzorach (112) i (113) otrzymujemy 

CCC = PSP^PMP^PSP' = PStlSP1 = PSP' m c 

C+CC+ = PMP>PSP'PMP' = PMSMP' = PMP' = C+ 

(C+C)' = {PMP'PSPV = {PMSPy = PSMP' = 

= PMSP1 = P/1P'PSP' ' C+C 
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(CC
+

y = (PSP'PrfP
y

V = (PS/iP
,

y = PrlSP' = 

= PSMP'= pspipMP' = r r + 

Tym samym w y k a z a l i ś m y , ż e - i s t o t n i e - m a c i e r z C+ j e s t odwrotno

ś c i ą Moore a-Penrosego macierzy k o w a r i a n c j i C. Wynika s t ą d r ó w n i e ż , 

ż e w przypadku m a c i e r z y k o w a r i a n c j i C n i e o s o b l i w e j . j e s t C+ = C 

c z y l i w tym przypadku w z ó r (110) m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i (105).Do

wodzi t o , ż e w z ó r (110) j e s t i s t o t n i e u o g ó l n i e n i e m wzoru ( 1 0 5 ) , 

c z y l i mamy do c z y n i e n i a z u o g ó l n i e n i e m p o j ę c i a o d l e g ł o ś c i Mahala-

n o b i s a . 

14. Z A K O Ń C Z E N I E 

W o s t a t n i c h dwu p a r a g r a f a c h podano p r z y k ł a d y z a s t o s o w a ń 9-od-

w r o t n o ś c i i / V P - o d w r o t n o ś c i m a c i e r z y . Nie wyczerpuje to o c z y w i ś c i e 

w s z y s t k i c h m o ż l i w o ś c i z a s t o s o w a ń t y c h o d w r o t n o ś c i . Z a m i a r e m a u t o r a 

b y ł o j e d y n i e z i l u s t r o w a ć p r z y k ł a d a m i d z i a ł a n i e t w i e r d z e ń uprzed

n i o udowodnionych d l a ł a t w i e j s z e g o i c h . p rzyswojenia p r z e z c z y t e l 

n i k a . 

R ó w n i e ż a l g o r y t m y opisane w n i n i e j s z e j pracy m a j ą c h a r a k t e r 

j e d y n i e p r z y k ł a d o w y . Nie p r e t e n d u j ą one b ynajmniej do r o l i a l g o 

r y t m ó w numerycznie optymalnych. 

Celem pracy j e s t spopularyzowanie p o j ę c i a u o g ó l n i o n y c h odwrot

n o ś c i i danie c z y t e l n i k o w i m o ż l i w o ś c i operowania n i m i , co w t a 

k i c h d z i e d z i n a c h , j a k a l g e b r a l i n i o w a „ c z y wielowymiarowa a n a l i z a 

s t a t y s t y c z n a ma d o n i o s ł e z n a c z e n i e . 
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