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10. g-ODWROTNOéCI MAKSYMALNEGO RZEDU

g -odwrotnosé I macierzy A4 o bedziemy nazywaé ¢ -odwrotno-
»
Scia maksymalnego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy - zgodnie z wla-

snoscig 10 -

(76) ¢ (X) = min (m,n)
czyli gdy
(77) p(.r) = m albo gX) = n

Twierdzenie 29

Kazda macierz A4 ma g-odwrotnosé maksymalnego rzedu,

[m, ]
Dowod

Na mocy wlasnosci 4 g-odwrotnoscig maksymalnego rzedu macie-
rzy A jest macierz X = (VB, gdzie na mocy lematu 2

r

L m)
——————— gdy m < n
[n=m,m]
o Piita) T Vncn] B0 RS
f[m] gdy m = n

\

a macierze A i ( sg okreslone wzorem (2).H

Zauwazmy, Zze aby otrzymaé g -odwrotnos¢ X maksymalnego rzedu
dla macierzy 4, potrzeba i wystarcza, aby we wzorze (36) uzyé ja-
kiejkolwiek macierzy V il postaci (43) i rzedu o(V)'= min (m,n).
Wtedy macierz X = (VB Jést g-odwrotnosciag maksymalnego rzedfn.

11. ALGORYTM OBLICZANIA g—ODWROTNOéCI

Ze wzgledu na wzory (36) i (44) algorytm obliczania g-odwrot-

nosci X macierzy 4 sprowadza si¢ do obliczenia macierzy A i

[myn]
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C, natozenia na macierz V¥ odpowiednich warunkdw i wykonania mno-
zen wedlug wzoru (36) lub (44).

Niezaleznie od algorytmu ogdlnego wyprowadziny algorytm licze-
nia MP-odwrotnosci bezposrednio ze wzoru (75), do czego jest po-
trzebna jedynie znajomo$é macierzy /’* i ¢*, a wiee wystarczy zna-
jomosé macierzy (B8*)~! i (6*}-1.

Ideg przewodnia algorytmu sa dziatania przeprowadzone w trak-
cie dowodu twierdzenia 1. Zauwazmy mianowicie, Ze na mocy (18) i

(19)

(79) p topimtlpfeathaipepiigl0] Iim)
oraz
(80) o =expyek@efhonis G R i

co oznacza, ze macierz A mozna otrzymaé z macierzy }tm], przepro-
wadzajgc na niej kolejno wszystkie te same operacje wierszowe co

na macierzy 4 w trakcie sprowadzania jej do postaci J,a macierz (
mozna otrzymaé¢ z macierzy I[n], przeprowadzajgc na niej kolejno

wszystkie te same operacje kolumnowe co na macierzy /4.

A oto algorytm ogdlny obliczania g-odwrotnosci [ danej macie-
rzy A e obejmujacy rowniez przypadek, gdy r = 0:

1) Rozpoczynamy obliczenia wychodzae z danych trzech macierzy:
ADmfﬂ s Itmyr Ippy + W kolejnych cyklach bedziemy nazywaé macierza
pierwsza macierz 4 lub macierz z niej powstala na skutek dokona-
nych przeksztalcen. Podobnie, macierzg druga bedziemy nazywaé ma-
cierz [[m] lub macierz z niej powstala, a macierzg trzecia ma-
cierz I[u] lub macierz z niej powstatla.

2) Otwieramy cykl ktadac £ = 0 i A(O) =A.

3) Jedéli w macierzy

|
a Tt L Olkna]
(81) 7 N o) S T L
0 | A(&]
i [m—&.k]E O[m=k,n=k]
dzi s
s (k) .. alk)
) . k+1,k+1 £ +1,n
Yo i My
(&) (k)
_an’k-i-l e ® amn
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macierz Ag* znika (tzn. £ =m albo 4 = n) albo nie zawiera wyra-

zu niezerowego, to r = p(4) = &, 4(&) = 7, macierz B jest rdéwna
macierzy drugiej, a macierz [ jest réwna macierzy trzeciej. Prze-
chodzimy do punktu 11,

4) W macierzy‘4é&} wybieramy wyraz pilotujacy ai:,¥‘3 (k<ucnn
k<v<n). Ze wzgleddw numerycznych jest wskazane wybieraé tu wyraz
o najwiekszym module (wartosci bezwzglednej).

5) Jesli u # kK + 1, to w macierzach pierwszej i drugiej zamie-
niamy wiersze u-ty i (k& + 1]-q;y. _

6) Jesli v # #+ 1, to w macierzach pierwszej 1 trzeciej za-
mieniamy ze sobg kolumny v-ta i (k¥ + 1)-sza.

) Dzielimyw macierzach pierwszej i trzeciej kolumne(k+1)-szq
przez wyraz pilotujacy, ktory obecnie 2znajduje sie *w wierszu
(k + 1)-ym i kolumnie (k .+ 1)-ej. W ten sposéb macierz pierwsza
ma postaé (10).

8) Jes§li m# k+ 1, to dla { = k+ 2, ,..,m odejmujemy od i-go
wiersza macierzy pierwszej i drugiej wiersz (& + 1)-szy pomnoZony

(k) ¢

praez £ ,4°
9) Jeslin # £+ 1, to dla j = k + 2, ...,n odejmujemy odj-ej
kolumny macierzy pierwszej i trzeciej kolumne (k& + 1)-sza pomnozo-

ng przez ﬁiii,}' (Zauwazmy, Ze przez dziatania wykonane W punk-

cie 8 wyrazy w (k + 1)-ym wierszu nie ulegly zmianie).

10) Korczymy cykl powigekszajac wartosé £ o 1 i wracajac do
punktu 3 z macierzg pierwsza jako A(&).'
11) Wybieramy odpowiednid macierz ) zgodnie ze wzorem (43) i

obliczamy g-odwrotnosé X ze wzoru X = (VA.

Przechodzimy teraz do skonstruowania algorytmu specjalnego dla

obliczania //P-odwrotnoséci. Mamy na mocy ( 20)

*
- [rsm] -1 I A
B*)™* - ke (c*™ - [15[’;“,1: v[*n_mﬂ-
m=r,m

Zatem znajomosé macierzy (B®)~1 ; (¢®~1 pozwala Yatwo znalezé

macierze /'¥ i $*, Na mocy (79) i (80) mamy

e A E iyl 2 0% 42000y Jos
T G e i o 151 e W) AL Tl s
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oraz
= . 3 . 3
(8502 6885 v T (c{ %" T A T
gdzie na mocy (8)
(84) (Bfﬂ*) (U LR ) DR
na mocy (11)
(B“_]*) R I[m] gdy m = k + 1
(85)
i
(k)xy-1 _ 1 k) Aot L)
(82 ) ﬁi’+2,i+1 ﬁm,k.;.j_
i
1 4
gdy m # k+ 1
na mocy (9)
e
i
(k)x -1 ~(k) X
(ol ¥ 9 a,, gdy Vv = k+ 1
i
1]
(86) 4 o
e .
(k) -1 : ;
{C: ) 7 ..' gdy v # k+ 1
£ yeaditag
uv 1

oraz na mocy (12)




{C(zk,*)-i = I[l’l]' gdy n = &+ 1
(87) B =
"4
fk’*} e i) gdy n # k+ 1
krtkt2
—(kJ '
4+1 n 1

PowyZzsze wzory maja prostg interpretacjeg.

Jesli w macierzy pierwszej zamieniamy ze sobg dwa Wiersze, to
w macierzy drugiej nalezy zrobié to samo (wzor (84)).

Jedéli w macierzy pierwszej odejmujemy od { -go wiersza (¢ =
= k + 2, ...,m) wiersz (k + 1)=szy pomnoZony przez ﬂ i+1 ; to W ma-
cierzy drugiej do (4 + 1)=-go wiersza nalezy dodaé wxersz -ty po-
mnozony przez liczbeg 'sprzezong 5( j . (Wzor (85)).

Jesli W macierzy pierwszej zamleniamy ze sobg dwie kolumny,
to w macierzy trzeciej nalezy zrobié to samo (wzor (86)).

Jesli w macierzy pierwszej dzielimy j -ta kolumn¢ przez aiiJ,
to w macierzy trzeciej nalezy j ~ta kolumne pomnozy¢é przez liczbe

sprzezona d( £) (wzdr (86)).
Jesli w macierzy pierwszej od.;-eJ kolumny odejmujemy kolumne
(k + 1)-sza pomnoZonag przez ﬁiii (j = k++2,".0y 1), to w ma-
cierzy trzeciej nalezy do (£ + 1)-ej ko]umny doda¢ kolumne j -ta
pomnozong przez liczbe sprzezong ﬁi )(wzor (87)).
Powyzsze reguly wykorzystuje sie przy ukladaniu algorytmu dla
obliczania macierzy (B*)—l 4 (C*Jwi wedtug wzordw (82) i (83),.
A oto algorytm specjalny dla obliczania /P-odwrotnosci X da-
nej macierzy A[m n]: :
1) Rozpoezynamy obliczenia wychodzgc z trzech danych macierzy:
A tmnp Imys Igng -
2) Otwieramy cykl ktadac £ = 0 A(OJ = A4,
3) Jesli w macierzy (84) macierz Afé) znika (tlzn. 4 =m a?:?

k¥ = m) albo nie zawiera wyrazu niezerowego, to r = Q(AJ =k, A

= J, macierz (B* ) jest réwna macierzy drugiej, a macierz fC*)-i
mac ierzy trzeciej. Przechodzimy do punktu 11,
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4) W macierzy Ag‘” wybieramy wyraz pilotujacy aiﬁj # 0 (k<u<m,

k<v<n). Ze wzgledéw numerycznych jest wskazane wybieraé¢ tu wyraz
o najwig¢kszym module (wartosci bezwzglednej).

5) Jesli « +# k+ 1, to w macierzach pierwszej i drugiej za-
mieniamy ze sobg wiersze wu-ty i (k& + 1)-szy.

6) Jesli V # £+ 1, to w macierzach pierwszej i trzeciej za-
mieniamy ze soba kolumny V-tg i (£ + 1)-sza.

7) W macierzy pierwszej dzielimy kolumne (4 + 1)-sza przez wy-—
‘raz pilotujacy, ktdéry obecnie znajduje sie w wierszu (¥ + 1)-ym i
kolumnie (k + 1)-ej. W macierzy trzeciej mnozymy kolumne (k+ 1)-sza
przez liczbg sprze¢zonag z wyrazem pilotujgcym, W ten sposéb ma-
cierz pierwsza ma postaé (10].

8) Jesli m +# £ + 1, to w macierzy pierwszej odejmujemy od i -go
wiersza wiersz (4 + 1)-szy pomnozony przez ﬁi,k+1' a w macierzy
drugiej dodajemy do gk + 1)=-co wiersza wiersz [-ty pomnoZonyprzez
liczbe sprzezona ﬁiﬁk+1 AT e o

9) Jesli n # k + 1, to w macierzy pierwszej odejmujemy od j-ej
k?zgmny (j Ry R e n) kolumne (4 + 1)-szg pom?ozonq przez

k+1,) a macierzy trzeciej dodajemy dohyz%umny (k+1a—ej kolumneg
J-ta pomnozona przez liczb¢ sprzezong ﬁk+1,j

10) Korieczymy cykl powiekszajac k& o 1 i wracajac do punktu 3
z macierzg pierwszg jako 4 *).

11) Z macierzy (8*)~! wylaczamy pierwszych r wierszy, ktdre
tworzg macierz E T macierzy (["'J-'1 wylaczamy pierwszych r kolumn,
ktére tworzg macierz &%,

12) Obliczamy /P-odwrotnosé macierzy 4 ze wzoru

T = st T x

gdzie do obliczenid odwrotnosci macierzy /"*4$* mozna ewentualnie
uzyé algorytm ogdlny.

Zauwazmy, ze w rachunkach odrecznych moZna odstepowaé od po-
wyzszych sztywnych schematdw, wykonujac dzialtania elementarne na
macierzach W innym porzadku czy inna droga. Nalezy jednak prze-
strzegad odbowiednich regul dla macierzy drugiej i trzeciej. Mie-
dzy innymi.mozna przy obliczaniu /fP-odwrotnosci oprécz podanych
wyzej regul korzystaé jeszcze Z nastgpujacej:

Jedli w macierzy pierwszej dzielimy [-ty wiersz przez liczbe
@+ 0, to w macierzy drugiej nalezy { -ty wiersz pomnozyé przez
liczbe sprzezonag a.

t — Uogdlnione odwrotnosci. . .
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Przyklad 1
Obliczymy dowolna g-odwrotnosé macierzy
-2 5 | 5
3 2 4

Rozpoczynamy obliczenia od trzech macierzy

-2 1 5 1 0 r 1 0 0
3 2 4 0 1 0 0

0 0 1

"y

Do pierwszego wiersza macierzy pierwszej i drugiej dodajemy wiersz
drugi

(=Y
(]
©w
"y
-
o
[=]

0d drugiego wiersza macierzy pierwszej i drugiej odejmujemy potro-

jony wiersz pierwszy

[,
(=

1 3 9 i 1
0 -7 =23 -3 -2

[

0 0 1

0d drugiej kolumny macierzy pierwszej i trzeciej odejmujemy potro-
jona kolumne pierwszg, a od trzeciej kolumny tychZe macierzy - dzie-
wieciokrotng kolumne¢ pierwsza

1 B D 1 1 Lo St o0
D =Tipn23 =% D 0 1 0

0d kolumny trzeciej macierzy pierwszej i trzeciej odejmujemy po-

A

trojong kolumne drugg

diw O 20 1 1, 14 sadury 0
0.ci=T 40u=2 23; =2 - RS



0d kolumny drugiej macierzy pierwsze)j i trzecie}

czwérng kolumne trzecia

[i.8 sl

Do kolumny trzeciej macierzy pierwszej i trzeciej

dwo jona kolumne druga
i 0 0
0 1 0

Wynika stad, zZe

>

(=

L
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ode jmujemy po-

=3 0
13 =3
-4 1
doda jemy po-
-3 -6
13 23
-4 =T

1 0 0
J= o 1 ol r=p(A) =2 (jest zatem r = m)
] gl et ol
B i 1 £ 945 33 5520
wl | =4 0 Po=e "t
a nastepnie na mocy (20)

TUNIES -6

F =2 B ’ . B = 0 13 |, £ - 23

0 -4 -7

Na mocy twierdzenia 5 ogélny wzdér na g-odwrotnos¢ X danej macie-

rzy A ma postaé

L = (0 +EUV)B

gdzie (/ jest dowolng macierza o wymiarach 1 X 2,

v =[“11 “12]
Przyjmujemy ¢ = [0 0]. wtedy X = DB, czyli
2% IhES A
0 -4 S 1o

tzn,
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Przyktad 2

Obliczmy MP-odwrotnosé dla macierzy podanej w przykladzie 1.
Rozpoczynamy obliczenia od trzech macierzy:

kit e ]

Do pierwszego wiersza macierzy pierwszej dodajemy wiersz drugi,aad
drugiego wiersza macierzy drugiej odejmujemy wiersz pierwszy

(=T
o =
(= 2 =]

A

9 i 0 i 0 0
2 4 -1 1 0 | 0

0d drugiego wiersza macierzy pierwszej odejmujemy potrojonywiersz
pierwszy, a do pierwszego wiersza macierzy drugiej dodajemy potro-

jony wiersz drugi
-2 3
-1 1

1 3 9
0 -7 =23

0d drugiej kolumny macierzy pierwszej ode jmujemy potrojong kolum-
n¢ pierwsza, a od trzeciej kolumny tej macierzy odejmujemy dzie-
wigciokrotng kolumne pierwszg., Odpowiednio do kolumny pierwszej
macierzy trzeciej dodajemy potrojong kolumne drugg 1 dziewiecio-

krotna trzecia
-2 3 3. 0 0
-1 i 3 0
9 1

-
(=B =]

1
0 1

Qo

1 0 0
0 -7 =23

Od kolumny trzeciej macierzy pierwszej odejmujemy potrojong kelum-
ne druga, a do kolumny drugiej macierzy trzeciej dodajemy potrojo-
na kolumne trzecig

-2

-1

1. 0 0
0 -7 =2

O =

- W
U=
= O
(=)
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0d kolumny dyugiej macierzy pierwszej odejmujemy poczwdérng kolum-

ne trzecig, a do kolumny trzeciej macierzy trzeciej dodajemy po-
czwérng kolumne drugg

0 -2
-2 -1

Do kolumny trzeciej macierzy pierwszej dodajemy podwojong-kolumng
drugg, a od kolumny drugiej macierzy trzeciej odejmujemy podwojo-
na kolumne¢ trzecig '

[«
= O
(=

W e
= O
- O

1 0 0 -2 3 1 0 0
0 1 0 -1 1 3 =7 4
9 -23 13
Wynika stad, ze
E
1 0 0
e T ro=p(A) = 2
o W B AR N e
R87). " m f foges R R (") i=ls =t e
(9 -23 13
i nastepnie
A ? 0
* _ * =
9 =23
Zatem
ryer s |2 9] &i eera )y
' &, v 8.8 =l
L i 9. =23
43 =74
i PR BARE ¢

Obliczamy teraz, ze
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[y
=]

|
|

(o7}
[y
[

m|
fury [
'S

Wobec tego otrzymujemy ostatecznie

X = $rustyiox

16 T4
1 0 —_— —
614 614 =5
il el A 43 4
9 =23 614 614 s
Przyktad 3

Obliczymy //P-odwrotnos$é macierzy

q [“1 cee @y

-3
-

o
[T
©

o
=
s

Obliczenia rozpoczynamy od trzech macierzy

[ai ...czn:l ki)

Dzielimy pierwsza kolumne¢ macierzy pierwszej przez ai’ a mnozymy

[_ 106
3 614
= 3
s T 614
_81
614
a, + 0.
1
1
n kolumn

pierwszg kolumn¢ macierzy trzeciej przez éq

[1 az...an] [1]

W macierzy pierwszej odejmujemy od j-ej kolumny pierwsza pomnoZo-

ng przez q} kolejno dla j = 2, ..., . W macierzy

= 2, ...y, Otrzymujemy

[N
o
L1+

|

=2

P
S

=2}

L
(=T

|

[=2]
-
e

n wierszy

trzeciej
pierwszej kolumny dodajemy j-ta pomnozong przez 5} kole jno dla j=
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ay
[+ owo] [l 2,
b A
Zatem
g=[t o o], ro=pA) =1
a,
4 M U %2 «
i, .
_éi,
a
p*=[1]' &* - .2
_én_
a stgd _ ’
Fﬁ§*=DQJ2+ M”a
rasn™ [ .
( : |ad2 * +| an|2]
1 ostatecznie [ 51 g
3 )
LA I
G AR iy 13/ o Je gt
3 “a 3
lail O e +|anl .

Zauwazmy, e w przypadku gdy wektor wierszowy A ma dlugosé 1,
tzn, w przypadku gdy

mamy 2. =AR,
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