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Dowéd -
Mamy
A = '41'42 = A1x1A1A212A2 = A1H1£2A2
AXA - A 1A212£1A1A2 = A1L 2H1,42
Zatem

AZA =4 <= A1L2H1A2 = A1H1L2.42

Jesli macierz Hizz jest idempotentna, tzn.

G H1‘£_2

to mnozac te réwnosé stronami lewostronnie przez ‘41 a prawostron-
nie przez ‘42 otrzymujemy ;

A1L2H1.42 = Aiﬁlé 24,

a stad A¥A =4, czyli X jest wtedy g-odwrotnoscia macierzy A.
Jedéli - odwrotnie'- jest AVA = A |, czyli

A 1[ 2H1A2 = Alyiz 24' 5

to mnozac te réwnosé stironami lewostronnie przez .2’1 a prawostron-
nie przez .2‘2 otrzymujemy

»‘/1L2H1£2 = H1H1L2£2 = H1£2

Zatem macierz HiLz jest wtedy idempotentna. B

5. ODWROTNOSCI LEWO- I PRAWOSTRONNE

Definicja

Odwrotnosécia lewostronnag ﬁacierzy A[m n] nazywamy kazdg taka
’

macierz 4 L, Ze
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L =
(56) A4 = Ipny
Odwrotnoscig prawostronng macierzy A[m ) nazywamy kazdg takg
’
macierz A%, ze
p —
(57) AN = Ioa.

Wiasnosé 13

Kazda odwrotnosé lewostronna i kazda odwrotnosé prawostronna

macierzy 4 jest g-odwrotnoéciq tej macierzy,

Dowéd

Mnozgc lewostronnie obie strony réwnodci (56) przez 4 otrzymu-
jemy AA’A = A, co oznacza, ze A% jest, istotnie, g -odwrotnoscia
macierzy 4. Analogicznie, mnozac prawostronnie obie strony réwno-
géci (57) przez 4, oti‘zymujemy AA"A = A, co oznacza, ze A” jest g-
~odwrotnoécig macierzy 4. B

Wlasnosé 14

Jes$li istnieje odwrotnodé lewostronna A*(prawostronna 4”) ma-
cierzy 4 , to wszystkie g-odwrotnoSci macierzy A sa jej odwrotno-
Sciami lewostronnymi (prawostronnymi).

Dowdd

Jesli istnieje odwrotnosé lewostronna At macierzy 4, to jest
ona réwniez g-odwrotnoscig na mocy wiasnosci 13. Przyjmujac X = A*
mamy H = XA = AA = I[n] oraz L = AA%, Wobec tego na mocy twier-
dzenia 6 kazda g-odwrotnosé X, macierzy A mozna przedstawié W po-
staci

x, = At + T = TAA*

gdzie 7 jest dowolna macierzg o tych samych cox1 wymiarach i wo-
bec tego
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= L - L = - =
LA =AD +TA = TAAA = L+ TA = TA = I,

co oznacza, ze,ri jest odwrotnodcig lewostronng macierzy 4.
Dowdéd dla odwrotnosci prawostronnych przeprowadzamy analogicz-
nie, B

Twierdzenie 9

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby macierz Aﬁmrq
miala odwrotnoéé lewostronna, jest p(A) = n. Warunkiem koniecznym
i wystarczajacym na to, aby macierz AD%“} miata odwrotnos$é prawo-

stronng, jest g(4) = m.

Dowdd

Jes$li macierz A a2 odwrotnosé lewostronng A =X, to H =
= Itn] i na mocy wtasnosci 11 9(4) = O(H) = n. JesSli macierz A[muq
ma odwrotnosé prawostronng AP = X, %o Liw I[m] i na mocy tejze wia-
snosci g(4) = p(L) = m.

Je§li - odwrotnie - ¢(4) = n, to na mocy (20) macierze £ i ¥

znikajg 1
(58) G- Dy C = =9,

Wobec tego na mocy twierdzenia 5 kazda g-odwrotno$é X macierzy A
ma postaé

A =CF + V6
skad na mocy (25) i (58)
XA = GFA + OVEA =C8 = T = I,

co dowodzi, ze X Jjest odwrotnoscig lewostrnﬁnq macierzy A. Analo-
gicznie przeprowadzamy dowdéd w przypadku, gdy p(A) =ms B

Twierdzenie 10

Macierz A[m,n] ma odwrotnosé¢ lewostronng i odwrotnosé prawo-
stronng wtedy i tylko wtedy, gdy jest kwadratowa nieosobliwa.W ta-
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kim przypadku odwrotnosé lewostronna i odwrotnosé prawostronna sa
okreslone jednoznacznie i pokrywaja sie obie ze zwykla odwrotno-
dcig 4 ~, ktéra jest zarazem jedyna g-—odwrotnoéciq macierzy 4.

Dowéd

Na mocy twierdzenia 9 macierz 4 ma zardéwno odwrotnosé le-
wostronna, jak i odwrotnosé prawostroﬁga wtedy i tylko wtedy, gdy
0(A) =m =n, czyli gdy macierz 4 jest kwadratowa i nieosobliwa,
W tym przypadku macierz 4 ma odwrot.noééad_1 jednoznacznie okre-
§long i bedaca zarazem g-odwrotnoscig macierzy 4, poniewat.ﬂﬂ‘%d:
=A. kradac X =A"  mamy # =AY =1, L= =D, =

Cn]
i na mocy twierdzenia 6 dla kazdej g-odwrotnosci X, Jest I, =4 =

A ol

Twierdzenie 11

Jesli Ji jest q-odwrotnoiciq maci;rzy Ail?h?L' a'jé jest g-od-
b = N a 0 = -
2 fripl albo O( 1) ’ o( 2) n, czy
1i macierz 41 ma odwrotnosé lewostronng albo macierz 42 - odwrot-
noéé prawostronng, to macierz IEJH jest g-odwrotnoscia macierzy

=4 A.
A["‘:P] 44,

wrotnoscig macierzy 4

Dowdd

Zatézmy, Ze g(Ai) = n. Na mocy wlasnosci 12 jest wtedy .Hi =
=.I1Ai = Ipﬂ . Zatem dla L2 = Azzé jest

HilgHyly = HiLoL, = AL,

i na mocy twierdzenia 8 macierz JEJ} jest g-odwrotnoscig macie-
rzy A. W przypadku 9(42) = n mamy Lz = Azlé = IDQ i dowdd jJest
analogiczny. B
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6.g-0DWROTNOSCI WZAJEMNE

g-odwrotnoéé A macierzy A[m:ﬂ bedziemy nazywaé¢ wzajemng wte-
]
dy i tylko wtedy, gdy
(59) AL = 2

czyli, gdy zarazem macierz A jest g-odwrotnoscig dla macierzy [X.

Twierdzenie 12

Macierz X jest wzajemng ¢ -odwrotnoscia macierazy AEﬂM] wite-

dy i tylko wtedy, gdy

(60) W = UV

gdzie U/, ¥ ,/ sa macierzami okreslonymi wzorem (44). W takim przy-
padku wzdér (44) mozna napisaé w postaci

(61) X =D +EUIF +VE)

W szczegélnosdci, gdy 7 =mlubr=pn, kazda g-odwrotno$é macie-

rzy A jest wzajemna.

[m,n]
Dowéd

Zatézmy najpierw, ze X jest § -odwrotno$cia wzajemna macie-
rzy A . Na mocy (44), (45) i (50) mamy

LAX = HX = (D +EU)BX = (D +EUIF +VE) =
= DF + EUF + DVG + EUVG
skad na mocy (59) i (44)

EWG

EUVE

a nastepnie

YEWGYH YEUVGA

Stad na mocy (22) 1 (23) otrzymujemy (60), a nastepnie (44) w po-
staci (61).
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Zalézmy teraz, ze zachodzi réwnosé (60), czyli wzdér (44) ma

postaé (61). Wtedy

LAX = (D + EUY(F + VE)A(D + EUI(F + VG) =

@ + EUYFA +VEAY(D + EUY(F + vg)

i na moecy (25), a nastepnie (23)

L}

JAX (D + ENEWD + EVI(F + VE) =

[}

(D +EUYED + SEV(F + vE) =

(D +EUYF + V6) = X

czyli g-odwrotnosé £ jest wzajemna,
Gdy /' =m lub r = n, macierze V i W 1ub U i W znikaja i waru-
nek (60) jest zawsze speilniony. B

Twierdzenie 13

g-odwrotnoéé X macierzy A jest wzajemng wtedy 1 tyl-
ko wtedy, zdy we wzorze (36) macierz )V jest wzajemna g-odwrot-
noscia macierzy J.

Dowod

Jesli X jest wzajemna ¢-odwrotnoscig macierzy 4, to JAL =
=X, czyli na mocy (36)

CYBACYB = CVB

a nastepnie na mocy (2) A

CYIVE = CVB

Mngtqc obie strony lewostronnie przez 6'—1 i prawostronnie przez
B~ otrzymujemy ¥J¥V =V, czyli V jest wtedy wzajemna g-odwrot-

noscia macierzy 7.
Jesli - odwrotnie -~ V jest wzajemna g —odwrotnoscia macie-

rzy J, to VJ¥ =V czyli na mocy (38)
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1

¢ g e ap - gt

Mnozgc obie strony lewostronnie przez { i prawostronnie przez B
otrzymujemy
-1.,.-1
LB I Twusk

czyli na mocy (38) XAZ =X. Zatem X jest wtedy wzajemna ¢ -od-
wrotnoscia macierzy 4. H

Wiasnosé 15

Jesli .1‘1 i ,2.”2 sa dwiema dowolnymi g-odwrotnosciami macie-
rzy A, to X = 11.4_2.‘2 jest g-odwrotnoscia wzajemng macierzy A4.

Dowéd

Mamy

JAY = 114.1‘2,41'1/412 = xi,azluz =1'14.Z2 =X

czyli X jest, istotnie, g-odwrotnos$cia wzajemng macierzy 4A.H
Zauwazmy, ze wlasnosé 15 pozostaje prawdziwa réwniez w prazy-
padku, gdy X, = Z,. Pozwala to z dowolnej g-odwrotnosci .)1‘1 macie-

rzy A otrzymaé g-odwrotnosé wzajemna tej macierzy jako X =
=11Ax1.

Twierdzenie 14

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by macierz .I_' by-
ta ¢-odwrotnoscia Wwzajemng macierzy A jest mozliwosé przed-

stawienia jej w postaci

(62) 2y = [£+ Uy -HIP|A[Z + @y - 0]

[myn]

gdzie P i Q sg dowolnymi macierzami o wymiarach nxm, X jest

ustalong dowolnie g—odwrotnoéciq (niekoniecznie wzajemng) ma-
cierzy A, a # i L macierzami okreslonymi wzorami (47).
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Dowéd

1) Zalézmy najpierw, zZe 1} jest (@-odwrotnoscig wzajemng ma-

cierzy A4 i na mocy twierdzenia 7 1stniejq takie macierze P[amq i
’

Q[n,m]’ ze zachodzi (55), Wtedy
LAL,
=X+ Upy = HIP + QUpg = L)] [AL + ALy =~ HIP + AQUL 0y = L)]

i na mocy (49)
LAZ =[ L+ Iy =R + QU = L] [AL+ ALy = 1)] =

=[x4 + (I, -H)PA + (1,

m]

~ L] [ o=l =
=[24 + (Upy - HIPA] [2+ QUL - 2)] = -

=[X+ (I -HP)A [2+ ULy - L))]

skad na mocy réwnosci IiA.l'i = 11 otrzymujemy (62).
2) Zatézmy teraz, Ze macierz 1& spetnia warunek (62).
Wtedy na mocy (49)

AZA = A[X+ (Tppy = HIPJA[Z+ @y - L)]A=

= [A% + Ay - HIP|A[RA + @Iy - L)A] = ATAZA = AZA = A
X AL =
=[t + Uy - AL+ QU py-0)] [AL+4 Uy IPJA[E+ (2, - 1)] =
= [+ Upy = WP L+ @ Uy = LI AZA[ X + @ Uy = L] =
=[ * Ty ~HPJA[Z + QU = LA [+ @y = L)] =
=[ 2 + Uy =HP|A[ XA+ QU = VA[X + §U - L] =
=[x + Ly - IP)aen (2% 9Ly - L)) =

=[x+ U mwpafar gl - L] = 2,
czyli 1‘1 jest wtedy g -odwrotnoscia wzajemna macierzy 4. B
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Twierdzenie 15

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by dla g-odwrot-
nosci X macierzy 4 byl spelniony warunek

[myn]
(63) pL) = p(A)

jest wzajemno$é g-odwrotnosci JX.

Dowod

Zalézmy najpierw, ze /7 = g(X) = p(A). Gdy r =0, wtedy J =
= 0[ﬂ.-m] i réwnoéé (59) jest spetniona, czyli X jest ¢-odwrotno-
§cia wzajemng macierzy A=0 A Gdy r=m lub r = n, wtedy
na mocy twierdzenia 12 kazda g-odwrotnosé [ macierzy 4 jest wza-
jemna. Gdy wreszcie I # O, I'# m, I # n, wtedy réwnosé¢ (63) po-

cigga za soba na mocy (38)

(64) o =r
gdzie na mocy lematu 2 macierz ¥ ma postaéd
i ‘ EL
1 V LN 3 V
: 11 1,m=r o
; e 2563
. |
1 v st ¥ :
Vi ) - ___:_ s A I[,»]_L v
T u : T e Ut
11 =+ 4, : 11 Re Miner 7 :k/
R e o I ke LS
u e ] ! W'. .:. W.
n=-ry1 n—r,r'l n-r,i- n = ryn=r

L}

Niech P1 (i =1, ...,n) oznacza i-ty wiersz tej macierzy., Ponie-
waz wiersze Pi’ “"’Pr sg liniowo niezalezne, wiec na mocy (64)

dla kazdego wiersza Pk%—r (k =1,...,n-r) istniejg takie liczby

- a (x z -
qi+r,1' i k+f]} -
R = R+ o0y +
kdr krr"t Sir
Analizujac pierwsze I wyrazéw wiersza Pk ., dochodzimy do wnio-
sku, ze :
G e dla o jpatsr g

1 — Uogolnione odwrotnosei. . .
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= = sea
e Bpep = Gy s

Wobec tego dla kazdego § = 1, ..., m - r jest

w, = U

+ ssw +
s “1Y1s Gl

kr rs

co oznacza, ze W = (/. Na mocy twierdzenia 12 macierz X jest wte-
dy g-odwrotnoscia wzajemna.
Zatdézmy teraz, ze - odwrotnie - g —odwrotnosé X jest wzajemna,

czyli macierz Am'n] Jest g-odwrotnoscig macierzy "r[u.m]' Wo-

bec tego na mocy wiasnoséci 9 oprécz nierdwnodci

0 (A)<Q(X) < min(m,n)

mamy rowniez "
0 &) <P(A) < min(m,n)

skad wynika réwnosé (63). B

7.g-ODWROTNOSCI A4 -SYMETRYCZNE

g -odwrotnosé X macierzy A i) bedziemy nazywaé H-symetryczna
wtedy i tylko wtedy, gdy

(65) H* = H
gdzie # = X4,

Twierdzenie 16

Macierz X jest g-odwrotnoscig H-symetryczna macierzy /4
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek

Lmyn]
(66) A = AAE™

Dowdd

1) Jesli macierz X jest g-odwrotnoscig 4 -symetryczna macie-

rzy 4, to spelnia warunek
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