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W ostatnich latach w niektórych działach matematyki, zwłaszcza 

w algebrze liniowej i statystyce matematycznej i ich zastosowaniach, 

coraz częściej używa sie pojęcia uogólnionych odwrotności macierzy, 

a więc odwrotności istniejących dla wszystkich macierzy prosto

kątnych. W literaturze matematycznej brak było jednołitej teorii 

tych odwrotności. Praca niniejsza jest próbą wypełnienia tej łuki. 

Podano 10 niej zasadnicze znane fakty. Uzupełniono je wieloma no

wymi twierdzeniami. Niektóre dowody twierdzeń znanych uprosz

czono. 

Oprócz rozważań teoretycznych praca zamiera efektywny ałgorytm 

do obliczania uogólnionych odwrotności macierzy, przykłady zasto

sowań, jak również konkretne przykłady numeryczne. Wykład jest 

zrozumiały dła wszystkich czytelników znających podstawy ra-

chtinku macierzowego. 
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W S T Ę P 

W pracy n i n i e j s z e j r o z w a ż a m y macierze p r o s t o k ą t n e o wyrazach 

z e s p o l o n y c h . Symbol A* oznacza s p r z ę ż o n ą t r a n s p o z y c j ę m a c i e r z y A. 

M o ż n a jednak r ó w n i e ż t r a k t o w a ć w s z y s t k i e macierze jako macierze 

o wyrazach r z e c z y w i s t y c h . Wtedy symbol A* oznacza z w y k ł ą t r a n s p o 

z y c j ę macierzy A. 

N i e c h A i T b ę d ą dowolnymi macierzami p r o s t o k ą t n y m i o t e j 

samej l i c z b i e w i e r s z y . R ó w n a n i e macierzowe 

(1) A 3 = T . 

w przypadku, gdy A j e s t m a c i e r z ą k w a d r a t o w ą n i e o s o b l i w ą , ma za

wsze r o z w i ą z a n i e 3 = A T , g d z i e A oznacza o d w r o t n o ś ć macie

r z y ^ . R o z w i ą z a n i e to j e s t j e d y n e . W s z c z e g ó l n o ś c i T m o ż e b y ć wek

torem kolumnowym. 

C. R. Rao [ i ] w n a t u r a l n y s p o s ó b u o g ó l n i ł p o j ę c i e o d w r o t n o ś c i ^ 

d l a dowolnej macierzy p r o s t o k ą t n e j A ż ą d a j ą c , aby d l a k a ż d e j ma

c i e r z y T, d l a k t ó r e j r ó w n a n i e (1) n i e j e s t s p r z e c z n e , m a c i e r z Z = 

= XT b y ł a r o z w i ą z a n i e m ( b y ć m o ż e n i e jedynym). Okazuje s i ę , ż e 

tak z d e f i n i o w a n a o d w r o t n o ś ć X i s t n i e j e d l a k a ż d e j macierzy pro

s t o k ą t n e j A. B ę d z i e m y j ą n a z y w a ć o d w r o t n o ś c i ą u o g ó l n i o n ą a l b o k r ó 

c e j ^ - o d w r o t n o ś c i ą . 

N a r z u c a j ą c na g-odwrotność dodatkowe warunki, j a k to z r o b i l i 

E . II. Moore [ 2 ] i R. Penrose [ 3 ] , o k r e ś l a s i ę o d w r o t n o ś ć dowolnej 

macierzy p r o s t o k ą t n e j j e d n o z n a c z n i e . B ę d z i e m y ją n a z y w a ć odwrotno

ś c i ą Moore a-Penrosego a l b o k r ó c e j MP-odwrotnością. Zatem //^-od

w r o t n o ś ć j e s t s z c z e g ó l n y m przypadkiem ^ - o d w r o t n o ś c i . 

G. P e t e r s i J . H. W i l k i n s o n [6] p o k a z a l i , ż e MP-odwrotność do

wolnej macierzy p r o s t o k ą t n e j A m o ż n a o k r e ś l i ć w n a t u r a l n y s p o s ó b , 

jako t a k ą m a c i e r z , k t ó r a m i ę d z y macierzami X m i n i m i z u j ą c y m i nor

m ę e u k l i d e s o w ą || b - AXb ||, g d z i e b j e s t wektorem kolumnowym, ma n a j 

m n i e j s z ą n o r m ę . 

W pracy n i n i e j s z e j podano podstawowe w i a d o m o ś c i o g-odwrotno-

ś c i a c h . N i e k t ó r e z n i c h s ą znane, inne s t a n o w i ą u z u p e ł n i e n i e do

konane przez a u t o r a . Po r a z pierwszy podano efektywny w z ó r na 



w s z y s t k i e m o ż l i w e ^ - o d w r o t n o ś c i danej m a c i e r z y , a l g o r y t m do i c h 

o b l i c z a n i a , n a s t ę p n i e efektywne wzory i algorytmy d l a ^-odwrotno

ś c i s p e ł n i a j ą c y c h p o s z c z e g ó l n e warunki d o d a t k o w e . N i e k t ó r e z t w i e r 

d z e ń znanych o t r z y m a ł y nowe p r o s t s z e dowody oparte o nowo wyprowa

dzone w ł a s n o ś c i . Udowodniono, ż e k l a s a macierzy X m i n i m i z u j ą c y c h 

n o r m ę ||b - AXb ||pokrywa s i ę z k l a s ą g-odwrotności L - s y m e t r y c z n y c h . 

Jak dotychczas brak b y ł o w y k o ń c z o n e j t e o r i i ^ - o d w r o t n o ś c i . P r a 

ca n i n i e j s z a j e s t p r ó b ą w y p e ł n i e n i a t e j l u k i . 

i 



1. OZNACZENIA 

M a c i e r z e b ę d z i e m y o z n a c z a ć d u ż y m i l i t e r a m i ł a c i ń s k i m i lub gre 

c k i m i . M a ł e l i t e r y b ę d ą o z n a c z a ć l i c z b y . J e ś l i b ę d z i e p o t rzebna 

z n a j o m o ś ć w y m i a r ó w m a c i e r z y , b ę d ą one podawane jako para w s k a ź n i 

k ó w w nawiasach kwadratowych przy symbolu m a c i e r z y . J e ś l i , n a przy 

k ł a d , m a c i e r z M ma wymiary p x q, to b ę d z i e m y j ą o z n a c z a ć r ó w n i e ż 

symbolem M , . Odwrotnie, macierz w p r o w a d z o n ą symbolem M b ę 

d z i e m o ż n a - bez k a ż d o r a z o w e g o o b j a ś n i a n i a - o z n a c z a ć po p r o s t u 

symbolem li. 

Wymiar macierzy kwadratowych b ę d z i e m o ż n a p o d a w a ć t y l k o j e 

dnym w s k a ź n i k i e m , o k r e ś l a j ą c y m s t o p i e ń m a c i e r z y . Na p r z y k ł a d sym

b o l N b ę d z i e o z n a c z a ć m a cierz k w a d r a t o w ą k -go s t o p n i a . W szcze 

g ó l n o ś c i symbol b ę d z i e zawsze o z n a c z a ć macierz j e d n o s t k o w ą 

/r-go s t o p n i a . 

M a c i e r z e zerowe b ę d z i e m y o z n a c z a ć symbolem 0 z ewentualnym po 

daniem w y m i a r ó w , na p r z y k ł a d 

Wyrazy macierzy b ę d z i e m y o z n a c z a ć tymi samymi l i t e r a m i , co sa 

m ą m a c i e r z , a l e m a ł y m i , zawsze z podaniem w s k a ź n i k ó w w i e r s z a i ko 

lumny. A w i ę c , na p r z y k ł a d , symbol m b ę d z i e o z n a c z a ć wyraz ma

c i e r z y fi. 

Symbolem c{M) b ę d z i e m y o z n a c z a ć r z ą d macierzy li. 

W c e l u u p r o s z c z e n i a w z o r ó w b ę d z i e m y d o p u s z c z a ć symbole li^ ^, 

li czy M , c z y l i symbole "macierzy" o l i c z b i e w i e r s z y lub 
[Pi 0] [0,0] 

kolumn r ó w n e j z e r u , p r z y j m u j ą c , ż e 

A

 [ « , 0 ] B\0,n\~ °[/n,n] 

[w,0] ~ [»»,0] ~ °["i|0] 

A[0,n] = B[0,n] = °[0,n] 

^ [ 0 , 0 ]
 =

 *[0]
 =

 °[0]
 = J

[ o ] 

Zgodnie z p o w y ż s z ą u m o w ą m a cierz fl|-
0
-| ma o d w r o t n o ś ć , j e s t bowiem 

sama d l a s i e b i e o d w r o t n o ś c i ą 
S

[ o ]
5

[ o ]
 = 7

[o] 
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R z ą d m a c i e r z y o l i c z b i e w i e r s z y l u b kolumn r ó w n e j z e r u j e s t z a

wsze 0. 

M a c i e r z s p r z ę ż o n ą do macierzy M b ę d z i e m y o z n a c z a ć symbolem M 

a m a c i e r z t r a n s p o n o w a n ą symbolem M'. Wobec tego j e s t zawsze 

M* * (Fi)' = (TT
7

) 

a d l a macierzy r z e c z y w i s t y c h 

M*= M', FI = M. 

Znaczek • b ę d z i e o z n a c z a ć z a k o ń c z e n i e dowodu. 

2 . NORMA MACIERZY 

W n i n i e j s z e j pracy n o r m ą m a c i e r z y A
r
 , b ę d z i e m y n a z y w a ć nor-
L t J 

m ę e u k l i d e s o w ą t e j m a c i e r z y , t z n . l i c z b ę r z e c z y w i s t ą n i e u j e m n ą | A \ 

t a k ą , ż e 

I M I
2

 = t £ K I
2

 =
 T

^ * > 
I-I j-i 

Z p o w y ż s z e j d e f i n i c j i wynika, ż e 

\/S + B\
2

 = ir{A + B){A* + B*) = 

= M I |
2 +

I
5

I
2 +

 1r{AB*) + TT(BA*) = 

= \A\
2

 +\\B\
2

 + 2 Tr Re(AB*) 

P o n i e w a ż z d e f i n i c j i kwadrat normy maci e r z y j e s t s u m ą k w a d r a t ó w 

w y r a z ó w t e j m a c i e r z y , w i ę c 

\A\ = 0 A = 0 

Wynika s t ą d m. i n . , ż e 

AA* = 0 A = 0 



r 

Z p o w y ż s z y c h w ł a s n o ś c i normy macie r z y b ę d z i e m y k o r z y s t a ć w d a l 

szym c i ą g u p r a c y . 

3. TWIERDZENIA 0 DIAGONALIZACJI 

W pracy n i n i e j s z e j w s p o s ó b i s t o t n y b ę d ą wykorzystywane n i e 

k t ó r e znane t w i e r d z e n i a o d i a g o n a l i z a c j i m a c i e r z y . Ze w z g l ę d u na 

t o , ż e i c h dowody m a j ą c h a r a k t e r k o n s t r u k c y j n y i s t w a r z a j ą i d e ę 

p r z e w o d n i ą d l a odpowiednich a l g o r y t m ó w , podamy potrzebne t w i e r d z e 

n i a wraz z p e ł n y m i dowodami. 

Twier d z e n i e 1 

Dla k a ż d e j macierzy Ar , i s t n i e j ą t a k i e n i e o s o b l i w e macie-
\_m, nj 

( 2 ) 

g d z i e 

(3) j 

D o w ó d . 

Niech 

BAC = J 

O 
[m-r,/-] 

0 
[r,/i-r] 

0 
ę[A) 

(4) p = min (m,n) 

Wobec tego r z ą d r macierzy A s p e ł n i a n i e r ó w n o ś ć 

(5) 0 s i r «£ p 

Gdy macierz A j e s t zerowa, t z n . r = 0, m o ż n a p r z y j ą ć , ż e B = 
=

 ^ O : » ^
 =

 tfni ' J
 = 0

 tm a]
 1 w t e d

y z a c h o d z i ( 2 ) . Wobec tego wy

s t a r c z y o g r a n i c z y ć s i ę do przypadku, gdy 

(6) 1 s£ r ^ p 
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N i e c h 

U J 

! A U J 
l * + l , * + i 

° r - i 

' * ' ak+l,n 

• 

. m,Jc +1 
• ! * J k ) 

(7) 
k = 0,1,...,r 

A W.-A 

Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e i s t n i e j e wyraz o £ °i g d z i e k<u^,m. k^v<,n. 

Wprowadzamy macierz k w a d r a t o w ą B1 m -go s t o p n i a w e d ł u g wzoru 

k +i 

(8) * +1 u 

5 
U J 

o i 
i 

k+ i 

gdy u ^ k + i 

oraz m a c i e r z k w a d r a t o w ą ' n -go s t o p n i a w e d ł u g wzoru 



k +1 
9 

c U ) 
•1 

U i V 

* + l , gdy v = k +i 

(9) 

• ( i ) 

•1 

• i 

U ) 
a 

• i 

* + i 

, gdy M <r+l 

M o ż e m y t e r a z u t w o r z y ć m acierz p o s t a c i 

(io)
 B

[n
A
[k)

c
ik) 

[OT-*,*] 

[* ,n-k] 

C*) 
1 

( 3 { k ) / ł k ) QW> 
' J * + 2 , * + l / J * + 2 , * + 2 /ók+2,n 

fi 
(k) 

m,k +1 

,(*) 

ÔT , * + 2 
/3 
(*) 

tn.n. 

Wprowadzamy t e r a z m a c i e r z k w a d r a t o w ą B \ n - g o s t o p n i a 

ń k ) -1 

( u ) 

B U) 

[OT] • 

" 1 

gdy m = k + l 

* 1 

(*) 

? Ą + 2 , * + l I 

ik) 
OT,* +1 

gdy m ± k + \ 
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oraz m a c i e r z k w a d r a t o w ą n -go s t o p n i a w e d ł u g wzoru 

J[ny gdy n = k + i 

(12) 

C 
(k) 

i . 

, gdy n f k + 1 

Mamy wtedy m o ż l i w o ś ć o k r e ś l e n i a m a c i e r z y 

d 3 ) • A - ^ % i * ^ ^ > c ^ > J i ) 

p o n i e w a ż p o m n o ż e n i e lewostronne m a c i e r z y (10) p r z e z m a c i e r z ( i i ) 

powoduje wyzerowanie w y r a z ó w pod g ł ó w n ą p r z e k ą t n ą w (£ + l ) - e j ko

lumnie, a p o m n o ż e n i e prawostronne m a c i e r z y p r z e z 

m a c i e r z (12) powoduje wyzerowanie w y r a z ó w nad g ł ó w n ą p r z e k ą t n ą 

yn
 +

 i)-ym w i e r s z u , przy n i e z m i e n i o n y c h p i e r w s z y c h k + i kolum

nach. 

Z a u w a ż m y , ż e w s z y s t k i e macierze \ \ s ą n i e -

o s o b l i w e , wobec czego na mocy (13) 

(14) e (A[k+1)) - ę(Aik)) 

ik) Gdy n i e i s t n i e j e w macierzy (7) wyraz a f 0, g d z i e k<u^a, 

k<.v^n, m a c i e r z (7) ma p o s t a ć 

(15) 

i wobec tego 

(16) 

(k) 
I 

\m-k,k~\ 

0 

[m- k,n-k~\ 

(s ) 

N i e c h A b ę d z i e p i e r w s z ą z k o l e i m a c i e r z ą w c i ą g u A 

m a j ą c ą p o s t a ć ( 1 5 ) . Wobec (14) j e s t 

c(A(s)) = p(A) = r 

(0) Ar) 



i na mocy (16) s = r. Wtedy na mocy (3) 

l i 

(17) 

K ł a d ą c 

(18) 

A
( R )

 = J 

otrzymujemy m a c i e r z 5 k w a d r a t o w ą n i e o s o b l i w ą m-go s t o p n i a , a k ł a 

d ą c 

(19) 
r AO) (O) r(r-±) (r-±) 

m a c i e r z k w a d r a t o w ą n i e o s o b l i w ą n-go s t o p n i a , t a k i e ż e 

A
{ R )

 =BA
{0)

C 

c z y l i na mocy (17) otrzymujemy ( 2 ) . • 

D l a danej m a c i e r z y A w z ó r (2) na o g ó ł n i e o k r e ś l a macierzy.5 

i C j e d n o z n a c z n i e . Z punktu w i d z e n i a d a l s z y c h r o z w a ż a ń j e s t to 

jednak n i e i s t o t n e . B ę d z i e m y z a k ł a d a ć , ż e B i C s ą u s t a l o n y m i ma

c i e r z a m i s p e ł n i a j ą c y m i warunek ( 2 ) , 

W dalszym c i ą g u b ę d ą potrzebne r ó ż n e wzory z w i ą z a n e z macie

rzami B i C. Wobec tego zajmiemy s i ę t e r a z wyprowadzeniem t y c h 

w z o r ó w . N i e c h 

B = 

F 

[m-r, ro] 
B 
-1 

r
 1

 A 
[ m i r ] J [/n»/n-r] 

(20) 

C = D 
[/i,n-r] 

c -1 
[ r . n ] 

g d z i e - j a k popr z e d n i o - r oznacza r z ą d macierzy A . 

Ze w z o r ó w 5 B = - oraz wynika, ż e 

(21) /T + AG = / 
[ i ] 
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.-1 
Ze wzoru BB = I r

n
j w ynika, ż e 

( 2 2 ) Ff
 S

/
M
 , ̂  = o

r
 _, * r = o_ &j = j _ 

a ze wzoru C~
X

C = / [«] 

( 2 3 ) $D = /. . , *E = o
r
 ., w = o , 

W z ó r ( 2 ) j e s t r ó w n o w a ż n y wzorowi 

(24) 

Ale 

BA =JC 
-1 

BA 
FA 

~GA~ JC - i 
°[m-r,n] 

Otrzymujemy s t ą d wzory 

(25) FA - #, £4 = o [m- r, a] 

W z ó r ( 2 ) j e s t t a k ż e r ó w n o w a ż n y wzorowi 

(26) 

P o n i e w a ż 

AC =B~
±

J 

AC - [AD j AE ] , x9
-1

7 = ! o
r
 .1 

zatem 

(27) = O AD = r , MC - " j - ^ . , . - ] 

W r e s z c i e w z ó r (2) j e s t r ó w n o w a ż n y wzorowi 

(28) A ^B^JC'
1 

skąd - b i o r ą c pod u w a g ę , ż e (B ^J)C
 1

 = F$- otrzymujemy 

(29) rt = A 
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a ze w z o r ó w ( 2 9 ) , (27) i (25) 

(30) ADFA = A 

Z f a k t u , ż e macierze B i C s ą n i e o s o b l i w e , wynika, ż e d l a 

k a ż d e j m a c i e r z y A o b i e macierze i £ s ą r z ę d u r . Wobec tego 

d l a k a ż d e j macierzy A macierze f*P o r a z s ą obie macierzami 

kwadratowymi n i e o s o b l i w y m i s t o p n i a i r z ę d u r i m a j ą m a c i e r z e od

wrotne ( r * / "
1

)
- 1

 i ( £ £ * )
_ 1

. R ó w n i e ż na mocy (29) d l a k a ż d e j ma

c i e r z y A macierz 

r*A§* = (r*n &§*) 

j e s t m a c i e r z ą k w a d r a t o w ą n i e o s o b l i w ą s t o p n i a i r z ę d u r i ma ma

c i e r z o d w r o t n ą 

( / ^ ć * ) - 1 = ( # # * ) " 1 ( r x D _ 1 

Skorzystamy z tego w d a l s z y c h r o z w a ż a n i a c h . 

Obecnie z ł a t w o ś c i ą udowodnimy d r u g i e t w i e r d z e n i e o d i a g o n a l i 

z a c j i . 

T w i e r d z e n i e 2 

D l a k a ż d e j macierzy A r z ę d u r i s t n i e j ą t a k i e macierze 

A i i ? r z ę d u r , ze 

(31) /^Z? = J
[ r ] 

D o w ó d 

W z ó r (31) wynika b e z p o ś r e d n i o z pierwszego wzoru (25) i pierw

szego wzoru ( 2 3 ) , p o n i e w a ż z f a k t u , ż e macierze B i C s ą n i e o s o 

b l i w e , wynika, że macierze A" i Z? s ą ob i e r z ę d u I 

4. O K R E Ś L E N I E g-ODWROTNOŚCI I ICH PODSTAWOWE W Ł A S N O Ś C I 

D e f i n i c j a 

O d w r o t n o ś c i ą u o g ó l n i o n ą a l b o Q - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A 

* [*,»] 
nazywamy k a ż d ą t a k ą m a cierz X, ż e d l a k a ż d e j macierzy 7", d l a k t ó 

r e j r ó w n a n i e 


	mwuom_batch - 0001
	mwuom_batch - 0002
	mwuom_batch - 0003
	mwuom_batch - 0004
	mwuom_batch - 0005
	mwuom_batch - 0006
	mwuom_batch - 0007
	mwuom_batch - 0008
	mwuom_batch - 0009
	mwuom_batch - 0010
	mwuom_batch - 0011
	mwuom_batch - 0012
	mwuom_batch - 0013
	mwuom_batch - 0014

