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D o w ó d 

Mamy 

Zatem 

AXA = \A2*2\\A2 - V M 

J e ś l i m a cierz J
e s t

 idempotentna, t z n . 

1 2 1 2 1 2 

to m n o ż ą c tę r ó w n o ś ć stronami l e w o s t r o n n i e p r z e z A^ a prawostron

n i e p r z e z A2 otrzymujemy 

a s t ą d <4Z4 =/4 , c z y l i j e s t wtedy ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A. 

J e ś l i - odwrotnie'- j e s t AXA = A , c z y l i 

A*LnHAn = A H LA 
1 2 1 2 1 1 2 2 

to m n o ż ą c tę r ó w n o ś ć stronami l e w o s t r o n n i e p r z e z X^ a prawostron

n i e p r z e z X2 otrzymujemy 

H L H L = H H L L = H L 
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 

Zatem macierz H^L2 J
e s t

 wtedy idempotentna. • 

5. O D W R O T N O Ś C I LEWO- I PRAWOSTRONNE 

D e f i n i c j a 

O d w r o t n o ś c i ą l e w o s t r o n n ą m a c i e r z y A nazywamy k a ż d ą t a k ą 

m a c i e r z A , że 
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(56) AlA = J
[ n ]

. 

t 

O d w r o t n o ś c i ą p r a w o s t r o n n ą m a c i e r z y A nazywamy k a ż d ą t a k ą 

Im,a] 
m a c i e r z Ap, ż e 

( 5 7 ) AA" = J [ m ] . 

W ł a s n o ś ć 13 

K a ż d a o d w r o t n o ś ć lewostronna i k a ż d a o d w r o t n o ś ć prawostronna 

m a c i e r z y A j e s t g - o d w r o t n o ś c i ą t e j m a c i e r z y . 

D o w ó d 

M n o ż ą c l e w o s t r o n n i e obie s t r o n y r ó w n o ś c i (56) p r z e z A otrzymu

jemy AAlA = A, co o z n a c z a , ż e AL j e s t , i s t o t n i e , ^ - o d w r o t n o ś c i ą 

m a c i e r z y A . A n a l o g i c z n i e , m n o ż ą c p r a w ostronnie o b i e s t r o n y r ó w n o 

ś c i ( 5 7 ) p r z e z A, otrzymujemy AAPA =A, co o z n a c z a , ż e Ap j e s t g-
- o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A. • 

W ł a s n o ś ć 14 

J e ś l i i s t n i e j e o d w r o t n o ś ć l e w ostronna AL (prawostronna Ap) ma

c i e r z y A , to w s z y s t k i e ^ - o d w r o t n o ś c i macierzy A s ą j e j odwrotno-

s c i a m i lewostronnymi ( p r a w o s t r o n n y m i ) . 

D o w ó d 

J e ś l i i s t n i e j e o d w r o t n o ś ć lewostronna A macierzy A , to j e s t 

ona r ó w n i e ż ^ - o d w r o t n o ś ć i ą na mocy w ł a s n o ś c i 13. P r z y j m u j ą c X = A 

mamy H = XA = ALA = I^n^ o r a z L = AAL. Wobec tego na mocy t w i e r 

d z e n i a 6 k a ż d ą ^ - o d w r o t n o ś ć X m a c i e r z y A m o ż n a p r z e d s t a w i ć w po

s t a c i 

X± - Ai + T - TAAL 

g d z i e T j e s t d o w o l n ą m a c i e r z ą o t y c h samych co X^ wymiarach i wo

bec tego 
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X±A = AŁA + TA - TA A1 A = /[rj] + TA - TA = 7
[ri]
 , 

co o z n a c z a , ż e JT j e s t o d w r o t n o ś c i ą l e w o s t r o n n ą m a c i e r z y / J . 

D o w ó d d l a o d w r o t n o ś c i prawostronnych przeprowadzamy a n a l o g i c z 

n i e . • 

Tw i e r d z e n i e 9 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m na t o , aby ma c i e r z A^n ^ 

m i a ł a o d w r o t n o ś ć l e w o s t r o n n ą , j e s t C(A) = n. Warunkiem koniecznym 

i w y s t a r c z a j ą c y m na t o , aby ma c i e r z 4 ^ m i a ł a o d w r o t n o ś ć prawo

s t r o n n ą , j e s t p[A) = m. 

D o w ó d 

J e ś l i m a cierz Ar , ma o d w r o t n o ś ć l e w o s t r o n n ą AL = X, to // = 

= Jj-^-j i na mocy w ł a s n o ś c i 11 p(A) = p[H) = n. J e ś l i m a c i e r z A^^ 

ma o d w r o t n o ś ć p r a w o s t r o n n ą Ap = X, to Z = i na mocy t e j ż e w ł a 

s n o ś c i p(A ) = pil) • m. 
J e ś l i - odwrotnie - p(A) = n, to na mocy (20) m a c i e r z e 5 i 

z n i k a j ą i 

(58) c = D, c'
1

 = ę. 

Wobec tego na mocy t w i e r d z e n i a 5 k a ż d a g - o d w r o t n o ś ć X macierzy A 

ma p o s t a ć 

X = CF + CVG 

s k ą d na mocy (25) i (58) 

XA = GFA.+ CYGA = C§ = CC" = I r
B ] 

co dowodzi, że j e s t o d w r o t n o ś c i ą l e w o s t r o n n ą m a c i e r z y / ! . A n a l o 

g i c z n i e przeprowadzamy d o w ó d w przypadku, gdy p[A) = m.* • 

T w i e r d z e n i e 10 

M a c i e r z A^m _ ma o d w r o t n o ś ć l e w o s t r o n n ą i o d w r o t n o ś ć prawo

s t r o n n ą wtedy i t y l k o wtedy, gdy j e s t kwadratowa nieosobliwa.W t a -
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kim przypadku o d w r o t n o ś ć lewostronna i o d w r o t n o ś ć prawostronna s ą 

o k r e ś l o n e j e d n o z n a c z n i e i p o k r y w a j ą s i ę ob i e ze z w y k ł ą odwrotno

ś c i ą A , k t ó r a j e s t zarazem j e d y n ą ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A . 

D o w ó d 

Na mocy t w i e r d z e n i a 9 macierz A ma z a r ó w n o o d w r o t n o ś ć l e -

w o s t r o n n ą , j a k i o d w r o t n o ś ć p r a w o s t r o n n ą wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

C{A) = m = n, c z y l i gdy m a c i e r z A j e s t kwadratowa i n i e o s o b l i w a . 

W tym przypadku macierz.4 ma o d w r o t n o ś ć A
- 1

 j e d n o z n a c z n i e o k r e 

ś l o n ą i b ę d ą c ą zarazem ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A , p o n i e w a ż AA 4 « 

mA. K ł a d ą c ^ = 4
_ 1

, % a m y H = A~XA = 7 ^ , L = AA'1 = 7 ^ = 

i na mocy t w i e r d z e n i a 6 d l a k a ż d e j g-odwrotności XA j e s t X. = X = 
_1 ' l i 

'A , • 

T w i e r d z e n i e 11 

J e ś l i X^ j e s t c r - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A^ _ _ > a JC
2
 j e s t g-od-

w r o t n o ś c i ą macierzy ^ ^ i al b o ^ ( ^ J = rc, al b o ^ ( ^
2
) • /z, c z y 

l i m a c i e r z A^ ma o d w r o t n o ś ć l e w o s t r o n n ą a l b o m a c i e r z A^ - odwrot

n o ś ć p r a w o s t r o n n ą , to m a c i e r z X„XA j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy 

Ar 1 = ASi> 

D o w ó d 

Z a ł ó ż m y , ż e p(A^) - n. Na mocy w ł a s n o ś c i 12 j e s t wtedy H. 

= ZjA^ = 1 ^ . Zatem d l a = A^X2 j e s t 

v 2 v 2 = w 2
 = v 2 

i na mocy t w i e r d z e n i a 8 m a c i e r z X X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macie-
2 1 ' 

r z y A. W przypadku f(A2) = " mamy / = 4 JTg = 7[-„-] i d o w ó d j e s t 

a n a l o g i c z n y . • 
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6 . 0 - O D W R O T N O Ś C I WZAJEMNE 

C - o d w r o t n o ś ć X macierzy A b ę d z i e m y n a z y w a ć w z a j e m n ą wte-

dy i t y l k o wtedy, gdy 

(59) XAX = X 

c z y l i , gdy zarazem macierz A j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą d l a maci e r z y X. 

T w i e r d z e n i e 12 

M a c i e r z X j e s t w z a j e m n ą C - o d w r o t n o ś c i ą macierzy ^[mni w t e _ 

dy i t y l k o wtedy, gdy 

(60) IV = UV 

g d z i e U,/ ,tV s ą macierzami o k r e ś l o n y m i wzorem ( 4 4 ) . W takim p r z y 

padku w z ó r (44) m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 

(61) X = (D + EU)(F + l/G) 

W s z c z e g ó l n o ś c i , gdy r = ml u b r = n, k a ż d a ^ - o d w r o t n o ś ć macie

r z y A. . j e s t wzajemna. 

X.m,n\ 

D o w ó d 

Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e X j e s t C-odwrotnością w z a j e m n ą macie

r z y / 4 . Na mocy ( 4 4 ) , (45) i (50) mamy 

XAX • HX'* (D + £/J)$X = (Z? + EU){F + Vff) = 

= DF + EUF + Di/G + EUVG 

s k ą d na mocy (59) i (44) 

EWG m EU/G 

a n a s t ę p n i e 

TEWGó = YEUVGA 

S t ą d na mocy (22) i (23) otrzymujemy ( 6 0 ) , a n a s t ę p n i e (44) w po

s t a c i ( 6 1 ) . 
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Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e z a c h o d z i r ó w n o ś ć ( 6 0 ) , c z y l i w z ó r (44) ma 

p o s t a ć ( 6 1 ) . Wtedy 

XAX = (D + EU){F i YG)A{D + £U)(F + YG) = 

= W + EU)(FA + YGA)(B '* EU)(F + YG) 

i na mocy ( 2 5 ) , a n a s t ę p n i e (23) 

XAX = W + + EU) (F + ^ ) t 

= (Z? + EU)($D + £/fć/Mr~ + /<5") = 

= (D + EU)(F + W) = X 

c z y l i ^ - o d w r o t n o ś ć X j e s t wzajemna. 

Gdy r = rn lub r = n , macierze 1/ i W lub U i IV z n i k a j ą i waru

nek (60) j e s t zawsze s p e ł n i o n y . • 

Tw i e r d z e n i e 13 

Q-odwrotność X macierzy Ar j e s t w z a j e m n ą wtedy i t y l -
[m, ri] 

ko wtedy, Rdy we wzorze (36) macierz Y j e s t w z a j e m n ą ^-odwrot

n o ś c i ą macierzy J. 

D o w ó d 

J e ś l i X j e s t w z a j e m n ą g-odwrotnością macierzy A, to XAX = 

= X , c z y l i na mocy (36) 

CYBACYB = £ > 8 

a n a s t ę p n i e na mocy (2) 

GYJYB = CYB 

M n o ż ą c obie s t r o n y l e w o s t r o n n i e p r z e z i prawostronnie p r z e z 

B otrzymujemy YJY = i/, c z y l i y j o s t wtedy w z a j e m n ą g-odwrot-

n o ś c i ą macierzy J. 

J e ś l i - odwrotnie - Y j e s t w z a j e m n ą ^ - o d w r o t n o ś c i ą macie

r z y J, to YJY = Y c z y l i na mocy (38) 
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C~iJCB~1JC~iJCB~1 = CXXB~X 

M n o ż ą c obie s t r o n y l e w o s t r o n n i e p r z e z C i prawostronnie p r z e z B 

otrzymujemy 

XB~XJC~1X = X 

c z y l i na mocy (38) XAX =X. Zatem X j e s t wtedy w z a j e m n ą ^ - o d 

w r o t n o ś c i ą macierzy A . • 

W ł a s n o ś ć 15 

J e ś l i X^ i X2 są dwiema dowolnymi 9 - o d w r o t n o ś c i a m i macie

r z y A, to X = •X1AX2 "*
est

 0 -°
d w r o t

n° ś c i ą w z a j e m n ą m a c i e r z y A. 

D o w ó d 

Mamy 

AXA = AX±AX2A = AX2A = A 

XAX = X±AX2AXXAX2 = Z^Z^Ą = ĄA>Ą = X 

c z y l i X j e s t , i s t o t n i e , 9 - o d w r o t n o ś ć i ą w z a j e m n ą macierzy A.U 

Z a u w a ż m y , ż e w ł a s n o ś ć 15 p o z o s t a j e prawdziwa r ó w n i e ż w p r z y 

padku, gdy X = X • Pozwala to z dowolnej ^ - o d w r o t n o ś ć i X macie-

r z y A o t r z y m a ć 9 - o d w r o t n o ś ć w z a j e m n ą t e j macierzy jako X = 

T w i e r d z e n i e 14 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m na t o , by macierz X. by

ł a o-odwrotnością w z a j e m n ą macierzy AR , j e s t m o ż l i w o ś ć p r z e d -

s t a w i e n i a j e j w p o s t a c i 

( 6 2 ) xt = [z* U L N L -H)P\A[X ?Ąią
m
 - Z ) ] 

g d z i e P i Q s ą dowolnymi macierzami o wymiarach nxm,X j e s t 

u s t a l o n ą dowolnie ^ - o d w r o t n o ś c i ą ( n i e k o n i e c z n i e w z a j e m n ą ) ma

c i e r z y A, a H i"L macierzami o k r e ś l o n y m i wzorami ( 4 7 ) . 
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D o w ó d 

1) Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , ż e X^ j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą w z a j e m n ą ma

c i e r z y /) i na mocy t w i e r d z e n i a 7 i s t n i e j ą t a k i e macierze P^NNT-^ i 

0- _* ż e z a c h o d z i ( 5 5 ) . Wtedy 

X±AX± = 

" [ * • C/
w
 -//>P + ? ( 7

M
 -/.)]. [*T

 +
 4 ( 7 ^ - #)P M f C f o -Z.)] 

i na mocy ( 4 9 ) 

X1AXL + (7
[n]

 -H)P + C U W - L)] [AX + AQUW - L)] = 

= [xA + (ilnl -H)PA+culml -i)A][x'+ęiiw -/.)] -

-[-C - (7
[ s ]

 -//>P]rf \X*C(I
W
 -D] 

s k ą d na mocy r ó w n o ś c i XAAX^ = X^ otrzymujemy ( 6 2 ) . 

2) Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e m a c i e r z J Ł s p e ł n i a warunek ( 6 2 ) . 

Wtedy na mocy ( 4 9 ) 

AX±A = A [X* (7
[a]
 - H)P]A [X+ Q U W - L)]A = 

= pr*r + 4(7
[ n ]
 - H)P~\A\XA + caLnl - /w] = AXAXA = AXA = A 

= [x + -/^jU[a: + <7(7
[m]
- / D ] ^ [ X ^ ( 7

[ W ]
- 7)] 

f

*w 
-//)p]4^

 +
 4?(7^ - z)]4 £i+ ̂ ( /

M
- / ) ] = 

-[*• ( / [ « ] 
-H)P\A\XA+CU

W
 • -z.M][>

 +
 cu

Lm:
- a] = 

= [jc + - H)P~\AXA [X+ ftlfó -,)] = 

• \x + -H)P~\A j«.t ?(7
[(ll]

 - 7)] = x
Ą 

c z y l i X^ j e s t wtedy g-odwrotnością w z a j e m n ą macierzy A. 
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T w i e r d z e n i e 15 

Warunkiem koniecznym i w y s t a r c z a j ą c y m na t o , by d l a ̂ -odwrot

n o ś c i X macierzy Ar , b y ł s p e ł n i o n y warunek 

(63) p{X) = C{A) 

j e s t w z a j e m n o ś ć g - o d w r o t n o ś c i X. 

D o w ó d 

Z a ł ó ż m y n a j p i e r w , że r = C(X) = £ ( - d ) . Gdy r = 0, wtedy ^ = 

= 0 i r ó w n o ś ć (59) j e s t s p e ł n i o n a , c z y l i X j e s t tf-odwrotno-

s c i ą w z a j e m n ą macierzy A = 0 ^ . Gdy r = m l u b r = n, wtedy 

na mocy t w i e r d z e n i a 12 k a ż d a ^ - o d w r o t n o ś ć m a c i e r z y A j e s t wza

jemna, (idy w r e s z c i e r £ 0, r f m, r £ n, wtedy r ó w n o ś ć (63) po

c i ą g a za s o b ą na mocy (38) 

(64) = r 

g d z i e na mocy lematu 2 macierz Y ma p o s t a ć 

Y 
l l 

n-r,l 

lr 

n- r.r 

11 

r l 

. . . (/. 
1 ,m- r 

r.m-r 

w 
11 

w 
i ,/n-r 

/ z - r , 1- n-r,m-r 

N i £ c h iP ( i = 1» • • • i 1 ) oznacza L-ty w i e r s z t e j m a c i e r z y . Ponie

w a ż w i e r s z e L • t &r

 S£

V l i n i o w o n i e z a l e ż n e , w i ę c na mocy (64) 

d l a k a ż d e g o w i e r s z a /Ê  (£ = 1,.. .,/z - r ) i s t n i e j ą t a k i e l i c z b y 

oć ,...,<* , ż e • 

* +/-, 1 1 *• + r,r r 

A n a l i z u j ą c pierwsze r w y r a z ó w w i e r s z a R ' dochodzimy do wnio

sku , ż e 

k + r,j 
u d l a 7 = 1 , 

! — Uogólnione odwrotności. .. 
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s k ą d R = U..R + . . . + U, R 
k +r kl 1 kr r 

Wobec tego d l a k a ż d e g o S = 1, m - r j e s t 

ks kl l j " kr rs 

co o z n a c z a , te W * W . Na mocy t w i e r d z e n i a 12 macierz j e s t wte

dy ^ - o d w r o t n o ś c i ą w z a j e m n ą . 

Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e - odwrotnie - ^ - o d w r o t n o ś ć X j e s t wzajemna, 

c z y l i m a c i e r z A J e s t ( / - o d w r o t n o ś ć i ą macierzy X , . Wo-

bec tego na mocy w ł a s n o ś c i 9 oprc 

1 J e s t r / - o d w r o t n o ś c i ą macierzy Xr 

rm,«] *;
 y

 , 
w ł a s n o ś c i 9 o p r ó c z n i e r ó w n o ś c i 

c {A ) <C{X) < min(/n,/z) 

mamy r ó w n i e ż 

^ ( - O < min(m,rt) 

s k ą d wynika r ó w n o ś ć ( 6 3 ) . • 

7 . ( / - O D W R O T N O Ś C I //-SYMETRYCZNE 

O-odwrotność X m a c i e r z y A b ę d z i e m y n a z y w a ć / / - s y m e t r y c z n ą 9

 [OT,/z] 
wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

(65) H* = H 

g d z i e H - XA. 

T w i e r d z e n i e 16 

M a c i e r z X j e s t ^ - o d w r o t n o ś ć i ą / / - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y A 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy s p e ł n i a warunek 

(66) Ą, - /M*,t* 

D o w ó d 

i ) J e ś l i macierz j e s t ^ - o d w r o t n o ś ć i ą / / - s y m e t r y c z n ą macie

r z y A , to s p e ł n i a warunek 
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