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s k ą d R = U..R + . . . + U, R 
k +r kl 1 kr r 

Wobec tego d l a k a ż d e g o S = 1, m - r j e s t 

ks kl l j " kr rs 

co o z n a c z a , te W * W . Na mocy t w i e r d z e n i a 12 macierz j e s t wte­

dy ^ - o d w r o t n o ś c i ą w z a j e m n ą . 

Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e - odwrotnie - ^ - o d w r o t n o ś ć X j e s t wzajemna, 

c z y l i m a c i e r z A J e s t ( / - o d w r o t n o ś ć i ą macierzy X , . Wo-

bec tego na mocy w ł a s n o ś c i 9 oprc 

1 J e s t r / - o d w r o t n o ś c i ą macierzy Xr 

rm,«] *;
 y

 , 
w ł a s n o ś c i 9 o p r ó c z n i e r ó w n o ś c i 

c {A ) <C{X) < min(/n,/z) 

mamy r ó w n i e ż 

^ ( - O < min(m,rt) 

s k ą d wynika r ó w n o ś ć ( 6 3 ) . • 

7 . ( / - O D W R O T N O Ś C I //-SYMETRYCZNE 

O-odwrotność X m a c i e r z y A b ę d z i e m y n a z y w a ć / / - s y m e t r y c z n ą 9

 [OT,/z] 
wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

(65) H* = H 

g d z i e H - XA. 

T w i e r d z e n i e 16 

M a c i e r z X j e s t ^ - o d w r o t n o ś ć i ą / / - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y A 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy s p e ł n i a warunek 

(66) Ą, - /M*,t* 

D o w ó d 

i ) J e ś l i macierz j e s t ^ - o d w r o t n o ś ć i ą / / - s y m e t r y c z n ą macie­

r z y A , to s p e ł n i a warunek 



A = AXA = AH 

a ponadto j e s t H* = H. Zatem 

A = AH*= AA*X* 

2} J e ś l i macierz X s p e ł n i a warunek ( 6 6 ) , to m n o ż ą c go lewo­

s t r o n n i e p r z e z X otrzymujemy 

XA = XAA*X*= UAA*X*)* = UCA)* = A*X*. 

M n o ż ą c o t r z y m a n ą r ó w n o ś ć l e w o s t r o n n i e p r z e z A otrzymujemy 

AXA = AA*X* = A . 

Zatem macierz X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A , a z otrzymanej 

j u ż r ó w n o ś c i 

XA = [XAf 

wynika, ż e t a ^ - o d w r o t n o ś ć j e s t / / - s y m e t r y c z n a . • 

T w i e r d z e n i e 17 

g - o d w r o t n o ś ć X macierzy A dana wzorem (44) j e s t //-symetrycz­

na wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

(67)
 1

 U = W*{§ #*)
-1 

gdz^ie <$> i p s ą macierzami o k r e ś l o n y m i wzorem ( 2 0 ) . 

D o w ó d 

1) J e ś l i ^ - o d w r o t n o ś ć X macierzy A dana wzorem (44) j e s t H -

- s y m e t r y c z n a , to na mocy (50) 

f*W* + U*E*) = W + EU)f. 

M n o ż ą c obie s t r o n y prawostronnie p r z e z otrzymujemy na mocy (23) 

= W + E(/)$£*. 

P o n i e w a ż w p a r a g r a f i e 3 w y k a z a l i ś m y , ż e macierz £ # * m a o d w r o t n o ś ć , 

w i ę c 
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D + EU - _ 1 • 

M n o ż ą c obie s t r o n y l e w o s t r o n n i e p r z e z V otrzymujemy na mocy (23) 

w z ó r ( 6 7 ) . 

2) J e ś l i - na o d w r ó t - j e s t s p e ł n i o n y warunek (67), to na mo­

cy (21) 

D + EU = D + EV**(f$*)~
X

 =Z? + (Ir
al
 -//£)# *(££*)

_1

 = 

= D + £ * ( < ż > £ * )
- 1

 -D = ć * ^ ? * ) " "
1 

i na mocy (50) 

s k ą d wynika w z ó r ( 6 5 ) , c z y l i ^ - o d w r o t n o ś ć X j e s t / / - s y m e t r y c z n a . • 

Twi e r d z e n i e 18 

M a c i e r z X j e s t tf-odwrotnością / / - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y A , 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy m o ż n a j ą p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

(68) X = ~ V + (DV + EW)G 

g d z i e - j a k poprzednio - macierze D ,E ,F ,G , ̂ , IV są o k r e ś l o n e 

j a k we wzorze ( 4 4 ) , a macierz # j a k we wzorze ( 2 0 ) . 

D o w ó d 

T w i e r d z e n i e 18 j e s t b e z p o ś r e d n i m wnioskiem z t w i e r d z e ń 5 

i 17. • 

W przypadku gdy r z ą d macierzy A j e s t r = m, w z ó r (68) p r z y j ­

muje j e d n o z n a c z n ą p o s t a ć i 

X = #*(##*) ~ V = ć*(#<?*)
-1

5 = t*{B~Y§f*)~X = §*(rf§*)~X = 

T w i e r d z e n i e 19 

Norma 

| 5/1 - 7 
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o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy 3 j e s t £ - o d w r o t n o ś c i ą 

/ / - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y / ? . 

D o w ó d 

P o ł ó ż m y 

= X + A 

g d z i e X j e s t d o w o l n ą ^ - o d w r o t n o ś c i ą / / - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y A . 

Mamy wtedy na mocy (66) 

3A - / | | 2 = \ XA - i +AA\2 = 

ĄXA - 1 f + \\AAf + 2 Tr Re[/1A [A*X* - I )] = 

Norma p o w y ż s z a o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy A j e s t ma­

c i e r z ą s p e ł n i a j ą c ą warunek 

AA = 0 

A l e wtedy 

ĄA*E*z AA*X* + A A*A* = AA*X* = A 

i na mocy t w i e r d z e n i a 16 <Z j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą / / - s y m e t r y c z n ą ma^ 

c i e r z y / 4 . Odwrotnie, j e ś l i 3 j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą / 7 - s y m e t r y c z n ą ma­

c i e r z y / 1 , to z a c h o d z i o s t a t n i a r ó w n o ś ć , a s t ą d 

AA*A* = 0 

a n a s t ę p n i e 

A AA*A* = 0 

s k ą d / 1 4 = 0. • 

Tw i e r d z e n i e 19 daje n a t u r a l n ą c h a r a k t e r y s t y k ę g - o d w r o t n o ś c i 

H-symetrycznych. 

T w i e r d z e n i e 20 

J e ś l i m acierz X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A, to ma c i e r z 

X*X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy AA* wtedy i t y l k o wtedy, gdy ma­

c i e r z X j e s t //-symetryczna. 

file:////AAf
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D o w ó d 

J e ś l i X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą / / - s y m e t r y c z n ą macierzy A , to na 

mocy (66) j e s t 

[AA*){X*X){AA*) = (AA*X*)(XAA*) = AA* 

c z y l i X*X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy AA*. 

J e ś l i - na o d w r ó t - macierz X*X j e s t $ r - o d w r o t n o ś c i ą macierzy 

AA | to na mocy t w i e r d z e n i a 8 j e s t 

HH* = HH*HH* 

g d z i e H=XA. Wobec tego mamy 

łĄH* -/>)(// - A/*) A/* = HH*HH*- HHHH*- HH*H*H* + HHH*H* = 

= A///* - A/A/* - A/A/* + //A/* = 0 

a s t ą d 

A/(A/* - H) = 0 

a n a s t ę p n i e 

A/ = A/A/* = (A/A/*)* = A/* 

M a c i e r z j e s t zatem//-symetryczna. • 

8. g - O D W R O T N O Ś C I /--SYMETRYCZNE 

o - o d w r o t n o ś ć X m a c i e r z y Ar , b ę d z i e m y n a z y w a ć Z-symetrycz­
n i * ] 

n ą wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

(69) Z* = Z 

g d z i e Z = AX. 

T w i e r d z e n i e 21 

M a c i e r z X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą Z - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y A ^ 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy s p e ł n i a warunek 
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(TO) A = X*A*A 

D o w ó d j e s t symetryczny do dowodu t w i e r d z e n i a 16. 

Tw i e r d z e n i e 22 

{ / - o d w r o t n o ś ć X m a c i e r z y A dana wzorem (44) j e s t / - s y m e t r y c z ­

na wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

( 7 i ) v • (r*n~xr*A 

g d z i e r 1 A s ą macierzami o k r e ś l o n y m i wzorem ( 2 0 ) . 

D o w ó d j e s t symetryczny do dowodu t w i e r d z e n i a 17. 

Tw i e r d z e n i e 23 

M a c i e r z X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą L - s y m e t r y c z n ą m a c i e r z y A 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy m o ż n a j ą p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i L*»*3 

( 7 2 ) x -D ir*r)~ x r* + E(UF + W) 

g d z i e - j a k poprzednio - macierze D,E ,F ,G ,U , W s ą o k r e ś l o n e 

j a k we wzorze ( 4 4 ) , a m a c i e r z /* j a k we wzorze ( 2 0 ) . 

D o w ó d j e s t symetryczny do dowodu t w i e r d z e n i a 18., 

W przypadku gdy r z ą d m a c i e r z y A j e s t r = n, w z ó r (72) p r z y j ­

muje j e d n o z n a c z n ą p o s t a ć 

T w i e r d z e n i e 24 

Norma 
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o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy S j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą Z -

- s y m e t r y c z n ą macierzy A. 

D o w ó d j e s t symetryczny do dowodu' t w i e r d z e n i a 19. 

Twi e r d z e n i e 25 

J e ś l i m a c i e r z X j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A, to macierz 

XX*'jest ( / - o d w r o t n o ś c i ą macierzy A*A wtedy i t y l k o wtedy, <;dy ma­

c i e r z X j e s t Z.-symetryczna. 

D o w ó d j e s t symetryczny do dowodu t w i e r d z e n i a 20. 

9. O D W R O T N O Ś C I MOORE A-PENROSEGO, CZYLI W - O D W R O T N O Ś C I 

0 - o d w r o t n o ś ć X macierzy A b ę d z i e m y n a z y w a ć o d w r o t n o ś c i ą 
[m,n] -

Moore a-Penrosego a l b o k r ó c e j /7/^-odwrotnością wtedy i t y l k o wtedy, 

gdy j e s t wzajemna, H -symetryczna i Z - s y m e t r y c z n a . Innymi s ł o w y , 

m a c i e r z X j e s t / / P - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A wtedy i t y l k o wtedy, 

gdy s p e ł n i a n a s t ę p u j ą c e warunki: 

(73) 

A X A = A 

XA X = X 

H* = H 

L* = L 

g d z i e H = XA, L = AX. " 

Na mocy t w i e r d 7 e n i a 16 warunki (73) s ą r ó w n o w a ż n e warunkom 

(74) 

AA*X* = A 
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Tw i e r d z e n i e 26 

K a ż d a m a cierz A
R
 . ma d o k ł a d n i e j e d n ą / 7 /°- o d w r o t n o ś ć . O d w r o t -

n o s ć tę m o ż n a p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

(75) X = # V * 4 < ? * ) ~ V * 

g d z i e macierze £ i A* s ą dane wzorami ( 2 0 ) . 

D o w ó d 

1) W z ó r (75) ok r e ś l a / 7 /°-od w r o t n o ś ć m a c i e r z y / } , p o n i e w a ż na mo­

cy (29) j e s t 

X = #*(r*/
,

##*rV* = $*($t*)-i(r*r)~1r* 

a n a s t ę p n i e zgodnie z warunkami (74) 

ĄĄ*X* = r$f*r*x*= 

= r§ = A 

XX*A* =xx*$*r*= 

= ~ V * r r V v ( r V)"
1

 (***)
-1

 *#v*= 

2) Odwrotnie, j e ś l i macierz X s p e ł n i a warunki ( 7 3 ) , to na mo­

cy t w i e r d z e ń 12, 17 i 22 m o ż n a j ą p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

X = [z? +£pf*(?§*)-1] \F + ( A - V ) ~ V * ^ ? J 

s k ą d na mocy (21) i (29) 

x = «?*(s5 2 * r V v r V * = # w * ? # * r V * = 
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c z y l i macierz X ma wtedy p o s t a ć (75) i j e s t o k r e ś l o n a j ednoznacz­

n i e . • 

W przypadku r = 0, g d z i e - jak poprzednio -r oznacza r z ą d ma­

c i e r z y A, c z y l i w przypadku, gdy m a c i e r z A j e s t zerowa, w z ó r (75) 

przyjmuje p o s t a ć X = 0. W przypadku r = m f n , w z ó r ten przyjmuje 

p o s t a ć 

X = 

w przypadku r = n f m p o s t a ć 

X = (/"M)"V* 

a w przypadku r = m =n p o s t a ć 

X = A
 _ 1 

T w i e r d z e n i e 27 

/ / P - o d w r o t n o ś ć m a c i e r z y 4 j e s t t ą s p o ś r ó d ^ - o d w r o t n o ś c i t e j ma­

c i e r z y , k t ó r a ma n a j m n i e j s z ą n o r m ę . 

D o w ó d 

N i e c h X b ę d z i e / ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y A i n i e c h b ę d z i e dana 

wzorem ( 7 5 ) . Jak to j u ż z n a l e ź l i ś m y w t r a k c i e dowodzenia t w i e r d z e ­

n i a 26, j e s t wtedy 

H = # * ( £ * * ) L « r ( r V ) " V * 

a na mocy t w i e r d z e n i a 7 k a ż d a g - o d w r o t n o ś ć J& m a c i e r z y A daje s i ę 

p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i t 

X
X
 = X + (I -WJP + C(I - L) 

Wobec tego 

KII2 - \ A 2 z \ a ' M ^ a " z ) l 2 + 

+ 2 Tr Re [X*(I - H)P +X*C{I - L J j -

= |x||
2

 + I (/ -//) P + (K/ - Z )||
2

 + 2Tr Re [x*{I - /V)P] + 

+ 2Tr Re [Q(I -L )X*] 



4 3 

A l e na mocy (73) 

X*(I - H) = X*(I - H*) = Ul -H)X~\* = [X - Hx]* = 

= [X - XAX~]* = e 

(7 - Z )X* = U - Z*U* = [X(I - Z )]* - pf - XL]* = 

= [X - .C/U]* = o 

1 wobec tego 

kil2 =IMI2 + - H ) p + ̂ (7 - Z ) l 2 

Wynika s t ą d , ż e norma 

KI 
o s i ą g a minimum wtedy i t y l k o wtedy, gdy 

(7 - H)P + Q(I - Z ) = 0 

c z y l i wtedy i t y l k o wtedy, gdy X =X>M 

T w i e r d z e n i e 27 daje n a t u r a l n ą c h a r a k t e r y s t y k ę / / ^ - o d w r o t n o ś c i . 

T w i e r d z e n i e 28 

J e ś l i m a cierz X j e s t / / ^ - o d w r o t n o ś c i ą macierzy AT to m a c i e r z 

X*X jest /flP-odwrotnośc ią macierzy AA*, a m a c i e r z XX* /W-odwrotno-

ś c i ą macierzy A*A. 

D o w ó d 

Na mocy (74) mamy 

(AA*)(AA*)*CC*X)* = AA*{AA*X*\X = /M*4Z = AA*(AXX*)A* = 

tf*j«tf*jt)*(/M*tf = X*XX\XAA*) = *r*(xc*4*) = 

i wobec tego m a c i e r z j e s t / / ^ - o d w r o t n o ś c i ą m a c i e r z y / M * . 

D o w ó d d r u g i e j c z ę ś c i t w i e r d z e n i a j e s t symetryczny do p o w y ż ­

s z e g o . • 



44 

10. { / - O D W R O T N O Ś C I MAKSYMALNEGO R Z Ę D U 

O - o d w r o t n o ś ć X macierzy A , b ę d z i e m y n a z y w a ć q -odwrotno-

ś c i ą maksymalnego r z ę d u wtedy i t y l k o wtedy, gdy - zgodnie z w ł a ­

s n o ś c i ą 10 -

(76) 

c z y l i gdy 

(77) 

C (X) = min (m ,n) 

C[X) = m a l b o C(X) = n 

T w i e r d z e n i e 29 

K a ż d a m a cierz A ma o - o d w r o t n o ś ć maksymalnego r z ę d u . 
Im, /z] 

D o w ó d 

Na mocy w ł a s n o ś c i 4 g-odwrotnością maksymalnego r z ę d u macie­

r z y A j e s t m a cierz X = CYB, g d z i e na mocy lematu 2 

(78) 

00 
0r 

gdy m *c n 

[/l-m,/n]J 

[
7

0 ] i
 0

 [ « , * - « ] ]
 g d y /7Z > /Z 

;

(>] gdy m = /2 

a mac i e r z e 5 i f s ą o k r e ś l o n e wzorem ( 2 ) . B 

Z a u w a ż m y , ż e aby o t r z y m a ć { / - o d w r o t n o ś ć X maksymalnego r z ę d u 

d l a m a c i e r z y A, p o t r z e b a i w y s t a r c z a , aby we wzorze (36) u ż y ć j a ­

k i e j k o l w i e k macierzy Y p o s t a c i (43) i r z ę d u c{Y)= min (m,n) 

Wtedy macierz X = CYB j e s t ^ - o d w r o t n o ś c i ą maksymalnego r z ę d u . 

11. ALGORYTM OBLICZANIA { / - O D W R O T N O Ś C I 

Ze w z g l ę d u na wzory (36) i (44) a l g o r y t m o b l i c z a n i a 9-odwrot-

n o ś c i X m a c i e r z y Af sprowadza s i ę do o b l i c z e n i a macierzy B i 
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