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12, ROZWIAZYWANIE ROWNAN LINIOWYCH

Lemat 3

= A = 0 = NE R H,RL.,
mi.nl:' [ni,m2:| 2[m2,n2] [mi, n2] R 1%
[7g0m,]
gdzie

o AR o . £2=A2.I2

a Ja,.xé sa dowolnie ustalonymi §-odwrotnoéciami odpowiednio ma-
i
cierzy A1 A2

Dowdd

SA =0 S LAEAL =0=> HEL =0 =
10 Wl > Ogh S AL, =0 %2

=>;,=..—,-H1UL=-~V =R - HPRL,
) }e/ S=R - HRL, = AZA, = ARA, - AHRLA, =

AiﬁAz - AIPAa =

na mocy wzordw (49).

W niektérych przypadkach wygodniej jest postugiwaé sie zamiast
lematem 3 lematem nastepujacym.
Lemat 4

& & & . o
1[mang] [y 0my) “ [%22 7] ¥ (2] 'Ti"u"‘a]’ 0["1*"‘2] g
S ey

gdzie H&. Lz,.li. J} maja znaczenie jak w lemacie 3,
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Dowéd
A= = A% = Ll =
1), 4e2 o 5 8 e e S e Tk
=L N hga - k&a - f&aéz ==
=2 = ] -H)Z +H U -L) =
[Rpipi v 3 1 [m2] 2
V -
> - =ao= (1 -HIP + @I =L o)
=H|G=H1LJ [ nl:l i 0 mz] 2
) A = -H )P +Q(I - L) =
Pyq [24] 5 4d (M e
=’4414:~42 - (41 -AiHi)pA?. L 410(42 - £2A2) =0

na mocy wzoréw (49).

Twierdzenie 30

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym niesprzecznodci réwna-

nia
88 A7 = A =T
(88) 1[:m1'n1"_| [ﬂ.iimz] 2[m2'ﬂ.2] [ﬂiuﬂz]
jest
(89) ' LiﬁHé =
gdzie
Ly WAEY i Hy = E Ay

a.xl.urz sa dowolnie ustalonymi g-odwrotnosSciami odpowiednio ma-
i .
cierzy Ai 42

Dowé6d
1) Zatézmy najpierw, ze rdéwnanie (88) jest niesprzeczne, czy-
1i istnieje taka macierz &, ktéra spetnia to réwnanie. Wtedy
=, = o = = =
‘41""42 =] = AixiAi...AzurzAz = '41“2‘1,“(2’42 7 = Lifﬂz I
2) Zatézmy teraz, ze jest spetniony warunek (89), Wtedy
— . = -
LTHy =T = AL TE A, =T= _+ V__ AZA, =T
co koriczy dowdd.
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Twierdzenie 31

Jesli réwnanie (88) jest niesprzeczne, to

11"

gdzie H_, La,.ri. Jé maja znaczenie jak w lemacie 3,

Dowéd

1) Zalézmy najpierw, Ze macierz .5 spelnia réwnanie (88) czy-
nigce zados$é warunkowi (89). Wtedy

AfsAz = I i AftifléAz =T

skad 4.2
i na mocy lematu 3
\E{a = XJX, + R - HRL,
2) Zalézmy teraz, ze

VE =X,TX, + R - HRL,
R

Wtedy na mocy (89) i (49)

A13A2 Aixir.,ra,aa + A 1?42 - A1H1P£2A2

"
\1

L THy + ARA, ~A RA, = LTH,

czyli £ jest rozwigzaniem réwnania (88).

W niektérych przypadkach jest wygodniej postugiwaé sie za-
miast twierdzeniem 31 twierdzeniem nastgpujacym.

Twierdzenie 32

Je$li réwnanie (88) jest niesprzeczne, to

el
-

4,58, = T < V E =x T, (1[n1]-H1)P+ ‘?“[m ZJ-LZ)

(70 m] p[ui,n:lz]

gdzie ﬁq. Lz..rl..zz maja znaczenie jak w lemacie 3.
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Dowédd

Dowéd twierdzenia 32 jest analogiczny do dowodu twierdze-
nia 31, z ta tylko réznica, Ze w miejsce lematu 3 wykorzystuje sig
lemat 4.

Rozpatrzymy jeszcze kilka przypadkéw szczegbélnych, jako wnio-
ski z udowodnionych lematéw i twierdzern. Symbolem X oznaczamy tu
dowolnie ustalona g-odwrotno$§é macierzy A, ponadto #/ =14 i/l=AX,

Wniosek 1

= 0 & V —- = (I[n] - H)P

A Z
[(m,n] [2.p] p[ﬂ;p]

Wniosek 2

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym niesprzecznosci réwna-

nia
A 2 P

(3 [mon) “[rap] T [me]
jest
(91) L = T
czyli
(92) (g ~LIT =49

Wniosek 3

Jedli réwnanie (90) jest niesprzeczne, to

- HP

93 A8 vs L Ve wlrey @
(93) fh.P] T ([a]

Wnioski 1, 2 i 3 otrzymujemy z lematu 4, twierdzen 30 i 32,
podstawiajac na A2 macierz jednostkowsg.

Wniosek 4

0= NV Z=0Up-L)

£o Rl o
[? ’ m] [m.n] [Q.m]
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Wniosek 5

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym niesprzecznosci réw-

nania

94 = A =

(94) [q,m] [m.n] r[q,u]

Jjest

(95) [ oS

czyli

(96) rum -H) =0
Wniosek 6

Jedli réwnanie (94) jest niesprheczne, to

(97) SA 2T e P 7 AL 9 cmy - L)
(g m]

Wnioski 4, 5 i 6 otrzymujemy z lematu 4, twierdzen 30 i 32,

podstawiajgc na Al macierz jednostkowsg.
Przyklad 4

RozwigZemy uklad rdéwnan

]
-

-2L + Y + 5z

n
(4}

3r + 2y + 42
Ukiad ten mozna napisadé w postaci

AL =Y

gdzie

e -2 1 5 , P 2 ) §
3 2 ra 1 o g 3 J = 5

W przyktadzie 1 obliczylismy ¢-odwrotnosé macierzy A
10 1



skad
10 T & 1 24
-2 i
H =IA4= -39 -26 = 0 -91
12 8 3 2 4 o 8
10 7
L = AL = 3y i 51-39 -26 L qet O:I
3 2 4| | 12 8 0 1

Poniewaz L7 = 7, wiec na mocy wniosku 2 dany uklad réwnan jest nie-

sprzeczny., Wobec tego na mocy wniosku 3 rozwigzanie tego
mozna napisaé¢ w postaci

xZ 10 7 ¢ 1 0 ) 1 24

S =|y| =|-30 -26 [ } +| o = |'g =91
gl L3

z e 0 0 1 0 28

gdzie P jest dowolna macierzg postaci

a
p =6
c
Mamy stad 2 45 - 245 - 178¢C
y|= -169 + 9256 + 299C
z 52 - 286 = 91C
czyli
X = 45 - 24b - 7T8C
y = -169 + 925 + 209¢
z = 52 = 28b- 91C

gdzie 4 i ¢ sa dowolnymi liczbami.

61

78
=299
92

ukladu

78
~299

92

Kladgc 4H + 13C = d mozna rozwigzanie napisaé w postaci

L = 45 = e6d
y = =169 + 234
Z g 52 = 7d

gdzie d jest dowolng liczba.

p
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0 mozliwosci przedstawienia rozwigzania w zaleznosci od jedne-
go tylko parametru informuje nas rzad macierzy Jt“] - H, Mianowi-
cie na mocy wlasnosci 11 - wiedzgec z przykladu 1, Ze p(A) = et

mamy
Wobec tego wszystikie trzy kombinacje liniowe parametréw a, b, C,

jakie otrzymujemy z mnozenia (IDQ_ H)P, musza byé liniowo zalezne
od jednej z nich,

Twierdzenie 33

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym niesprzecznosci ukladu
réwnan

A o> o
1{m0 7] [1y0m] " Amyomy)

ki) = y T
[y rm5] 2 [mys ny) 2[ny,n,]

jest niesprzecznosé kazdego z tych réwnan i Aifa = TﬁAz' czyli na
mocy wnioskéw 2 i 5

7 A

]

(99) Lo Tm S EHG= T AT,

171
wiednio macierzy AH i 42.

gdzie L, = A X, ﬁg =.ZEA2 a J& i Jé sag ¢-odwrotnosciami odpo-

Dowéd

1) Zalézmy najpierw, ze istnieje macierz & spetniajaca ukiad
réwnan (98)., Zatem na mocy wnioskéw 2 i 5 sa spelnione pierwsze
dwa z warunkéw (99). Mnozac obie strony pierwszego z réwnan (98)

prawostronnie przez 42, a obie strony drugiego lewostronnie przez
Al' otrzymujemy

= = iy = 7
A1 Az f1‘42 ! A:l '42 '41.2

a stad ostatni z warunkéw (99).
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2) Zatézmy teraz, Ze sa spelnione warunki (99) i rozwazmy ma-
cierz p

o = LT+ Tk, - T4

=.,r44. Mam
gdzie H1 & y

Aei= AL T, + BT 2 — AN T A=
(il ATl “ATE = LR =T

SAy = [T A + T LA, - HT XA, =

LA Ty + ToHy = HiToHy =

1}

H&Té + Ié - A&7é = 72

Zatem macierz o~ spelnia uktad (98) i tym samym uklad ten jest

niesprzeczny.

Twierdzenie 34

—

Jeéli uklad réwnan (98) jest niesprzeczny, to macierz <= jest
Jego rozwiazaniem wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja przedstawié
w postaci

(100) & = X, 7, + ToXy = My T,, +'-r1f[ni:| - ﬁqJR(I[mzl = L)

gdzie - jak poprzednio - fﬂ =LA, 12 - 421%, 11 1.15 sa g-od-
wrotno$éciami odpowiednio macierzy Ai i 42. a R=R jest

KOS

dowolna macierzg o podanych wymiarach,

Dowdd

-~

1) Zalézmy najpierw, Ze macierz .~ Jjest rozwigzaniem ukladu
(98). Wtedy

(7
("]
= .1'1.341:. —.3142.1'2 + H1542x2 L

- Hii‘:aff my] - 121 =5 - Hl':' 5L, ¥ HEL, =

é?-vtifi = fgzz + Hlfélé
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Wobec tego

A xifi + fzzé - H;Téd% + (I[ni] - H&]a(f[m2] - 12]

czyli macierz . mozna przedstawié w postaci (100),.
2) Zalézmy teraz, ze macierz .2 jest dana wzorem (100)., Wtedy

-L) =

i aNi1s 2.2 2] 2

m A LT AT, = AATE =

AS=AXT + AT, - AHT X + (A - Ail-fi))?(}'[,a

haTg ¥ ATk = AT dy ™ LT 37y
oA, = .2,’17'1,42 + 72I2A2 = Hi‘rz'zz’dz + (I[ 2] - Hij;?(,dz - 12,42) =

LT Ay + Tpbhy = AT LA, =

IiAifz + 72/‘/2 - //172}/2 =.

A&?é + fé - AQ]E = 72
Zatem macierz (100) spelnia uk}ad réwnan (98)..
Za pomoca macierzy //-symetrycznych i /[ -symetryecznych mozna roz-

wigzywaé w sposdéb przyblizony réwniez rdéwnania sprzeczne. Do tego
celu mozna postugiwaé sie nastepujacym twierdzeniem,

Twierdzenie 35

Norma

Moz dn il

osigga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy

101 S w L LT+ (e o = HIP + 00T S 55

e g i ool B a2

gdzie J; jest g-odwrotnoscig [-symetryczng macierzy Ai..l2 Jest

g-odwrotnoécig H-symetryczna macierzy A2. a pozostale symbole ma-

ja znaczenie takie jak w twierdzeniu 32,
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Dowdd

Poldézmy

-

o =.rirxé + A

Na mocy (66) i (70) macierze .I1 i .[2 spetniajg warunki

AA L = A%, szzA;

A*
155 G i 2.

Wobec tego mamy

" AZA, - ,."2 = " AT, = T+ Ai’”aﬂz

]

| 42,7252 - 7|2 + |48, +

+

* Af¥g¥ - A% A% =,
2 Tr Re (AzAAlAixifszz AaAAir)

“ A, T Ay ’“2 * “'41/1’42"2 *

e

* pKp % LYY 1
2 Tr Re (L A,A3MAfA LT = ANATT) -

= | A, - 7|7 4 | A4,

A zatem powyzsza norma osigga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy
x&AAE = 0, czyli na mocy lematu 4 wtedy i tylko wtedy, gdy ma-

cierz &5 ma postaé (101),

Z twierdzenia 35 wynika, ze wzdr (101) podaje wszystkie roz-

wigzania rdownania
AS

(102) VoA, T
najlepsze w sensie normy, nawet w przypadkach, gdy réwnanie (102)
jest sprzeczne.

Twierdzenie 35 mozna zatem uwazaé za uogbélnienie twierdze-
nia 32,

Z twierdzenia 35 wynikaja przypadki szczegdlne, ktére podamy

w formie wnioslow,

9 = l"ngtil'm'um' odwrotnosel, . .
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Wniosek 7
Norma
|22 -7
osiaga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy
(103) o = LT %Xl - H)P
gdzie X jest g-odwrotnoscig /-symetryczna macierzy A, / =\ 8
jest dowolng macierzag 6 odpowiednich wymiarach. '
Wniosek 8

Norma HSA + 7"

osigga minimum wtedy i tylko wtedy, gdy
So=Tx + QU -L)

gdzie X jest g-odwrotno$cia H-symetryczna macierzy A, a § jest
dowolng macierzg o odpowiednich wymiarach.

Wniosek 7 mozna uwazaé za uogdlnienie wniosku 3, a wniosek 8

na uogdélnienie wniosku 6,

13, UOGOLNIENIE ODLEGLOSCI MAHALANOBISA

Niech bedzie dana populacja, w ktérej bada sie n cech, i niech
C bedzie macierzg kowariancji tych cech., Niech
Z z A

11 12
(104) Z = sl i Z & :
4 ni . z!

n2

bedg dwoma dowolnymi punktami 7 -wymiarowej przestrzeni euklideso-
wej o wspéilrzednych rzeczywistych, bedacych wartosciami tych cech.
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P. C. Mahalanobis [4] wprowadzil wielkosé

R 2_ = r _1 =
(105) DS = (2, 22)6‘ (Z1 22)

jako odlegXosé miedzy dwiema populacjami o réwnych macierzach ko-

wariancji £, gdy punkty (104) sa sSrodkami ciezkosci tych popula-
cji, tzn, punktami o wspéirzednych bedgcych drednimi wartosciami
cech w kazdej z dwu populacji. .

Definicja (105) wymaga zaloZenia, ze macierz kowariancji (
jest nieosobliwa, Tymczasem w wielu zastosowaniach napotykamy ma-
cierze kowariancji osobliwe. W niniejszym paragrafie uogélnimy po-
jecie odlegtosci Mahalanobisa na wszystkie mozliwe macierze ko-
wariancji C([5]). -

Uogdélniong odlegloscia Mahalanobisa nazwiemy odleglosé eukli-

desowa punktéw w uktadzie gtdéwnych komponent, a wiec w uktadzie

wspolrzednych nieskorelowanych, po ich unormowaniu., Przez unor-

mowanie komponenty ¢, (& =1, ..., n) bedziemy rozumieli zasta-

pienie jej przez gk/lﬁ& y gdy /fé>0 i pozostawienie jej bez zmia-
ny, gdy 4, = 0, gdzie A4, jest odpowiednia wartoscig wiasna macie-

rzy kowariancji-é' i zarazem wariancja komponenty £ -e j.Gdy A} = 0,
mamy ¢, =0 z prawdopodobienstwem 1,

Innymi stowy, jezeli

gil g12
y = . y = .
i y 2 .
ynl ynz

sg obrazami punktdéw (104) w ukladzie giéwnych komponent, czyli

(106) V1=P(21-Z}. Vo =P UG sy

gdzie Z jest érodkiem ciezkoéci danej populacji a

11 L pin
s |, PP =PP =1

ni pnn (I macierz. jednostkowa)
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jest tzw, macierzag modalng, utworzong 2z wektorodw wltasnych
Pl. ...,P!1 macierzy kowariancji(, to uogdlnionag odlegloscig

Mahalanobisa punktéw (104) bedziemy nazywacé liczbe

(107) D =

L
el

Y11 Y42)\2 Yy Yrz 2

2
= ﬁ-ﬁ +.“+ﬁ—]/_j: *(Yri1 1 r+1,2) teee +(Yng - G)

" Kgn 7 912)2 % (917 grz)z
_'V /21 . 4.

i

+

gdzie I jest liczba niezerowych wartosci wlasnych macierzy (',
tan./l‘> O dla s b= A, gl 1 A'.&= O Q18K Fuhaw i cran
Lijezba r jest zarazem rzedem macierzy kowariancji [,

Wzér (107) mozna napisaé w postaci

2 5
DE = (Y, = VMY, = ¥,

gdzie = =

s
(108) M = A ip

i wobec (106) otrzymujemy

2 -
D2 = (2, - Z,yPHP(Z, - Z,)

2
Podstawiajac
(109) £F . DpE? i

otrzymujemy ostateczny wzér na uogélniong odlegloéé Mahalanobisa

2 - ’
(110) D52, =~ Z) 02, 3 Z)

Wykazemy, ze (" jest odwrotnodécia Moore’ a-Penrosego macierzy ko-
wariancji C, tzn. spelnia nastepujgce warunki:
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0L C ppeit G
@rT = 65
(ccy = CC
+
(et °="cr

W tym ‘celu zauwazmy najpierw, Ze macierza kowariancji dla gidw-

nych komponent jest

(111) S =£pp?) = o

gdzie 4 jest wektorem losowym zapisanym kolumnowo, ktérego wspoi-
rzednymi sa gldwne komponenty traktowane jako zmienne losowe. Je-

§1i { oznacza wektor losowy cech wyjsciowych, rdwniez zapisany ko-
lumnowo, a f}=ff, to analogicznie do (108) jest

p.= P, =4 czyli { -7 = Pp
i wobec tego
C =£( =N =) =
= E(Ppp’P’) = PE(pp’)P’
a stad
(112) C = psp?
Pohadto na mocy (108) i (111) jest

(113) SM =My SMS =S, MSM =M.

Opierajac sie na wzorach (112) i (113) otrzymujemy

CC'C = PSP’PMP'PSP! = PSHSP’= PSP’ = C
c'cc = PMP PSP PMP® = PMSMP’ = PMP’ = C*
(c’cY = (PMPPSPY = (PSP’ = PSMP’ =

PMSP? = PMP'PSP? = C'C
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(ccV (Pse?pMp’Y = (PSMP’) = PMSP’ =

PSMP? = PSPPMP’ = (O

; +
Tym samym wykazalismy, Ze - istotnie - macierz  jest odwrotno-
écia Moore a-Penrosego macierzy kowariancji ¢, Wynika stad réwniez,
-1

ze w przypadku macierzy kowariancji ( nieosobliwej_ jest €+ =0
ezyli w tym przypadku wzdr (110) mozna napisaé w postaci (105).Do-
wodzi to, ze wzdér (110) jest istotnie uogdlnieniem wzoru (105),
Ezyli mamy do czynienia z uogélnieniem pojecia odleglosci Mahala-
nobisa,

14, ZAKONCZENIE

W ostatnich dwu parasrafach podano przyklady zastosowan g-od-

wrotnosci i MP-odwrotnosci macierzy. Nie wyczerpuje to oczywiscie
wszystkich mozliwos$eci zastosowan tych odwrotnosci.Zamiarem autora

bylo jedynie zilustrowaé przykladami dzialanie twierdzen uprzed-
nio udowodnionych dla latwiejszego ich.przyswojenia przez czytel-
nika,

Réwniez algorytmy opisane w niniejszej pracy maja charakter
jedynie przykladowy. Nie pretenduja one bynajmniej do roli algo-
rytmow numerycznie optymalnych,

Celem pracy jest spopularyzowanie pojecia uOgdlnionych odwrot-—
nosci i danie czytelnikowi mozliwosci operowania nimi, co w ta-
kich dziedzinach, jak algebra liniowa czy wielowymiarowa analiza

statystyczna ma doniosle znaczenie,
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