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d, o, f, g, h, i t. d. są punktami żądanego konturu, 
odpowićdniemi punktom G, 1), E, F, G, G, i . t. d. 

łr^JwW <•) t«l .A eiłłiniq vbs .v.::S) umoixoq o^oł 
ajrjBfiso Y.m<jiom ,(T1) j;9l30iq iinil uJnuioiłl w pa 

§. 111. Połączenia linii prostych ograniczonych. 
uJ«nnq ho gole Ofi.ioiiylgpllio w J&eiinoisoii Ylaiyna 

A.) Odcinki dwóch linii prostych przecinających 
się, uważane z odcinkiem poprzecznej, czyli: trójkąt. 

87. Dwie linie proste nieograniczone przecinające 
się (fig. 31.) AB i CD, przecięte poprzeczną FG, two
rzą trzy odcinki ograniczone E H , EJ, i HJ, leżące na 
płaszczyźnie linii przecinających się AB i C,D 
składają linię łamaną, zamkniętą, złożoną z trzech l i 
nii prostych, zwaną trójkątem. Trójkąt HEJ ograni
cza cześć płaszczyzny linii przecinających się AB i CD 
która to płaszczyzna także zowie sią trójkątem. 

Trójkątem więc zowią się albo trzy linie ograniczone 
z których dwie po sobie idące mają końce wspólne; 
albo: trójkąt jest to płaszczyzna ograniczona trzema 
liniami, po dwie przecinającemi się.— W tej części 
uważając tylko własności połączenia linii, określamy 
trójkąt jako połączenie linii. Linie HE, EJ i JH,.s7i7V/-
dające trójkąt, zowią się bokami trójkąta. Kuty JHE. 
H E J i EJH zawarte między bokami, wyrażające wza,-
jemne ich względem siebie położenie, zowią się ką
tami wewuęlrznemi trójkąta, lub tez kątami trójkąta; 
wierzchołki zaś tych kątów II, E, I, wierzchołkami 
trójkąta. Kąt E1H zawarty między bokiem E l trójką
ta a przedłużeniem JG boku HJ z nim przecinającego 
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się, zowie sir katem zewnętrznym trójkąta H E J . Je
śli boki trójkąta przedłużymy w jedną .stronę, jak 
są przedłużenia JG, El) i HA. utworzą się trzy kąty 
zewnętrzne G J E , DEH i A H J ; przedłużywszy zaś 
w drugą s t ronę , jak JC, I lF i EB, utworzą się także 
trzy kąty zewnętrzne CIII, F l l E i BEJ , które są ró
wne pierwszym, jako wierzchołkiem przeciwległe: 
G J E z C l i i , DEH z BEJ i EHF z A H J ; mówiąc więc 
o kątach zewnętrznych rozumieć będziemy albo trzy 
pierwsze, alho trzy drugie kąty-

Kąt zewnętrzny jest dopełnieniem kąta wewnętrz
nego, mającego z nim wspólny wierzchołek; zatem 
wielkość kątów zewnętrznych zależy od wielkości 
kątów wewnętrznych i dla tego w trójkącie uważamy 
tylko kąty wewnętrzne. 

Przy każdym wierzchołku kąt wewnętrzny z ze
wnętrznym czynią II, przeto w trójkącie summa ką
tów wewnętrznych z zewnętrznym równa się 3 H ; a 
że summa kątów wewnętrznych równa 11 (bO), więc 
summa zewnętrznych równa 211, czyli czterem kątom 
prostym. 

88. W trójkącie głównie zwracamy uwagę na je
go boki i kąty i w tym względzie mamy do uważa
nia sześć rzeczy: trzy boki i trZy kąty. Co do boków 
trójkąt może być a) różnoboezny, gdy żaden z bo
ków nićma sobie równego; b) równoramienny (sy
metryczny), gdy ma dwa boki równe, a bok trzeci 
zowie się podstawą; c) równoboczny (foremny), gdy 
wszystkie boki są sobie równe. Co do kątów trójkąt 
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może być: a) ostrokątny,gdy wszystkie kały sn ostre; 
b) prostokątny, gdy jeden kat jest prosty (80 wn. 2); 
bok leżący naprzeciw kąta prostego zowie się prze-
ciwprosloluitna, zaś przy kącie prostym, przyproslo-
Itątną (ramię kąta prostego); c) rozuuirtokątny, gdy 
jeden z kątów jest rozwarty; bok leżący naprzeciw 
kąta rozwartego zowie się przeciwrozwartokutną, zaś 
przy kącie rozwartym, przyrozwartokaiua (ramię ką
ta rozwartego). Wielkość kątów w trójkącie zależy 
od boków przeciwległych i dla lego co do kątów 
nieuważamy przypadków, odpowiednich pierwszym 
trzem rodzajom trójkąta. 

W dwóch trójkątach, boki leżące naprzeciw kątów 
równych, lub kąty leżące naprzeciw boków- równych, 

. . , .orrii)'jrj7/o// ylr.jl o*>Iłvi 
zowia się odpowiedniemu 
»qs. s v_rm!vrr'-'9'v If:?! lulloi!'i 'i ')iv/ inyli\r.>i y ,vi i ' -

S9. Prostopadła poprowadzona z wierzchołka ką
ta na bok przeciwległy, lub jego przedłużenie, zowie 
się wysokością trójkąta , zaś bok na który pada pro
stopadła, jego podstawą. 

Linia dzieląca trójkąt na dwa inne, mające kąty i 
boki jednakowe, lecz położone w przeciwnym po
rządku, zowie się osią symetryi; przecięcie się osi 
symetryi zowie się środkiem symetryi; to samo ścią
ga się i do innych figur. 

Punkt leżący wewnątrz figury, mający tę własność: 
że odcinki prostych przezeń przechodzących, utwo
rzone przez boki , dzielą się w nim na dwie równe 
części, zowie się środkiem figury. 



Lini;\ przechodząca przez środek boku, zowie się 
linią połowiąca boli, a linia dzieląca kąt na dwie równe 
części, zowie się linią pólowiąai kąt. Jeden jest śro
dek linii (4 kw.), podobnie jedna jest tylko linia pro
sta połowiąca kąt. | iwodod yr-.wói 

00. Tw. W trójkącie 1" naprzeciw bolców ró
wnych AB i BC leża kały równe A i C ; 2" naprze
ciw boku większego AF od FC leży kat większy C od 

Ze środka D trzeciego boku AC wyprowadziwszy 
prostopadłą : 

L" Prostopadła przejdzie przez punkt B, jako ró
wno oddalony od końców linii A i C (44). Obra
cając trójkąt BDC około BD, ramię DC padnie na ra
mie DA, dla równości kątów przy I), jako prostych, 
wierzchołek C padnie na wierzchołek A, dla równości 
linii DC i DA i ramię BC przystanie do AB,'gdyż ma 
z niem dwa punkta A i B wspólne, a zatem kąty'A i C 
są sobie równe. (10) 

2" Prostopadła przetnie bok większy AF w pun
kcie B , gdyż punkt F leży z tej strony prostopadłej, 
z której mniejsze jest jego oddalenie od końca boku 
AC (4."> W n ) . Połączywszy punkt B z C, bok B C = 
AB (45), przeto i kąty A i BCA są równe, lecz że kąt 
BCA < FCA, a zatem i kąt A < FCA. 
-orj itiNwruosicj sool ,9-nwo'i vlc,a i.iaod ajfiiyui ,e.UU 

91. Tw. od. W trójkącie l» naprzeciw katów ró
wnych A i BCA leża boki równe AB i BC; 2" naprze
ciw kala FCA większego od A , leży bok AF większy 
od F"C. a w ; 



1« Bok AB nie może być większy od BC, gdyż kąt 
BCA byłby większy od kala A, równego mu z założe
nia; bok AB nie muże być mniejszy od BC, gdyż kąt 
BCA byłby mniejszy od kąta A, a zatćm b<>k AB jest 
równy bokowi BC. 

2° Bok AF nie może być równy bokowi BC, gdyż 
kąt A równałby się katowi F C A , większemu od sie
bie z założenia; bok AF nie może być mniejszym od 
boku CF, gdyż kąt A byłby większy od kąta FCA;—a 
zatćm bok AF >- FC. 

W/i. I . W trójkącie prostokątnym, kąt prosty jest 
największy ze wszystkich kąjów 80 Wn. 2), przeto 
przeciwprostokąlna jest największa ze wszystkich bo
k ó w ; podobnie w trójką' ie rozwartokąlnym , prze-
ciwrozwarlokąlna jest największa ze wszystkich bo
ków. 

Wn. 2. Jeżeli trójkąt ma dwa boki równe, to ma 
także i dwa kąty równe, jeśli trzy boki równe, to ma 
zarazem i trzy kąty równe , czyli trójkąt równobocz
ny jest zarazem równokątnym i nawzajem.—Trójkąt 
równoboczny dla tego zowie się foremnym, żerna bo
ki i kąty równe , a takie figury zowią się foremnemi. 

Wn. 3. W trójkącie równoramiennym ABC. pro
stopadła wyprowadzona ze środka podstawy,jesl osią 
symelryi, gdyż rozdziela go na dwa trójkąty DBC i 
DBA, mające boki i kąty równe, lecz przeciwnie po
łożone, buk DC i D A , kąt C i A i kąty przy 1), lak 
że kąty ich równe nie przystają do siebie przy posu
waniu jednego z trójkątów UDC po linii AC, zawiera
jącej w sobie dwa równe boki DA i DC, t. j . po po-
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łożeniu spodniej strony trójkąta BDC na wierzchnią 
trójkąta AłiD, lecz po położeniu wierzchniej na wie
rzchnią, lub spodniej na spodnią, co uskuteczniamy 
obracając trójkąt K U C około osi symetryi,— przytem 
•wierzchołki odpowiednio A i C leżą na jednej linii 
A C , prostopadłej do osi symetryi BI), w jednakowej 
od niej odległości, gdyż inaczej wierzcholok C trój
kąta BDC, w czasie obrotu około osi BD, nie padłby 
na wierzchołek A , bo linia pada na linię dla równo
ści kątów (40), a kąty przylegle CDB i BDA nie bę
dąc prostemi, nie mogą być sobie równe: zaś punkt 
C pada na punkt A, dla równości linii prostych (4. 
W n . 4) .—Oś symetryi BI), jak widzieliśmy 1) prze
chodząc przez bok AC polowi go i jest do niego 
prostopadłą; 2) przechodząc przez wierzchołek B , 
połowi kąt przy tym wierzchołku leżący. — Trójkąt 
równoramienny zowie się symetrycznym, dla tego że 
ma jedną oś symetryi. 

WJI. 4. Trójkąt foremny (fig 42) ABC, ma trzy 
osie symelryj: BD, CE i A F , gdyż każde dwa jego 
boki są sobie równe, przeto każdy bok można wziąść 
za podstawę. Prostopadłe BD i EC przecinają się 
w G (7S. Wn. 8); lecz że punkta prostopadłej DB, 
wyprowadzonej ze środka linii AC, są równo odda
lone od końców A i C '45), zaś punkta prostopadlćj 
EC są równo oddalone od końców A i B , przeto 
wspólny ich punkt G, tak jest oddalony od punktu A 
jak od C i od punktu A jak od B, czyli linia G A = G C 
i G A = G B , więc G C = G B ; zatem linia łącząca śro
dek F boko BC z punktem G jest prostopadłą do te-
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go boku i przechodzi przez wierzchołek A , równo, 
oddalony od końców 13 i C (44), czyli Irzecia oś sy-
inetryi przechodzi przez punkt przecięcia się. dwóch 
pierwszych i wszystkie trzy przecinają się w jednym 
punkcie G , środku symelryi. Środek symelryi G jest 
równo oddalony od wierzchołków trójkąta, gdyż CG 
; = A G = B G . Zarazem widziemy, że w trójkącie fo
remnym; I) linie pólowiąeo kąty trójkąta; 2) prosto
padle wyprowadzone ze środka boków; 3) prostopa
dle wyprowadzone z wierzchołków na boki przeciwle
głe, i 4) linie łączące wierzchołki ze środkami boków 
przeciwległych będąc wszystkie osiami symelryi, prze
cinają się w jednym punkcie. Ta ostatnia własność 
jak zobaczymy, wspólna jest wszystkim trójkątom. 
,H >laJoiljj;-ioiw soxiq ojtsbodaasio, ( i ' ;jdbKOjolKoioj 
IpiljóiT — .^:>n\ul u^loil'>sioiw m(l V$tq ]pj iwoloq 
e i ogol alb .wyjwiTn^w^A- yia oi//os ynitoimcionwói 

'a i --I' t; -iy_iłoiii'{K *o Jinbsj nut 
yvn urn ,D8A. (£ł- gil) ynniotol J<>/lióiT .ł- Jb$H 

W jakich przypadkach irójkniy mają wszystkie 
boki i kąly odpowiednie, równe. 

,0(1 g9ltaqftlmiq iil,luijq ak sjal ;{i . n W . ; * 7 ) O w 
92. Tio \f*l Przyp. Dwa trójkątyABC i \)Y.Y inu-

juce po dwa boki równe A l i — DE, B C — EF i po kącie, 
miedzy niemi zawartym równym B= iE , maja pozo
stały bok i dira kąty odpowiednie równe (lig. 43), 
A C ^ D F i kąt A ^ E D F , C = E F D . 

Przenoszę trójkąt ABC na DEF, tak, aby punki A 
padł na punkt D, bok AB poszedł po boku D E , to: 
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punki B padnie na punki E, dla równości tych dwóch 
hoków ( i . Wn. 4); hok BC pójdzie po boku EF, dla 
równości kąta B z kalem E (40y i punki C padnie na 
punkt F, dla równości boków BC i EF; a że punkt 
A padł na I) i C na F, przeto bok AC przystaje do 
boku 1)1" i jest mu równy; kąt zaś A = D i C = F , 
gdyż ramiona ich przystają do siebie. 

Wn. Trójkąty prostokątne mające dwie przypro-
stokątne równe, mają pozostałe boki i kąty równe. 
-o)lod vdlsri'aói BinsiBainssM s :- UILJ.BŁ .junoioi 

WL Tir. 2gi Przyp. Dwa trójkąty ABC i DEF. mu-
jąee 1)6 trzy buki ruinie A B = D E , B C = E F i A C = 
1)1', maja i kuty oilpoirieil/iie równe (fig. 43.; . 

Przenoszę trójkąt ABC na płaszczyznę trójkąia DEF, 
tak, aby buk AC przystał do równego sobie boku DF, 
zatem punkt B padnie w jakimkolwiek punkcie b. 
Eąc/ę punkt E z punkiem b; trójkąt EDZ* jest równo
ramienny, gdyż boki ED i Db pierwszy z założenia, 
zaś drugi z przeniesienia równe bokowi A B , są sobie 
równe , przeto kąt DEZ>=D£E (90); dla podobnej 
przyczyny kąt YEb=YbE, przeto i kąt D E F r = l ) M \ 
że zaś kąt D Z » F , = A B C Z przeniesienia, zatem, i kąt 
A B C — D E F , i trójkąty ABC i D E F , mające po kącie 
i po dwa boki zawierające go, równe , mają i pozo
stałe części równe, t . j . kąt A = E D F i C ^ E F D . 

94. Tw. 3<si Przyp. Dwa trójkąty ABC i D E F ma
jące po dira boki równe A B = D E i B C = E F i po fig-, 
cie przeciwległym bokowi większemu ruw/iym, kąt 
C—V a bok AB > BC a tern samem i DE >- E F , ma
ją i pozostałe części równe. (fig. 43). 
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Przenoszę trójkąt D E F na ABC, tak, aby wierzcho
łek kąta F padł na wierzchołek równego mu kąta C, 
buk F E poszedł po boku HC, to punkt E padnie na 
punkt B, dla równości tycli boków; bok FD pójdzie 
po boku C \ , dla równości kąta F z kątem C, a mam , 
dowieść że punkt D nie padnio ani przed punkiem A, 
w punkcie G. ani za punktem A w punkcie H, a za
tćm padnie na punkt A. W pierwszym razie, boki 
BA i BG byłyby sobie r ó w n e , gdyż pierwszy z za
łożenia, zaś drugi z przeniesienia równałby się boko
wi DE, więc i kąt A = B G A (90), a że kąt BGA k C 
(S0. Wn. t), to i kąt A U C, przeto i bok BC byłby 
większy od AB (90), co sprzeciwia się założeniu. 
W druirim razie, dla równości boków BA i B H , ró
wnych bokowi D E , kąt BHA równałby się kątowi 
B A H , większemu od kąta C, przeto byłby większy od 
tego kąta, a lem samćni i bok BC byłby większy od 
boku BH, równego bokowi A B , coby się sprzeciwia
ło założeniu. 

Punkt więc D pada na punkt A, a zatćm buk F D = : 
A C , kąt A — D i B = E , gdyż po przeniesieniu przy
ślą ją;';d<> siebie. 

Wn. 1. Trójkąty prostokątne mające po przeciw-
proslokątnej i po boku równym, mają i pozostałe 
części równe. (91. W fi. I ) . 

93. Tw. 4ty Przyp. Dwa trójkąty ostrokątne A B C 
i E F G , lub rozwartokutne ABD i K F H , mające po 
dwa boki równe A B = E F , B C = F G lub B D = F H , i 
po kącie leżącym na przeciw boku mniejszego, ró-
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wnynl, kąt A = E i bok AB > BC i BD, a lem samem 
F E >• F G i F H , mają i pozostałe części równe. Jeżeli 
zaś jeden tytko trójkąt ABC jesl ostrokąlny, to drugi 
E F H jesl rozwartokątny, i kąt jego rozwarły H jest 
dopełnieniem kąta ostrego C, leżącego na przeciw 
boku większego AB (lig. 44). 

Przenoszę trójkąt E F G na ABC, tak, aby wierzcho
łek kąta E padł na wierzchołek równego mu kąta A, 
ramię EF poszło po ramieniu A B , to punkt F padnie 
na punkt B, dla równości tych boków, bok EG pa
dnie na AC dlii równości kąta E z kątem A, zaś bok 
F G mając jeden koniec w B, ma drugi na linii AC, a 
żalem może mieć tylko dwa położenia: albo padnie 
na bok B C = F G , lub na B D = B C , gdyż z punktu B 
jedną tyiko pochyłą BD równą pochyłej BC, a za
tem i pochyłej FG, poprowadzić można (51. Wn. 2); 
lecz że trójkąty z założenia są ostrokątne, przeto 
FG nie padnie na BD, gdyż wtedy kąt BDA, jako do
pełnienie kąta B D C , równego kątowi BCD ostremu, 
byłby rozwarty a tern samem nierówny kątowi ostre
mu G;—a zatem i pozoslale części trójkątów są sobie 
równe* Jeżeliby trójkąty ABD i EFH były rozwarto 
kątne, wledy FH mogłoby paść albo na bok BD, lub 
tćż na linię BC równą temu bokowi. Na linię zaś BC 
paść nie może, gdyż kąt C, jako równy kątowi BDC, 
będącemu dopełnieniem kąta rozwartego BDA, był
by ostry i niemógłby się równać kątowi rozwartemu 
FHE; a zatem bok FH pada na bok BD, i pozostałe 
części trójkątów są sobie równe. Jeżeli trójkąt A B C 
jest ostrokąlny, zaś trójkąt EFH nie jest ostrokąlny, 

11 
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to bok FH nie padnie na bok B C , bo wtedy kąt H, 
jako równy kątowi C byłby ostry, ale pada na linię 
BI), równą temu bokowi, i kąt FHE jako równy ką
towi B D A , będąc dopełnieniem kąta B D C , równego 
kątowi C, jest dopełnieniem kąta C ostrego, przeciw
ległego bokowi większemu A B , i pozostałe części 
trójkątów nie są równe t. j . AC > E H i kąt ABCt»-
• E F 4 M «n-.'oT>nvKV. ifoloHJnsjW ,., r'łb, ;,", [] „- .J Ai>\ 

9G. Tw. 5iy Przyp. Dwa trójkąty ABC i D E F ma
jące po jednym boku równym. A C = D E i po dwa ką
ty pr:y nim leżące: równe A=I ) i Cp=F. maja. i pozo
stałe c:r.ści równe: bok A B = D E , B C = E F i kat 
E, ((ig. 43). 

Przenoszę trójkąt DEF na ABC tak, aby wierzcho
łek F padł na C i bok FI) poszedł po boku C A , to: 
wierzchołek D padnie na A, dla równości boków DF 
i CA. bok F E padnie na CB, dla równości kąta C z ką
tem F i bok DE padnie na AB dla równości kątów A 
i D, a zatem i wierzchołek E padnie na B, gdyż linie 
FE i DE, leżące na liniach CB i A B , przecinają się 
w tym samym punkcie B jak i linio BC i A B ; pozosta
łe więc części trójkątów, juko przystające są sobie 
równe. 

97. Tw. ti'y Przyp. Dwa trójkąty ABC i DEF ma-
jaće po jednym boku równym A G = D F , i po dwa ką
ty, z których jeden przeciwległy teina bokowi, równe: 
C—F i B = E , mają i pozostałe części równe (lig.43). 

Kąty B + C dopełniają się kątem A do 11; a że ką
ty B- f C z założenia równają się kątom E-f-F, przeto 
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i dopełnienia teł), ożyli k;iIy A i U są solne równe (46. 
Uw 2). Trójkąty więc ABC i DEF mające po jednym 
Iioku A C = D E i po dwa kąty przy nim leżące, równe, 
C — F , z założenia zaś A = D z poprzedzającego dowo
dzenia, mają i pozostałe części równe (96). 

. o n w ó i n d 0 8 C T ^ | , b p q a i l i wul#)I-JippwnH A* .oi ł i , 
98. Tw. Dwa trójkąty mające haki odpowiednie 

prostopadle lub równolegle, mają i kąty odpowiednie, 
równe. (fig. 46 i 47). 

Kąty mające ramiona równoległe lub prostopadle, 
albo są równe, albo się dopełniają (7S. Wn. 9 i 10); 
przeto dowieść tylko potrzeba, że kąty odpowiednie 
nie mogą być kątami dopełnienia. Hzeczywiście kąty 
A , 13 i C nie mogą być dopełnieniem odpowiednich 
sobie kątów, gdyż summa kątów w tych dwóch trój
kątach równałaby się 311, co być nie może (S0); dwa 
kąty jednego trójkąta A i 15, nie mogą być dopełnie
niem .odpowiednich im kątów drugiego trójkąta, gdyż 
wtedy summa czterech tylko kątów w tych trójkątach 
równałaby się 211, co być nie może. Przeto dwa kąty 
jednego trójkąta, są równo odpowiednim kątom dru
giego trójkąta, a tern samem i kąt trzeci równy kąto
wi trzeciemu. (80. Wn. 3). 

Uw. I. Kąty mające ramiona jednakowo względem 
siebie nachylone, mają tę sarnę własność juk i kąty 
mające ramiona prostopadle (7-i. Wn. l i ) ) , przeto 
trójkąty, mające boki jednakowo nachylone, mają ką
ty równe; i nawzajem (lig. 46}, gdyż jeśli kąt A=ia, 
B = b i C = c , to jeśliby nachylenie boku BC do bo 
niebyło takie, jak nachylenie boku AC do ac i AB do 
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ab, wtedy przez punkta b i c, poprowadziwszy linie 
czyniące z bokami AB i AC takie kąty, jak bok cb 
z bokiem C B , kąty a^b i a'bc, podobnie jak kąty 
trójkąta c i b, jako równe kątom C i B drugiego t ró j . 
kąta, byłyby sobie równe, co być nie może. 

Uw. 2. Bówność kątów nie pociąga za sobą równo
ści boków, lecz tylko oznacza jednakowość ich po
łożenia tak, że gdy trójkąty mają kąty równe, to gdy 
jeden z boków jest prostopadły lub równoległy do 
odpowiedniego sobie, lakiemiżsąi pozostałe boki. 

Uw. 3. W sześciu tylko przypadkach, z których 
czwarty jest szczególnym (gdyż ściąga się tylko do 
trójkątów ostrokątnyeh albo rozwarlokąlnych), trój
kąty mające po trzy części równe, mają i pozostałe 
trzy części równe , zaś równość kątów nie pociąga 
równości boków. Do złożenia więc trójkąta nie mo
żna mieć 6ciu tych rzeczy dowolnie danych, choćby 
nawet summa kątów równała się II, a summa każdych 
dwóch boków była większa od trzeciego, gdyż wiel
kość trzech pierwszych, wyznacza zupełnie wielkość 
trzech pozostałych lak, że mając dwa boki i kąt za
warty, tern samem wyznaczamy bok trzeci, i kąty 

_ i . • , .(8 .n" / . ( M ) .iiinoK)0.vii ii/' 
przy mm lezące i t. p. 

99. Tw. Dwa trójkąty ABC i DEF lub D E F lub 
D E " F mające po dwa boki równe A C = D F i A B = D E 
lub D E ' lub D E " i kąt A ziwarly między lemi boka
mi pierwszego trójkąta, większy od kąta 1) zan-arie-
go między odpowiedniemi bokami drugiego trójkąta, 
mają bok trzeci BC w pierwszym trójkącie, większy 



85 

od bolcu trzeciego EF lub E 'F lub E"F w drugim trój-
' kucie. (fig. 45) 

Przenoszę trójkąt ABC na drugi trójkąt tak, aby 
wierzchołek C padł na V, i bok CA poszedł po boku 
Dl*\ to punkt A padnie na punkt I), dla równości tych 
boków, bok AB padnie zewnątrz odpowiedniego bo
ku w drugim trójkącie, gdyż kąt A zawarty między 
bokiem AC i AB w pierwszym trójkącie, jest większy 
od odpowiedniego kąta w drugim trójkącie; bok zaś 
trzeci CB padnie albo zewnątrz boku trzeciego YE, 
jak dla trójkąta UEY, albo na boku, jak dla trójkąta 
D E F , albo przed bokiem trzecim jak dla trójkąta 
D E " F . 

W l«y«n przypadku bok D E 4 - E F < DB + BF(20), 
odjąwszy z pierwszej strony DE a z drugiej DB=;DE 
z założenia, zostaje EF -< BF. 

W 2s'"> przypadku E'F -< BF jako część od swojej 
całos*ŃW\ ft« V\iv \j,V)\;'\s 3 \.\\\wtV °8 i / <T v.\n% 

W 3cim przyp. D B + F E " W D E " + FB (21), odją
wszy z pierwszej strony DB a z drugiej D E " : = BI) 
z założenia, zostaje F E " ( ł FB . 
-ló«jay/',I»l /lud aopjticn A fi U i '.)HQ ;(tj;.fl[ói) <(Tc) Btr.il 

100. Tw. od. Dwa trójkąty ABC i DEF mające po 
dwa boki równe A C = I ) F , A B = D E i bok trzeci BC 
pierwszego trójkąta, większy od boku trzeciego VE 
w drugim trójkącie, mają kąt A zawarty między bo
lcami rownemi w pierwszym trójkącie, większy od od-
powiedniego kąta D w drugim trójkącie (fig, 45). 

Kąt A nie może być równy kątowi I), gdyż wtedy 
bok BC byłby równy bokowi E F (92), mniejszemu 

http://Btr.il


od siebie z założenia, kąt A nie może być mniejszy 
od kala D, gdyż wtedy bok I5C byłby mniejszy od 
boku E F (9^), co również sprzeciwiałoby się założe
niu; a zatćm kąl A jest większy od kąta 1). 

101. Tw. Jeżeli z punktu I) wziętego wewnątrz 
trój/rata poprowadzimy linie do końców jednego z bo
ków AC, to kat D między niemi zawarty jest większy 
ud kąta 15 przeciwległego temu bokowi AC (lig. 4S). 

Przedłużani linię Al) do spotkania się z bokiem 
RC w punkcie E , to: kąt D >• DEC jako zewnętrzny, 
jest większy od kąta wewnętrznego przecinających 
się CE i CD względem poprzecznej A E (70); dla po-
dobnćj przyczyny kąt DtEC>" 15, a zatem kąt 1) tern 
bardziej jest większy od kąta 15. 

I H l ^ i g i n b s a 5H1 xno-iJa.j;tSBv/ioiq x YX8'//j,jbo 
102. Tw. 1» Punkt D iczięly na linii I5D połowią

cej kąt AI5C, jest jednakowo oddalony od ramion tego 
kąta 15A i BC. 2° Punkt E wzięły nie na połowiącej 
ten kat, nie jest jednakowo oddalony od jego ramion. 
(fig. 49). 

1« Prowadzę z punktu I) prostopadłe do ramion 
kąta (57); trójkąty D15C i DBA mające bok BD wspól
ny, kąty przy 13 równe z założenia i kąt C — A jako 
proste, mają i pozostałe części równe (97) przeto DC 
= D A . 

2» Z punktu E wyprowadzam prostopadłe EC i EF 
do ramion kąta;—z punktu I) przecięcia się jednej 
z prostopadłych EC z linią połowiącą BD, wyprowa
dzam prostopadłą DA do ramion BF;— punkt E z A 
łączę prostą EA;—wtedy E F •< EA, zaś EA < E D - f 



D A , — biorąc za DA prostopadłą D C , linia EA < EC 
a tern samem E F •< EC. 

Wn. 1. I nawzajem: punkt równo oddalony odra* 
mion leży na połowiącej, gdyż w przeciwnym razie 
nie byłby równo oddalony od ramion; punki nieró
wno oddalony od ramion nie leży na połowiącej; 
w przeciwnym bowiem razie byłby równo oddalonym 
od ramion. Połowiąca więc jest miejscem tcszyslkuh 
punktów jednakowo oddalonych od ramion kąta. 

Wn. 2. Prostopadłe wyprowadzone z punktu po
łowiącej 1), odcinają na ramionach odcinki równe 
BA i BC, przeto jeżeli z punktów A i C wyprowadzimy 
prostopadłe AD i CD, to punkt ich przecięcia się I) 
leży na połowiącej kąt B ; trójkąty bowiem BDA i 
BDC, mające przcciwprostokątmt wspólną i przypro-
stokątne BA i BC równe z założenia, mają i kąty przy 
B równe (94. Wn. 1). 

'-ojgo-uj Bil '{')(;NL>1 oAt;[ «.) lailiiOJ i t j ; * " " W 
p \ . •! > t n - l l n u i i n i K r i i ł O onv/ó'l lfcoi rYt\ islhrjr 

103. Tw. Linie A F , BD i CE połowiące kąty k, 
B i C trójkąta ABC, przecinają się w jednym punkcie 
G, równo oddalonym od boków A B , BC i CA tego trój
kąta (fig. 42). 

Linie A F i B D , połowiące kąty A i B , czynią ze 
wspólną poprzeczną AB kąty jednostronne wewnę
trzne, mniejsze <>d II, gdyż summa kątów A i B dwa 
razy od nich większych, jest mniejsza od II (S0), prze
to linie te przecinają się w punkcie G (16. Wn.). Punkt 
G, jako leżący na połowiącej A F , jest równo oddalo
ny od ramion AC i AB (102); zatem prostopadła wy
prowadzona z tego punktu na bok AC równa się pro-
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stopadłej wyprowadzonej na bok A B ; punkt G leży 
także na połowiącej B D , przeto prostopadła wypro
wadzona z tego punktu na bok A B , równa się prosto
padłej wyprowadzonej do boku BC; a zatem prosto
padłe wyprowadzone z punktu G do boków AC i BC, 
jako równe prostopadłej do boku A B , są sobie ró
wne; a przeto punkt G leży na połowiącej kąt trzeci 
C (102. Wn. V, czyli trzy połowiące przecinają się 
w jednym punkcie G i ten punkt jest równo oddalony 
od boków trójkąta, czyli: prostopadłe wyprowadzo
ne z tego punktu na boki, są sobie równe. 

104. Tw. Prostopadle DG, EG i F G wyprowadzo
ne ze środka boków trójkąta ABC przecinają się w je
dnym punkcie, równo oddalonym od wierzchołków 
A, B i C trójkąta (fig. 50;. 

Prostopadłe D G i E G przecinają się z sobą w pun
kcie G (78. Wn. S); punkt G jako leżący na prosto
padłej DG jest równo oddalony od końców linii(45) 
B i A, czyli G A — G B , dla podobnej przyczyny GB=n 
GC, przeto G A = G C jako równe linii GB; punkt więc 
G leży na prostopadłej , przechodzącej przez środek 
linii AC czyli, linia łącząca punkt (J ze środkiem linii 
A C , jest prostopadłą do lej linii, a zatem prostopadle 
wyprowadzone ze środka, boków przecinają się W je
dnym punkcie G i ten punkt jest równo oddalony od 
wierzchołków. 
J>liuiM ,<.u / / .Ot) t> 9 i3Hf loq it ; - , i i in ia«s iq 9) a m i l ot 

105. Tw. W trójkącie ABC prostopadłe B E , CF i AI) 
poprowadzene z wierzchołków kątów na boki prze
ciwległe, przecinają się. w jednym punkcie H (fig. £1). 
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Prowadzę; przez wierzchołki trójkątów linię G K , 
KJ i JG, równolegle do huków przeciwległych, któ
re zarazem są prostopadle do linii B E , CF i Al) (78. 
Wn; 5). Dla dowiedzenia że prostopadle wyprowa
dzone z wierzchołków trójkąta ABC na boki przeciw
ległe przecinają się w jednym punkcie, potrzeba oka
zać, że one dla trójkąta GK.I są proslopadlemi, wy-
piowadzonemi ze środków boków (104). Uważam, 
że trójkąty Bf ,K 1 BCA mające bok BC wspólny i ką
ty przy nim leżące, jako haprzcmianległe, równe (78. 
Wn. 1), mają bok B K — A C ; dla podobnej przyczyny 
i bok G B = A C , przeto B K = B G czyli punkt B jest 
środkiem boku GK. Podobnym sposobem dowiedli
śmy, że ptinkt A jest środkiem boku G.I, zaś G środ
kiem .111, a zatćnl i prostopadle B E , Al) i CF przeci
nają się W jednym punkcie; 

106. Tw. W'trójkącie prostokątnym ABC środek 
D prżcciwprostokątńej BC jest jednakowo oddalony 
od trzech wierzchołków A, B i C (lig. 52). 

Przy punkcie A litiii AB kreślę kąt B A D = B (59), 
to i kąt D A C = C , gdyż kąt A = B + C (SU); trójkąt 
BDA jest równoramienny (91), przeto B l ) = D A ; dla 
podobnej przyczyny D A — D C a zatem B D — D C , czyli 
punkt I) jest środkiem przeeiWproslokątnćj i jesl ró
wno oddalony od Wierzchołków trójkąta. 

Wn. 1. W trójkącie prostokątnym linia łącząca 
wierzchołek kąta prostego ze środkiem przeciwpro-
stokątnćj, dzieli ten trójkąt na dwa trójkąty równo
ramienne, mające za podstawy ramiona kąta prostego. 

12 
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Wn. 2. Linie łączące środek przeciwprostokatnej 
ze środkami przyproslokątnych są do nich prostopa
dle, gdyż przechodzi) przez dwa punkta równo odda
lone od ich końców (44). i .(8 .„ (f 

. • r m M i i : blod fin M\h eftffiftil v / ó ; l l m l ) X i o i Y / s yiiosb 
107. Tw. od. Jeśli w trójkącie ABC, środek D je

dnego boku BC jest rówtio oddalony od wierzchoł
ków trojkiita, to trójkąt len jest prostokątny, a środek 
boku, równo oddalony od wierzchołków, jest środkiem 
jirzcciwprostokąlnej. (fig. 52). 

Łączę punkt I) z wierzchołkiem A kąta przeciwle
głego, i tym sposobem utworzyły sit; dwa trójkąty 
równoramienne BDA i A D C , gdyż z założenia 1)13= 
D A = D C ; przeto kąt B = B \ D i C = C A D (90), zatem 
kąt B 4-Cr=BAD + I)A(; czyli kątowi A. Lecz kąt A |-
B-r-C=Tl (80), a że A = B + C, przeto tak kąt A, jak 
i B - i - C równają się kątowi prostemu czyli trójkąt 
ABC jest prostokątny przy A. 

Wn. I. Jeżeliby kąt I5=00», to kąt B A D , jako jo-
mu równy z wykreślenia, równa się także GO", a za
tem i kąt D=60<> (80. Wn. 3), trójkąt więc BAD jest 
równoboczny (91. Wn. 2), i ramię BA kąta B równa 
się połowie przeciwprostokatnej. 

Wn. 2. Jeżeli w trójkącie jeden z kątów B ma GO", 
i jedno jego ramię BA jest połową drugiego rumie
nią BC, to trójkąt ten jest prostokątny, zaś ramię 
większeBC, jest przeciwprostoluilnii; gdyż A B = B D 
przeto i kąt B D A = B A D , a że summa ich równa się 
l^O"—60°, zatem każdy z nich ma po 00°; trójkąt 
więc BAD jest równobocznym i B D = D A ; lecz B D — 
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DC, zatem punkt D jest równo oddalony od trzech 
wierzchołków trójkąta. 
oinlo.Mu Y"tó)/1 ,«nl imilwiihis ,a uinysćioinin iwoslod 

•10S. Zg. - Mając dwa kąty d i f trójkąta, wynaleźć 
Śił^^zeaSi^figiiigOily/onfjOfj 7 (i i AU •ji/ibiuj <tivuln 

Przy dowolnej linii BC, przy punkcie A, kreślę kąt 
B V E = d , i kąt DAC=f, to kąt EAD jest żądanym, ja
ko dopełniający kąty dane do 11. 

(£ ;o8'j.n.ut?nw«jv: l)t\U > A Ipal krh$ ,DflA 
10!). Zg. Nakreślić trójkąt (fig. 54) maje: 
1° dwa boki a, b i kąt e między niemi zawarły. 
Na linii nieograniczonej C A , kreślę kąt A C B = o 

(59), i odcinam C A = a i C B = b , punkt A z l i łączę 
prostą A B , a trójkąt ABC jest żądanym. 

2" trzy boki a, b, c. 
. . . . .' 

Na linii nieograniczonej odcinam A C = a , z punktu 
C, promieniem równym bokowi b, zakreślam luk , 
/punktu A, promieniem równym bokowi c, przecinam 
len luk w punkcie B; punkt B z punktami A i C łą
czę liniami prostemi, a trójkąt ABC jest żądanym. 

3° Dam boki b, c i kąt i przeciwległy bokowi wię
kszemu b. 

Przy linii nieograniczonej AC kreślę kąt C A B ~ f , 
odcinam AB równe bokowi mniejszemu c i z punktu 
B promieniem równym bokowi większemu b, przeci
nam linię AC w punkcie C, a trójkąt A B C jest żąda
nym.* i U VM>!.•;... • i .{«": D/.==8A maniobO 

4° dwa boki b, c i kąt e przeciwległy bokowi mniej
szemu c, nakreślić trójkid 1) ostrokąlny,2) rozwar-
tokatny. 
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Kreślę kąt ACB równy e, odcinam CB równe bo
kowi większemu b; z punktu B, promieniem równym 
bokowi mniejszemu c, zakreślam łuk, który przetnie 
ramię CA w dwóch punktach, gdyż z punktu B dwie 
równe pochyle BA i BA' poprowadzić można, które 
są równo oddalone od spodka prostopadłej BI), prze
to jako mniejsze od pochyłej B C , obie leżą przed tą 
pochylą. — Żądanym trójkątem 1) oslraka(yym jest 
A B C , gdyż kąt A••< BDC zewnętrznego; 2) rozwar-
to/rąlny jest trójkąt A 'BC gdyż kąt zewnętrzny B A ' C 
jj» BDAproslego. 

5» jeden bok a i dwa /rafy przy nim leżące e i f. 

Na linii nieograniczonej odcinam A C = a i kreślę 
kąt A C B = e zaś C A B = f ; ramiona tych kątów prze
tną się w punkcie B , gdy/, summa kątów wewnętrz
nych A i C, jako równych kątom e i f, mniejsza od (I 
(80); a trójkąt ABC jest żądany. 
rh(inr>c\'iq ,3 iwoaó.a i n v n / / ó - i rnainpimoad .Anljdifgs 

6a jeden bo/r a i dwa /rafy- I lezący przy tym boku, 
zaś d przeciwległy temu bokowi. 

Na linii nieograniczonej odcinam A C = a , kreślę 
kąt CAB = f i kąt ACB równy dopełnieniu kątów da
nych f i d do II (108), a trójkąt ABC jest żądany. 

ulłbinii s i o umas^ięifim iwołlod ariwoi IIA maniahó 
110. Zg. Dany kąt podzielić na dwie równe Części. 

a) Gdy wierzchołek A znajduje nie na rysunku. 
Odcinam A B — A C (fig 55), i z punktów B i C wy

prowadzam prostopadle do ramion, a punkt ich prze
cięcia się D leży na połowiącej kąt A (102, Wn, 2), 
przeto AD jest linia żądan,ą. 
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Ąlho: odcinam A B = A C , trójkąt więc BAC jest sy
metryczny, a prostopadła do BC połowi kąt A (91. 
Wn. 3), przeto z punktu A prowadzę prostopadłą do 
B C (57). 

b) Gdy wierzchołek kąta nie znajduje się na pła
szczyźnie rysunku, (fig. 56), 

1) Między dwiema linijami AB i CD prowadzę do
wolną linię E F , 2) prowadzę linię F H połowiącą kąt 
C F E i ĘH połowiącą kąt A E F , to punkt H ich prze
cięcia się jest tak oddalony od linii FC jak i od F E , zaś 
od F E tak jak od E A (102); przeto punkt II jest ró
wno oddalony od ramion FC i EA danego kąta i le
ży na połowiącej ten kąt (102. Wn. 1). Podobnym 
sposobem wynajduję drugi punkt G leżący na poło
wiącej, a linia H G jest żądaną. 

111. Zg. Z końca linii CA wyprowadzić prostopa
dłą, (fig. r>2). 

Z punktu dowolnego D odległością tego punktu 
od punktu A zakreślam okrąg kola, przecinający się 
z daną linią w punkcio C , przez punkt C prowadzę 
średnicę CD, a koniec jej B połączony z danym pun
ktem A, daje prostopadle żądaną B A ; gdyż trójkąt 
B A C jest prostokątny. (107) 

a ^ a W m r ^ si\oAY— -swiwltoi yi« piw os -. J •». J lo i i w alej 
112. Zl, Dany kąt BAC podzielić na trzy równe 

części, (fig. 57). 
Z wierzchołka kąta A, na jednem z ramion BA do

wolnym promieniem zakreślam pólokręgu kola ; na 
liniale odcinam D E równe promieniowi, i przykładam 



liniał tak, aby on .przechodząc'przez punkt C, pun
ktem I) padł na okręgu kola. zaś punkiem Ema prze
dłużeniu średnicy; wtedy kąt DEA który on czyni z śre
dnicą jest trzecią częścią kąta danego A; gdyż kąt A 
= a + b, jako zewnętrzny, a=^b + D A E = 2 b (9(>) ja
ko równy kątowi CDA; przeto A=2h- | -b=3b . 

-oh 2sJuG7/oi<] 0 3 i 8A, irm>L«niI smaiwh '/sbyil/! (I 
ti-A r.3f,i//ofoq I f i j in i l 9xbGwoiq (£ ,'-13 ?inil-r.nlov/ 
B) Odcinki czterech linii prosłych przecinających się 

aeii ,33 bo i ila^ ćzyiii lcztaotJobak, ;!••..: iasj 
-6xiŁ-j{ U.iłlnuq oJisiq ; (£0 ł ) A j bó AB[ łliil 31 bo 

113. Czworobokiem zupełnym zowiemy odcinki 
czterech prostych (fig. 58) EA, ED, EA, EB łożących 
na płaszczyźnie, przecinających się po dwio, tudzież 
samą płaszczyznę ograniczoną temi odcinkami. On 
się czyta A B F C D E . Części jego ograniczające pła
szczyznę zowią się także czworobokami., i tak: 1) 
ABCD zowie się wypukłym albo czworokątem,od l i 
czby kątów; 2) F A E C wklęsłym i . 3) YBCED po
dwójnie wklęsłym. Głównie zajmować się będziemy 
czworobokiem wypukłym. Czworokątem takim zo
wiemy cztery linie proste ograniczone, z których dwie 
po sobie idące mają końce wspólne, lub też płaszczy
znę ograniczoną temi prostemi. Linie te podobnie 
jak w trójkącie zowią się bokami—boki przeciwległe 
są te które nie mają końców wspólnych, a kąly prze
ciwległe^ które niemają ramienia wspólnego. Odcinek 
wspólnej poprzecznej dla dwóch par boków, czyli l i 
nia łącząca wierzchołki kątów przeciwległych zowie 
się przekajnią czworokąta lub tćż czworoboku, i tak: 
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