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R O Z D Z I A Ł IV. 

Połączenia okręgów kół. 

§ I. Warunki nieprzecinania sig i równoległości; 
przecinania sig i styczności. 

214. Prosta łącząca środki dwóch okręgów zowie 
się linią Środków, linia ta może być albo mniejsza, 
albo równa , albo większa od różnicy promieni; bę
dąc większą od różnicy promieni, może być mniejszą, 
równą lub większą od summy promieni. Z tych sze
ściu stosunków linii środków do promieni, wynikają 
warunki wzajemnego położenia okręgów leżących na 
płaszczyźnie. Kola leżące na płaszczyźnie mogą mieć 
dwa punkta wspólne (26) i zowią się przecinającemi 
się, gdy zaś te dwa punkta zlewają się w jeden, okrę
gi zowią się stycznemi; albo tćż okręgi nie mają ża
dnego punktu wspólnego i są oddzielnemi, jeśli zaś 
punkta jednego okręgu są jednakowo oddalone od 
okręgu drugiego, okręgi zowią się równoleglemi ja-
kiemi są wspól-środkowe. Okręgi mogą być styczne 
i oddzielne wewnętrznie lub zewnętrznie, podług te
go, czy punkta jednego leżą wewnątrz lub zewnątrz 
drugiego. 

215. Tw.gl. Okręgi kół są: a) oddzielne lub b) sty
czne wewnętrznie, c) przecinające się, d. styczne lub 
e) oddzielne zewnętrznie,—gdy linia środków jest: a) 
mniejsza lub b) równa różnicy promieni—c) większa 
od różnicy, lecz mniejsza od summy—d) równa lub 
ei większa od summy promieni. 
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n) Zn/t. A B «ei A C — B D . Tw. że wszystkie punkla 
okręgu B leżą wewnątrz okręgu A (Cg. 165). 

Przedłużam linię ś rodków AB do przecięcia się z o-
l.r; gami w punktach D i C; punkt D leży w okręgu A, 
gdyż odległość jego DA od środka tego kola , jest 
mniejsza od promienia A C , bo z założenia różnica 
promieni jest większa ód linii ś rodków A B . Punkt. 
H okręgu B leży wewnątrz okręgu A , gdyż oddalenie 
jego A H od środka tego okręgu, jest mniejsze od pro
mienia A C , bo A H *i AB + BII czyli od A l ) , lecz AD 

AC to tćm bardziej A FI «i AC. 
b) Zair. A B — \ C — B C . Tw. że okręgi A i B są sty

czne wewnętrznie (fig. 1(36). 
Przedłużam linię środków AB do przecięcia się 

7. okręgami; punkt C przecięcia się tej linii z okrę
giem B, leży na okręgu A , gdyż odległość jogo od 
środka tego koła równa się promieniowi,—bo jeśli 
linia środków A B równa się różnicy promieni, to pro
mień kola mniejszego BC, powiększony linią środków, 
równa się promieniowi okręgu A większego ; punkt 
II okręgu kola B leży wewnątrz okręgu A, gdyż A l i 
-<AB-f -BH czyli od A C , przeto wszystkie punkta 

okręgu koła B , oprócz punktu C leżącego na okręgu 
A, leżą wewnątrz tego okręgu , a tćm samem okręg 
B jest styczny wewnętrznio z okręgiem koła A. 

c) ZaJr. AB > A C — B D czyli AB + BD > A C i AB 
•< AC + BD czyli A B — B D <J AC. Tw. że okręgi prze

cinają się (fig. 1G7). 
Punkt D okręgu kola B leży wewnątrz okręgu A, 

gdyż A D = A B — B D , a że A B — B D podług założenia 
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jest mniejsze od promienia okręgu A to i AD *S AC; 
punkt K okręgu B leży zewnątrz okręgu A, gdyż.AK=: 
A B + B K , a że podług założenia linia ś rodków z pro
mieniem kola mniejszego, jest większa od promienia 
koła większego A to i A K A C ; a zatem okręg B ja
ko mający jeden punkt wewnątrz zaś drugi zewnątrz 
okręgu A, przecina się z tym okręgiem. 

d) Zak. ABr=AC + BC. Tw. że okręgi są styczne 
zewnętrznie (fig. 108). 

Punkt D przecięcia się z okręgiem B znajduje się 
na okręgu A gdyż C A = A B — B I ) , t. j . promieniowi 
koła większego, dla podobnej przyczyny i punkt C 
przecięcia się z okręgiem koła A leży na okręgu B , 
przeto te punkta przecięcia się linii ś rodków z okrę
gami są jednym punktem wspólnym dla tych obu okrę
gów; wszystkie inne punkta okręgu B leżą zewnątrz 
okręgu A, gdyż połączywszy punkt H ze środkami kół 
A i B , linia AH + HB > AC- j -CB czyli AU > AC. 

e) Zak. A B > AC i - B D . Tw. że okręgi są oddziel
ne zewnętrznie (fig. 169). 

Punkt I) przecięcia się linii ś rodków AB z okrę
giem B leży zewnątrz okręgu A, gdyż A D = A B — B I ) , 
a że z założenia promień okręgu A jest mniejszy od 
linii ś rodków zmniejszonej promieniem drugiego o-
kręgn, przeto Al) > AC; wszystkie inne punkta okrę
gu koła B leżą zewnątrz okręgu koła A, gdyż AH-f-
HB s- A D - h D B czyli A H > Al) zaś AD Ą AC, to tern 
bardziej A U fct- AC. 

•>I6. Tw. od. W okręgach: a) oddzielnych, linia, 
środków jest mniejsza od różnicy, lub większa od sum-
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wy promieni; b) w przecinających się, większa od ró
żnicy, lecz mniejsza od summy; c) w stycznych ró
wna różnicy Lub summie promieni. 

a) Linia ś rodków jest mniejsza od różnicy promie
ni lub większa od summy; gdyż jeśliby była równa 
różnicy, to okręgi byłyby styczne wewnętrznie, jeśli
by była większa od różnicy a mniejsza od summy, 
okręgi przecinałyby się i nakoniec jeśliby była równa 
summie, okręgi byłyby styczne, co się sprzeciwia za
łożeniu. Podobnym sposobem dowiedlibyśmy innych 
przypadków. 

Wn. 1. Punkt C dotknięcia się okręgów stycznych 
leży na linii ś rodków, gdyż jeśliby leżał zewnątrz tej 
linii w punkcie H (fig. 160 i 168), to poprowadziw
szy promienie do tego punktu, w pierwszym razie ró
żnica promieni byłaby mniojszą, w drugim summa 
promieni większą od linii ś rodków A B , a tern samćm 
okręgi nicbylyby styczne; styczna więc w punkcie 
zetknięcia się okręgów, jest ich wspólną styczną, ja
ko linia prosta prostopadła do obudwóch promieni. 

Wn. 2. W okręgach oddzielnych zewnętrznie, od
cinki linii środków, utworzone przez okręgi, mierzą 
najmniejsze i ?iajwiększe oddalenie się punktów łych 
okręgów; w oddzielnych zaś wewnętrznie, odcinek od 
strony środka mniejszego okręgu, mierzy najkrótsze 
oddalenie; dla oddzielnych wewnętrznie (fig. 10ó) l i 
nia CI )= :AC—(AB + BD), zaś H E - f I1B + AB A E 
czyli 1 I E > AL—(HB-ł-BA) przeto Cl) HE, dla od
dzielnych zewnętrznie (fig. 169), a) Bd-\-dc + cA'*-
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B D + D C + C A czyli dol)C, b) B«" + BA-r -Ac ' >• 
dc' czyli D ' C & d'c\ 

Wn. 3. W kolach przecinających się (fig. 107), 
linia środków jest prostopadłą do chciwy łączącej 
punkta E, H przecięcia się, gdyż środki kół A i B są 
równo oddalone od końców tej cięciwy. 

217. Tw. Okręgi oddzielne wewnętrznie, majtice 
środki w jednym punkcie, są względem siebie równo-
legie (fig. 170). 

Odcinek CD wspólnego promienia zawarły miedzy 
temi okręgami, mierzy najkrótsze oddalenie się pun-
ktu I) jednego okręgu od okręgu drugiego; gdyż CD 
równa się różnicy promieni, zaś każda inna linia DE 
jest od niej większa; linie te mierzące najkrótsze od
dalenie punktów jednego okręgu od okręgu drugie
go są sobie równe , jako różnice równych promieni, 
przeto i oddalenia punktów jednego okręgu od wspól-
ś rodkowego są jednakowe, czyli okręgi wspólśrod-
kowe są względem siebie równoległe. 

Wn. Łuki GC i El) okręgów współśrodkowych, 
zawarte między promieniami koła większego, zawie
rają jednakową liczbę stopni, jako odpowiednie ką
towi CAG zawartemu między temi promieniami. 

21S. Zg. Względem okręgu danego A , danym 
promieniem BI) nakreślić okręg a) oddzielny wewnę
trznie albo zewnętrznie. Na promieniu (fig. 165) AC 
okręgu, albo (fig. 169) od punktu 1) wziętego na prze
dłużeniu promienia AC odcinam promień dany DB i 
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tym promieniem z punktu B zakreślam okręg kola; 
h) przecinający go w punktach II i E (fig.lf>7). Z pun
ktu B leżącego w odległości promienia BI) <>d pun
któw H i E zakreślam okręg koła i ten jest żądanym; 
c) styczny wewnętrznie lub zewnętrznie. Od końca 
promienia C na tym promieniu (fig. Itjfi) lub jego 
przedłużeniu (fig. J6S) odcinam promień dany od G 
do B to punkt B jest środkiem żądanego okręgu. 

219. Zt. W rzemiosłach, koła współśrodkowe kre
ślą się na tej zasadzie, że są względem siebie równo
ległe; do okręgu kola wytoczonego A przykłada się 
prostokąt niemający boku BC, opatrzony liniałem E G , 
prostopadłym do środka boku D E ; gdy końce linia
łów BC leżą na okręgu, cięciwa luku BC jest czwar
tym bokiem prostokąta , przeto liniał EG jest także 
prostopadły i do jej środka, a zatem przechodzi przez 
środek koła A , — umieściwszy więc ostrze w pewnej 
odległości na liniale F G , ono zakreśli okręg współ-
ś rodkowy, gdyż różnica promieni K G dla okręgu A 
i rysowanego ostrzem G, jest jednakowa. 

§ II. Punkta sprzężone z Unią, środków-
(Centrę de similitude directo et inverso). 

"220. Tw. Linie łączące końce promieni równole
głych, skierowanych w jedną stronę, przecinają się 
z linią środków w punkcie sprzężonym zewnętrznym., 
zaś łączące końce promieni skierowanych w przeci
wne strony, przecinają się w punkcie sprzężonym ze
wnętrznym względem linii środków. 
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1° Linie łączące końce promieni równoległych 
przecinaj;) się w jednym punkcie (fig. 172); linia Aa 
przecina się z linią środków Oo, bo promienie równo
ległe OA i oa są nierówne,—linie GA i GO przecięto 
równoległemi, dają (139. Wn. 5) :OA: Off=OG:oG a 
ztąd O A—oa: oa—OG—oG: oG; trzy wyrazy tej pro
porcyi dla wszystkich promieni równoległych nie zmie
niają się, przeto i czwarty oG jest stały, czyli wszystkio 
linie łączące końce promieni równoległych przecinają 
się w jednym-punkcie. Podobnie promienie Ol) i od 
skierowane w przeciwne strony dają: OD: od—Ogi 
go, a ztąd Ol)-\-od: od=Og-\- ogi og, dla wszelkich 
promieni skierowanych W przeciwne strony trzy wy
razy tej proporcyi nie zmieniają się, przeto i czwarty 
Og jest stały, czyli linie łączące końce tych promieni 
przecinają się w jednym punkcie. 2° Punkta G i g 
są sprzężone względem linii środków Oo, gdyż tak 
stosunek odległości punktu G, jak i punktu g od koń
ców tćj l i n i i , jako równe stosunkowi promieni, są 
sobie równe, przeto GO: Go=gQ: go. 

Wn. Proporcyje OA—oa: od—Oo: oG tudzież OD 
+ od: od=Oo:og pokazują, że dla kół a) oddziel
nych wewnetrznieG \—oa >• Oo przeto i otf> oG,t . j . 
punkt sprzężony zewnętrzny jest wewnątrz koła mniej
szego , gdyż odległość jego oG od środka tego koła 
mniejsza od promienia,podobnie i punktsprzężony we
wnętrzny; b) stycznych wewnętrznie, OA—oa—Oo 
przeto i oa—OG t.j. zewnętrzny w punkcie dotknięcia 
się, zewnętrzny zaś wewnątrz mniejszego, gdyż 0D-(-
od>- Oo to odp- og; c) przecinających sic, OA—oa -<a 

25 
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Oo to oa •< oG zewnętrzny leży zewnątrz kola mniej
szego wewnętrzny wewnątrz, gdyż OD-f-od> Oo to i 
od>og; d) stycznych zewnętrznie, i.)A — oa-< Go 
to i oa < oG zewnątrz niniejszego, zaś wewnętrzny 
w punkcie dotknięcia s ię , gdyż OD + od=zQo to i od 
=og; e) dla oddzielnych zewnętrznie, zewnętrzny ze
wnątrz niniejszego—wewnętrzny między okręgami. 

Uw. Punkta sprzężone linii środków wyznaczano 
przez linie łączące końce promieni równoległych, 
najdokładniej wyznaczają się przez wspólne styczne 
do tych okręgów, gdyż przecinają linię środków pod 
kątem większym od innych linii . 

•'(w \snt ir.o-iia onWiaóś-icj * do^rfńwoiai/la itiblffVo-iq 
221. Tw. Punkta sprzężone zewnętrzne, wzglę

dem linii środków trzech okręgów A , B i C , leżą na 
jednej linii prostej (lig. 173). 

Do okręgów A i B, A i G, B i G prowadzę wspól
ne styczne K L , MN i ON łączące końce promieni ró
wnoległych i skierowanych w jedną s t ronę , które 
przecinając się z liniami środków AB, AG i BG dają 
trzy punkta D, E, F sprzężone zewnętrzne względem 
tych linii, potrzeba dowieść że te trzy punkta leżą na 
jednśj linii prostej. Dla okręgów A i B mamy: A D : 
D B = A K : B L zaś dla A i G, E G : E A = C N : A M , mno
żąc te proporcye otrzymamy: A D . E G : D B . E A = G N : 
B L gdyż drugi stosunek ma wspólny czynnik AK i A M ; 
lecz CN: B L = F C : FB, przeto i AD.EC:DB. E A = F G : 
FB a ztąd A D . E C . F B = D B . E A . F G , azatćm trzy pun
kta D, E i F leżące na przedłużeniu boków trójkąta 
ACB, są w kierunku linii prostćj (15S). 
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Wn. Podobnym sposobem dowiedlibyśmy, że pun
kla sprzężone wewnętrzne dwóch linii ś rodków z pun
ktem sprzężonym zewnętrznym trzeciej, leżą na jednej 
linii prostćj . Linie przechodzące przez podobne pun
kta sprzężone zowią się osiami sprzęionemi (axe de 
similitude directe et inverse), trzy więc okręgi mają 
cztery osie sprzężone: jedną zewnętrzną, a trzy we
wnętrzne. 

222. Zg. Znaleźć pnnkla sprzężone dwóch okrę
gów O i o (fig. 172). 

Prowadzę promienie równoległo OA i oa skiero
wane w jedną stronę, a linia łącząca ich końce ha 
przecinając się z linią środków Oo daje punkt G sprzę
żony zewnętrzny, linia zaś Ee łącząca końce promie
ni skierowanych w przeciwne strony, przecinając się 
z linią środków daje punkt g wewnętrzny. 

223. Zg. Do dwóch danych okręgów O i o popro
wadzić linie styczne. 

Gdy promienie okręgów danych a) znacznie się ró
żnią (fig. 172), wynajduję ich punkta sprzężone G 
i g (222) a styczne G.f, Ge, ge i gd poprowadzone 
do jednego okręgu o są zarazem stycznemi i do dru
giego O, gdyż jeden jest tylko punki sprzężony; b) 
mało sie różnią (fig. 174); różnicą promieni tych o-
kręgów, ze środka A koła większego, zakreślam okręg, 
do którego ze środka koła mniejszego B prowadzę 
styczną BG, przedłużam promień AG prostopadły do 
tej stycznej, a on przecinając się z okręgiem A daje 
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punkt I), przez który przechodzi styczna żądana; po
prowadziwszy promień BE równoległy do AD, otrzy* 
mamy i drugi punkt E leżący na lej stycznej D E ; — 
czworokąt bowiem CE jest równoleglobokiem (116, 
4), a że w nim kąt C jest prosty, przeto on jest pro
stokątem, a zatem linia D E prostopadła do promieni 
okręgów, jest ich wspólną styczną;—c) nieróżniu się 
(fig. 175) czyli są sobie równe; do linii ś rodków AB 
prowadzę.promienie AC i BD prostopadłe, a linia CD 
łącząca ich końce jest żądaną, gdyż czworokąt AD 
jest prostokątem. 

224. Zg, Przez punkt dany i nakreślić hola sty. 
czne do dwóch prostych zbiegających się (fig. 176). 

Prowadzę linię EF połowiącą kąt zawarty między 
danemi prostemi AB i C D , która jako równo oddalo
na od ramion kąta (102. Wn. 1), zawiera środki wszy
stkich okręgów stycznych do obu tych linii; punkt J łą
czę z punktem zbiegu prostych danych AB i CD (167), 
a że punkt zbiegu jest sprzężonym zewnętrznym dla 
okręgów stycznych do linii danych (220), przeto linia 
JN łącząca punkt J, mającego się nakreślić okręgu, 
z punktem sprzężonym, przechodzi przez końce pn>. 
mieni równoległych w okręgach stycznych do linii da
nych;— jeśli więc z punklu dowolnego K połowiącej 
E F , promieniem równym prostopadłej K G , wyprowa
dzonej z tego punktu na ramię C D , zakreślimy okręg 
kola, to on będzie stycznym do linii danych, jako bę
dących w odległości promienia od środka lego kola 
(172), promienie zaś KN i K L są równoległe do pro-
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mieni kół stycznych, łączących punkta przecięcia się 
tycli okręgów z linią JN, przeto przez punkt .1 żądane
go okręgu poprowadziwszy linie równoległe do tych 
promieni, one przecinając się z połowiącą F E dają śro
dek S i F żądanego kola i pozostaje tylko z lego pun
ktu zakreślić okręg styczny do jednej z linii danych CD, 
Jeśli punkt dany J (fig. 177), leży na linii połowiącej E F 
to prostopadła JG wyprowadzona z tego punktu do l i 
nii E F jest styczną do okręgu żądanego, a że i linia CD 
jest także styczną, przeto punkt G jest zbiegiem stycz
nych parzystych; odciąwszy więcGH równe GJ otrzy
mamy punkt H dotknięcia się stycznej GD z okręgiem 
szukanym (LS2. b), a linia FIS prostopadła do sty
cznej CD w punkcie jej dotknięcia II, przecinając się 
z linią środków EF, daje środek S żądanego okręgu. 
Odcinając G l ) = G J otrzymamy drugi okręg styczny 
do linii danych. 

22ó. 7A. Jeżeli dwa bloki (fig. 178) połączymy 
sznurem lub rzemieniem wyprężonym DCGF z połą-
czonemi końcami, wtedy obracając jeden z nich, o-
bracamy i drugi, w tym.samym lub w przeciwnym kie
runku, podług tego, jak te sznury styczne leżą z lej 
samej, lub z przeciwnych stron sznura. 

§ III. Linie potęgowe okręgów. 
(Axe radical,—Potenzlinien). 

226. Linią potęgową dwóch okręgów zowie się 
laka prosta, z którćj wyprowadzone styczne do tych 
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