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ROZDZIAL 1V

Polgezenia okre¢gow kol.

§ L. Warunki nieprzecinania sig i rownolegtosei;
przecinania si¢ i stycznosci.

214. Prosta laczaca $rodki dwoch okregow zowie
sie linia $rodkow, linia ta moze byé albo mniejsza,
albo rowna, albo wicksza od réZnicy promieni; be-
dac wigksza od réznicy promieni, moze by¢ mniejsza,
rowna lub wieksza od summy promieni. Z tych sze-
$ciu stosunkéw linii $rodkow do promieni, wynikaja
warunki wzajemnego polozenia okregéw lezacych na
plaszezyznie. Kola lezace na plaszezyznie moga mied
dwa punkta wspolne (26) i zowia si¢ przecinajgeemi
sie, gdy zas te dwa punkta zlewaja si¢ w jeden, okre-
gi zowia si¢ stycznemi; albo téz okregi nie maja Za-
dnego punktu wspolnego i sa oddzielnemi, jesli zas
punkta jednego okregu sa jednakowo oddalone od
okregu drugiego, okregi zowia sie rownoleglemi ja-
kieri sa wspol-srodkowe. Okregimogy by¢ slyczne
i oddzielne wewnetrznie lub zewnetrznie, podlug te-
go, czy punkta jednego lezg wewnatrz lub zewnalrz
drogiego.

215. Tiw. gl. Okregi kot sq: a) oddzielne lub b) sty-
czne wewnetrenie, ¢) przecinajqce sie, d| styczne lub
e) oddzielne zewnelrznie.— gidy linia srodkdw jest: a)
mniejsza lub b) réwna roinicy promieni—c) wigksza
od roinicy, lecz muigjsza od summy—d)y rowna lub
&) wighsza od summy promieni.
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a) Zak. AB < AC—BD.. Tw. ze wszystkie punkta
okregu B leza wewnatrz okregu A (fig, 165).

Przedluzam linie érodkow AB do przeci¢ciasie z 0~
kregami w punktdch D G; pankt D lezy wokregu A,
gdy? odleglosé jego DA od srodka tego kola, jest
mmcjsza od promienia AC, bo z zalozenia roznica
promieni jest witgksza od linii “$rodkow AB. Punkt
H okregn B lezy wewngtrz 'okregu A, gdy? oddalenie
jego Al od sSrodka'tego okregu, jest mniejsze od pro-
mienia AC, bo AH' < AB4BH czyli od AD, Tecz AD
< AC to tém bardzié) AH = AC.

b Zuak. AB=AC—BC. Tw. ie okregi A'i B sq sty-
czne wewnetrznie (fig. 166).

Przedluzam linig $rodkéw AB do przeciecia sie
7 olregami; punkt C przeciecia sig té] linii z okre-
giem B, lezy na okregu A, gdy’ odleglodé jego od
$rodka tego kola réwna ‘si¢ prommnmm —bo jeshi
linia ~rodk6w AB rowna si¢ roZnicy promieni, to pro-
mien kola mniejszego BC, powiekszony linig srodkdw,
réwna si¢ promieniowi okregu A ‘wickszego ; punkt
H okregu kola B lezy wewnatrz okregu A, gdyz AII
< AB+BH ‘czyli od AC, przato wszystkie punkia
okregu kota B, oprocz punktu € lemcmro na okrega
A, leza wewnatrz tego okregu, a tém saniém uLu,g;
B jest slyczny wewngtrznie z okregiem kola A.

¢) Zak. AB = AC—BD czyli AB+4BD = AC.i AB
« AC+BD czyliAB—BD <= AC. Tw. Ze okregi prze-
cinaja sie (fig. 167).

Punkt D okregu kola B lezy wewnatrz okregu A,

edyi AD=AB—BD, a ze A—BD podlug zaloZenia
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jest mniejsze od promienia okregu A 1o i AD <= AC;
punkt K okreguB lezy zewnatrz okregu A, gdyz AK=
AB+BK, a ze podlug zalozenia linia $rodkow z pro-
mieniem kala mriejszego, jest wigksza od promienia
kola wigkszego A to i AK > AC: a zalém okreg B ja-
ko majacy jeden punkt wewngtrz zas drugi zewnatrz
okregu A, przecina sie z tym okregiem.

d) Zak. AB=AC+BC. Tw. Ze okregi sa styczne
zewnetrznie (fig. 168).

Punkt D przecigeia si¢ z okregiem B znajduje sig
na okregu A gdyi CA=AB—BD, t. j. promieniowi
kola wi¢kszego, dla podobnéj przyczyny i punkt C
przecigcia si¢ z okregiem kola A leiy na okregu B,
przeto te punkla przecigcia sie linii srodkow z okre-
gami sa jednym punkiem wspolnym dla tych obu okra-
gow; wszysikie inne punkla ekregu B lezg zewnaltrz
okregu A, gdyz polaczywszy pankt H ze srodkami kot
Ai B, linia AH+HB = AC+CB czyli AH > AC.

e) Zuk. AB = AC+BD. Tw. ze okregi sa oddziel-
ne zewnetrznie (fig. 16Y).

Punkt D przecigcia si¢ linit srodkow AB z okre-
giem B lezy zewnilrz okregu A, gdyz AD—=AB—BD,
a #e w zaloZenia promien okrega A jest mniejszy od
linii $rodkéw zmniejszonéj promieniem drugiego o~
kregu, przeto AD = AC; wszystkie inne punkta okre=
gu kola B leza zewnylrz okeega kola A, gdyz AH+
HB = AD + DB czyli AH > AD zaé AD = AC, to tém
bardzié] AH = AC.

216. Tw.od. W okregach: s) oddzielnyck, linie
srodkow jest mniejsza od roznicy, lub wighsza od Sum-



190

my promient; b) w przecinajacych sie, wigksza od ro-
inicy, lecz mnigjsza od summy, ¢) w stycznych ro-
wna roinicy lub swmmie promiend.

«) Linia srodkow jest mniejsza od réZnicy promiaa-
ni lub wigksza od summy; gdyz jesliby byla rowna
roinicy, to okregi bylyby styczne wewnetrznie, jesli-
by byla wigksza od réznicy a mniejsza od summy,
okregi przecinalyby sig i nakoniec jesliby byla rowna
summie, okregi bylyby styczne, co sig sprzeciwia za-
tozeniu. Podobnym sposobem dowiedliby$my innych
przypadkow.

Whn. 1. Punkt C dotkniecia sie okregow stycznych
lezy na linii srodkow, gdyz jesliby lezal zewnaltrz 16]
linii w punkcie H (fig. 166 i 168), to poprowadziw-
szy promienie do tego punktu, w pierwszym razie ro-
znica promieni bylaby mniejsza, w drugim summa
promieni wigksza od linii sSrodkow AB, a tém samém
okregi niebylyby styczne; styczna wige w punkcie
zelknigcia sig ukr;;é;éw, jest ich wspolng styczna, ja-
ko linia prosta prostopadla do obudwdéch promieni.

Wn. 2. W olregack oddzielnych zewnetranie, od-
cinlei linii $rodkow, ulworzone przez okregi, mierza
najmniejsze i najwigksze oddalenie sig punktow lych
olregows woddzielnych zas wewnelrznte, odcinek od
strony srodka mniefszego okregu, mierzy najkrolsze
oddulenie; dla oddzielnych wewnetrznie (fig. 165) li-
nia CD=AC—(AB+8D), zas HE+HB-+AB = AL
czyli HE = AE—(HB +BA) przeto CD = HE; dla od-
dzielnych zewnetrznie (fig. 169), @) Bd+dc+4-cA =
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BD+DC+CA ezyli de=DG, &) Bd+4+BA+Ac =
de czyh D'C' = d'e.

Wn. 3. W kolach przecinajaeych sie (fig. 167),
linia $rodkéw jest prostopadly do ciceiwy laczacé)
punkta E, H przeciecia sig, gdyz Srodki kot A i B sa
rowno oddalone od koncow téj cigciwy.

217. Tw. Okregi oddzielne wewnelrznie, majace
srodki w jednym punkcie, sa wzgledem siebie rowno-
legle (fig. 170).

Odcinek CD wspolnego promienia zawarly miedzy
temi okrggami, mierzy najkrotsze oddalenie sie pun-
kta D jednego okregu od okregu drugiego; gdyz CD
rowna sie roznicy promieni, zas kazda inna linia DE
jest od nié] wigksza; linie te mierzace najkrotsze od-
dalenie punkiéw jednego okregu od okregu drugie-
go sa sobie rowne, jako réZnice rownych promieni,
przeto i oddalenia punktéw jednego okregu od wspél-
$rodkowego sy jednakowe, czyli okregi wspolsrod-
kowe sa wzgledem siebie rownelegle.

Wn. Luki GC i FD okregéw wspolérodkowych,
zawarle miedzy promieniami kola wickszego, zawie-
rajq jednakowa liezbe stopni, jako odpowiednie kqy-
towi CAG zawarlemu miedzy temi promieniami.

21S. Zg. Wagledem okregu danego A, danym
promieniem BD nakreslic okreg a) oddzielny wewng-
trznie albo zewnglrznie. Na promieniu (fig.165) AC
okregu, albo (fig. 169) od punkta D wzictego na prze-
dluzeniu promienia AC odcinam promien dany DB i
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tym promieniemn z punktu B zakreslam okr¢g kola;
b) przecinajgey go w punktach Hi E (fig. 167). Zpun-
kta B lezgcego 'w odleglosci promienia B 'od pun-
ktow H'i E zakreslam okreg kola i ten jest Zydanym;
c) slyczny wewnglrznie b zewngtrznie. Od konca
promienia C.na tym premieniu (fig. 166) lub jego
przedluZeniua (fig. 16S) odcinam promien dany od C
do B to punkt B jest $rodkiem Zgdanego okregu.

219. Zt. W rzemioslach, kola wspolirodkowe kre-
$la si¢ na 1] zasadzie, Ze sg wzgledem siebie roéwno-
legle; do okregu kola wyloczonego A przyklada sie
prostokat niemajacy boku BC, opatrzony linialem I'G,
prostopadlym do srodka boku DE; gdy konce linia-
Yow BC lezy na okregu, cigciwa luku BC jest czwar-
tjm bokiem prostokata, przeto linial FG jest takze
prostopadly i do jéj $rodka, a zalém przechodzi przez
srodek kola A,—umiesciwszy wigc ostrze w pe\#nél
odleglosci na liniale FG, ono zakresli okreg wspol
srodkowy, gdyz roznica ‘-pl'omicrli KG dla okregu A
i rysowanego ostrzem G, jesl jednakoywa.

'§ 1. Pankta sprzezone z linig, $rodkow.

(Centre de similitude directe et inverse).

220. Tw. Linie lgczace konce promieni rownole-
glych, skierowanych w jedng slrone, przecinaja sie
z linig srodlow w punkeie sprzeionym zewnglrznym,
zas tgezace korice promieni skierowanych w ;uze‘c‘i'—'
wne sl ony, przecinaja si¢ w punkcie sprzeion ym: 2¢-
wnelrznym wzgledem Jmn srodkdw.
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1% Linie Yiézqce kofice promieni réwnoleghych
przecindjy sie w jednym punkeie (fig: 172); linia Aa
przecing si¢ z linig srodkdéw 00, bo promienie rowno-
legle ON'i 0a sq nierdwne ,~linie GA i GO przécipte
rownoléglemi, daja (139. Wn. 5): OA: 00=0G:6G a
ztypd OA=o0a 1 0a=0G—0G: 0G; trzy wytazy (¢] pro-
porcyidla wszystkich promieni rownoleglych nie zmie-
piaja sie, przeto i ezwarty oG jest staly, czyli wszystkie
linie 1aezgce konce promieni rownoleglych przécinajy
si¢ w jednym‘punkcie. Podobnie¢ promienie OD 1 od
skigrowane w przeciwne strony daja: OD: 0d=04!
go, a ztad OD+-od: 0d=0g+ o0g: og, dla wszélkich
promieni skierowanych w przeciwne strony trzy wy-
razy 18] proporcyi nie zmieniajq si¢, przeto i czwarly
0g jost staly, czyli linie Iqczace konce tych promieni
przecinaja sie w jednym punkeie. 2° Punkta Gi g
sg sprzezone wigledem linii srodkéw Oo, gdyz tak
stosunek odleglosci punktu G, jak i punktu g od kon-
cow téj linii, jako rowne stosunkowi promieni, sq
sobie rowne, przeto GO: Go—gO0: go. !

Wn. Proporcyje OA—oai 0d=00: oG tudziei OD
+od: 0d=00% og pokazuja, ze dla kol a) oddziel-
nythweéwnetrrnie O A—oa = 00 przeto i 04> oG, 1.j,
punktsprzezony zewnetrzny jest wewnqtrz kola mniej-
szego, gdyz odleglosé jego oG od érodka tego kola
nifiicjsza od promienia,podobniei punktsprzezony we-
whnetezny; b) styeznych wewnetrznie, 0A—ova—=00
przeto i 000G (.j. zewnetrzny w punkeie dofknigcia
si¢y zewnetezny zas wewngtrz mniejszego, gdys 0D 4
od= 00 to od 0g; o) przecinajacych sig; OA—ou =

' 25
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0o to on < 0G zewnetrzny lesy zewnatrz kola mniej-
szego wewnetrzny wewnalrz, gdyz OD+o0d = Qo to i
od = 0g; d) stycznych zewngtrznie, OA—oa < 0o
to i 0oa= oG zewnalrz mniejszego, zas wewnelrzny
w punkeie dotknigcia sig, gdyz OD +0d=00 to i 0d
=0g; e) dla oddzielnych zewngtranie, zewnelrzny ze-
wnalrz muiejszego—wewnetrzny migdzy okregami.

Uw. Punkta sprzezone linii $rodkow  wyznaczane
przez linie qczace konce promieni réwnoleglych,
najdokladniéj wyznaczajq sie przez wspélne styczne
do tych okregbw, gdyz przecinaja linig¢ $rodkow pod
katem wigkszym od innych linii.

921. Tw. Punkla sprzgione zewnglrzne, wzgle-
dem linii $rodkdw trzech okregow A, Bi C, leia na
jednéj linii prosté; (fig. 113).

Do okregow A i B, A1 G, BiC prowadze wspol-
ne styczne KL, MN i ON laczqce konce promieni r0-
wnoleglych i skierowanych w jedna strone, kiore
przecinajac sie z liniami srodkow AB, AC i BC daja
trzy punkta D, E, F sprze¢zone zewngtrzne wzgledem
tych linii, potrzeba dowiesé ze te trzy punkta leiq na
jednéj linii prostéj. Dla okr¢gow A i B mamy: AD:
DB:;’@'K: BL zas dla A i C, EC: EA=CN: AM, mno-
zac te proporeye otrzymamy: AD.EC: DB.EA=CN:
BL gdyz drugi stosunek ma wspolny ezynnik AKiAM;
lecz CN: BL=FC: FB, przeto i AD.EC:DB. EA=FC:
FB a ztad AD.EC.F8=DB.EA.FC, azatém lrzy pun-
kta D, EiF lezace na przediuienin bokow trojkgta
ACB, sa w kierunku linii prostéj (188).:
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Wn. Podobnym sposobem dowiedliby$my, Ze pun-
kta sprzezone wewnetrzne dwéch linii Srodkéw z pan-
ktem sprz¢zonym zewnetrznym Lrzeciéj, lezy nachnéj
linii prostéj. Linie przechodzace przez podobne pun-
kta sprzgione zowia si¢ osiami sprzeionemi (axe de
similitude directe et inverse), trzy wiec okregi maja
czlery osie sprzs,zone ]edna; zawngtr?nq, a trzy we-
wnetrzne.

11222, Zg. Znaleié pzmlr!a sprzgzane dwock ofkre-
gow 0 io (fig. 172).

Prowadze promienie réwnolegle OA i 0a skiero-
wane w'-jedna, strone, a linia aczaca ich kofice Aa
przecinajae sie z linia srodkow Qo daje pllnl.,tt G spm;—
Zony zewnetrzny, linia za$ Ee lyezgea konce promie-
ni skierowanych w przeciwne strony, przecinajjc sie
z linig $rodkéw daje puukt g wewnetrzny.

993. Zg. Do dwdch danych okregow O i o popro-
wadzié linie slyezne. '

Gdy promienie okregow danych a) znacznie sig 70-
zniq (fig. 172), wynajduje ich punkta sprzeion'e G
i £(222) a styczne Gz, Ge, gei gd poprowadzone
do jednego okregn o sq zarazem stycznemi i do dru-
giego 0, gdv) jeden jest tylko punk! sprzezony; b)
miato si¢ Toinia (fig. 174); rbznicy promieni tych o-
krggow, ze srodka A kola wigkszego, zakreslam okreg,
do ktérego' ze $rodka 'kola mniejszego B prowadze
styezng BC, przediumm promien AC prostopadly do
t6j 'styeznéj, a on przecinajac sie z okregiem A daje
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punkt D, przez ktory przechedzi styezna Zqdanas po-
prowadziwszy promien BE rownolegly do AD; otrzy:
mamy i drugi punkt E lezacy na 16 styezné) DE ;—
czworokat bowiem CE jest rownoleglobokiem (116,
4), a ze w nim kat G jest prosty, przeto on jest pros
stokatem, a zatém linia DE prostopadla do promieni
okregow, jestich wspolng styczna;—c) nierdiniq si
(fig. 175) czyli s sobie rowne; do linii srodkow AB
prowadze promienie AC i BD prostopadle, a linia CD
laczaca ich konce jest iqdang, gdyZ czwarokat AD
jest prostokatem,

224. Zg. Przez punkt dany § nalreslic kolo sty-
czne do dwoch prostych zbiegajacych sig (fig. 176).

Prowadze linig EF polowiacq kat zawarty miedzy
danemi prostemi AB i CD, ktora jako rowno oddalo.
na od ramion kata (102. Wa.1), zawiera érodki wszy-
stkich okreg6w stycznych do obu tych linii; punktJ la-
czg zpunklem zbiegu prostych danych AB i CD (167),
a Ze punkl zbiegu jest sprze¢Zonym zewnglrznym: dla
- okregow stycznych do linii danych (220), przeto linia
IN laczqea punkt J, majacego si¢ nakreslié okregu,
z punktem sprzgZonym, praechodzi przez konce peos
mieni rownoleglych w okregach stycznych do linii das
nych;—jesli wi¢e z punkta dowolnego K polowigceéj
EF, promieniem réwnym prostopadléj KG, wyprowas
dzonéj z tego punktu na rami¢ CD, zakreslimy okreg
kola, to on bedzie stycznym do linii danych, jako by
dgcyeh w odleglosci promienia od srodka tego kola
(172), promienie zas KN i KL sa rownalegle do pro-
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mieni kol styeznyeh, laczacyeh punkla przecigcia sie
tych okreg6w zlinig JN, przeto przez punkt J zadane-
go okregu poprowadziwszy linie rownolegle do tych
promieni, one przecinajacsie polowigea FE daja $ros
dek S i F zadanego kola i pozostaje tylko z tego pun-
kin zakresli¢ okreg styczny do jednéjz linii danyeh CD,
Jesli punktdany J (fig.177), lezy na linii polowiacéj EF
to prostopadia JG wyprowadzona z tege punktu do lis
nii EF jest styczna do okregu zadanego, a ze i linia CD
jest takZe styczna, przeto punkt G jest zbiegiem styczs
nych parzysiych; odciqwszy wice GH rowne GJ. otrzy-
mamy punkt H dotknigcia sie stycznéj €D z okregiem
szukanym (152. 2), a linia HS prostopadla do sly-
eznéj CD w punkcie jéj dotknigcia H, przecinajge sig
z linig $rodkow EF, daje $rodek S zgdanego okregu,
Odcinajge GD==GJ olrzymamy drugi okreg styczny
do linii danych. nfea

" 995, Zt. Jeieli dwa bloki (fig. 178). polaczymy

szourem lub rzemieniem wyprezonym DCGFE z polas
czonemi koncami, wtedy obracajac jeden z nich, 0a
bracamy i drogi, w tym samym lub w przeciwnym kie-
runko, podlog tego, jak te sznuny styczne leiq z Lé)
saméj; lub z przeciwnych stron sznura.

§ Il Linie potegowe okregdw.

(Axe radical,—Potenzlinien).

220. Linia potegowa dwéch okregow zowie si¢
taka prosta, z kioréj wyprowadzone styeane do Lych
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