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R O Z D Z I A Ł III. 

llóirnowainość i stosunek figur. 

§ 1. Równoważność. 

274. Tw. gł. Linia łącząca n-icrzeholek ze środ­
kiem podsluiry dzieli ten trójkąt nu dwa trójkąty ró­
wnoważne (fig. 233). 

Ze środka podstawy prowadzę dwie linie równo­
legle do boków, które połowią te boki (13:$); trój­
kąty DCE i DAE są równe, bo mają po trzy boki ró­
wne: D C = A D z założenia, E C = B E = F D , i D E = E B 
= A F ; dla podobnej przyczyny i.(rójkąt D E B = I ) F B . 

Wn. 1. Dzieląc podstawę AB (fig. 234) trójkąta 
ACB na trzy równe części i prowadząc linie •/. wie­
rzchołka kąta przeciwległego do środka tych podzia­
łów, podzielimy trójkąt na trzy trójkąty równoważne, 
gdyż podług twierdzenia środkowy jest równoważny 
z każdym ze skrajnych. Jeżeli z punktów D i E podzia­
łu , poprowadzimy linie równoległe do boków ty< h 
trójkątów, to one podzielą je na części równoważne i 
tak: trójk. A K D = D H E gdyż w trójkącie A C E linia CD 
poprowadzona do środka podstawy A E i linie DK, 
DII są równoległe do boków CE i CA; trójkąt BNE== 
A F D bo mają po boku i po dwa kąty przy nim leżą­
ce r ó w n e , przeto i trójkąty IINE i K F D jako ich 
różnice są sobie równe; — podobnie trójk. D l i C = 
D K C i D G N = G L C , jako mające kąty przy G równe 
(48), kąt G D N = G C L (78. Wn. 9.) i bok GD=.GC, 
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bo równoległe CB, G E , dzielące DB na części równe, 
dzielą i DC na części równe, a przelo i ich różnice,—f.j . 
czworokąty K L G D i NI1CG są sobie równe. Podobnie 
dowiedlibyśmy że: D N E = E M B , DN(J=EMJ, E N I I = 
1IPC i CGME=HP.IE i . j . odpowiednie części trójką­
tów są sobie równe. Gdybyśmy podstawy podzielili 
na ilekolwiek części równych, podobnym sposobem 
dowiedlibyśmy, że trójkąty równoważne powstałe 
7, połączenia wierzchołka ^punktami podziałów pod­
stawy, przez linie równoległe do boków tych trójką­
tów dzielą się na części odpowiednie równe. 

W/i. 2. Trójka ty mające podstawi/ i wysokości ró­
wne są równoważne (fig. 235, I, II i III). Przykładam 
podstawy AB trójkątów lak, aby przystawały,—to wte­
dy albo a) dwa boki AC i AD są na jedne1 j linii prostćj 
(fig. 235,1.), albo nie na jednej linii prostej; w drugim 
przypadku albo b) obie wysokości padają na podstawę 
(fig. 235, I I ) , albo c) jedna na podstawę, zaś druga na 
jej przedłużenie (fig. 235, III). 

8) Wysokość I ) F = C E to i D A — A C (130. Wn. 5) 
i 1 rójk. CBI) przez BA jest podzielony na części ró­
wnoważne (174). b) Dla równości prostych C G — G D 
trój . CAG z GAD i CBG ż BGD są równoważne a tćm 
samem i ich summy CAG-f-CBG z GAD- | -BGI) są ró­
wnoważne, c) Podobnie i rój. C l G z GAD i CBG z BGD 
są równoważne, przeto i ich różnice CAB z BAD są 
równoważne. 

Wn. 3. / łi.awzajem, dwa trójkąty mmącepodsta­
wy ipowierzchnie równe, mają i wysokości równe 
(fig. 230). 
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Zestawiwszy trójkąty na wspólnej podstawie AB 
tak, aby wierzchołki ich C i I) były z jednej strony 
tej l in i i , jeśliby wysokości ich nie były r ó w n e , linia 
DG nie byłaby równoległą do A B ; poprowadziwszy 
wiec linię CE równoległą do AB do spotkania się z bo­
kiem AD lub jego przedłużeniem w punkcie E, trójkąt 
AEi< jako równoważny trójkątowi ACB byłby rów no-
ważny i trójkątowi A D B , co być nie może. 

Wn. 4. Rów nule glob o ki mające podstawy i wyso­
kości równe są równoważne, gdyż podzieliwszy ka­
żdy z nich przekątnią na dwa trójkąty mające z niem' 
podstawy i wysokości równe, trójkąty jednego są ró­
wnoważne trójkątom drugiego. 

Wn. 5. Dzieląc podstawę równolegloboku na ile-
kolwiek części równych, i przez punkta podziału pro­
wadząc linie równolegle do boku leżącego przy pod­
stawie, równolcglobok podzieli się na równoleglobo-
ki równe, jako mające podstawy i wysokości równo. 

Wn. 6. Trójkąt mający z równoleglobokiem ró­
wną podstawę i wysokość jest jego połową, gdyż ró-
wnoleglobok dzieli się na dwa trójkąty mające z da­
nym podstawę i wysokość równą. 

W?i. 7. Trójkąt jest równoważny równoległobo-
kowi mającemu z nim równą podstawę a wysokość 
dwa razy mniejszą, lub równą wysokość a podstawę, 
dwa razy mniejszą — gdyż przedłużywszy bok przy­
legły podstawie równoległoboku lak, aby przedłuże­
nie równało się temu bokowi i dokończywszy tego no­
wego równoległoboku, ten mieć będzie wysokość ró­
wną wysokości trójkąta (13S), przelo jest dwa razy 
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większy od trójkąta i od równoległoboku danego, a 
zatem trójk))! jest równoważny równologłobokowida­
nemu; podobnie jeśli podstawa jest dwa razy niniejsza, 
przedłużam jft tak, aby przedłużenie równało się sa-
mej podstawie, prowadzę równolegli) do boku przy­
ległego podstawie i dokońezam równoległoboku, a 
ten równoległobok jest dwa razy większy tak od trój­
kąta jak od danego ró wnolegloboku. 

275. Tw. Z punktu przekątniej równoległobokn 
poprowadziwszy finie równolegle do boków, otrzy­
mamy ezlery równoległobok/', z klóryeh dwa nie ma­
jące tej przekątniej zwane dopełnieniami równoległo­
bokn, są równoważne (fig- 237). 

Trójkąty JE!) i DEG równie jak i trójkąty BEE i 
BIIE są sobie równe, przeto JEI) -)- I3EE równe D E G 
-(-HUE; jeśli więc od trójkątów równych DA!! i BCD 
odejmiemy te ilości równe, reszty pozostaną równo 
A E = E C . 

W/i. I. Jeśli równoległobok jest kwadratem, do­
pełnienia są prostokątami (fig. 23$), a niedopełnienia 

* .11" i IIG kwadratami, gdyż przekątnią AC polowi ich 
kąty. 

270. TUK Kwadrat z summy dwóch linii równa się 
summie kwadratów z tych linii, powiększonej dwoma 
p/ostokątumi z tychże linii (fig. 23S). 

Na linii AD będącej summa dwóch linii AJ-(-JD 
Wystawiam kwadrat B D , z punklu J wyprowadzam 
prostopadłą Jl[ do przecięcia się z przekątnią A C 
W E i przez E, linię EG równoległą do A D . Figura 
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FJ jesl kwadratem z linii AJ, HG kwadratem z linii 
1IC=.ID ( 17."). Wn. I ), zaś prostokąty F i l i JG mają 
podstawy F E i EJ równe linii AJ , jako boki kwadratu 
EJ ; wysokości EG i H E równe, jako boki kwadratu 
HG i równe drugiej linii JD, przeto: A D 2 = A J 2 + J D 2 - f -
2.A.J.JD. 

Wn: Jeśli obie linie są sobie równe, to prostokąt 
mający jedną z nich za podstawę a drugą za wyso> 
kość, jest kwadratem, zatem kwadrat z summy tych 
linii równa się czterem kwadratom wystawionym na 
jednej z tychże linii i nawzajem. 

277. Tw. Kwadrat z różnic// dwóch linii, równa się 
summie kwadratów złych linii, zmniejszone/ dwoma 
proslokąlami z tychże linii (fig. 238). 

Linia AJ jesl różnicą linii Al) i ,11), kwadrat zaś FJ 
otrzymamy, odejmując od kwadratu HD prostokąt BG 
i G.I; dodając do odjemnika i odjemnej kwadrat HG, 
mamy: kwadrat FJ równy summie kwadratów BI) i 
H G , zmniejszonej prostokątem BG i prostokątem JG 
z kwadratem HG; lecz prostokąt JG z kwadratom HG . 
składają prostokąt 111), mający z prostokątem BG pod­
stawy BC i Cl) równe AD jako boki kwadratu BD; zaś 
wysokości GC i CII równe sobie i linii JD, — przeto 
kwadrat FJ równa się summie kwadratów BI) i litr 
zmniejszonej dwoma prostokątami niającemi za pod« 
sławę AD a za wysokość JD; co przez skrócenie wy­
raz, się AJ = A D - + J D 2 - 2 AD .11). 

2"S. Ta;. Prostokąt A l i mający za podstawę sum-
mc dwóch linii AC -f- CB a za wysokość różnicę tychże 
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z tych linii (fig. 23!)). 

Na linii AC kreślę kwadrat AF , odcinam C D — C B 
i z punktu I) wyprowadzam prostopadle I)K; prosto­
kąt A H = A L - f - L B , lecz LB==EJ gdyż A C — A K z wy­
kreślenia, A D = A G z założenia , przeto różnice ich 
GK i DC są sobie równe l . j . D C = C B = GK,—wyso­
kość B I I = A D z wykreślenia zaś A i)—Cl ( I I .">, (i) 
to i B H — G J ; a zatem prostokąt A H = A Ł - t K.l czyli 
równy kwadratowi A F mniej kwadratem K L , czy'i 
prostokąt mający za podstawę ( A C - p C B ) , a za wy­
sokość ( A C — C B ) = A C 2 — C B - . 

279. Tw. Kwadrat z przeciwprostokątniej równa 
sir sunnnie kwadratów z ramion luda prostego (Py-
thagoras) (1'ig. 210). 

Bok kwadratu B U z ramieniem kąta prostego AB 
są na jednej linii prostćj, gdyż. kąty 11BC i CBA jako 
proste są równe II (-17), podobnie JB t BC są jedną 
linią prostą. Poprowadziwszy linie KC i BD Irójk. 
K A C i BAD są sobie równe, jako mające po dwa bo­
ki i po kącie zawartym równym (253. Wn 2 : K.\ — 
A B , A C = A D jako boki kwadratów zaś kąty są kąta­
mi prostemi po wirkszonemi kątem BAC; lecz że pier­
wszy trójkąt jest polową kwadratu JA zaś drugi po­
lową prostokąta AF, bo mają z niemi podstawy KA i 
AD wspólne i wierzchołki na liniach JC i FB równo­
ległych do podstaw,—przeto kwadrat AJ jest równo­
ważny prostokątowi A l ' . Podobnym sposobem dowie­
dlibyśmy że kwadrat HC jest równoważny prostoką-
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łowi C F , a żalem summa kwadratów JA i HC równo­
ważna summie prostokątów AF i FC czyli kwadra­
towi A E z przekątniej A C . 

Wn. Kwadrat z ramienia kąta prostego równa się 
kwadratowi z przeciwproslokątniej zmniejszonemu 
kwadratem z drugiego ramienia kąta prostego. 

U w-. Wn. ten od 141 Wn. 1 różni się tern, że tam 
kwadrat z liczby wyrażającej przeoiwproslokątnią ró­
wna! się podobnym kwadratom z ramion, tu zaś po­
wierzchnia figury zwanej kwadratem równa się po­
wierzchni dwóch takich figur wystawionych na ra­
mionach kąta prostego. Jak później zobaczymy jedna 
z tych prawd pociąga za sobą drugą. 

280. Tw. Kwadrat z przeciwrozwariokątniej ró­
wna się summie kwadratów z ramion kala rozwartego 
zwiększone/ podwójnym prostokątem jednego z nich 
przez odległość prostopadłej nań spuszezo?n'j od wie­
rzchołka kąta rozwartego (fig. 241). 

Poprowadziwszy prostopadłą na przedłużony bok 
A C mamy Mi1— Bi> 2 -f-Al) 4 , lecz B D 4 = B C * - C l ) a 

(279. Wn.), zaś A D 2 = (AC + C D ) 2 = A t ; 4 t - C D 2 + 2 . 
A C . C l ) ( 2 7 ( i ) , t o A B 4 = B C 4 — C l ) 4 t A C 4 + C D 4 + 2.AC. 
C D = B £ 4 j - A C 4 + 2 . A C . C I ) . 

2S1. Tw. Kwadrat z przeciwoslrokainiej równa 
się summie kwadratów zramion kąta ostrego, zmniej­
szonej podwójnym prostokątem jednego z nich, przez 
odległość prostopadłej nań spuszczonej od wierzchoł­
ka kata ostrego (fig. 242). 
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Poprowadziwszy prostopadłą BD,Al» 2 =BD s - ł -AD* 
locz JJ[) 2=B(;-—DC" zaś A D 2 = ( A C — D C ) 2 = A 1 ) - j -
I )C 2 —2.AD.DC (277), przeto postawiwszy za B D J i 
A l ) 2 ich wartości, będzie: A B 2 = B C 2 — D C * - f - A D 2 - r 
DC-—2.AD.DC=4H>-ł-AD2—2.AD.DC. 

.b .1 i t e u„u\«n D t a ; I H 
282. Tw. W trójkącie, summa kwadratów z dwóch 

boków równa tĄ podwójnemu kwadratowi z poło^ 
wiącej bok trzeci, zwiększonemu podwójnym kwadra­
tem z poloiey boku trzeciego (fig. 243). . 

Poprowadziwszy prostopadle B E , połowiąca BI> 
jest pochylą, a zatem kąt BDA jest rozwarły zaś BDG 
ostry; przeto: A \ i 2 = l iD- | - A D 2 + 2 Al ) .DE i B C ~ 
B D i - f D C 2 — 2 DC.DE lecz że A D = D C z założenia, 
przeto: A B 2 - 4 - B C 2 = 2 B D 2 + 2 A D 2 . 

283. Tw\ W równoległoboku, kwadraty z dwóch 
przekaliiieh, sa, równe kwadratom z czterech boków 
V i i J f tU Ic.Jtó*!! ot ,(I ob/Innej // Dtnsnsb rOTWSd 
(fig. 244). 

Przekątnie w równoległoboku połowią się (115, 
c) przelo: A B 8 + B C S = 2 A E 2 - f 2 B E 2 tudzież' Cl)"- + 
I )A*^2 AE--J-2 E l ) 2 przelo A B 2

 r B C 2 + C D 2 + D A 2 

—4 A E 2 + 4.BE' 2 =rAC 2 - f B D 3 (270. Wn.) 
-oloq (<>.u7/ MM. otii/ljoil bo ys»A-ft» vsin B W D 

2S1. Tw. Czworokąt jest połową równoległoboku 
z jego przekątnhh i huta miedzy niemi zawartego 
Ifigi'3**'1)1-! ''• i 0 1 1 {rtŚBWtfiiwdi'iA łlodolgolony/ói rnsm. 

Przez wierzchołki A, B ,C ,D prowadzę linie równo­
legle do przekątnich a równoleglobok IIE ma boki 
przy sobie leżące E U i 1IG równe przekąlniin (115, 
b) i kąt między nimi zawarty II równy kątowi BJC 
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zawartemu pomiędzy przekąlniemi. Czworokąt ABC1) 
jest polową równoległoboku HF, gdyż równoległo-
bok przez przekątnie czworokąta dzieli się na cztery 
równolegloboki, czworokąt zaś na cztery trójkąty bę­
dące połowami tych równolegloboków: AJD połową 
HJ, DJC polową G.J i t. d. 

W n . Na lej własności opiera się sposób zamiany 
czworokąta na równoleglobok. 

. 2S5. Zg. Zamienić a) trójkąt ABC na inny z nim 
równoważny \) pod danym kalem (fig. 23(5); przez 
wierzchołek C t ruj kala ABC prowadzę linię Cl) ró­
wnoległą do podstawy i linię Al) czyniącą z podsta­
wą AB kąt dany, to trójkąt ADB jest równoważny 
danemu i ma bok AD czyniący z podstawą kąt dany; 
2) pod danym bokiem, poprowadziwszy równoległą 
CD przecinam ją z punktu A 'promieniem równym 
pokowi danemu w punkcie D , to trójkąt ADB jest 
żądany, gdyż ma bok dany A D ; bok więc dany nie 
może być mniejszy od wysokości danego trójkąta. 

b) trójkąt na równoleglobok (fig. 245); na trójką­
cie A B C dopełniam równoległoboku AD, który jest 
dwa razy większy od trójkąta ABC (274. Wn.fi l poło­
wiąc ten równoleglobok linią E F równoległą do boku 
i przechodzącą przez środek podstawy A C , otrzy­
mam równoleglobok A F równoważny trójkątowi(274. 
W n . 7 ) . 

c) równoleglobok A F na trójkąt; przedłużam pod­
stawę A E o nią samą i punkt B z C łączę prostą a 
trójkąt ABC jest żądany (274. W n . 7). 
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d) równoległobok Al) na inny I) pod danym ką­
tem (fig. 245); z końców podstawy AC prowadzę l i ­
nię A G i CII pod danym kątem do spotkania się z prze­
dłużona, podstawą górną, a równoległobok AH jest 
żądany (274. Wn. 4); 2) o danym boku; z końca A 
podstawy, promieniem równym danemu bokowi 
przecinam w G przedłużoną podstawę górną i do-
kończam równoległoboku G A C H , którego bok AG 
jest dany. 

e) wielokąt A B C D E na trójkąt (fig. 246); jeśli 
chcemy aby podstawa trójkąta leżała na prostćj A E , 
zaś wierzchołek był w wierzchołku C , z punklu C 
prowadzę przekątnie C E , CA, przez punkta D i B ró­
wnoległe db odpowiednich przekąlnich aż do spotka­
nia się w E i G z bokiem przedłużonym mającym 
z przekątnią koniec wspólny, a trójkąty C l ' E i CGA 
równoważne z trójkątami C D E i CBA (274. Wn. 2), 
w miejsce ich wzięte, dają trójkąt GCF równoważny 
wielokątowi; takim samym sposobem postępujemy 
z wielokątami mającemi więcej boków. 

f) równoległobok na inny pod danym bokiem i 
kątem (fig. 247); prowadzę linię A E czyniącą z pod­
stawą Al) kąt dany, i odcinam E E równe bokowi da­
nemu,—prowadzę l)G równoległą do AE i punkt prze­
cięcia się G z przedłużoną podstawą górną z punktem 
F łączę linią,— na trójkącie ACH dokończam równo­
ległoboku AJ a równoległobok GJ dopełnienia z A G 
jest żądanym, gdyż AC równoważne z AG(274.Wn.4) 
zaś A G z GJ (275) w którym kąt K G L = E A D dane­
mu i bok G K = E F danemu.. 
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2S6. Zg. Znaleźć kwadr al równy a) summie Ha-
kolwiek kwa/lralów danych lab ilekolwiek razy w/ę-
kszy od kwadra fu danego (fig. 24S). Na ramionach 
kąta prostego odcinani od wierzchołka boki kwa­
dratów danych, punkta B i C otrzymane z odcię­
cia łączę linią prostą BG, a kwadrat z tej linii jest 
równy summie dwóch kwadratów, których boki od­
pięliśmy na ramionach kąta prostego (27!)),—z koń­
ca linii BG wyprowadzam prostopadłą CD-i odcinam 
na niój bok trzeciego kwadratu, a kwadrat wystawio-
ny na linii BI) równa się stinimie trzech kwadratów 
danych i t. d. Jeśliby kwadraty były równe, to tym 
sposobem otrzymamy bok kwadratu większego daną 
liczbę razy od kwadratu danego; b) różnicy dwóch 
kwadratów danych; na ramieniu AC kąta prostego 
odcinam bok kwadratu niniejszego AC od A do C i 
z. punklu C promieniem równym bokowi kwadratu 
większego przecinam drogie ramię kąta w punkcie B, 
a linia AB jest bokiem kwadratu szukanego(27!).Wn.) 

287. Zl. Na własnościach równoważności figur 
opiera się sposób dzielenia wielokątów na pewną lir 
«y.be części równych lub proporcjonalnych , mający 
zaslosowanie przy podziale grunlu stosownie do da­
nych warunków. 

-Oliwpi 4tlB\:H10łlolj U.Ir. o i ' j [ .>l |Oil r,,i , j ; l | i U , ^ X O f l ^ A 

§ U. Stosunek powierzchni figur. 
( k n 7 / . * - £ ) D ^ U A I W / O . . < / Ó - . pAS-(l>^ m ^ o b ^ j ^ j , 

2S8. Tw. gl. Prostokąty mające roa-ne podstawy 
tnają się do siebie jak wysokości: t. j . liczba wyraża-
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jnoa stosunek wielkości prostokątów, równa się licz­
bie wyrażającej stosunek ich wysokości (fig. 249). 

Dowodzenie lęze. Przenoszę wysokość E G na wy­
sokość, AG, zawiera się ona w niej od A do b dwa razy 
i pozostaje bi\ •< EG; przez punkta u i b prowadzę l i ­
nie równolegle do podstawy A B , które odetna od pro­
stokąta Al) dwa prostokąty Bff i cb równe prostoką­
towi FG (2Ó3. Wn. 4), tak, że pozostały prostokąt 
b\) -d EG.; przelo ile razy wysokość GE zawiera się 
w wysokości AC, tyle razy i prostokąt FG zawiera się 
w prostokącie A l ) . Przenoszę bC na wysokość EG, 
zawiera się w niej ca? jeden od l i do g i pozostaje 
Gg *Z bC.— równoległa przez punkt g do podstawy 
odcina prostokąt Vg równy prostokątowi //!) i pozo­
staje prostokąt gH •< bD; przeto reszta bC tyle razy 
zawiera sic w wysokości EG, od przenoszenia której 
wyp.ii i la, ile razy reszta b\) zawiera się w prostoką­
cie FG i I. d. A zatem stosunki wysokości i powie­
rzchni tych prostokątów jednakową wyrażają się l i ­
czbą (11) czyli stosunki te są sobie, równe. 

powodzenie igie. Prostokąt AI) tworzy się posu­
waniem podstawy jego AB po liniach równoległych 
AC i BI), równoległym od pierwotnego swego poło­
żenia, lecz że wielkość linii AB zależy tylko od jej dłu­
gośc i , przelo wielkość prostokąta zależy jedynie od 
długości posuwającej się linii AB i od dleglości na któ­
rą ona posum la sio, mierzonej wspólną prostopadłą 
A C , tak, że jeśli w dwóch proslokątach Ac i E l i tak 
posuwające się linie AB i EF jak i odległości Art i E G 
są sobie równe, to wielkości tych prostokątów są także 
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-równe. Jeżeli tworzące linie AB i EF w dwóch pro­
stokątach AU i E H są sobie równe a oddalenia AC i 
E G n ie równe , to prostokąt Al) tern jest większy od 
prostokąta EH, im odległość AC jesl większa od od­
ległości EG, gdyż na ile razy większą odległość po­
sunie się linia A B , tyle razy większą przebieży drogę, 
czyli tyle razy większy utworzy p ros toką t—to samo 
ściąga się i do równoległoboków, tylko że oddalenia 
mierzy nie bok lecz prostopadła. 

Wn. 1. W prostokącie podstawa może być wzięta 
za wysokość, przeto prostokąty mające wysokości 
równe mają się jak podstawy. 

Wn. 2. Ponieważ równoległoboki są równoważno 
prostokątom mającym z nićmi równe podstawy i wy­
sokości, przeto i równoległoboki mające wspólne pod­
stawy mają się do siebie jak wysokości , mające zaś 
wspólne wysokości mają się do siebie jak podstawy. 

- i i v / n q i roKD.)IWRV"/z'i>litnaola m )tnx '•• . B . r i I T I - S I S 

W?I. 3. Trójkąty są połową prostokątów mających 
z niemi wspólne podstawy i wysokości, przeto i trój­
kąty mające podstawy równe, są w stosunku wyso­
kości, i nawzajem. 

2S9. Tw. gl. Dwa jakiekolwiek prostokąty mają 
się ilo siebie jak iloczyny z //odstaw przez wysokości, 
czyli jeden prostokąt tyle razy zawiera się w drugim, 
ile razy iloczyn z liczebnej wartości podstawy przez 
wysokość jednego, zawiera się w podobnym iloczy­
nie drogiego, byleby podstawy były mierzone jedna­
kową miarą, podobnie i wysokości. 
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Nazwawszy jeden prostokąt dany przez A drogi 
przez a, podstawę pierwszego przez P drugiego p, 
wysokość przez W i w, i kreśląc trzeci prostokąt li 
mający za podstawę P a za wysokość w mamy: A : T5 
—\\':w (28S), gdzie W i w jako składające jeden sto­
sunek są jednorodne czyli mierzone jednakową mia­
rą: podobnież li: a=Y: p: mnożąc te dwie proporeye 
otrzymujemy A. 15: li. a=A\. Y: w. p; czyli: A : a = W . 

P; Htdfci [] n • ,-. ,.: .i.v I : J llh [ | i. n i : I , 
Wn. 1. To dowodzenie ściąga się do równologlo-

boków i trójkątów; biorąc zamiast prostokąta a ró­
wnoległobok jemu równoważny mający za podstawę 
p a za wysokość w mamy że prostokąt A tyle razy 
zamiera się w równoległoboku a, ile razy liczba wy­
padła z pomnożenia po/ls/a/ry prze: irysokość pro­
stokąta, zawiera się w podobnym, iloczynie róicnole-
globoku; biorąc zaś zamiast prostokąta a trójkąt 
jemu równoważny, mający z nim równą podstawę 
a wysokość W dwarazy większą od w, możemy taRże 
zamiast wysokości w wstawić 'j.2w'1 i będzie A : « ' = 
P. \V. 'n/iw t.j. prostokąt A, tyle razy zamiera się u- trój­
kącie a\ ile razy liczba IWY" wypadła z pomnożenia 
jego podstawy przez wysokość, zawiera się w polowie 
iloczynu p.w' z podstawy przez icysokość trójkąta. 
Podobnym sposobem zamiast prostokąta A mogliby­
śmy wziąść równoważny z nim równoległobok lub 
trójkąt. 

Wn. 2. Zmierzyć jakąkolwiek powierzchnię zna­
czy dowiedzieć się ile razy powierzchnia przyjęta za 
jedność czyli miarę zawiera się w mierzonej powie-
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rzchni; mierzenie więc powierzchni, podobnie jak l i ­
nii należałoby uskutecznić przez nakładanie powie­
rzchni przyjętej za jedność np. prostokąta na powie­
rzchnię, tyle razy ile się daje,— lak jak nakładają się 
tafle na posadzkę, aby się dowiedzieć ile razy tafla 
zawiera się w posadzce. bez poznania własności l i -
gur pod względem proporcjonalności , tymtylkospo-
sobcm moglibyśmy się dowiedzieć, ile razy powierz­
chnia przyjęta za jedność, zawiera się w mierzonej 
powierzchni; mimo niedogodności pochodzącej z sa­
mego uskuteczniania podobnego mierzenia, ono mo­
że być tylko przybliżonem, gdyż w ogólności jedność 
niezawiera się zupełnie w mierzonej powierzchni lub 
choćby się zawierała, kształt ograniczenia nie dozwa­
la z ścisłością uskutecznić tego nakładania np. pro­
stokąta na trójkąt. Lecz na zasadzie wniosku po­
przedzającego dla dowiedzenia się ile razy prostokąt 
A zawiera się w prostokącie a lub równoległoboku, 
niepotrzcbu jemy nakładać jedności A na mierzoną 
powierzchnię a lecz tylko dowolną linijną jednością 
zmierzyć ich podstawy (11 lub L">.r>), następnie tą sa­
mą lub inną miarą zmierzyć wysokości; dla A i a zro­
bić iloczyny z liczebnych wartości podstawy przez wy­
sokość i przez arytmetyczne dzielenie dowiedzieć się 
ile razy iloczyn W. I* dla A zawiera się w liloczynio 
W.p dla a, gdyż. tyle razy i prostokąt A zawiera się 
w równoległoboku a. Podobnie aby się dowiedzieć 
ile razy prostokąt zawiera się w trójkącie, potrzeba 
zmierzyć ich podstawy i wysokości i dowiedzieć się 
ile razy iloczyn prostokąta zawiera się w polowie ilo-
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Czynu trójkąta. Zląd widzimy że dla zmierzenia po­
wierzchni mierzą się tylko dwie linie podslawa i wy­
sokość od których wielkość powierzchni zależy, i dla 
(ego one zowią się wymiarami. 

Wn\ i. Za jedność do mierzenia powierzchni uży­
wamy zazwyczaj kwadratu, którego podslawa i wy­
sokość równa sic jedności czyli mierze linijnej, a któ­
ry zowie się sążniem łokciowym, stopą, calem kwa­
dratowym. Iloczyn więc z-podslawy przez wysokość 
dla tego prostokąta równa sic jedności , a zatem te-
dnosc la, lyle razy zawiera się w powierzchni, ile ra­
zy jedność arytmetyczna zawiera się w iloczynie pod-
sławy przez wysokość zmierzonych miara hnipią czyli 
linkiem kwadratu t . j . ile len iloczyn zawiera jedno­
ści. W lakiem rozumieniu przez skrócenie mówimy, żc 
powierzchnia równoległoboku równa nie- iloczynowi 
z podstawy przez wysokość; powierzchnia trój luda 
równa się polowie iloczynu z podstawy //rzez wyso­
kość, lub iloczynowi z ptulsluiry przez połowę wyso­
kości, u/bo z polowy podstawy przez wysokość; po­
wierzchnia kwadra tu równa się kwadratowi z boku, 

-CE io.ot i; J J / / C . .1. , . Iłj9i ctii/lio.it.i alort mi lm-j iy /ou ' 
aai/z podstawa równa wi/sokosci. 

•ji <*.•••.*•<'...•: . \ .n o , i oicnff BS . :. i rn\m 
Wn. 4. Trapez przez przekątnie dzieli się na dwa 

trójkąty, mające za wysokość, wysokość trapcza a za 
podstawy, jeden podstawę dolną, zaś drugi podsta­
wę górną trapeza; a że powierzchnia każdego z nich 
zawiera w sobie tyle kwadratów przyjętych za miarę, 
ile jeilności zawiera iloczyn z polowy podstawy przez 
wysokość przeto powierzchnia ich summy, czyli tra-

34 



peza zawiera tyle kwadratów przyjętych za miarę, ile 
ma jedności snmma iloczynów z polowy jednej,tudzież 
z pniowy drugiej podslawy, przez wysokość; czyli ilo­
czyn z połowy summy podstaw przez wysokość t. j . 
powierzchnia trapezu równa się iloczynowi zpolowy 
summy podstaw, lub linii Liczącej środki boków nie-
równoległych, przez wysokość. 

Wn. 5. Powierzchnia kola tworzy się posuwaniem 
bez przerwy zmniejszającego się okręgu równolegle 
do pierwotnego położenia t. j . mającego środek nie­
ruchomy, który to okręgzmniejsza się w stosunku pro­
mienia (2(30. Wn. 1); — podobnie powierzchnia trój­
kąta tworzy się posuwaniem bez przerwy zmniejsza­
jącej się podstawy równolegle do pierwotnego poło­
żenia, mającćj swe końce na dwóch bokach, która (o 
podstawa zmniejsza się w stosunku wysokości (139. 
W n . 5); lecz że bezwzględna wielkość równie, jak i 
stosunek powierzchni zależy jedynie od wielkości po-
suwającćj się linii i od odległości na którą się posu­
nęła, przeto jeśli okręg kola równy podstawie trójką­
ta a promień równa się jego wysokości , to wielkość 
powierzchni kola i trójkąta jesl. jednakowa a tćm sa­
mem kwadrat przyjęty za miarę tyle razy zawiera się 
w powierzchni kola, ile jedności ma iloczyn z okrę­
gu przez połowę promienia, mierzonych bokiem te­
go kwadratu, czyli powierzchnia kola równa się ilo­
czynowi z okręgu kola przez połowę promienia. Okręg 
kola równa się 21111 (2GS) przelo powierzchnia równa 

się 2nR-7-=nR : ! . Dla podobnej przyczyny powierz-
chnia wycinka równa się iloczynowi z luku przez po-
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Iowę promienia czyli jest tako, częścią powierzchn. 
całego kola, jaką luk jego okręgu; a przeto olrzy-' 
muje się mnożąc powierzchnię koła przez stosnek łn . 
ku do okręgu. Powierzchnia zawarta między okrę­
gami oddzielnemi wewnętrznie, ja/co różnica hot ró­
wna się, HIV 2— l l r 2 =II (Rs—'r2), t.j. slositnhoioi okrę­
gu do średnicy pomnożonemu przez różnicę kwadra-
tów promieni. Powierzchnia odcinka róicna się różni­
cy pomiędzy powierzchnią wycinka tego samego kota 
mającego ten luk za podstawę, a powierzchnią trój-
kitla mającego za podstawę cięciwę tego luku a wie­
rzchołek w środku, kola. 

Wn. 6. Wielokąt for. przez linie połowiące kąty 
dzieli się na tyle trójkątów równych ile ma boków, 
a że powierzchnia każdego trójkąta zawiera w sobie 
tyle kwadratów przyjętych za miarę, ile ma jedności 
iloczyn z podstawy przez połowę wysokości, zmierzo­
nych bokiem tego kwadratu, przelo znajdziemy licz­
bę kwadratów zawierających się w wiel. for., mnożąc 
liczbę kwadratów zawierających się w jednym z trój­
kątów, przez liczbę tych trójkątów* czyli przez liczbę 
boków. 

Wn. 7. Powierzchnia nieforemnego wiel. znajdu­
je się, a) dzieląc go na trójkąty lub trapezy i docho­
dząc ich pwierzohni; b) dzieląc na same trapezy (fig. 
252) przez prostppadlc Cl) , E l \ . do linii AB łączącej 
dwa najodleglejsze punkta, których podstawami są 
prostopadle Cl) , E F . CII... wysokości zaś są odcin­
kami linii A B . Gdy odcinki te są sobie równe, to i 
wysokości trapezów są także równe, a żalem w sum-
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mie ich powierzchni, wysokość wspólnn NO mnoży 
się przez snmmę poclslaw El'", G H . .IK, służących dla 
dwóch trapezów, powiększoną polową podstaw Cl) i 
l . M służących dla jednego tylko Irapeza jak w figurze 
CD M E , gdyż powierzchnia C 1 ) M L = % (CD + E F ) . 
N O + V : ( E F - r G i l ) . NO + % (GII + .IK). N O + ' A (.IK 
- f L M). • N O = 'A (C D f K P + E F + G11 A- G M + J K '-I-
.1K + L M ) . N()==A(CD-f-2KK-f 2GH + 2.IK + L M ) . 
NO—('A (:D + E F + G J I + J K - r ' A E M j . NO. 

SłHuYliTlYlMOU \» .')•'.>• o*V.m\ \\\ iw\\ W .\ Oi>H"»V.\\Vltt 

•200. Tir. Trójka/y ABC i D B E mające po kącie 
równym mają się tlo siebie jak iloczyny z boków za­
wierających le kąly (fig. 253). 

Kładę jeden trójkąt na drugi tak, aby kąly równe 
przysłały do siebie i końce I) i C boków I5D i BC za­
wierających kąly 'równe łącze linią prostą D C : trój­
kąty ABC i DBC jako mające wysokości równe mają 
się do siebie jak podstawy ( '^S. Wn. 3) ABC:D1'>C 
r \ ! ' : I ! B ; podobni" D B C : D B F — B C : B E przelo ABC. 
D B C : DBC.DBE==AB.BC: D B . B E , dzieląc zaś pier­
wszy stosunek przez DBC będzie: A B C : DBE = A B . 
B C : D H . B K . 

Wn. Podobnie i równolegloboki EK i DL (fig. 247) 
mające po kącie równym, tnaja się do siebie jak ilo­
czyny z boków zawierających le kąty. gdyż zestawi­
wszy je lak, aby kąly równe D C L i EGK były wierz­
chołkiem przeciwległe i dokończywszy na bokach 
C K i G L równoległoboku K L , równolegloboki DL ' 
C l jako mające, wysokości równe mają się jak pod-
slawy: D L . G . I = D G : ( ' K podobnie GJ: KK — C L : GE 
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przeto i l ) I . .GJ( ; . ! .KK' - - l )G.GL;GK.GI ; : czyli l ) L : K K 
=!)( ; .GI.- .GK.Gl ' . 
-eJa w #a ,in(j(>ii! jWsDtl ji«0/li;iib'>j BJi.ioiw.6j i>lii} do'(i 

'291- Tm. gl. Poieierzehnie figur podoimy eh moją 
się do siebie juk kieitilri/ly z linii odpoiriednieh. 

1" Oznaczywszy powierzchnie trójkątów podo­
bnych przez T i /, ich popslawy przez ifl i p. wysoko­
ści 'przez W i w. lo T-A—P. W: p.m (2M>. Wn. I |; lecz 
P: ])=W: m pr/elo pomnożywszy poprzedniki przez 
P U następniki przez ]>, lub poprzedniki przez W a 
następniki przez ir otrzymamy: P2: p*=\VP: >rp lub 
P. W: pm.— W': ir~ a żalem w pierwszej i łych pro-
poreyaoh dwa stosunki równe trzeciemu JW p.m 
są sobie równe t . j . T: I— ł": p* lub Ti l—W*: tb*. 
Ponieważ linie odpowiednie w figurach podobnych 
są proporcyonalne. przeto P: p- I.: I czyli I'1: p2 — 
I/: I2 przelo i T: I--//:/1 t. j . powierzchnie Irójką-
tów mają się do siebie jak kwadraty z linii odpowie­
dnich. " .1 •" 1 

2" Wielokąty podobne mają sic do siebie jak kwa­
draty z linii odpowiednich, gdyż składają się z równej 
liczby trójkątów podobnych i podobnie położonych 
(202. Wn 1 \ a że każde dwa trójkąty odpowiednie 
są w stosunku kwadralów z linii odpowiednich, prze­
to i summy ich są w tymże samym stosunku. 

•I" Powierzchnie kól są w stosunku kwadratów 
z linii odpowiednich, gdyż one równają się iloczyno­
wi z okręgu przez polowe promienia, a zatem s.i wsto-
sunku tych iloczynów t . j . K: k~':0H: [f.or—Oli-.or; 
lecz 0:o—ll:r, przeto mnożąc poprzedniki przez li 

http://BJi.ioiw.6j
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a następniki przez r będzie: Oli: or=rR2: r2 przeto i 
A: li—li1-, r1. Podobnie wycinki i odcinki kó ł , któ­
rych łuki zawierają jednakową liczbę stopni, są w sto­
sunku kwadratów z linii odpowiednich. 

Wn. Jeżeli kwadrat z dwóch linii równa się kwa­
dratowi z linii trzeciej, to i summa figur podobnych, 
których liniami odpowiedniemi są dwie pierwsze l i ­
nie, równa się figurze im podobnej w której linia trze­
cia jest odpowiednią pierwszej; oznaczywszy bowiem 
trzy figury podobne przez A, B, C ich linio odpowie­
dnie przez a, b, c mamy: A: li—a2: b1 In i A - t - B : B 
= « ' 2 + Z»'i: bS podobnie C : H—cł: b'1 przeto jeśli ć*= 
a'1~\-b1 to te dwie proporeye mają trzy wyrazy równe 
ą tern samem i czwarty A-f-B równy czwartemu C. 
diyndobou d'Hnu^ft,// gjnboijrtocsbp OKUI inv;'jiiio lł 

292. Zg. Wykreślić 1) kwadrat równoważny a) 
równoleglobobowi. Między podstawą a wysokością 
równoległoboku szukam linii średnio proporcyonal-
nej (131 lub 177. Wn. 1, albo 1S5), a ona jest bo­
kiem szukanego kwadratu (2^9. Wn. 3); b) trójkąto­
wi: bok jego jest średnio proporcyonalny między 
podstawą a połową wysokości trójkąta; a że każdy 
wielokąt można zamienić na trójkąt jemu równowa­
żny (2^5, e), przeto kwadrat równoważny z tym trój­
kątem jest równoważny i z danym wielokątem; c) 
wykreślić kwadrat któryby się mial do danego AB 
w stosunku danym m:n (fig. 25-1); na linii nieograni­
czonej odcinam E F = m i Ep.=M, Z punktu V wypro­
wadzam prostopadłą do spotkania się w H z okręgiem 
koła, którego średnicą E G , trójkąt E K G jest prosto-
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kntny (176. Wn.) , przelo KI\>: K C J 2 = : E F : F G ; na ra­
mieniu EK kąta prostego odcinam K I I = A C i prowa­
dzę H I równolegle do EC to K.I jest bokiem kwadra­
tu szukanego, gdyż K E - K G = K I I : K.J czyli K E - : K G 2 

= K H 2 : Ki2 przelo dwa stosunki K H 2 : K I 2 , K F : F G 
równe trzeciemu K K 2 : K G 2 są sobie równe; a że K I I 2 

— A l i przeto K J - jest z danym kwadratem w stosun­
ku m:n. 2) Wykreśl/ć prostokąt róicnoicażny z kwa­
dratem danym, a) którego summa boków przy sobie 
leiąeyeh równałaby się linii danej AI> (lig. 255). Na 
linii danej AII jako na średnicy kreślę pół okręgu ko­
la i z końca A wyprowadzani prostopadłą A E równą 
bokowi kwadratu danego, zaś z końca jej E linię EG 
równoległą do linii danej A13. to prostopadłe FC i GD 
wyprowadzone do linii danej z punktów F i G prze­
cięcia się równoległej z okręgiem, są równe bokowi 
kwadratu danego (79. Wn. 2), a tćm samem prosto­
kąt z DC przez AC jest żądanym ( 177. Wn. I ) ; — /») 
różnica bokóic przy sobie leżących równałaby się li­
nii danej AU (lig. 256); na linii danej AB jako na śre­
dnicy kreślę okręg kola i z końca A wyprowadzam 
prostopadłą A E równą bokowi kwadratu danego przez 
punkt E prowadzę sieczną EC przechodzącą przez śro­
dek a proslokąt z EC przez ED jest żądanym ( l v 5 . 
Wn.) . 

-bo' wóJod srętctfeftM"! V'*5 Hlilii oiiuoboq p u ^ i l j 

21)3. Zg. Wykreślić wielokąt a) równoważny sum­

mie dwóch danych wielok. podobnych, im podobny. 

Bok kwadratu równoważnego summie kwadratów 
z dwóch boków odpowiednich figur danych jest bo-
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kiern szukanego wielokąta odpowiednim tym bokom 
(291. Wn.), który znajdziemy jak w N u 2o(j, pozosta­
je tylko na tym boku wykreślić wiel. foremny (263). 
Jeśli wielokąt szukany ma być równym różnicy dwóch 
wielok., to szukamy boku kwadratu będącego różni­
cą kwadratów z boków odpowiednich. Podobnie wy­
najduje się wielokąt ilckolwiek razy większy lub mniej­
szy od danego ; b) któryby z danym wielokątem byt 
W stosunku danym; bok kwadratu będącego w sto­
sunku danym z kwadratem z boku wielokąta danego 
(292, c) jest bokiem odpowiednim wielokąta szukane­
go; e) podobny danemu wielokątowi P i który byłby 
z wielokątem danym K byt w stosunku danym m: n. 
Dla znalezienia boku wielokąta danego 1) wielokąty 
P i K zamieniam na kwadraty (2;)2,A) których bokami 
są linie /; i A; 2) wynajduję bok a, kwadratu będące­
go z kwadratem K w stosunku m: u a lem samem ró­
wnoważnego wici. szukanemu (292. e); 3) znajduję 
linię X będącą w takim stosunku do boku u kwadratu 
równoważnego z szukanym wielokątem, w jakim jest 
bok b danego wielokąta 1\ do boku p kwadratu z nim 
równoważnego, a ona jest bokiem szukanego wielo­
kąta; gdyż. x:a—b: p czyli xl. u2—b--. /r a że a'1— 
wiel. szukanemu .Y zaś p'1.r-\\ przelo x-: K—b1: P, 
lecz że u~ z wielokątem K jest w stosunku danym m:n, 
i figury podobne mają się jak kwadraty z boków od­
powiednich, przeto x jest bokiem wielokąla szukane­
go. Jeśliby wielokąt szukany by i równoważny wielo­
kątowi l i . wtedy k byłoby bokiem kwadratu równo­
ważnego danemu wielokątowi. 

»ou7fc!»piI;)vofiD myli ilumnaiwouijo wortod irjo-wh s 



- 294. Zg. Dani/ trójkąt podzielić na części propoi'-
ci/ona/ne do linii danych, przez proste wychodzące 
•z wierzchołka. 
-i P o d s t a w ę t ró jką ta dz ie lę na częśc i p roporcyonalno 
do l ini i danych ( 147), a punkty p o d z i a ł ó w p o ł ą c z o n e 
z w i e r z c h o ł k i e m , dzielą t ró jką t na t ró jką ty ż ą d a n e ; 
g d y ż one jako mające r ó w n e w y s o k o ś c i , mają się do 
siebie jak podstawy. 

295 . Zg. Znaleść prostą n będącą z daną m w sto* 
studiu kwadratów d,uiycli[\\\-: K . E (l ig. 254 . ) . , 

Na ramionach kąta prostego E K G odcinam b o k i 
k w a d r a t ó w danych K H i K . l , i z w i e r z c h o ł k a kąta 
prostego p r o w a d z ę p r o s t o p a d ł ą K L a ona podz ie l i 
linię 11.1 w stosunku k w a d r a t ó w danych (279), a za­
tem linia szukana n j e s l p roporcyona lnu do l in i i H L , 

lir ij.\?ffcu i.iin.!'(| '>ii7/ól;> t;//(! . y b ó z / d o fltiwóii:u 
290. Zt. a) Powie rzchn ia kwadra tu r ó w n a s ię 

kwadra towi v. l i czebnćj w a r t o ś c i z b , , k u , przeto ł o ­
kieć kwadra towy ma ćwie rc i kwadr . K i , ć w i e r ć 36 

( ali i I. d. t- j . miara wyższa na niższą zamienia s i ę 
m n o ż ą c przez kwadrat z l iczby wyraża j ące j p o d z i a ł y 
i nawzajem. //) .leśii skala w y r a ż a '.'OO-lne c z ę ś c i 
miary, to plan zrobiony p o d ł u g tej skali jest (H()0) 2=; 
S100U0 razy mniejszy od mierzonej przestrzeni; g d y ż 
ł igury podobne są w stosunku k w a d r a t ó w z l ini i od -
powiedn ich . c) C h c ą c o b l i c z y ć p o w i e r z c h n i ę zmie­
rzonej przestrzeni, obracliow ywarny t ró jką ty , trapezy 
I l . d . i dochodzimy ich powierzchni mie rząc linie mia-

35 
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rą wziętą ze skali , a ile ona zawiera miar kwadrato­
wych linii z której zrobiona skala, tyle grunt zawiera 
miar kwadratowych jedności której skala jest czę­
ścią, d) Podział gruntu niewymagająo.y wielkiej ści­
słości uskutecznia się na planie, a następnie linie 
dzielące przez punkta odpowiednie wytykają się na 
gruncie. 

| , '-'o\?. uv m \ >'..'», '.iftvi\s'f)tt-ti bteo\^b%9\v\WS .-.<\ Lc.(!2 
R O Z D Z I A Ł IV. 

Zależność wielkości figur od kształtu. 

297. Wielkość figur zależy od ich kształtu i tak, 
figury mające obwody jednakowe nie mają jednako­
wej wielkości, mające zaś jednakową wielkość mają 
nierówne obwody. Dwa główne pytania należy tu 
rozlrząsnąć: z figur .mających jednakowe obwody, 
t . j . równoobwodowych (izopcrymelryeznych), jakie­
go kształtu figury mają wielkość największą (maxi-
mum ; nawzajem z mających wielkość jednakową, ja­
kiego kształtu figury mają obwód najmniejszy (mini­
mum), i dla lego to własności te figur znane są pod 
nazwą Izoperymelryczności lub maximów i minimów. 

293. Tw. gl. Z trójkątów stojących na jednej 
podslaieie i mających wierzchołki na jednej linii pro­
stej, ten ma najmniejszą summe dwóch innych bo­
ków, w którym le boki są równo nachylone do linii 
wierzchołków (fig. 257). 
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