
175 

§ IV. Połączenie okręgu koła z linią prostą 
zewnętrzną. 

198. Jeżeli na średnicy weźmiemy punkt to on 
z punktem swym sprzężonym, zowią się sprzężonemi 
względem okręgu kola ; prostopadła wyprowadzona 
z jednego z tych punktów zowie się biegunowa dru
giego punklu, a zarazem biegunową okręgu kola. 

197. TWi Najkrótszą odległością okręgu kola od 
linii zewnętrznej, jesl odcinek prostopadłej wypro
wadzonej ze środka koła na tę linię ((ig. I ó3) . 

Linia O A i - A B < OD < ÓC-i-CD; a że O C = O A 
przeto AB < CD. 

I OS. Tw. Promie?'/ koła jest średnio-jeomelrycznie 
proporcyona/ny między odległościami środka ludu od 
punktów sprzężonych P i Q (fig. 154). 

Z założenia mamy A P : P B = A 0 : BO przeto i A P : 
A Q — P B : RQ czyli A O — O P : 0 Q — A O = A O + OP: 
OO-f-AO; lecz w proporcyi różnica lub summa wy
razów pierwszego stosunku, z różnicą lub summa wy
razów drugiego stosunku, składają ten sam co i te 
wyrazy stosunek, przeto AO i OP są wyrazami pier
wszego, zaś 0 Q i AO drugiego stosunku, lak że AO: 
O P = O Q : AO czyli OP: A O — \ 0 : 0 0 . 

I nawzajem: jeśli promień kola jest średnio-jcome-
tryczuie proporci/onalny między odległościami środ
ka od punklu P iczięlego na średnicy i punktu Q le
żącego na jej przedłużeniu, to punktu le sa sprzężo-
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ne; gdyż z założenia: OT: A 0 = A 0 : 0 Q czyli AO.OP 
='()Q: AO a ztąd AO — OP: O P = l ) Q — A O : AO i 
AO f-OB: O P = . O Q + AO : A O , następniki równe, 
przelo i poprzedniki złożą proporcyę: 

A O — O l ' : O Q — A O = A O + OP: OO + AO t. j . 
• AP: A Q = B P : B O . 

100. Tw. Cięciwo łącząca punkla. dotknięcia sit/' 
cznych parzystych, fest linią biegunową punkla prze-
cięcia się. stycznych (fig. 154). 

Prowadzę promień OM i odcinam na nim O P ' = O P , 
trójkąty więc OMB i OAP ' mające kąt O wspólny za
warty między bokami równemi O M = O A , O B = 0 1 " 
mają i pozostałe części równe t. j . kąt P—P' ; kąt M 
jest prosty i kąt P' prosty, przelo linia P'A rÓWńole-
gla do MO daje: 0P v i O M = O M : 0 0 czyli 01': O A — 
OA. OO, azalćm punkla P i Q są sprzężone ( 108. W.) , 
zaś |)rostopadla MB przecliodząca przez jeden z nieb 
P, jest biegunową drugiego punktu Q. 

200. Tw. Jeżeli cięciwa m i i łącząca punkla zetknie-
ciii się stycznych parzystych O/m i 0 'n , przechodzi 
przez punkt sprzężony P, to punkt zbiegu O stycz
nych leży na biegunowej OQ ' fig. 154). 

Z punktu Q prowadzę styczne parzyste OM i ON, 
odpowiednia im cięciwa MN jest prostopadła do 0 0 
i wyznacza punkt P sprzężony z Q i prowadzę cięci
wę m/i przez punkt P, i z punktów m i n wyprowa
dzam styczne przecinające się w punkcie Q' , a mam 
dowieść ze linia Q O ' jest proslopadła do Q 0 , czyli 



że jesl biegunów,') punklu P .— Dla Stycznych parzy
stych wychodzących z punktu Q mamy: OP: O A = 
OA: 0 0 czyli OA: O P ^ O Q : OA, dla wychodzących 
z Q \ O//: O C = O C : 0 Q ' ; mnożę przez siebie dwie 
ostatnie proporcye, zaś wypadłą proporcyę dzielę 
przez promień i będzie 0/v: O P = O Q : OQ'; trójkąty 
więc OP// i 0 Q O ' mające kąt O wspólny a buki za
wierające len kąt proporcyonalne, mają i kąl 0//P— 
O Q 0 ' (13!). Wn. 7), lecz kąt 0//P jest prosty (182. 
Wn. c), przeto i kąt 0 Q Q ' jest także prosty i linia 
OQ.i prostopadła do (JO. 

Wn, llekolwiek cięciw poprowadzimy przez punkt 
P, to styczne im odpowiednie przecinają się na pro
stopadłej do połowiącej kąt stycznych parzystych , 
wyprowadzonej z punklu ich zbiegu i przechodzącej 
przez punkt P. 

201. Zg. Mając punkt, znaleźć drugi punkt z nim 

sprzężony względem danego okręgu kola (fig. 154). 
Jeżeli punkt dany leży a) wewnątrz okręgu., to 

przez ten punkt P prowadzę cięciwę MN a punkt prze
cięcia się stycznych MQ i NO, wyprowadzonych z koń
ca cięciwy jest żądanym (198); b) zeicnatrz okręgu, 

to przez ten punkt prowadzę styczne parzyste ON i 
O M , a przecięcie się linii 0 0 połowiącej kąt , z od
powiednią im cięciwą MN daje punkt żądany. 

202. Zl. Na własności linii polarnej punktu leżącego 
wewnątrz okręgu koła, opiera się sposób zamiany ru
chu kołowego na ruch po prostej i wzajemnie; jeśli cię-
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ciwaMN obracać się będzie około punktu P w wyżło
bionym okręgu koła O, zaś dragi ON i OM' nie mogą 
oddalić się od okręgu kola, to punkt ich przecięcia się 
0 posuwać się będzie po linii QQ ' równoległej do 
pierwotnego położenia drąga M N — i nawzajem jeśli 
punkt Q posuwa się po linii OQ' , to drągi Q M i QN 
nie mogące oddalić się od drąga MN, przecięciem się 
z drągiem MN opiszą łuk okręgu kola. 

§ V- Połączenie okręgu koła z liniami łamanemi. 

203. Wielokąty mające wszystkie wierzchołki na 
okręgu kola zowią się wpisanemi w kolo, mające zaś 
wszystkie boki styczne do okręgu, zowią się opisa-
nemi na kole; z poprzedzającego wynika: 1° trój
kąt a) może być 'wpisany wkoło, gdyż punkt prze
cięcia się prostopadłych wyprowadzonych ze środka 
boków, jest równo oddalony od wierzchołków(104), 
przeto jeżeli z lego punktu przez jeden z wierzchoł
ków zakreślimy okręg kola, to on przejdzie i przez 
dwa inne, jako będące w odległości promienia od 
środka okręgu (24); b) może być opisany na kole, 
gdyż punkt przecięcia się połowiących kąty, jest w je
dnakowej odległości od boków (103), czyli że pro-
slopadle wyprowadzone z tego punktu na boki są so
bie równe, biorąc więc len punkt za środek, zaś je
dną z prostopadłych za promień, dwie drugie prosto
padle, jako jej równe, będą także promieniami, a boki 
trójkąta jako prostopadłe do promieni są stycznemi. 
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2» Prostokąt może być wpisany w kolo, gdyż środek 
jego przekatnićj, jako środek przeciwprosliikijtnićj, 
jest równo oddalony od wszystkich wierzchołków 
(106). 3° W czworokącie wpisanym wkoło, kąly 
przeciwległe, jako mające za miarę połowę okręgu, 
spełniają się. 4° Wielokąt foremny może być a) 
wpisany w kolo, gdyż linie połowiące kąty są sobie 
równe (128); b) opisany na kole, bo linie połowią
ce boki są do nich prostopadle i równe sobie; osie 
symetryi połowiące kąty są średnicami kola opisane
go, zaś połowiące boki, wpisanego. 5° Łnki odpo
wiednie bokom wielokąta for. wpis. są sobie równe, 
dla równości cięciw (27); i nawzajem: jeśli okręg po
dzielimy na równe części, to cięciwy tych łuków skła
dają wielokąt fur . , jako mający boki równo (28) i ką
ty równe , bo mające za miarę cały okręg koła, bez 
łuków odpowiednich ramionom kąta, które z założe
nia są sobie równe. 6° Podzieliwszy okręg koła na ozę-
ści równe (fig. 156), i przez punkta podziałów A, B, 
C, 1), E poprowadziwszy styczne, one złożą wielokąt 
foremny opisany na kole; gdyż linie OF, OG. . . poło
wiące kąty stycznych parzystych przechodzą przez 
środek kola (1S2. Wn.), są sobie równe, linie bo
wiem łączące punkta A z B. . . składają wielokąt for. 
wpis. w kolo, przeto O L = O M , zaś LF^-rMG jako bo
ki trójkątów prostokątnych mających BL==BM; kąt 
F B L = G B M , bo spełnienia ich L B O i O B M równe. 
7 n Mając wielokąt foremny wpisany w koło, aby wpi
sać wielokąt o podwójnej liczbie boków, połowimy 
łuki odpowiednie bokom i łączymy je z wierzchołka-
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mi wielokąta; liczba jego boków będzie dwa razy 
większa, bo każdemu bokowi danego, odpowiadają 
dwa boki w powstałym tym sposobem wielokącie,— 
on zaś jest foremny, bo łuki odpowiednie bokom są 
sobie równe. Podobnie mając wielokąt for. opisany 
na kole, chcąc opisać wielokąt <> podwójnej liczbie 
boków, połowimy łuki zawarte między punktami ze
tknięcia, i przez te punkta prowadzimy styczne. 

204. Tw. (Ptolomeuszowe). W czworoboku wpi
sanym wkoło, iloczyn z dwóch przekątnich równa się 
iloczynowi z boków przeciwległych: A D . B E = A B . E D 
+ BD A E fig. 155). • 

Prowadzę cięciwę E K — B I ) ; trójkąty ABD i A E E 
mające kąt D=;E \i\ko mierzące się połową łuku A B , 
kąty A równe dla równości tuków BD i K E , — mają 
i boki proporcyonalne (139. Wn. 8): AD; DB = AEs 
E E , a ztąd AD.EF=rDB.AE; trójkąty D A E i BAF ma
jące kąt D—B jako mierzone polową łuku A E ,— k ą t 
E A K = 1 ) A B , dodawszy więc kąt KAI), będzie kąt 
E A D = F A B ,— i n a j ą boki proporcyonalne: Al) : I )Er= 
A B : BF, a ztąd AD.BF^=I)E.A B ;— dodając te dwie 
równości do siebie otrzymamy A D . E F - f - A l ) . B E — DB. 
A E + DE.AB czyli: AD. (EE-f -BE)=d)B.AE + D E . A B , 
albo A D . B E = D B . A C + DE.AB. 
IM-WWIFSJU:dJKgómaał ik) ,{nl[i>łotB«'iq ;woi(wrfjtnl -ol 

105. Tw. Obwód wielokąta foremnego wpisanego 
w koło, jest mniejszy od okręgu tego koła,—opisane
go zaś jest większy od okręgu kuła (fig. I5ti). 

u) Obwód wielokąta foremnego ma tyle boków 

file:///i/ko
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równych sobie, z ilu luków równych składa się okręg 
koła, lecz że każden bok jest mniejszy od odpowie
dniego łuku (3. Wn. 2), przeto i obwód jest mniej
szy od okręgu, b) Linia łamana AFB jest większa od 
luku A B , uważając go za linię łamaną złożoną z naj
drobniejszych części linii prostej 20), przeto obwód 
wielok. opis. jest większy od okręgu; albo: obwód 
wielokąta opisji. GMJ. . . nie może być równy okręgo
wi , bo obwód opisanego o podwójnej liczbie boków, 
jako mniejszy od obwodu lego wielokąta (20. Wn.), 
byłby mniejszy od okręgu kola, i to tern mniejszy im 
bardziejby się zbliżał do okręgu t. j . że różnica mię
dzy obwodem wielok. a okręgiem powiększałaby się 
w miarę zbliżania się tych linii, przeto obwód wielo
kąta onisan. nie może być ani równy, ani mniejszy, 
a zatćm jest większy od okręgu kola. 

100. Tw. W wielo/rafach for. równoobwodowych, 

różnica między promieniem a prostopadłą do boku 

tern jest mniejsza, im wielokąt ma większą liczbę bo

ków (fig. 157). 
Linia AB jest bokiem wielokąta, bok więc wielo-

kąta równoobwodnwego o podwójnej liczbie boków, 
równać się będzie połowie A B , zaś kąt odpowiedni 
mu we środku kola będzie polową kąta AOB odpo
wiedniego bokowi A B . Dla znalezienia boku wielo
kąta o podwójnej liczbie boków, ze środka cięciwy 
A B wyprowadzam prostopadłą BC i punkt C prze
cięcia się jej z okręgiem z punktami A i B łączę pro
stemi i ze środka linii AC prowadzę A ' B ' równolegle 
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do AB; linia więc A ' B ' jest bokiem wielokąta o po
dwójnej liczbie boków (139. Wn. 5), potrzeba dowieść 
że różnica między promieniem C A ' a prostopadłą CP ' 
jest mniejsza aniżeli między promieniem CA a prosto
padłą CP. a) Widzimy, że C P ' — V, C P = ' A (CO + OP), 
przeto CP' t* OP, gdyż w CP' wchodzi polowa OP 
z połową promienia która jest większa od połowy OP. 
b) W trójkącie prostokątnym C A ' 0 , — C O i C A ' = C A ' : 
CP ' a że C l " •< CA' przeto i CA' *śl CO. Mamy więc 
dwie nierówności O V >• OP i C A ' >• CP' lecz że OA 
>• CA' i OP -i CP' , przeto większa jest różnica pomię
dzy OA i OP aniżeli między CA' i CP'. 

207. Tw. Stosunek boku kwadratu opisanego do 

promienia równa się stosunkowi J / 2 : 1 (fig. 158). 

Przekątnie w kwadracie są prostopadłe (118. Wn. 

2 i l 17), przeto wtrójkącie prostokątnym A O B , — A O 2 

+ O B 2 = A B 2 c z y l i 2 Atf==l . AB*, a ztąd A l f : A O 1 — 

2 : 1 albo AB: A O = J / 2 ~ : 1. 

Wn. 1. Stosunek średnicy do boku równa się sto

sunkowi boku do promienia, gdyż AB -f-BC = A C 

czyli 2 A B 2 — 1 . A C 2 , ztąd A C ' : AB* = 2 : 1 lub AC: 

A B = 2 1 / 2 T 1 
Wn. 2. Prostopadła OE równa się polowie boku 

A B , bo linia łącząca środki boków EF równa się bo
kowi. 

20S. Tw. Dok sześciokąfa for. wpisanego w kolo, 

równa się promieniowi tego kola (fig. 159). 
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Trójkąt A O B , ma kąt O równy '/„ czterech kątów 
prostych, czyli 'A II, przeto kąt A + B = 2 / 3 II, a że one 
są sobie, jako leżące naprzeciw promieni, przelo i ka
żdy z nich jest '/ 3 II, a zatem bok AB sześciokąta, ró
wna się promieniowi OA. 

Wn. O E 2 + - E A ^ A O 2 c z y l i E 0 2 = = A 0 2 — E A 2 — A O 2 

— V* A 0 2 = 3 / 4 A O 2 czyli prostopadła O E = X | \Q\ 

209. Tw. Bok dziesięciokąta for. zapisanego 10 ko

lo, równa się większej części promienia podzielone

go w średnio-s/rrajnym stosunku (lig. IGO). 

Linia AB jest bokiem dziesięcioboku for. wpisane
go w kolo, przeto w trójkącie BOA kąt O jest 'Aa czę
ścią 211 czyli Vio II, przelo dwa pozostałe kąty czynią 
Vi o II, a że są sobie równe, więc każdy jesl 4/, 0 czę
ścią II, azalem dwa razy większy od kąta A O B ; po
prowadziwszy linię B.I połowiącą kąt B, linia B J = J O 
jako leżące naprzeciw kątów równych O i ,IBO; w trój
kącie ABJ bok B.I=AB dla równości kątów przeciw
ległych, kąt bowiem zewnętrzny BJO równa się "/IOII 
(SO. Wn. ) , przeto wewnętrzny BJA — Vio II — A ; — 
w trójkącie OBA linia BJ połowiąca kąt B , dzieli pod
stawę na odcinki proporcyonalńe do boków (l<12): 
OB; AB=OJ .A. I czyli OA: A B = A B : JA, a zatćm bok 
A B dziesięciokąta for. wpis. w koło równa się wię
kszej i t. d. 

210. Tw. Luk odpowiedni bokowi pietnaslokąta for. 

wpis. w kolo, równa się różnicy luków, odpowiednich 

bokom sześciokąta i dziesięciokąta. 
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•Luk odpowiedni bokowi sześciokąta jest % okrę
gu zaś dziesięeiokąta V\o okręgu, przeto różnica ich 
% — V i 0 — - - — 1 okręgu kota. 

211. Tw. Jeżeli bok AB wielokąta for. wpisanego 
w ludo przyjmiemy za bok wielokąta o podwójnej li
czbie boków, to środek kola opisanego na tym drugim 
wielokącie leży na przecięciu się prostopadle/ ED wy
prowadzonej ze środka boku z okręgiem opisanym na 
pierwszym icielokącie (fig. IGI). 

Kąt środkowy w wielokącie o podwójnej liczbie 
boków, jest polową kąta środkowego danego wielo
kąta, gdyż podwójną liczbę razy zawiera się w 2!l , 
przytem środki obudwóch wielokątów leżą na pro
stopadłej do środka boku A B , jako wspólnej średni
cy kół opisanych na tych wielokątach, przeto środek 
drugiego wielokąta leży na przecięciu się tej linii z o-
kręgiem C, bo w tym tylko razie kąt jego środkowy 
A D B jest polewą kąta środkowego A C B ' 
11 u , ' ? ; y r « H O W Ó I U I C 1 . Y I I : ; ! ! M ( ! 7 / : ) S / n o i w o d l.ijl. ?d»^%al 

212. Zg. Wdane kolo wpisać a) kwadrat'(f. 199.) 
Prowadzę średnice prostopadle AC i DB i końce ich 

łączę prostemi, to czworobok jest kwadratem, gdyż 
przekątnie są prostopadłe, przeto wszystkie boki ró
wne, a że przekątnie są sobie równe, przeto kąty prosto 
(118.Wn. I) b) Sześciokąt for. przenoszepromień ko
ła na okręg sześć razy, i otrzymam wielokąt szukany, 
gdyż bok sześciokąła równa się promieniowi (208). 
c) Ośmiokąl for. (Og. 15S), wpisuję kwadrat ABC'D 
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i połowię łuki odpowiednie Lokom przez prostopa
dle OE. . wyprowadzone do tych boków, środki łu
ków połączone z wierzchołkami kwadratu dają wiek 
żądany (203. 5°) ; albo: środki E , M . . . łuków A G , GB 
i t. d. łączę prostemi. d) Dziesieciokąt for.; promień 
tego okręgu dzielę w stosunku średnio-skrajnym i 
część większą przenoszę na okręg (209). e) Piclna-
stokat for. (fig. lljil); Z końca A promieniem boku AB 
dziesięciokąta, zakreślam luk OG, a on na okręgu O 
odelnie luk BG odpowiedni bokowi wielok. żądane
go (210). 

Aud, 6iuinoxiq s?'i^o noJ aa ołll/l ajiitg.osoa i — 8 ' J 
213. Zg. Na danym boku narysować a) sześcio

kąt, foremny (lig. 157); na danym boku AB kreślę 
trójkąt foremny A O B , z wierzchołka O promieniem 
OA zakreślam okręg, na który bok AB przenoszę sześć 
razy; b) ośmiokąl foremny (fig. 162); ze środka boku 
A B wyprowadzam prostopadłą i odcinam na niej E C — 
E B , a punkt C jest środkiem kola opisanego na kwa
dracie, którego bokiem jest A B , gdyż prostopadła ró
wna się polowie boku; biorąc więc AB za bok ośmio-
kąta, środek kola opisanego na tym wielokącie leży na 
przecięciu się prostopadłej EC z okręgiem opisanym 
na kwadracie t.j. w punkcie D, pozostaje więc z punktu 
1) promieniem DB zakreślić okręg, i przenieść na nie
go bok dany AB ośm razy; c) dziesięciokaj foremny 
(fig.l(>3); promieniem równym polowie boku danego, 
kreślę okręg styczny do lego buku w punkcie A i pro
wadzę sieczną BG przez środek tego kola, to B C : A B = 
A B : DB czyli BC: C D = C D : DB, linia więc CB jest pro-

24 
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mieniem podzielonym w średnio-skrajnym slosunku, 
którego część większa równa się bokowi danemu,— 
pozostaje tylko tym promieniem zakreślić okręg koła 
i przenieść na niego bok AII dziesięć razy; &) pięcio
kąt foremny (fig. 103); środek koła wielokąta o po
dwójnej liczbie boków znajduje się na okręgu opisa
nym na wielokącie o dwa razy mniejszej liczbie bo
ków, przeto znalazłszy środek koła opis. na dziesię-
ciokącie foremnym, którego bok C F = A B , uważam ten 
bok za bok pięciokąta foremnego, przeto okręg koła 
opisany na pięciokącie przechodzi przez trzy punkta 
C, F , B — i pozostaje tylko na ten okręg przenieść bok 
CFpięć razy; c) dwunastobolt foremny (fig. 164), bok 
dany AB biorę za bok sześciokąta for., którego śro
dek jest na prostopadłej CD i na łuku zakreślonym 
z punktu A promieniem AB;—okręg więc zakreślony 
promieniem DA jest okręgiem opisanym na sześcioką-
cie, przeto środek koła opisanego na szukanym dwu-
nastokącie jest w punkcie E przecięcia się prostopa
dłej z okręgiem D,—pozostaje tylko z punktu E pro
mieniem EB zakreślić okręg i przenieść nań bok AB 
dwanaście razy. 
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