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§ IV. Polgozenie okrogu kola z linig, prosts,
zewngtrzng.

196. Jezeli na $rednicy weimiemy punkt to on
z punklem swym sprzeionym, zowia sie sprzeionemi
wzgledem olregu kola ; prostopadla wyprowadzona
z jednego z tych punklow zowie si¢ biegunowa dru-
giego punikilu, a zarazem biegunowq okregu kola.

197. Tw, Najkrotszq odlegloseia okregu kota od
linii zewnelrznéj, jest odcinek prostopadiéj wypro-
wadzondj ze srodka kola na lg linie (fig. 153).

Linia OA +AB <= OD = 0C+CD; a ze 0C=0A
przeto AB = CD.

19S. Tw. Promien kola jest srednio-jeometrycznie
proporeyonalny miedzy odleglosciumi $rodka kola od
punklow sprzeionych P i Q (lig. 154).

7 zaloienia mamy AP: PB=AQ: BQ przeto i AP:
AQ=PB: BQ czyli AO—OP: 0Q—AO=A0+0P:
0Q +AO04 lecz w proporeyi roznica lub summa wy-
razow pierwszego stosunkn, z rozniea lub summa wy-
razow drugiego stosunku, skladajq ten sam co i te
wyrazy stosunek, przeto AD i OP sa wyrazami pier-
wszego, zas 0Q i AO drugiego stosunku, lak ze AO:
0P=00Q: AO czyli OP: AO=A0: 0Q.

I nawzajem: jesli promieri kola jest $rednio-jeome-
trycanie proporeyonalny miedzy odleglosciami $rod-
ka od punkiu P wsiglego na $rednicy i punkiu Q le-
Zycego na jé¢j przediuieniu, to punkla le sq sprzeio-
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ne; gdyi z zaloienia: OP: AO=A0:0Q czyli AO OP
=00Q: A0 a zlgd AO—O0P: OP=00Q—A0: AO i
AO+0P: OP =.00Q+A0: AO, nastepniki rowne,
przeto i poprzedniki zloZy proporeye:

AO—O0P: 0Q—AO=A0+0P: OQ+AO t.j.
AP AQ=BP: BOQ.

199. Tw. Cigeiwa laczaca punkila doliniceia sty-
cznych parzystych, jest linig biegunowq punkiu prze-
cigeia sie stycznych (fig. 154).

Prowadze promien OMi odc¢inam na nim OP’=0P,
trojkaty wige OMP i OAP’ majace kat O wspolny za-
warly migdzy bokami réwnemi OM=0A4, OP=0/"
majq i pozostale czesci rowne L j. kat P=P"; kqt M
jest prosty i kat P* prosty, przeto linia P’A rownole-
gla do MO daje: OP™: OM=0M: 0Q czyli OP: OA=
0A: 00Q, azatém punkia P i Q sa sprzeione (198. W.),
zas prostopadla MP przechodzqca przez jeden z nich
P, jest biegunowa dragiego punktu Q.

200. Tw. Jeieli cipciwa mn baczgca punkla zetlknip-
cti sig stycznych parzystych O'm i Q'n, przechodzi
przez punkt sprzeiony P, to punkt zhiegu Q slycz-
nych leiy na bicgunowéj QQ' fig. 154).

Z punktu Q prowadze styczne p.nrnz,le QM1 QN,
odpowiednia im cigciwa MN jest prostopadla do QO
i wyznacza punkt P sprzezony z Q; prowadz¢ cigoei-
we mn przez punkt Py iz punklow m i n wyprowa-
dzam slyczne przecinajyce si¢ w punkeie Q7 a mam
dowies¢ ze linia QQ’ jest prostopadla do QO czyli
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ie jest biegunowa punkin P.—Dla styeznich parzy=
stych wychodzgeych z punktu Q mamy: OP: 0A==
0A: 0Q cayli 04: OP=00Q: OA, dla wychodzgeyeh

2 Q% 0p: 0C=00C: 0Q% mnoie przez siebie dwie
ostalnie proporeye, zas wypadla proporeye dzielg
przez promien i bedzie Ops OP=00Q :0Q" tiGjkaty
wige OPp 1+ 0QQ majace Kat O wspélny a boki za=
~wierajace ten kat proporcyonalne, maja i'kat OpP=

0QQ’ (139. Wn. 7), lecz kat OpP jest prosty (182
Wh. ¢), przelo i kat 0QQ” jest takze prosty i linia
0Q’ prostopadla do Q0.

Wa. llekolwiek cigciw poprowadz:my przez pnnkt
P, to'styczne im odpowiednie przecinajn si¢ na pro-
stopadléj do polowigeéj kat stycznych parzystycliy
wyprowadzonéj z punklu ich zbiegu i praechodzacéy
przez punkt P.

201. Zz. Majae punki, znaleié drugi punkl z nim
sprzeiony wzgledem danego olregu hola (fig. 154).

Jeieli punkt dany leiy a) wewnualrz ohresu,; o
przez ten punkt P prowadz¢ cigciwe MN a punki przes
ciecia sig styeznych MQ i NQ; wyprowadzonych z kona
ca cigciwy jest Zadanym (108); b) zewnatrz olregu;
o, praez tén punkt prowadzg styczne parzyste ON i
QM, a przecigeie sig linii 0Q polowigcej kat; z 0d=
powiedaig im eigciwg MN daje punkt Zgdany.

202, Zi. Na wlashoseilinii polarnéj punktu lezacego
wewnalrz okregu kola, opierasiy sposob zamiany ru~
chu kolowego na ruch po wus-l.ép wzajemnie; jeslicig=

23
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ciwa MN obracaé sie bedzie okolo punktu P w wyilo-
bionym okregu kola O, zas dragi QN i QM' nie moga
oddalié¢si¢ od okregukola, to punkt ich przeciecia sie
Q posuwaé sie bedzie po linii QQ' rownolegléj do
pierwolnego polozenia draga MN— i nawzajem jesli
punkt Q posuwa sie po linii QQ, to dragi QM i QN
nie mogace oddalié sie od draga MN, przecigciem sig
z dragiem MN opisza luk okregu kola.

s V. Polgczenie okrggu kola z liniami tamanemi.

203. Wielokaty majace wszystkie wierzeholki na
okregu kola zowiq si¢ wpisanemi w folo, majyce zas
wszystkie boki styczne do okregu, zowia si¢ opisa-
nemi na kole; z poprzedzajycego wynika: 1% frgj:
kat a) moze byc wpisany w kolo, gdyi punkt prze-
cigcia si¢ prostopadlych wyprowadzonych ze $rodka
bekow, jest rowno oddalony od wierzcholkow (104),
przeto jezeli z tego punkiu przez jeden z wierzchol-
kow zakreslimy okreg kola, to on przejdzie i przez
dwa inne, jako bedyce w odieglosci’ promienia od
drodka okregu (24); b) moze byc opisany na kole,
gdyz punkt przecigeia sie polowigeyeh katy, jest w je-
dnakowéj odleglosci od bokow (103), ezyli ze pro<
stopadle wyprowadzone z tego punklu na boki sq so-
bie rowne, biorac wige ten punkt za srodek, za$ je-
doa z prostopadlych za promien, dwie drugie prosto-
padle, jako jéj rowne, beda takze promieniami, a boki
trojkata jako prostopadle do promieni sq stycznemi.
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20 Prostokat moie byc wpisany w kolo, gdyi srodek
jego przekatniéj, jako srodek przeciwprostokatniéj,
jest rowno oddalony od wszystkich wierzcholkéw
(106). 3° W czworokacie wpisanym w kolo, kqly
przeciwlegle , jako majace za miure polowe okregu,
spelniaja sie. 4" Wielokat foremny moie byc a)
wpisany w kolo, gdyz linie polowigce kaly sa sobie
rowne (128); b) opisany na kole, bo linie polowi-
ce boki sq do nich prostopadle i rowne sobie; osie
symetryi polowiace katy sy srednicami kola opisane-
gu, za$ polowigce boki, wpisanego. 5° Luki odpo=
wiednie bokom wielokata for. wpis. sq sobie rowne,
dla rownosci cigeiw (27); i nawzajem: jesli okreg po-
dzielimy na réwne ezesei, to cigeiwy tych lukow skla-
daja wielokat for., jako majacy boki rowne (28) i ka-
ty rowne, bo majace za miarg caly okreg kola, bez
lukéw odpowiednich ramionom kata, ktore z zaloze-
nia sq sobie rowne. 6° Podzieliwszy okreg kola na oze-
Sei rowne (fig. 156), i przez punkla podzialow A, B,
C, D, E poprowadziwszy styczne, one zlozy wielokat
foremny opisany na kole; gdyz linie OF, OG... polo-
wiqce katy stycznych parzystych przechodzg przez
$rodek kola (182. Wn.), sa sobie réwne, linie bo-
wiem lezace punkta A z B... skladajy wielokat for.
wpis. w kolo, przeto OL=0M, za$ LF==MG jako bo~
ki trojkatow prostokatnych majgeych BL=BM, kat
FBL=GBM, bo spelnienia ich LBO i OBM réwne.
70 Majac wielokat foremny wpisany w kolo; aby wpi-
sa¢ wielokat o podwojnéj liczbie bokéw, polowimy
tuki odpowiednie bokom i ljczymy je z wierzcholka-
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mi wielokata; liezba jego bokéw bedzie dwa razy
wigksza, bo kaidemu bokowi danego, odpowijadajq
dwa boki w powstalym tym sposobem wielokqycie,~—
on zas jest foremny, bo loki odpowiednie bokom sq
sobie rowne. Podobnie majac wielokat for. opisany
na kole, chegc opisaé wielokat v podwdjnéj liczbie
bokéw, polowimy luki zawarle migdzy panktami ze
tknigciay i przez te punkta prowadzimy styczne.

204, Tw. (Ptolomeuszowe). W ezworoboku wpi-
sanym b kolo, iloczyn z dwack przekainich réwna sip
iloczynowi z bokow przeciwleglych: AD.BE=—=AB.ED
+BD AE fig. 155).

Prowadze 'cigeiwe EK=BD3 trojkaty ABD 1 AFE
majace kat D=E jako mierzace si¢. polowgy luku AB,
katy A rowne dla réwnosei lukow BD i KE,~—maja
i boki proporeyonalne (139. Wn. 8): AD: DB = AE:
EF, a ztad AD.EF=DB.AE; trojkaty DAE i BAF ma-
jace kat D=B jako mierzone polowa laku AE,—kat
EAK=DAB, dodawszy wige kat KAD, bedzie kat
EAD=FAB, —naja boki proporcyonalne: AD: DE=
AB: BF, a ztad AD.BF==DE.A B ;— dodajyc te dwie
rownosci do siebie olezymamy AD.EF 4 AD.BF=DB.
AE4DE.AB-czyli: AD, (EF 4-BE)==DB.AL + DEABy
allm AD.BE=DB.AC +DE.AB.

: 10.5.- Tis. Obwdd wielokala foremnego wpisanego
w kolo, jest mniejszy od okregu lego kolu,~opisane-
go zas jest wighszy od okregu kolu (hig. 156).

@) Obwéd wielokyta foremnego ma tyle bokow
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rawnych sobie, z ila tukow rownych sklada sie okreg
kola, lecz e kaiden bok jest mniejszy od odpowie-
doiego tuku (3. Wn. 2), przeto i obwod jest mniejs
szy odokregn, b) Linia lamana AFB jest wieksza od
luku AB, uwaiajge go za linie Jamang zlozongy z najs
dmlmiejsayuh czgsei linii prostej  20), przeto obwod
wielok. opis. jest wiekszy od okreguj albo: obwéd
wielokata opisa. GilJ... nie moe byé réwny okregoa
wi, bo obwod opisanego o podwéjnéjliczbie bokéw,
Jako mniejszy od obwodu tego wielokata (20. Wn.),
bylby mniejszy od okregu kola, i to tém-mnigjszy im
bardziéjby sie zblizal do okregu t. j. Ze v6inica migs
dzy obwodem wielak. a okregiem powickszalaby sie
W miare zbliZania si¢ tych linii, przeto obwod wielo-
kyla onisan. nie moze hyé ani rowny, ani mniejszy,
a zalém jest wickszy od okregu kola.

106. Tw. W wielokatack for. réwnoobwodowych,
roinica miedzy promieniem a proslopadla do boku
lém jest mniejsza, im wiclokgt ma wighszq !:csz bo-
Fow (ig. 157).

Linia AB jest bokiem wielokyta, bok wi¢e wielos
kqta rownoobwodowezo opodwojnéj liczhie bokow,
rownaé si¢ bedzie polowie AB, zas kql odpowiedni
mu we srodku kola bedzie polowa kata AOB odpo-
wiedniegn bokowi AB. Dla znalezienia boku wielo-
kata o pod\m]nc[ liczbie bukow, ze érodka cigeiwy
AB wyprowadzam prostopadly PC i punkt € przes
cigeia sie jéj z okregiem z punklami A i B lqcze pro-
stemi i ze §rodka linii AG prowadzg A'B’ réwnolegle
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do AB; linia wice A'B’ jest bokiem wielokata o po-
dwojnéj liczbie bokow (139. Wn. 5), potrzeba dowieéé
Ze roZnica migdzy promieniem CA’ a prosfopadty CP’
jest mniejsza aniZeli miedzy promieniem CA a prosto-
padla CP. @) Widzimy, ze CP’=" CP=":(CO+-OP),
przeto CP'= 0P, gdyi w CP* wchodzi polowa OP
zpolowy promienia ktora jest wigksza od polowy OP.
by Wirojkqcie prostokatnym CA’0,—€0:'CA’—=CA":
CP* a ze CP’ < CA’ przeto i CA" = CO. Mamy wiec
dwie nierownosei OA = 0P i CA’ = CP’ lecz ie OA
= CA”10P = CP’, przeto wigksza jest réZnica pomig-
dzy OA i OP anizeli migdzy CA” i CP'.

207. Tw. Stosunek bokw kwudratu opisanego do
promienia rowna sig slosunkowi [/'9_; 1 (fig. 158).

Przekgtnie w kwadracie sy prostopadle (118. Wn.
2i117), przeto wirdjkacie prostokatnym AOB,—AQ"
+6[vlnzmaczyli 2 A0 =I. KE:, a ztad AB": A0 =
2:1 albo AB: AO=]/2: 1

Wn. 1. Stosunek srednicy do boku réwna sie sto-
sunkowi boku do promienia. g‘lyz AB'+BC=AC’
czyli 2 AB=I. AL, zlad AC: AB® =92:1 lub AC:
AB=2]/2: 1

Wn. 2. Prostopadla OE rbéwna sie polowie boka
AB, bo linia laczaca srodki bokow EF rowna sig bo-
kowi.

20S. Tw. Bolk szesciokata for. mpz‘sr}nego w holo,
rowna sig promieniowi tego kola (fig. 159).
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Trojkat AOB, ma kat O rowny Yy czterech katow
prostych, czyli % I1, przeto kat A+B=%1l, a e one
sq sobie, jako leZqce naprzeciw promieni, przelo i ka-
idy znich jest %3 I, a zatém bok AB szesciokata, ro-
wna si¢ promieuiowi OA.

Wn. OF' +EA'=A0" czyli EO'=A0 —EA'=A0"
—Y A0’=% A0’ czyli prostopadla OE:XT:: A0

209. Tw. Bok dziesigciokata for. wpisanego w ko«
lo, rowna sig wiehszéj ezesci promienia podzielone-
go.w $rednio-skrajnym stosunku (fig. 160).

Linia AB jest bokiem dziesi¢cioboku for. wpisane-
2o w kolo, przeto wtrojkacie BOA kat O jest ' cze-
scig 211 czyli %0 11, przeto dwa pozostale katy czynia
%o ll, a ie sa sobie rowne, wige kazdy jest Y, cze-
scig 11, azalém dwa razy wiekszy od kata AOB; po-
prowadziwszy linie BJ polowiaca kat B, linia BI=J0
jako lezgce naprzeciw katow rownych O iJBO; wtrojs
kacie ABJ bok BJ=AB dla rownosci kalow przeciw-
leglych, kat bowiem zewnetrzny BJO rownasie %, 1
(S0. Wn.), przeto wewnclrzny BIA =%l == A;—
wtrojkaeie OBA linia BJ polowigca kat B, dzieli pod-
stawe na odcinki propurcyonalnc do bokow (142):
OB: AB=0J. AJ czyli OA: AB=AB:JA, a zatém bok
AB dziesieciokata for. wpis, w kolo rdéwna si¢ wig-
kszéj i L.d.

910, Tw. Luk odpowiedni bokowi pietnastokgta for.
wpis. w koto, rowna sie roinicy lukdw, odpowiednich
bokom szesciokala i dziesigciokala.
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Euk odpowiedni bokowi szedeiokata jest Y olires
gu zas dziesivciokata 40 okregu, przeto roinicu ich
Yy =Yo— l%uhp_ﬁ_j:[; okregu I;u}a.

211, Tuw. Jeielihok AB wielokata for. wpisanego
w kolo przyjmiemy za bok wielokata o podwadjné; lis

zhie bokdw, 1o $rodek kota opisunego na tym drugim
wielokacie leiy nu przecieciusie prostopadlé; ED wy-
prowadzonéj ze srodia hoku z okr ggiem opisanym na
pierwszym wielokacie (fig. 161).

Kat srodkowy w wielokjcie o podwdjné] ht zhie
hokéw, jest polowy kata srodkowego danego wielo-
kata, gdyi podwdjna liczhe razy zawiera si¢ w 211,
praytém $rodki obudwoch wielokatow leza na pro-
stopadléj do srodka boku AB, jako wspolnéj Sredni-
cy kol opisanych na tych wielokatach, przelo Srodek
drugiego wielokata lezy na przecigciu sie téj linii z 0
kregiem C, bo w tym tylko razie kat jego srodkowy
ADB jest polewq kata srudkowego ACB-

212. Zg. Wdane koto wpisad a) kwadrat(f.158.)
Prowadze srednice prostopadie AC i DB i konceich
Fyeze prostemi, to czworebok jest kwadiatem , gdyz
przekatnie sg prostopadle, przeto wszystkie boki ro-
whne, a Ze przekalnie sy Sobie rowne, przeto katy proste
(118.Wa.t) b) Szesciokal for. przenosze promien ko=
la na okreg szesé razy,iotrzymam: wielokat szukany,
gdyz bok szesciokata rOwna si¢ plOﬂ‘llCIllllWl (208),
c) Osmiokgl for. (lig. 153), wpisuje kwadrat ABCD
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i polowig luki odpowiednie bokom. przez prostopa-
dle OE.. wyprowadzone do tyeh bokow, srodki lu-
kow polaczone z wierzoholkami kwadratu daja wiel,
sadany (203. 5°); albo: $rodki L,M... lukow AG, GB
i L. do lauze prostemi. d) Dziesigeiokgl for.; promien
tego okregu dzielg w stosunky srednio-skrajnym i
czpéé wiekszy praenosze na okreg (209). e Piglna-
stokat for(Gg. 160); Z kotea A promieniem bokuAB:
dziesieciokata, zakveslam luk OG, a on na okregu O
odetnie lnk BE odpowiedni bokowi wielok. Zadane-
go (210). .

3. Zg. N danym boku. narysowac a) szescio
kat foremny (g 157)s na danym boku AB kresle
wojkat foremny A40B, z wierzcholka O promieniem
0A zakreslam okreg, na ktory bok AB przenosze szesé
vazy; b) osmiokat foremny (fig. 162); ze $rodka boku
AB wyprowadzam prostopadla i odcinam naniéj EC—
LB, a punkt C jest srodkiem kola opisanego na kwa-
dracie, kiorego bokiem jestAB, gdyz prostopadla ré-
wna sig polowie boku; biorge wige AB za bok osmio-
kata, srodek kola opisénebo na tym wielokacie leiy na
przecigeiu si¢ prostopadléj EC z okregiem opisanym
na kwadracie L.j. w punkeie D, pozostaje wige z punktu
1} promieniem DB zakreslié olereg, 1 przeniesé na nie-
go bok dany AB osm razy; ¢) dziesigciokal foremny
(fig-163); promieniem rownym polowie boku danego,
kreslg okreg styczny do tego boku w punkcie A i pro-
wadze sieczna BC przez srodek-tego kola, to BC:AB=
AB: DB czyli BC:CD=CD: DB, linia wige CB jest pro-

24
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mieniem podzielonym w $rednio-skrajnym stosunku,
ktorego czesé wicksza rowna si¢ bokowi danemu,—
pozostaje tylko tym promieniem zakresli¢ okreg kola
i przeniesé na niego bok AB dziesi¢é razy; d) piecio-
kgt foremny (fig. 163); srodek kola wielokata o po-
dwdjné] liczbie bokow znajduje si¢ na okregu opisa~
nym na wiclokacie 0 dwa razy mniejszé] liczbie bo-
kow, przeto znalazlszy érodek kola opis. na dziesig-
ciokacie foremnym, ktorego bok CF=AB, uwazam ten
bok za bok pi¢ciokata foremnego, przeto okreg kola
opisany na pigciokacie przechodzi przez trzy punkta
G, ¥,B—i pozoslaje tylko na ten okreg przeniesé bok
CF pieé razy; e) dwunastobok foremny (fig. 164), bok
dany AB biore za bok sze$ciokata for., ktérego $ro-
dek jest na prostopadléj €D i na luku zakreslonym
z punktu A promieniem ABj—okreg wiec zakreslony
promieniem DA jest okregiem opisanym na szesciok-
cie, przeto srodek kola opisanego na szukanym dwu-
nastokacie jest w punkcie E przecigeia sig prostopa-
dléj z okregiem D,—pozostaje tylko z punktu E pro-
mieniem EB zakreslié okreg i przeniesé nan bok AB
dwanascie razy.
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