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rą wziętą ze skali , a ile ona zawiera miar kwadrato
wych linii z której zrobiona skala, tyle grunt zawiera 
miar kwadratowych jedności której skala jest czę
ścią, d) Podział gruntu niewymagająo.y wielkiej ści
słości uskutecznia się na planie, a następnie linie 
dzielące przez punkta odpowiednie wytykają się na 
gruncie. 

| , '-'o\?. uv m \ >'..'», '.iftvi\s'f)tt-ti bteo\^b%9\v\WS .-.<\ Lc.(!2 
R O Z D Z I A Ł IV. 

Zależność wielkości figur od kształtu. 

297. Wielkość figur zależy od ich kształtu i tak, 
figury mające obwody jednakowe nie mają jednako
wej wielkości, mające zaś jednakową wielkość mają 
nierówne obwody. Dwa główne pytania należy tu 
rozlrząsnąć: z figur .mających jednakowe obwody, 
t . j . równoobwodowych (izopcrymelryeznych), jakie
go kształtu figury mają wielkość największą (maxi-
mum ; nawzajem z mających wielkość jednakową, ja
kiego kształtu figury mają obwód najmniejszy (mini
mum), i dla lego to własności te figur znane są pod 
nazwą Izoperymelryczności lub maximów i minimów. 

293. Tw. gl. Z trójkątów stojących na jednej 
podslaieie i mających wierzchołki na jednej linii pro
stej, ten ma najmniejszą summe dwóch innych bo
ków, w którym le boki są równo nachylone do linii 
wierzchołków (fig. 257). 
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Zair. kąt ADB = C D E . 'Tw. A D - f DC < AB + B C . 

Z końca C podstawy AC wyprowadzam prostopa
dle do linii wiereholków BD i odcinam FF^=EC; 
punkt F łączę z punktami D i B. Linia G D = D F i CB 
= B F jako równo oddalone od spodka prostopadłej 
DE (51), przeto kąt C » E = E D F (1)1. Wn. 3), zaś linie 
Al ) i DF stanowią jedną linię prostą, gdyż kąt A D B = 
F l ) E jako równe kątowi CDE (49), a tern samem Al) 
-f D F - . AB r BF czyli AD" -j- DC % AB + BC. 

Wn. !. Gdy linia wierzchołków jest równoległą 
do podstawy, wysokości trójkątów są sobie równe a 
tern samem i ich powierzchnie, a trójkąt A DC mający 
boki równo nachylone do równoległej linii wierzchoł
ków B F , ma także boki równonachilone i do wysoko
ści DG, gdyż te kąty nachylenia są dopełnieniami kątów 
pierwszych, czyli trójkąt ADC jest równoramienny (91. 
Wn. 3); a zatem z trójkąlóu) równoważnych mających 
podstawy równe, trójkąt symetryczny ma najmniejszy 
obwód 1 nawzajem: z trójkątów równo-obwodowych 
o jednakowych podstawach, trójkąt symetryczny jest 
największym (fig. 258); poprowadziwszy z wierzchoł
ka D, niesymetrycznego trójkąta, linię DE równole
głą do podstawy AC, aż do przecięcia się w E z wy
sokością trójkąta symetrycznego ABC i połączywszy 
ten punkt z końcami podstawy AC, utworzy się trój
kąt symetryczny A E G , równoważny trójkątowi ADC, 
a zatem podług poprzedzającego A K - f FC W! AD + 
DC, lecz Al) 4 -DC=AB + BC przeto AE + EC < A B + 
B C , więc linia AEC jest objętą przez A B C i trójkąt 
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A B C , jako c a ł o ś ć , w iększy od t ró jką ta A E C r ó w n o w a -

*W&4&Aflfi)tsi• 6w- '-u::'7/ !)/ Y7/6l'«bóq D lOiioil X 
Ti ' / / . 2. i^c wszystkich trójkątów równoważnych, 

tu>jkqt foremny wn najmniejszy obwód. Jeśli bo
wiem na boku t r ó j k ą t a foremnego wystawimy j ak i 
k o l w i e k t ró jką t z nim r ó w n o w a ż n y , to o b w ó d jego 
. Sirur ,r? .ri/r.T':) m/t 3<iJ iiĄ sids-ia ,"l ?.)?ul 
jest w iększy pcj o b w o d u danego t ró jką t a . I rjaw.za-^ 
j em: ze wszystkich trójkątów roirno-obicodowych fo
remny ma największą powierzchnię, g d y ż powierz
chnia jakiegokolwiek t ró jką ta wystawionego na jogo 
b # ł ^ j W m n i i ^ l ! a ? ^ , 8 , f ó s i ' 9 , W « m * b 3 •• 

Wn. 3. » wielokątów równoważnych o jednako- . 
irej liczbie boków', równoboczny ma ?iajmn?'ejszy ob
wód (lv*. 2.-0); gdyż wie loką t ABCDK niemający bo
k ó w r ó w n y c h nie m o ż e mieć najmniejszego o b w o d u ; 
jeśl i bowiem bok BC n i e r ó w n y b o k o w i Cl) , to wys la -
\\ i wszy t rój kąt BFD r ó w n o r a m i e n n y r ó w n o w a ż n y t r ó j 
k ą t o w i B C D , summa b o k ó w BF + FD •< BC + C D . a 
tern samem o b w ó d A B E D E rrt ABCDE. I nawzajem: 
Z wielokątów równoobwodowychrównobocznyma naj-
większą powierzchnię; g d y ż wie loką t ABC DE n io ró -
w n o o b w o d o wy n i o m o ż e mieć na jwięk j sze j p o w i e r z 
c h n i ; jeśl i bowiem BC i CD nie są r ó w n e , to wys la -
w i wszy t rójkąt r ó w n o r a m i e n n y BED r ó w n o o h w odo-
wy z t ró jką t em BCD, powierzchnia BFl) > BCD a tern 
samem i powierzchnia A B F H E > A B C D E . 

Wn. 4. Z trapezów równo/raźnych symel.yczny 
ma najmniejszy ob a-od t l ig . 2(50); d o p e ł n i wszy bo
wiem t ró jką t a AED i n a k r e ś l i w s z y na ad=\Y) t r ó j k ą t 
symetryczny aed, z nim r ó w n o w a ż n y , linia be r ó w n o -
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lejrła do podstawy ad i oddalona od-mej na wysokość 
danego Irapeza AC, odcina Intpoz abed symetryczny 
i równoważny z danym Irapr»zom, gdyż A r — B C jako 
będące do równych podstaw Al) i ml w jednakowym 
stosunku, równym stosunkowi wysokości całego do 
wysokości odciętego trójkąta (10!). Wn. ',); lecz żo 
ĄE -f-ED >"fieĄ-ed to i jednakowe części pierwszych 
boków AB-ł-CI)?- ab + de gdyż stosunki A E : AB. El) 
CI) i ca: ab, ed,: ed równają się stosunkowi ef: gf 
przeto AE-p-EI): AB-f-CD — ea J

red: abĄ-cd, bo ka
żdy z tych stosunków równy ef: gf, a że poprzednik 
większy od poprzednika przeto i następnik większy 
od następnika. 

200. TUK Z trójkątów ABC i DEF mających wy-, 
sokości i summy dwóch boków roncie, sym< Irycztiy 
ABC ma największą podstawę AC (lig. 201). 

•^Wystawiwszy na podstawie DF trójkąta niesyme
trycznego D E F , trójkąt symetryczny*DIIF mający 
z nim równą wysokość DII + l i i " D E + CE (2!>s. 
Wn. 1), przeto i DII + 111'^ AB f B C a tern samem 
DII tr b$< odciąwszy więc . IK=GD, linia JA, 
gdyż w tym tylko razie pochyla BK=.HI) jest mniej
szą ocl J}A, 

.TuA .łljó-il SSbjŁeŚ- HTłl iwol(;>ljó'il y u.\R7/o(i'/; < *i 
:I00. T/r. Z trójkątów mających jcdnakoice dwa 

boki. ten jest najie/ęlsszy. ir którym te boki lieorzą 
kat prosty. Gdyż biorąc; jeden z nich za podstawę, 
ten trójkąt ma największą powierzchnię w którym wy
sokość największa, a zatem w którym la wysokość 



równa się bokowi przyległemu podstawie, gdyż pro
stopadła będąc najkrótszą ze wszystkich pochyłych, 
byłaby krótszą od k;udego innego boku. . 

W/i. 1. Ze wszystkich równolrg loboków mają
cych boki dane prostokąt jest największy, gdyż skła
da się z największych dwóch trójkątów. 

301. Tw. gł. Jeśli w wielokącie A B C poprowa
dzimy dowolna dnie. BT i weźmiemy oi symetryi df 
prostopadłą do lej Unii, zaś z wierzchołków popro
wadzimy linie prostopadłe do osi i odelniemy na nich 
odcinki połowiące się na osi i równe odcinkom tych 
Unii, zawartym miedzy obwodem danego wielokiita, 
to końce połowiących sie odcinków, są wierzchołkami 
wielokąta równoważnego, mającego mniejszy obwód 

l 9 W trójkącie A B C linia dowolna BT, do której 
oś symetryi ci/' jest prostopadłą, połowi podstawę AC; 
odcinam eg—\\'X połowiące się w 0 i punkta d i f, 
oznaczone na osi przez prostopadle \d i Cf, łączę 
z punktami e, gi otrzymałem kwadrat skośny defg,V\ó-
rego punkt O jest środkiem symetryi.gdyż osie są pro
stopadłe i dO=Ofd\a (ego, że A T = T C ( I 88). Kwadrat 
ten jest równoważny trójkątowi ABC i ma od niego 
mniejszy obwód, gdyż trójkąt efg równoramienny, jest 
równoważny trójkątowi BTC zaś deg trójk. AST. 

2° Prowadzę linię JK połowiącą kąt między osiami 
symetryi i oś symetryi łh prostopadłą do lej linii, to 
wielokąt 1* jest równoważny skośnemu kwadratowi, 
gdyż trój . symotr. ihn równoważny trójkątowi Hfg, 
prostokąt Ln równoległobokowi eg i t. d. 
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Wn. 1. Im dalej posuwamy podobnym sposobem 
przemianę wielokąta, tern więcej o n ma osi symelryi 
i tern mniej one różnią się od siebie, a lem samem 
bardziej wielokąt zbliża się do figury równoważnej 
mającej najmniejszy obwód. L e c z że w tej przemia
nie liczba boków powiększa się łaf-S że w ogólności 
każden z wierzchołków, prócz dwóch skrajnych, two
rzy w następnej dwa wierzchołki, przeto zarazem wie
lokąt zbliża się do linii krzywej. 

Wn. 2. Wielokąt foremny ma mniejszy obwód od 
równoważnego z nim wielokąta nieforemnego • tej 
samej liczbie boków; gdyż ma tyle równych sobie osi 
symelryi ile wierzchołków (130), co niema miejsca 
w nieforemnym o tej samej liczbie boków; z wieloką
tów zaś foremnych len ma mniejszy obwód, który ma 
większą liczbę boków, gdyż więcej ma sobie równych 
osi symelryi. 

Wn. 3. Figura nie mająca w jakimkolwiek kierun
ku osi symelryi, lub w-której osie symelryi nie są so
bie równe, niemoże mieć najmniejszego obwodu,gdyż 
w tym kierunku poprowadziwszy linię i oś symelryi do 
niej prostopadłą, otrzymamy figurę jej równoważną 
mającą mniejszy obwód a zatem figura, w której we 
wszystkich kierunkach są osie symelryi przechodzące 
przez środek i równe sobie, ma najmniejszy obwód. 
Kolo więc ma najmniejszy obwód ze wszystkich figur, 

gdyż średnice są jego osiami symelryi. 
Yjii.loi ' i / / ov i :cjf :oiviii^.;-.j77 oioji/loisi// ń o i u>lb(iji 

302. Tw. gl. Z wielokątów mających wszystkie 
boki dane prócz jednego, ten jest największy, który 
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jesl wpisany w półkole, a tan samem za bok nieozna
czony ma średnic?. 

Wielokąt, w k l ó i - y m , którykolwiek z wierzchołków 
nieleży na okręt . . . nie może być największym; gdyż 
dwie przekątnie poprowadzone z końców boku nic-
danego do tego wiei/cholka, nielworzą kąta proste
go, a zatem trójkąt p js tokąlny mający te przekątnie 
za przypros^okąlnu , jest większy od trójkąta odpo-
wiedniego danego wielokąta; wystawiwszy więc na 
przyprostokąlnioh wielokąty równe wielokątom sto
jącym na przukąlnich danego wielokąta, otrzymamy 
Wielokąt większy od danego i mający boki dane. 

Wn. 1. Z irielokąlów mających boki narne w je
dnakowym, porządku len jest największy, który może 
być wpisanym w kolo; gdyż średnica poprowadzona 
przez jeden z jego wierzchołków, dzieli go razem 
z trójkątem mającym za podstawę bok przecięty przez 
tą średnicę a za wierzchołek drugi koniec tej średni
cy, na dwa wielokąty wpisane w pólokręgu; przeką
tnią zaś poprowadzona z wierzchołka odpowiednie
go wielokąta nicmogącego być wpisanym w kolo, do 
wierzchołka trójkąta równego trójkątowi dodanemu 
do pierwszego wielokąta i wystawionego na odpo
wiednim boku, dzieli wielokąt nie mogący być wpisa
nym w kolo, na dwa wielokąty niemogące być wpisa
ne w półkole a mające boki równe i w tym samym po
rządku co w wielokącie wpisanym; lecz że wielokąty 
pierwsze są większe od drugich, przeto wielokąt wpi
sany w koło z trójkątem, jest większy od wielokąta 
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nieinogąoogo być wpisanym z tymże samym trójkątem, 
czyliwielokąt pierwszy jesl większy od drugiego. 

Wn. - Wielkość wic/okola icj/isanego «• kolo ma
jącego boki dmie, niezaleiy od porządku tych boków; 
-.lvż w jakimkolwiek porządku będą lioki , trójkąty 
utworzone z tych boków i promieni poprowadzonych 
do ich końców, są sobie równe, jako mające po trzy 
boki równe, a zatem i ich summy są sobie równe. 

Wn. 3. Z iciclokalów rownoobwodowych o jedna
kowej liczbie boków największym jesl foremny; gdyż 
jako mający boki równe jest większy od nicmającego 
boków równych Wń. 8.) a jako wpisany w kolo 
jest większy od równobocznego niemogącrgo być 
wpisanym. 1 nawzajem: z wielokątów iownowaiinp h 
6 jednakowej liczbie boków foremny ma najmniejszy 
ob/rod; gdyż me może mieć obwodu równego, bo 
miałby większą powierzchnię, ani większego bo wie
lokąt równooliwodowy z lóremnym, a podobny nie-
foiemnemu byłby mniejszy od foremnego, zaś wię
kszy od niefor. jako mu podobny i mający obwód wię
kszy; a zalćm i wielokąt foremny lenibardziej byłby 
większy od nieforemnego. 

303. Tw. Powierzchnia kola jest średniopropor-
cyonalna między powie: zehniumi dwo< h wielokątów 
podobnych z klo>y h jeden opisany na kole, zaś dru
gi rownoobwodowy z kołem. 

' Powierzchnia koła równa się iloczynowi z okręgu 
przez połowę promienia 'AO X?'j zaś wielokąta opisa-

36 
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nego, z obwodu Ob równa się iloczynowi przez połowę 
wysokości jednego z trójkątów składających ten wie
lokąt, mających wierzchołki we środku kola, równej 
promieniowi: gdyż. każdego trójkąta powierzchnia ró
wna się iloczynowi z podstawy przez wspólną wyso
kość; powierzchnia zaś wielokąta równooliwodowego 
zkolem równa się iloczynowi z obwodu przez połowę 
prostopadłej jednego z trójkątów mających wierzcho
łek w środku i podobnych trójkątom opisanego wielo
kąta t . j . %0/f.tf'; zatem Pow. wiel. opis: Pow. k o ł a = 
YiOb.r.YiOLr—Ób-.Oft, i Pow. kola: Pow. wiel. ró-
wnoobw.='/iO//\r: '/.O/r. ir—r:w; lecz w wielokątach 
podobnych obwody są w stosunku wysokości , więc 
Olr.Oh—r: //•; przeto w dwóch poprzednich propor-

cyach drugie stosunki są sobie równe, to i pierwsze 
• J • ,. • . \ i . . ' . , \ n v . - ' V u iWiJu.wWłt, v> 
są równe, czyli Pow. wiel. opis: Pow. kolaz=Pow. ko
ła: Pow. wiel. równoobw. z kołem. 

Wn. <rt. Powierzchnią holu jesl największa ze wszy
stkich wielokątów równoobwodowych; gdyż wszelki 
wielokąt wpisany w koło jesl większy od wszelkiego 
innego wielokąta o tych samych bokach, zaś kolo jest 
większe od wiel..kąta z nim równooliwodowego mo
gącego być wpisanym wkoło ,gdyż powierzchnia wie
lokąta opisanego na kole jest większa od powierzchni 
kola jako całość od swojej części, a te powierzchnie 
są w jednakowym stosunku. 1 nawzajem <3<>l. Wn. 
3), co moglibyśmy jeszcze dowieść podobnie jak w N. 
302. Wn. 3. 

i7/on(S30li oia oiiwoi i)io« iiiiuij.Nr»i*/u i 
303. Tw. Z w.ielohątow foremnych opisanych na 
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kole ten jest większy który ma mnie/sza liczbę bo
ków (fig. 203). 

Linia AD jest połową boku wielokąta forem, o n. 
bokach opisanego na kole, którego promień SA, zas 
AC polową boku takiegoż wielokąta mającego je
dnym bokiem więcej t . j . n-\- \ buków. Kąt ASD ja
ko polowa kąta środkowego, wielokąta, jest laką czę-
mtwobowdoońwon jata m^odbbon n « u n e ł ^ o . « M i 

śeią II jaka kąt środkowy 20 t . j . — dla podobnej 

przyczyny kąl ASC jest — - . zatem kąt ASD; ASC 
i {.Tieirpontj [jlbt;ijV'/T ŝA t̂ar'Sijrta îtw ^saiiriłsiiboa 

. _]} (w+ 1)11 . nil — n + \ - n 
n ' w f I ~ " n(fi-ti) (n + i)th~\ .T.svłT 

czyli kąt ASD ma takich kątów n-\-l, jakich A S C 
ma n. Poprowadziwszy linie dzielące kąt ASD na n 

H i I. wmoboą mi ^ipłfotsiw vs8wew(j«Afty,w*bowdo 
•+1, części, linia CD jest większa od ~ ^ gdyż jest 

większą od części poprzedzającej BC będąc z nią 
w stosunku linii SD : SB (14'J); przeto i pozostała 

część AC jest mniejsza od n takich części 7"l.j. 
•oi/f o) .ij\ij> ~- .'i .do kuś ;'T < 3 ol '•} .do—M 

AC <! n. zkąd AC (» + I) -< n. AD czyli pól ob

wodu wielokąta o większej liczbie boków jest mniej
sze od pólnbwodu wielokąta mającego boków jednym 
więcej a tern samem i cały obwód, większy od obwo
du. Lecz powierzchnia kaciego z nich równa się ilo
czynowi z obwodu przez połowę promienia kola wspie
ranego, przeto i powierzchnia wielokąta mającego 
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•więcej boków jest mniejsza od powierzchni wiel. ma-
cego mniej boków. 

304. Tw. Opisawszy na hole K dwa wielokąty A 
i B, to d \>a inne wielokąty C i D rownoobwodowe 
z kołem K i im podobne A z C, B z ]), są względem 
ich w stosunku odwrotnym t. j. 1): C—A : B. 

Kolo jest średnio proporcyonalńe między wieloką
tem opisanym i podobnym mu równoobwodowym 
(302), przelo A: K = K : C i B ; K — K : D czyli K : B 
=!) : K, pomnożywszy tę proporcyę przez pierwszą i 
podzieliwszy wszystkie wyrazy wypadłej proporcyi 
przez K, otrzymamy: A: B—l) : C. 

Wn. 1. Z wielok itów foremnych C i D rownoob
wodowych, wielokąt C mający więcej boków ma wię
kszą powierzchnię; albowiem na kole z nimi równo
obwodowym opisawszy wielokąty im podobne A i B 
wielokąt A jako mający większą liczbę boków jest 
mniejszy od wielokąta B, a zatem i wielokąt I) •< C 
gdyż A: B = B: C. I nawzajem; 7o wn-lokalów fore
mny h równoważnych wielok it E maja y więcej bo. 
kow od V, ma obwód mniejszy, gdyż jeśliby obwód 
E = o b . F to K >- F; jeśliby zaś ob. K > ob. F. to wie
lokąt G podobny E a równoubwodowy zF byłby mniej-
szyod E, bo ich powierzchnie są w stosunku kwadra-, 
tów z obwodów, a ob. E ob. F jest także większy i 
od ob. G —ob. F, lecz G > F jako rów n-iobwodowe, 
to lem bard /Jej E byłoby większe od F, coby się sprze
ciwiało założeniu 

*ai.rpj n er^rATjmwnmą y//oiorj sosno; ubywnos iv/on\(sj 

« , K O \ I L X K S I Ę G I pir:itws7EJ. 
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