Korzy$¢ wyniksjgca z budowy takich ziozonych uktaddw
polega na tym, ze te same elementy 88 wykorzystywane
do realizacji jednoczesnie m funktorow.

Wiemy, ze ukiad elektryczny moze byé realizacjg
funktora lub pewnej kombinacji funktorow, lecz nie
moze byé realizscjg wyrafenlia sensownego. Jednakze
ze wzgleddéw stylistycznych beduzlemy czasem uzywall
skroconego zwrotu: "uktiad elskbryczny realizujgcy
dane wyrazenie" zamiast zwrotu: "ukiad elektryczny
realizujgcy funktor danego wyrazenia'", pamigtajagc
przy tym, ze taki skrdcony zwrot nie moze byl inter-
pretowany -dostownie. : ' '

117. Przeksztalcanle wyrazen sensownych. Prze-
ksztatcanie damego wyrszenia sensownego na inferen-
cyjrie mu réwnowazne odbywa sig¢ na ogét w wielu ko-
lejnych etspach, podobnie jsk w algebrze liczb. Moz~
liwoé¢ stopniowego przeksztalcanla wyrazen gensow-

. nych opiera si¢ na nastepujgcym twierdzeniu.

Jeéli pewne wyrazenie sensowne A jest czgscig
wyrazenia sensownego C 1 pewne wyrazenie sensowne B
jest inferencyjnie réwnowazne wyrazeniu A, zaé po
podstawieniu B na miejsce A do wyrazenia C otrzymu-
Jjemy pewne wyrsazenie D, to D jest inferencyjnie row-
nowazne C. ' e

, Majgc pewien zbidr, stosunkowo prostych par wy-
razei sensownych, inferencyjnie réwnowaznych, mozeny
na podstawie tego twierdzenia przekszbtatcaé stopniowo
wyrazenia sensowne dowolnie skomplikowane, tworzge

w ten spasdb lraficuchy wyrassed inferencyjnie réwnowas-
nych. Budow¢ kazdegc takiego taicucha, rozpoczynaja-
cego sig od wyrazenia danego, kontynuujemy tak dtugo,
az, bgds dojdziemy do wyrazenia, ktdérego budowa spei-
nia okreslone wymagania, bgdi tez utworzymy taki zes-
pé1t wyrazer, ktérych reslizacje elektryczne begda sta-
nowity dostateczng podstawe do wyboru najkorzystniej-
szego rozwigzania konstrukecyjnego.

Mozliwoéci wyrazenia pewnych funktoréw przez inne,
uznawane dowolnie za podstawowe, Sg nader liczne, tym
niemniej jednak ograniczone. Gdybyémy chcieli wszyst-
kie funktory wyrazié za pomoca jednego tylko funktora,
to przekonalibyémy sie przede wszystkim, Ze niepodob-
na jest dokonaé tego za pomocg zadnego funktora jedno-
argunentowego. Sposrdéd funktordw dwuargumentowych
mozna uzyé bgdz dyzjunkcji, bgdz funktora nr 7. Jed-
ngkze mozliwosci te nie sg dla nas interesujgce, po-
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niewasz zaden z wymienionych funktordéw nie ma dosta-
tecznie prostej realizacji elektrycznej. Za pomccg
2adnego innego funktora dwuargumentowego nie mozna
wyrazié wszystkich innych funktordw.

Przy prébie zsstosowania dwéch funktordw mozli-
wosci wyboru sg wieksze. Mozna np. wszystkie funkto-
ry wyrazié za pomocsy bgdz negacji i koniunkcji, bgdz
negacji 1 alternatywy, badé alternatywy wylgczajacej
i koniunkcji, bgdZz alternatywy i alternatywy wyig-
czajgcej itd. Z punkbtu widzenia zastosowan w maszy-
nach liczgcych interesujgce sg tekie pary, w ktérych
jednym 2z funktordéw podstawowych jest -alternatywa
wytaczajgca.

Najbardzie]j rozpowszechnione jest stosowanie
trzech funktoréw podstawowych, misnowicie alternatywy,
koniunkeji i negacji. System ten jest czesto stoso-
wany w pracach teoretycznych i na ogét dobrze nadaje
si¢ do zastosowanl w elektrotechnice. W zakresie
realizacji przekafnikowe] system ten jest szczegdl-
nie wazny, poniewaz, jek widzielidmy, realizacje
- alternatywy, koniunkcji 1 negacji sg w tym przypadku

bardzo proste. W zakresie uktaddéw prostownikowych
realizacja negacji Jjest stosunkowo skomplikowsana,
tym niemniej Jjednak 1 w tym zskresie zastosowadl sys-
tem wyrazania wszelkich funktoréw za pomocg alterna-
tywy, koniunkcji i negacji jest szercko stosowany

ze wzgledu na swe zalety teoretyczne.

Ponizej przytoczone sg niektdére prawa logicze
pozwalajgace na stopniowe przeksztalcanie wyrazen
sensownych na inferencyjnie réwnowazne orsz na eli-
minacje wszystkich funktordw poza wymienionymi trze-
ma, przyjetymi za podstawowe.

1. Prawa przemiennosci:
dla alternatywy

+ (AvB) = (Bva), {(1.1)
dla koniunkcji-
I“AB = BA' (1-2)

dla réwnowaznoééi

-(A=B) = (B=A), (1.3)



dla alternatywy wytgczajgcej

 + (eB) = (BeA), (1.4)

dla dyzjunkeji i -
+ (A/B) = (B/A). RT3

. Opiseng przez powyzsze piqé praw wtasciwos¢é mo-
zemy wyrazi¢ stownie w ten sposéb, iz wartosé lo-
giczna wyrazenia sensownego, utworzonego za pomocsg
funktora speiniajacego prawo przemiennosci, nie za-
lezy od pecrzgdku zmiennych zdsniowych.

2. Prawa tgcznosci:
dla alternatywy

H[(avB)vC] = [av(BvC)], (1.6)
dla koniunkeji

~(AB) C = A (BC), (1.7)
dla alternatywy Wyl@czajqcéj _
' +[(aeB) oC] = [Ae (BeC)], (1.8)
‘dla r&wnowaﬁnoéqi e |
 r[a=B)=cC] = [a=(B=C)]. (1.9)

Skoro sposéb umieszczenia nawiasdw okrggtych- jest
oboj¢tny, to mozna w ogdle je pomijaé. Wobec tego
wyrazenia

. AvBvC, ABC, AeBeC, A=B=C,
podobnie jak wyrazenia
AvBvCvD, ABCD, AeBeCeD, A=B=C=D

i snalogicznie zbudowsne wyrazenia o wigkszej licz-
bie zmiennych sg wyrazZeniami sensownymi. Nie wolno
natomiast pomijaé¢ nawiaséw, gdy funktor dwuargumento-
wy, Jek np. implikacja, nie speinia prawa przemien—
nosci. Wyrazenie

(A —B) ——*-C
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znaczy c¢o innego, niz
A== (B =g},
zéé wyrazenie
A— B —C

w ogble nic nie znaczy.

Korzystajgc 2z prawa przemiennodci i z prawa
tgcznosci, wiasciwosci ostatnio wymienionych czte-
rech funktordéw mozna opisaé w sposéb nastgpujgcy.
Alternatywa dowolnej liczby zmiennych zdaniowych
jest prawdziwa wéwczas, gdy chociazby jedna ze zmien-
nych jest prawdziwa, koniunkcja jest prawdziwa wow-
czas 1 tylko wéwczas, gdy wszystkie zmienne sg praw-
dziwe, alternatywa wykigczajyca jest prawdziwa, gdy
liczba zmiennych prawdziwych jest nieparzysta, row-
nowaznoé¢ nieparzystej liczby zmiennych zdaniowych
jest inferencyjnie réwnowazna alternatywie wytacza-
jacej tychze zmiennych, réwnowainosé¢ parzystej licz-
by zwiennych zdaeniowych jest inferencyjnie rdéwnowaz-
na negacji alternatywy wytgczajgcej tychze zmiennych.

3. Prawa rozdzielnodcis
koniunkcji wzgledem alternatywy

- A (BVC) = (ABvAC), : (1.10)
alternatywy.wzglgdam koniunke ji
F(AVBC) = (AvB)(AvVC). (1.11)
4, Prawo podwéjnego przeczenia:
' A = A (1.12)

: 5. Prawa absorpcji:
dla .alternatywy

~(AvVA) = A, (1.13)
~(AVF) = A, . (1.14)
—(AVV) =V, £1.15)
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dls koniunkecji

| —AA = A,
AV = A,
~ AF E@H

6. Prawa statej wartodci logicznej:
dla alternatywy prewo wytgczonego srodka

F(AvA) = V
lub krécej '

- Avﬁ;

dla koniunkeji prawo sprzecznogci

—AA = F .
lub krécej
~AA.

7. Prawa de Morgans:
dla dwéch zmiennych

HAVB = AB
oraz

+AB = AvVB,

dla trzech zmiennych

- ~AVBVC = ABC

oraz

FABC = AVBVC

8. Prawa zastepowania funktordw:

dla implikacji

~(A—=B) = (&vB)
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(1.16)

(1.172)
(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(12%)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)



oraz
~(A — B) = ABvARVAB, | (1.28)
dla réwnowaznosci |
~(A=B) = (A—B)(B—A) (1.29)
oraz _
~(A=B) = (ABvAB),
dls alternatywy wytgczajgcej

~(AeB) = A=B (1.31)
oraz |
~(AeB) = (ABvAB), (1.32)
dla dyzjunkeji
| -(4/B) = WVB L (1.33)
oraz .
~(A/B) = AB. (1.34)

Prawdziwoéé¢ kazdego z wymienionych praw mozna
stwierdzi¢ metodg tabliczkowg. Poza tym mozna im na-
da¢ interpretacj¢ elektryczng wykreslajgc dla kazde-
go schematy dwoch ukiadéw, z ktdrych jeden realizuje
funktor wyrazenia stojgcdgo po lewej stromie znaku
rownosci, drugi zas8 - wyrazenie po prawej stronie.
Pordwnanie tych schematéw wskazuje na identycznoéé
dziatania ukiadéw. Interpretacje elektryczne przyto-
czonych praw sg§ niezmiernie pouczajgce i przewaznie
bardzo proste. Przyktady niektorych interpretacji
bardziej skomplikoweanych sg pokazane na rys. 1-6.

Stosowanie wymienionych praw do przeﬂ%ztatcania
wyrazen sensownych na inferencyjnie rdwnowazne staje
sie¢ utatwione, Jjesli wprowadzimy pojgcia pomocnicze
eliminacji zmiennych i rozwijania wyraszen wzgledem
okreslonych zmiennych. Niechaj mamy np. wyrazenie
ABvAB. Stosujgc prswo rozdzielnodci koniunkeji wzgle
dem alternatywy (1.10), otrzynany

A(BvB),

Maszyny elekfronowe = 3 33



a stqd na podstawie prawa wytgczonego srodka (1.19):
v
i ns podétawie prawa absorpcji (1.17)

A.

Zatem wyrazenie ABvAB jest inferencyjnie réwnowazne
zdaniu A. :
FA(BvE) = (ABvAC)

-

‘-_Q I ‘ i I-£ l—
2 A e = A A
F(AvBc) E{AVSJ{AVOJ
L. il =
A A i i = e
FAVBYO = A Bl

il v O s v R s 9.

X1
|

il iy

Rys. 1-6, Intex;p:"etac.]‘.a elektryczna praw rozdziel~
nosci i praw de Morgana
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W kazdym z zastosowanych przeksztatcehd pozosta-
winy czytelnikowi stwierdzenie czy prawa, na ktére
powotujemy sig, sg wykorzystywane od lewej strony
ku prawej, czy od prawej ku lewej. Rozpatrzay jesz-
cze wyrazenie A(BC—C). Po przeksztaiceniu

-~

na podé%awie otrzymuje sig
(1.28) A(BCCvBCCVECC ),
(1.16) | A(BCVBCCVBCC),
(1.10) A[BCVBC(CvC)] ,.
(1.19)  A(BGVECV),
£1.37) . A(BCVEC),
(1.19) v,
(1:17) A.

Widzimy, Ze wartodéi logiczne przytoczonych ty-
tutem przyktadu wyrazer, z ktérych jedno zaswiera
dwie zmienne zdaniowe, drugie - trzy, zalezg efek-
tywmie od wartosci logicznej jedne]j tylko zmiennej.
Pozostate zmienne bgdziemy wobec tego nazywalli nie-~
efektywnymi. Eliminacja zmiennych nieefektywnych pro
wadzi do znacznych na ogét uproszczen realizacji,
elektrycznych.

Odwrotna czynnoséé¢, tzn. rozwijanie wyrazenia
wzglédem pewnych zmiennych powoduje wprowadzanie
zmiennych nieefektywnych. Bywa to potrzebne w toku
przeksztatceri. Rozwijanie opiera sie na stosowaniu
praw absorpcji i praw statej wartoéci logicznej. Na
przykiad rozwinigcie wyrazenia AeB wzglgdem zmienne}
nieefektywnej C mozemy przeprowadzi¢ w sposéb nastg-
pugacy:

na podstawie otrzymuje sig

(1.32) ~ ABvAB,
(1:17) ABvAB)V,
(1.19) - _(AEvKE)-(CvE).

Dalsze przeksztaxcenia przeprowadia si¢ na podstawie
prawe rozdzielnodci koniunkcji wzgledem alternatywy.
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Wyrazen inferencyjnie réwnowaznych danemu a na-
pisanych za pomocg tego samego zespoiu funktordw
podstawowych jest wiele. Wéréd nich specjalnie inte-
resujace teoretycznie sg wyrazenia o tzw. postaciach
normalnych, a wsréd tych z kolei najwazniejszg =
punktu widzenia zastosowan jest postaé ktorg bedzie-
my nazyweli kanoniczng. Pewne znaczenie ma rowniez
postaé, ktérg bedziemy nazywali parsksnoniczng.

Wyrazenie o n zmiennych zdaniowych w postaci
kenonicznej jest alternatywg co najwyzej 2" wyrazen
sensownych, ktdre bgdziemy nazywali wyrazami kano-
nicznymi. Kazdy wyraz kanonicany jest koniunkcjg
wszystkich n zmiennych zdaniowych, z ktérych k jest
negowenych, przy czym k moze przybiera¢ wszelkie
wartoécli od O do n. Dla okreslonej kombinacji war-
todci logicznych zmiennych zdaniowych tylko jeden
wyraz kanoniczny jest prawdziwy. Z tego wynika, ze
dwa wyratenia w postsci kanonicznej, ktdére roznig
sig od siebie chociazby o jeden wyraz, nie moga byé
inferencyjnie réwnowazne.

‘Ze wzglg¢du na przemiennod¢ i tgcznoéé¢ alternaty-
wy dowolne dwa wyrazenia o postaci kanonicznej, skta-
dajgce si¢ z tych samych wyrazdw, sg inferencyjnie
rownowazne. Wobec tego mozna w ogdéle nie braé¢ pod
uwagg kolejnodéci w jekiej wystepujg wyrazy kanoniczne.
Ze ‘wzgledu zas na przemienno$é i tgcznodé koniunke ji
kolejnodé zmiennych zdsniowych w kazdym wyrazie ka~
nonicznym jest tez obojetna.

Tgblica 1-3 zawiera zestawienie wazystkich wy-
raten 6 dwéch zmiennych zdsniowych w postaci kano-
nicznej. Latwo zasuwazyé, 2e miedzy wyrazami ksnonicz-
nyni a jedynkami w tabli%; definicyjnej 1-2 zachodzi
odpowiednios¢ wzajemnie jednoznaczna. Na podstawie
tej odpowiedniosci, majgc definicjg funktora, mozna
natychmiast napisa¢ postaé kasnoniczng tworzonego
przezed wyrazenia i odwrotnie, dla kazdego wyrazenia
w postaci kanonicznej mozna bez trudu napisaé defl-
nicjg tablicowsg.

Wyratzenie stale prawdziwe o n zmiennych zdanio-
wych jest alternatywg wszystkich 2" wyrazéw kanonicz-
nych, za8 w innych wyrazeniach sensownych o tej samej
liczbie zmiennych brak jest.niektérych wyrazdw. Nega-
cja dowolnego wyrazenia jest alternatyws wyrazdéw bra-
kujgcych. Wyrazenie stale fatszywe nie ma postaci ka-
nonicznej.



Tablica 135

Postacie kanoniczne i postacie ﬁarakanoniczne
funktoréw dwuargumentowych

Nr Postaé Post aé
funktora kanpniczna - parakanonicza

0 (AvB)( AvB)(AvB)(AVB)
1 AB (avB)(AvB)(AvB)

2 iB (avB)  (AvB)(AvE)
z ABvAB (AvB)(AvB)
4 AB (AvB)(AVB) (AvB)
5 AB  VAB (avB) - (AvB)
6 ABvAB (AvVB) (AvB)
7 ABviBvAB | : (Eﬁﬁ)

8 AB ( AvB)(AVE)(AvB)
9 AB - viAB (4vB)(AvB)

10 AB  viAB (avB)  * (AvB)

11 | AB  vABVAB ' " - (AvB)

12 ABVAB .' (AvB)( AvB )

13 ABvAB  vAB ~ (avB)

14 ABvABvAB (AvB)

15 ABvABv ABVAB =

Postaé parskanoniczna wyrazenia sensownego powsta-
je z postaci kanonicznej przez dwukrotne zastosowa-
nie praw de Morgana. Wyrazenie o n zmiennych zdanio-
wych w postaci parakemonicznej jest koniunkc ja co naj-
wyzej 2" wyrazei sensownych, ktore bedziemy nazywali
wyrazasmi parakanonicznymi. Kazdy wyraz pasrskanoniczny
jest alternatywg§ wszystkich n zmiennych zdsniowych, -
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z ktérych m jest negowanych, przy Czym m moze przy-
bieraé wszelkie wartosci od O do n.

ABC  e——aln = % 5y A
48T e——etp Mx $T
ABLO &—e= e e

2380 F—l il 1——-:
ABcC 7 - L =

o
L—3¥3 L
'S
1
i
1

LA o - bt
A+ a4 +| - -
Rys. 1-7. Schemat uktadu .przekaznikowego reaiizujg-
cego funktory tréjargumentowych wyrazdow kano-

nicznych

Suma liczby wyrazéw kamonicznych i liczby wyra-
20w parakenonicznych jest 2", zatem dla danej liczby
zmiennych jest to wartosé staka. Okolicunoéé ta cza-
sem utatwia znalezienie najekonomicmiejszego roz-
wigzania konstrukcyjnego, gdyz im mniej jest wyrazdw,
tyn mniej elementéw trzeba do realizacji elektrycznej.
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Rysunek 1-7 zawiera schematy realizacji prze-
kaznikowych dla funktoréw trdjargumentowych wyrazéw
kegnonicznych, a rys. 1-8 analogiczne schematy dla
wyrazéw parskanonicznych. Czytelnik tatwo utozy po-
dobne schematy dla innej liczby zmiennych zdaniowych.

AvBve ® L_ | I_ L
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Z .
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|

A ;L_ | Li_]-
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|

ve v ?e

r—ii

|

>
>

11l e

*
>
.r"".
L1
'——d
>|

r—+

b

| -
N

2=
=
|
=
ol
[ ]
r—d

e by e
M )/ ) i |

Le - Le
4+ A+ |

) Lot
A

+

Rys. 1-8. Schemat ukladu przekaZnikowego realizujg-
cego funktory trdjargumentowych wyrazdw paraksno-
-nicznych

Na rysunku 1-§ pokazane sg dwa przyktady reali-
zacji przekagnikowych dla funktordw dwéch wyrazet,
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Jednego w posteci ksnonicznej, drugiego w postaci
paraksnonicznej. Jak wida¢, realizacja postaci kano-
nicznej polega na szeregowym tgczeniu uktadéw odpo-
wiadajgcych poszczegélnym wyrazom ksnonicznym, rea-
liZacja zad postaci parakanonicznej - na rdéwnolegiym
tgczeniu uktaddw odpowiadajgcych poszezezdlnym wyra
zom paraksnonicznym. ;

o
. HE Y
I“‘-‘-“-{

I > 0
ABC v ABC vABC v ABC
A A

y 7 7
[ 0
[

(4v8ve)(AvBvE) . M
il
LT LT[

2 33 B Ay

| N

Rys. 1-9. Prazyktady realizascji dwéch funktordw
tréjargunentowych

Zaznadzaliémy juz, ze kazde wyrazenie sensowne
moZna przeksztalci¢ na inferencyjnie réwnowazne wy-
razenie o postaci kanonicznej. 7 tego wynika, ze
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dwa wyrazenia sensowne dajgce si¢ przeksztatcié na
t¢ saumy posta¢ kanoniczng sg inferencyjnie réwno-
wazne. Na tym spostrzezeniu opiera sie¢ metoda pordéw-
nywania dwoch wyrazen sensownych. Jesli po sSprowa-
dzeniu obu wyrazed do postaci ksnonicznej otrzymamy
to samo wyrazenie, to wyrszenia pordwnywane sg in-
ferencyjnie réwnowazne, jesli otrzymamy rézne pos-
tacie kanoniczne, to wyrazenia pordwnywane nie sg
inferencyjnie réwnowazne.

SprawdZmy, dla przykiadu, czy wyrazenia A=B=C
i AeBeC sg réwnowazne. Dla pierwszego

na podstawie otrzymuje sig
(1.30) . (4=B) C v A=F C,
(1.31) (4=B) C v (AeB) C,
(1.30) ‘(ABvAB)C v(4eB) C,
(1.%32) ( ABvAB)C v(ABVAR)C,
(1.10) ABCv ABCv ABCV ARC.

Dla drugiego

na podstawie otrzymuje sig
(1.32) (4eB)C v AeB C,
(1.31) (AeB)C v(4A=R)C,
(1.32) (ABvAB)C v(a=B)C,
(1.30) ~ (ABvAR)C v (ABvVAB)C,
(1.10) AECv ABCv ARCVABC.

Otrzymane wyrazenia zawierajg te same wyrazy
kenoniczne, sa zstem inferencyjnie rdéwnowazne:

(A=R=C) = (AeBeC).

118, Zestawianie ukkaddéw rga&i;uga0y§hkgadane
funktory. Nazwijuy podstawowym ady elektryczne
realizujgce funktory podstawowe. Zestawiajac uxkgdy
podstawowe odpowiednio do struktury rdéznych wyrazen
sensownych bedziemy mogli realizowa¢ posrednio funk-
tory tych wyrazed. :
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