dwa wyrazenia sensowne dajgce si¢ przeksztatcié na
tg saumy postaé¢ kanoniczng sg inferencyjnie réwno-
wazne. Na tym spostrzezeniu opiera si¢ metoda pordéw-
nywania dwéch wyrazen sensownych. Jesli po sSprowa-
dzeniu obu wyrazed do postaci kanoniczne] otrzymamy
to samo wyrazenie, to wyrszenia pordéwnywane sg in-
ferencyjnie réwnowazne, jesli otrzymamy rézne pos-
tacie kanoniczne, to wyrazenia pordwnywane nie sg
inferencyjnie réwnowazne.

SprawdZmy, dla przykiadu, czy wyrazenia A=B=C
i AeBeC sg réwnowazne. Dla pierwszego

na podstawie otrzymuje si¢
(1.30) . (4=B) C v A=F C,
(1.31) (4=B) C v (AeB) C,
(1.30) ‘(ABvABR)C v(4eB) C,
(1.%32) ( ABvAB)C v(ABVAR)C,
(1.10) ABCvABCv ABCV ARC.

Dla drugiego

na podstawie otrzymuje sig
(1.32) (4eB)C v AeB C,
(1.31) (AeB)C v(4=R)C,
£V B0 (ABvAB)C v(a=B)C,
(1.30)  (ABvAR)C v (ABRvVAB)C,
(1.10) ABCv ABCv ARCVABC.

Otrzymane wyrazenia zawierajg te same wyrazy
kenoniczne, sa zstem inferencyjnie rdéwnowazne:

—(A=R=C) = (AeBeC).

118, Zestawianie ukkaddéw rgaﬁ;ugac:yihkgadane
funktory. Nazwijuy podstawowym ady elektryczne
realizujgce funktory podstawowe. Zestawiajac uxkgdy
podstawowe odpowiednio do struktury rdéznych wyrazen
sensownych bedziemy mogli realizowa¢ posrednio funk-
tory tych wyrazed. ,

41



Przyjmijny, jako podstawowe, funktory alterna-
tywy, koniunkcji oraz negacji i oznaczmy odpowied-
nie uktxady podstawowe symbolami. pokazanymi na rys.
1-10. Stosujac te symbole bgdziemy mogli ratwo wyry-

Funktor Symbol

Negacja 4 e —=T]>

B

Alternalywa g e Z s
, 7 e
. 1
Konivnkeja w1 1l P>

Alfematywa wytzczajgea - N

- . . A Pl
Nr2z tablicy 11-2 I

Bo--h-——1

Rys. 1-10. Symbole graficzne niektdérych ukdadéw
"realizujscych funktory zdaniotwércze

sowaé schematy blokowe funktordw wyrazdéw kanonicz-
nych i wyrazéw parekanoniczmych. Zestawienie takich . -
schematéw dla przypadku dwéch zmiennych zdaniowych
zawierajg rysunki 1-11 i 1-12, za¢ dla trzech zmien-
nych zdaniowych = rysunki 1-13 i 1-14, :
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Rys. 1=-11. Schemat blokowe ukXadéw realizujgcych
funktory dwuargumentowych wyrazdw kanonicznych

A S . Z—p-—_o.-ﬂl/ﬁ

; ’;'—":I = E-—HAVE

ea=u— a5 ==

Ryé. 1-12. Schemat blokowy ukladdﬁ realizyjgcyoh
funktory dwuargumentowych wyrazéw parakanonicznych
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. Funktory, ktérym odpowiadajg w postaci kanonicz-
nej wyrazenia o wigkszej liczbie wyrazéw, np. wyra-
senie o k wyrazach, moga byé realizowsne podrednio
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Rys. 1-13. Schematy blokowe uktaiddw realizujgcych
funktory tréjargumentowych wyrazéw kanonicznych

Ly
W)
3

| o) )

przez uklady bardziej skomplikowane, mianowicie ta-
kie, ktdére zawierajg realizacje funktoréw tych wtas-
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nie k wyrazow kanonicznych oraz jednego uktadu pod-
stawowego alternatywy o k wejéciach. Funktory zas,
ktorym odpowiadajg wyrazenia o m.wyrazach w postaci

|
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Rys. 1-14. Schematy blokowe uktadéw realizujscych
funktory trojargumentowych wyrazéw parakanonicznych

parakanonicznej, mogg byé realizowane posrednio
przez uktady, zawiersjgce realizacje tych wtadnie m
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wyrazéw parakanonicznych oraz jeden uktad podstawo-
wy koniunkcji o m wejs$ciach. :

Rozpatrzmy dla przyktadu niektore mozliwosci
realizacji funktora alternatywy wytgczajgcej. Na
rysunku 1-15 pokazane sg scliematy blokowe realizacji

A.—b—--—--—-—"”' Ao—)-—--—-———z
s e — | 3-—»—-IT]+*

N
s o= = s |

Kys. 1=-15. Schematy blokowe uktaddow realizujgcych
postaé kanoniczng i postaé parakanoniczng alternatywy
wytgczajgce]

postaci kanonicznej oraz postaci paraskanoniczne.

W obu przypsdkach potrzebna liczba uktaddéw podsta-
wowych wynosi pieé. Temu ssmemu funktorowi odpowla-
dajg rézne kombinacje funktordw podstawowych two=-
rzacych wyrazenia w postaci nienormalnej, np. ABvAVB
lub ‘(AvB) AB. Schematy blokowe uktadéw odpowiadajg-
cych tym wyrazeniom pokazane sSg na rys. 1=-156. Jak
widaé¢, pierwszy z nich zawiera réwniez 5 uktaddéw
podstawowych, drugi natomiasst - tylko 4. Przy reali-
zacji lampowej uzywa si¢ czasem, jako podstawowego,
uktadu realizujgcego funktor nr 4 z tablicy 1-2.
Wowczas alternatywg wykigczajgcyg mozna zrealizowaé w
Sposob podany w wariencie ¢ na rysunku 1-16, co, jsk
widac, wymaga uzycia tylko trzech ukiaddw podstawo-
wych.

Z rozpatrzenia tego przykiadu mozna wyciggnaé
dwa wnioski o charakterze ogolnym. Po pierwsze, wy-
razenia w postaci kanonicznej lub parakanonicznej
bynajmniej nie zapewniajg realizacji funktordw za
pomocg najmniejszej liczby uktadéw podstawowych. Po
drugie, zespét uxtaddéw podstawowych, inny niz alter-
natywa, koniunkcja i negacja, moze zapewnié rozwig-
zanie ekonomiczniejsze. Ten drugi wniosek jest oczy-
widcie stusmy przy zatozeniu, 2e realizacje wszyst-
kich uk*a2déw podstawowych sg jednakowo skomplikowane,

46



a zatem koszt ich budowy jest taki sam. Zatozenie
to jest w wielu przypadksch w przyblizeniu spetnione.

B8 —
A """—‘Z il ABVAV B

B eo—p—

a) ' ApB —= "ABvAva

C AT R s P

(AvB)AB
A Z o Tl. e
—p—
)
- 7
A e
————— P
8 e 1 AB :
Z - E -—
c) A
A e
- — — —
a4 B 1T AB . "

Rys. 1-16. Trzy schematy blokowe uktadow realizujg-
cych alternatyw§ wyisczajgca '

Do okredlania liczb ukiadow podstawowych, po-
trzebnych do realizacji réznych wyrazei, rysowanie
schematow blokowych nie jest konieczne, mozna bo-
wiem okredla¢ te liczby wprost z ksztaltdw wyrazen.
Na przyktad w sktad wyrazenia ABvAB wchodzi 5 funk-
toréw, mianowicie dwie negacje, dwie koniunkeje i
jedna alternatywa, zasé w skiad wyrazenia (AvB)AB
wchodzg 4 funktory, mianowicie jedna negacja, jedna
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alternatywa oraz dwie koniunkcje. Przy takim obli--
¢zaniu nalezy pamiqtac, ze funktor negacal potrzebny

jest co najwyzej raz jeden dla kazdej zmiennej zda-
niowej.
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Rys. 1-17. Permutacje wejé¢ do uktadu realizujgcego
funktor niesymetryczny _

W maszynach cyfrowych wystepuaq m,in. ukkiady
stanowigce realizacje specjalnego typu funktordw,
ktore bgdziemy nazywali symetrycznymi. Funktor sy-
metryczny jest to taki funktor, ktéry nie ulega zmia-
nie przy dowolne] permutacji miejsc zmiennych.
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Rozwazmy sens tej definicji na przyktadzie sche-~
matu blokowego. Niechaj mamy uktad realizujacy funktor
wyrazenia ABCVABC (rys. 1-17). Dotaczmy na wejsciu
ukiad przetigczajgcy pozwalajgcy na permutacje dopro-
wadzen X, Y, Z w stosunku do wejsé¢ A, B, C. W przy-

- padku a. potagczone sg zaciski X z A, Y z B oraz Z
z C, zatem w stosunku_do zmiennych X, ¥, Z realizo-
wane jest wyrazenie XYZvXYZ. Nazwijmy je gtdwnym.

Skrzyzujmy obecnie przewody idgce od zaciskdw
Y iZ, czyli potgczmy X z A, Y 2 C oraz Z z B
(rys. 1-17b). W stosunku do zmiennych X, Y, Z otrazy-
mamy realizacjg¢ funktora wyrazenia XZYvXZY, ktére,.
.na podstawie praw przemiennodci koniunkcji i prze-
miennosci alternatywy, jest inferencyjnie réwnowazne
wyrazeniu gidéwnenu. . : -

XVZyXYZv XVZ

Y v

T

‘X e———a-— — o

Y g — — -

= T = =

YY Y

i

=

B

Rys. 1-18. Przyktad realizacji funktora symetrycznego

Skrzyzujmy z kolei przewody idgce od zaciskéw X
i Y, czyli poigczmy X z B, Y 2 A oraz Z2 z C (rys.
1=17¢). W stosunku do zmiennych X, ¥, Z otrzymamy
wowczas realizacj¢ wyrazenia YXZvYXZ, ktore nie jest
inferencyjnie réwnowazne gidwnemu.

. Rozpatrzmy obecnie uktad reslizujgcy funktor wy-
razenia ABGVA%CVABC poprzedzony uktadem przetgczaja-
cyn. Przy poxgczeniu tekim, jsk na rys. 1-18, uktad
stanowl realizacje funktora wyrazenia XYZvXYZvXYZ,
ktére, jak poprzednio, nazwiemy gitdwnym. Pozostawis-
my czytelnikowi stwierdzenie, ze wszelkie mozliwe
permutacje zaciskéw X, Y, Z prowadzg do reeaslizacji
funktoréw wyrazen inferencyjnie réwnowaznych gtéwne-
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mu. Zatem funktor wyrazenia ABCVABCVABC jest syme-
trycmy- ’

Bedziemy nazywall symetrycznym kazde wyrazenie
sensowne, ktérego funktor jest symetryczny. Latwo
jest dostrzec, ze symetryczne jest kazde wyrazenie,
ktére w postaci kanonicznej jest alternatywg wszyst- -
kich wyrezéw ksnonicznych o tej samej liczbie zmien-
nych nienegowanych, a zatem o tej samej liczbie
zmiennych negowanych. Wyrazenia takie bgdziemy nazy-
wali symetrycznymi prostymi. Poza tym wyrazeniem sy-
metrycznym jest kazda alternatywa dowolnej liczZby
wyrsazeli symetrycznych o tej samej liczbie zmiennych
zd eniowych. Wyrazenia tego typu bedziemy nazywali
symetrycznymi ztozonymi. .

Jeéli liczba zmiennych zdaniowych jest n, liczbg
za$ zmiennych nienegowanych lub tez liczbg zmiennych
negowanych oznaczymy przez k, to liczba wyrazdéw kano-
nicznych w wyrazeniu symetrycznym prostym” jest (),
zas wyrazei takich jest n+1. Wyrazenia symetryczne.
proste o dwoéch zmiennych zdaniowych 53

AB, ABvAB, AE,

o0 trzech zmiennych sg

ABC, ABCVABCVABC, ABCVABCVABC, ABC
i podobnie dla wigkszej liczby zmiennych,

Zestawianie uktaddéw, realizujgcych funktory sy-
metryczne speiniajgce nawet skomplikowane wymagania,
jest czynnoscig stosunkowo prostg. Rozpatrzmy przy-
ktrady nastgpujgce.

Przypusémy, ze nalezy zaprojektowaé uktad, w -
ktérym na wyjséciu powstaje sygnat wéweczas i tylko
wowc zas, gdy liczba sygnsiéw na wejsdciu przekracza
Jjeden. Jesli zalozymy liczbg¢ zmiennych na wejs$ciu
réwng trzem, to warunek ten znaczy, 2e na wyjéciu
powinien powsta¢ sygnai wéwczas, gdy sg sSygnaly na
dwéch ‘lub na trzech wejsciach. '

Uktad taki moze by¢ opiseny przez kazde wyraze-
nie sensowne, o trzech zmiennych zdaniowych, ktére
Jest prawdziwe wéwczas i tylko wéwczas, gdy liczba
zmiennych o wartodci logicznej "prawda" jest 2 lub 3.
Jasne jest, ze jednym z takich wyrazed jest alterna=~
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tywa dwéch wyrazed symetrycaznych prostych, z kté-
‘rych jedno jest prawdziwe w przypadku, gdy dwie
zmienne zdaniowe 8§ prawdziwe, drugie zad - gdy
trzy zmienne sg prawdziwe. '

mhe—
.A &= r‘-_ﬂ-—}—b—
g e—w— Z —>—e
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Rys. 1-19. Schematy blokowe dﬁéchvukgadéw_neallzu-
Jacych funktor wyratenia: ABC v ABC v ABC v ABRC

Pierwszym z nich jest znane juz nam wyrazenie
ABCvABCVARC,
drugim zaé, sktadajgce sig z jednego tylko wyrazuy
kanonicznego wyrazenie
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ABC.

Zatem ﬁoszukiwany uktad jest realizacjg funktora
wyrazenia -

ABCV ARCVABCVARC.
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ABCVABC vABC vABC
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Rys. 1-20. Schemsty blokowe dwéch ukitadéw realizu-
Jgcych funktor wyrazenia: ABC v ABC v ABC v ABC

Odpowiednio do tej postaci musistby on sktadaé sig

-z ogmiu uktadéw podstawowych, mozna jednakze reali-
zacje znacznie uproscidé, stosujgc przeksztalcenia
nast{pujgce: . '
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na podstawie otrzymuje sig

(1.13) ABCv ABCv ABCv ABCv ABCVABC,
(1.1) ~ ABCv ABCv ABCvV ABCv ABCV ABC,
(1.2) - ABCvABCv ACBvACBVBCAVBCA,
(1.10) AB(CvC)v AC(BvB)v BC (AVA),
(1.19) ABV v ACV v BCV,

C1.19) " AB v AC v BC.

Realizacja ostatniego wyrazenia wymaga uzycia
tylko czterech uktaddw podstawowych zamiast, jek
poprzednio, ofmiu. Odpowiednie schematy blokowe
znajdujg si¢ na rysunku 1-19,

Jako drugi przyktad oméwmy rozwigzenie nastepuja-
cego zagadnienia. Znalef¢ uktad dla trzech zmiennych
zdaniowych, na wyJjsciu ktérego powstaje sygnal wow-
czas, gdy liczba wejsé, na ktérych wystgpuje sygnat,
jest nieparzysta. Na zasadzie poprzednio powiedzia-
nego. stwierdzimy tatwo, ze poszukiwany ukiasd powinien
by¢ realizacjg funktora wyrazenia symetrycznego

ABCv ABCv ABCv ABC ,

do czego nalezy uzyé 8 uktiadéw podstawowych. Tylez
uktadow trzeba do realizacji postaci paraksnoniczne].
Je¢li dysponujemy natdhiast ukiadem podstawowym alter-
natywy wyigcsajgeej, to nalezy funktor ten, w mysl,
opisanych w rozdziale 117, wtaSciwosci alternatywy
wytgczajgcej, zrealizowalé za pomocg dwdéch tylko ukta-
aow. bcggmaty blokowe obu rozwigzan pokazane 8g na
rys. 1 .

Wymienione przykiady maje charakter raczej szkol-
ny. Z punktu widzenia praktyki konstrukcyjnej rsechunek
zdal jest narzgdziem pracy niedoskonatym i nie zapew-
niajgcym uzycia najmniejszej liczby e l em en t 6 w.

12. Algebra Boole’a

120. Wstep. Rozwazsania rozdziatu 11 oparlidmy
na analogii zachodzgcej mie¢dzy prawamil rachunku zded
a zaleznodciami miedzy niektérymi parametrsmi obwo-
d0w elektrycznych. Podobna snalogia zachodzi migdzy
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prawami rachunku zded a prawami innych teorii, np.
rachunku zbiordéw i rachunku relacji. W kazdej =z
tych dziedzin rozwazamy pewne zjawiska, stany lub
przedmioty, ktére ogélnie mozemy nazywaé elementami
denej teorii, oraz pewne dziatania wykonywane nad
tymi elementami. W rachunku zdai elementami sg zda-
nia, dziataniami sg funktory, w uktadach elektrycz-
nych przekainikowych elementami sg stany zwarcia
lub przerwy odcinkéw obwodoéw, dziataniami sg sposo-
by polqczag tych odcinkow, w uktadach prostownigow
wych elementemi sg rdznice potencjasiow, dziataniami
Bg sposoby uzalezniania rdznic potencjatow wystepu-
jgcych na wyjsciu od rdéznic potencjatow wystgpujg-
cych na wejéciach do uktadu, w rachunku zbiordéw
elementami sg zbiory, dzistanismi - sposoby tworze-
nia nowych zbioréw itp.

Na skutek istniejgcych podobienstw mozemy przejsé
od jednej z wymienionych teorii do drugiej po prostu
przez zmiang nazw elementow i zmiang nazw dziated.
Mozemy réwniez abstrahowaé od konkretnych nazw ele-
mentéw i nazw dziatah réznych teorii i stworzyé bar-
dziej ogélng teorig abstrakcyjng, w ktérej elementom
Juz-nie przypisuje si¢ konkretnego znaczenia, dzia-
tania zad opisuje si¢ 1li tylko przez podanie ich
wtasciwodci, czyli spetnisnych przez nie praw.

Taka abstrakcyjna teoria nosi nazwe algebry
Boole'a od nazwiska jej twdércy,, sngielskiego matema-
tyka ubiegtego stulecia, George’a Boole’a.

121. Aksjomaty agelbry Boole’a. W algebrze
Boole’a rozwazamy blize] nieokredlone elementy pew-
nego zbloru B oraz pewne dzistania, ktdére wolno nad
tynl elementami wykonywad¢. W8réd elementdw-zbioru B
znajdujg s8i¢ dwa elementy wyréznione, oznaczsne zaz-
wyczaj sSymbolami "0" 1 "1". Z tego wynika, ze zbiér
B zawiera co najmniej 2 -elementy. Dziatai w algebrze
Boole’a jest zazwyczaj trzy, mianowicie: dodawanie,
omnsaczgne symbolem "+", mnozenie, oznaczane symbolem
"." oraz uzupeinianie, oznasczane symbolem "-", tzn.
kreskg umieszczang nad symbolem zmiennej. Kropkeg
oznaczajgcg mnozenie czgsto w. algebrze Boole’a

opuszczamy, podobnie, jak to czynimy w algebrze
liczb.

Przy formulowaniu sksjomatéw algebry Boole’a
bedziemy:poalugiwaé sie m.in, wyrazeniem typu
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X e B,

ktore bedziemy czytali, "x Jjest elementem zbioru B".

Wybdr zespoiu sksjomatdéw algebry Boole’a jest w
pewnyn stopniu dowolny. Moina uzyé mniejszej liczby
-ak'sjomatow skomplikowanych lub tez wigkszej liczby
prostszych, a tym samym tatwiejszych do zrozumienia.
Przytoczony ukitad Jest. jak si¢ zdaje, szczegdlnie
przearzybty. Uzyte w nim symbole "x, y, 2" oznaeza-
ja zmienne przebiegajace elementy zbioru B.

1. 0e B 1. X+y = y+X
2. 1€ B ) | 12, X.y = y.X
3. x+y € B- 13. (x+y)+2 = x+(y+z)

4, x.y € B ' 4. (Xey)e2 = Xo(F.2) .
5. X € B 15, x+(ysz) = (x+y)(x+2)
6. X = X 16. x.(y+2)=(x.y)+(x. z)
7. (x=3) — (y=x) © 17, x40 = X
8. (x:y)(y-z)—-(x—z) 18, X1 = X
9. (x=y) —{x+22y+2) 19, x+X = 1
10. (X=y) —»{te52Ye2) 20. xx = O

Rachunek zdai mozemy potraktowaé jako interpre-
tacje¢ algebry Boole’a, jesli zbidr B bedziemy inter-
pretowali jako zbiér wyrszen sensownych, element O,
jako zdanie ¥, element 1 = jako zdanie V, dodawsnie -
jako tworzenie alternatywy, mnozenie + jako tworze-
nie koniunkcji i uzupeinisnie - jako tworzenie nega-
cji. Analizujgc znaczenie aksjomatdéw algebry Boole'a
i wyszukujgc ich interpretacje w rachunku zdati, znaj-
dziemy, co nastgpuje.

Aksjomaty 1 1 2. stwierdzajg, ze zbiér B zawiers
elementy wyréznione O i 1. Ich odpowiednikiem w ra-
chunku zda’ jest istnienie zdania stale prawdziwego
i zdania stale faiszywego.. .

Aksjomaty 3, 4 i 5 stwierdzaja, ze wynik fekie-
gokolwiek dzistania nad elementami zbioru B jest
elementen zbioru B. W rachunku zdai odpowlada temu
twierdzenie, %ze wyraizenie sensowne jest zdaniem.
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Aksjomaty 6, 7 i 8 opisujg wtasciwodci znaku
réwnodéci. W rachunku zdai odpowiadaje im prawa
zwrotnogci, przemiennogéci i przechodgioéci dla kom-
binacji znsku assercji z funktorem réwnowaznosci.

Aksjomatom 9 1 10 odpowiadajg w Trachunku z@aﬂ
tzw. prawa ekstensjonalnosci, ktorych nie omawia- -
ligny. :

Aksjomatom 11 i 12 odpowiadajg p%awa przemiennos-
ci alternatywy i koniunkcji (1.1 i 1.2), aksjomatom
13 1 14 - prawa tgcznodci (1.6 i 1.7), aksjomatom
15 1 16 - prawa rozdzielnosci (1.10 i 1.11), aksjoma~

tom 17 i 18 - prawa absorpeji (1.74 i 1.17), aksjoma-
tom 19 i 20 ~ prawa statej wartosci logicznej (1.19
1 1:20)s .

Przedstawione sksjomaty algebry Boole’a dotyczg
dziateh dodawania, mnozenia i uzupelniania. Obranie
tych dzistan jest w pewnym stopniu dowolne ta=k samo,
Jjak w rachunku zdan jest w pewnym stopniu dowolne
obranie tych lub innych funktordéw podstawowych.
Przy innych dzisteaniach zespdlr aksjomatdéw jest inny.
Sposrod wielu mozliwosci specjalnie interesujgcy, 2z
punktu widzenia zastosowari do maszyn cyfrowych, jest
ten wariant algebry Boole’a, ktdéry operuje dziata-
niami mnozenia i tworzenia rdéznicy symetrycznej.
Temu ostatniemu odpowiada w rachunku zdah funktor
alternatywy wytgczajgce].« '

122. Zestosowania. Kazdemu wyrazeniu sensownemu
rachunku zded odpowiada jakie$ wyrazenie algebry
Boole a. Dwa wyrazenia algebry Boole’a odpowiadajg-
ce inferencyjnie réwnowaznym wyrazeniom rachunku
zdan wolno poigczyé znakiem rownosci. Na skutek te-
g0 algebra Boole’a jest bardziej niz rachunek zdah
zblizona do algebry liczb.

Uzywajgce znsku rownosci mozemy budowaé réwnania
charakteryzujgce rozne ukiady elektryczne. Oznaczmy
przez w zmienng algebry Boole’a charakteryzujgca
sten elektryczny na wyjéciu z pewnego uktadu, lite-
rami za$ a, b, ¢ - zmienne charekteryzujgce stany
na wejsciu. Wowczas rownaniem uktadu z rysunku
1=15 bedzie : '

W = ab+ab

za§ roéwnaniem ukladu z rysunku 1-19:
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'w = abc+abc+abe+abe

i podobnie w innych przypsdkach.

Jek widsé, trumaczenie Wyrazen z jqzyka rachunku
zdan na j¢zyk algebry Boole'a Jjest niezmiernie tatwe.
W pidmiennictwie o maszynach cyfrowych i o innych
urzgdzeniach elektrycznych dwustsnowych czasem Jjest
stosowany rachunéek zdad, czasem algebra Boole'’a,
czasem wreszcie - mieszenina tych obu teorii.



