2. UZUPELNIAJACE WIADOMOSCI 7 ARYTMETYKI

21. vystemy zapisywania pozycyjnego

Powszechnie stosowanyn obecnie systemem zapisy-
wania liczb jest dziesi¢tny system pozycyjny. Zasa-
d¢ systemu pozycyjnego mozna ogdlnie okresli¢ w spo-
86b nast¢pujgcy. Do zapisania dowolnej liczby uzywa
si¢ ciggu znakdw zwenych cyfremi. Jesli j-tym ele-
mentem ciggu cyfr, liczgc od prawej strony, jest
cyfra a;., ogélna zad8 liczby cyfr, ktérg mozna stoso-
wa¢ na Eym miejscu znakowym jest b; , przy czym ozna-
czane przez nie liczby stanowia kolejne liczby na-
turalne, to cigg cyfr

P Bg Bysq »v- 85 8y

oznacza liczbg¢ x okreslong wzorem

X .“ ﬂk bk-—f bk_z . s e -bz b1 + ak_1 bk_z bk_s . " e lbz b,,
+ cees + 83 bz b{ %+ az b1 + 340 (2!1)

Liczby bj nazywamy podstawami poszczegolnych
.miejsc znakowych. Jesli wszystkie b; sg sobie rowne,
mowimy, Zze system zapisywania jest systemea o sta-

tej podstawle, W przeciwnym przypadku - ze Sysbem

- Jest o zmiennej podstawie. Jedynym systemem o zmien-
nej podstawie, znajdujgcym pewne zastosowsnie, jest
system dwupigtkowy, w ktorym podstawy miegsc o}

wskaznikach nieparzystych sg rowne pig¢ciu, podstawy

zad miejsc o wskaznikach parzystych sg rdéwne dwédm.

Przy statej podstawie b cigyg cyfr
ak ak-j -o_c a.z 8-1

oznacza liczbg x okredlong wzorem
ok

x= > agbll, T (2e2)

j=1
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Ogbdlna liczba liczb, ktore mozemy zapisaé¢ uzy-
wajgc k znakdéw przy podstawie b jest bk. Systenm
stosujacy podstawg 10 nazywamy dziesigtnym, stosu-
jgcy podstawg 2 - dwéjkowym lub binarnym. Jesli
moze zachodzi¢ wgtpliwoéé przy Jakiej podstawie
zapisana jest dana liczby, to bierzemy jga w nawia-

sy i po prawej stronie u dotu oznaczamy podstawe.
W ten sposdéb piszemy np.

(234) » (1212);, (111011), itp.

22. Zmisna podstawy

W wielu maszynach liczgcych zachodzi potrzeba
zmiany podstawy uzytej w oznaczeniu liczby, naj-
czgsciej zmiany z systemu dziesig¢tnego na dwéjkowy
lub odwrotnie. Zmisna ta odbywa si¢ w oparciu o
naStquche twierdzenie.

Jesli a, oznacza reszt¢ z podzisiu liczby X
przez liczbg b, a, - resztg z podziatu pierwszego
ilorazu przez b, a; - resztg 2z podziastu druglego
ilorazu przez b itd., zad a, oznacza reszt¢ w tym

dzielgniu, w ktorym iloraz jest réwny zeru, to
cigg cyfr

.ak a'k_1 LR 82 a{

oznacza liczbe x w systemie o podstawie b.

Przyk?tad 1. Przedstawié liczbe 32,
w systemie trédjkowym. Frzeliczanie uktademy w na-
stepujgcg tabliczke.

Dzielnsa

lub Dzielnik Reszta
ilorasz

\3 ‘ — 1
1\5 .
0 2
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. Jedli odczytamy teraz cigg liczb ostatniej ko-
lumny w kierunku od dotu do géry i napiszemy go od
lewej ku prawej, otrzymemy poszukiwene przedstawie-
nie: .

(1012), .
Sprawdzamy w systemie dziesigtnym
2+ 1.3" + 0.3 + 1.3% « 22

Zatem istotnie (32),, = (1012); .

Przyk1ad 2. Przedstawié liczbg (125
w systemie dwéjkowym.

Dzielna 2

1ub - ﬁzielnik Reszta
ilqraz

125 . =
ezﬁfﬁﬁhhfﬁ“““‘-t > 1
15_hﬁﬁ%‘5‘“"‘““*~s

Sprawdzamj w systemie dziesig¢tnym
1:2% % G.2F & hp?-w 4 80nn A2t otea? ¥ 11029 s 928

Zatem istotnie (125), = (1111101), .

¥ toku powyzszych przyktadédw mielidmy do czynie-~
nia z przypadkami, gdy pierwotna podstawa byta wigk-~
sza od nowej. W przypadkach, gdy pierwotna podstawa
jest mniejsza od nowej w tabliczce przeliczer nale-
2y dodawaé jeszcze jedng rubryke, gdyz cate przeli-
czenie odbywa sig¢ przy pierwotnej podstawie, a za-
tem 1 reszty tez sg zspisane w systemie z pierwotng:
podstawg. Wygodna jest w takich przypadkach tablicz-
gajgmiany zapisu w zakresie wigkszej podstawy (tabl.
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Tablica 2=1

Przeliczenie z podstawy dziesigtnej na tréjkows
i dwéjkowg w zakresie plerwszym dziesigciu
‘ liczb natvralnych _ .

10 3 p
o - 0
1 1 1
2 2 10
3 0 | 11
4 11 100
5 12 101
6 20 110

9 21 .| 111
8 22 1000
g - |-100 1001

Przyk2ad 3. Przedstawié liczbe 100110
w uktadzie trdjkowym.

‘Dzielna Reszta
lub Dzielnik Resztas w_systemie
iloraz _ _ tré jkowym

100110 - - 5

1100 . % : 10 ’ 2

100 1 . 0 0

1 11 1 1

0 11 1 1

Zatem (100110), = (1102),,

Przykad 4. Przedstawié liczbeg(11110011),
w systemie dziesie¢tnyn. Poniewaz (10)10 = (1010)2
wige statlym dzielnikiem w uktadzie dwéjkowym jest
liczba 1010, :



Dzielna " Reszta

lub Dzielnik Reszta w systemie
iloraz dziesigtnym
11110011 = = -
11000 1010 011 3
10 1010 0100 4
0 1010 10 2
Zatem (11110011) 2 . = (243)10

Jeéli jedna z podstaw jest potegs drugiej, to
zmiana podstawy odbyws grupemi cyfr liczby o mniej-
szej podstawie, przy czymn kazdej grupie odpowiada
jedna cyfra liczby o wigkszej podstawie.

Przykttad 5. Poniewaz

(001), = (1)
(01 1)2 " (5)8
i (101)2 "'(5)5

to

(001011101)2 = (125),

Jeéll mamy do czynienia z dwoma systemami ozna-
czania, z ktorych jeden jest systemem o podstawie
statej, drugi zas takim systemem O podstawie zmien-
nej, w ktérym pewien cigg podstaw, liczgc od prawe]
strony ku lewej, powbtarza sig okresowo, przy czym
iloczyn podstaw jednego okresu rdédwny jest cakkowite]
dodstniej potedze podstawy statej, to zmiana podstaw
odbywa sig¢ rodwniez grupami cyfr.

% wymienlonym poprzednio, praktycznie waznym,
systemie oznaczenia dwupigtkowego uzywa 8ig¢ na
miejscach nieparzystych cyfr kolejnych 0, 1, 2, 3,
4 - podobnie, ‘jek w innych systemach, - natomiast
na miejscach parzystych wygodnie jest uzywaé cyfr
O i 5. Wowczas kazdej cyfrze zapisu w systemie
dziesigtnym przyporzgdkowsna jest taka para cyfr
w systemie dwupigtkowym, ze suma ich wartosgci licz-
bowych jest rdéwna wartosci. liczbowej rozwazanej
cyfry zapisu w systemie dziesigtnym (tabl.2-2).
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Tablica 2=2

Zmiana podstawy z systemu dziesi¢tnego
na dwupigtkowy

Oznaczenie w systemie
dziesigtnym | dwupigtkowym

00
01
02
03
04
50

B

.92
53
54

@20 \W £ WO

O

Przyktad 6. Przedstawié (7654), w syste-
mie dwupigtkowym. Korzystajgc z tablicy 2-2 mozemny
napisaé wprost

(7654)10  =(52 51 50 O4),;

2%. Specjalne metody wykonywenia dziatan

detody wykonywania dziatafd arytmetycznych w ma-
szynach cyfrowych sg w wielu przypadkach odmienne
od metod uzywanych w rachunkach prowedzonych 1li tyl-
ko przy uzyciu papieru i otdwka. Frzyczyng tego s§
z jednej strony pewne specyficzne trudnoséci konstruk-
cyjne, z drugiej zaé - istnienie uproszezonych metod
wykonywenia dziatai w systemie dwdjkowym.

Specyficzne trudnoéci konstrukcyjne nspotykamy
przede wszystkim przy prdébie realizacji odejmowsnis.
W wielu maszynach cyfrowych mechanicznych kazdej
liczbie odpowiads pewne potozenie zazg¢biajgcych sieg
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nawzajem o siébie koékrek zgbatych o dziesigciu zg-
bach kazde. Dodawanie realizuje sig przez obrét
kétek w jednym kierunku, odejmowsnie zaé - przez
obrét w odwrotnym kierunku. Realizacja ukiaddéw elek-
trycznych analogicznych do -kéiek zg¢batych jest tego
rodzaju, ze kierunek dziatrania, w systemach réznych
od dwdjkowego, jest okreslony przez schemat i odwré-
cenie tego kierunku nie jest-mozliwe w 2aden prosty
sposéb. W uktadzie dwéjkowym konwecjonalne wykonywa-
nie odejmowania napotyka na inne trudnosci, wobec
czego, niezaleznie od podstawy, w maszynach cyfrowych
przewaznie wykonuje si¢ odejmowanie w odmienny spc-
séb, mianowicie przez dodawanie dopeitnienia.

Metoda ta opiera si¢ na okolicznosci, ze diu-
goséé¢ liczby w maszynie jest skonczona. Niechaj N
oznacza najwigkszg liczbg, jakg mozna zarejestrowac
w arytmometrze. Proba wprowadzenia do arytmometru
jakiejkolwiek liczby x wigkszej od N doprowadzitaby
do zarejestrowania 1li tylko reszty z podziatu x
przez N. Interpretujac ten fakt w jgzyku teorii
liczb powiedzielibyémy, zZe arytmetyka maszyny cyfro-
wej nie jest arytmetykg zwykig lecz arytmetykg mo-
dulo N. :

Wykonywanie odejmowania przez dodawanie dcpei-
nienia najlepiej okaza¢ jest na przyktadzie. Przy-
pusémy, ze maszyna jest trojcyfrowa o podstawie
dziesi¢tnej, zatem N=999. Niechaj zadeniem naszym
bgdzie wykonanie odejmowania 314 - 271. Rozwigzujemy
to zadanie w trzech etapach. W pierwszym tworzymy “
dopeinienie odjemnika de N:

I. 999
-271

728

Odejmowsnie to nie sprawia trudnosci, poniewaz wyko-
nuje si¢ ono po prostu przez przyporzgdkowanie kaz-
dej cyfrze odjemnika jeJj dopeinienia do dziewigciu.

W drugim etapie dodajemy dopeinienie odjemnika
do odjeunej: ;
' 1. 314
+ 728
1042



W trzecim wreszcie.etépie jedynkg stojgcg na
najwyzszym miejscu znekowym przenosimy na ngjnizsze
miejsce i dodaj@my'do pozostatej liczby: :

III. 042
+ 1

043

Obrzymalidmy zatem, ze 314 - 271 = 43,

Jeslli odjemnik jest wigkszy od odjemnej, To w.
drugim etapie otrzymujemy sumg mniejszg od N. Wowczas
w trzecim etapie tworzymy dopetnienie sumy do N i -
zaopatrujemy go znakiem minus. ’

Niechaj zadaniem naszym bedzie wykonanie odejmo-
wania 271 « 314. Prgzeprowadzamy to w trzech etapach:

I. 999
- 314

685

I 271
_ + 685

956

18 - 999
- - 956

043

Ostatecznie otrzymujemy, ze 271 - 314 = - 43,

Zatem dwa pierwsze etapy realizsgji odejmowsania
s8g zawsze takie same, trzeci natomiast zalezy od
sumy obliczonej w etapie drugim. Jesli suma ta
przekracza pojemnodé arytmometru, to wynik nalezy
powigkszyé o Jjednodé, jedll natomiast suma ta nie
przekracza pojemno$ci maszyny, to nalezy znaleZé
dopeinienie sumy i zasopatrzy¢ je w znak minus.

Iiczenie w systemie dwéjkowym jest na ogdl
prostsze od liczenia przy innych podstawach. Liatwo
przekonaé si¢ o tym na przyktadzie mmozenia. Kazdy _
iloczyn czastkowy jest tu bowiem réwny zeru, je€li
odpowiednia cyfra mnosnika Jest zerem, powstaje zaf
z mnoznej przez dopisanie pewnej liczby zer na kon-
cu lub tez przez przesunigcie w lewo o pewng liczbe

Maszyny elckbrenone ~ 5

Bl

5
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miejsc znsgkowych, jedli odpowiednia cyfra mnoznika
Jest jednodcig.

Przypﬁéémy, ze nalezy pomnozyé 1111 przez
1010101, Stosujgc konwec jonalny sposéb mriozenia
otrzymemy bez trudnosci. : '

1111 x 1010101

1111
11

10011111011,

Istnieje réwniez sposéb dzielenia prostszy od
aOnwenc jonalnego, odejnowanie natomiast realizuje-
Ly w sposob opisany poprzednio. Jest ono tez pros-
tsze niz w systemach o innej podstawie, ze wzgledu
na tratwos¢ obliczania dopeinief. Dopeinieniem zers
Jjest tu jedynks, dopeinieniem jedynki jest zero,
zatem tworzenlie dopeinienia sprowasdza sie do zasto-
sowenia funktora negacji na kazdym miejscu znskowym.

24, Po@stawa optymalna

Wielko&¢ podstawy nie jest rzeczg obojetna z _
punktu widzenia najbardziej ekonomicznego rozwisza-
nia konstrukcyjnego mgszyny cyfrowej. Liczba ele-
mentéw potrzebnych do przedstawienia elektrycznego
Jednej cyfry jest w wielu przypadkach proporcjonal-
na do wielkodci podstawy. Zatozmy dla uproszczenia,
2e wspélczynnik proporcjonalnoéci jest réwny jednosci.
Wowezas liczba elementéw potrzebnych do zapisu
k-cyfrowej 'liczby jest bk, Najwigksza liczba N, kté-
rg mozna zapisaé za pomocg tych elementéw jest bk-1.

Oznaczejge catkowityg liczb¢ usytych elementow przez
C mamy

C = bk - (2.3)
N = bk-1, o {Eea)

Chodzi teraz o stwierdzenie, czy istnieje taka
podstawa, dla ktérej, przy statej liczbie ¢ uzytych
elementdéw, liczba N 0sigga meksimum lub tez odwrot-
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fiie, czy istnieje taka podstawa, dla ktdérej przed-
stawienie elektryczne liczby N jest mozliwe za po-
mocg najuniejszej liczby elementdw.

Szukajgc odpowiedzi na pierwsze pytanie zalozy—
my, 2e zmienns b, ktéra z natury rzeczy moze przy-
bieraé¢ tylko wartoéci ngturalne przebiega zbior

wszystkich wartosci rzeczywistych dodatnich. Wow-
czas many z (2.3)

b = c¢/k,

po podstawieniu zag do (2 4), z pominigciem Jednoé—
¢i, jeko mstej wobec N otrzymamy

in N -%m b. (2.4)

Rézniczkujge wzgledem b i przyrdwnuaqc pochod-
ng do zera olrzymamy: :

a . 1-1n b '
E‘Elnﬂsc-—-—f—-—-——uo,_

_ b
a stgd
hb‘ 1‘,
¢zyli
o b = e.

Najblizsza wartosd calkowita'jest 3 1 ona jest war-
toscig optymslng podstawy.

Rozwazmy to samo zagadnienie na. przyktadzie
liczbowym w Sposdéb nieco odrebny. Zatézmy, Zze mamy
do dyspozycji 120 elementéw, ze 40 przedstawienia
jednej cyfry .przy podstawie b trzeba b elementéw
i obliczmy dla kilku wartoéci b najwigkszg liczbeg,
jekg mozna zapisaé za pomocg tych 120 elementow.

Wyniki obliczeh podane sg w tablicy 2-3.

Tablica ta potwierdza otrzymeny poprzednio wy-
nik, ze optymalng podstawg jest 3. Optimum jest
Jednakze piytkie 1 wazkie wzgledy konstrukcyjne

skteniajg do przyjecia, Jako optymalnej, raczej
podstawy 2.
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Tablica 2-3

Najwieksza liczba, jakg mozna zaplsaé przy uzyciu
120 elementéw stosujgc rdézne podstawy

Wartosé Liczba N
| podstawy | znakéw

T b 120/b | b'*
2 60 6™
'S 40 10"
4 30 10
5 24 6. 10"
6 20 3,6.10"
8 . 15 3,5.10"
10 R 10 *

25. Liczenie ze statym i z przesuwanym przecinkiem

. Ograniczone érodki techniczne zawarte w jakiej-
kolwiek maszynie pozwalsjg na przedstawienie 1li
tylko gkonczonej liczby liczb. kgcznie liczby te
pokrywajg pewien zskres, zwany zskresem liczenia
naszyny. W niektérych maszynach zakres liczenia
obejmnuje tylko liczby csatkowite i rozciggs sig od
pewnej liczbty. -N do +N. Jeéli podstawa systemu
Jjest b, liczba miejsc znskowych jest n, to

&

N =b" -1

Bozg Ltym, jeden sjmbol binarny przéd liczbg potrzeb-
ny Jjest dla okreslenia jej znaku. i

W innych rozwigzaniach konstrukcyjnych zakres
liczenia jest od -1 do +1 i obejmuje utamki wkasci-
we o co najwytej jakich$ n cyfrach réznych od zera.
Oba wymienione rozwigzania stanowig warianty tzw.
systemu liczenia ze stalym przecinkiem. Poza tym
stosowany jest réwniez system liczenia z przesuwa-
nyn przecinkiem, w ktérym liczby sg przedstawiane
@ postaci ; ' iy :
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NP,

gdzie N i p sg to liczby aa&kowite dodatnie 1ub
ujemne, b deat podstawg np.

343 « S48 907 .

Iiczenie ze statym przecinkiem wymsga przesunig-
cia wszystkich danych do obliczed do stosunkowo '
wgskiego zekresu licgzenia oraz takiego uksztattowa-
nia toku obliczed, aby ani zaden wynik poéredni,
ani wyniki ostateczne nie wysziy poza ten zakres.
Zabiegi te s ucigsliwe dls personelu ekaploatacy]j-
nego. W maszynie z przesuwanym przecinkiem =zakres
liczenis Jjest zmacznie wigkszy, co utatwia ekBPIOa-
tach.-

Liczba miejsc znakowych dziesigtnych zawiera
8i¢ przewaznie w granicach od dziesigciu do dwu-
nastu; przy dziesigciu miejscach zakres liczenia
rozcigga sig od - 9 999 999 999 do +9 999 999 999,
obejmuje zatem prawie 2,10 liczb. W pewnej nato--
miast maszynie, stosujgce] system liczenia 2z prze-
suwanym przecinkiem, znaczgcych cyfr jest 7, wy-
ki adnik zaé p moze prayjmowaé warbtodci od -19 do
+19, zatem zakres liczenia obejmuje prawie 2.10%°
liczb. System liczenia 2z przesuwenym przecinkiem
powoduje znaczne komplikacje konstrukcyjne.
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