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ROZDZIAL PIERWSZY.

Pierwfze mysSlenia poczatki (a) floso-
wane do poznawania natury ilosci, prowa*
dza rozum do odkrycia tych wfzyftkich pra»
widet, ktore w dziataniach Funkcyi iakichkol-
wiek i w fposobach rozwigzania Zrownam

Pierwszego Stopnia , zachodzg

I"tokolwiek przeftawfzy cho¢ na moment bydz

mJczniem ludzi, ftat fie uczniem dos$wiadczenia,
lezeli byt kiedy fzczesliwym choé naypotoczeieyfza
prawde fam przez fie wprzéd odkryé, nizeli ig od
kogo ftyfzat, wréciwfzy fig uwagg na droge fwega
Wynalazku dofti zegl zapewne; ze iego prawde poprze-
dzi¢ mufiata w umysle iafna przytomnoéé rzeczy ie»
mu przedtem dobrze znanych, do ktérych potem
przypadek iaki lub reflexya zblizywfzy obrazy inne
albo obtgkane w iego pamieci, albo przywigzane do
innych iakich mysli, daty mu ie zréwna¢ z wiadome-
mi i przytomnemi na ten ezds; W tern poréwnaniu
pokazat mu fie nowy zwigzek miedzy iego mys$lami,
z ktérego powitata prawda $wiezo przez niego od-
kryta. Przyfzedt wiec od fzeczy znanych do niezna-
nych przez poréwnanie obrazéw iakim przypadkiem
lub rellexyg do fiebie zblizonych. WTzyftkie wyna-
lazki poczagwfzy od miygrabfzych fztuk i rekodziet
az do naywyzszych umieietnosci ten tam miaty po-
czatek. Umyli nnfz przywigzany do ziny(té\v, nie
mial w pierwiaftkach fwego poznawania iak tylko
fldad obrazéw fzczeg6lnych, ktérych przez czuci*?

A nabyt:

(a) Roitimiém prrci to ijowo POCZATEK priwdf pcwn» i
eciywinj bfdiC» gruntem wielu innych priwd: i w téia
tx«niu ttiywac bfdj t'go «{«w* w sktera ten ducie.
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nabyt: te obrazy fzczeg6lne $cie$Sniaty niezmiernie po-
ty iego widok, poki przypadek Ilub reilexya nie od-
kryty mu zwigzku miedzy pewnemi mys$lami. Ten
zwigzek rosfzerzyt iego poymowanie dla tego, ze ie
uczynit powfzechnie} fzem. Gdebrawfzy niezliczong
liczbe porufzen wycifltaigcych w iego pamieci tyle
obrazow rzeczy, przebiegtlzy z niemi niezmierzong
kraine btedu i prawdy, zréwndwfzy fzczesliwie wie-
le w fobie mysli, odkryt wiecey ogdlnieyfzych zwiag-
zkow, ktére mu tatwo daty uczu¢ wiekfza dofkoua-
tos¢ iego dziatan, bo mu wyiawity pewne prawidta
©garniaigce wiele przypadkéw przedtem w pamieci
iego famotnych i nieuzytych. Te prawidta prowa-
dzity go do innychj miedzy ktéremi znowu pokazat
fie tancuch wigzacy pafmo prawd ogdélnych, z ktérych
umieietnosci powftaty; dofkonality iie potem tem bar-
dziey"i rosfzerzaty granice rozumowi, im do dalfzey
ogélnosci wyniefionemi zoftaty, z ktérych dopiero
wynikto uzycie dla towarzyllwa iako fkutek zno-
wu doftrzezonego zwigzku miedzy prawda i po-
zytkiem. Ten ieft prawdziwy poftepek ludzkiego
rozumu ftwarzaigcego tyle Nauk, ktére bedg zawlze
Swiadkami iego "dzielnos$ci, a zafzczytem i rofkofz:|
towarzyftwa. Takowych my drdg ftatecznie fie trzy-
jnaiac, poftawiemy fie w ftanie pierwfzych Nauki na-
fzey wynalazcow, i odkrywaé fami przez fie bedzie-
my te wfzyftkie prawdy ktoére ona zamyka. Wy-
¢wiczeni dobrze w Arytmetycznych poczatkach i dzia-
taniach wezmy fobie do rozwigzania takowe Pytanie:

Trzech Kupcéw wfzedHzy w toioarzyftwo handlu
ztozyli 'pewng fumme kapitatu. Pienujzy z nich dat
n.p. 20.000. drugi ij.ooo. d trzeci iz.000. ztotych
Pol/kich. zZyfkaU iv pewnym przeciggu czafu 90.000
Zlot: wielez Zyjku kazdemu Z nich przypadat

Kazdy za pomocg Arytmetyki tak fobie to pytanie
rozwigze. Poniewaz zyfk przypadajacy na kazdego
Kupca bydz powinien proporcyonalny iego fummie
saktadowey, bedzie fig¢ miat do teyze fummy, iako fie

mi
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ma mafsa cata zyfku do citey mafiy kapitatu. Za
pomoca -takowey proporcyi znaydziemy, Ze na pier-
wfzego" przypada zyflcu ?rf.qoo, na drugiego $2.400,
na trzeciego n.fioo ztot; Pol: Te oftatnie wypadki
dziatan Arytmetycznych zacierata nam wfzyftkie $la-
dy kombinacyi, przez ktéresmy do nich przyfzli, dla
tego, ze fag wyrazone przez znaki fzczegotine, iakiemi
fa liczby. Liczba, bowiem bedac wyrazeniem zwig-
zku miedzy pewnag wielkoscig, i iednosciag wzietg za
jniare, nie tylko fie odmienia z odmiang zwigzku, a
przeto gubi $lad nafzego rozumowania, ale nawet
rodzic lie kazd$é moze z niefkoriczonych odmian i
fpofobow ftéfowania wielkos$ci. Skad pochodzi, ze
fpusciwfzy z mysli te rozumowania ktére nas do
Wypadkow oftatnich przywiodty, gubiemy razem
Wiadomos$¢é odmian iftotnie przywigzanych do nafze-
go pytania, ehcac ie wi?c tak rozwigza¢, zeby oftn-
tni wypadek rachunku ftawiat przed oczy wfzyft-
kie' kombinacye, przez ktére do niego przechodzi¢
nalezy, potrzeba na to znakéw og6lnieyfzych nad
liczby,

Gdybysmy wprowadzili warunki iakie n.p. ze ofta-
tni z tych Kupcéw uchybiwfzy nalezytey trofkliwosci
w pewnym zabiegu, podtug umowy powinien utra-
ci¢ dwudzieftg cze$¢ zyfku na niego fpadaigcego: po-
Wtére, ze fummy zaktadowe byty oddane w réznych
czafhch, tak ze pierwfzego n.p. zaktad trwal dzie-
wie¢ Miefiecy, drugiego rok, a traeciego Miefiecy ly:
te kondycye zawiklag znacznie pytanie pierwfze, kté-
rego rozwigzanie potrzebowaé bedzie daleko gieb-
szych i trudnieyizych kombinacyi. | tak chcagc nowa
iakg kondycya przydadz lub dawng ktdrg znifzczyé,
przymufzeni iefteSmy za kazdym razem zaczynaé na-
fze dociekania. Ta nieprzyzwoito$¢ fkutki.m ieft
takze znakoéw fzczegd6lnych, ktére odmieniaigc lie za-
wlze, nie dadza nam rozeznaé w oftatnim wypadku
tego, co wciggnat ten lub 6w warunek, a przeto co
za znifzczeniem go powinno wypaidz. Ch:gc wiec
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doysdz do tukowego rozwiazania, ktéreby ogarnaé
wfzy wfzyftkie okolicznosci w pytaniu, mogto za u-
marzeniem iakiego warunku odkry¢ nrim natychmidft
odpowiedZ przyzwoitg, i ofzczedzi¢ pracy rospoczy-
nania nafzych kombinacyi-, potrzeba nam takze wpro-
wadzi¢ w dziatania znaki ogdlnieyfze nad te ktérych
Arytmetyka uzywa. Dwie te nieprzyzwoitosci przy-
wigzane do liczb, ktoreSmy dopiero fpoftrzegli, po*
kazaty fie zapewne pierwfzym Nauki nafzey wyna-
lazcom i wciagty ich réwnie iako nas w potrzebe
uzycia znakow ogolnieyfzych do wyrazenia mysli i
rozwigzania iakiegokolwiek zadania. Takiemi zna-
kami ogélnieyfzemi fg litery Alfabetu taciaflcie o, b,
t,d, e it d. albo greckie y,™ t, it d zna-
czy¢ mogace iakagkolwiek wieikosc, n. p. przez af
mozemy naznaczy¢ zaktad pierwfzego Kupca, przez
b zaktad drugiego, zaktad trzeciego przez e, mafie
catg zyfku wyraza¢ moze e. Oproécz tego czafy przez
ktére' trwaty zaktady trzech Kupcéw naznaczyé mo-
demy przez litery f, f, t". Ze za$ w kazdem py-
taniu dwoiakiego fg rodzaiu ilosci, znane i nieznane™
iako pierwfze' znaczyliSmy przez poczatkowe litery
Alfabetu, tak oftatnie zgodzemy fie wyrazac¢ przez li*
tery oftatnie x,y, 2, i t.d. W nafzem pytaniu iloscig
niewiadoma, ktdérey fzukamy ieft czes¢ zyfku fpada-
igca na pierwfzego Kupca, nazwiemy ig wiec x. Ni-
zeli przyftagpiemy do nazywania innych rzeczy nis-
wiadomych, rostrzafng¢ nam wprzdéd nalezy, czyli te
niezawifly od pierwizey nieznaney rzeczy x, tak zc
ia odkryciem tey, pokaza ndm fie wartosci tamtych,
lak6z w nafzem zadaniu tatwo fie przekonaé, ze ma-
jac czes$¢ zyfku przypadaigca na pierwfzego Kupca,
bedzie nam tatwo odkry¢ czesci nalezace fie dwom
oftatnim, ktore' fg proporcyonalne fummom zakfado*
wym i rzafom. Przez te uwage tyle korzyftamy, it
rzeczy nieznane' w pytaniu przywodzemy do ink nay*
jnnieyfzey liczby, i utatwiany niezmiernie nafze do-

ciekania.
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ciskania. Bez tey przeftrogi gdybysmy n. p. byli
przez vy, naznaczyli porcye dwéch oftatnich Ku-
pcow, zawiktalibySmy byli przez te niezrecznos$¢ na-
fze badania, Wciggnawfzy bez potrzeby trzy niezna-
ne ilosci X,y, 2, a przez to z iednego pytania, zrobi-
libySmy ich byli trzy. Ta nieprzyzwoito$¢ da nam
fi] uczu¢ nizey.

Uiattijtilaymy ue uwagtj uan pytaniem puiuiicm. ma-
my Ww niem rzeczy znane i nieznane; potrzeba nam
wiec z pierwfzych przyisdz do oftatnich. Ale iakaz
droga? oto ta fama, ktérg idziemy we wfzyftkich my-
Slach i poznawaniach nafzych iakichkolwiek, to ieft;
przez zwiazki ktére zachodza miedzy rzeczami zna-
ne'mi i nieznanemi; te bowiem zwigzki raz doftrzezo-
ne ucza nas, ze rzeczy nieznane' nic innego nie fg tyl-
ko rzeczy znane zawarte w pytaniu, pewnym fpofo-
be'm do fiebie zblizone i utozone. Doftrzegtfzy wiec
Zwigzku, cala fztuka wynalazku zalezy na tern zbli-
zeniu rzeczy znanych do fiebie. Upatruymy nafam-
przéd tego zwigzku w nafzem pytaniu réwnaigc
"wlzyftkie w niem zawarte okolicznosci. Zebrawfzy
razem wfzyftkie kondycye, Pytanie nafze tak fie ogol-
«iey wyktada:

,, Trzech Kupcéw ztozyli pewny kapitat w czafie
,réoznym. PieYwfzy dat fumme a na czas 4, drugi
fumme b na czas t', trzeci fumme ¢ na czas i
,, Ten oftatni uczynit niedballlwem pewny zawdd,
»,dla ktdérego traci¢ musi podiug kontraktu 2ojtg czesé
. przypadajacego zylku. Zyfkali fumme e, c6z fie ka-
e, zdemu nalezy za porcya odpowiadaigca zaktadowi,
.przeciggowi czafu i warunkom w umowie zawar-

tym ,,?

Pierwfzy zwigzek Wypadaigcy Z poréwnania wizy-
ftkich kondycyi pokaznie fie ten: ze wfzyftkie trzy ro-
zdziaty zylku, dodane fobie, wyczerpa¢ powinny c:'tg
mafse zyiku e, a zatem fumma trzech zylkéw ieft ro-
wna mafsie e. Pamigtaigc o tym zwigzku doftrzezo*

Ai nym
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rym w pytaniu, pracuymv teraz nad wyrazeniem go
przez znaki ogo6lne. Potrzeba nam nafamprzéd wy-
razi¢ porcyn kazdego z ofobna Kupca, dodadz ie ra-
zem, i zréwna¢ potem z e. Aze dwdch oftatnich
porcye zawifly od porcyi pierwfzego nazwaney x,
trzeba nam ie wiec takze wyrazi¢ przez x ftéfowane
z zaktadem i czafem kizdego. Do t™go wynalazku
dnvdziemv orzez proporcyn, w ktérey maigc trzy ter-
miny, wynayduiemy w Arytmetyce czwarty, mnozac
drugi przsz trzeci i dzielgc te mnogos$¢ przez pier-
wfzy. Ale dzutaigc przez litery iakze ten czwarty
termin wyra/emy | Oto przez inne znaki, ktéremi
ce hawaé¢ bedziemy zachodzgce dzi itania: i tak. mno-
zenie liter znaczy¢ bedziemy przez kropke CO lub
krzyz lezacy (x). potozony miedzy literami wcho-
dzacemi do mnozen.a n.p. x. b, albo x X b znaczy¢
bedzie x rozmnozone przez b. Nawet litery przy
fobie tuz potozone bez zadnego znaku wyraza¢ beda
mnozenie iedney przez druga, iako to xb. Dzielenie
za$ ilosci wyrazaé bedziemy albo dwiema kropkami
CO potozonemi miedzy iloscig podzielng i dzielgca,
albo przez utomek, ktoérego licznik znaczy¢ bedzie
ilo§¢ podzielng, mianownik za$ ilos¢ dzielgca, n. p,
xb:a albo ~ znaczy mnogos$¢ xb rozdzielong przez a.
a

Maiac iuz znaki na cechowanie dziatan, a chcac
doysdz podziatéw przypadaigcych na kazdego w lzcze-
golnosci Kupca, ftofoyrny nafamprzéd fame fummy
nie maigc zadnego wzgledu na czafy. lezeli podziat
pierwfzego ielt x odpowiadaigcy zakiadowi a, po-
dziat drugiego odpowiadaigcy lummie b wypada
s takowey proporcyi.

Na drugiego - a:x ::b:
a
Na trzeciego - a:x ::c:Jle
o}
Trzy wiec porcye zyfku x, , ff, dopiero wynale*

u a zio-
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zione nalezg do tegoz famego czafu, ktory biore za
miare poréwnywania czyli za jednos$¢; iakiez wypa-
dng zyfki na czaly rézne naznaczone przez t, t,'t,"i
Poniewaz zyfki odpowiadaiace pewnym zaktadom,
tak fie maig iak czafy, pytanie nafze rozwigzg naftg-
puigce proporcye;

Na pierwfzego Kupca - i:x.:f;xt.

Na drugiego - - . i: xb:: f: xbt
a a

Na trzeciego * - - i: xc::I": xct.
« «

Oflatnie terminy tych proporcyi xf, N wyraza*

« a
73 trzy porcye 'zyTlcu nalezyte' kazdego fummie | cza-
fowi, przez ktéry trwat zakiad. Nie zoftaie nam
tylko wyrazi¢ przez znaki ten zwigzek W pytaniu
'doftrzezony, ktorySmy na poczatku tego 8§ wytozyli
w flowach. Potrzeba nam wigc znaku, ktéryby wy- 7re®

i i ~o y/i# wania, odci»«
razit dodanie trzech podziatow xt, ____tako- fi»mii réw«»;
a a ke

wym znakiem, bedzie krzyz profty ftoigcy (+) poto-
zony miedzy terminami, ktére chcemy dodawaé. Wy-
mawia fie ten znak u tacinnikéw plus (ivkcey,) my

. xbi'

go za$ wymawiac¢ bedziemy przez 2, i tak x| + "
1 0

czyta fie ilos¢ jc! z iloscia * Aze oflatni Kupiec

n
traci¢ ma dwudziefta cze$¢ Twoiego podziatu, dla pe-
wnego zawodu; wiec ta ftrata wyraza fie xd" ktor.»
20a
nalezy odciggngé od Y51 wezwiemy przeto za znak
a

cdciggnnia liniyke potozong w dtuz miedzy iloSciami
C— ) kiera lie czyta utacinnikéw minus (nmiet/J, my
A4 jnas
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za$ wymawiac lg bedziemy bez, i tak _ ™ czyta
xct" xct" . .a. 2001 .

®&---—-—bez--——---—-- Na koniec do wyrazenia rownosci
a zoa

zachodzacey w zwigzkach Jakiegokolwiek Pytania
uzyiemy dwoch linii réwno-legtych, (=) ktore czytac
bedziemy réwne. Przeto zwiazek zachodzacy miedzy
rzeczami znanemi i nieznanemi doftrzezony w ftafzem
pytaniu, to icft: ze Summa trzech zyjkoiu fzczegol-
tiych rowna ieji mafsie caley zyjku ey tak fie w zna-
kach ogélnych wyraza:
xbt"  xct" xct"
X« -h - o — —r.
a a zoa

Takowe' wyrazenie zwigzku doftrzezonego miedzy
ilosciami iakiemikolwiek wchodzgcemi w pytanie na-
zywa fie Zrownaniem (Aequatio) w ktérem termi-
ny na lewey ftronie znaku réwnosci potozone fkia*
daig Pierwszy cztonek Zrownania, terminy zas le-
zace po prawey ftronie znalcu, czyniag Zrownania
cztonek drugi” GdybySmy za$ oderwali uwage od
zwigzku, ktory fie wyraza w Zrdéwnaniu, i wzig-
wfzy fam pierwfzy albo obydwa razem Zroéwnania
cztonki bez znaku réwnosci, mielibySmy tylko zbior
terminow zamykajacych iloSci znane i nieznane ro-
znie pomiefzanu z fobg i ztgczone znakami roznemi

'Xbt' xct" xct"
=p.xt+ — + > — — takowy wyraz na-
a a zoa

2ywa fie Funkcya (Funftto), gdzie przywigzawfzy
fzczeg6lnie bacznos$¢ na ilo$¢ nieznang x, wyraz do-
piero wytozony zowie fie Funkcya x. Stego opi-
fania pokazuie fie zaraz roéznica miedzy Funkcyg i
Zréwnaniem. Funkcyd bowiem ieft tylko proltem
wyrazeniem terminoéw zamykaigcych rozne ilosci Ja-
kimkolwiek fpofobem z fobg zmiefzane bez Zzadnego
miedzy niemi zwigzku. Zrdéwnanie za$ wyraza ko-

niecznie albo zwigzek dwoch Funkcyi, albo zwigzek
iloSci
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ilosci w iedney Funkcyi zawartych. Kazde zadanie
przed oskryciem zwigzku miedzy iego kondycyami
bedac zbiorem mysli rozerwanych, ieft tem co my na-
zywamy w ilosciach Funkcya, tak iako kazdy rosfa-
dek i zdanie wypadajace z zwigzku doftrzezonego
miedzy mys$lami to famo znaczy, co u nas Zréwna-
nie. Pytanie ktoresmy do roztrzg$nienia przcdlie-
wzieli uczy nas, ze do Zréwnania przychodzemy
przez pewne ftofunki mysli, te ftofunki ciggng za To-
bg rozne odmiany w ilosciach, do wyrazenia tych
odmian fluzg nam rozne dziatania, na ktéreSmy na-
trafili w nafzych kombinacjach. TrafiliSmy za$ na te
fame ktore zachodzg W Arytmetyce, to iefi: na Doda-
wanie, Odcigganie, Mnozenie i Dzielenie ilosci. la-
kéz ilos¢ ogblnieyfzemi naznaczona cechami nie traci
natury ilosci zalezacey na moznosci powifkfzania fie
lub zmnieyfzania. Wfzyftkie iey odmiany koncza fie
na tych dwdéch (tanach, ktére fg fktadem roéznych fto-
funkéw i zwigzkéw. Zaftanéwmy fie nad iakgkol-
wiek w nas mysla, znaydziemy w niey tyle od-
mian, ile mie¢ moze fytuacyi obiekt ktérego ona
iefi: obrazem. Wfzyftkie te odmiany wypadaig z pe-

wnych ftéfunkéw tey mysli, i potrzebuig fwego ie-
zyka. To co fie dzieie z kazdg mys$lg, dziaé¢ fie musi
z uwaga ilosci: i dziatania Arytmetyczne fg tem,

cze"m fa w kazdey mysSli rozne iey odmiany i wyra-
zy do tych odmian przywigzane. Sa to wiec fpofo-
by znaczenia wzroftu lub ubywania ilosci, ktére tez
fame fg w literach co i w liczbach, uczyniwfzy pe-
wne roznice, ktore bedac fkutkiem wiekfzey ogo6lno-
sci iuz nam fie pokazaly i pokazg iefzcze nizey.

§. iii.

UzyliSmy na oznaczenie Dodawania i odciggania
dwoch znakéw (-4,—), z ktorych pierwfzy czyni ilo-
sci Dodatnemi (Quantitntes Pofithme) a drugi Odie-
mnemi (Qiiant'itntes negatjuae)s te atoli znaki daleko
maig rozlegleyfze uzycie. Uwazaigc ilosci fame przez
fie, to ieft mogace tylko wzraftaé¢ lub ubywac,

Aj- litery

Tidémaciy de
Bycie Inak“
oJiemnc o *
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litery Alfabetu wyftdrczaig nam na wyrazenie na*
fzych mysli; ale zwazajgc tez ilosci iedne w poroé-
wnaniu drugich, wpadamy uwagg na rézne ftany i
fpofoby iefleftwa, w ktorych iedna ilos¢ zoflaie
wzgledem drugiey. Takowe flany wyrazamy znaka-
mi potozonemi przed literami. | tak dwa dopiero
wymienione znaki (-}----) nie tylko nam fluzg na ce-
chowanie Dodawania i Odciggania, ale nawet na zna-
czenie dwoéch ftandéw iakichkolwiek miedzy fobag
przeciwnych iako to wzroftu i ubywania, maiagtku i
dtugu, dwoéch biegéw Ilub potozen opacznych i t. d,
W nafzem pytaniu naznaczyliSmy znakiem dodatnym
porcye, ktore kazdy Kupiec bra¢ powinien z malfy
zyfku-, ftrate za$ ktora za uchybiong trofkliwéif¢ po-
nies¢ przypadto trzeciemu, nacechowalismy znakiem
udiemnym. Skad fie pokazuie, ze ilosci odiemn¢
maig fwoie ieflcftwo tak rzetelne' i prawdziwe
iak i ilosci dodatne', tylko ze w fpofobie miedzy
fobg przeciwnym. A przeto wyobrazenie ilosci od-
iemnych nie zawifto od tak dzikich i obitgkanych ti6*
maczen, ktéremi niektdrzy Aytorowie uczacych fig
batamucg. lezeli to iefr. prawo dla ludzkiego rozu-
mu, ze we wfzyftkich poznawaniach nie moze prze-
nikng¢ do prawdy tylko drogag poréwnywania, ros*
trzafaigc nature iloSci wpada w konieczng potrzebe
uwazania ich iedne wzgledem drugich,- a przeto znaki
na wyrazenie tych wzgledéw i ftdnéw fag mu nie-
przerwanie potrzebne. V/e wfzyftkich wiec dziata-
niach, na ktéreSmy w Pytaniu natrafili nie powinni-
Smy roztgczaé¢ uwagi nad naturg ogolng ilosci od uwa-
gi ich ftanéw, w ktorych fie iedne wzgledem drugich
znayduia; bo kazde iakicgokolwiek roctzaiu pytanie
wcigga nas koniecznie razem w obydwie te uwagi.

S tey Metafizyki wy padaig rézne poczatki dzialaii.

tliwanie iod- j tak dwie albo wiecey funkcyi ztozonych z réznego
ciagame Algr™ ft;,nu ii0sci moga fie tgczy¢ z fobg zoftawiwfzy wfzy-

e (if ftkie iloSci przy tym famym ftanie, w kidiym fie

Puw ufu m»te przed tern zlgczeniem znaydowatly, to ieft: zoftawi-

«Uialama.

wfzy ie przy tych famych znakach, i takowe Dziata*
nie
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nie zowie fie Dodawaniem Algebraicznem. Chcac do-
didz funkcjg a+bf—cdo funkcyi de+bf—g znaczemy
to dziatanie tak; (a+bf—c)+(de+bf—g), a chcac ie
wykonac¢, nie potrzeba do tego tylko napiife¢ ie razem
z I'we'mi znakami przy fobie, a fumma bedzie a+bf
— c+de+bf—gj ilos¢ bowiem na poczatku iakiey fun-
kcyi napifana bez znaku, zawfze ieft dpdatng, i tak
de iedno znaczy co +de, a iedno ieft co +n. Z umo-
wy bowiem znak dpdatny na poczatku nigdy fie nie
zwykt pifac. Takim fpofobem ztaczyliSmy trzy por-

cje zyfku xt, x> -Xft polozywfzy ie przy fobie
a a
z temi famemi znakami xi t xbt< | xct® xct"
a a 20a
wfzyftkie te poreye maig znaki odpowiadaigce pe-
wnym wzgledom, w ktorych fie iedne w poréwnaniu
drugich znayduia.

Powtdore Funkcya iakd tgcsyé fie moze z druga od
mieniaigc we wfzyftkich iloSciach ftan ich na ftan
przeciwny, to ieft: odmii i aigc wfzyftkie' ?naki na
przeciwne, takowe Dzialanie, zowie fie Odcigganiem
Algebraicznym. Chcac wiec odciggng¢ funkcyg ax+
by+e— cd— b od funkcyi ax+by+cg+fm—e+cd+b zna-
czemy to dziatanie tym fpofobem (ax+by+cg+fm—
e+cd+b)— (ax+by+e—cd—b), a chcac ie wykonac,
nalezy w Funkcyi ktorg odciggamy odmieni¢ wfzy-
ftkie znaki na przeciwne, to ieft + na —m— na +; 3
dopiero w tak odmienionych znakach zlgczyé¢ ig 2
funkcya ta od ktérey ia odciggamy* wykonywaigc to
w nalzym przyktadzie, wypada ax+by+cg+fm— e+
cd+b— ax— by— e+cd+b. Rozwa&ywfzy dobrze te'
dwa wytozone dziatania wciggaigce nas w uwage
znakéw pokazuie fie oczywiscie, ze Dodawanie kto-
re zawfze w Arytmetyce powiekfza ilos¢, w literach
moze ig ppwiekfzy¢ lub ?mnie'yfzyé, i tak do a do-
daiac — b w funimic a— b w rzeczy famey a zmniey-
fzarn iloscig b. Odcigganie za$ ktére w Arytmetyce

A5 zawfze
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zawfze zmnieyfza ilo$¢, tu moze ig powifkfzyé*
chcgc od a odciggng¢ — b, mam a+b gdzie a powie-
kfzam ilosScig b.

W zigczeniu funkcyi przez obydwa te dziatania za-
¢10”z:i terminy tez fanie iloSci zawieraigce, kilka ra-
zy powtdrzone ktore zebra¢ fie mogag w krotfzy wy
raz potozywfzy ieden z nich z liczbg zawieraigca ty-
jeiednosci, ile razy ten termin znayduie fig powtd6-
rzonym w funkcyi; i tak mamy w przyktadzie pier-
wfzego dziatania bf+bf, na ktérych mieyfcu moze-
my potozyé 2bf, w przyktadzie drugiego dziatania
mamy — e— e\+cd+cdj-i*b+bf za ktore pifa¢c mozemy
— ze-,+2cd;-t-2b, zoftawiwfzy zawfze w tym zbiorze
ten fam znak, ktéorym byty cechowane w famotnosci.
Takowe liczby wyrazaigce wiele razy ilos¢ iaka
znayduie fie potozong w funkcyi, nazwiemy Wspdt-
czynnikami (Coefficientes). lezeliby za$ terminy ia-
kie' kilka-krotnie powtdérzone w funkcyi znaydowaty
fie z znakami przeciwnemi, na ten czas zebraé nale-
zy ofobno dodatne i odiemne, a wyraziwfzy ie przez
v fpét-czynnika, odciggna¢ potrzeba wlpot-czynnika
wiekfzego od mnieyfzego, refzfa bedzie wfpot-czyn-
nikiem terminu nalezgcego do Funkcyi przy tym zna*
ku, ktorym byt naznaczony wfpot-czynnik wiekfzyj
gdyby za$ wfpot-czynnik dodatny byt réwny odie-
mnemu, na ten czas oba te terminy bedac przeciwne
znifzcza fie razem, i tak w przyktadzie dziatania dru-
giego mamy by— by, ax— ax, ktore' wypadaig z fun-
kcyi; bo iloSci nie maigce zadnego wfpot-czynnika
wyraznego, maig za wfpét-czynnika iednosé. Zofta-
ie fie wiec funkeya proscieyfzym fpofobem wyrazona
ale iedney wartosci z przefzlg; cg+fm— 2ct- 2cd+2b.
Gdybysmy za$ miel* 4*— }X albo $bj—6bf, na miey-
fcu pierwfzych napifalibyémy x, a zaé— $bf na miey-
fcu drugich." Ten fpoféb przywiedzenia do p>osciey-
fzego wyrazu funkcyi iakieykolwiek ieft oczywiftym
wypadkiem z poczatkéw dopiero wytozonych, gdzie
nam nie trzeba zapomnieé¢, iz fie nie roscigga tylko

do
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do terminéw iedney natury, to ied: zamykajgcych ty-
lez i tez fame litery. Wfpét-czynniki wiec rézne' nie
oznaczaigc tylko rozne powtorzenie ilosci iakiey nie
odmieniaig nic w iey naturze, i tak 6a ieffc teyze fa-
mey natury co i izci. Sg ony tem, cze'm fg liczby
mnozace w Arytmetyce, ktére iako wiemy natury
liczby mnozney nie odmieniaig w mnogosci.
Wlpét-czynniki wiec oznaczaigc pewne powtorze*
ni¢ iiosci, wyrdzaig mnozenie Arytmetyczne, gdybys-
my za$ chcieli ilos¢ iakgkolwiek x, powtérzy¢ nieo-
znaczonym razem b, to ieft tyle razy, ile warta b, i
w takim wzgledzie w iakim zoftaie b, otrzymaliby-
$my iloS¢ rozmnozong bx, gdzie b ieft wfpoét-czynni-
kiem nieoznaczonym-, Dzialanie nafze pod ten czas
nazywa fie Mnozeniem Algebraicznym, Kktére iezeli
tylko chcemy naznaczy¢, uzywamy do tego znakéw
wyzey wytozonych s tg przeftroga, iz lezelibySmy
chcieli oznaczy¢ mnozenie funkcyi iakiey s kilki’ ter-
minoéw ztozoney przez druga iakg funkcyg, potrzeba
nam obie te funkeye zawrze¢ nawiafami lub po
nad nie krelke pociggna¢, i tak (ax+$by+2dz) (b+zd)

albo - - - ax+”by-\-zdz. b+zd. znaczy mnoze-
nie funkcyi ax+$by+zdz przez b+zd, podobnie (cm-1-

ny)n, lub cm+ny.n znaczy mnozenie cm+ny przez
n. lefzcze (ax—bx) (bc+cd) (1+m) znaczy tyle'
Mnoznikéw ( Fattor) wchodzgcych w dziatanie
ile ieft przedzielonych nawiafami funkcyi Ilub ilo-
sci. Wykonywaigc za$ w rzeczy famey mnozenie
ktadziemy tuz przy fobie ilosci n.p. xbc znaczy x
rozmnozone przez b, i zno\vu rozmnozone przez c.
w tem mieyfcu nalezy nam fie oftrzedz, ze w iakim-
kolwiek porzadku potozemy ilosci w mnogosci, nic
nie odmieniemy W ich wartosci, i tak zamiaft xbc
mozemy pifa¢ bxc albo cxb, albo bcx, nie odmieni-
wfzy nic w naturze mnogosci; znaki bowiem og6lne'
ilosci nie bedac tak przywigzane do pewney ozna-
czoney wartosci iak fg liczby, nie zawifly bynaymniey
w fwym

Opifuie fie
Mnoienie ai-
scbralc'l'c>*

pr»widu.
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W fwem znaczeniu od porzadku. Tu iefzcze wpada
nam oczywiécie w oczy, ze iezehi ilosci tuz przy fo-
bie potozone znacza funkcyg rozmnozong, mozemy
takowa funkcya rozebraé na mnoznikéw, oddzieli
wfzy litery znayduigce (ie we wfzyftkich terminach

funkcyi, od innych: i tak pje'vwfzy cztonek nafzego.
xbt' xct" xcH'
Zrownapia jeH-------—-- Hm — — — wyrazi¢ fie moze
a a 2on
bt' ct" c"
tak: x f t+ + - jponiewaz x znaydu*
ci n zoa

igc fie we wfzyftkich terminach ieft mnoznikiem ca-
tey funkcyi.

Gdy nam przypada ilos¢ Ilub funkcya iakg fame
przez fie mnozyé, obchodzac fie podiug przyietego
znaczenia ktadziemy przy fobie ilo$¢ lub funkcya tyle
razy, ilu razy wchodzi w mnozenie, n.p. XXX. W
tyra przypadku zgodziemy fie na prpscieyfzy wyraz
takowey mnogosci ktadac nad iloscig lub funkcya lii
czbe zamykajacg tyle' iednosci ile razy ta ilos¢ lub
funkcyg wchodzi za mnoznika w mnogoséci, i tak
XXX wyrazemy krécey % xxbbccc wyrazemy xz b- ¢3
takowe liczby potozone' nad ilosciami nazywaé be-
dziemy Wyktadnikami (Exponeniei). Chcac wiec
ilos¢ lub funkcya iaka z Wyktadnikiem mnozy¢ przez
tez fame ilo$¢ lub funkcyg z Wyktadnikiem, nie po-
trzeba nam iak tylko dodaé¢ do fiebie wyktadnikéw,
a tak fumma wyktadnikéw bedzie wyktadnikiem
mnogoéci: pamietaigc na to, ze ilo$¢ lub funkcya nie
maigca zadnego wyktadnika, uwaza fie z wyktadni-
kiem i. n.p. X iedno znaczy co %l podiug tego pra-
widta chcac jc* mnozyé przez a.3 otrzymani mnogose
x5. podobniez (x+a)-.(x+a)=(x+a)*. i td.

Zatrzymaymy fie teraz nad odkryciem prawidet
Mnozenia zachodzgcego w funkcyach ztozonych z
wielu terminéw. Funkcye takowe zarnykaig llosci,
W lp6t-czynniki, Wyktadniki i Znaki. Co lie tycze

wykta-
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Wyktadnikéw, dopiero nauczyliSmy fie z niemi ob-
chodzi¢ w mnozeniu. O ilosciach za$ tyle wiemy z
umowy, ze w mnogosci nie nalezy nam iak tylko pi*
fa¢ ich tui przy fobie: a poniewaz wedtug opifu
mnozenia ilos§¢ mnozna tyle razy 6ydZz powinna po*
wtérzona ile warta ilos¢ mnozaca, wifc nalezy nam
wfzyfkkie' terminy w tey funkcyi zawarte przez te
ilos¢ mnozy¢: tak n.p. w (xn-hjby-hc) d, przez fi
nalezy mnozy¢ kazdy termin Funkcyi xa+-2by+c, a
ftad wypadnie mnogo$¢ xaci+2bdy+cd. S tego fame'-
go poczatku wyptywa; ze kiedy nam przychodzi
mnozy¢é funkcyg przez funkcyg n.p. (xa+x'ib+c)
(yc+bx-hm), nalezy nam catg funkcya xa+Xx'bAc
mnozy¢ przez kazdy z ofobna termin funkcyi yc+bx
-Hn to ieft:
Funkcyg Mnozna - xa+x*b-t-c

» Mnozgca - yc+bx+m
Mnozac przez yc - - xayc+-x2byc-+-ycl
Mnozac przez bx - - bx*a+b'lx 3-i-bxc
» przez m - - Riax-Hnx*D+»nc

Te' dopiero fzczg6lne mnogosci razem dodane' i uto-
zone podiug w3'ktadnikéw x daig mnogos$¢ catka;
b-x~t-t-bax- 4- mbx~ -+ 6ycx2e+ aycx+max -hbcx+c'dy
+mc
Tymze famym fpofobem nalezy nam pofiepowaé ma-
lac do mnozenia wiecey funkcyi: i tak gdyby nam
przyfzto dwie wymienione' funkcye ( xa-\-x"+c) -
(ycA-bx-hm) mnozyé¢ iefzcze przez trzeciag az+by+n,
nalezatloby nam catka dopiero wynaleziong mnogos$¢
mnozy¢ przez kazdy z ofobna termin trzeciey tey
funkcyi, a tym fpofobem przyfzlibySmy do mnogosci
trzech wzmiankowanych funkcyi.

Maigc do mnozenia Wfpotczynnikow przed iloScia-
mi, proftd uwaga nad ich naturg przekonywa nas, ze
ich nalezy famych przez fie mnozyé, a wypadaigca
ftad liczba rozmnozona bedzie wfpot-czynnikiem mno-
gosci Algebraiczney. lak6z chcagc zx mnozy¢ przez
3c potrzeba 2xc trzy razy iefzcze powtdrzy¢, sczego

wypadnie
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wypadnie 6xc: podobnie (6ax+2b)io.x daie w mno-
8°*c* 6oaxx +zobx.

Zoftaie nam teraz wynalesdZz prawidto na znaki,
Wroémy fig mysla do nafzych poczatkéw. Powie-
dnieliSmy naprzéd s przekonania ze w dziataniach
iakichkolwiek nigdy nie mozemy odtaczy¢é uwagi
0g6lney nad ilosciag od uwagi nad iey ftanem w Kkto-
rym fie iedna wzgledem drugiey znayduie. Nauczy-
lismy fie powtdre z opifu mnozenia' ze ilo§¢ mnozna
nie tylko bydz powinna tyle razy powtorzona ile
warta ilos§¢ mnozaca, ale iefzcze bydz powinna w
tym famym wzgledzie powtérzona, w iakim zoftaie
taz ilos¢ mnozaca: wiec kiedy nam przychodzi xn—b
mnozy¢ przez «, poniewaz a ma znak Dodawania;
znak za$ Dodawania wyraza ztaczenie ilosci zofta-
wiwfzy ie przy tych famych znakach przy ktérych
przedtem zoftawaty, idzie zatem ze mnogos$¢ ktéra
bydz zawfze powinna iedney natury z iloscia mno-
zna, powinna mie¢ tez fame znaki, ktére ma ilos¢
mnozna, zaczem (xci —b)ci daie mnogo$¢ xan— ba.
W pierwfzym terminie xaa mnogosci, mnozyliSmy
znak dodatny +xa. przez znak dodatny +n, i wy-
padt nam znak dodatny -t-xaa; w drugim — ba mno-
zyliSmy znak odiemny —b przez znak dodatny +a
i otrzymalismj- znak odiemny — ba. Wiec w mno-
zeniu 4- przez -t- daie -t-; za§ — przez -t- daie —.
Maigc za$ do mnozenia xa— b przez — ¢, poniewaz
—c ma znak odciagania; znak za$ odciggania kaze
nam odmieniaé wfzyftkie znaki; idzie za tern, ze
mnozac przez —c, w kazdym terminie funkcyi xa—b
odmieni¢ powinniSmy znak na znak iemu przeciwny,
i tak wvp;ldnie mnogo$¢ — xac+bc. Tu znowu mno-
zac znak dodatny +xa przez odiemny —c, otrzy-
malismy iak w pierwfzym przyktadzie znak od-
iemny — rnc; mnozac za$ znak odiemny — b przez
znak odiemny —c, otrzymaliSmy znak dodatny -hbc.
taczac wiec ten wypadek z przefztym, wyciggniemy

prawidto ogdlne na znaki w mnozeniu: to ieft ze: w
mnozeniu
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mnozeniu, tez fame znaki badZz to dodatny 4- przez
dodatny 4-j badz odiemny — przez odiemny — , da-
ig zawfze w mnogosci znak dodatny} znaki za$ rozne
to.ieft dodatny 4- przez odiemny— , albo odiemny —
przez dodatny daig zawfze w mnogosci znak od-
iemny — . Zebrawf/.y razem te wfzyftkie’ prawidia
ktoresmy s tak proftych i oczywiftych wyciagneli
poczatkdw, uzyiemy ich wnaftepuigcym przyktadzie:

Mnozy¢ - —c

przez - $rix— m

Mnogos¢  jadx3-{6l)clyx— s&léx— max3— zbijm+mc
Dla wiekfzey wprawy czytelnika przytaczamy tu
Tablice réznych przyktadow.
W kazdey Nauce pewney chcac doiigc prawdy iakiey
ogoiney, nie dofy¢ mim ieft rozwigza¢ iakowe zada-
nie prowadzace nas do waznych iakich poczatkow,
ale iefzcze dla doftatepznego przekopania powinnismy
rpzwigza¢ zadanie wywrotne'; to ieft: wroci¢ fie od
o.ftatnich wynalezionych wyp,adké\y do pieYwiaftkow
& '.nafzego zadania. 1 tuk ad czesci przyfzedtlzy do
B . % ewncgo fiitadu, nalezy nam iefzcze od tego fkiadu
\Vréci¢ lie do czesci, s czego dw.oiako korzyftamy”
V rf jéaprzéd zoftawiamy rozum nafz w niepfzegartey
j?V~ewnosci o nafzych pocznlkach-, powtdre odkrywa-
my nowe prawdy roftrzagfaigc przypadki przeciwne
. pieYwfzym. W poprzedzaigctin dziataniu odkryliSmy
prawidta prowadzace' nas od Mnoznikéw do ilosci
J'ozmnozoney; teraz chcgc od ilosci rozmnozoney zni-
zy¢ fie do Mnoznikow, potrzeba nam ten fkkid ktéry' Dzielenie Ai.
z mnozenia funkcyi powftat rozebra¢, i odkry¢ pe- j-ebraicznt ‘i
wne przepify prowadzace nas do tego rozbioru. "W mUjjn
talco\veiii zadaniu zachodzg trzy rzeczy: funkcya po-
dana, i dwie funkcye proscieyfze fkladaiSce pierwizg.
Tamta nazywa fie funkcya Pod-zirlug, iedna z dwdch
oflIntnich funkcyg dztdacA. Z dwoch tedy funkcyi
znanych, to ieft podzielney idzlelacey, wynale$dz trze-
ci:*, ktérg nazwano wieloraznin, znaczy dzieli¢ fun-
keyij iedne pizea drugg. S tego’ Opifu v'ynikagig iia-
B ftepuiace
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ftepnigce prawdy: lezeli funkcya dzielaca wchodzi
catkiem w Ikidd funkcyi podzielney, dzielenie odbydz
lig moze zupetnie, a przeto wieloraz otrzymac¢ po-
winnismy w wyrazie fltonczonym: iezeli za$ funkcya
dzielgca, nie ieft prawdziwym elementem funkcyi po-
dzielney; rozbior tey funkcyi bydz nie moze dolkona-
tym, a zatem wieloraz wypasdz musi z oftatkiem
nie zupetnie podzielnym. Poniewaz wiec w dziele-
niu zachodzi ieden warunek, to ieft: iezeli funkcya
ma bydz dolkonale podzielng, potrzeba aby funkcya
dzielgca cata byta fkltadaigca iey czesScia; ten warunek
czyni to dziatanie fzczegolnieyfzem nad mnozenie i
ieft przyczyng, dla czego nie kazde dzielenie bydz
moze dolkonale kiedy kazda mnogos¢ ftaie fie zupet-
ng z iakichkolwiek mnoznikow.

Przyftapmy iuz do wynaydowania prawidet dzie-
lenia na ilosci, wfpot-czynniki, wyktadniki i znaki.
Poniewaz dzielenie rozebra¢ powinno ten lklad, kté-
ry z mnozenia powftat, idzie za tem ze prawidta ie-
go bydz powinny przeciwne' tym, .ktéreSmy na Mno-
zenie odkryli. Wiec iezeli mnozac ktadziemy tuz
przy fobie litery Mnoznikéw; dzielagc powinnismy
maza¢ w funkcyi podzielney litery funkcyi dzielacey;
i tak xb chcac rozdzieli¢ przez b, maze b w funkcyi

podzielney, i zoftaie lie na wieloraz x, to ieft:

daie Xx. Powtdére fzukaiac mnogosci mnozyliSmy
wfpét-czynniki przez fie, wiec fzukaigc wielorazu
dzieli¢ powinniSmy wfpo6t-czynnika funkcyi podziel-
ney przez wfpét-czynnika dzielacey: n.p. chcagc i2xb
rozdzieli¢ przez dziele 12 przez 3, potem zma-
zawfzy b podtug prawidta jgo, otrzymuie wieloraz
4X. N.ikoniec w mnozeniu dodawaliSmy do fiebie
wyktadniki, wiec w dzieleniu nalezy nam odcingac
wyktadnika funkcyi dzielacey od wyktadnika podziel-
ney, i takim fpolobem 12x4b1 rozdzieliwszy przez
Ax3 otrzymam za wieloraz agxb. S kad lie wnofi
oczywiscie iz gdyby nam przypadio dzieli¢ takie fun-



Rozdziat |I.

kcye, w ktérychby wyktadnik dzielgcey byt wiekfzy
od wyktadnika podzielney, wieloraz wypadnie zwy-
ktadnikiem odiemnym réwnaigcy (t¢ utomkowi majg-
cemu za licznika iedno$¢, a za mianownika tenze
wieloraz z wyktadnikiem dodatnym n. p.

18 _ as3~5— ci~'l= = skad fig wnofi ze wyrazy - -
X~1,y~3bn~m, réwne fagtym -J f 1, t ,it. d.

x1 D* dm
Co6z za prawidta bedg naznaki? Przypomniymy fo-

bie ze w mnozeniu znaki tez fame wydaty nam za- j

wfze znak dodatny mnogosci mznaki za$ rozne ro-
dzity znak odiemny. Wiec poniewaz wieloraz z
funkcya dzielgcg fag dwiema czesSciami, z ktérych przez
mnozenie powftaé powinna funkcyg podzielna™ zna-
ki wielorazu tak powinny odpowiada¢ znakom fun-
kcyi dzielncey, azeby z nich wypadty koniecznie w
mnozeniu znaki funkcyi podzielney: i tak maigc do
dzielenia x26 przez b, poniewaz funkcyg podzielna
x zb ma znak dodatny, ktéry nie mdégt powftaé, tyl-
ko z znakdéw tychze famych, idzie zatem, ze wielo-
raz mie¢ powinien tenze fam znak, ktéry ma funkcya
dzielgcg-, przeto -f-£-b rozdzielone przez +b daie -(-X1
to ieft: znak dodatny rozdzielony przez znak doda-
tny, daie w wielorazic znak dodatny. Taz fama
przyczyna przekona¢ nas powinna, ze dzielagc xxb
przez —b wieloraz wypasdZz powinien — xzy przeto
znak dodatny rozdzielony przez znak odiemny daie
w Wielorazie znak odiemny.

lezeli za$ mamy — x 1b dzieli¢ przez b poniewaz
—Xx-b nie mogto w mnozeniu powfta¢ tylko z
znakow przeciwnych, wiec Wieloraz mie¢ powi-
nien znak przeciwny znakowi funkcyi dzielgcey,
zaczem —Xx2b rozdzielone przez b daie —xz to
ieft: znak odiemny rozdzielony przez znak doda-
tny daie w Wirlorazie znak odiemny. Nakoniec
maigc — X~b dzieli¢ przez —b z dopiero powiedzia-

Ci nego

Prawidio ma
x naki wDiic*
eniu.
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nego dowodu wypada w Wielorazie 4-xt. Wiec znak
modiemny rozdzielony przez znak odierany dnie w
Wielorazie znak dodatny. Zebrawfzy te wfzyftkie
przypsdki razem, pokazuie fie ze prawidto na znaki
w dzieleniu ieft toz famo, ktéreSmy wyciggneli na mnol
zcnie ilosci, to ieft; ze znaki tez fame badz to -t- przez

bgdZ — przez —, rodzg w Wielorazie znak doda-
tny; znaki za$ przeciwne to ieft 4- przez —, albo —
przez 4-,wydaig znak odiemny. Do tych wfzyftkich
prawidet zoftaie nam iefzcze przydadz iedne uwage;
WyciagneliSmy byli z natury mnozenia ten przepis:
ze potrzeba funkcyg mftozrig cfllg mnozy¢ przez ka-
zdy z ofobna termin funkcyi mnozacey, s tad wjmpa-
da tyle’ mnogosci fzczego6lnych, ile ieft terminéw fun-
'kcyi mnozacey, s ktorych dopiero razem zebranych
powftaie mnogo$¢ catka. Temu prawidiu odpowia-
da¢ powinno przeciwne' w dzieleniu-. Funkcya na-
famprzéd podzielna uwazana bydz powinna iako po-
wftaigca z tylu mnogosci fzczegdlnych, ile terminow
zamyka wieloraz, kazdy wiec termin Wielorazu znr-
fzczy¢ powinien icdne mnogos$¢ lzczegélng w funkcyi
podzielney. Zaczem przez kazdy termin Wielorazu
swiezo wynaleziony, mnozy¢ powinnismy catg fun-
kcyg dzielgcg, i mnogos$¢ s tad wypadaigca odciggnagc
od funkcyi podzielney: refzte za$ pozoftata w fun-
kcyi podzielney dzieli¢ znowu przez piefwfzy termin
funkcyi dzielgcey, powtarzaigc za kazdym razem
mnozenie terminu nowego w Wielorazie przez calg
funkcya dzielgca, i odcigganie tey mnogosci od funkcyi
podzielney. Przeto aby to dzialanie wypadato po-
rzadnie, nalezy funkcya podzielng utozyé podtug wy-
ktadnikow iakowey ilosci, poczawfzy od naywyz-
fzego fkonczy¢ na naynizfzym, lub na tych terminach
w ktérych fie ta ilos¢ gtowna nafzego porzadku nie
znayduie; a to dla tego, ze w mnozeniu taki zacho-
dzi uktad ilosci, iako kazdego przykitady przekonaia,
Przvftofovmy teraz te prawidta do dzielenia funkcyi.

Funkcya
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Funkcya Podzielna, x'— ~nxl-i-"alx— a3( AL
- - - Dzielgca, x*-a 8§ x t— 2fIx-t-a*

Mno: z xVprzeZ fLink:dzi;%3— nx-
Refzta pozoftald z odcigg:— iax 1+ ja2x— a3

Funkcya Dzielaca . . . X—a

Mnog:z— znx przez funtedziel; 2ax2-h2a*x
Refzta z odciggnienia - - - - aXx—a*
Funkcya D zielgca....ccceencervennnnen. x—a

mMnogos¢ z-ii2 przez funkcya dzielgcg a5x— nJ

Refzta - - - - -0 o

to left' pierwfzy termin x3 Funkcyi podzielney dzie-
le przez x, wypada na wieloraz x2, przez ten termin
'wielorazu mnoze funkcya dzielagcg x—a, i powftaie
s tad mnogos$¢ fzczegdlmi XI1— nx2; odmieniam w niey
znaki na przeciwne podiug przepiféw odciagania, i
odtfagciwfzy ia od funkcyi podzielney, wypada refzta
> znx2-h™a2x— a3, ktdérey pierwfzy termin —zax2,
dziele przez pierwfzy termin x fynkcyi dzielgcey,
otrzymuie nowy termin wielorazu — 2ax, przez kto-
ry mnoze funkeyg dzielgcg i t¢ mnogos¢ odciagam od
pozoftaley funkcyi podzielney. Toz famo powtarza-
lac daley, przyidfc do wyczerpania zupetnego fun-
kcyi podzielney otreymawfzy zero za refzte ktdra
konczy moie dziatanie.

Gdybysmy za$ mieli do dzielenia funkcya podziel-
ng przez funkcya dzielagcg taka, ktoraby nie byta
czaftkg fkltadaigca pierwfzey; dziataigc podiug dopie-
ro wynalezionych przepifow, wieloraz rosciggnie lie
bez kohca, iako kazdego przekona przyktad pod zna-
kiem (B) podany na Tablicy przykiadow, Kktora
fie dla wprawy Czytelnika przytacza.

Pozoftaty nam iefzcze Funkcye tomane- w nich te'
-fame dziatania zachodza, ktéreSmy wykonywali w
ecalkich. Wiemy nafamprzéd z Arytmetyki, ze uto-
jnek nic innego nie wyraza, tylko ftéfunek dwodch

-B3 ilosci
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Z natury Fun- ilosci zachodzacy miedzy miarg poréwnywania za-
kc)yCn utonko- warta w mlrannownlku i, pewna iaka Wielkoécie}N kto-
1a praW|d}a r3 zowiemy licznikiem: i dla teyci to przyczyny wy-
dtiatant w nich raz utdémkowy wzieliSmy fprawiedliwie za znak
iachaiitiicc.  dzielenia. A poniewaz natura iakieykolwiek ilosci
zawifta od iednos$ci, z ktdrg ig ftéfuiemy; zawifta od
mianownika wyrazaigcego tez iednos¢. Przeto iezeli
nie mozna dodawaé¢ lub odciggac¢ ilosci tylko iedney
natury; nie mozna dodawa¢ lub odcigga¢ utomkow,
nie przywiodtfzy ich do teyze famey iednosci czyli
do iedney powfzechney miary porownywania. Pra-
wda: ze znaki dodawania lub odciggania wyzey obra-
ne wyftarczaig nam do cechowania tych dziatan na-
wet miedzy utomkami rozney natury; ale chcac wy-
kona¢ to, o cze'm,nds tc¢' znaki oftrzegaig, iftotng ieft
kondycya przywiesdz ie do iedney powfzechney mia-
ry, czyli do iednego mianownika, nie odmieniwfzy
nic w ich fzczegélnych wartosciach: i tak chcac do-

dadz lub odciggna¢ utomki IL + 1L do lub od utnm-
a b

ku ~ znaczemy pierwfza s tych dzialan przezx
m a b

XL drugie za$ przez jf. + Jt _ I _;chcac za§ wykona¢
m a b m
obydwa te dziatania nalezy utomekii przywiesdz do
a
mianownikéw b, iv, razem; utomek yb do miano-

wnikéw n, mi utomek nakoniec”™ do mianownikéw
m
a, b\ ocaliwfzy kazdego wfzczeg6lnosci wartos¢. To
wykonac¢ fie iedynie moze przez mnozenie i dzielenie
razem utomku przez te fame mianowniki, do kté-
rych go chcemy przywodzié. Tym bowiem fpofobem
xbm X yam y  xcib2
—————— tyle bedzie wartato ile— ; ----—--tyle co— ; ----——--
abm a cibrn b abm



Tablica do karty za.

Przyktad 1. Muozenia. Przyktad II.
«2 4- iax— jxbz re2 + X*
a2— 2clx -+-$xbz az2— XX
a4 -t- 2a*x— $az2b2x «4 4-rt2X2
— 2a*x—4a2x 2+6ab2'i —a-x2—x4

+MNa2b2x+6ab*xi— eb*xx

a4-t-0— 4«2x 2+ 12ab2x 2— eb”™x2
Przyktad 1. Dzielenia.
Funkcya Dzielgca. j Podzielna.
.a3+~abc— b2 |-2a5-+~a3c— 2alblc— i~acMA-h3™ | Wieloraz
— 2«5—'6a3bc-\-ia2b2c j za2—ybc

— ja3bc— 17™ab2c2A-$b3c2
+?a3bc -+1%abzc2— $b3c2

fl4— x4

Przyktad’ll. (E).

ia2-\-ab| a3-f-ia2b—abz Wi ieloraz.
|—a3— a2b , 2bz . 2b3 zb4 275
P o A —4-
a2b— ab2 ,a az2 a3 a4
— a2b— ab2
— iabz
-+-iab?+zI>3
,2b*
284
— 2b3—
a
2b4
ia
Ib4  2&s -
------ e+-——-j t. d.
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xb
tyle'; co — .
m
utomkoéw do icdnego mianownika: rozmnozy¢ kazde-
go licznika przez tych wfzyftkich mianownikéw, do
ktérych chcemy przywodzi¢ utomek, i mnogos$¢ ze
wfzyftkich razem mianownikéw podpifa¢ za miano-
wnika kazdemu utomkowi} znaki za$ zachodzacych
dziatan zoftawi¢ przy liczniku kazdego utomka. Itak
w trzech podanych utomkach zachowane prawidto

xbm+yam+xaba
przyprowadzi nas w dodawaniu do — ---------mmmmmmmmm- j

Sczego wypada prawidto przywodzenia

abm

xbm-Hjam— xal)t
W odcigganiu za$ do 1 .

I

abm
Stego przepifu wypada fpofdéb przerobienia ilosSci
lub funkcyi catkiey na ilo$¢ lub funkcya tomang jakie-
gokolwiek mianownika; chcac n.p. xt przywiesdz do
mianownika a, przez dopiero podane prawidto otzy-
xta
mam — .
a

raigcg terminy eatkie i utomkowe, dla wprowadzenia
iednoftaynosci w dziatanie, zaczynam od przywiedze-
nia wfzyftkich utomkow do iednego mianownika; po-
wtére iloSci catkie przerabiam na utomkowe tego
fpélnego mianownika. W zréwnaniu do ktérego nas

xbt' xct"  xct"
zadanie przywiodto, mamy: xt -i H

Maigc wiec do czynienia s funkcya zawie-

'l
a a 20a
czem poftepuigc fobie poditug wytozonego przepifu
przerobiemy te funkcyg na inng iednoftayng, ale toz

2onxt + zoxbt' -+- 2oxct" — xct"

famo znaczaca:

czyli:
200. y

x (103t+ 200" 4-20ct"— ct")
2 0Cl

B4 Chcac
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Chcac déysdz prawidta na mnozenie iedne'go utom-
a x

ku przez drugi, weimy do tego dziatania -;;- - gdy-

by nampyzyfzto. x mnozyé przez licznika famego a
c

drugiego utomku; nalezatloby nam X tyle razy powto6-
c
rzyé, ile warta a\ zaczem mnozylibySmy licznika
X xa
utomku — przez n, sczego wypada — : teraz chcac
c c
ilmnozy¢ przez mnogos¢ bydz’ powinna
c b c
tylt; razy mnieyfza, ile warta by a zatem nalezy przez
b mnozyé mianownika pierws”™ey mnogosci, i wypadnie
a x <ix
— .— = — . Wiec w mnozeniu utomkéw nalezy li-
b c bc
cznikéw przez licznikéw, i mianownikéw przez mia-
nownikéw mnozy¢.
Gdyby nam za$ jL przypadto dzieli¢ przez a, na-
c

lezatoby utomek ii tyle razy zmnieyfzy¢, ile wartg
c )

a; przeto mnozylibySmy mianownika utomkux przez
c

n, fkad wypada il; chcac za$ ii dzieli¢ przeziL, po-
ac c b

tr?ebaby wieloraz iL powiekfzyé wielkoscig b, to ieft
ac

rozmnozy¢ go przez b, ikagd wyniknie » wieloraz
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X .a. Toz famo przypadnie czyni¢ cheac mnogosé
c' b

px rozebraé tak, azeby otrzymac¢ utom,ek mnozny x
bc c
Wiec w dzieleniu utomkoéw nalezy ie mnozyé na wy-
wroét, to ieft; mnoznika utomku podzielnego przez
mianownika utomku dzielgcego, i mianowaika utom-
ku podzielnego przez licznika utomku dzielagcego.

Gm 1V,

Nauczylismy fie dotad odbywac pierwfze dziatania
Arytmetyczne w literach, na ktoreSmy natrafili ros-
trzafaigc podiug prawdziwych prawidet myslenia
podane fobie do rozwigzania na poczatku tego roz-
dziatu pytanie. Cofnawfzy fie mys$lg do zaczecia na-
fzych docieczen, pamietamy nafamprzod ze doltrzezo-.
ny miedzy warunkami nafzego pytania zwigzek przy-

xbt' xct* xci"

prowadzit nas do zréwania  xb-\------ e — e,
c a zoa

ktéresmy potem tak nauczyli fie wyrazi¢

x(zoat-~-zobt'+zoci"— ct")
————— = e w tem Zréwnaniu uwa-

zon
Zaigc tylko zbiér roéznych ilosci bez zadnego zwig-
zku, przyfzliSmy do wyobrazenia fol)ie funkcyi. Na-
tura funkcyi wciagla nas w uwage r6znych odmian,
ktérym podpada¢ moga ilosci podtug gatunku i oko-
licznosci pytania. UczuliSmy stad potrzebe znacze-
nia takowych odmian; i przybraliSmy fobie do tego
rézne znaki dziatah, z ktorych iedne ffuzg nam na
wyrazenie odmian ilosci co do ftanu i potozenia, dru-
gie za$ znaczg odmiany wartosci: zaftanowiwfzy po-
tem mys$l nad teini dziataniami, fpoftrzegliSmy ich
wielkg o0go6lnosé, ktora nas przywiodta do rozlegley-
fzych uwag, te' zas§ do powfzechnych prawidet poda-
jacych nam fpofoby poftepowania fobie z iakiemikol-

wiek funkcyami, do ktorychby nas przyprowadzi¢
Bj- mogty

zhitr
wytoicnych
wWyicy poc*».
tkdw wricai*.
N

tUry rownao*
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mogty rézne.pytania’-. Takowe prawidta iako pewna
Wypadki nafzy¢h ftofunkoéw i rozumowan wyrazaiac
w réznym uktadzie ilosci wchodzacych W lktad fun-
kcyi, uftanowiiiSmy pewien iezyk, czyli fpoféb zna-
czenia zwiezle i krdétko nafzych mysli, kombinacyi
o ilosciach) ich wtafnosciach i odmianach, ktéry na-
zwano Rachunkihm (calculus). Przypadek wiec fzcze-
go6lny iakim byto nafze pytanie ogarniony rozlegley*
fzag uwaga uczynit nafze poznanie dofkonalfzem, bo
nam dat odkry¢ tyle prawd powfzechnych, iteSmy
znalezli prawidet réznych dziatan* miedzy ktéremi
nalezy rozrézni¢ te, ktére od umowy zawifty, od
tych, ktére wypadty z natury dziatan: tamte bowiem
fa arbitralne, te zas konieczne i nieodmienne. OS$wie-
ceni takowa rdznicg przekonamy fie, ze lubo rachunek
odbywa fie przez znaki od upodobania zawifte, wy-
padki atoli iego fg koniecznie pewne i nieprzeparte,
lezeli fa dobrze z niewatpliwych prawd wyciggnione*
tak iak dobre rozumowanie Wypadaigce s poczatku
pewnego i prawey kombinacyi ieft nieomylne, cho-
ciaz ie wyrazamy (lowy tirbkralneini: w obydwdch
bowiem przypadkach doftrzezone oftatnie prawdy za-
wifly od poczatkéw myslenia albo od natury rzeczys
ale nie od znakow..

Po tych wfzyftkich dziataniach, przsz ktére prze-
chodzi¢ nrim w kazdem dociekaniu nalezy, idac od
ftofunku do zwigzku, od zwigzku do odkrycia rze-
czy nieznaney, ftaraymy fie iuz wynalesdz to, coSmy
fobie zadali. Pamietamy, ze rozwiazanie nafzego
pytania zalezy od wynalezienia czesci zyflui przypa
daigcey na pierwfzego Kupca, ktornsmy nazwali xf
jezeli wiec potrafiemy w Zréwnaniu
x{20ch+ 2 obt'+2oct"— ct")
~ =e, wyrazi¢ x przez fam¢

z00.
rzeczy znane' a,b,t,}) it. d. i przenie$¢ wfzyftkie
rzeczy znane przy X, na drugi cztonek zréwnania
do ?,
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do e, zoftawiwfzy w pierwfzym cztonku famo x, i
nie narufzywfzy zwiazku miedzy ilosciami raz do-
ftrzezonego, rozwigzemy podane zréwnanie i wynay-
dziemy to, czego fzukamy. lakze tego dokazac? oto
ta fama fztukn, ktorey uzywamy w naypotoczniey-
fzem mysleniu, gdy prawde iaka nieznang w liczbhie
innych prawd poftrzegtfzy, chcemy ig wydobydz z
zamiefzania tych obrazow w ktdrych ieft utopiona a
z ktoremismy in zwigzali; pracuiemy iefzcze na ten
czas nad zwigzkiem raz upatrzonym, oddzielane do-
ftrzezong prawde od tego co ¢mi iey aczywiflios¢, a
zblizaigc do fiebic obrazy $cisley fie z fobg wigzace,
tak dalece; ze cala praca nafza zalezy na odmianie
porzadku w #tancuchu naszych mysli. Czyaiemy na
ten czas nowe poréwnywanie, uwdzaigc wfzyftkich
mys$li zwigzanych znowu fzczegblnieyfze miedzy foba
zwigzki, i zblizaigc do tiebie te, ktére fie bardziey s
foba trzymaig; a to korncem wyftawienia fobie, nowo
odkrytey prawdy w nayiasnieyfzym widoku.

Ten fam fpoféb zachodzi w rozwigzaniu zréwnan.
ale odmieniaigc w zréwnaniu raz wprowadzony po-
rzadek miedzy rzeczami znanemi i nieznanemi, aby
te oftatnie’ oddzieli¢ i wyrazi¢ przez pierwfze', na ia-
kimze gruncie zafadzamy te wolno$¢ odmiany; i ca
nas moze upewni¢, ze w tey odmianie nie narulzemy
raz doftrzezonego i wyrazonego zwigzku? Na ula-
twienie tego pytania cofniymy fie do rostrzafania

iuz zatozonych od nas poczatkow. Powiedzie-
lisSmy ze odkrywamy nowe prawdy, przez zwigzek
upatrzony miedzy rzeczami znanemi i niezn memi:

ale c6z to znaczy zwigza¢ prawde iedue z druga, i
na czern ten zwigzek zalezy? zwigza¢ iedne prawde
z druga, ieft to doftrzec, ze iedna prawda z pe-
wnych mysli ztozona, ieft to to famo co i druga pra-
wda ztozona z innych mysli, albo tez z tych fumych

ale innym fpofobem do fiebic ftéfowunyeh; tak dale-
Bff * cc:oze

Drogi twy-
cx»ync myslc-
li6fowan¢

Jo rozwidl**
ma Zréwnao
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cc: ie zwigzfek miedzy prawda i prawda nie zalety
tylko na upatrzoney Tosamosci (identitas) iednyth
obrazéw z drugiemi: i rownaé¢ iedne rzeczy z dru-
giemi, nic innego nie znaczy tylko wuwaza¢ ktore
rzeczy w pytaniu fg to famo co i drugie, albo iakim
fpofobem iedne ftaé fie moga to famo znaczacemi, co
i drugie: doftrzegtfzy z Warunkéw pytania te tofa-
mos$¢ rzeczy, a w nie zagarnagwfzy rzecz nieznany
mowitmy zeSmy zwigzali rzeczy znane z nieznane-
mi. Caiy zbiér prawd wynaleziohych w jakimkol-
wiek rodzaiu, i caly fpoféb mysélenia zagtebiwfzy fie
w iego roftrznfanie przekona nas o oézywiftosci tego
ttémaczenia, z ktoéregobySmy tu bardzo wiele Loi-
cznyéb mogli wyciagna¢ uwag, gdybySmy fif nie bali
przetopi¢ granic nafzego zamiaru. Zrdéwnania Ab-

gebraiczue' nayoczywisciey to pokazuja. lezeli wiec
dwa cztonki zréwnania fag wyrazem tofamosci migedzy
iednemi rzeczami i drugiemi zawartemi w pytaniu;

ta tofamos$¢ zoftanie nienarufzong, czyniac iakiekol-
wiek badz odmiany, byleby te fame odmiany ktores-
my czynili w iednym cztonku zréwnania, byty czy-
nione i w drugim. Wolno nam Wiec wprowadzié
w zréwnanie jakiekolwiek dziatania potrzebne do
oddzielenia rzeczy nieznaney od znanych, bo te dzia*
tania nie narufzg bynaymniey raz doftrzezonego zwig-
zku, byleby to, co He rozrywa lub znosi w iednym
cztonku dla otrzymania iloSci nieznaney famotnie, w
drugim zaraz cztonku byto znidione Ilub rozerwane-.
Chcac wiec ofwobodzic x od tych wfzyftkich ilosci
znanych, z ktoremi fie mielza-, potrzeba nam nafum-
przéd uwolni¢ ie od dzielnika 2oa; przeto nalezy
obydwie ftrony mnozy¢ przez tego dzielnika, i wy-
padnie x'(iocit-i-2obt'+2oct"— ct")=20ae: chcac potem
nwolni¢ x od mnoznika 2oat+2obt'+20d— ct" dzieli¢
nam potrzeba przez niego obydwa cztonki, a tak
otrzymamy:

X—
z oat-+-20bt’-h2oct"— ct"
gd yby
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gdyby iefzcze do tego x przydana lub odciggnionaby- y

ta iaka ilos¢ znana, w pierwfzym razie przypadtoby i"Gch"uwa**
nam ig odciggngé; w drugim za$ razie dodadz z oby- wyci»g< fie
dwoch ftron zréwnania* czyli co na iedno wyidzie: prawidto ogol
przenies¢by ia nalezalo na drugg ftrone z znakiem nt"arIlIW>~
przeciwnym. Cata wiec fztuka rozwigzania zréwnan ' Xrowna«
takiego rodzaiu, iaki tu roftrzafamy; czyli wyrazenia *
ilosci nieznaney przez funkcyg znanych, zalezy na

uzywaniu dziatan przeciwnych tym, ktére zachodzg z

iloSciami znanemi znayduigcemi fie przy iloSci niezna-

ney. Naypierwfzg Wiec ieft rzeczg przenie$¢ terminy

zréwnania zarnykaigce ilo$¢ nieznang na iedne ftrone

znaku réwnosci, wfzyftkie za$ ilosci znane na ftrone

drugg, odmieniaigc znak w tym terminie ktOry fie prze-

nosi, na przeciwny: potem iezeli ta ilo$¢ nieznana

znayduie lie mnozong lub dzielong przez iakie znane,

nalezy w pierwfzym przypadku obydwie ftrony roz-

dzieli¢, w drugim za$ nalezy ie rozmnozy¢ przez te

fame ilosci znaliej a tak ilos¢ nieznana olwobodzona

od w fzelkiego iktadu, wyrazi lie przez fame ilosSci

znane, i pytanie rozwigzane' zoftanie. Warto$¢ tako-

wa ilosci niezhatiey wyrazona przez fame ilosci zna-

ne nazywa fie Pierwiastkiem Zréwnania (Rariix
Aequat\onis). lezeli pytanie nafze nie ma wiecey iak

iedne odpowiedz, Zréwnanie one zawieraigce nie da

tylko icden pierwiaftek inazywa fie Pierwszego Sto-

pnia. Funkcye za$ takowe w ktore wprowadzony

zwigzek nie wiedzie tylkc> do iedney odpowiedzi,

"nazywa¢ odtad bedziemy ledno-ksztattne (Unjfor-

mes).

2 reguty ‘dopiero Wylo'zon\{eil wnosi fie oczywiscie':
NnAprzud: ze iezeli zréwnanie iakie zn yduie fig Wyplilltir re
mnozonem lub rozdzielonem we wfzyftkich termi- £* pepi-
nach przez iaka ilos¢ lub funkcya, ta ilos¢ lub fun-
kcya nie nalezy do zréwnania: mabac ig bowiem nie
narufzamy bynaymniey zwigzku miedzy warunkami
pytania, tak iako podane iakie zréwnanie mnozac

lub
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lub dzielagc cate, przez iakagkolwiek funkcyg; lub do-
daigc do fiebie kilka zrownan stego famego pytania
wypadaiacych tenze zwigzek zupetnie ocalamy. Po-
tutore: Ze Zroéwnanie jakiekolwiek, przeniof;fzy w
nicm wfzyftkie terminy na iedne ftrone znaku r wno-
éci byd'. moze przywiedzionym do zero, to ieft do wy-
razu A-r=o, gdzie A ieft funkeya iakichkolwiek iloSci
W Zréwnanie wchodzgcych. Takowego wyrazu zré-
wnahn wprowadzonego od Mariotci bedziemy zrtwfze
uzywa¢ w gtebfzych naCzych dociekaniach. Zréwna-
nie wiec pierwfzego ftopnia, w Kkiérem nie zachodzi
tylko iedna nieznana, wyrazi¢ fie moze nayogodlniey
przez xh-B— o gdzie B ieft funkeyg famych ilosci
znanych, lego za$ pierwiaftek przez x— — B. Po trze-

n cie: Ze kazdy pierwiaftek Zréwnania podanego wto-
zony za ilo$¢ nieznang w Zrdéwnanie A— o, zniefie
wfzyftkie terminy, a przywiodtfzy ie do zero uczyni
iak méw”j Geometrowie zndafyé Zrownaniu,

8§ VI

Chcac teraz wypalki Arytmetyczne' z Algebraiczne*
Rowu*;* %oréwnaé, wréoémy fie do Zréwnania rozwiaza-
wyp.dki Aryt ¢
metyemd i Al °
gebr-dcinemi ZDtIR
dla obiaénicnii "
i pocwjcrdie- 20Clt4-2 obt’+ 20Ct"— ct"

ria tego co fie
'w i. méwi- Wyrazaigc podziaty zytku podiug §. a. przypada;
to, 20aet

na Pierwfzego Kupca xt=-
200t 2 obt+20 ct"— ct"”
xbt' 2obct’
na Dtugiego
a 2oat't-2o0bt'+2o0ct"— ci"
ZF . xct" xct" zocet"— cet"
na Trzeciego - -~ —
zon 2oat-t+-zobt'+2oci"— ct".

te trzy Zréwnania ftawiaig nam przed oczy dziata-

nia Arytmetyczne przywigzane do natury nafze™o py-
tania
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tania, a zatem pokazuig reguty, za ktéoremi isdz ma-
my, chcnc W liczbach wynalesdz to, coSmy lobie za-
dali. Wiedzac bowiem zhaczenia liter, ich uktad od-
powiadaiscy pewnym dziataniom, czytaé mozemy w
nafzych Zrownaniach te wfzyftkie reguly, ktoreby
Arytmetyka mogta podadz w takowym przypadku: a
wykonywaiac ie', znajdziemy w fzczegolnosci kazdy
podziat W liczbach, ktéorych fumma réwna ieft 90.000
czyli e, iezeli za a, b,c,tt',t", te wiozemy wartosci
ktéresmy fobie w §. i. przybrali, to ieft, a=20.000

ig.ooo, c=i2.000, i—y,t'=i2,t"= iy. Znay»
dzieiny ze przy tych wfzyftkich warunkach

me pierwszego Kupca przypada 28,S,7i?8J4 *
na drogiego - - -

na trzeciego - - - ‘27,142

Umorzywfzy iaki warunek w nafzem pytaniu, za-
raz w Zrownaniu niknie termin odpowiadaigcy temu
warunkowi, ktéry opusciwfzy mamy zaraz rozwia-
zanie pytania tym warunkiem zmnieyfzonego: i tak
n.p. gdybysmy chcieli znifzczy¢ te ftrate ktérg ofta-
tniemu Kupcowi przypada ponie$¢, nie potrzeba nam
tylko w podziale trzeciego Kupca opuécil”? , po-

zoa
tem w mianowniku wfzyftkich zréwnan - d", ter-
miny obydwa temu warunkowi nalezyte: a wypadnie;

aet
== at+bf+ct1
xbt' bet'
ii at+bt'+ct'
xct" cet"
a at+bt'+tf

tc
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te Zrownania wyrazajag nam bardzo iasnie regute To-
IUJrzyftwa, to ieft:,, ze zydc przywigzany do nier6-
»»wnych fumm i czaféow kazdego Kupca, otrzymuje
., fie mnozac malse o0g6lng 2\ fl:u przez czas i fumme
.kazdego zaktadowg; a mnogos$¢ dzielagc przez (um-
,, mg trzech mnogosci z kazdego w fzczegolnosci za-

., kladu przez odpowiadaigcy mu czas,,. lezeli ie-
fzcze nawet zaktady potozemy w rownym czafie, be-
dzie t=t'=t" =i, otrzymamy:.
ae xb be XC ce
a+b-hc a a+b+c a a-bb+c

i pytanie nafze przywiedzione do caypierwfzego fta-
liu, odkrywa nam w Zrdéwnaniach te regute, za kto-
rag idac wynaydziemy podzialy zaraz na poczatku roz-
dzialu wymienione. Te wfzyftkie Kkorzysci trace-
my dziatainc w liczbach, dla przyczyn iuz wytozo-
nych, ktérych prawde oftatnie te' Algebraiczne wy-
padki daig nam iak nayoczywisciey uczuwaé, a w
nich pozna¢ te nieprzyzwoitos$ci, ktore' pokazawfZy
fie pierwfzym wynalazcom wciggly ich w potrzebe
uzycia znakéw ogélnych. WidzieliSmy iefzcze, ze
Zrownania ogo6lnie rozwigzane ftawiaia umyflowi
zbiér wielu prawd i twierdzen w nich zawarty. Wy-
dobywanie takowych prawd =z oftatnich wypadkow
Algebraicznych, potrzebnie rozbierania tego flttadu
mysy na ;nnL: proécie_yfze i na rézne przY]pLadki fzcze-
g°lne razem v(/ Zréwnaniu ogamton.;', CO nazywaig
niektérzy Geometrowie Analyjis, réznigc ig tern od
Algebry, ze ta oftatnia poddaigc nam tylko znaki i
dziatania do gatunku pytan przywigzane, zalezy ie-
dynie na prowadzeniu nas do Zréwnania wyrazaig-
cego warto$¢ rzeczy nieznaney przez znane; po czem
dopiero naftepuie Analyfis zatrudniajgca umyft roz-
bieraniem Zroéwnan na rézne prawdy w nich za-
warte', y wyciaganiem ogolnych prawidet fluzy¢ nam
majacych zawfze na rozwigzanie wfzyftkich iakich-
kolwiek
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kolwiek pytan zwigzanych z tern, ktére nas do tych
wypadkow przywiodto. Zatrzymamy fie iefzcze z
nafzem zdaniem nad tg r6znica; bo fobie zachowuje-
my inng pore wyttdmaczenia obfzerniey w tym pun-
kcie nafzego fpofobu mysSlenia.

§. vn.

Pytanie dopiero rozwigzane fluzy¢é nam moze za
wzOr do innych iakichkolwiek podobnego rodzaiu, to
iefh gdzie nie zachodzi do wynalezienia tylko iedna
rzecz nieznana. Ale iakze fobie poftgpi¢ maigc wie-
le na raz rzeczy nieznanych w pytaniu? Pewni ie-
fteSmy, ze rzeczy nieznane w pytaniu nie wynaydu-
ig fie inaczey, tylko za pomoca doftrzezonego ich
zwigzku z rzeczami znanemi; ze ieden doftrzezony
zwigzek nie moze nam odkry¢ tylko iedne rzecz nie-
znang: wi”~c maigc wiele na raz rzeczy nieznanjch
do wynalezienia, potrzeba nam tyle zwigzkdéw rzeczy
nieznanych z znane/ni, ile zachodzi niewiadomych rze-
czy w pytaniu. Potrzeba iefzcze aby kazdy s-tych
zwigzkow byt rézny od innych: bo iezeli rzeczy nie-
znane fg prawdziwie ro6zne, kazda z nich zawifta od
innego ftofunku z rzeczami znanemi: inaczey, pytanie
nafze nic maigc tylko na pozor wiele' nieznanych rze-
czy, ktore zalezag od wynalazku iedney, nalezatoby
do rodzaiu pytan roftrzafanych w 88. poprzedzaig-
cych. Idzie wiec za tern, ze maigc wiele do wynale-
zienia rzeczy, potrzeba nam mie¢ tyle Zréwnan ile
zachodzi niewiadomych ilosci w pytaniu, z ktérych
kazde' fluzy¢ nam ma do wyciggmenia waitosci ie-
dney nieznaney. Gdyby kazde s takowych Zréwnan
nie zawierato w fobie tylko iedne niewiadomg ilos¢
zkgczong z wiadomemi; rozwigzawfzy ie po iednemu
podiug reguty wyzey podaney, odkrylibySmy zaraz
to wfzyftko cosSmy fobie zadali. Ale ktokolwiek z
nas pilnie uwazat drogi wynalazku w pierwfzem py-
taniu, powinienby teraz uczu¢, ze doftrzezenie tako-
wych zwigzkéw kazdey rzrc/.y nieznaney z famemi

tylko znanemi, potrzebowatoby oftatniego wyfilenia
C nafzych

pQCx»tlu pro.
wadzjcc d>ro
*Wi»i»ni4 py.
tan »'ie,* ne-

i?cych.
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hafzych mysli, i bytoby barzo matey liczbie rozu-
moéw doftepne. Smiem nawet trzymaé ze w przy-
padku znaczney liczby rzeczy nieznanych, bytéby nie-
jJbdobncj poniewaiby ciggto Za fobg wielkg mnogos¢
bardzo zawiktanych koinbmacyi w iednym prawie
momencie, co przechodzi granice naydzielnieyfzey
dilfzy. Wfpomagdmy przeto unjyfl naiz W takowych
dociekaniach proftem uwazaniem zwigzkéw miedzy
ilosciami iakiemikolwiek. Wiemy Zfc te wyCingaia
iie z warunkéw pytania: w tych za$ warunkach tak
rzeczy pokazuiag iie zwiktant, iz iedna nieznana wig-
ze fie z diugr,, zaczem zréwnania stad wypadaigce'.
bedg takowe, ze :kazde z nich zawiera¢ moze wfzy-
ftkie ilosci nieznane Roznym fpofobem zwigzane z
znanemi. Obiasniymy to przykiadem.

, ledna bryta zmiefzanego kiufzcu z zta™a i irebra
,,ma w fobie obietosci (Volurnen) dwanascie caléw
» kubi¢znyth, Vvazy za$ fto lincyi. Pytam fiewiclez
.pod tg obietoscig i waga zamyka ztota, a wiele fre-

,bra?, wiedzac ze ieden cal kub: ztota wazy
J
» uhcyi, ieden za$ cal kub: frebra Wazy <JLuncyi?>,

W tem zadaniu mamy dwie' nieznane rzeczy od fie-
bie rézne, ilo$¢ ztota, i ilos¢ frebra wchodzacg \V
flttad mafsy'zmiefzaney: potrzeba nam wiec dwoéch
zwigzkéw, a z nich tylez zréwnan. W kazdey z
dwoéch ilosci nieznanych zachodzi uwaiac¢ obieto$¢ i
wage: poniewaz -za$§ wiemy ciezar iednego calu ka-
zdego krufzcu, zoftaie nam do wynalezienia fama ich
obieto$¢ w calagh, ktéra mnozac przez ciezar iednego
calu kazdemu krufzeowi wtasciwy, wyhaydziemy wa-
ge. Nazwiymy wiec obieto$¢ ztota wchodzacego w
bryte zmiefzariag, x; obietos¢ frebray, a rozwazywizy
dobrze zadanie, wypadng nam dwa zwigzki miedzy
temi ilosciami, z ktérych ieden naleze¢ bedzie do ob-
jetosci, a drugi do ciezaru. Nafamprzéd podiug

warunkow
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warunkow pytania fumma dwodch ohietosci kmfzco-
wych bydz powinna réwng iz: s kad wypada pie'o

wfze Zrdwnanie - - - £+y— 12, Powtcre: dwie te

obietosci wazy¢ powinny fto. uncyi, azg ieden c?I

ztota wazy 12, uncyi, wiec x calow wazy 12 _i.x
' ?

i ?
czyli  tHix: podobnym fpofobem wypada ze y ci-
2

léw frebra wazy 6 31 y unoyi, czyli 51 vy, iezeli io-

9 9
(Jen cal wazy a 8 czyli skad wynika drugie
9- 9
Zréwnanje: ~ x-f- Ol y~=ioo,
1- 9
Mamy teraz dwa Zrownania x-H/=12; 1? £5 y
? ¢ 9

= ;00. s ktorych kazde zamyka obydwie niezna-
ne ilosci, polyé nam ijpft wniysd.8 w lekkie ros-

trzasnienie nafzych mys$li aby lie przekonad, ze poOtv
zadne s tych Zréwnan nie odkryie nam wartosci id*-
kie~ykolwiek nieznaney, poki w niem druga nieznang
ilos¢ oznaczong nie bedzie. Dla czeg6z tyle zaga-
dnien nie tylko, w naukach moralnych i Fizycznych,
ale nawet w fprawach zycia potocznych zoftaie nie-
rozwigzanych, chociaz znamy wyftarczainca liczbe
zwigzkow do ich odkrycia; oto dla tego, ze te' zaga-
dnienia wigzg fie z itHwmi rzeczami nieznanymi do
ktorychesrny iefzcze oddzielenia lub oznaczenia nie
przyfzli. Daymy teraz ze- reflebcya ciggiem znftano
wieniem fie i kombiaacyg data nam tey. nieznaney
rzeczy, od ktorey zagadnienie zalezy, wydebydzZz zna-
czenie w, innych zwigzkach utopione, i wyrazi¢ ie .
przez fame rzeczy znane') na ten. czas na mieyfce tey
nieznaney rzeczy kladziemy iey nature odkrytg i za-
Cc2 gadnicnie
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gndnienie nnfze utatwiamy. Céz to zrac::" te wfzyft-
kie drogi myslenia uwizaiac ie geometrycznie? oto
nie mogac rozwigza¢ zagadnienia mieliSmy rzeczy
nieznane zwiktane we wfzyftkich zwigzkach: przeno-
fzac atoli wartos$¢ iedney rzeczy nieznaney z iednego
Zréwnania do drugiego przerabiamy kazde z nich na
zwigzek miedzy iedng tylko nieznang i rzeczami 'zna-
nemi, a tym fpofobein nafze dociekania przyprowa-
dzamy do tego ftanu, w iakim byto Zréwnanie na-
fze wyzey rozwigzane. Ta¢ to famg drogg iSdZ nam
nalezy chcac z dwoédch Zréwnah y+y— iz -

* 6* .
—Xx+—y=joo, odkryé to, czego {zukamy, to ieft;
potrzeba nam warto$¢ iedney nieznaney ilosci wycia-
gna¢ z iednego Zrdéwnania i wtozy¢ iag w drugie: i
tak mamy x— iz—y, wtozywfzy za x, iz—y w dru-
gie Zroéwnanie; wypadnie i *(iz—y) -t-liip=ioo,

? 9

czyli znofzac utomki $.38(1*— y)<t6zy—eo0 - -
7$6%— iidy+6zy— cf00: Zrdéwnanie nie zamykdiace'
tylko iedne nieznang y, ktére rozwigzawlzy .podtug
§. 4. wynaydziemy y= 48— gt wic Xx=iz—

fi

Przeto w bryle miefzaney zamyka fie p. calow kubi-
cznych frebra, a 3 cale ziota.

Przyf/.lismy do wypadkéw barzo fzczegblnych dla
tego zeSmy uzyli liczb. Rozwigzmy iefzcze to lamo
zadanie ogglnieyfzym fpofobim, nazwiiwfzy Obietos¢
catey mafsy a, ciezar iednego calu kubicznego ciez-
fzego kruszcu b, drugiego lekfzégo c, ciezar catey

mafsy d: bedzie x+ij~a - - bx+cy=r!J dzialaigc tym

famym fpofobem co i przedtem znaydziemy - - .

y_d ha, x_ ca d” T(- ,jwa Zrdéwnania fwa
c—b c—b

og6lnoscig przywiodty nas do reguty powfzechney na
wlzyltkie podobnego rodzaiu pytania. Chcac ig wy-
ciagnat
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cisgnr¢ zrozrmiymy wprzoéd znaczenie terminow:
poniewaz ¢ znaczy ciezar iednego calu kub:, a za$ zna-
czy obietos¢ catey mafsy, wiec ca znaczy ciezar catey
mafsy zrobioney z famego lekfzego krufzcu: b—c
znaczy roznice ciefzkosci gatunkowych dwéch kru-
fzcow zmigizanych, Dwa wiec ZrOwnania wyrazaiag
naftepuigcg regute. 9

» Chcac doysdz obietosci krufzcu ciezfzego, rachny
.Cciezar bryly iak gdyby byta zrobiona z Inmego kru-
» fzcu lekfzego, odciagniy ten cit zar od ciezaru mafsy
~zmiefzaney” i refzte stad wynikaigcg rozdziel przez
.Féznice dwoch ciezkosci gatunkowych. Wieloraz
.podziatu da obietno$¢ krufzcu ciezfzego.

, Chcac zas wynnlesdz obietos¢ krufzcu podleyfze-
» go: fzukay ciezaru mafsy, iak gdyby byta zrobiona
., Z famego ciezfzego krufzcu, od tego odciagniy cie-
» zar mafsy zmiefzaney, a refzte rozdzieliwlzy przez
» roznice dwoch ciezkosci gatunkowych wypadnie
,obietos¢ lekfzego krufzcu.

Ta reguta nazywa fie w Arytmetyce Reguta mie-
szania (Reguta Migationis), za pomocg ktorey wie-
le innego rodzaiu pytan moze fie rozwigzac¢: n.p. to:

,, ledna ftopa kubiczna wody morlkiey wazy 74
Sfunty-, stopa za$ wody defzczowey wazy 70 fun-
., tow: pytam fie wieleby potrzeba zmiefza¢ wody
., morflriey i defzczowey azeby iedna ftopa tey mie-
.fzaniny wazyta 7? funty,,. Rozwigzanie tego
pytania tatwo fie bardzo wycigga z nafzych Zréwnaa
uczyniwfzy a=j, 6=74,c=70, d— 72 wypadnie ilos¢

wody morfluey x=J__ . ilo$¢ wody defzczowey y— 1

! *
Uwag-l ktére' nas 3rzywiod}y do rozwigzania Zi%-
wnan igo ftopnia zamykajacych wiele ilosci niezna-
nych konczg lie na tein, azeby maigc kilka Zréwnan
miedzy ilosciami nieznanemi x,y,z, i t.d. przerobi¢
ie na innych tylez, z ktérychby kazde zamykato w
fobie iedne tylko niewiadomg. Spoféb ktdérego tu

Cj uzyiemy



n Algebry Czes¢c T.

uzyiemy, wypada z pierwfzego wniofku 8. f. Niech'
bedag dwa Zrbéwnania: - - - - - - ax+-I>y-\-c=o - - - -
0'.v-4/;'y-+-c’=0, chcac wyrzuci¢ x, mnoze cate Zro6-
wnanie pieYwfze przez wfpo6t-czynnika x w dru-
giem, to ieft przez a\ potem mnoze Zréwnanie dru-
gie przez a to ieft przez wfpot-czynnika x w pier-
wfzem, aa tak terminy zawieraigce x w obydwoch
Zréwnaniach przywiodMzy do tegéz famego wyrazu,
iezeli maig iedni znaki odciggam iedno Zrdéwnanie
od drugiego* iezeli za$ mialyby znaki przeciwne, dp-
daie ie razem: przez co otrzymam nowe Zrdéwnanie
bez x: to ieft wykonywaigc to wfzyftko:
aa'x-\-ba'y+a'c— o - - - aa'x+u'ayA-ac'=o
(a'b—ab')y+a'c—ac'=0 - - - y— nl
a'b— nb'

Chcac wjmzuci¢ y aby otrzymac warto$¢ na x; mnoze
pierwfze Zréwnanie przez b', drugie przez by d od-
cingrrawfzy tamto od- tego otrzymam ~réwni.nie w
fetorem nie bedzie vy.

ab’'x-\rb'by+b'c— 0 - - - n'bxJX-bb'y+bc'— o
(a'b— ab') x-hbc'—b'c=0 - - - * = I>c—bc'
a'b—ab’

Niech bedag trzy Zr6éwna nid.l
(A) ax+by-hcz-r-d~o - - (li) - a'x+b'y+c'z-b(lI'~0
(C) - - n"x+D)"y+c"z+d"— o0
dziataigc fpofobem dopiero wytozonym, kombinuie ieh
dwa na raz* i tak kombinuigc QA) z (B) aby wyrzu-
ci¢ y, przyid'8 do Zréwnania:
(ab'—a'b)x-h(b'c— bc")z+b'd—bri'=Q - - (D)

kombinuigc potem (A) z (C) tymze famym koncem,
otrzymam:

(ab"— n"b) *+ (rb"— br,") z-\-b'd— W '=0. - - (D).
Powtdére kombinuigc (A) z (B) aby wyrzuci¢ z, wy-
padnie mi:

(ac'—a’c)x+(bc'— b'c)y+dc'—nTr=o0 . ... (£).

I<.ombinnie znowu (A) z (C) na ten fam koniec i
prz3;ide do



R oOozmD"Zi At 1.

(ncu~n"c)x-h (bé'—b"c) y+dé'— d"r=0 --- (E']j.
Tai famg fztukg kombinuie (D) z QD" abym z nich
Wyrzucit z, i otrzymawfzy Zrownanie na famo x,
wyciggne z niego te wartosé:

(ab'-ci'b)(b"d--bd")-(b'd-bd")(cb"-bc")

~ («b'— a"b) (cb"~bc")~(b'c— bc') (cib"— ci"b)

w tychze famych zréwnan wyrzuciwfzy x, otrzymam
na z naftepuiaca wartos¢:

(b d— bd’) (ab"— a"b)— (b"d— bd")(ab'— a'b).

“

(ab'~a'lx)(cb"— b¢')— (b'c— bc")(ab"— a"b).
Na koniec kombinniac (EJ z (E) wyrzucam y, i wy*
padnie mi zrownanie na y:
(dc'—d'c) (ac"— ci"c) — (dc"— d"¢) (ac'— ci'c).

(ac'r~a'c) (bc"— b'c) — (bc'— b'c) (ac"— ci"c).
Tymze famym fpofobem, to ieft przez kombinacya
dwoch naraz Zrownanh, poftepuigc fobie z wiekfzg
ich liczba potrafiemy ie przerobi¢ na inne nie zamy-
kaigce tylko iedne ilos¢ nieznang. Z tych przykta-
déw widziemy mczywiscie, iak oftatnie wypadkowe
Zrownania znacznie fa zawiklane; to zawikianie tem
fie barziey pomnaza, im z-wiekfzg liczba Zrownan
mamy do czynienia. Bedziemy mieli fpofobnos¢ wy-
tozenia na iiinem mieyfcu tych wfzyftkich nieprzy-
zwoitosci, ktére fa przywigz me do niedolkonatosci
fpofobow W tym punkcie nam fluzacych.

§. VIII.

'luzesmy fie z naypewnieyfzych poczatkow' mysle-
nia i z natury Zréwnan zupeinie przekonali, ze chcac
epytanie iakie zawierajgce kilka -nieznanych rzeczy do-
ftatecznie rozwigza¢ i wynalesdz warto$¢ kazdey z
ofobna, potrzeba nam tyle Zréwnan ile rzeczy nie-
Wiadomych. Trafia fie atoli czefto, ze pytanie iakie
wiecey zawiera rzeczy nieznanych nizeli w niem upa-
trzy¢é mozna zwigzkéw réznych: na ten czas nie ma-
igc wyfturczaiacey liczby Zréwnan na przerobienie
ich takie, azeby kazde z nich zamykato iedne tylko

-/l nieznanag.

Ttomatty

py@aniu mnity

uchodzi *wi»
ikow niteli
g1

natu!

ra pytan nieo-
xna«xct>} cfc.
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nieznang, wfzyftkie' fpofoby na rozwigzanie pytania
fttia tie poty bezlkuteczne, poki nie dopetniemy
zwigzkéw brakuigcych. Opufzczony w tym razie
umyfl od fpofob6éw do ogoélnego rozwigzania potrze-
bnych, wucieka fie do pewnych fzczegélnych wartosci,
ktére podiug upodobania tylu ilosciom nieznanym na-
daie, ile mu Zrownaa braknie. Takowe partykular-
ne przypufzczeniii fa nowemi warunkami wprowa-
dzonymi w pytanie, i razem nowemi zwigzkami ar-
bitralnymi zaftepuiacemi mieyfce koniecznych. Aze
te fzczegdélne wartosci zawiflty od upodobania, iako
to rosciggnaé¢ fie raoie bez konca do iakicbkolwiek
wartosci; tak liczba odpowiedzi na takowe pytanie
bydz moze niefkonczona. Przechodzac bowiem wo-
la nafza naftepnie po wfzyftkich fzczeg6lnych przy-
padkach, na kazdy znaydziemy inng odpowiedZ przy-
wigzang do kalzdey z ofobna wprowadzoney warto-
sci. | s tych ci to przyczyn takowe pytania maig
imie Nieoznaczonych (Problemcita itidderininata). le-
den nayproscieyfzy przyktad wyllarczy nam cio ob-
iasnienia tego co$Smy dopiero mowili:

., V/ynalesdz dwie liczby ktorych fumma bytaby
,, réwna ?<J,, Nazwawlzy obie te liczby nieznane'
X, Y\ mamy z warunku pytania to tylko iedno Zro-
whnanie;

Xx+y-=jt - - - x=%6—1i/. W tym przyktadzie wi-
dziemy oczywiscie ze poty nie odkryiemy znaczenia
sr; pOoki drugiey ilosSci nieznaney y, nie nadamy pe-
wney wartosci: kladac wiec za y iakie' nam fie tylko
podoba liczby, kazdey z nich bedzie odpowiadaé in-
fzd warto$¢ na x: i tak biorac

zay ¢ - - - i, 2, i, 4, «, it.d.
Odpowiada warto$¢ na x 55, 22" 1 >70,it.d.
a iako isdz mozemy* po wfzyftkich liczbach jakich-
kolwiek w y, tak pafmo odpowiedzi na nafze pyta-
nie ciggna¢ fie moze bez konca. Kazda s tych war-
tosci nic innego nie ieft tylko nowe Zrdéwnanie, kté-
re w niedoftatku na rozwigzanie pytania doftarcza-

niy.
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my. PrzeniosHfzy uwage nafze z Geometry! do in-
nych nauk i fpraw zycia, znaydziemy w nich nie-
zmierna liczbe takowego rodzaiu pytan. Z kadza
powitato tyle réznych przypufzczen do tlomaczenia
wielu fkutkow natury, ktoremi rotnanfowe gtowy
zapetnity Fizyke? s kadze tyle rozmaitych domyflow
i (y[tematycznych przyczyn, ktoremi w tylu nau-
kach i fprawach czynieYny parade z nafZcy niewiado-
moséci? Wfzyftkie' te pytania fh wzgledem nas nieo-
znaczone', w ktérych rozumowi brakuie doftateczney*
liczby zwigzkoéw do ich utatwienia. Zaftepuigc ima-
ginacya ten niedoftatek rzeczy znanych i warunkow,
poddaie rozne' przypufzczenia rozumowi-, z ktorych
on wycigga fkutki rzetelne’ albo urojone, zgodne lub
opaczne fwym poczatkom podiug prawey lub falfzj'-
we'y kombinacyi. A iako kraina domyftu ieft nie-
zmierzona, tak liczba ttomaczen bydz musi bez gra-
nic; a r6zum ludzki poty fie btaka i gubi w niepe-
wnosci poki doflrzezone] prawdziwe zwigzki nie
dopetnig iego potrzeb, i nie poftawig go w ftanie
odkrycia prawdy, ktéra dzieta imaginacyi i domyflu

obala.
8§ TX

Kiedy w innym rodzaiu poznawania niedoftatek r. natury py*
zwigzkéw w zadaniach nieoznaczonych ftat fie zrzo6 tSnnieoznacio
diem tylu btedéw* duch geometryczny fzczesliwfzy W O»s*
zawfze w dociekaniu 1 uzyciu prawdy, odkryt w nim i* p~ctjrekl
zrz6dto niezliczonych i nieprzepartych wynalazkéw, nieimiemie ro
Zatrudniymy fie nayiasnieyfzem tego poczatku wy- He~K' wy-
tozeniem: " Macemacy

Poniewaz maigc wiecey ilosci nieznanych nizeli cc uiXc'™
zréwnan, mamy wolno$é wprowadzenia w pytanie
nafze' tyle warunkow i przvoufzr?ea, ile nam zwigz-
kow brakuie; te zas wfzyflkie' nowe przypufzczenia
zawiffy od upodobania nafzego; wiec w fzukaniu
iakieykolwiek prawdy, mozemy wprowadzi¢ fpo-
foby Jakie* nam fip tylko podoba, bylebySmy py
tanie nafze przerobili Aa nieoznaczone przez wpro-

Cy wadzenie
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wadzenie w nie wiecey ilosci nieznanych. Te' bo-
wiem zoftawuigc nam wolno$¢ zaktadaniu iakichkol-
wiek kondycyi. daig nam prawo Czynienia takich
iprzypufzczen, ktére pytanie nafze przywiang do ta-
kich fpofobow rozwigzania, iakieSmy- fobie obrali:
Owfzem mozemy nawet za pomocg nowych niezna-
nych ilosci, zaraz takowe kondycye wprowadzi¢, kto*

mim natychnaiaft pytanie nafze rozwigza. A iako
bez nnrufzenia natury rzeczy mozemy w Zrdwnania
Jakiekolwiek wciggng¢ wiecey nieznanych rzeczy,
tak w pytanie nasze mozemy wprowadzi¢ drogi wy-
nalazku, ialcie nam fie tylko pokazg nayproscieyfze,
lub zatozy¢ kondycye odkrywaigce nam natychmia-ft
to, coSmy fobie zadali. Ten poczatek dobrze obiety
umyflem ieft icden z nayogélnieyfzych iz nayobfitfzych
podbiiaigcy nam w iakiemkolwiek badaniu fpofoby x
natury fwoiey proftc a czcito bez tey pomocy w wie-
lu pytaniach nieuzyte, i ze tak rzeke uporne. Uzy-
wanie tego poczatku ieft niezmierne po wfzyftkich
Matematyki i Fizyki czesciach lubo pod rozmaitg po-
ftaciag i odmiang. My fami uzyiemy go w ciggu te-
raznieyfzey nauki: abysSmy za$ tem barziey osSwiecili
fie o fpofobie pofhpienra fobie z nim, przyftéfoymy
go teraz do teoryi Eliminaeyi, ktorgémy wyzey po™
dtug innych fpofobéw odbyli.

Niech bedg dane dwa zrownania'

(A) - - cixthyxc=0 - - (B.)) - - n'x-i-b'y-H;'— 0
mcheac ie przerobi¢ na inne dwa, z ktéorychby iedno za-
wierato famo X, drugie za$ famo y; biore trzecig nie-
znang ilos¢ m, i przez nie rozmnozywlzy picrwfze
zréwnanie, dodaie re do drugiego, s czego wypada:

(C) - - (ma+a')x-h(inb+b")y+mc-{-c'=0
poniewaz do rozwigzania mego pytania zatozona ieft
kondycyd, aby n,p.i fcroWnania (C) wypadto inaiac
iuz prawo wprowadzenia ifcy, czynie -rna+a'=o (D).
i zoftaie mi fie - - - (mb+b')y+mci-c'=:0 >

mc+c'

n nib-hb' Zro-
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Zréwnanie CD) nazywa fie Zro6wnaniem warumko-
vvem (Acaucitio Coniiitionalis) fluiagce na oznacze-
nie nowey nieznaney ilosci m. lakéz z (D) wycia-

gam m— __ a wilozywfzy tf warto$¢ za m w vy,

wypada y - fZ n£.
nb'—n'b
Chcac zas$ z Zrownania (C) wyrzuci¢ if, czynie - »
yib-)-b'— a i zoftaie mi fie (ma-{-a')x+mc+c'—a - - -

X—— ™c+c¢ ;wltozywfzy w x za m= — L iego wae«
inn-Wi’ . n
tos¢: otrzymam, - x— tIJIIJLf
b'n—ba’ *>
Maigc trzy Zrdéwnania:
ctx+by+cz-{-d=o0 - ¢ a'x+b.y-\-c'z+d'=.0

a"x-¥-p"y+c"z+d"=o.

pofliewaz z kazdego, przychodzi' wyrzuci¢ dwie ilo-
sci nieznane, potrzeba wprowadzi¢ dwie nowe nie-
znane, ktéreby mi daty prawo uczynienia dwoch wa-
runkéw potrzebnych: mnoze wiec pierwfze przez
nieznana, m, drugie przez n, i dodaje wfzyftkie trzy
razem; s knd powftaic;
(ma-t-na'+a")x+(nibA-nb'+b")y+-(mc-Hic'+¢")z+md
~hnd'-hd"— o.
ehcac teraz wyrzuci¢ y, z, razem, czynie:

mb+ub'+b"—o0 9

mc-t-rec’tc'==0 ( ' 'm
zoftaie fipy— md-hnd 4-~ Dwa 2rdéwnania
ma+-na'+ci"

warunkowe (D) fluza mi do wynalezienia m, w, kté-
re rozwiezuinc podtug przyktadu pierwfzego, mnoze
pierwfze z nich prze? p, i dodawfzy ie razem, otrzy-
mam - - - (pb+c) m+- Cpb*H-c") n+pbu+cu™:o

chene wyrzucié z nieco w, czynie pb'+¢c’'—o - - -
if>bn+ ¢'_ _c'b'—cb"

w— ¢ , zoflai® nu™fie m—
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chcac 2a$ Wyrzuci¢ m, wypada: pb+c=0 »p——

b
. *¢ awtlozywfzy za p iego wartos¢ — c *
i N pb'+c’ b
fi— . ¢~ te dwie warto$ci za n, wtozywfzy
bci—b'c

W ~réwnanie na .r, wypada:

c"b'a— aéb"+-a’'cbh"— a'bc"-ha"bc',— ci"cbl
tymze famym fpofobem poftepuiac znaydziemy:
cid'c"— n'dc"+a"dc'— ad"c'+ci'cd"— a"cd’

n ab'c"*mb"¢é-+-a'cbh"— a'bc"+a"bc'— a"ch'
ab'dr— a,bd"™-a"bd'— ab"d'+n'b"d~a"b'd
ob’c"— ab"c'+a'ch"— a’bc"-\-a"bc'— a"cb’

T<? trzy Zréwnania roftrzasnione co do uktadu ilo-
sci w nie wchodzacych, tak iako dwa w pierwfzym
przyktadzie, pokazg nam reguty fluzyé mogace do
rozwigzania iakichkolwiek dwoéch lub trzech zréwnan
miedzy tyle?, niewiadomemi ilosciami. Wfzyftkie iak
widziemy ilosci nieznane maig w fwoich wyrazach
tegoz famego mianownika, i iednoftayno$¢ ta poka-
zataby niim fie w wiekfzey liczbie Zréwnan tym fpo-
fobém rozwigzanych. Stofuigc teraznicyfze trzy Zro6-
wnania s term ktéreSmy w 8. 7. s tychze famych
zwigzkéw przez mnozenie i kombinacyg dwéch na-
raz wyciaggneli byli, widzemy, ze tamte fg zawikley-
fze, i zamykaiace wiecey mnoznikéw iak te. S knd lie
oczywiscie pokazuie; ze Zrownania na koncu §. 7.
maig w fobie pewnego mnoznika fpélnego liczniko-
wi i mianownikowi, przez ktorego rozdzielone' wzie-
tyby t>ki wyraz iak teraznieyfze. A iako tego mno-
znika fpolnego nie ieft tak tatwo doflrzcc, tak gdy-
bysmy mieli do czynienia z wiekfzag liczbg Zr6Wnan,
fpoféb 8. 7. przyprowrdz Iby nas do barzo zawi-
ktenych oftstnich wypadkow, ktorehy t: kze zawiera-
ty iakowych mnoznikéw zbytnich i hienal™gcy h by.

naymmey
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naymniy Ho nafzego pytania. Te nieprzyzwitosé
wiele innych za foba ciggnaca doftrzegli Geometro-
wie, i pracowali nad wynalezieniem takowey teoryi
Eliminacyi, ktéraby ich w oftatnich Zrownaniach przy-
wiodta do wypadkoéw nie barziey zawiktanych iak
nahira rzeczy wycigga. Wfzyftkie ich ufilowania w
tym punkcie nie byty dotad barzo pomys$ine: nay-
Tzcze$liwiey atoli w nich poftgpit J. P. Bezout Aka-
demik Paryzki w Swiezem fwoiem dziele (a). Bedzie-
my mieli okazyg w wyzlzych czeéciach Matematyki
roftrzafngé tego Autora teorya, i poznac¢ iak wiele
iefzcze do iey doflconatosci brakuie. Od tych nie-
przyzwoitosci ten nawet fpofob, ktoregosmy dopiero
uzyli, nie ieft wyiety; ze atoli w m~ey liczbie Zr6-
wnan nie pokazuig fie zaraz, powinniémy go prze-
nies¢ nad pierwfzy. Sté6fuigc go do liczby iakieykol-
wiek n Zréwnan, potrzeba nam przybra¢ n— i ilosci
nieoznaczonych, przez ktdére mnozac tylez Zrownan
dodamy ie wfzyftkie z fobg; a chcac wyrzucié¢ w— i
ilosci nieznanych, uczyniemy tylez wfpot-czynnikow
zero, co nam da n— j Zrownan warunkowych ftuza-
cych na oznaczenie tylez nowo wprowadzonych nie-
wiadomych ilosci. Chcac te' n— i Zréwnan rozwig-
zac¢, przybierzemy znowu ti—z ilosci nieznanych,
przez ktére' rozmnozywfzy tylez warunkowych Zr6-
wnan i dodawfzy wfzyftkie n— i z fobn, wyciagnie-
my tym co i przedtem fpofobem n— z innych nowych
Zrownan warunkowych. Stych znowu rozmnozy-
wfzy «— $ przez tylez nowo wprowadzonych ilosci
nieznanych, przyidziemy do tylez nowych innych wa-
runkowych Zréwnan, ktorych liczba za kazdem dzia-
taniem i kombinacyg zmnieyfza fie jednoscig, az nao-
ftatek przyfzedifzy do dwoch oftatnich Zréwnan, i
S temiz podobnie poftgpiwfzy odkryiemy, wartosci
7l— i ilosci nieznanych, ktoresmy wprowadzili. Na
kazdg za$ ilo$¢ nieznang w Zrdéwnania podane wcho-
dzaca tez fame' dziatania powtarzaigc przyidziemy
do
<«s) Théom gtntralt dci E<juationi AlgtbrMjut*. K Paii» 179-1
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do wyrazenia kazdey w fzczegélnosci nieznaney przez
funkcye znanych, na czem rozwigzanie Zréwnania
zalezy. +tatwo nam harzo przekonaé¢ fie 2 wyzfzj-ch
wiadomosci, ze wfzyftkie Zréwnania pierwfzego fto-
pnia, w ktérych wiele nieznanych ilosci zachodzi, wy-
ftawi¢ mozemy w tem ogdélnem:

ax-t-hy-t-cz-i-dit-i- i t. d. - - - +lc — o.

X-
za”z410”z> nj*m tu powté’rzyc’ to, cosSmy iuij

ran wyittadaij, wyzey namienili, ze maiagc do rozwigzania iakpwc-
fie roine ga-*go pytania tyle Zrownan ile nieznanych ilosci, po-
tunki irownan trzeba koniecznie, aby kazde s tych Zréwnan wyra-

Imzato inny zwigzek; potrzeba wiec aby iedno Zr6-

wnanie nie byto funkcyg drugiego; inaczey, wypadKki
nasze nic nie bedg znaczy¢: i tak n.p. gdyrby pytanie
iakie przywiodto nas do takich dwoéch Zrownan -

6x-h2y— i6=z0 - - - $x+ij— $— 0] wyn.aydziemy
I®; S L Zréwnanie, ktére' zamykaiac z oby-

dwoch ftron tez fame ilosci i terminy, nic nas nie
uczy i nazywa fie Tosame (Aeguatla irlentica): przy

fzlismy za$ do takiego Zréwnania dla tego, ze A
dwoéch poczatkowych Zréwnan drogie nic innego nie
ieft, tj'lko pierwfze rozdzielone przez 'z. co no-
wego zwigzku nie wyraza: i takowe przypadki lubo
fie zdaig na pozo6r zamykac tyle Zrownali ile potrze-
ba, nalezg atoli w rzeczy famey do klafsy pytiin nie-
oznaczonych. Utkwiymy to fobie teraz w pamieci,

ze Zrownania tofume nie wyrazaig zadnego zwiszku
miedzy iloSciami, ze ich zwigzek caly na tem zalezy,
iz kazdy termin iednego cztonka ieft ze wfzyftkiem

rowny terminowi podobnemu drugiego. Potuiore: ze
wfzyftkie Zréwnania wyrazaig tojarjno$d, bo wyraza-
ia zwigzek podiug 8 $. ale przez to nie wfzyftkie’
Zréwnania fa tofamemi, ale tylko te; ktére wyrazaig
tofamos$¢ co do ftéfunku i co do terminéw. Przytra-

fic fie iefzcze moze, ze zwigzek wiednem Zréwnaniu
bedzie



Rozdziat+ !

47
bedzie przfcciwny zwigzkowi drugiego, i tak n. p.
gdybySmy przez i:Uy?jj»Ytanie przyszli do hikich
dwoch Zréwna/i % +7Tr-i- 4i==3 - 29+24*— 52=0
rozwigzawfzy ie zn-jydziemy 4.2=16: ta nieprzy-
zwoitos¢ oftrzega nas o przeciwnosciach ktore fie
Wmiefzaty w warunkach nafzego pytania, s zatem o
niepodobienftwie wyciagnienia z niego prawdy.
RoftrzagfneliSmy dwa przypadki Zréwnan pierwfze-
go ftopnia, pifwefzy: kiedy tyle wypada zwigzkow
ile ilosci nieznanych; drugi: gdy iaka liczba tako-
wych zwigzkow brakuie: wyftawi¢ fobie iefzcze mo-
zna trzeci: kiedy liczba Zréwnan wieklza ieft od licz-
by niewiadomych ilosci. Takowy zbytek Zréwnan
scieSnia tern barziey nafze poznawanie, im ieft wig-
kfzy: tak iak niedoftatek zwigzkow roscigga daley
ennfze wolnos$¢ myslenia az do krainy imaginacyi ido-
myflu. Kazde bowiem Zrdéwnanie zawiera infze wa-
runki, ktorym bedac obowigzani uczyni¢ zadofy¢,
mufzemy ifefzcze przypadki pewne dzielic na 1'woie
klafsy, i w tych naznacza¢ excepcye przywigzane' do
bondycyi w zbytnich Zréwnaniach zawarte. Znay»
duiemy fig na ten czas w podobnym lianie owego
badic/.a natury, ktoéry doftizegtfzy iakiego prawa
miedzy pewnemi fkutkami ciat, rosciggnat ie odwa-
znie do wfzyftkich okolicznosci mieyfca i czalu, w
ktérym takowe' Ikutki dziaé fie moga: wtem howa
iaka obferwgcyd odkryta mu przypadek odftgpuiacy
od tego prawa, i dala mu pozna¢ ztrotgo poczatek
podlega excepcyi do pewney odmiany cziifu lub miey-
fca przywigzaney, ktora ogranicza iego ogélnosé. No-
wa ta obferwacya nic innego nie ieft, tylko nowy
zbytkuiacy zwiagzek $cie$niajacy iego prawo i mysle-
nie. Widziemy przeto ze iak niedoftatek tak zbytek
zwigzkéw w iedndy rzeczy, ieft mys$leniu bafzemu
fzkodliwy; iak pierwfzy przez ufzczegdlnianie, tak i
drugi przez zbyt Smiate upowfzechnianie mysli bydi
moze zrzoédtem biedu. Pierwfzy kaze nam bydz pra-
mcowitemi w dochodzeniu prawdy, drugi uczy nas

oftioznosci
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oftroznosci w iey ftéfowaniuj obydwa obtasniaig
nas o ftanach i drogach nafzego rozumu w poznawa-
niu rzuszy: przekonamy fig g tern w dalfzym ciggu

nafzey nauki.

ROZDZIAL DRUGI.

Uwa”i nad poczatkami iuz odkrytemi pro-
wadzg nas do Zréwnan wyzfzych Stopni, do
poznania Punkcvi W ielo-ksztaltnych i dzia-
tann im ftuzacych; z ktérych przychodzemy do
rozwigzania Zréwnan Drugiego Stopnia ,
ich witasnosci, i do nowych poczatkow mysle-
nia wciggajacych nas w rozlegleyfze pozna-
wanie Zréwnan i Funkcyi.

8§ xt.

A bySmy nic nie odftgpili od taricucha nafzych mysli

ciagnieymy daley uwagi nad fpofobem Elimmacyi,
ktéry przerabiaigc Zrownania miedzy wielu iloSciami
n;eznanemi przywodzi ie do tego rodzaiu Zréwnan
pierwfzego ftopnia, ktérySmy nafamprzod roftrzafali.
Wfzyftkie Zréwnania wiele ilosci nieznanych zawie-
raigte ktoresmy brali za przyktady nafzych dziatan
powftawaty z funkcyi iednokfztattnych i byly takie-
go wzoru: ax-\-by-bcz+ i t. d. -\-k— 0, gdzie ilos¢
nieznana byta mnozong przez fanie tylko ilosci zna-
ne w kazdym terminie. Ale kto przywykt cokol-
wiek do rozlegleyfzego poznawania rzeczy, powi-
nien fobie pomysli¢, ze pytanie przywie$¢ nas moze
do takowych Zréwnan, w ktorych ilos¢ nieznana be-
dzie mnozonag przez druga nieznang: na ten czas do

rozwigzania raie¢ bedziemy Zrownania pod lakierni
wzorami:
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‘wzorami: xy+by+a—o - - - xyz+yz+c—o - - - -
xzuy-\-yzu+byx-i- it.d. +¢c— o--1i t. d. Daymy n. p.
ie przyfzedifzy do dwdch takich Zréwnan xy+by=g
y— bx-t-c wlozeYny warto$¢ za y s tego oftatniegé w
pierwfze; przerobiemy ie na bxi-\-(b--\-c)x+bc— a.

Prz3rfzed¥fzy do trzech takich xyz-hyz+c=d, - -
y~bx+c - - - z-x-\-d, a wtozywfzy za y, Z, warto-
éci z dwodch oftatnich w Zroéwnanie pierwfze-, prze-
robiemy ie na - x(bx-hc)(x-hd)+(bx-hc)(x+d)+c=d,
czyli na bx~t+(c+bd+b)x'l-r(cd-Fc+bd)x+cd-hc=d. - -
Takowym fpofobem przyfzlismy prawda do Zré-
wnali nie zamykajgcych tylko iedne nieznang ilosé,
aleSmy onego nie przywiedli do rodzaiu, w ktéorym fie
znaydowato naypierwfze nafze Zrédwnanie rozwigza*
nuw 8 4 rozdziatu i. Wfzyftkie wiec tam rozu-
mowania nafze i prawidta z nich wyciggnione ftaig
fie w teraznieyfzym przypadku dla nas nieuzyteczne'}
poniewaz w Zréwnaniu bxz-h(c+b~)x+bc—d wfzy-
ftkie Rozdziatu pierwfzego dziatania wyczerpawfzy,
nie przyidzie'my nigdy do wyrazenia x przez funkcya
famych ilosci znanych a, b,c. Gdyby nawet w Zro-
wnaniu nafzem nie znaydowat fie termin (c+b-)x,
ale tylko bx%\-bc— a, i tak iefzcze kufzenia nafze po-
dtug pierwfzych fpofobéw bylyby daremne, dla tego
ze ilos¢ nieznana ieft famey liebie mnoznikiem. Pa-
mietni na fpofoby do rozwigzania Zrownan w §. i.
uzyte, a oSwieceni razem przyczyna dla czego te w
tcraznieyfzym przypadku nie mogg nam pomoc, wpa-
damy tatwo na te uwage: ze dziatanie przywigzane
do teraznieyfzego ftanu iloSci nieznaney, ieft: zapewne
inne od tych, ktéore nam tam ftuzyty. lakdz ilos¢ nie*
znana nacechowana wyktadnikiem Jakimkolwiek po*
kazuie mnozenie famey przez fie; mnozy¢ za$ ilos¢
lub funkcyag fame przez fi§ nazywa fie w Arytmetyce
Wynofté iq do poffij-i; aze dziatania Arytmetyczne' tc

D fame
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fame zachodza w literach co i w liczbach, nalezy narn
zatrzymac¢ fie teraz nad tym nowym ich gatunkiem.

Pokazuie lic z wyzfzego opifu 2e potega iakieykol-
wiek funkcyi lub ilosci nic innego nie ieft, tylko
mnogo$¢ wypadaigca z powtarzanego teyze funkcyi
lub ilosci przez fiebie mnozenia: oznacza ona iie
przez wyktadnika nad iloscia lub funkcya potozone-
go; tak, ze iezeli ilos¢ lub funkcya iaka wchodzi dwa
razy w mnozenie, wykiadnik z oznacza iey potege

drugg n.p. x2 - (x+a)2, iezeli trzy razy, wykta-
dnik i znaczy potege trzecig, n.p. *3 - ¢ (x+a)3\
iezeti n razy, n.p. xn - - (x?-tt)n, wyktadnik n ozna-

cza iey potege iakgkolwiek n. Sczego oczywiscie fie
wnosi; ze poniewaz liczby naturalne oznaczaig wie-
loScig iednosci w fobie zawartych pewne potegi; chcac
ilosci iakie famotne cdikie lub tomane wynofi¢ c*
iakieykolwiek potegi, nie potrzeba nam tylko pizez
wyktadnika tey potegi rozmnozy¢ wyktadnika famey
ilosci, a no\Vy wyktadnik stey mnogosci powftaigcy
potozony nad iloscig, Wyda potege ktéreysmy fzuka-'

li: chcac n.p. x, albo x mwynie$s¢ do potegi czwar-

tey ktorey wyktadnik ieft 4, wypada mi z regutly
poprzedzaigcey - - - = _ potega c/.warta
4 as

ilosci podanych. lako wiec mnozenie ilosci odbywa
fie przez dodawanie; tak wynofzenic ich do poteg,
przez mnozenie wyktadnikéw. To famo prawidto
roscigga fie do wfzyftkich iakimkoiwiek fpofobem
zawiktanych funkcyi 1. p. (x+n)2 m(x+a+b-i-c+)
i t. d. ale w tym oftatnim przypadku wyktadniki
znaczg tylko dziatanie, ktére zachodzi. Przyftapmy
teraz do wykonywania onego.

W zigwfzy funkcj-g ztozong z dwoch terminéw x-'-n,
rozmnézmy igfame przez fig, otrzymamy

= xtt
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— 14-2 ¢ir-t-fl 1. Ten wypadek OIll-rywi nam
te prawde o czes$ciach wchodzacych w druga potege
funkcyi t>wu-wvrazowey (btnomium): Zze kazda ra-
kowa potega zamyka w fobie potege druga pierwfze-
go terminu X, to ieft Xt; potege znowu drugg dru-
giego terminu a, czyli a2} i dwie mnogos$ci z pier-
wfzego terminu przez drygi 2rtx: ta prawda o cze-.
$§ciach potegi drugiey powftaigcey z funkcyi dwuwy-
razowey fluzy¢ nam moze do wynoszenia funkcyi z
wiecey wyrazéw ztozoney, n.p, x+fi-t-A, wzigwfzy
bowiem dwa terminy %-Hi za ieden, mamy podtug
wyzfzego twierdzenia - - - (x-¥a+b)4— (x+a)n-f-
2(x-hn)b-\-bz, a wiozywfzy warto$¢ (Xx+a)*, i wyko*
flaw fzy mnozenie z %(xa-ct)b, otrzymamy x-+2ax
+a'i+2bx+-2nb+b2- maigc cztery terminy w funkcyi
X-ba-{-b+c, mozemy wzig¢ trzy pierwfze za ieden, a
ft6fuigc zawfze do nidgo twierdzenie wyzey wytozo-
ne, wypadnie: (x-ha-hb-\-¢)'l— (x+n+b)~-\-2(x+a+b)c
micl, gdzie kladac za (X+a+b)-t wyzey znaleziona*
wartos$é, iwykonywaiacw drugim terminie mnozenie,
przyidziemy do - -'X*-}-2ax+ a*+ 2bx-\-2ab-{-b*-}-2CX-i-
2nc-\-zbc+c'l= (x-ha-hb-i-c)'l. Ten fani fpoféb zacho-
Wuinc w funkcyi z ilekolwiek badZz terminéw ztozo-
ney, przerobiemy ia na funkcyg dwuwyrazowa, a ma-
jac wzglad na czesci, ktére iftotnie wchodzi¢ powin-
ny w fktad fbnkcyi dwuwyrazowey; potrafiemy wy-
razi¢ natychmiaft daiga potege funkcyi ztozoney na-
wet z nietkofAczoney liczby terminéw: i tak iezeli do-
brze rozwigzemy prawo zachodzace w uktadzie dru-
giey potegi tych funkcyi, ktére nam dopiero MHuzyty

przyktady poftrzezemy ze n.p. (x-ha+li-K-t-rf-w-t-
f+g-\r i t. d_) *=%*+-2Cix+(i*-b2bx+2ba+b'l+2cx+2ca
~i-2bc+c'+\2d x + 2 nd+-2 bd-\-2 cd-{-i1i-i-2x e + 2 Cie+2 I>e+2 C; -

+2de+el+2fx+2fa+2fb+2fc+2fd+2fe+fl+ i t. d. to
Di ieft:

Ttomaety
(ktad rotygi
drugiey, i fpo
fob wynofie*
niaJo mcy fun
kcyi wielowy
raiuwych.
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ieft-; wynioflfzy pieYwfzy nafamprzéd termin do po-
tegi drugiey, ten ktéry po nim naftepuie nalezy roz-
mnozy¢ przez z i przez poprzedzaigcy, potem zrobic
z niego potege druga: i tak idac do innych, kazdego
nalezy rozmnozyé przez 2 i poiedynczo przez wfzy-
ftkie poprzedzaigce, a ftangwfzy na tym rozmnozo-
nym przez 2, wynie$¢ go famego do potegi drugiey:
tym fpofobem poltepuiac, potrafiemy funkcyi iakiey-
kolwick wyrazi¢ natychmiaft potege druga.

Uopiero wytozone prawo fluzy nam do rozeznania
Wibt ogdlny CZy{j funkcya iaka ieft zupelng potega druga, i do
? low an j-I" oddzielenia w funkcyi iakieykolwiek tych terminéw
FASs'»UNMC ktdrewrddzay drugiey potegi wchodza, od tych ktére

iey fa obce' i dorzucone. Co fie tycze uwagi nad la-
ma iloscia nieznang, z oftutniego przykiadu widzie-
my, ze iezeli ilos¢ takowa wchodzi w funkcya iaka
wyniefiong do drugiey potegi, ta znayduie fig raz fa- .
motng w drugiey potedze, drugi raz rozmnozong
przez wfzyftkie terminy podwoione, to ieft: X1-*
2 (aA-b-\-txd+e-\-f+g+ i t.d.)x, toz famo fluzy i wfzy-
"ftkim innym. Przeto poniewaz mnoznika 2(a+b+c-t-
i t.d.) z famych ilosci znanych, wyrazi¢
mozemy przez iedne ilo$¢ znang n.p. A\ w kazdey
funkcyi zamykaigcey iedne nieznang ilos¢ i wynicfio-
ney do potegi drugiey, terminy z tg nieznang iloscig
przywodza lie do tego wyrazu Xx--¥Ax, wfzyftkie
za$ inne beda znane ktore znowu wyraziwfzy przez
D, wzér wyftawia nam funkcya iakgkol-
wiek drugiey potegi z iedna iloscig nieznang i innerni
znanemi badz milezacemi de tey potegi badz obcemi:
tak iako x2+Ax+D =0 pokazuie wfzyftkie Zréwna-
nia zamykaince funkcya drugiey potegi z iedng iloscia
nieznang. Zachowaymy fobie te uwage w pamieci.
8. XII.

lezeli mnozenie funkcyi iakiey famey przez fie po-
wtarza¢ bedziemy kilkokrotnie, rodzg fie stad rozne'
potegi wyzfze tey funkcyi. Gdyby wiec mozna z

wielu
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wielu przyktadéw doftrzec prawa, ktére zachowuie
funkcya wyniefiona potegi iakieykolwiek, mogli-
byS§my podadz wzér ogélny wyrazajagcy to prawo;
ktory fluzac na iakgkolwiek potege, ofzczedzitby nam

pracy przywigzaney do Kkilkokrotnie

powtarzanego
mnozenia.

Poprzedzaiacy §. powinien nam byt po-
dadZ mys$l tego dociekania. WeZzmy fobie wiec dwu-
mwyrazowg funkcyg X £ a, i mnozac ig dwa, trzy,
cztery, *wiecey razy fame przez fie, przyidzie'my do
réoznych poteg zawartych w naftepuigcey Tablicy;

l. *+a

. scl _+.-2flx-Wi*

1. X3 * Nax2+MNazx x 3

V. X 4 4.ax3-hdéaix 1+ Nax+a*

V. X5

it d
te wfzyftkie potegi

rax44-1oa*xJ + iofl3x a+ radx *fl5

dobrze rostrzg$nione i ftéfowane
miedzy foba co do ilosci, wyktadnikéw, wfpot-czyn-
nikéw i znakéw; daig nam oczywiscie widziec

Naprzéd: ze liczba terminéw kazdey potegi prze-
wyzfza iednoscig fwego wyktadnika; potega wiec m
zamyka¢ bedzie rn+i terminéw. Nazwawfzy pier-
wfza potege z ktdrey fie rodzg inne, Pierwiastkiem
widzemy

Poiutére: ze pierwfzy termin iakieykolwiek potegi,
ieft pierwfzy termin pierwiaftku famotny z wykta-
dnikiem tey potedze wtasciwym, ktéry w naftepuig-
cych terminach zmnieyfza fie zawlzc iednosScia poki
w oftatnim nie zniknie; wyktadnik za$ drugiego ter-
minu pierwiaftkowego ro$nie tyle, ile fie pierwfzy
zmnieyfza, poki dofzedifzy naywyzfzey liczby nie za-
konczy famotnym fwym terminem potegi tak, iak ig
pierwfzy zaczat. W potedze wiec m, co do wykta-
dnikéw zachodzi¢ bedzie taki porzadek:

Xm~1a, xni~2a2, xm-*a3,+ i t.d. am

Dj Potrzebie:

sktidiwt*
fnojci wyt-
fzych Ukich.
kolwitk p«.
tE6*
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Potrznie: lezeli znaki pierwiaftku fg obydwa docta-
tne, wfzyftkie terminy beda dodatnemi; iezeli za$
ol)ydwa odiemne', wfzyftkie potegi wyktadnikéw pa-
rzyftych beda dodatne, wfzyftkie za$ nieparzyfte bedij
odiemne* iezeli nakoniec ieden termin pierwiaftku ieft
dodatnym a drugi odiemnym; znaki w potegach ida
na przemian, tak ze wfzyftkie terminy w porzadku
parzyftym fg odiemile* wfzyftkie za$ inne'w porzad-
ku nieparzyftym fg dodatne.

Poczwnrie: Co do wfpot-czynnikéw prawo zdaie fie
bydz zawiklane; uwazaigc ich atoli pilnie, znaydzie-
my: ze kazdy wfpotczynnik drugiego terminu ieft ré-
wny wyktadnikowi potegi, w innych za$ réwna iie~
mnogosci z wfpotczynnika przez wyktadnika x w
terminie poprzedzaigcym, rozdzielonemu przez liczbe
porzadku, ktory teaze termin poprzedzajgcy zaftepuie

w potedze”i tak trzeci termin potegi pigtey
toz firno mowié¢ o innych. S tych wfzyftkich uwag
wypada ze potega m funkcyi dwu-wyrazowey x + a

tak fie uktada:.
mrm-— i) ,n(m- 0 (m- 2)

_____ 1.2. +23

(m— 1)(m— 2'firn— ?)

-xm-*a*+- i t.d. _+am
1-2.1-4.

w oftatnim terminie znak wyzfzy naleze¢ bedzie do
liczby w parzyftey, nizfzy za$ kiedy za m wezmie-
my liczbe nie parzyfta.

Ten wzorfluigcy nam na wynofzenie funkcyi dwu-
wyrazowey do iakieykolwiek potegi, ieft znany pod
imieniem wzoru Newtona, ktéry go nafamprzéd od-
kryt. WyciagneliSmy go s proftey obferwacyi i ana-
logii miedzy potegami doftrzeiéney: co nie moze
mie¢ mocy dowodu matematycznego, ktorego fzukn¢
nalezy w poczatkach og6lnych do natury funkcyi
przywigzanych. Zoft~nie nam fie ten dowdéd do d:il-

fzych wiadomosci, gdzie nam iie pokaze zwiazek te-
raznieyfzych
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raznieyfzych uwag z ogdlnieyfzemi prawdami i uzy-
cie wzoru Newtona daleko rozlegleyfze. Gdyby fun-
kcya pierwiaftkowa zamykata wiecey terminow; mo-
glibySmy ich dwa, trzy, i wiecey bra¢ za ieden, tak
jak w8§-XT, tych potem rézne znakowane potegi po-
dtug tablicy na fwe terminy rozcbrawfzy, i podtozy-
wfzy przyzwoicie iloSci porzqdkowey, przyfzlibySmy
do wyrazenia potegi iakieykolwiek m, funkcyi Kit-
ko-wyrazowey (Polynomuim). Trzebaby nam iefzcze
fpoféb ten pofungé az do funkcyi ztozoney z niefkon-
czoney liczby terminodw, ile ze takowy rachunek w
wyzfzych czesciach Matematyki barzo fie czefto na-
darza, ale zebySmy nie rozwlekli nadto ciggu nafzych
mysli, odktadamy to fobie na inne mieyfce. Nie mo-
zemy tu iednak opusci¢ iedney wazney uwagi, ktéra
nam pokazuie piekng witafnos¢ funkcyi iakieykolwiek
wyniefioney do potegi m: zalezy ona na tem, iz 10-
zebrawitzy (ci+x)m na fwe terminy, i kazdemu z nich
podtozywfzy liczbe z -poftepu Arytmetycznego o, i,
i, ', 4, j, tf, 7, 8,'1 t. d. iezeli kazdy termin roz-
mnozemy przez liczcbe mu podtozong, i mnogosci te'
dodamy razem, wypadnie mx(a+x)”'~1, to ieft: po-
tega znizy fie o ieden ftopien, ale bedzie rozmnozo-
na przez ilos¢ nieznanag i fwego dawnego wyktadni-

ka. Zobaczmy to w rachunku: (ci+x)m -
, m(m— i m(m— i\(m—2
= amtrma'w x4+ ( 2am~2><~-h ( (m=-2 za”"" 1t.d.
ml2 d2n
0, 1, 2, 2,
Mnog: m x\sam-‘-h(m— i%am-*x+ flcim- 3X*+
-1 m

jt.d d=rnx(a+x)m-"
1 . j . 3 '
skad wypada, ze iezeli potegi iakieykolwiek (a+x)m
terminy mnozy¢ bedziemy przez terminy poftepu A-
rytmetycznego. ok, ik, 2k, jfc, Ak, yfc, ek, i t. d.
otrzymamy nikx(a+x)m~1 .gdyz takim fpofobem
D4 mnozemy
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mnozemy naprzéd terminy przez o, t, 2,ft4, f,itdf.
s kad wyniku mx(a-\-x)'n~l, powtére przez k, skad
znowu wynikna¢ powinno kmx(a-hx)m~I. lezeli po-
tega m bedzie mnozona przez jakakolwiek funkcya
N, to ieftN (al-x)mi rozmnozywfzy potem iey terminy
przez ok, k, 2k, $k, i t. d. otrzymamy na mnogos¢
Nmkx(a-hx)m~1Yy poloimy wiec Nmkx--=zA, m— i=n
bedzie A(ci-k-x)n, ktérey znowu terminy mnozac przez
poftep Arytmetyczny ok, k, 2k, ]k, 4k, i t. d. otrzy-
mamy mnogo$¢ Ankx(a-\-x)n~r=m (m — i)Nk2 2x
(n+x)m~z: nazwawfzy m(m— 1I)Nk*x-=B,m—2=p,
bedzie B(a-+-x)V] a mnozac znowu przez poftep Ary-
tmetyczny ok, k, 2k, $k, i t.d. otrzymamy mnogos$c
Bpkx(a-bx.)s-I=m (m — 1)(m— 2)Nk™x™N(a+x)m~3 ten
znowu mnozac przez ok, k, 2k, fk, i t.d. wypadnie
nam m(m— i)(m—"2)(m— j)N k‘hc~(a+x)m~"t j ogol-
nie moéwigc: m(m— i)(m—z)(m— $) -

(tu— [n— i]jN A nxK('n4-x)tn-n, iezeli n razy terminy

takowey potegi mnozyé bedziemy przez poftep 'Ary-
tmetyczny ok, k,2k,$k,4k, itd. Uczyniwfzy N=/,
widziemy w oftatnim wzorze te ogdlng prawde: ze
chcgc funkcya iakgkolwiek wyniefiong do potegi m,
znizy¢ o tyle ftopni ile nam' fie podoba, potrzeba ig
naftepnie mnozy¢ tyle razy przez poftep Arytmety-
czny ok, k, 2k, $k, 4k, i t.d. fpofobem dopier6 wy-
tozonym, ile iednosci zamyka liczba wyrazajgca zni-
zenie. W tcm atoli znizeniu zawfze nieznana ilos¢
wchodzi za mnoznika z wyktadnikiem tym, ktéry
nam znizenie pokazuie, a zatem znizenie to potegi
nie zniza zréwnania, w ktorejn takowa potega z in-
ncmi funkcyami zachodzi.
§. XIII.

OdbywPzy fpoféb wynofzenia funkcyi do Jakich-
kolwiek poteg, zoftaie nam icfzcze wynalesdz inny
wywrotny, za pomocg-ktorego moglibySmy od poteg

przyisdi do famych funkcyi, z ktorey potega iaka po-
witata.
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w tlata. Takowg funkcyg nazwaliSmyPierwiastkiem
Potegi (Radix Potmtiae), i fzukanie funkcyi ktéraby
powtarzanem mnozeniem wydadZz mogta potege dang
nazwiemy Wycigganiem Pierwiastkow (Extraffio
jRatlicitm). A iako na cechowanie kazdego zachodzg-
cego dzialania ftanowiliSmy znaki oftrzegaiace nas o
gatunku roboty, tak na znaczenie pierwiaftkow uzy-
2 3- 4 5, *n
iemy cech V ,V ,k ,V ,V , liczcbhy w otworzyfto-

sci tych znakéw potozone fg wyktadniki poteg, kté-

rych pierwiaftku fzukamy: i tak n.p. \}/ zZna-
czy pierwiaftek trzeciey potegi do wyciggania z
funkcyi miedzy nawiafami zawartey, a poniewaz po-
tega druga ieft naynizlza z poteg, w ktérych wycig-
ganie pierwiaftkow zachodzi, dla tego znak iey pifaé
bedziemy bez zadnego wyktadnika i tak x znaczy¢
bedzie pierwiaftek potegi drugiey z x.

Moéwigc o potegach iedno-wyrazowych doftrzegliSmy
ze w dziataniu ich nalezy nam wyktadnika ilosSci
mnozy¢ przez wyktadnika potegi, wiec w dziataniu
przeciwnym, iakiem ieft tcraznieyfze, potrzeba nam
wyktadnika ilosci dzieli¢ przez wykiadnika potegi
ktérey fzukamy pierwiaftku, a wieloraz s tego podzia-
tu bedzie wyktadnikiem pierwiaftku fzukanego. Chcac
n.p. wynale$dz pierwiaftek drugiey potegi ilosci - -
X 2BXNMXNMXN) it d. dzielae kazdego wyktadnika przez
2, wypadaig pierwiaftki - - - - x, xsz X 2, x’§ .
ktore fie rownaig tym wyrazom \/~x*\/~x3,Vrx4,vrxr
s czego wypadaig n iftepuigce prawdy.

Naprzod. Ze wfzyftkie ilosci i funkeye z wykta-
dnikami tomanemi fa Pierwiastkowe (Rndicales)
tak; ze licznik utomku ieft wyktadnikiem ilosci lub
funkcyi, mianownik za$ wyktadnikiem znaku pier-
wiaftkowego-, wfzyftkie wiec funkeye pierwitiftkowe
mozemy albo przez znaki albo przez wyktadniki

i tak (an-tb*) 3, albo fi(a3+hb3)

utomkowe wyrazac,
Dy to famo
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to famo znaczy. Ilosci za$ lub funkcje z wyktadni*

kami odiemnemi poniewaz fg rdéwne' iednosci roz-

dzieloney przez tez ilos¢ lub funkcya §, 3. przeto
3

Wyrazy x~*,y~" ’'i t.d. iedno znaczg co

J — albo ' '

%,

n:

Poividre) lezeli w ilosci lub funkcyi iakjey znhaydti*
ie fie mnoznik ktérego wyktadnik lozdzi~li¢ fig zu*
petnie moze przez wyktadnika znaku picrwiaftkowe*
go, takowy mnoznik moze bydz wydobyty s pod
znaku, i na ten czas funkcya fktada¢ fie bedzie z ilo-

sci pierwiaftkowych-, i z ilosci bez znaku, ktore na»
zwiemy wymieRnemi (rationciles) n. p. »
V4X2aN=zxVn3= 2cixVra- * * - K-:Sa3(b+x)=*

ia”™ (I>-trx). i t. d. tym jfpolbWm \Vydobywaigc ilos¢
5 pod znaku uprofzczamy funkcya: gdyby nam zno*
\vu przeciwnie potrzeba byto funkcyg przywiesdi
do iednoftaynego wyrazu, to ieft ilosci wfzyftkie
wymierne podciggng¢ pod znak pierwiaftkoWy me-
narufzywfzy ich' wartosci, kazdy oczywiscie widzi,
iz w ten czas potrzeba wynies¢ funkéye wymierne'
do tey potegi ktdérg oznacza pieYwiaftek. Chce-
my n p. w funkcyi sx(ci+b)V (tf+c) podciggnaé
wfzyftkie' ilosci pord znak prewniftkowy, otrzymamy:
V (gx2 )m ktory wyraz to famo znaczy
co i przefzty. te wfzyftkie fpofoby przerabiania
fankcyi wycingnione s proftych barzo uwag nad na-
tura pier\viaftkbw bedg nam barzo czefto pomocne,
trzeba zebySmy fie w nie dobrze wprawili, aby fobie
ofzczedzi¢ trudwols¢i na ktore napadamy w rachunku.

NauczyliSmy fie iuz znaczy¢, i czyta¢ znaczenia
pierwiaftkowych funkcyi; zoftaie nam teraz wyna-
lesdz prawidta ftuzy¢ mogace do wyciggania pier-
wiaftkéw s funkeyi lakimkolwiek fpofobein zawiktu-*

nych.
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nych. Te ie bydz moga albo zupetnemi potegami
atbo tez niezupetnemi; w pieYwfzym razie powinni-
Smy przyisdz przez pewne prawidia do ich pieYwia-
ftku wymiernego: w drugim za$ przypadku znnlesdz
mozemy pierwfze pierwi»ftku terminy ale refzta zo-
ftanre fie pod znakiem, tak rak doswiadczyliSmy w-
dzieleniu: i takowe-funkcye nazywaig fie Nlewymihr-
m.emi (Jrrattonalss), ile wiec razy bedziemy mie¢ d®
czynienia s funkcyag lub zréwnaniem potegi niezupet-
jiey przeftanjemy w dziataniu na naznaczeniu tego
pierwiaftku, ktéry do wyciggania zachodzi i tak n.p.
maigc zréwnanie xr'—ci, a chcae zuglesdz wartosc

tey nieznaney, wyrazemy ig x— v a. Ten oftatni
rodzay rachunku o potegach niezupetnych zoftawie-
my fobie na potem, zatrzymaymy fie tylko teraz nad
pit;'rwf?ym.

Pamietamy o uwadze wyzey uczynioney, ze w po-
tege zupeitng iakakolwiek wchodzg précz liczb, te fa-
me ilosci ktore nalezg do pierwiaftku, nje zoftaie
nam tylko te' iloSci wydobydz przez dzr.ihuui na tpi
potrzebne. Nad to za$ nic tatwieyfzego; wiemy na-
przéd ze pierwfzy termin potegi iakieykolwiek ielt
famotng potega pieYwlzego cztonka pierwiaftku, wiec
go zaraz wydobedziemy przez dopiero podang regute
na funkeye iedno-wyrazowe',. to ieft dzielac wyktadni-
ka ilosci przez wyktadnika pierwiaftku, n. p. z fun-
kcji x*-bjax*-t-2ci'x+n-i chcgc wyciggng¢ picYwiaftek

?ciey potegi m;irny x 3=*v za pierwfzy termin pieY-
wiaftku. Drugi termin potegi zawiera¢ bedzie duigi
cztonek pierwiaftku rozmnozony przez funkcya pier-
wfzego n.p, $ax*, zamyka ci, rozmnozone przez jx*t
zrobiwfzy tedy te funkcya, i rozdzieliwfzy przez pre
d;-ugi termin, wynaydziemy drugi cztonek pierwiaftku

$ax*
n.p- — a’ ten potem kombinujagc z pieYwfzym

tak azeby wypadty te wfzyftkie terminy, ktoreked.
Da " wiek
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wiek powftaig z dwoch tych cztonkéw pierwiaftku
w potedze} odciggniemy ich od fiebie, i zniefiemy to,
co te dwa terminy pierwiaftku wprowadzity w po-
tege. Tym fpofobem daley poftepuigc przyidziemy
do wyciagnienia pierwiaftku z iakieykolwiek potegi
zupetney. Przypatrzmy fiez uwaga wzorowi dziatania.

Potega “cia. - - x 3-}-3x2a-(-jxa2-t-a3 Pierwiaftek iey

Dziafanie - « - x??: x Pierwfzy czion:
Potega z pierwi:
do odciggnienia — X-7
Refzta z potegi - jx'fl+jxal-t-«3.
Dzielnik z igo czton:
ka pierwiaftku .. -wi - 2gi cztonek.
Funk; obyrdwoch czt;
do zgtadzenia wfzy-
ftkich terminow. « — — }ci*x— a3 ~
Xx+a. )pie'rwia.

Refzta - - -0 0 o. (Jtek caty

Tg fama drogg isdz nalezy w iakichkolwiek pote-
gach nizfzych i wydfzych, gdzie znowu widzemy,
ze poniewaz litery fwoig ogo6lnosciag wyrdzaig nam
dziatania zachodzace w iakiinkolwiek terminie, daiij
nam zaraz czytaé¢ reguly potrzebne na wydobycia
pierwiaftkéw s potegi. Te regulyr rosciaggng¢ moze-
my do wyciggania iakichkolwiek pierwiaftkéw z
liczb, uzywaigc wzoru s tablicy wyzey podaney na
potege ktoérey fzukiimy pierwiaftku. Zadaymy fobie
n.p. do wyciggnienia pierwiaftek jciey potegi z liczby
34,96s,7S3(B) za pomoca wzoru - xS-+-$x*a-\-ixcil
-Ki3 (A)

Nizeli przyftapiemy do famego dziatania, zblizmy
fobie wfzyftkie uwagi z wyzfzych wiadomosci po-
wziete, a potrzebne do teraznicyfzey roboty.

Naprzéd: wiemy s famego przypatrzenia fie ze
wzOr (A) nie zamyka tylko dwa cztonki pierwia-
ftku x-t-a, wiec nam takze pierwiaftek liczebny roz-
dzieli¢ potrzeba na dwie czesci, s ktérych iedna od-
powiadataby x, druga za$ a*to otrzymamy dzielgc

liczbe
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liczbe pierwiaftku na dziefigtki odpowiadaigce’ x, i na
iednosci odpowiadajace n; a poniewaz fta, tyfigce,
i t.d. dzieli¢ fie moga na dziefigtki, wiec gdyby na-
W'et pierwiaftek liczebny zamykat w fobie fta, tyfig-
ce i t. d. wfzyftkie te razem weZmiemy za pier-
wfzy cztonek i wyrazemy przez x w dalfzych dzia-
taniach, aby$my pierwiaftek na dwie tylko czesci
rozdzielony uwazali.

Poiviore: potrzeba nam w potedze liczebney (B)
oddzieli¢ te dwie czesci. Poniewaz x=i0; x3— i000;
w dzialaniach za$ Arytmetycznych gdzie mnozenie
odbywa fie od prawey na lewg ftrone, i gdzie dzie-
fiatki powftaia z mnozenia iednosci, naypierwlzy
wzglagd obroci¢ powinnismy na iednosci aby im od-
dzieli¢ tyle figur, ile ich zawieraé moze potega trze-
cia naywiekfzey iednosci iakg ieft j> Dziele wiec
kreflca od prawey na lewa ftrone podang liczbe (B)
na rzedy, naznacznigc kazdemu trzy figury. Dziata-
nie ktére mamy teraz ttbmaczy¢ widzie¢ mozemy na
tablicy tu przytgczoney,

Pierwfzy rzad 54 odpowiada w wzorze (A):
fzukam wiec liczby, ktéreyby trzecia potega albo wy-
rownata, albo przynaymniey nayblizfzg byta 54; taka
ieft ?, ktéra bedac pierwfzym cztonkiem pierwiaftku,
nazywam ig x; wynofze potym x=.j, do potegi trze-
ciey i mam 27, ktore odciggnawfzy od 54, zoftaie
mi fie 7’ do tey refzty znofze rzad naftepuigcy 9<sy.

Uwazam liczbe 7v«r iako zawieraigcg inne termi-
ny wzoru (A) to ieft: 35cla-t-$xa*-HJI3; zebym wyciga-
gnat a drugi cztonek pierwiaftku; dziele pomieniong
liczbe przez to ieft przez j.e=z/, aponiewaz x
znaczy dziefigtki, wiec x2 znaczy fta, podpifuie wiec
dzielnika 27 tak, aby iego oftatnia figura przypadta
pod fta liczby podzielney; zapetniam potém refzte
mieyfc préznych przez zero; a wykonawfzy dziele-
nie otrzymam 2 na drugi cztonek pierwiaftku, ktory
nazywam n; przez a mnoze dzielnika i otrzymam
Zx-aj robie potem inne terminy 3xax, a3 i te razem
dodawfzy odciggam od 7i>ey, Zo-
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Zoftaie mi refzta 2197, do ktérey znioflfzy oftatni
rzad 787- biore obydwie czeSci pierwiaftku $2 za ie-
den, ktory nazywam Xx. Uwazam znowu liczbe
2197787, iako zamykaigca terminy jx 2a-t-jxaz-i-a3j
zebym z niey wyciagnat a, dziele ig przes
(32)z=%$07i, podpifuie tego dzielnika tak iak iprzed-

tem, i z dzielenia otrzymam 7, za nowy cztonek
pierwiaftku ktéry nazywam a, przez ten mnozac
£Ex2= jo?2, i pote'm robigc inne terminy ~xci:-hci*

dodaie ie razem, s ktorych fummy powftaie liczba
nie zoftawuigca zadney refzty. Gdyby icfzcze liczba
(B) zamykata wiecey rzadow, zawfzebySmy po k»-
zdein odcigganiu wfzyftkie cztonki; pierwiaftku brali
za jeden, i nazywali ie x, a fzukaigc nowego a po-
ftepowalibysmy fobie tak iak teraz.

Ten fam fpofob fluzye nam moze do wyciggania
Jakichkolwiek pieYwiaftkéw z liczb, uzywaigc za-
wfze wzoru przyzwoitego. | tak fzukaigc pierwia-
ftku potegi m, dzieli¢ potrzeba na rzedy s prawey
ftrony na lewg, i kazdemu da¢ in figur, z naypicr-
wfzego rzedu po lewey ftionie wyciggnaé, pierwia-
ftek x potegi ni, a wynipftfzy go. znowu do te'y fa-
mey potegi odciggngé od rzedu; znie$s¢ potem do re-
fzty naftepuigcy rzad, rozdzielic go przez mxr—s
podfunawfzy dzielnika o m— 1 figur daley od prawey
ftrony: za pomocg dzielenia wynaydzie fie a, Kkto-
re z x kombinowane przyzwoicie da wfzyftkie' ter-
miny wzoru Algebraicznego, ktérych fumme odcia-
gna¢ nalezy od liczby podzielney, Tym fpofobem
n.p. za pomoca wzoru &
X5-hfX4a+ loxla2-h>ox2a 1-1- Txaa—har‘ wyciagniemy z

liczby $$02,04012 piewiaftek j:y potegi = p .

Tu naywiecey powinnismy yczu¢ korzysci, ktérg z
ogélnych znakéw Algebraicznych zbieramy. Naprzod
Wyciggamy reguty na dziatania nigdy niedoftgpne
Arytmetyce, z naygruntownieyfzemi onychze dowoda-
mi'. Powlore; przywyknawfzy raz do tego uzywpnté

wzorow
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wioréow nigdy tych regut nic mozemy zapomnie¢;

albo zapomniawizy, w iednym momencie mozemy

ie fobie przywiesdz na pamie¢. Nie tylko wi”c drogi

wynalazku i przekonania dla rozumu, ale i dla pa-

mieci wielka folga ieft w ogdlnosci znakéw ukryta.
§. XIV.

Nie znpomnieymy o tem ze w te' wfzyftkie dziata-
nia dotad tostrzafane byliSmy wciggntcni przez uwa-
ge nad zréwnaniami przywiedzionymi na poczatku
tego rozdziatu. Widzielismy tam, ze wfzyftkie fpo-
foby w Rozd: I. wylozone, nie pomogg nam do roz-
wigzania zréwnah bx2-\-(c-\-bl)x+bc=a, - - bx3-h
(c+bd+b)x'l+(cct-t-c+bd)x+cd+c— d) i innych, w Kkto-
rych x wyniefione byto do poteg wyzfzycli; trzeba
nam wiec uzy¢ tych praw nowo odkrytych w natu-
rze poteg i pierwiaftkbw do rozwigzania terazniey-
fzych zrownan, czyli do wynalezienia %w funkcyi ilo-
sci znanych. WezZzmy 2z nich pierwfze bxz+(c+b*)x

1 *
A-bc-=a czylli xt-t--S20 jo-K—mmmmm a_ 0, poniewaz w
b b

niem x znayduie fie wyniefionem do drugiey potegi,
uwazaé mozemy cafe' zrownanie iako potege druga z
r.iewiadomey x, i s pewney funkcyi ilosci wiadomych:
ta wiec zawarta ieft w wzorze powfzechnym x 2+ Jx
~hD— o W ktoremesmy pod §. XI. chcieli ogarngé
wfzyftkie iakiek-olwiek zréwnania zawieraigce nie-
wiadomg X W drugiey potedze. Znofzac za$ ogdlne'

zréwnanie z podanem, wypada A— 1ZZ.-. -D=b— ~

b b
Poniewaz potegi W zrownaniu ogblnem zawartey
czesScig pierwiaftku ieft x, gdybysSmy mogli przyisdz
do znalezienia doktadnego pierwiaftku zré6wnania - -
X7-+-Ax-t-D=0 przyfzlibySmy do zréwnania takiego,
iakieSmy w Rozd; |. rezwiazali, a zatem do wartosci
ilosci nieznaney.

Wiemy

R«lwietui<
fie Zréwnani*
*fo



«4 Alcebry T.

Wiemy z dopiero odbytych dziatan i¢ pierwiaftek
iakieykolwiek potegi nie moze bydz dokiadnie vvy-
- ciggniony, tylko kiedy ta potega ieft zupetna* potega
za$ druga do fwoiey petnosci potrzebuie podtug wyz-
fzych poczatkéw takiego wyrazu xi1+ 2 Cix+ anie
mozemy/, zréwnania nafzego tak przyfpotébi¢ aby
ieden iego cztonek znwieraigcy x, miat te wfzyftkie'
czesci do zupeiney potegi potrzebne? Przekonywa
nas o tern podobienftwie famo lekkie zaftanowienic
fie nad natura zréwnania, w ktorem mozna bez na-
rufzenia zwigzku cokolwiek chcemy, dziata¢, byleby
te dziatania z obydwoch ftron zréwnania zachodzity.
PrzenieSmy wiec naprzod wfzyftkie terminy znane z
drugiey ftrony zrownania i otrzymamy - -
x2-hAx= — D - - (A). dopeiniymy teraz cokolwiek
brakuie pierwfzemu cztonkowi do drugiey potegi, to

ieft dodaymy z obydwoch ftrOrt — a wypadnie -

X i-\-Ax-i-~__J _A2— Dj zrownanie ktérego pierwfzy
a

cztonek ieft zupetng potegg druga* wycigagnawfzy
wiec pieYwiaftelc z obydwoch ftron otrzymamy

X-4- (i A-—d), aze potega druga igo czion-
ka zréwnania powfta¢ mogta albo z obydwéch termi-
noéw dodatnych albo z obydwé6ch odiemnych §. i2*
zachodzi trudnosé, czyli pierwiaftkowi obydwa te zna-
ki fluzy¢ powinny, czyli tylko ieden i ktéry? Na
utatwienie iey wré¢my fie do naypierwfzych poezjy-
kow, ktére nas przywiodty do tcraznieyfzego gatun-
ku zréwnan. WoyciagliSmy ie z innych maigcych w
fobie iloSci niewiadome rozmnozone przez inne nie-
wiadome, ktore lubo byly funkeya iedney, zawifly
iednak od réznych miedzy foba zwiazkéw* te zwig-
zki ftuzylty nam na wyrazenie wfzyftkich innych nie-
wiadomych przez iedne, iprzyprowadzity nas do zro-

wnan zawieraigcych rozne potegi tdyie iedney «nie-
wiadomey.
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wladomey. To wiec oftatnie zréwnanie ftato fie
(ktadem tylu zwigzkéw, ile byto nieznanych ilosci,
a zatem rozwigzanie iego odkry¢é nam ie wfzyftkie'
powinno: ze za$ podiug liczby niewiadomych roz-
mnozonych przez fiebie rofty rozne potegi w zréwna-
niu, tak ze dwie' niewiadome ilosci przywiodty nas
do zrownania zamykajacego **; trzy niewiadome' da
zréwnania zawieraigcego x 3 iednem flowem iezeli w
zréwnaniu znaydowatoby fie m ilosci nieznanych roz-
mnozonych przez fie, byleby wfzyftkie byty funkcya
X, wypadnie po wyrzuceniu ich x'n: aze kazdey war-
tosci ftuzy¢ powinno inne znaczenie, to ieft inna od-
powiedz na pytanie; zaczem zadne pytanie nie moze
nas przywiesdz do zrownania roznych poteg tylko,
&0, ktére ma wiele odpowiedzi, tak ze od liczby odt
powiedzi przywigzanych do pytania zawifta wielkos¢
potegi ilosci niewiadomey czyli to co nazywaig Wy-
miar albo.SToraft Zrownania, i przeciwnie od fto*
pnia zrownania na ktérysmy natrafili, zawifla konie-
cznie liczba odpowiedzi temu pytaniu fluzacych. Na-
zwali bowiem Geometrowie “réwnanie drugie'go%
trzeciego, czwartego, mga ftopnia, w kcorom niewia-
doma znayduie fie wyniefiong do drugiey, trztciey,
ezwartey, mtry potegi, tak ze wyktadnik naywyzfzy
ilosSci nieznaney ieft razern fkazoéwka ftopnia zro-
whnania.

Te tak oczywifte rachunku wypadki rzucaig wiel-
kie Swiattlo w metafizyke nafzego myslenia. Ucza
n-is bowiem ze iedno pytanie wigzac¢ fie moze z wic-
1" barzo innemi, ktore od tey famey kombinacyi my-
sli zawifly; albo ze wiele bydZ moze razem rzeczy
ktéorym te' ftime fluzg wtafnosci w warunkach pytania
zawarte. Prawda: ze myslac o iednem pytaniu nie
przyidzie nam prawie nigdy na mys$l zeby fie z niem
inne wigzaty* ale to wfzyftko pochodzi z barzo cia-
fnych granic nafzego poiecia, i z harzo fzczegoélnego
poznawania rzeczy. GdybySmy atoli mieli wiadoma

W catey obfzernosci Metafizyke nafzych mysli, rozum
£ nafz
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nnfz ogarniatby rzeczy ogoélniey, i znalaztby fie w
tych wfzyftkich zakretach kombinacyi, w ktore go
koniecznie natura rzeczy wciaga, a ktérych on przez
niewiadomos$¢é poczatk6w myslenia nie moze rozré-
zni¢. S tad pokaznie fie wielki fzacunek rachunku
Algebraicznego, ktéry ogdlnoscig fwych znakéw ogar-
nia calg ogoln6s¢ rzeczy i ieft naygruntownieyfzym
dowodem, ze dofkonato$¢ myslenia zawifia od dolko-
natosci iezyka. Nie bedzie tu od rzeczy uczyni¢ nie-
ktorel uwagi Loiczne ktére nam dopiero wytozony
poczatek podaie.

Poniewaz od iedney kombinacyi zawifngé moze
Wiele pytan, w poréwnywaniu nafzych mysli trafi¢
mozemy na kilka wniofkéw od fiebie réznych, a wy-
padaigc”rch oczywiscie s teyze famey kombinacyi; stych
wniofkow ieden moze rozwigza¢ nafze' zadanie po-
dtug doswiadczenia, a drugi z niem fie wcale nie zga-
dzaé: cO6z tego za przyczyna? oto kombinacya nafza
przywigzana ieft do wielu pytan mimo nafze wiado-
mos¢, z ktorychesmy tylko ledno mieli na mysli; aze
wypadki kombinacyi dobrze zrobioney fag konieczne',
wyciagliSmy odpowiedzi na inne pytaniti zwigzane z
nafzem. Trzebaby nam fie wiec cofnaé do pierwfze-
go pytania, i pozna¢ ze ono ieft 6g6lnieyfze, nizelisSmy
fie fpodziewali, a wynioflfzy fie do tey ogo6luosci od-
krylibySmy przypadki infzc zawarte w nafzey koin-
binacyi, na ktére ltuzg te wnio(ki, ktére fie z nafzem
pytaniem i doswiadczeniem nie Kkicig. Przytrafi¢ fie
nawet moze ze s kombinacyi iakiey wyciagniemy wy-
padki doswiadczeniu przeciwne, co moze pochodzi¢
s tad, zeSmy odpowiedz iednego pytania wzieli za od-
powiedz drugiego. Te wfzyftkie przeciwnosci po-
zorne poty nas nie przeftang zadziwiaé, i poéty ro-
zum nic wyidzie z dziecinnosci iwoich dziatan; poki
myslenie nafze nie bedzie miato tak ogolnych pocza-
tkéw, iak fg ogolne zwiazki miedzy rzeczami. Tego
za$ poftepu myslenia nie mozna tylko od wzroftu
Geometryi i od duchéw prawdziwie Geometrycznych
oczekiwac. W fzyftkie
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Wfzyftkie' te rozumowania przekonywajg nas, ie

zrownanie zgo ftopnia zamyka koniecznie dwa pier-
wiaftki do dwoch znakéw przywigzane x= —
V (*AZD) - -x=—I1A— ktére tylez
daig odpowiedzi na pytanie w niem zawarte. | dla
tego¢ to dwoiakiego znaczenia wfzyftkie' funkcyo
znaki pierwiaftkowe drugiey potegi zawieraigce' w
ilosciach nieznanych, nazywac¢ bedziemy dwé-ksztat->
tkemi (FiincCiones biformes). Obiasniyeny wfzyftkie
te prawdy w przyktadzie?

Zadanie. ,,\W pewney Prowincyi liczba miefzkan-
~Cow n urofla przez dwa lata da liczby d, pawie-
,, kfzaisc fie w iedney corocznie proporcyi fwoiey lu-
,, dnosci, wynalesdz liczbe tego wzroftu x, i ludnos$é
,, ho pierwfzym roku?,,

lezeli w poczatku ludnos¢ byta n, powiekfzaigc fie
ticzba x pierwfzey ludnosci, po pierwfzym roku, by-
to ludzi Mt-nx, po drugim roku »-t-2nxH-nxz==d, i
tak idac daley, w trzecim roku bedzie ludzi v+pix
+jfi.Y1+»ix!=if, w czwartym roku ri-+"n.r-f-u.Y1-I-
diix;<-nxA=f: idiic tak przez dalfze lata trafiemy na
zrownania wyzfzyoh ftopni. Ale teraz, nie zatru-.
dnidymy fie tylko drugim nalezacym do pytania i do
nafzego zamiaru. Liczba wiec ludzi po dwéch ta-
tach zawarta ieft w zréwnaniu 270 ftopnia n+2ux
-bnx2=d, ktére' nam powinno odkry¢ wartps¢ pa x.
Chcac ie rozwigza¢ podiug wyzey wytozonych regut
1 znie$¢ z zrownaniem og6lnem (A) przywiedzmy ie'

f—n

do wyrazu
rownajac ie potem z (A) bedziem mieli A=z, D—
Sn—do L Al ,

ot | wmm Zfltem L L) Wfé’@.‘

<o - e x-t-l=+.V/ (

— e}

+ 0

*
I}
1

I+

/C -
Daymy



*8 Algebry Czes$¢ |I.

Daymy teraz ze liczba pierwiaftkowey ludnosci
n— 10.000, liczba ludnosci po dwdch latach d— <)0.000\
wilozywfzy te wartosci w zréwnanie, wypadnie

to ieft x~1i, x = — 4, pierwfza war-
tos¢ na x nalezy do wzroftu ludnosci, i uczy nas, ze
do liczby kazdego roku przybywata liczba ludzi roku
poprzedzaigcego rozmnozona przez 2, byto wiec lu-
dzi po pierwfzym roku 10.000+20,000=30.000, po
drugim 30.000+60.000= go.000.

Druga warto$¢ nax = - 4 bedac odiemng, nalezy
podtug wyzizych wiadomosci do odludnieni-I, to ieft:
ze gdybysmy byli chcieli rachowaé¢ ntfzczeigcg coro-
cznie ludnos$¢ kraiu w iedney proporcyi, trafilibySsmy
byli na to famo zréwnanie, a zatem oba te pytanii
od iedney zawifly kombinacyi. Zeby wiec po dwoch
latach brakowato eo0.000 miefzkancow} przypusci-
wfzy ze ich zaraz ubyto 10.000, potrzeba do tego,
aby odludnienie w kazdym naftepuincym roku byto
cztery razy wiekfze iak w pierwfzyrru brakowac ich
wiec bedzie w pierwfzym roku yo.0o0, w drugim
€0.000. Zeby wiec liczbe zgaflego obywatela w ré»
wney liczbie tat, ludnoscig lednoftayng nadgrodzic, erze*
ba zeby fie miato zaludnienie do nifzczenia iako 2: 4.

§ XV.
Tntciende i  Wréémy fie teraz od przektadu do poczatkow zo~
erUfnoici piet ftawionych. Poniewaz zrownanie x*+s3x+D— o, i
wiliikow uro jcgO pierwiaftki x = — i A H/ — D)- wyftawia

nam zrownania drugiego ftopniaj zawiera¢ ono po-
winno w fobie wfzyftkie fzczegdlne przypadki tych-
ze zréwnan i whifnosci do nich przywigzane. lezeli
wiec uczyniemy w niém A— o zoftaie fie zréwnanie
bez drugiego terminu xa&= —D, i iego pierwiaftki
Xx— +\/—1J). iezeli wiec D ieft funkcyg odicnmr, X1
bedzie dodatne", i zréwnanie bedzie zamykaé obydwa
pierwiaftki réwne, s ktérych ieden dodatny, a drugi
odiemny. lezeli za$ D ieft dodatne, x2 bedzie odic-
mnem. Ale x2 ieft potega druga x, ktora podiug
natury poteg parzyftych zawfze bydz powinna doda-
my
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tng badz ona powftaie s funkcyi dodatney, badz
2 odiemney; wynalesdz wiec na %* warto$¢ odiemna
w zréwnaniu, albo na x funkcyg pod znakiem pier-
wiaftkowym odiemna, ieft to wynalesdz rzecz prze-
ciwnag caley naturze funkcyi 2go ftopnia; i dla teyci
to przyczyny takowe pierwiaftki odiemnc pod znaka-

Xni Y M , i t. d wziety imig Urocionych
{Radices imagiriariae), ktére w oftatnich wypadkach
pokazuia nrim niepodobienftwo tego, czego fzukamy,
dla iakiey$ przeciwnosci, ktéra lie w pytanie mimo
nafze uwage wmiefzata. lak6z do przypadkow fzcze-
g6lnych ktére' ogarnia zrownanie, nalezy zaifte i ten,
ktéry to pytanie czyni niepodobnem, i ktory przez
oftatnie wypadki powinien nam bydz wytkniety. A
tak zréwnanie kazde' nie tylko nas prowadzi do pra-
wdy, ale nam i wytyka btgd iezcliSmy go popetnili.
WieliSmy tego iuz przyktad w zréwnaniach Igo fto-
pnia pod §. 10.

Przypadki wiec pierwiaftkéw uroionych znwart¢
bydZz koniecznie mufzag w zréwnaniu ogélnem - -
x*+Ax+D==0 --5f=— 1 ( M 2— D) do ktdrych

rofpoznania uwaza¢ nam potrzeba wielko$¢ funkcyi
zoftaigcych pod znakiem pierwiaftkowym. Dla fkro-
cenia Wiec iezyka, znak (<0 fluzy¢ nim bedzie za znak
wielkosci, oznaczaigc te ilos¢, lub funkcyg wiekfzg,
ku ktorey ieft obrécona otwarto$¢ znaku, te za$
mnieyfzg ktora fie kladzie przy konhczyftosci tegoz
znaku n.p. x<a, pokazuig ze x ieft mnieyfzem cd
a, i ze a ieft wiekfze od x.

Poniewaz funkcyg odiemna pod znakiem ozna-
cza pierwiaftki uroione, roftrzasniymy, kiedy —D
bydz moze odiemnem Ilub dodatnem. Pewni iefte-

Al
Smy z poprzedzaigcych poczatkéw ze musi za-
\yfze bydZ dodatnem, iakiekolwiek ieft famo ieze-

li D ieft odiemnem, odcigganiem ftanie fi¢ dodatne,
Ej wiec
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wiec koniecznie na ten czas 2T D zawfzc bedzie do-

datnem i zréwnanie zgo ftopnia nie ma pierwiafo-

kow uroiofiych..
lezeli- zas D ieft dodatnem, *A*— D. bedzie tylko

W tei> czas odiemnem, kiedy D> 7~Al, i zrownanie na

ten czas. ma obydwa. pieYwiaffcki uroione'. S tych
dwéch, tak proftych uwag iefzcze przed rozwigzanien
zréwnania zgo ftopnia, moze'my pognaé¢ czyli ono
zamyka  pierw-iaftki rzetelnie lub uroione'. T:
pierwiaftki uroione nie wydatyby nam. fie az w oftu-
tnich wypadkach, gdybySmy nie byli dofzli dopiero
wytozonego fpofobu na ich; rofpoznanie, moze wiec
arownanie pokaza¢ fie w poftaci rzetel.uey a ic-
dnak z,amyka.¢ co$ niepodobnego. Coz tego za. przy-
czyna? barzo profta: w pytaniu zadanem, moze zacho-
dzie przeciwno$¢ miedzy iednym warunkiem, i dru-
gim wzgledem iedney rzeczy, ale moze zachodzié
zwigzek wzgledem drugu/y; uwazane te warunki w
tym oftatuiin przypadku prowadza nas do zréwnani*
prawdziwego; ze za$ to zréwnanie ogarnia wfzyftkie'
okolicznosci, odkryie fie dopiero w wypadku przeci-
wnos¢, ktora wzgledem czego zachodzi'. Oprocz te-
go mogag warunki wigzaé fie s fobg dobrze w pyta-
niu, ale mogag nie bydZz przywiazane' tylko do pe-
wnych wartosci; iezeh w nie wprowadzmy wartosé
ktéora im nic ftuzy, wprowadzemy rzecz niepodo-
bng, i trafiemy na uroione pierwiaftki. Zobaczmy
to w przyktadzie:

Zadanie. ,.Rozdzieli¢ liczbe 18 na dwie tak, zeby
» ich mnogo$¢ wydala i?y,,

Daymy ze iedna s tych liczb ieft x, druga wiec be-
dzie i8-i-x, i warunek pytania daie nam Zréwnanie
x(ig—x)=ijf - r%x—xt=ijr mx*~ Ux= — /jj-j
a zatem x—9+ y — pierwiaftki
dwa uroioné. Pytanie wiec ryifze’ ieft niepodobne' w
liczbie j8, ale bydz moze podobne w inney liczbie.

GdybySmy
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Odyby$Smy n.p. Kamiaft ig wzieli byli id, znaleZli-
bysmy byli dwie liczby x—e; x=1iy. ktédrych mno-
gos¢ réwna ieft ijy poditug warunku pytania.

5 XVI.

Zoftawmy fobie na potem przyktady i dalfze obja-
$nienia oafzych poczatkéw, a ciagmy daley nafze
uwage. Przylalismy byli do zréwnania 2go ftopnia
od zréwnan zamykajacych w fwych terminach nmo-
gos$¢ z iedney ilosci nieznaney przez druga n. p.
xy-hay-t-b~o0, uwazaigc y iako funkcya x dang przez
inny zwigzek igo ftopnia. Takowe zréwnanie ieft
zaifte barzo ogdélne' 2go ftopnia, s ktérego dopiero
wypada X1--Ax+D=o0, ale ze tamto podiug poda-
nych prawidet nic moze bydi rozwigzane tylko przy-
wiodHzy ie do tego oftatniego wzoru. lednakowoi
wyraz iego tak przerobiony nic nie odmienia w iego
naturze i zwiazku, a zatem nie narufza zadnego przy-
miotu iemu iftotnego. lezeli wiec zréwnanie xy+ay
+b=0 uwazani bydz powinno iako ztozone z dwoch
zwigzkoéw roéznych lub iednakich, s ktérych ieden ftu-
"2y nax, drugi nay i zdwdch wartosci rownych lub
nieréwnych, ilosci nieznanych x,y, dwie te wartosci
nie mogtly fie ztozy¢ razem w zréwnaniu, tylko tak
ink i fame nieznane, to ieft mnozeniem iedney przez
drugg . Zréwnanie wifc xy-hay-t-b=0 uwdttane bydz
powinno iak gdyby byto ztozone z dwéch wartosci
aréwnan igo ftopnia przez fiebie rozmnozonych.
Wiec i xa-K”™x-(-D=!) ktore ieft zawarte w tamtem
podobnie byd/. powinno uwazane: te dwie wartosci
pierwfzego ftopnia wypadaja z rozwigzania tego zro-
wnania i fg oznaczone w dwoch pierwiaftkach, wiec
dwa pierwiaftki zrownania x*+Ax+D =0, to ieft - -
X— — \ASIV(CAZ_D} - - - X= — i A-M(CTAN-D)

przywiedzione' do zero i rozmnozone przez fie wy*
dadi powinny famo zréwnanie x2-hAx-hD=o.

Przywiedzeni wiec iefteSmy tak oczywifta uwaga

do dziatan w funkcyach pierwiaftkowych rzetel-
£4 " nych

Zréwnanie ig»
ftopnia tkladi

[WTM /'*7*
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nych lub. uroionych. Zatrzymayrryy fie- nad niemi.
Dziatania ktéresmy roftrzafali wyzey w funkcyach
wymiernych zafadzane byty na pierwfzych wiafno-
jciach i na naturze famych funkcyi i ilosci. Z r6znych,
odfmsm wypadatly rézne ich gatunki, te atoli zawfzc
pokazaly nam fie uwazaigc iedno dziatanie fpofobem
mnicy lub wifcey rozlegtym i dzielgc ie niby na ré-
zne przypadki. lakzesmy wynaydowali prawidta
na dziatanie iakie' nowe? oto réwnaigc to z innem
iuz wiadomem, a podtug odmian w tem poréwnaniu
doftrzezonych, przerabialiSmy prawidta iednego dzia-
tania na prawidta drugiego; to ieft fzliSmy zawfze od
rzeczy wiadomych do niewiadomych i w fzukaniu te
oftatnie ftaraliSmy fie zawfze przywiesdz do pit/r-
wfzych. Nieodftgpmy wiec i teraz od tey drogi i fta-
raymy fie funkeye niewymierne poréwnaé¢ z wymier-
nemi-co do dziatan w nich zachodzacych. Nie moze-
my nafamprzéd watpi¢ zeby dziatania w funkcyach
teraznieyfzych nie przypadaty te famif, ktore ftuzyty
funkeyom wymiernym. Te' bowiem dziatania nie by-
ty fkutkiem ich wy miernosci, ale wypadaty z r6znych
odmian wzroftu lub ubywania, ktérym podlega ilos¢
podtug natury i okolicznosci pytania. Te odmiany
zachodzi¢ wiec mogg w ilosciach niewymiernych tale
iak w wymiernych; nie zoftaie nam teraz tylko pra-
widta tamtych przyzwoicie ftéfowac¢ do teraznieyfzych.
W fzyftkie ilosci niewymierne wyrazi¢ fie mogg na
podobienftwo wymiernych przez wyktadniki utoin-
kowc'i przyftofowawfzy wiec to wfzyftko cosmy
mowili o obchodzeniu fie z wyktadnikami catkiemi,
do utomkowych,* wynaydziemy to cosmy fobie zada-
li. A naprzéd iako rézne litery i wyktadniki w fun-
kcyach wymiernych, oddzielaty nam te funkeye nie
dozwalaigc ich dorzucaé lub odcigga¢ raze'in chyba
przez fame tylko znaki, tak rozne litery i wyktadni-
ki znakow pierwiaftkowych w funkcyach niewymier-
nych tak oddzielaig ich gatunki, ze ich s fobg tgczy¢

nie mozna tylko przez znaki n.p. niaigc V~n, \Stib,
albo
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nlboV —n, V —ja, i t.d. mamy funfccyc tak rd/.nd, ze
ich dodawanie lub odcigganie nie moze ile fta¢ tylko

przez naznaczenie, to ieft: \an + vrab -V —a_’\_.y— ja.
Przeciwnie zn$ chcac dodadz lub odciggngé ab do
lub od \Z~ab, albo AN\Z—x, zV —x, wypada 4'Sab,
G'/7—x w pierwfzem; zV~ab, 2\Z-—x w drugiem
dziataniu, bo wfpét-czynniki liczebne' nie odmieniaig
natury funkcyi.

Moga czeftokro¢ funkcye niewymierne' pokazaé fie
na pozor ré/.nemi, lubo w faniey rzeczy takiemi nie
fn, n.p. i\rxal, a\™4x, albo izxVr—d, zV —dxt,
na rozeznanie tego nalezy ich wyraz uprosci¢, wydo-
bywfzy s>pod znaku te ilosci, ktére bydZ mogg wy-
dobyte, lub wciggngwfzy niektére pod znak podtug
niedawno przepifanego fpofobu w8 .n. a przywiodt-
fzy ie takim fpofobem do iednoftaynego wyrazu po-

kaze nam fie prawdziwe' ich znaczenie: i tak w
przyktadzie riafzym j\/ xak="aVrx, avVrdX=zaVrx -
zV —dxi~zxVr—d, widziemy teraz ze X i zavrxt

izxVr—d i zx\f— d fg funkcye iednakie.
Ale maigc funkcye pod réznemi znakami pierwiaft-
kowemi, nie moznazby ich przywie$sdz do iednego

znaku bez narufzenia ich wartosci, n.p. Vax+V'3id .
m me do ied ego

-+-K Odpowiedz na to ieft barzo tatwa. Przera- tnt«V pief’
bia¢ wyktadnika znaku pierwiaftkowego na inny, ieft wu lowcliO,
to podwyzfzy¢ lub zmnieyfzy¢ pierwiaftek potegi w
funkcyi pod tym znakiem zoftaiacey; w te'y odmianie
ocalcmy zupetnie wartos¢ funkcyi, iezeli lame ilos¢
pod znakiem do tyle; wyifzey lub nizfzey potegi wy-
niefiemy, ile fie powiekfzy¢ lub zmnieyfzyé powinien
pierwiaftek w tem przerobieniu*, wykonywamy bo-
wiem tym fpofobem dwa dziatania przeciwne, a za-
tem to co iedno odmienia w funkcyi, drugie znosi i

przywraca iag Ho ddwney wartosci: i tak n.o. wfun-
keyi moze'rny wyktadnika zn iku podtug woli
odmieni¢, bylebySmy te fame odmiane czynili i w

Ey funkcyi
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funkcyi pod znakiem; chcac n.p. wyktadnika 2 za-
mieni¢ na 4. a. 8. i t. d. przez te fame liczbe mnoze
zaraz Wykladrdlfika énaku pierVé/iaftkowego i funkcyi;
m;im \"ax, V ci"-x*, V a%3, V a4X4, i t.d. ktore toz
famo znacza* te bowiem funkcye podiug wyzfzych
wiadomosci fg rowne.

11 i 4 4
flix :I,n4x4>a8xs ulOmki za$ =
W rzeczy wiec famey to pytanie na tem fie konczy, ze-
by wyktadniki utomkowe odmieni¢ na inne z ocaleniem

ich wartosci: iprzywiesdz funkcye adz
do iednego wyktadnika znaku} ieft to iedno, co
przywiesdz wyktadniki utomkowe ilosci do tego fame-

go mianowni.11<a. A zatem w funkcyi allx §+y 21&| +
4 | | | 4+1
amz m trzeba T ~ m ~ przywiesdz do iednego
3TOHIU+ 04+1 X t .
mianownika T :owiec rt~ x- +y-TrT +

4 1 M 3M  atu 2w 24 6 6mr

a mz m= a 6mx 6m+y6émdém+aegliz*™ =r  rt3"'x 3>
tmy Any
\% ylImd2m-t- anz*.

- Dziatanie, ktéreSmy dopiero odbyli, potrzebuje mno-
Wynofienie . . Sz L. 2 ..
do poteg i wy Z€Nia wyktadnikow, mnozy¢ za$ wyktadniki ia-
cigganie pier. Kiey funkcyi ieft to wynosi¢ in do potegi, tak iak
Wiittkow™ dzielac wyktadnika teyze funkcyi, ieft to wyciggaé z

niey pierwiaftek. Wfzyftkie funkcye niewymierne
wyrazaiac fie przez wyktadniki utomkowe podlegaia
podobnym prawidtom w tyclT dwoch dziataniach, tak
dalece} ze MWofuigc ie do utomkow przyzwoicie, w
wynofzeniu do poteg przypadnie nam mnozy¢ liczni-
kow j w wycigganiu za$ pierwiaftkbw mianownika
utomku wyktadnikowego. Aze w funkcyi niewy-
mierney, licznik ieft wyktadnikiem ilosci, mianownik
za$ wyktadnikiem znaku pierwiaftkowego, wiec wy-
nofzac
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nofznc n. p. y'(*+n) do potfS' m nalezy nam przez
tn mnozy¢ wyktadnika ilosci i wypadnie potega m

I/'(x-f-a)m: wyciggaigc za$ pierwiaftek potegi m z

funkcyi ~(s+a), przypada wyktadnika znaku pier-

wiafkkowe'go rozmnozy¢ przez nf, co daie (a+x)

pierwiaftek potegi m funkcyi ~(x-ha).

Chcac mnozy¢ lub dzieli¢ iedng ilo$¢ niewymierng
przez druga takgz, mamy*do czynienia z wyktadni-
kami utomkowe'mi, ktore tak iak w funkcyach wy-,
miernych nalezy dodadZz do fiebie w piewfzem, od-
ciggng¢ za$ w drugiem dziataniu u tych famych liter.
Aze utomkoéw nie mozeTny dodawaé¢ ani odciggaé nie
przywiodtlzy ich do iednego mianownika, wiec nize-
li przyftagpie'my do mnozenia lub dzielenia funkcyi
niewymiernych, nalezy ie wprzod przywiesdz do te-
go famego znaku pierwiaftkowego; i tak V a " bp.

n - p S ljn+r'" yg+sin rnry
{ynrbs= a +T b~ + ~=a 1m b =r c
to famo ftuzy i na dzielenie n. p.

w \% > S ng—m pa—Sm
i“anbv: J/'arbs=a ~'~~b”""~~~"~"=a «"*p ™"
- aiiQ-rm!,pg-t»i lezeli za$ znaki zachodzag te'
fame w mnoznikach, nie zoftaie tylko rozmnozy¢ fa-
mo ilosci podtozywfzy ich mnogosci tenze fam
znak. n.p. \/~ab.ac=Vrazbc~=a\fbe.

Skad fie wnofi ze \fa.\fazV'a'i—a; V*a— Va-=
— —n, to ieft: ze mnozac dwie funkcye pier-
wiaftkowe tez fame przez fie, wypada w mno.zeniu
fama funkcya bez znaku pierwiaftkowcgo, dodatna
iezeli znaki fg tei fame-, odiemna, iezeli fa rdzne: co
fie takze wycigga 2 wzorow ogdélnych uczyniwfzy

gn=rm=gmt pg=fm=qgm,
* F<j Fun-

Mncienie i
Duclcnic.
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Funkcye pierwiaftkowe' uroione' wyrazicby de tak-
ie powinny przez wyktgdniki utomkowe. Ale ze
ich cecha zalezy na znaku odiemnym potozonym po
znaku pierwiaftkowym, ktéory ma wyktadnika parzy-
ftego, dla tego wynalesdi nam potrzeba roéznice na

to znaczenie: bo n.p. V —a wyraziwfzy przez — ci\

moégtby kto znak odiemny przywigza¢ do znaku pier-
wiaftkowego a nie do famey ilosci, przez coby uro-
iong wziat za rzetelna. Zabiezemy temu przez

znaczenie (— a)a gdzie iuz znak przed nawiafami
naleze¢ bedzie do znaku pierwiaftkowego, znak za$
pomiedzy nawiafami do famey ilosci; a poniewaz

— a uwazac fie moze iako a.— i przeto (—njs=ni.

(—i1)i-=/n/— /. wfzyftkie wiec funkcye uroione'
znaczy¢ odtad bedziem mogli tym fpofobem n. p.

— - Zaczem poniewaz w fun-
kcyach uroionych dwoiakie znakt nalezy rozréznic,
iedne ktdére naleza do znaku pierwiaftkowego, drugie'
ktére naleza do famey ilosci, trzeba w dziataniu mieé
wielka baczno$¢ na kombinacya tych dwoiakich zna-
kow, ktéra lubo dzieie fie zgodnie do wfzyftkich pra-
widet znakéw, prowadzi nas do wypadkéw na po-
zO0r zdawaigcych fie im fprzeciwiac.

Funkcye uroione fg przypadkiem fzczcgélnym fun-
kcyi niewymiernych: wfzyftkie wiec prawidta ktore’-
Smy na te oftatnie znalezli, fluzy¢ mufza i pierwfzym.
Maigc zatem do mnozenia V —b.V—c, mamy w rze-
czy famey Vb.V —i.Vc.V—/ czyli \Sbc.V—i.

V —i; aze V'— \.V— i — — /; zaczem Vb \/~— j.
— i— — \fbc. podobnie V —b.— V —c=-t-
\fbc, V—c\.V—n = —n, dwie wiec funkcye uroione

rozmnozone przez fie, wydaig mnogos$¢ rzetelna.
Prawda ta tak oczywifta, i ze wfzyftkiemi prawi-
diami dziatah zupetnie fie Zgfidzaiagca nic powinna
nikogo zadziwia¢, uwazaiac kazdg funkcya uroionrj
iako wypadek oftatnich kombinacyi rachunku, do kté-
rego nas przywiesdz moze rozwigzanie jakiegokolwiek
zr6-\v nama
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zréwnania ftopnia parzyftego, Zwigzek bowiem w
zréwnaniu mogt bydz prawdziwy, ale go ftéfuigc do
pewnego przypadku Hlut fie niepodobnym. Zdaie mi
fie wiec, ze pierwiaftki uroione fg tylko przypadkami
fzczeg6lnemi rozwigzania ogélnego, pokazuigcemi
gdzie fie, to rosciggnaé¢ nie moze, iako nizey bedzie-
my mieli tego dowody. Mnozac wiec dwie funkcye
przez fig, wracamy fie do tych prawdziwych ogolniey-
fzych kombinacyi s ktorych powftaly.

Zatrzymaymy fie iefzczfc nad tem dziataniem. Mno-
zac (a+bV"— i)(a— b\f— i) wypada za mnogos$¢ a2-hbx
funkcya rzetelna, (a2+b2){a-hbs/'— 1)= a3+ab2+a2b.
V — i+-b3V~— i funkcya uroiona; - - - -
a2 — i+-b3V— /)Qa—bV — i)— a4+2azb2+b”™ fun-
kcya znowu rzetelna™ i t. d. Widziemy wiec ze mno-
gos¢ s funkcyi uroionych nigdy nie moze fig ftac
rzetelng, tylko kiedy liczba mnoznikéw uroionych
ieft parzyfta,

Nauczywfzy fie obchodzi¢ z funkcyami niewymier-
nemi w réznych zachodzacych dziataniach, wréémy fig
do nafzych uwag, i uzyimy dopiero wytozonych na
mnozenie prawidet: chcac fie dosSwiadczeniem prze-
konaé o tey prawdzie, ktoreySmy oczywiftem rozu-
mowaniem dofzli to ieft: ze zrownanie cjfugiego fto-
pnia zamyka koniecznie dwa pierwiaftki, ktére przy-
wiodtfzy do zero, i rozmnozywfzy przez fie, otrzy-
mamy to famo w mnogosci zrownanie, ktére nam

byto do rozwigzania podane. lako6z rzadzac fie pra-
widtami mnozenia.

—D)\Qc+ld-—V (YA*—D)N=x2+six+D

W fzyftkie wiec zrownania zgo ftopnia uwazane
bydz. moga iako zrofle z dwoch zréwnan igo ftopnia
przez iiebie rozmnozonych, ktérych albo obydwa
pierwiaftki fa rzetelne, albo obydwa wuroione: ka-
zdy s takowych pierwiaftkdw rozwiezuie iakie pyta-
nie, albo daie odpowiedz inna na toz famo. Zaczem
zréwnanie zgo ftopnia ieft zawfze (kladem dwoch



78 Algebry Czes¢ |I.

pytan proTych oznaczonych przez dwa pierwla”™ki
teg6z zréownania. Kazde zréwnanie /go ftopnia na
ktére iie zréwnanie zgo rozbiera, ieft réwne zurd;
wiec wartos¢ na x, s ktéregokolwiek z nich wycig-
gniona i wtozona w zrownanie zgo ftopnia przy-
wiesdz ie powinna do zero, iako dziatanie kazdego
o tem przekona w teraznieyfzym przyktadzie. Prze-
to kazda warto$¢ ilosci nieznaney ktéra witozona w
zrownanie zgo ftopnia przywiedzie iedo zero, ieft pier-
wiaftkiem zréwnania: takich za§ wartosci nie moze
bydz wiecey nad dwie. Poiutore znatazifzy innym
iakim fpofobem ieden tylko pierwiaftek, a rozdzieli-
wfzy przezen zréwnanie zgo ftopnia podane, otrzy-
mamy pierwiaftek drugi.

Nizeli rosciagniemy daley teraznieyfze uwagi, ro-
zwigzmy sobie iefzcze iedno zadanie, ktére nas wpra-
wi w uzywanie prawidet w tym Rozdziale wyto-
zonych.

Zadanie: ,,Maigc dwie Swiece nieréwnie S$wiatta
., udzielaigc¢ ztaczone przez linig proftg, wynalesdz
., ha tey linii mieyfce réwnie od obydwdch oSwiecone?,,

Na rozwigzanie tego pytania przypusci¢ nam tu
potrzeba ieden poczatek optyczny, ze iafnosci rozrzu-
cane od ciat Swiecacych tak fie maig do liebie, iako
potegi drugie wywrotne ich odlegtosci: (in ratione hi-
verfa dupticata di/tantiarum). Tak ze iezeli w odle-
gtosci a iafnos¢ ieft réowna c, w odlegtosci x rowna

cal
bedzie Chcac teraz doysdz Swiatta kazdey w

fzczeg6lnosci Swiecy, rownaé¢ powinniSmy iafnos¢ ie-
dney i drugiey rzucong w teyze famey odlegtosci na
iakg ptafzczyzne.- potézmy wiec ze piewfza Swieca
daie iafno$¢ c w odlegtosci a, druga Swiattos¢ d w
teyze famey odlegtosci; nazwawfzy odlegtosé dwach
Swiec od fiebie b, odlegto$¢ pierwfzey S$wiecy od
mieyfca ktérego fzukamy x, bedzie odlegto$¢ drugiey
od tegéz mieyfca b—x. Wypada wiec s poczatku

optycznego ze Swieca pierwfza W odlegtosci x bedzie
dawadé
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dawaé Swiatta druga w odlegtosci b—x, udzieli
da-
Swiatta i a poniewaz podhig warunku pyta-
nia obydwa te $wiatta bydz powinny réwne, idzie
da2
zatem ze - mx}t ~ ~zniofifzy utomki i ro-

fporzadziwfzy terminy podiug poteg x, otrzymamy:

X1----- 1— x= _ bH* ___ bHd
c~d c—d c-dx+J7 ~dy- ~ (c—dj*
bc + b™ cd r7vl; bcxtb\rCd

* - — d=-~"L7 CZ)1' o e*= °dI”

. b(d +\fcd
gtosc pierwfzey Swiecy, - - b— x= — ...( —----C--)
c—d
legto$¢ drugiey Swiecy od mieyfca réwnie os$wieco-
NEGO- e

Poniewaz x ma dwie wartosci, przeto mufzg bydz
koniecznie dwa takowe mieyfca. Roztrzasniymy te-
raz wfzyftkie przypadki w zréwnaniu zawarte i Scig-
gajace fie do réznj-ch ftopni Swiatta, to ieft kiedy £>dy
powtore kiedy nakoniec kiedy c=d.

Co do pierwfzego, iezeli c~>d, ¢™>\cd, i rf<\/'cd:

pierwfza wiec warto$¢ na x, q ieft iloscig
C_
dodatna, ale ze (c+yfcd)>(c— d), wiec b(c+'~c™'> b,
) c—d
ala tego mieyfce to przypada az za drugg Swiecg flab-
fzag- Druga odlegto$¢ b— x = — b(i+\/ cd) ocj.
c—d

iemna, wiec przypada na przeciwng ftrone podiug te-
go coSmy moéwili o ilosciach odiemnych. Druga war-

tos¢ na x ieft  ---——-- fO jen Podatna, ale ze

tnnieyfza
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mnieyfza od b, wiec to mieyfce przypada miedzy
dwiema $wiecami, i naten czas druga odlegto$é b— x =
b(V cd— d)

------------ ieft dodatna iako bydz powinna. Widze-

my wiec ze kiedy c>(f, zadanie ma dwie odpowie-
dzi, a przeto fg dwa takowe mieyfca, s ktorych ie-
dno przypada miedzy dwiema S$wiecami, drugie za
$wiecg ftabfzg. Daymy n.p. ze c=4<f, b=%$o ftép,
wiec x=ao ftop, b—x = — 30 ftop na pierwfzag odpo-
wiedz; powtére x=2 O ftép, b—x=1io0 ftop na odpo-
wiedz druga, co fie zupetnie zgadza z doSwiadczeniem

Przypus¢my potem ze c<Cd, c<”cd, n!>v~cd, w
tym przypadku nic wiecey nie czyniemy, tylko ze
przenofzemy sSwiattlo mocnieyfze na mieyfce ftabfzé-
go, a ftabfze na mieyfce mocnieyfzego, zaczem odpo-
wiedzi bedg te fame co i przedtem tylko ft6fownie
do teraznieyfzych odmian.

Potézmy na koniec obydwa S$wiatta rowne to ieft

c=d’ na tén czas jc= 2@_—_'_4_2__], - v b_bx(d:'h_d)
0 o]
powtére 5C=°, b—x—  obydwie pierwfze' wartosci

fg réwne utomkom maigcym za mianownika zero,
czyli ilos¢ nielkoniczenie matg; fg wiec nielkonczenie
wielkie. Coz to znaczy?

Kazda ilos¢ odmieniaiac fie nie moze tylko albo fie
zna(c)zcm"éaflr fle p0W|ekfzac albo zmnieyfzac. Wplerwfzym razie do-
ici mesJtoncic rzucalac iey ilekolwiek badz podobnycn ilodci, wzra-
me wielkiey, i (ta; ale nie przeftaie nigdy bydz iloscig fkonczona; ie-
meskonczenic dnakow6z wzraftaigc zawfze zbliza fie co raz barziey
*UnUomeiOL d° Pewne'y Pranicy> ktérg my fobie wyftawiamy w
negO . "umysle, abysmy ftéfuigc do niey iakiekolwiek badz

“ wielkosci, mogli o ich wartosciach fadzi¢: tg granica
ieft ilos¢ nielkonczenie wielka ktdéra fie znaczy przez
| albo przez co >nie mafz iey w naturze* w Kktorey

wfzyftkie rzeczy fag (konczone', ale to ieft tylko ftwo-
rzeniem rozumu wymyslonem do mierzenia iikich-
kolwiek badz wzroftow ilosci. Drugi
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Drugi przymiot ilosci to ieft zmnieylzanie fie ciagte’,
potrzebowato podobney granicy, do ktérey ig odno-
fznc moglibysmy bydz wftanie fagdzenia o ich warto-
Sciach: taka granicg ieft zero o. czyli ilo$¢ nielkohcze-
nie mata ktora tak iak pierwfaa nie ma iefteftwa tyl-
ko w famym umysle.

Kazda ilos¢ wzraftaigc lub ubywaigc przybliza fie
do iedney s tych granic ale iey nigdy nie moze do
fiac, boby tym fpofobe'm z iloSci rzetelney ftata fie
zmys$long, lezeli fie kiedy przytrafi ze iaka wartosé

W zrownaniu zamieni fie na ~ albo na o, znakiem
ieft, ze w naturze takowy przypadek poditug Sciftosci
geometrytzney nie ma mieylca, ale ze ie mieé moze
w fpofobie prawdy bliflum. n. p. przypusciwfay w
nafzem zadaniu c=rf znalezliSmy na x i b—x ilos¢
niefkonnczong: co nas uczy, ze iedna s tych odlegloici
nie moze fie znaydowa¢ w naturze; ze na ten czas
pytanie nafze nie nalezy do drugiego ftopnia ale do
Ign, iako n:is zaraz poczatkowe uczy zréwnanie. le-
zeli atoli nie bedziemy braé rzeczy W uayikrupula-
tnieyfzey Sciflosci, drugie' to mieyfce mogtoby bydz
naznaczone' w tak wietkiey odlegtosci, przed ktdrgby
nikna¢ mogta odlegtos¢ dwodch Swiec, co zawfze w
naturze daie tylko wartos$¢ bliflcga prawdy'. Kazda
funkcya catka ftaie fie niefkoniczenic wielka, kiedy kto-
ry z iey terminéw ftanie fie takim; niefkohczenie za$
matg kiedy ktéry z iey mnoznikow ieft zero. Kazda
za$ funkcya utomkowa ftaie fie niefkonczenie mata,
kiedy iey licznik, kiedy za$ iey mianownik ieft zero,
ftaie fie niefkonczenie wielka, co wypada koniecznie
z natury utomkoéw.

Miedzy dwiema granicami o, zawarte fg wfzyr
ft ‘'osci fkonczone i rzetelne; ktore pokazuig fie w

rachunku pod znakiem 8§, iezeli w oftatnie' wypadki
wprowadziliSmy igka kondycyg do ktorey rachunek

nafz nie nalezy, Znak wjec ~ uczy nas, ze rzecz
F ktorey
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ktorey fzukamy ieft podobna, ze ma wartos$¢ fjron-
czong, ale ze te oftatnie wypadki nie mogg iey nazna*
czy¢, a zatem nalezy fie az do poczatkowego wrécié
zréwnania, i wprowadzi¢ w nie ten warunek nowy,
ktory zapewne co$ w warunku odmieniwfzy, odkryie
nam doktadnie to czego fzukamy. | tak w terazniey-
fzym przyktadzie wprowadziliSmy do oftatniego zré*
wnania c=d, kondycyg ktoéra zniza zrownanie do
pierwfzego ftopnia i daie nam b=2x, czyli x— _£>
2

to ieft: ze w tym przypadku iedno ieft tylko takowe
mieyfce w famym S$rzodku odlegtosci dwdch Swie'C
od fiebie: fzukaigc tey odlegtosci w zréwnaniu 270
ftopnia gdzie iuz iedna Wartos¢ Itata fie niefkonczona,
i kombinuigc to mieyfce niepodobne s podobnem,
nie mogliSmy zaifte nic Wyciggna¢ oznaczonego w ta-
koWey kombinacyi, o Czem nas fam rachunek prze-
itrzegt.

lezeli ilos¢ iaka przefzedifzy za granice oftatni.*}
fwego wzroftu Ilub ubywania zaczyna znowu brac
waitosci iakie, te nic mogg bydz tylko nieskohczone'
uwazaigc i¢ w takim wzgledzie iak przedtem, i na
ten czas wypadaig rézne porzadki ilosci nicflcoriczo-
nych, ktére Matematyka wyzfza roftrzafa: iezcli za$
te wartosci fa ikonczone nie moga one znaydowac fie
w tym lianie i wzgledzie, w iakim byty przedte/m:
bo iuz fkonczyfy zupetnie fwéy bieg dawny i fwoie
nawet miare ftofonku; nic moglty one wiec pokazaé
fie tylko ihntmi od tego, czem bytly przedtem; to bo-
wiem przeyscie nic innego nie znaczy, tylko ze wzro-
fty lub ubywania ilosci w tym wzgledzie fag niepodo-
bnymi, ale podobnemi w wzgledzie infzym. lezeli wiec
ilos¢ iaka byla dodatng, a w tym ftanie ftata fie dla
pewney wartosci | albo O; rofngc znowu potcmi ftaie

fie odiemna albo z odiemney dodatng, i dla tego¢ to
;podobno. ilosci odiomne nazwano mnieyszemi od #trr-
[oz=e o)
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czego (iiunores nih\I§)\ nazwifko barzo fzczegédlne,
ktére tu dopiero moze bydz objasnione.

lezeli wiec niektérzy Autorowie wyrywajg fie za-
raz z niem przy v/ftepie, mozemy s teraznieyfzych |
przerztycK uwag rossadzi¢ i mato znaia teorya ilo-
§ci doddtnych i odiemnych. Oprocz wielkiey nieprzy-
zwoitos$ci przez ktéra uczacych, fif wprawiajg w cie-
mne i dziwaczne' rzeczy opifywanie, btadzg przeciwko
prawom geometrycznym dajac nnzwifko powfze-
chne barzo, fzczeg6lnemu przypadkowi, i wprowa-
dzaigc niezrozumiany jezyk w te nauke, ktéra sswey
natury ieft ftotica iasnosSci i przekonania. Staraymy
fie wrazi¢ naygtebiey w umyft i pamiec¢ teraznieyfze
uwagi, bo, ony ftuzyé nam beda do. igfnego zrozumie-
nia wyzfzych Matematycznych nauk, ktérych fg nay-
pierwfzym gruntem.

S  tego. ttdémaczcnia fpyta fie nie ieden, iak rozro-.

zni¢ wypadki pokazujgce nam pierwiaftki uroione' w

zréwnaniu, od tych ktore nas przyprowadzata do ®
albo do o; ale na to dofy¢ mu zrozumie¢ dobrze epi-
fanie dwéch tych rzeczy, a przyzna ze inna ieft
rzecz, kiedy iaka, odpowiedz ftaie lic dla pewnego
warunku wcale niepodobng, a imii znowu kiedy od-
powiedz ieft niepodobna dla pewney kombinacyi od
ktorey nie zalezy.. Ale pierwiaftki uroione bedg ie-
fzcze miaty rozlegleyfze znaczenie nizey.
8. XVII.

Przyktady ktéresmy fobie obrali dla doSwiadczenia
prawidet na zrownanie 2go ftopnia dat}- nam poznac,
x2e wypadki Algebraiczne nie tylko nam odkrywaja
prawdziwg wartos¢ iloSci nieznaney, ale nawet i ftan
ie'v. w ktorym fie wzgledem innych znayduie i do
ktérego nalezy odpowiedZz pytania podtug wiadomo-
sci 0 funkcyach dodatnych i odiemnych wyzey wylo-*
mzoney. Kiedy wiec nadaiemy znaczenia rzeczom w
pytaniu zawartym nie nalezy nam fie trofzczec czyli-

smy ie przyzwoitym znakiem nacechowali lub nie?
Fz oftatnie

wypadki po-
pncdiaijcych
“W*g >prawi-

iey roSu”™mo
nc.
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oftatnie bowiem wypadki naucza nas tego; lezeli w
nich ilos¢ nieznana wypada s tym famym znakiem
ktorySmy iey na poczatku pytania nidali, pokazuie
ze nafz¢ cechowanie byto dobre; iezeli za$ wypadnie
ze znakiem przeciwnym, oftrzega nas>ze to cosmy
wzieli w pewnym wzgledzie, powinno byto bydz
wziete w wzgledzie przeciwnym. Rachunek wiec
Algebraiczny fame nawet bledy znaczenia poprawia.

Zachodzi nam tu iedno pytanie: czyli prawidta po-
dane na rozwigzanie zréwnan 2go ftopnia nie moga
bydz rosciggnione do ftopni wyzfzych? To pytanie
ftofowa¢ mozna do dwéch przypadkéw, albo kiedy
zrownania wyzfzych ftopni zamykaig tylko pewne
terminy iakowe podobienftwo maigce s teini, ktére
w drugim ftopniu zachodza; albo kiedy zréwnania
zamykaig wfzyftkie terminy fwych ftopni, lub nie-
ktére nieinogace fie zrownac¢ s terminami zgo ftopnia.
Whniesie lobie kazdy ze tu nie rozumiem innych ter-
minéw tylko te ktére zamykaig ilo$¢ nieznang, bo
cala uwaga nafza na te tylko terminy w rozwigzy-
waniu zréwnan bydZz powinna obrécona. co do
pierwlzego przypadku: poniewaz zréwnanie zgo fto-
pnia powftaigce sfunkcyi dwod-kfztattney zawiera ter-
miny x2+Ax, gdzie wyktadnik zgo terminu ieft po-
towa wyktadnika igo; wiec iezeli iakiekolwiek zro-
wnanie bedzie zamykato w dwoéch terminach ilosé
nieznang tak, ze wyktadnik zgo terminu bedzie po-
towag wyktadnika igo, te fame reguty ktore nam tu
fluzyty, beda iefzcze mogly bydz uzyte na rozwigzanie
takowych zréwnan. Daymy n.p. ze mamy zrowna-
nie x 1,n+ AxVv'-T-D— 0. gdzie m ieft iakgkolwiek liczba,
to zapewne rozwigzaé¢ fie moze fpofobem zgo fto-

paia: uczyniwfzy bowiem x mE=y, a zatem x=r ij,
zréwnanie naprzod podane', odmieni fie na zréwnanie
zgo ftopnia ktore rozwigzdwfzy, wy-
naydziemy y~ — 3

w
x~V (-1 . lezeli



Rozdziat+ |IT. 8?

lezeli zas zréwnania wyifzych ftopni nie beda
miaty kondycyi dopiero wytozoney; na ten czas pra-
widta 2go ftopnia nie bedg mogty bydz na ich roz-
wigzanie uzyte. Uciekaigc fie do wiafnosci poteg,
ktore nas takze przywiodly do prawidet na drugi
Ropien, potrzebaby nafamprzod aby wfpo6t-czynniki
wfzyftkie ilosci nieznaney, miaty takowe wartosci
iakich kazda w fzczegdélnosci potega wycigga; ina-
cz¢éy nie udatoby nam fig wycigganie z nich pi¢rwia-
ftkow. Ale ktokolwiek zatrzyma fie nad temi wa-
runkami, pozna, ze takowym fpofobem ufzczegol-
niamy barzo teorya zréwnan, przywiezuigc ich ter-
miny do tych a nie infzych wartosci. Reguly na ta-
kowe fzczegolne' przypadki nie pofunetyby cale gra-
nic nauki, ktéra fwoy fzacunek zabiera od ogo6lnosci
poczatkéw. Trzebaby przeto wpusci¢ mysl nafze w
gtebfze i rozleglé¢yfz¢ badania, do ktérych nas famo
tylko doikonalfze poznanie zréwnan wyzfzych ftopni
moze przyprowadzié. Usituymy wiec poznaé lepiéy
wiafnosci zrownan Jakichkolwiek ftopni, w ktorych
moze nam nie bedzie trudno upatrzy¢ reguly na ich
rozwigzanie. Ale iakaz droga przyidzicmy do tego
poznania? Zbierzmy kréotko nafamprzéd tres¢ catey
nauki tego Rozdziatu, a moze w nim znaydziemy
tancuch mysli, za ktérym nam isdz bedzie potrzeba.

Zréwnania z eliminacyi wypadte przywiodty nas
do zrownania 2go ftopnia; te znowu pokazaly nam
funkcye fobie podobne, ktéresmy nazwali dwo-kfzfctt-
tnemi dla dwoiakich wartosci ich znakéw. Mamy
wiec kazdemu rodzaiowi zrownah odpowiadaiacy ro-
dzay podobny funkcyi, a tamte przywiodty nas za-
wfze do tych, i do dziatan im wiasciwych. | lubo
w lakiemkolwiek zadaniu funkcya poprzedza¢ musi
zréwnanie podiug réznicy miedzy niemi uczynioncy
W Sm ze iednak przez zwigzek mysli poftepuiemy
do prawdziwego poznawania, idzie zatem,” ze od
zréwnania przyisdz mufiat rozum ludzki do wtafno-
sci funkcyi, roftrzafaigc zbiéor mysli i warunkéw,

Fj ktore

Treii? nauM
w catym Ro«
ziUiale,
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ktore w tem zwigzku porownat. Funkcye dwoé-
klztattne odkryty nam fwoie pierwiaftki; mamy wiec
pierwiaftki funkcyi i pierwiaftki zréwnan: a iako,
pierwfza potega ieft pierwiaftkiem innych wyzfzych.
w funkcyi iakiey nieznaney ilosci; tak zréwnanie
igo ftopnia uwaza¢ fie moze iako pierwiaftek wyz-
fzych zréwnan, lubo w innym wzgledzie, bo. tam
z.wazaig fie pierwiaftki co do ilosci w funkcyg iedno-
klztattng wchodzacych, ktére’ zawfze bydz powinny
t¢ famey tu za$ co da zwigzku ktéry moze. rozny
lub tenze fam zachodzi¢ w pieewiaftkach zréwnania.
PrzyfzliSmy bowiem przez oczywifte barzo po-
czatki do tey gruntowdéy prawdy, ze zréwnania 2go.
ftopnia uwazac¢ fie powinny iako ztozone z. dwéch
zrownan Igo; te fame poczatki fluza nam do prze-
konania fie ze zrownania jgo, 4go, i t.d. ftopnia
z.wazane bydz moga iako powftaigce s trzech, czte-
rech, i iednem flowém s tylu zréwnan piérwfzégo
ftopnia, ile ilos¢ nieznana ma iednosci w naywyz-
fzym wyktadniku.. lezeli ten wniofek zdaie nam fie
za nagly, przyidziemy potem do niego przez, inne po-
czatki. Nie mozemy go atoli nie uzyé¢ do. odkrycia
witafnosci zrownan iakiegokofwick ftopnia.. A na-
przod iezeli potega druga funkcyi przywiodta nas do
wzoru ogo6lnego zréwnan 2go ftopnia; potegi takze
wyzfze odkryig nam podobne wzory do wyzfzych
zréwnan, dofyé nam bowiem upowfzechnié¢ wfpéit-
czynniki ilosci nieznaney w kazdym terminie, i ter-
min oftatni, to ieft rosciggnag¢ ie do. Jakichkolwiek
ilosci znanych, i wprowadzi¢ w funkcye zwigzek; a
natychmiaft Tablica 8. 12. nauczy nas o wzorze
przywiazanym do zréwnania kazdego ftopnia.



ROZDZIAL TRZECI.

Nowy Spos6b uwazania Zréwnan doftrze-
zony w poprzedzajgcych wiadomos$ciach daie
ram barziey poznawa¢ fztuke i moc Rachun-
ku, za ktérego pomocg odkrywaig sie Ogélne
Witasnosci Zrownan Jakiegokolwiek Sto-
pnia: pokazaig sie wzaiemne pomocy fply-
waigce s teoryi Zrdéwnan na Funkcyet i s
teorii funkcyi na Zréwnania.

§. XVIII.

"TTczynmy tu nafamprzéd potrzebng uwage nad po-
ftepkiem nafzégo rozumowania. W poprzcdzaig- .

ftych dwoéch rozdziatach fzliSmy od zréwnania docczntohlanH
pierwiaftkow, dla tego, ie tam iedno pytanie rzucito jSCc fpoioi. my
'tyle Swiatta w nafze badania, zeSmy nie mieli tru- Sienia prics
dnosci  poig¢ nature zréwnania i funkcyi; s kto-"achu"ek«
rych opifu Wypadty nam rézne witafnosci zrownan

Vgo i 2go ftopnia. Te oftatnie atoli potrzebowaty

iuz znaczn¢y pomocy rachunku dla tego, ze kombi-

mroce W nich zawarte iuz fg barziey zawiktané. Im

do wyzfzych poftapiemy ftopni, tem fie zapufzczemy

W delikatnieyfze i ciezfze Ité6féonki, pod ktorych liczba

upadtaby mys$l nafza, gdyby nie byta wfpaita pomo-

ca rachunku, i wiadomosci iuz nabytych. Aze.docho-

'dzi/my zawfze rzeczy nieznanych przez znane; kazda

walna prawda doftrzezona, ieft dla nas nowa droga

do innych odlegleyfzych. Zréwnania 2go ftopnia
pokazaly nam oczywiscie, ze zréwnania jgo ftopnia

wchodzag za pierwiaftki w wfzyftkie inne. Szukac

wiec bedziemy witafnosci zréwnan wyzlzych ftopni

za pomoCri pierwfzrgo; i poydzi¢émy teraz od pier-
Ayiaftkow do zrownanh. 'Wtym poftepku pomozemy

F4 niezmiernie
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niezmiernie nafzym myslom, bo rachunek ofzczedzi
nam wiele kombinacyi, ktérych mnogo$¢ ucifnetaby
niezmiernie nafze' mysli. Cale’ wiec myslenie do
zrownan igo ftopnia i iego dziatan przywigzane' od-
padnie nam, a uwaga nafza nie bedzie miata do.rostrzg-
$nienia iak tylko nowe prawdy, ktére s tad wypadnag.
Owo6z cata Metafizyka myslenia przez rachunek.l w
nim naginamy badania nafze do fit rozumu, i ufituie'-
my rozumowania nafze przywiesdz do iak nay-
mnieyfzey liczby: wfzyftkie' zbyt odlegte i zawarte'
w pofitkach odpadaig od nafzey uwagi i zamieniairj
fie w formuty i mechanizm, a fame tylko iftotne zo-
ftaigfie przy umysle, aby fwobodnieyfzy przez ten
fpoféb, mogi predzc'y i doktadniey poftrzega¢ nowe
prawdy, ktére z rachunku wypadaig. Teraz n. p.
UZyiemy roznych dziatai i wilafnoséci zréwnan igo
ftopnia, ale te wfzyftkie kombinacye ktore do tych
dziatan i zréwnan fa przywigzane, fg nam teraz nie-
potrzebne. Gdybysmy i¢ byli obowiazani mie¢ przy-
tomne w umys$le, mnogo$¢ mysli zmigfzataby nafze
attencya nie pozwoliwfzy nam daley przeniknaé.
Rachunek wiec nie ttumi rozumowania, ale nam ile'
bydz moze ofzczedza tego, ktéreSmy iuz raz uczyni-
li, a ktore ciezac na uwadze, tamowatyby dalfze' po-
ftepowanie nafze do prawdy. Nie mozemy nie uznaé
iak ta ekonomia ieft nieodbicie nafzym myslom po-
trzebna, bez ktorey tyle innych nauk ulgnawfzy na
pierwfzych doftzezeuiach i pewnych fzczegdlnych
prawdach, nie mogg fie wynie$¢ do innych zawi-
kleyfzych.
8. XIX.

Nie oddahiymy fie od tego na czyme$my ftaneli.
PrzedfiewzieliSmy dochodzi¢ witafnosci zrbwnan wyz*
fzych iakichkolwiek ftppni przez lktadanie ich z zré-
wnan ftopnia pierwfzego; wzigwfzy wiec kilka zro6-
wnan igo ftopnia x—ci=o0, x— b=0, x—c=0,x—d~0
\— (=0, ktérych wfzyftkie pieiwiaftki fa dodatucj

powtore:
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powtoére: x+a~o, x+b— o, X-t-c=0, x+d~o0, x+e”o,
i t.d. w ktorych wfzyftkie pierwidftki fa odiemne, a
rozmnozywfzy trzy, cztery, i t. d. przez fie wy-

padmc N — a)(x-b)(x-_c)_ o czyli:
X 3—-a.xz+ab .x— abc— o
—/;? +cic
* —ct +bc
(Xmm n) (x—b)(x-—c)(x—d)=a
Xg~n x*-\-ab.x-— abc.x-{-abcd--=0

~-br -\-nc abdt
—c £ -harlJ acd >
'—(@3 *ICS  bed J
+bd t
+cdj

(x+a)(~x-\-b)(x+r,)~=0 czyli:
X 3-wi.x *t-a” x-habc— o.
+/)'> 4-ac7
He < 4-bcf

(x+a)(x-hb)(x+r)(x+d)=Q"
X4-i~a.x 3-hrtb.x~-habr.x+abcd— a.
-}-by -f-ac*~\+abi,y
fCr 4-Cld/ -Acicdr
“ -{-bc  ~bcd
m-+hd\
+cd 3

Zatrzymdwfzy fie uwaga nadtemi przyktadami wy-
ciggniemy z nich naftepuigce prawdy:

Naprzéd; Kazda z ilosci znanych «, b, c, d, bedac wykla<)*i,j fi?
WartosScig nieznaney x, ieft pierwiaftkiem zréwnalig, wMfncici ogdl
wiozywlzy ig w zréwnanie s tego mnozenia powftn- ne 7réwnan ii
iac¢ zniefte wfzyftkie terminy i przywiedzie cate zr- fcifgoholwick
wnanie do zero. Witafnos$¢ wiec ta pierwiaftkow 1°Pnu’
dowiedziona w dwéch poprzedzajacych ftopniach, ma
mieyfce we wfzyftkich liopniarh wyzfzych.

Poiutére: Roftrzafaiagc wfpot-czynniki ilosci niezna*

Fy ney
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ney we wfzyftkich tych terminach zrownan, 2&aydzie*
my: ze wfpot-czynnik drugiego terminu ielt rowny
lummie wfzyftkich pierwiaftkbw z znakiem przeci-
wnym wzietych. Wfpot-czynnik trzeciego terminu
rowny lummie mnogosci réznych, ktére powitaé
moga z pierwiaftkbw po dwa na raz mnozonych:
Wfpét-czynnik czwartego terminu réowny lummie mno-
gosci roznych s trzech na raz pierwiaftkéw; pigtego
terminu fummie mnogosci 5 czterech na raz pier-
wiaftkéw i t. d. nakoniec oftatni termin réwny ieft
mnogosci ze wfzyftkich pierwiaftkbw przez fiebie
rozmnozonych, lezeli wiec w iakiemkolwiek zréwna-
niu brakuie drugiego terminu, ten nie moégt zniknaé
inaczey, tylko ze fumma wfzyftkich pierwiaftkéw
fraki fie zero; to ieft: ze w niem znayduiag fig pier-
wiaftki dodatne i odiemne, i zc fumma dodatnych ieft
rowna fummie odiemnych: iezeli brakuie trzeciego
terminu, mufi koniecznie w takiem zréwnaniu fumma
mnogosci dodatnych z dwéch na raz pierwiaftkéw,
bydz' rowna fummie odiemnych: podobnie nalezy fa-
dzi¢ o innych terminach. Ale iezeli oftatni termin w
jakiem zrownaniu brakuie, nie mogt ten inaczey zni-
kngé¢, tylko ze ieden s pierwiaftkow zréwnania ftat
fie zero; i na ten czas zrownanie rozdzieli¢ fig cate
moze przez X, i znizy¢ o ieden ftopien.

poirzecic: Maigc do rozwigzania Jakiegokolwiek fto-
pnia zrébwnanie s pewnemi oznaczonemi wfpoét-ezyn-
nikami n.p. x3— ~"x1+47x— 9=0 - - - (m)*
dofy¢by nam byto poréwnac¢ iego wfpot-czynniki s
wfpot-czynnikami iednego s teraznieyfzyeh zréwnan
ktore mu odpowiada w tymze famym ftopniu, to ieft
2 zréwnaniem.

X3 __arxl+al>rx—cibc=.0
—1i) (B).
—clL -t-bcL
a gdybysmy potrafili wynalesdz a, b, ¢, W liczbach,
ktore wchodzg w zrownanie (A) mielibySmy tym
fpofobcm wtasciwi pierwiaftki zréwnania (-d)- Do-
Swiadczmy
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Swiadczmy tego przez rachunek. Réwnane wfpét-
czynniki podobnych terminéw zréwnan (A), (B), o-
trzymamy ci+-b+c=g, n&t-nc-+-Z>c=7, abc-p, trzy
zréwnania na tylez ~nieznanych rt, b, c. Poniewaz ka-
zde s tych zrownan zamyka wfzyftkie nieznane, nie
mozemy przyftagpi¢ do rozwiazania ich, péki ich przez
etiminacya nie przerobiemy na inne' trzy, z ktérych-
bywkazdem nieznaydowata fie tylko iedna s tych nie-
znanych. Dziatajgc podtug 88. 8. i 14. wynajdzie-
my te trzy zréwnania.

nan-- —gaz-]~ci—9=0. nab--bJ— 8b--h?b—j=o0.
na c- - - ¢i— gc--+-7c— (,-=o.

Widzemy ze wfzyftkie te trzy zréwnania fg iedna*
kie,- a poniewaz nie braliSmy pierwiaftkéw a, b, c,
za réwnej wiec trzy te zréwnania nie dadzg nam tyl-
ko trzy pierwiaftki rozne', s ktérych ieden bedzie
wartoscig a, drugi wartoscig b, a trzeci wartoscia c.
Te trzy zréwnania powitaty z zréwnania (A), i po-
kazaty lie w tym famym wyrazie co i tamto; wiec
Warto$¢ iloSci nieznaney w zréwnaniu (A), bedzie
takgz fama i tychze famych ilosci znanych funkcya
co i w tych oftatiuch. Przeto iezeli te trzy zréwna-
nia maig trzy pierwiaftki, zréwnanie (A) tylez ich
mie¢ mufi, co nam oczywiscie dowodza, ze zréwna-
nie igo ftopnia ma koniecznie trzy pierwiaftki; ze
na wynalezienie tych trzech pierwiaftkéw, rozwigzaé
nam koniecznie potrzeba zréwnanie jgo ftopnia, i ze
nakoniec przyfzedlfzy do tego rozwigzania, iedno
ktorekolwiek s trzech oftatnich zréwnan odkryie nam
wfzyftkie. te trzy pierwiaftki. Na nic by nam fie bo-
wiem nie zdato rozwiezywac ie wfzyftkie, kiedy w
dziewieciu pierwiaftkach nie bytoby tylko trzy rézne,
ktorych fzukamy, a ktére wypadng z iednego Kkto-
regokolwiek.

lezeli wezmiemy zréwnanie 4go ftopnia s wfpoét-
czynnikami oznaczoneYni, przyjdziemy taz famg dro-
ga do tey prawdy; ze ono zamyka cztery pierwiaftki.

Fff Nie
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Nic mozemy iuz wiec watpi¢ o tem, zc kazde' zro-
wnanie iakiegokolwiek ftopnia tyle zamyka w fobie
pierwiaftkéw, ile' naywyzlzy wyktadnik »ilosci nie*
ZBaney ma w lobie iednosti. Aze zréwnanie nie
tylko zamyka¢ moze pierwiaftki rzetelne ale i
uroione'; pierwiaftki za$ uroione nie znofzg fie tylkd
mkiedy fa w liczbie parzyltey, zaczem kazde zréowna*
me iakiegokolwiek ftopnia pod wyrazem rzetel-
nym, iezeli ma w fobie pierwiaftki uroione, liczba
ich bydz muli parzyfta: i tak zrownanie $go ftopnia
mufi mie¢ koniecznie albo wfzyftkie trzy pierwiaftki
rzetelne, albo ieden rzetelny, a dwa wuroione.
Zréwnanie czwartego ftopnia moze miec¢ albo wfzyft*
kie cztery pierwiaftki rzetelne, albo wfzyftkie uro-
ione; albo dwa rzetelne a dwa uroione: podobnie
nalezy twierdzi¢ o innych.

Pocztunrte: Przypatrzywfzy fie uktadowi znakéw
W zréwnaniach z mnozenia powttaigcych, doltrzeze-
niy, ze w tych gdzie wfzyftkie pierwiaftki fg dodatne’
znaki idg na przemian, to ieft we wfzyftkich termi-
nach liczby nieparzyftey fa dodatnc, w terminach za$
liczby parzyftey, odiemne; gdzie za$ pierwiaftki
wfzyftkie fg odiemne, tam tez fame znaki ciggle na*
ftepuig: w nafzych przyktadach wypadty wfzyftkie
dodatne, ale gdybysmy byli wzieli zréwnania igo
ftopnia pod wyrazem —x— n— o, otrzymalibySmy
byli wfzyftkie odiemne, w zréwnaniach ftopni niepa-
rzyftyéh. Stey uwagi nad znakami wnioff Des-Cartert
ze w zrOéwnaniu przemiana znakéw oznacza pier-
wiaftki dodatne, ich Za$ naftepftwo pierwiaftki odie-
mne, tak dalece; ze w zréwnaniu n. p. - - -

*— ijx 3%+Z z$2— o0 bydzby powinno po-
dtug tey uwagi trzy pierwiaftki dodatne' a ieden od-
iemny. Pamietaymy iednak, ze zréwnania s ktérych
te uwage wyciggamy, maig wfzyftkie pierwiaftki rze-
telne; mozez ona bydz rosciggniona do zréwnan ma-
iacych pierwiaftki uroione?

*Rozmnoézmy przez fie te' trzy zréwnania.

(x+S-2)
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(x+V—2)(x—Vr—1) (x— <s)=o otrzymamy: - -
X;i— 6X-+$x— IS— 0+ Powtdre (x+V~—2z)(x— \f—2z)
(x+-3)— 0 otrzymamy x'<-h”~x-+2x-i-6=o0.

uktad znakoéw w pierwfzem zréwnaniu pokazuic
wfzyftkie trzy pierwiaftki dodatne, w drugiem za$
wfzyftkie odiemne; lubo w pierwfzem ieden tylko
jeft dodatny a dwa uroione, w drugiem dwa uroio-
ne, a ieden odiemny,- widzemy wiec oczywiscie, ze
reguta Des-Ccirtn na rofpoznanie pierwiaftkéw doda-
tnych i odiemnych nie ftuzy zréwnaniom maigcym
pierwiaftki uroione. Whniefiono s tad, Zze maigc poda-
fie' fobie iakiekolwiek zréwnanie a chcac wiedzie¢,
iezeli te zamyka pierwiaftki uroione, porachowawfzy
z uktadu znakow liczbe pierwiaftkbw dodatnych i
odiemnych, rozmnozy¢ ie potrzeba przez zréwnanie
iakie igo ftojjnia; iezeli w mnogosci pokaze fie pier-
wiaftek przybylty z nowego zrownania, zupetnie fie
zgadzaigcy z liczbg ich pieYwfzg; zrownanie to bedzie
miato pierwiaftki rzetelne, inaczey wnie$s¢ nalezy
pierwiaftki uroione: ale ta reguta nie prawdzi fig tyl-
ko w pewnych przyktadach, i dla tego Ze ta wta-
sno$¢ zrownan nie ieft ogélna wfzyftkim, nie mamy
przyczyny nad nig fie dlugo zaftanawiaé. Przydaymy
atoli icfzczc do niey iedne uwage: ze kiedy w zro-
wnaniu iakiem brakuie ktérego terminu, ktadac na ie-
go mieyfce +0, albo — o, zawfze wypadnie ta fama
liczba pierwiaftkéw dodatnych lub odiemnych z ukta-
du znakow, iezeli zréwnanie ma wfzyftkie pierwia-
ftki rzetelne; wypadnie zs$ inna liczba na +0, inna
na — o, iezeli ma pierwiaftki uroione.

§. XX.

'Wfzyftkie uwagi wyzfze oczywiscie nas przekony-
Waig ze zréwnanie lakiegokolwiek ftopnia m, zamy-
ka fie w tym wyrazie ogélnym.

X'""+px'> +nX™-5+ram-3+ 1t. d. +k~o0. (CZ].

Roiwl-t ;

fiych Aopni

flkie zrowna-

gdzi'e p, < r,s, k, fg iloSciami znanemi. Rozwigzaé¢ nii ftopni nii-

iakowe -zrownanie ieft to iedno, co wynalesdz liczbe
m wartosci
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Hi wartosci na x w funkcyach p, q, r, k, i t. d. s kto*
rychby kazda witozona za x w zrownanie podane,
zniofla wfzyftkie' w niem terminy i przywiodta ie do
zero. Rozwigzanie to ftéfowne' do natury umieje-
tnosci, powinno bydz tak ogdlne, aby fiuzyto wfzy-
ftkim fzczeg6lnym przypadkom, ktére tylko rodzic
ile moga przez wprowadzenie jakiegokolwiek wa-
runku w zréwnanie. Daymy wiec ze rozwigzawfzy
zréwnanie (C) tak og6lnym fpofobem, uczyniemy w
niem k=0, wtem przypufzczenia prawidta uzyte ie-
fzcze te fame fluzy¢ powinny, ale na ten czas zré-
wnanie bedzie cale rozdzielne przez x i odmieni fie na
X m~ I+-pxm~*'i-gxm~3-t-nc""—14- i t. d. +i — o (D).
Zrownanie ftopnia m— i, ktére nie moze fie rozwig'
zac, tylko przez prawidta witasciwe ftopniowi m— i.
Aze zréwnanie (D) wypadto s przypadku fzczegdl-
nego zréwnania (C), ktéry w rozwigzaniu powinien
byt bydz ogarniony, iezeli to byto tak ogolne iake-
smy mowili, i iak fama natura umiejetnosci wycig-
ga; wiec rozwigzanie zrownania ftopnia m— i, ieft
zawarte w ftopniu m. To rozwiazanie ftopnia m— i
lubo bedzie fzczegélnym przypadkiem ftopnia m, be-
dzie iednak co do fwego ftopnia w famym fobie
zwazanego tak ogélne iak pierwfze, a zatem ogar-
nia¢ znowu powinno wfzyftkie fzczeg6lne przypad-
ki mogace bydz wprowadzone w zréwnanie (D): ie-
zeli w niem uczynie'my i =o; iefzcze prawidia fto-
pnia m— i beda fluzy¢ te fame w takowey odmianie.
Ale w tem przypufzczeniu zréwnanie (D) bedzie ro-
zdzielne przez x, i zamieni fie na:

Xxm-*+ pXm-3+qXm-44.rXm- 5i- i t. d. +/1=0 (E).

to zroéwnanie ieft ftopnia m— 2, na ktorego rozwig-
zanie trzeba prawidet temu ftopniowi wtasciwych.
Te prawidta wypadng s tych ktére zréwnaniu ftopnia
m— 1 fluzyly, a zatem rozwigzanie ftopnia tn— 2 za-
warte ieft v/ ftopniu m— 1 a te'm famem w ftopniu
m. lezeli iefzcze w zréwnaniu (E) uczyniemy /— o,

otrzy-
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otrzymamy zréwnanie znowu rozdzielne przez x, po
ktorem rozdzieleniu wypadnie
Xr>i-3+ pxm- 4+gxm~s+rxfn- 6i- i t. d. -hg=o0. (F)

To zrownanie bedac ftopnia m— $ nie bedzie fie
mogto rozwigza¢ tylko fpofobem temu Ropniowi
fluzacym; ktéry ze znowu ieft przypadkiem fzczegdl-
nyrn ftopnia m— 2, lubo fam w fobie i w poréwna-
niu nizfzych ftopni bedzie barzo og6lnym; zaczem
rozwiazanie ftopnia jh— j, zawarte ieft w ftopniu
m— 2, te obydwa w ftopniu m— 1, a wfzyftkie ra-
zem w ftopniu m. S tgd nam wypada ta wielka
prawda: ze rozwiazanie og6lne zréwnania iakiego-
kolwiek ftopnia, zamyka w fobie rozwigzanie wfzy-
ftkich ftopni nizfzych: aze kazdy ftopien ma fobie
wtasciwe pierwiaftki nacechowane w ilosciach zna-
nych przyzwoitym fobie znakiem, rozwigzanie to w
fwym pierwiaftku zamyka¢ muli znaki pierwiaftko-
we wfzyftkich ftopni nizfzych, Pokaze nam fie ta
prawdy w drugim ftopniu, iezeli w iego pierwiaft-
kach uczyniemy oftatni termin zréwnania zero, ieden
nam bowiem pierwiaftek zniknie, a drugi da rozwig-
zanie picrwfzemu ftopniowi fluzace.

GdybySmy wiec mieli fpoféb na rozwigzanie fto-
pnia hi, mielibySmy przez to prawidia na wfzyftkie'
zréwnania, i Algebra dofiggtaby fzczytu fwey dofko-
natosci. Ale iefzcze niezmiernie iefteSmy od tego od-
daleni. Nizeli przyjdziemy do poznania granic na-
fzey nauki, obréémy wprzéd uwage na fiebie, iake-
smy daleko w nafzych dociekaniach dotad poftgpilk
Cata nafza fztuka rozwiezywania zrownan fltohczyta
iile na drugim ftopniu, chcac dosiagc ftopni wyzfzych,
potrzebaby nam kazdy przywiesdz do tych, s ktére-
mi umiemy fie obchodzi¢: albo na kazdy w fzczegdl-
nosci wynaydowaé prawidta i fpofoby z wiadomosci
dotad nabytych. Doswiadczmy iefzcze niektorych,
ktéore nam poznane' dotagd witafnosci zréwnan poddac
mo;ga,

§ .XXI,
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PowiedzieliSmy byli, ze oftatni termin zréwnania
iakiegokolwiek, ieft mnogosciag zemwfzyftkich pierwia-
ftkéw, wiec rozebrawfzy go ua mnozniki, mogliby-
Smy pomiedzy niemi odkry¢ te, ktére fg pierwiaftka-
mi zréwnania: kladagc bowiem kazdy s takowych
mnoznikéw za.x w zréwnanie, ten ktéryby go przy-
wiodt do zero, bytby iego pierwiaftkiem. Ten foom
fob rozwigzania zréwnan b3»iby zaifte powfz*echny na
wfzyftkie iakiegokolwiek ftopnia, gdybysmy byli w
ftanie rozebrania iakieykoKyiek liczby na fwych
mnoznikéw. Ale ze nafze wiadomosci Arytmetyki
nie rosciggaig fie iefzcze tak daleko: mamy liczby
niewymierne i picrw iz (a) w Ktérych takowy fp.o-
fob rzadkoby fig udat.. Moze Ol bydz uzyty, ale tyl-
ko prawie w famych zréwnania.ch maigcych pierwia-
ftki wymierne. | w tych nawet ma fwoie niepzy-
zwoitoséci: kazdego bowiem mnoznika nalezy do-
Swiadcza¢ dwa razy, to ieft biorgc go dodatnie i od-
iemnie, czyli ten przywiedzie zréwnanie do zero lub
nie ? Niechze liczba iaka rozbierze fie na barzo. wiele
mnoznikéw, dziatanie przypadnie pracowite a czefto
bezskuteczne. lezeli iefzcze do mnoznikéw catkich
przydamy utomkowe, liczba ich moze bydz bez kon-
ca, i na ten czas kulzenid nafze ledwo bydz moga
kiedy fzczesliwe. Chac zatem uzy¢ tego fpofobu w
iakiem zréwnaniu, nalezy fie wprzéd upewni¢ czyli
to zamyka pieYwiaftki utomkowe Ilub nie? Nad to
za$ nic tatwieyfzego, bo iezeli naywyzfza potega ilo-
Sci nieznaney ieft bez wfpét-czynnika liczebnego, a
przytem wlzyftkich innych terminéw wfpot-czynniki
catkie; Arytmetyka fama nas uczy, ze pierwiaftek
takowego zréwnania nie moze bydz utlomkowy, bo
gdyby byt takim, nie mogtby byt mianownik zni-
kng¢ tylko ftawfzy fie wfzyftkim terminom powsze-
chny, azatem naywyzfza potega ilosci nieznaney by-
taby byta przez iakg liczbe rozmnozona. Wf{/.akze

tin
(a) ltcvNypierwfré na”~ywah fie w Arytmetyce, ktore nie mai*
innych diielnikéw proci lichic famych i iednoseit
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ten mianownik ktéry fluzy x, mufi bydz odmiennym,
W xzw x3i t, d Prawda; ze zrownania, majgce
wfpdt-czynniki uto.mkowe, przerobi¢ fie tatwo moga
na inne wlpoét-czynnikéw catkich; wzigwfzy bo.wiem
za ilos¢ nieznang, inng rozdzielong przez iaka liczbe,
i wtozywfzy i?, w zréwnanie, wfzyftkie wfpof-czyn-
niki ftang fig catkiemi, n.p. niech bedzie ~réwnanie..

a b d
-r X*4-— x4-— — o, kltadac za x,— ; przerobiemy
b c tn
y3 by d
zrownanie podane na - - +-=0, - -
am bm2 dni3
czyli y3»— — y*\— -— y+.-—-—==0, iezeli wiec m

ieft rozdzielne razem przez b, c, er wfpdt-czynniki

fi bm2 dm3 e .
RLLES ———T—, L béda’ catKiemu  a chocby nawet

b c e
hf ¢, e, byty liczbami pierwfzemi, wzigwfzy iyi™=hce
wfzyftkie terminy ftana fie rozdzielne; w przypadku
za$ gdy b, c, e, nic fg pierwfzemi, w moze bydz licz-
ba mata, ktéra zadofy¢ uczyni pytaniu,

Widzemy wiec, ze rozwigzanie zrownah maiacych
pierwiaftki wymierne, zawiflo od rozbioru oftatnie-
go terminu na fwoie mnozniki tatkie; to pytanie co
do niektorych fzczegdlnych przypadkéw rozwiezuie
Arytmetyka. Nie chcemy go tu powtarzaé, bo na-
przod mato wchodzi w nafz zamiar; oprocz tego ten
fpoféb nadto ieft ograniczony i nadto pracowity, aby-
sSmy fie nad nim zaftanawia¢ mieli; woiemy raczey
zoftawi¢ uwage nafze ogOlnieyfzym w tey materyi
badaniom. Obiasniymy go jednak cho¢ w iednym
przyktadzie: Niech bedzie do rozwigzania zrownanie
2ga ftopnia - - — i7X-J-70X— 6%=0, oftatni ter-
min ma jza dzielnikéw liczby I, 3,7, 9, ?i, 63, s kto-
rych 1,7,9, wtozone’ za x, przywodzg zréwnanie do
zero, wiec X— 1, X=t/,x=g, iag pierwiaftkami zré-

G wnania
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wiania podanego, tJdyby liczba iaka zamykata nie-
-konczong nawet liczbe mnoznikow; miedzy temi ty-
le tylko bydz musi takich, ktére przywodzag zréwna*
nie do zero, ile Wyktadnik ftopnia ma w lobie iedno*
§ci. GdybySmy przez kufzenia nafze choé¢ przynay-
mniey ieden tylko Wynalezli pierwiaftek, zyfkuiemy
iefzcze i tak na nafzey pracy, bo rozdzieliwfzy przezen
zrownanie, znizamy ie o ieden ftopien; maigc dwa
pierwiaftki, irozdzieliwfzy przez nie zré6wnanie, zni-
-zemy ie o dwa ltopnie, a tak n. p. od jgo ftopnia
przyidzieniy do 2go lub do pierwfzego, ktére umie-
my rozwigzac,
§.  XXII.

Méwigc o zréwnaniach 2go ftopnia widzieliSmy, ze
t* prawidta, ktoére im fluzyty, moga iefzcze fluzy¢ W
niektérych zréwnaniach wyzfzych ogotoconych s pe-
wnych terminéw: tu znowu w §, ip. doftrzegliSmy
Ze gdyby zréwnanie iakie mozna przerobié tak, aby
w niem oftatniego terminu brakowato, znizytoby lie
O ieden ftopien, przez te fztuke moglibySmy kazde
Zrownanie przywiesdz do tnz ie poprzedzaigcego.
Obie te uwagi powinnyby nam podda¢ takowe pyta*
nie: Czyby w zréwnaniu iakiemkolwiek nie mozna
wyrzucié¢ iakiego tylko chcemy terminu, bez narufze*
nia zwigzku; abySmy przez to wyrzucenie zréwnanie
nafze mogli przywiesdz do prawidet znanych, Ilub
przynaymniey uczyni¢ ie proscieyfzem? Na rozwia-
zanie tego pytania mamy iuz fpofoby wyzey podane
pod s. 9: Wprowadziwfzy- bowiem drugg niewia-
domg bedziemy mieli prawo czyni¢ przypufzczenie
iakiego pytanie nafze wycigga. Niech bedg zréwna-
nia podane:

Xi+tax2+tbx+c— 0 - - - X4-t-p.x3+ (jx 24-rx-1-J— 0.
nczyniwfzy x==y+m, m bedac drugg niewiadoma,
zréwnania podane odmieniemy na;

+ a. -~ 2m. +am -0.
e b, -+~ m
| N
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fS+oml
-mP' +$pm> +~pmi. -hpm3
—+ o'+ 2o, +<]**
+ r. +m
*p f

chcac teraz wyrzuci¢ ktérykolwiek nam fie podoba
termin z zréwnania podanego, nie zoftaie nam, tylko
tego terminu wfpol-czyunika w “~réwnaniu przerobio-
nym uczyni¢ zero; co nam da zréwnanie warunko-
we fluzagce na oznaczenie nowey w-prowadzooey nie-
znaney m, przez wfpot-czynniki znaue a, b, c, albo,
p,a,r,s. W pierwfzem zréwnaniu chcagc wyrzucié
drugi termin, wypadnie pn-\-a=o\ chcac trzeci termin
wyrzucié, Qtrzymamy jj» I-t-inta+&=o0t na pftatni ter-
min przypadnie m™+-am2*m+c=0 - - podobnie nale-
zy uczyni¢ w zréwnaniu drugiem; na drugi, termin
4JM+p=8a;na trzeci 6m~+-?prn-'t-¢—o0) na o.ftatni m4-h
pm3tgm2+rrm+s=o0.

Widzemy wiec oczywiscie, ze na wyrzucenie zgo,
terminu w iakiemkolwiek zréwnaniu podanem trze-
ba; nam rozwiagza¢ zrownanie igo ftopnia; na wy-,
rzucenie jgo terminu, zréwnanie 2go ftopnia; na wy-
rzucenie 4-go terminu zréwnanie }go ftopnia, aby wy-
naiesdz w, na wyrzucenie wiec oftatniego terminu trze-
ba nam rozwigza¢ zrownanie tego famego ftopnia, w
ktérym fie znayduie zrownanie podane'; co nas prowa-
dzi do takiey famey trudnosci iakagémy ufHowaii zwy-
ciezyé. Wfzyftkie przeto fpofoby ktdére fpoftrzegii-
smy w wlafnosciach zréwnan do ich rozwigzania,
albo fa niedoftateczne, albo nas r~ucaig na te fame
trudnosci ktore znalezliSmy na pierwfzym wftepie.
Prawda atoli ktérasmy dopiero odkryli nadgradza
fwa pieknoscig nafze' kufzeuia.

Wyrzucenie zgo terminy zawiflo w pit-wfzem zré-,

. . a .
wnamu od jm-ha=co, co daie m = — —; w drugi

zro’>wnani.u Adm+p=o0 ————P—, gdybysmy byli wzie-
li zréwnanie; Gj
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X" 4-px*~14-q'c’—24-rx,I-3-f. i t.d. ffc—0 - - znnle-
zlibysmy byli ze wyrzucenie w niem zgo terminu za-

. , . L P
\viflo od zréwnania mtt-t-p=o0, co daie irr=--—-—- —

to ieft: ze chcac wyrzuci¢ z lakiegokolwiek zréowna-
nia zgi termin, nalezy wzig$¢ za iego niewiadoma
inng, dodawfzy do niey wfpot-czynnika Zgo terminu
ze znakiem przeciwnym, rozdzielonego przez wykta-
dnika ftopnia: takim fpofobem, zmnieyfzemy iednym
terminem zréwnanie podane nie narufzywfzy w niem
zwigzku.
§. XXIII. .

Kiedy wiec fpofoby w whifnosciach zréwnan do-
ftrzE”~oue n‘e udaty nam fie na ich rozwigzanie ogol-
n¢> zoftawmy te badania iia potem, a teraz wroci-
wfzy fie iefzcze do zrowSafi**!* poczatku §. 19. z
mnozenia wyciagnionych, uczynmy w nich wfzyftkie
pierwiaftki rowne, to ieft a=b~=c=d—e i t.d. zro6-

wnania nafze odmienig fie na rdézne potegi, i tak
otrzymamy
z piewfzego - - - x3—inx2A-$ax— a3= (x—a)3— ™M

X3+ jax2-i~ax-ha3=(x+a)3=o0

Z drugiego - -x 4— 4Cix3+ati 2— 4fI3x+fl4=Cx—a)”™=o0

.. ¢ X4+ 4 ax 3H-<snlx 2+4U X-¥ci't="(xxa)ihj?:0-.
Gdybysmy byli roftrzafali wyzfzych ftopni zréwna-
nia, pokazatyby nam fig z nich w teraznieyfzem przy.
pufzczeniu wyzfze potegi, ktore wfzyftkie razem po-
daig nam dowod tych praw, ktoresmy tylko s fame-
go rachunku w potegach wielo-kfzta'ttnych (multjfor-
mes) doftrzegli. Teorya bowiem ogdlna zréwnan
dopiero fpoftrzezona uczy n:is, ze wfpotczynnik zgo
terminu zamykaé¢ powinien fumme wfzyftkich war-
tosci x, gdy te 'wartosci wfzyftkie' fg miedzy fobg
réwne', iedna z nich tyle razy bydz powinna powto-
rzona, ile ma iednosci wyktadnik miywyzfzey ilosci
niewiadomey. Przeto iezeli m ieft ten wyktadnik; po
-niewaz tyle bydz powinno pierwiaftkow zréwnania;

powinno
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powinno toz famo m bydz wfpdt-czynnikiem drugiego
terminu. Powtort- Mnogosci z dwoéch na raz pier-
widftkbw odmienig fie kazda z ofobna na a2* mno-
gos$¢ kazda strzech pitrwidftkéw na a3, i t. d* prze-
to wfpoét-czynnik trzeciego terminu zamykaé powi-
nien az tyle razy powtorzone, ile pierwiaftki a,b,c,
i t. d. mnozone po dwa na rdz, wydadZ moga mno-
goéci réoznych. Wfpéf-czynnik czwartego terminu za-
myka¢ powinien a3 tyle razy, ile tez fame pierwia-
ftki dadzag "mnogosci r6znych, mnozac ie po trzy na
raz, i t.d. Wiec dla oznaczenia trzeciego, czwarte-
go, piatego, jn™-0 terminu wiedzie¢ nalezy, wiele m
liter dadz moze Vozny¢ch mnogosci, mnozac ie po
dwie, po trzy, po cztery, i t.d. na rdz.

Nie ieft za§ trudno doftrzec, iz mainc m liter, i
uktadaigc ich po dwie, po trzy, po cztery, i t. d.
miedzy foba, przez wfzyftkie ktére fie tylko wyna-
lesdz moga potozenia* nie ieft mowie trudno do-
ftrzec, ze:

Naprzéd: Liczba kombinacyi ukiadaigc ich po
dwie, bedzie dwa razy wiekfza od liczby mnogosci
réznych, mnozac ich po dwie. Maigc bowiem dwie
litery a, b, mozna z nich zrobi¢ dwa porzadki ab,
ibery ale te dwa porzadki nie czynig tylko iedne tez
‘fame mnogos¢.

Powtore: Liczba porzadkéw kombinuigc kilka liter
po trzy, ieft fzes¢ razy wiekfza od liczby mnogosci
réznych, mnozac ie po trzy, Ulozywfzy bowiem n.p.
mirzy litery a,b,c, we wfzyftkie mogace fie wynalesdz
porzadki, mam fzes¢ kombinacyi, abc, acb, cab, bac,
bca, cba* mnogos$¢ ich atoli ieft tylko iedna. Tym-
ze famym fpofobem poftepuigc, doftrzezemy, ze czte-
ry n.p. ilosci moga mieé. 24 kombinacyi, wfzyftkie
metoli nie czynig tylko iedng mnogo$¢. Podobnie,
liczba kombinacyi wielu liter po pie¢ na rdz, ieft fto
dwadziescia razy wiekfza od liczby mnogosci* i t. d.
A co na iedno wynidzie: ze liczba mnpgosci z dwoch

Gj na
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na raz liter ieft = liczz komhm:. liczba mnogosci roé-
i. z
inych s trzech na raz liter = kombl ': s czte-,
i.z. i
rech liter '= ,kzb: kombin:: s pigciu liter « licz™ +
1.2.1-4 1.2.3.+.S

i t.d. to ieft ogdlnie méwigc: ze liczba mnogosci 2
ilekolwiek liter, ieft rowng utomkowi, ~ktorego li-
cznik pokaznie liczbe kombinacyi, a "mianownik-
mnogos$¢ z liczb naturalnych 1. 2. 5. 4. y. i t. d. ai
do tey, ktérag oznacza- z wielu liter fkinda fie mno-
gosé. Zebyémy wiec znalezli wzér ogdlny na wy-
razenie kazde'go wfpot-czynnika \v potedze dwrd\
wyrgzowey, wiedzie¢ nam teraz nalezy liczbe kom-
binacyi ztozonych z m liter, uktadaigc ie po dwie,
po trzy, po- cztery i t. cL Zaftan6.wmy fie nad tem
dociekaniem:

Maigc m liter i chcac ich ukiadaé po dwie na
raz, poniewaz iedna litera nie moze fie kombinowac
fama s foba-, oczywifta ieft rzecz, ze ieft m— 1 liter
do kombinowania znig; wiec ta iedna litera da — 1
kombinacyi; a poniewaz ieft m liter, wiec bedzie

tn. m— 1 kombinacyi. Przeto liczba mnogosci ro-.

znych z dwéch na raz liter, wyrazi fie przezw. m 11
t.z

Chcac kombinowac¢ po trzy na raz litery; potrze-

ba, aby kazda kombinacya z dwoch liter uktadata fig

s kazda inng litera ktorey nie zamyka, to ieft z li-

czbg liter wyrazong przez m—z, przeto kazdy =

ofobna porzadek z dwoch liter wyda m— 2 kombina-

cyi s trzech liter; wiec poniewaz ieft ni.tji— { kom-
binacyi z dwodch liter, a kazda z nich wyda m— 2
kombinacyi s trzech liter; bedzie wlzyftkieh kombi-

nacyi s trzech liter, in.ro— i.vi-r<-z-, wiec liczba mno-
gosci
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gosci roznych s trzech liter wyraza fie przez m.
(m— 1)(m—2)

2. 2

Ciaggnac daley to famo rozumowanie, znaydziemy,
ie liczba kombinacji sczterech liter wyraza fie przez
-n(m— i) (m—z){m— poniewaz nalezy kazdg kom-
binacya s trzech liter utozyé z inng czwarta, ktoér-ey
ona nie zamyka, a zatem zoftaie m— $ liter do kom-
binowania s kazdym porzadkiem troy-literanym; do-
ffcanie fie wiec na kazdego m—j kdédmbinacyi: aze
ieft m(m— i)(m—z) takowych porzadkow; wypada
vn(Yn— i)(m— z}(m— $), kémbinacyi po cztery na raz
litery. Zaczem liczba mnogosci réznych wyraza fie

przez m(m 2){m 3)m Tym fpofobem do-

wiesdz tatwo, Ze liczba' mnogosci s pigci liter, réwna
ieft, s fzekiu liter .
i. z. 3. 4. s
_m(m—t)(m—2z)(m—S)(m— 4) Whnie_
..z 3 4 5 e
Smy wiec s tych wTzyftkich uwag; ze potega m dwo-
wyrazowey ilosci x a tali fie wyraza -ogélnie:

(x_xa)m= x mitmaxm- I+m.m latxm-* —)

1. 2 f.2.

(m-2)n2xm”~ +m (in )(m-2)Qn-i), g~ 4A [t
3 7. 2. 3. 4

Przyslismy wiec do S$ciflego dowodu wzoro”™AY-
uHona, ktdérego niefkoniczone ieft uzycie po caley Ma-
tematyce i Fizyce. Mogtby nam kto zarzuci¢, ze
wzOr do odwiktania funkcyi fluzacy, nie zawieraigcy
zadnego zwigzku dowiedliSmy przez teoryg zréwnan,
a przeto prawde o0g06lng przez fzczeg6lng, ale za-
trzymawfzy fie mysiag nad wielkg og6lnoscig zro-
whnali tu przyftofowanych przyznamy, ze te wyraza-
iac iakikolwiek zwigzek wfzyftkich razem ilosci W

G4 funkcyi
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funkcyi zamknietych, ani bedac do zadnych fzczegél-
nych zwigzkéw miedzy terminami przywigzane?', ros-
ciggaia fwoie witafnosci da zréwnan tosamych
(identknj, do ktérych naleze¢ moga wfzyftkie wzory
na fwe terminy odwiktane, a zatem i teraznieyfzy.
Oproécz tego wiafnosci zréwnan, ktére nam tu do te-
go dowodu ftuzyty, nie fag zagruntowane na konie-
cznym zwigzku ale raczey na lktadzie funkcyi w zré-
wnanie wchodzacych. Stego owfzcm przyktadu po-
kazuie fie iefzcze iasniey to, coSmy iuz wyzey do-
ftrzegli, iak ieft Scifta wzaiemno$é miedzy zréwna-
niami, i funkeyami im odpowiadaigcemi; iak dofko-
natos¢ iednych wptywa w dofkonato$¢ drugich, iak
nakoniec iedne obiasniaig i dowodzg drugie, w czem
iednak nalezy nam bydz barzo oftroznemi na catos$¢
praw geometrycznych, ktére nam nakazuig naysci-
sleyfzb' przeftrzeganie ogdélnosci poczatkow.

Nalezy nam tu tylko to iefzcze uwazyé, ze catly
dowod teraznieyfzego wzoru tak ieft rofporzadzony,
iz ieden iego termin dowodzi fie przez drugi poprze-
dzaigcy. Zoftaie nam wiec iefzcze takowa znalesdz
demonftracya, ktéraby ftuzyta na kazdy termin bez
zadney zawiftosci od innych, ale tak rozlegta ogol-
no$¢ (ktadaigca cata piekno$¢ matematycznych pocza-
tkéw bedzie dopiero w mocy wyzfzych matematyki
czesci.

Zatrzymaymy fie teraz nad roznem przerobieniem

Newtona ros hafzego wzoOru iiego uzyciem: marne wzglad na ilos¢
ciggnione do z wyktadnikami odiemnemi, przekonamy fie, ze wzor

kolwiek* wy*"

ktadnikow.

(S

a3

X*

Newtona t;|lk fie moze wyrazi¢;
s a mG,n— ia*
+ a)m= x m(/ i -l - P e e
, * —_— X . *

1. 2.1

ktory wyraz fluzy¢é nam bedzie nizey
Nie
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Nie potrzeba nam za$ zapomnie¢ ze te'n wzor fun-
kcyi dwoéd-wyrazowey prowadzi nas do podobnego
wyno.fz.enia funkcyi wielo-wyrazowych trzymaigc fig
fpofobu brania kilku terminéw za ieden wyzey wy-
tozonego. Nadarza nam fig tu iedno pytanie: czyli
odwiktanie funkcyi dwo-wyrazowey podiug wzoru
Newtona oznaczoney wyktadnikiem catkinj i doda-,
tnyro, rosciggng¢ fie moze do. funkcyi z wyktadnikiem
ytomkowym i odiemnym, to ieft: czyli te fame' pra-
wa ktore nam fiuzg do wyrazenia (x +a)m, ftuzyc

mi, i
nam i.efzcze mogg do wyrazenia (x_=xa)n lub
(xx_a)~P, p bedac utomkiem lub liczbg catka. Dowdd
ktérysmy wyzey wytozyli, nie pokazuie nam tego,- wa-
zng atoli ieft barz.o rzecza roftrzafn.g¢ czyli pra-
wda nie daley lig roéciaga nize$.my ig ogarneli, a upo-
wfzechnienie nafzych mysli bjdoby tegoroftrzgfania
pierwfzym. nafdmprzod fkutkiem. Oprocz tego wy-
niktyby s tego inne iefzcz.e pozytki, ktore' powinni-
Smy tatwo zgadna¢ s poprzedzajacych wiadomosci,
lakimze fie tedy fpofobem o tym domysle zapewnié?
Owo6z ieden, ktory nam fie tym czafem nadarza:

Przypus¢émy ze to, o czem fie domyslamy, ieft

m
prawda, i, wyrazmy (xA-a)n podtug praw wyzfzych,

wypadnie nam:

' ™ (H-Met [ 7™ 3% £nyn )\
Vonx 2 X T
t+wbvn ~1JI\.~ zKt i) adi;
2.3 4

wfzyftkie' terminy naftepuigce w tym fzeregu po ie-m

dnoé]cjii nazwiymy p, a wzér nafz zamieni fig na

—x U (1+p)i wyniofifzy obydwa cztonki do potegi

n, bedzie; (X-\-ci)’n~ xm(t+p)n zrownanie tofame’;

iezeli wiec xm(i-hp)n rozwigzawfzy, i przywroci-
Gy “ wfzy
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wfzy p fwoie wartos¢, otrzymamy takie fame termi-
ny, iakie nam wyiey dat wzor (x-t-a)m; znakiem be-
dzie, ze wz6r Newtona prowadzac do wypadkow
prawdziwych, roscirjga fie iefzcze na wyktadniki
utomkowe' dodatne. Rachunek powinien nas o tem
przekona¢; doswiadczmy go:

(n_ 7)
( I+p)r=i+np+n. n - p*+Nn.  — e - r
+K (”___'__)__(_}_1___2_)__(__QT_') t d (A)
, N -0 (= -0
i. ~ X1 1.1.1 Xi
i. 2 J 4 x4 -v- i t-ct

m .nYm’\as

— n3 x2 n2" « ~1) + it d

> 2
+mi t. d. tc wfzyftkie wartosci réoznych po-
P ~ n3x*
teg p, potozywfzy za p, p2, p3it.d. w wzorze (A),

a
i utozywfzy terminy podiug poteg wypadnie:

(e -Q g "» (T - X r’o 4-it.d.
2 ** l. z. } X i

m w— i\
y . itd.

« N

A(N)C-1)  +i,d-
WykonawTzy mnozenie wfzyftkich wfpot-czynmkoéw,

i wymflzawfzy terminy wzaiemnie fie znofza.ee, otrzy-
mamy
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.............. m -i
mamy za wfpot-czynnika iloéci( X% ) - S»«— j-r
(m 2) 2a wfpot.CZynnika i t.d. aprzeto wz4or Ne*

3 X*
wtona przyprowadza nas do tak pewnych wypadkow

w potegach wyktadnikow utomkowych dodatnych iak
i w wyktadnikach ciitkich.

Co fie zas tycze wyktadnikow odiemnych n. p.
m m
(x+n)~ »f potézmy (x+a)~n=£).. ,—Q(x+aldrT-

iezeli rozebrawfzy te funkcye poditug wzoru Newto-
na trailemy na takie wypadki, iakie’ nam to zro-
wnanie pokaznie, pewni bydz mozemy, ze wzér Ne-
wtona roscigga fie nawet do funkcyi z wyktadnika-
mi odiemnemi. Doswiadczmy trzech przynaymniey
poczatkowych terminow.

11 ms W/"* N \Y
< 0i-"L AT O+Y) +
Vv «* ] *3 _~
Cs-M )™i+ itd.) . - - (Q)
~T~ x3
1L VLf a a w/™™ .\
[ — y » ~x " 11 v A H
1.1 1. i-
Yii+ > t. d

roz'mnozwazy pierwfzy fzereg przez drugi, 1 ftans-

wrzy przynaymntey ™ wfpét-czynniku -3, otrzymamy:

[ L S — [J— _ X3
X X A X1 | i

nl ( o. \
. + 71" VT+'V
n x . n
» —X3
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iwf m \ i
T [
4 ** n2'
+ IN(ML_z")a3
n\n J\ n J —
- 7 -7 - *3

wykonawczy caty ten rachunek, ktory tu ieft nazna-

czony, otrzymamy terminy wfzyftkie wzaiemnie fig

znofzace, tak daleCe: ze c:tly fzereg bedzie réwny
m

iednosci, podtug zréwnania i— Q(x+-a)n - Pewni

wiec iefteSmy, ze wzdr Newtona roscigga fig do futi-
kcyi iakichkolwiek wyktadnikéow catkich lub utom-
kowych, dodatnych Ilub odiemnych. Dowdéd wiec
te'n ktorySmy wyzey z teoryi zrownan i kombinacyi
W}'dagli, lubo fie zdawat ogdélnym, ieft iednak lzcze*
'g6lrjym barzo, bo fie tylko roscigga do famych wy-
ktadnikéw catkich dodatnych. Te za$ oftatiiie do-
wody fg raczey doswiadczeniami rachunku, nizeli fci-
flemi dowodami MatematycZnemi; zaczem zoftaie
nam iefzcze do wyzfzych czesci taki dow6éd Wzoru
Newtona, ktéryby fie fwa og6lnoscia rosciagnat do
wfzyftkich iakichkolwiek wyktadnikow.
Poiiie'waz wyktadniki utomkowi oziracZaig za-
Stofowahfe wize wycigganie pierwiaftkéw; przeto wzor Newto-
'wtoiu Ncwro na fiuzy nam nie tylko do wynofzenia funkcyi do
»a dowyc.i*ga pOtgg iakichkolwiek, ale nawet do wyciagania pier-
Wiaftkow s funkcyi zupetnych i niezupetnych. Te
Sach iakich. oftatnie, poniewaz nigdy nie prowadzg do wyrazu
kolwicJf, fkonnczonego, zaczem pafmo terminéw W potegach
niezupetnych pociagnie fig bez konca, i da to, co na*
zywaig szeregiem (Series). lezeli w tym fzeregti
termiuy tem fie barziey zmnieyfzaia im faodleglcy-
tr
'fze,'to teft, kiedy ~ ieft prawdziwym utomkiem;
Szeregi nazywaia_ fie Maleigcemi (Convergentes); ie-
mo\i za$ te terminy tem fie barziey powiekfzaig im
e
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a
fie daley ciagna, to ieft, kiedy x ieft liczbg catka
lub utomkiem fatfzywym, nazywaia fie¢ W zrastaig-
cemi (Dinergentes).

TrafiliSmy iuz na dwa gatunki funkcyi, ktore' nas
prowadzg do fzeregéw, a ktdére biorg fwoy pocza-
tek w dzialaniach przywigzanych do pewnych kon-
dycyi, iakie fg dzielenie i wycigganie pierwiaftkow.
Ten rodzay rachunku zatrzyma nas nizey z wiekfzg
obfzernoscia.

Wzory ktoresmy podali nawyktadniki utomkowe’,
uzyte' bydz mogg w liczbach niewymiernych, kiedy
nam w nich zachodzi wycigganie pierwiaftkbw n.p.
chcac znalesdz wartos¢ V~\01, potrzeba nam nafam-
orzod 101 przywiesdz do wyrazu takieso, wiakim

auczyniwfzy w wzorze (P), x~=ioo, x =o,0v~n— ~

otrzymamy:

(p.0i)3 _ rCo,0Q4+ 3r(o0,0i)5
16. 12% 12S0

kazdy s tych terminow zamieniwfzy na utomek dzie-
figtkoWy, i dodawfzy ich razem, otrzymamy za war-
tos¢ V 101, liczbe blill;3 io0,0a<)S7$6 i t. d.

Nie chce'my fie bawi¢ nad przyktadami takowych
‘dziatan, bo kazdy zrozumiawlzy ogoélne' poczatki
bedzie w ftanie fdm przez fie w nich podtug upo-
dobania ¢éwiczy¢ fie.

§.  XXIV.

Nie zgubmy fie w tych ewycieczkach, do ktérych'OKcibiepier.
nas wyciagnety wiafnosci ogélne zréwnah. Uwaza- wiaftkOM11C”
lismy iakiegokolwiek ftopnia zréwnanie, iako po- ‘oJreeih
Twftaigce z zrownan pierwfzego ftopnia przez fiebie Gnaniu.

rozmno;
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rozmnozonych, mozemy ie wiec iefzcze uwazac ia-
ko powftaigce' z zréwnan innych ftopni od liebie
nizfzych, byleby tak dobranych; aby z ich mnogo-
sci wypasdz mogto zréwnanie podane'; i tak zro-
wnanie jgo ftopnia mozemy uwazaé¢ iako powfta-
igce' z zrownania 2go ftopnia przez zréwnanie /go;
zrownanie jgo ftopnia, iako powftaigce z zréwna-
nia jgo ftopnia przez Zréwnanie 2go rozmnozone,
i-t. d. lezeli bedziemy uwaza¢ zréwnania wyzfze
iako powftaigce' z zr6wnania 2go ftopnia; ponie'waz
te moga zamykaé -pierwidftki uroione', zréwnania
takze wyzfzych ftopni bedg mogty zamykaé tyle par
pierwiaftk6w uroionych, ile w ich fkiarf wchodzi
zrébwnan 2go ftopnia. Zaczern zréwnania ftopni
parzyftych bedg mogty mie¢ wfzyftkie pierwiaftki
uroione', ftopni za$ nieparzyftych mufzg mie¢ konie-
cznie przynayrnniey ieden pierwiaftek rzetelny.
Uwazaigc jakiegokolwiek ftopnia m zréwnanie, ia-
ko powftaigce z zréownan 2go ftopnia; tych zré-
wnan tyle tylko wchodzi¢ moze za mnoznikéw w.
zréwnanie w, ile razy 2 zamyka fie w wyktadniku
ftopnia, Alc poniewaz zréwnanie ftopnia m, zamy*
lid m pierwiaftkdw, z nich tyle mozemy utozyé zré-
wnan 2go ftopniat ile razy kombinowa¢ mozemy m
pierwiaftkow, biorac ich po dwa na raz, to ieft
m—1
ni. “—* Kazde wiec zréwnanie ftopni? m wydadi
m— 1
moze m. ~ Zrownan 2go ftopnia, ale tako-

wych zréwnan nie wchodzi w icgo fldad tytka liczba
m

— gdybysmy wiec chcieli wyrazi¢ przez zréwnanie
x*+ax-k-b— o wfzyftkie zréwnania 2go ftopnia, kté-
re' tylko wydadz moze zréwnanie ftopnia rn, potrze-
ba aby b bedac mnogoscia wfzyftkich pierwiaftkow,
tyle miato wartosci, ile wypasdz moze kombinacyi
1 m pierwiaftkbw, biorgc ich po dwa na raz; za-
czdm
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cze'm b musi bydz dané¢ przez zréwnanie ftopnia m.
m— i

~ : toz famo trzymaé mamy i o a, ktore ieft

fumma pierwiaftkbw. Podobne' rozumowanie prze-
kona iras réwnie, ze uwazaiac zroéwnanie m iako
powftaigce z zréwnah $go ftopnia, i chcac te wfzy-
ftkie zrownania jgo ftopnia ogarna¢ w zréwnania

musi ¢ bydz dane przez zréwna-

(m— i) (ni—2z)
nie ftopnia tn. ~ “ poniewaz tyle wypada
kombinacyi z m pierwiaftkdw biorac ich po trzy na
raz, a zatem tyle ztozy¢ mozna zréownan fgo fto-
pnia, s ktérych iednak nie wchodzi za mnoznikow
m

w zrownanie ftopnia m tylko liczba Whiefie fo-

bie kazdy iak nalezy rozumowa¢ o zrownaniach
wyzfzych  ftopni uwazaiac ie’ iako mnozniki
ftopnia m. Wezmy za przyktad zrownanie 4g<x
ftopnia na poczaku §. 19. potozone' (x— a)(x~-~b)
(x—c)(x— (i)=o0, biorac z iego pierwiaftkbw po
dwa na raz, utozémy fze$¢ zrownan zgo ftopnia, s
ktorych kazde' dwa rozmnozone' przez fie, dadza zré»
wnanie czwartego ftopnia podane; to ieft:

(x— rozmnozone przez (x—r)(x—d)
(x—a)(x—c) . - . (x—Db)(x—d)
(x—a)(x— 1) - - - (x—b)(x—c)
(x—b)(x—¢) . . . (x—a)(x—d)
(x—b)(x—d) e (if—a)(x—c¢)
(x—c)(x—th) * (x—a)(x—Dh).

Gdybysmy doszli fpofobu rozebrania zréwnan jakie-
gokolwiek ftopnia na zréwnania pierwfzego tub dru-
giego, ktdére iuz umiemy rozwigzaé, przyfzlibySmy do
prawidet na Wynalezienie pierwiaftkéw kazdego zro-
wnania. 'Nie mozemy watpi¢, Zze maigc n. p. iedno
przynuymniey zrownanie igo lub zgo ftopnia wcho-

dzace
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dzace w fkiad zréwnania ftopnia m, mozemy przez
nie to zréwnanie rozdzieli¢ i znizy¢ ie do ftopnia
m— /, albom— 2. Bo maigc n.p. zréwnanie —a=o,
ktére wchodzi w (ktad zrownania A ktoregokol-
wiek ftopnia, tak dalece, ze wtozywfzy v/ A, x=a,
A przywiedzie fie do zero; musi koniecznie™ A bydz
zupetnie rozdzielne przez x—a. Watpiemyz o tém?
nazwiymy w zrownaniu A wfzyftkie inne pierwia-
ftki oprécz x—a, Q-, wiec iezeli A nie ieft zupetnie
rozdzielne przez x —ci, wypadnie podiug prawidet
A R
dzielenia ~=0+ & znaczgc refzte zdzie-

lenia pozoftalg, azate'm A=z(x— a)Q+-R, uczyniwfzy
Xx—a, (x—a)Q bedzie zero; ale i A ieft takze na
ten czas zero, podiug pierwfzego przypufzczenia,

N —0
wiec R™=o0, a przeto x_ fl

§ XXV..

Nizeli poydziémy daley, uczynmy tu krotkg uwa-
ka.,dy ftopien zrownania ma fwoie wtasciwe do
rozwigzania go prawidta i wiafnosci z nich wynika-
igce’, nie mozemy wiec poty przyftagpi¢ do rozwig-
a jakiegokolwiek zréwnania, poki fie nie dowie-

nly O iego llopniu. Sadziemy zai o
kolwiek zréwnania z wyktadnika ltosu nieznaney,
iezeli wfzyftkie fa catkie; ale iezeli ktéry z wykta-
dnikéw bedzie tomany, przerwie fie porzadek, ktéry
w zrownaniach foremnych zachowaé zwykty wykta-
dniki nieznaney ilosci: poty wiec nie mozemy bydz
w ftanie fagdzenia o ftopnia zréwnania, a zatem nie
mozemy przyftapi¢ do rozwigzania onego, poki wfzy-
ftkich ilosci nieznaney wyktadnikéw nic przywie-
dziemy do catkich. Wyktadniki utonikawe pokazu-
ia znaki pierwiaftkowe w zrownaniu, ktére iefzcze
i te maig nieprzyzwoito$¢, ze bedac przywigzane do
wielorakich znaczen wprawiaig nas w Watpli;/yoéé,

czyli
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czyli wfzyftkie' td znaczenia czyli tylko iedno, i kto-
re do nafzego pytania nalezy. left wiec rzeczg nay-
pierwfza nizeli przy(tapiemy do rozwigzania iakie'-
gokolwiek zrownania, ofwobodzi¢ ie' ze wfzyftkich,
znakow pierwi-aftkowych. Zatmdniymy (le teraz
tern dziataniem.

Wiemy, Zze zt>aki pierwiaftkowe odpadaig wyno-
fzac do tey famey potegi ilosci pod niemi zawarte;
dla tego- fpofob, ktérego tu uzyiemy ieft tatwy do
zrozumienia iuko wyciggniony s poprzedzajgcych
wiadomosci. lasniey on fie pokaze w rachunku,
ntz gdybysmy go, flowy wyktadali. Niech beda zré-
wnania.

>
x*+aV'x+m—o - - x3—V (x—-a)A-d~0...ccceueu.e. -

\AXA-V'X2+xrf+/=0.
odbadzmy lie z dwiema pieYwfzemi nafamprzéd:

aVvV'x = — (x-+m) - - X*Ad— r‘l(x—aj

nzx— (x*-\-m)z - - (x3+d)-i— x—n, czyli:
X44-2inx2— a*X-t-m2=0 - - X"*+/~dx6N-"dlx 3+d~— 3t+a
pierwfze wiec ieft czwartego, a drugie dziewiatego
ftopnia. Zréwnanie trzecie’, dwa zamyka znaki od-
dzielone', a zatem, dwojakie takowe w niern zacho-
dni dziatanie: naprzéd

— (Vx+xd+f) - - x3= — (Mrx+xd+rfy3 a
nazwawfzy y;d+f=pj mamy, x-— —pl—}plV x—
3px—xVx, czyli - - x2+p™+jpx=— ("p™x)Vrx,
(x a+-p)+Njo>)t= ~ p H-3c)Ix. wilozywfzy w to ofta
tnie za p, xd+-f\ otrzymamy zrownanie fzéftego fto
pnia wymierne. GdybysSmy wiecey iefzcze mieli zna-
kéw pierwiaftkowych w zréwnaniu, ztgczonych s fo-
bg przez fame znaki dodatne lub odiemne; dziatanie
teinby byto trudnieyfze, i ten fpoféb iefzezeby nam
fie nie zawfze udat. Uzyimy przeto infzego.

Oi\Vobodzi¢ zrownanie iakie od znakoéw pierwi»-
H ftkowych
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ftkowych ieft to tyle wprowadzi¢ kondycyi do na-
fzego zrownania, ile fie takowych znakéw potrzebu-
igcych ofobnego dziatania znayduie W zréwnaniu.
Wfzyftkie te kondycye $ciggaig fie do tego aby te
znaki znikly; nie mozna im wiec inaczey uczyni¢ zu-
dofyé, tylko wprowadziwfzy tyle innych nieznanych
ilosci, ile iie liczy znakoéw pierwiaftkowych w zro-
wnaniu, podtug 8. 9. Ale iakze kilka nieznanych
ilosci wprowadzi¢ w iedno zréwnanie, Kktdrego nie
mamy s czem kombinowac¢/’ Widzemy ze poczatek
j$. s. potrzebuie tu fpofobu nagiecia go do terazniey-
fzego przypadku. Ten fpoféb ieft barzo profty.
Uczynmy kazdy termin znak pierwiaftkowy zamy-
kaiacy réwny iedney nieznaney, przez co otrzyma-
my tyle zréwnan, ile mamy znakéw pierwiaftko-
wych w zréwnaniu; wtézmy pote'm wfzyftkie nie-
znane na mieyfce niewymiernych w zréwnanie po-
dane; a kazde s pierwfzych zrownan wynioflfzy do
tey potegi, ktorg znak pierwiaftkowy oznacza, otrzy-
mamy liczbe zréwnan m+i: iezeli znakéw pierwia-
ftkowych liczba ieft m. Te wfzyftkie zréwnania
ftaraymy fie tak kombinowac¢, aby z nich wfzyftkie
nieznane nowo wprowadzone wypadty. Przyjdzie-
my tym fpofobem przez eliminacyg do zréwnania
pewnego ftopnia zamykaiacego fame terminy wy-

mierne z iedng nieznang. Niech bedzie n.p. zré6-
wnanie;

XA—y'ax+V ditvrx-t-g=o

czynie \/ax—y, - - ISd2=z - - x=u, s kad
mam cztery zréwnania:

(,) - - x2—y-hz-hu+t?=0 - - (i) - ax—yi=o0 - -
(3) - Z3=O~'(*)' “2=c

oftatnie daie mi x—u’l; zlgczone z drugiem nx=a«*:

te wartosci witozone w (1) (z), daig mi dwa zro-
wnania bez x

nm—y-
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ml—, nz+u+g9=0 -avi— yi. Spierwfzego otrzymam:
Z— y— u*— u— g - = Z3— (y— u*— u— g )3 ~d 1f CZyli
potozywfzy dla fkrocenia ve-nu -9 -5 j wynioflfzy
11—p, do potegi trzeciey

y3— Zy*P+ SV*y—P3—d2=0 - - au2=y 3
dwa zrownania s ktérych wyrzuciwfzy y, otrzyma-
my zréwnanie na u wymierne: wytrawmy ie pod
naftepuigcym wzorem nazwawfzy

Ip=At - m$pz=B,—p3—iiz— C, an'*=P.

y3—Aij-+By+C—o0 - - y3—P=o0.
za pomocg tych dwoéch zréwnan potrzeba nam wy-
rzuci¢ y, aby otrzymaé zrownanie wymierne z ie-
dnag tylko niewiadomg u. Na to wyrzucenie prze-
pify 8 7. nie mogag mim fluzyé; bo te' rosciggaig fie
tylko do ilosci niewiadomych pierwfzego ftopnia.
Ufituymyz teraz odkryé fpoféb wyrzucenia z zro-
wnan ilosci niewiadomych iakiegokolwiek ftopnia,
bedac do tey potrzeby porzadnym ciggiem nafzych
mysli przywiedzeni.

§ XXVI.

Pamietamy, ze wyrzucanie ilosci nieznanych Igo Spcfoby eli.ni
ftopnia odbywaliSmy przez kombinacyg dwoch zro- nacyi ra airé.
wnan, ktora konczyta fie na tem, aby z dwéch zré- »yi-
wnan maigcych fpb6lng pewng nieznang, otrzymacd liyc pni*
zréwnanie bez tey nieznaney. Zroéwnania wiec w
ktorych takowe' dziatanie zachodzi wyrazi¢ moze-
my przez

n-t-£x=0 - - - /4-\-Bx— o.
gdzie, a, b, A, B, fag funkcyami innych nieznanych.
Newton w fwoiey Arytmetyce powfzechney podat
nam do tego fpoféb, o ktérym iuz namieniliSmy by-
li, a- ktéorego on uzyt az do zréwnan 4go ftopnia.
Ten chociaz ieft niedoftateczny, godzien iednak przy-
naynrinié¢y dla hiftoryi nafzey uwagi.

przyprowadzajgc ieden termin w kazdem zréwna-
niu do teg6z famego wyrazu za pomocg mnozenia

H2 moge
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moge w dwodch podanych zréwnaniach albo wyrzu-
ci¢ a, A, i rozdzieli¢ potem zréwnanie przez x\ al-
bo tez zaraz wyrzuci¢ bx, Bx, Na ten koniec mno-
ze pierwfze przez A, drugie przez a, odciggam ie»
dno od drugiego i mam:

Abx—nB.\:=:0 - - Ab—fIB=0.
albo mnoze pierwfze przez B, drugie przez b -i od-

cingngwfzy ie od Fiebie otrzymam: - - Ba— Ab—o.
Niech beda podane dwa zréwnania zgo ftopnia:
a+bx-hcex'i=o - - - A+Bx+Cxl=o0.

mnoze pierwfze' przez A, drugie' przez a, i odciag-
.ga-n tamto od tego rozdzieliwlzy i¢ przez xj wy*
padriie:

Ab— Ba+CAc— Ca)xz=o.
powtére mnoze pierwfze' przez C, drugie przez c,
a ich réznica bedzie:

Ac—aC+(Bc—bC)x— o.
przyfzliSmy do dwéch zréwnan igo ftopnia s ktére'-
mi cbfzedifzy fie podlug igo przypadku przyidzie-
my do zréwnania:

(Ac— Ca)(Ac— Ca)— (Bc~-bC)(Ab— Ba)=o0.
widzemy wiec ze eliminacya w drugim ftopniu
przywiodta nas do oftatniego zréwnania ktére ieft
4gn ftopnia, tak iak w pierwfzym ftopniu do zré-
wnania ftopnia zgo.

Maigc podane dwa zréwnania 3go ftopnia:
a+bxH-cx2-hdx3— 0 . . A-hBx+Cx*+Dx3— o,
mnoze pierwfze przez A\ drugie przez a, i odcig-

gngWfzy ie od fiebie przyide do

Bo— bA-h(Ca— cA)x+(Da— dA)x-— o.
powtére do wyrzucenia oftatnich terminéw mnoze
pierwfze przez D, drugie przez d, a ich rdéznica
da mi:

Ad— Da+(Bd— bD)x+(Cd—cD)x2=zo0.
dwa te zrownania zgo ftopnia chcgc kombinowaé

podtug
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podiug poprzedzajgcego przypadku, nazywam dla
utatwienia rachunku

Ba—bA—A' - - - Ad—Da~-n'
Ca—cA—B' - - - Bd—bD—1D’
Da—dJ—C --- Cd—cD— ¢

a zréwnania przerobione wyrazg fie tym prosciey-
fzym fpofobem:

A'-hB'x+C'x2=0 - ' fl'+Z)'x+c'x2=0.
's tych dwéch zrownan mnoze pierwfze przez a', dru-
gie przez Al a roznica ich da mi:
B'a'—b'A'+(C'a'~c'A')x"o.
mnoze powtore pierwfze przez c¢', drugie przez C',
i otrzymam z ich odciggnienia: -
A'c'—a'C'+(li'c'—b'C')Yx—o
nakonicc dla utatwienia rachunku nazywam;
B'a—b'A'=A" - - - A'c'— ci'C'=ci"
mCa—c'A~=B" - - - B'c’—b'C'=b"
i dwa zrownania przerabiaigc tym famym fpofo-
bem przyide do oftatniego:
A"b"—a"B"=o0
ktore ieft 6fmego ftopnia podiug znaczen liter, kto-
reSmy im nadali. To atoli zréwnanie 6fmego fto-
pnia ma iednego mnoznika fpolnego wfzyftkim ter-
minom Ad— Da, przez ktoéry rozdzielone wyda
2réwnanie '6go ftopnia
(Ad—Dap+(Ac— Ca)*(Cd— Dc)— 2(Ab— Ba)(Ad— Da)(Cd—
+(Bd— Dby (Ab— Ba)— (Ab— Ba)(Bc— Chb)(Cd— Dc)
— (Ad— Da)(Ai— Ca)(Bd— Db
ciggnac daley rachunek dwa zrownania 470 ftopnia
przywodzg nas naprzéd do zréwnania l6. ftopnia,
ktére' dobrze roftrzafngwfzy znaydziemy w niem
mnoznika ggo ftopnia, rozdzielone wigc przez niego
znizy fie do ftopnia 6fmego.
Przeto ten fpoféb te ma w fobie nieprzyzwoitosé,
ic lias wiedzie do mnoznikdéw nie nalezacych bynay-
Hj m niey
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mniey do nafzego zamiaru. W takowe mnozniki
obwiktane zréwnanie da pierwiaftki fatfzywe ,ktére
pytania nie rozwigzg, bo mu fg cale obce. Nie ma-
igc wiec fpofobu na rozréznienie tych pierwiaftkow
ktére do pytania prawdziwie nalezg, od tych Kktore
niedofkonato$¢ rachunku wciggneta, iefteSmy w niebe-
fpiecze'nftwie trafienia na fatfzywe rozwigzanie py-
tania. Ta¢ to przyczyna data do myslenia Geome-
trom o innym nowym i dokladnieyfzym fpofobie
eliminacyi. Ich wielorakie badania fg naylepfzym
dowodem natezonych ufitowan, ktéremi chciano, te
trudnosci pokona¢. Obierzemy fobie iedno z nich,
ktore wyciggnione s czyftych rozumowan, da nam
doktadnieyfze wyobrazenie o naturze tego rachunku*
j ituzy¢ nam bedzie mogto na rozwigzanie wielu
innych roznego rodzaiu pytan.

Zaczniymy od przyktadu fzczegdélnego: Maiac dwa
zréwnania réznych ftopni;

X 2-t-Px-hQ=0 - - - x3-t-px2-i-qx-hr=o0

w ktoérych P, Q, p, q, r, zamykaig inne iakiekolwiek
ilosci nieznane, a chcac s tych zré6wnah wyrzuci¢ X,
nic innego fobie w tem nie zamrerzamy, iak tylko
zrobi¢ iedno z nich zréwnanie miedzy P,Q,p,q, r;
to ieft; odkry¢ zwigzek ktoéry zachodzi¢ powinien
miedzy wfzyftiemi innemi iloSciami w zréwnaniu
potrzebny na to, aby wypadto x. Ale iakzeby ten
zwigzek mozna wyciggna¢ z dwoch zwigzkéw od
fiebie réznych, gdyby te nie miaty fobie co$ fpdinego
taczacego ie s fobg wzaiemnie? Zaifte musi konie-
cznie zréwnanie iedno iaka$ zamykaé¢ wiafnosé, kté-
ra fluzac drugiemu, bytaby razem gruntem tego poroé-
wnania ktére fobie miedzy wfpot-czynnikami P, Q,
p, (0, r, zaktadamy wynalesdz. A poniewaz dwa
zrownania, ktdére tu fobie za przyktad obraliSmy ro-
wnie iak i wfzyftkie inne do tey teoryi ttuzace, chce-
my mie¢ nayogoélnieyfze w fwoim rodzaiu, dla tego
nie mozemy w nich przypufzcza¢ zadnego warunku,
ktéryby ich znaczenie $cie$niat. Uwazaiagc ie bez za-
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dney miedzy fobg zawiffo$ci, a nie mogac przyisdz
do rozwiagzania tego pytania ktoreSmy tu fobie zada-
li nie wprowadziwfzy iakowey fpdélnosci miedzy na-
fzemi zréwnaniamii mufzemy przydadz drugi ten
warunek potrzebny, i ftara¢ fie obydwém w rozwia-
zaniu zadofy¢ uczynié. Na czemze zagruntujemy te
fpélnosc? oto na iltotnym charakterze zréwnan i ich
pierwiaftkach. »

Zeby dwa zréwnania mogtly wjrdadz zwigzek mie-
dzy ich wfpot-czynnikami, i oraz bydz fobie w czem
podobnemi, potrzeba koniecznie, aby ieden ich pier-
wiaftek czyli wartos¢ nax wtozona w iedno i drugie
zrownanie, mogta ie obydwa razem przywiesdz do
zero* wiec zeby znalesdz pewny zwiazek miedzy
P>Qt Pt Htrt ktoryby maogt zgubi¢ x; potrzeba konie-
cznie, aby obydwa zréwnania miatly ieden pierwia-
ftek fpolny; i cale’ pytanie nafze wychodzi na to:
znalesdz zwiazek pewien miedzy wfpot-czynnikami
Pt Qt Pt dtr> potrzebny na to, aby obydwa zréwna-
nia podane miaty ieden pierwiaftek fpolny:

Nazwiymy m ten fpolny pierwiaftek: bedzie
x —m fpélny mnoznik obydwé6ch zréwnan, a przeto-

X-+PXx+Q=(x—m)(x+A)
X3+pxztgx+r=(x—m)(x2+ax+h),
gdzie A, a, b, fa ilosci nieznane: z dwédch tych ofta-
tnich zréwnan wypada:
X 3-\-px'1+qx+-r__x 2-i-Px-hQ - - -
x*+ax+hb X+ A

(X 3+px*-i-gx+-r) (x-+-A) = (xz-+-Px-+-QI(x*+ax+b).
wykonawfzy mnozenie otrzymamy zréwnanie Tofa-
me, ktorego kazdy termin w iednym cztonku, iedno
ieft s terminem mu podobnym drugiego cztonka.
Rownaigc wiec miedzy fobg wfpét-czynniki s tego
mnozenia wynikie', otrzymamy cztery zréwnania:

(1) -A+p=P+a - - (2) - Ap+gq=Q+Pa+b

(1) - Ag+r=Qa+Pb - - (+) Ar=Qb.
-] pie'rwfze
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pierwfze' i drugie daie:

A— P—p+a - - b— Pp—p2]-pat-g—Q —Pa, te' war-

tosci wtozywfzy w (j) przyidziemy do

Pp(P—p")+pg— PR — r=P(P—p)a— (Q—Qq)a, a zatem
Pp(P—p)+pg—PQ—r _zp_ Q(P—p)+r____

P(P—p)--(Q-q> P(P—p) (Q—0
te fame wartosci za A, b, wtozone w (4) zréwna-
nie, wydadza

Q(P—p)a+ra=Qp(P—p)-hQ(q— Q)—r(P—p), przeto
n=Qp(P-p)+Qtq-Q)-r(P-p) _Qrg-<?;+7>.

Q/P-p)+r P Q(P-p)+>'
idzie wiec za tein, ze
R B — d)+P> s ktoérego po-

P(P—p)—(Q—q) Q(P-P)+r

wftaie naftepuigce' zrownanie:
QIB— pX~d— Q.p)+2Q.r(p—'P)+p>'(Q.~'d)~'p” (p—p)

m-QQ—g)2+ r—°- o
Zawierajgce' w fobie te warunki, ktéreSmy do pyta-
nia wprowadzili, to ieft: zwigzek miedzy wfpot-

czynnikami potrzebny na to, aby obydwa zréwnania
podane miaty ieden pierwiaftek fpélny. PodZmy iuz
do przyktadu ogdélnego. Niech beda dwa zréwnania
iakiegokolwiek ftopnia:

x m+Pxm~1-+-Qxm~2+ R xm—3+ 5xIn-4+ i t. d. =0,

XN+ pxn~, -hgxn~s-+rx¥'3-t-jx"—4H i t. d. =0.
s ktorych nalezy wynalesdz zwigzek miedzy wfpot-
c¢/.ynnikami potrzebny na to, aby znikto x, to ieft:
potrzeba wynale$dZ zréwnanie miedzy Pt £); Rt
S,it.d p,q r,s, it d aby obydwa zréwnania
miity ieden fpolny pierwiaftek czyli fpétnego rana-
'n:k'i x—m. Zaczem rzadzac fie wyZey podanym

ATfobern wypadnie.

Y ' t4-pA,n- 1-i-Qxn,- M+ 2ex,n- 3+ i t. d.

ri—m)(\m-~+Ax;m- 2A-Bxn-3+ i t, d.j
Xn-H
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xn+pxn~1-i-gxn~'1-)-rxn—3-i- i t. d.
= (x—m)(xn~l+axn-2\-bx'}~3L-i t. d.)

s ktéorych powftanie zréwnanie to-same:
Mm(pxm-i+ (2xm~i-+R3cn- 34 i t. d, )(xn~l+nxn-z
+bxn~3+ i t. «JIN=fX,,4-px;«-H+qxB* t+rxn-3+ it. d.)
(xm~1+ AXm~% Bxm~3+mi t. d.)
réwnajagc w nicrn wfpot-czynniki terminéw podobnych,
otrzymamy liczbe zréwnan m+n— /, gdyz pierwfze'
terminy bedac tez fame bez zadnego wfpo6t-czynnika,
nie wnidg w pordéwnanie; a poniewaz mamy niewia-
domych, A, B, C, D, i t. d. liczbe m— niewiado-
mych za$ a, b, ¢, ii, i t. d. liczbe n— na oznaczenie
tych wfzyftkich potrzeba* liczby zréwnan m+n— 2\
zoftaie fie wiec iedno zréwnanie nad to, ktére iak
wiemy z 8. iq. ieft warunkowe, to ieft; zawie-
raince’, w fobie kondycye wprowadzone, od kté-
rych odpowiedZz pytania zawiita. Teoryag te winni-
smy |. P. Eulerowi ktérg o# poda! w Pamietnikach
Akademii Bcrlinfkiey na Rok 17<54  Przyfhéfoymy
ig do zréwnan ktéreSmy na konhcu §. ppprzedzaigce'-
go zoftawili. PrzyfzZHSmy tam do dwodch zréwnan.

y3—p—o0 - - - y3—Ayt+Bij+C—aq
s ktérych nam potrzeba wyrzruci¢ y. Ppdtug dopiera
wytozonego fpofobu.

y3~P— (y—m)(yl+ay+b) - - - 7

y3FAy'I+By+C~(y—m)(yl+fy-hq).
yX—p V3-—- Ay HBYAC
y~+ay+b

(y3—=P)(y*+py+q)— (yi—4y2+-ny+C)(y 2+ay \-b).
po wykonane’'m mnozeniu réwnaiac wfpot?czynniki
podobne', otrzymamy pie¢ naftepuigcycb zréwnan:
(1) a—A~p .. (,) b+tb—Aa=q - - (3) P—bA—
Ba— C - - (4) Ca+Bb=—Pp - m(?) bC=—Pq
s ktérych nalezy wyrzuci¢ ci,b,p,qg. Mamy z

Hy a— A+Pi
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a— A-i-p; - - h— A'lLFAp-i-g— te wartosci wtoiy-
wfzy w U), (r), (}), wypadna té trzy na p -
B*—Bg—BA*— CA ' ,_ BC— (P+C)q— CA*.
BA+C+P P CA *
P+2BA*C— A’ Af
A*—B

réwnalgc pierwfza warto$¢ p, z druga, wypadnie - »
BC2+PBC— PCA*

g~~ BAP+B*+P*
drugg za$ warto$¢ na p réwnaigc s trzecig, wycig-
gniemy:
CAP+,nCA-+C~R-e _, 5wnana J,, 6ch
CB+PE—PAl
wartosci na g, otrzymamy na koniec zréwnanie fzu-
kane bez y.

(CAP+2BCA*+C*A+B*C) (BAP+C/~+P¥*)

— (BC2+PB.'— P(?A*)(CB+PB—PA*)=0
wiozywfzy W nie za A, B, C, P, wartosci, kto-
rych one zaftepowaty mieyfce w rachunku; otrzyma-
my zrownanie na u wymierne podiug tego cosSmy
fobie w 25-. zamierzyli.

8 XXVIr.
e Po tych wfzyftkich wiafnosciach ogélnych zré-
wnan, zoftaie nam iedna uwaga wypadaigca s piet-
wfzych Roz: |. poczatkéw: poniewaz zréwnanie ja-
kiegokolwiek ftopnia zamyka zwigzek miedzy ilo-
sciami w niém zawartemi, tén zwigzek nie mogt
wypasdz tylko s poréwnania tychze ilosci miedzy Ib-
ba. Aze nie mozemy nigdy réwna¢ s fobg tylko
rzeczy iedney natury; idzie za tem, ze terminy w
zréwnaniu zamkniete fg koniecznie iedney natury; to
ieft iednego wymiaru-, czyli ftopnia: gdyz natura ilo-
§ci zalezy na iednoftaynoSci wymiaru, wymiar za$
na rowncy liczbie mnoznikow w termin' wchodzg-
cych. lezeli wiec zréwnanie iaki¢ ieft rzetelne i mc-
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"me co znaczy¢, wfzyftkie iego terminy powinny
bydz iednego wymiaru, to ieft powinny mie¢ réwna
liczbe mnoznikéw. Do tych mnoznikéw nie nale-
zg bynaymniey liczby; bo te nic odmieniaig nic w
ndturze ilosci agélney. Kazde takowe zréwnanie
zamykaigcc roéwng liczbe mnoznikéw literalnych w
fwych terminach nazywa fie ledno-ropnem (Aegua-.
tio homogenea). n. p. x-3+"a2x-t-«x1-t-6~=*0.

lezeli za$ liczba mnoznikéw w terminach iakie'go
zréwnania ieft nierébwna, na ten czas uwazaé po-
trzeba kazdy taki niedoftateczny termin, iako rozmno-
zony przez tyle ilosci wzietych za jednos$¢, ile mu
mnoznikéw da réwnego wymiaru brakuje: i tako-
we zrownanie zowie fie R.6zno-rodn'em (Aequai'io
heterogeneci) n. p. x3+-cix+;b— 0. ten fam podziat i

ta fama uwaga fiuzy funkeyom, s ktérych po-
wftaig zréwnania.

Skonczmy ten Rozdzial kréciutenka uwagg nad
fpofobem nafzych dociekan. Bawiac fie w poczatku
nafzey nauki nad iakiem pytaniem dochodziliSmy w
niem zwigzku przez ftofunek i poréwnanie w my-
§li rzeczy znanj~ch z. nieznanemi; wfzyftkie te fto-
funki ogarneliSmy wprzéd rozumowaniem, nizeSsmy
ie wyrazili przez znaki, dla tego ze tam kombina-
cye iefzcze byly barzo profte. Teraz za$ zapusci-
wfzy fie w delikatnieyfze' p}'tania iakiem byto n.p.
to oftatnie’, gdzie kombinacye zachodza licziyeyfze' i,
zawikleyfze, nie mogliSmy natychmiaft rzeczy nie-
znaney z znane'mi rownac¢ mysla, bo mnogo$¢ kom-
binacyi razem zwigzanych i potrzebujgcych prawie
w momencie iednego ogarnienia iuz ieft nad fily na-
fzego rozumu fwym dziataniom oddanego: trze*
ba go tu bylo weforze¢ pomocg rachunku; prze-
to czynigc prawie podftep pod trudnoscig, ftaraliSmv
fie naprzéd pytanie nafze zwigza¢ s poczatkiem ia-
kim walnym; i 7n pomoca tego trafi¢c na zrownanie,
W ktoréby rzecz nieznana wefzta. Potem dopiero
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muwazaigc ig lak gdyby -byla znand, wpadliSmy ni
wiekfzg liczbe nieznanych-, ktére iednak za .pomol
cg rachunku przywiedliSmy do tego ftanu, iz wfzy-
ftkie tatwym fpofobem mogty hydZz znofzoné i ro-
wnane' z rzeczami znanemi. Stego ftofunku wypa-
dty nam wartosci wfzyftkich nieznanych -zamknie-
tych w zréwnaniu, a w nich to, coSmy lobie do wy-
nalezienia zadali-. Rachunek wiec rozebrat naf/.e
kombinacyg na f\ve ie tak powiem elemettta, i ugiat
trudno$¢ do nafzey mocy; bo to co trzeba byto ko-
niecznie razem ogarnia¢ i rownaé¢, a czego dokazac
byto niepodobna; przywiodt do tego ftanu, ii mo-
gto bydz uwazane i réwnane po czesci. SzliSmy
Wiec tym c6 przedtem fpofobem ale inaczey nakie-
rowanym, w nim ztgczyliSmy poczatek Analityczny
s poczatkiem iloSci nieoznaczonych §. s. do ktérych
‘zrecznego kierowania poftuzyly nam wiafnosci zré-
wndn dawniey odkryte. Droga ta Wynalazkéw le-
dwo nam nie bedzie w catem dziele powfzechna:
nie odmieni ona lig tylko podtug fzczegolny¢h kazde-
go zadania okolicznosci, ktdore ttéfowac bedziemy z
nayblizey zwigzanemi pozhanemi prawdami. Ra-
chunek bedzie iedyrig silnig nafza do pokonanid za-
ftepuigcych trudnosci, wfpiera¢ on nas bedzie olzcze-
dzeniém rozumowan tych, ktére iuz raz byty uczy-
nione', bo ich zbytek réwni¢ zadania prawde wfzy-
ftkim umyRom iak ig zadania niedoftatek Umyftom
'niedoteznym. Na mieyfce iednak tych ofzczedzo-
nych rozumowan podawac on bedzie materyg nowych¥
ktore' fa Wiasciwemi wypadkami Swiezego wynala-
zku. DoftrzegliSmy iuz tey prawdy na poczatku te-
go rozdziatu, ale ig iefzcze widzie¢ bedziemy iasniuy
W nafte.pitigcym.

Rozdzia#t



ROZDZIAL CZWARTY.

Rozwiezuig, sie Zréwnania Trzeciego \
Czwartego Stopnia z ttdmaczeni¢m witasno-
$ci kazdemu fzczegdélnych: prawidia tych dzia-
tan roftrzg$nione podiug nabytych poczgtkow*
pokazuig. sie niedoftateczne, w nich za$ wfzy-
ftkie przefzkody, ktére zatamowaty pcftepek
Geometrow w lozwigzaniu Zréwnan wyzfzycfi
Stopni; a oftatnie ucieczki nafzey niedofko-
natosci zottawione, wprowadzaj nas w nowy

erodzay Rachunku, ktéry Czes$¢ drugg nafzycfe
badan zabiera.

§. XXVIII-.

7 bierzmy nafamprzott wfzyftkie trudnosci, ktore'
nam przefzkadzaty do rozwigzania zréwnan fto-
pni wyzfzych od drugiego; i doswiadczmy czyli te
nie beda mogly bydZz zwyciezone. RozwigzaliSmy
drugi Ropien przez dopetnienie potegi drugiey W fun-
kcyi ilosci nieznaney, ilitadaigcéy pierwfzy cztonek
zrownania. DoftrzegliSmy potem ze chcac fie trzy-
mac¢ tey famey drogi w wyzfzych Ropniach, potr&e-
baby mie¢ zréwnanie, ktérego wfpdt-czyimiki byty-
by w pewnym ftéfunku fwey potedze prz}zwOitym,
n.p. maiac zréwnanie zgo ftopnia. jr*+-px*+/~x+r=rO
i réownaigc ie s funkcya zupetng potegi “ciry x3f-
m n

3ax*+$azx+ci3=o, wypadnie warunek:— ==V—
—Wr, ktory zamyka ftéfonek miedzy ilosciami
znane‘rni potrzebny na to, aby s funkcyi w zro-
wnanie wchodzacey mogt bydz zripetnie pierwia-
ftek wyciagniony. Warunek ten ufzczegdlnia nie*

zmiernie

Hoiwijssnie

fioe T **
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zmiernie zréwnanie, i fpoféb rozwigzania onego przy.
wiezuie tylko do przypadku zawartego w zréwna-

niach — — Vr. Oswieceni poczatkami grun-

tuiqcerrii dofkozna}o\éc’ nafzey nauki, nie mozemy nie
uzna¢ iakbysmy mato tak fzczegélnym rozwigzania
zrownan fpofobe'm poftgpili: ZebySmy wiec zro-
wnanie podane' zachowali przy cafey fwe'y ogélno-
sci, potrzebaby nam niektore terminy przenie$¢ na
drugi cztonek zréwnania, aby ocali¢ iloSci znane' przy
dawney fwe'y wartosci, a dopiero potem dorzuci¢

* te' terminy, ktére do petnosci potegi brakuig: ale ty/n
fpofobem wprowadzemy ilo$¢ nieznang z obydwdch
ftron zréwnania, ktére poty nie bedzie rozwigzane',
poéki z drugiey {trony ilo§¢ nieznana nie zniknie.
Oftatnia ta trudnos$¢, nie ieft ciezka, abySmy iey nie
mieli uzyciem 8. s. pokonaé; pracuymy nad nia, ile
ze przy niey zrownanie nic s fwey ogo6lnosci nie
traci.

Wiafnos¢ powfzechna zrownan w §. 22. wytozo-
na uczy nas, ze zrobwnanie zmnieyfzy¢ mozna iednym
terminem nie narufzywfzy ani iego zwiazku, ani
ogo6lnosci. Uzyimy iey teraz dla uprofzczenia poda-
nego zréwnania x3+px--H]x-t-r=o0, potozywfzy -

X=y ————B, otrzymamy;

+ Q. — °
tr
nazwawfzy dla proftfzego wyrazu — ~p*+q~n-, Z\P3
— bedziem mieli zréwnanie do rozwiaza-
nia pod wyrazem proscieyfzym - . Lot
(A) - - y3-y-cty-\-b=0 - - —ciy— b.
a wzigwfzy druga niewiadoma z, tkombinuymy ia z
y aby z icdnego cztonka wypadta potega trzecia zu-
petna;



Rozdziat IV. 127

peina, to ieft: przydajmy z obydwéch ftron terminy
zréwnanie nafze' lianie fig:
i)z+iij*z+3ijz-+z-=iylz+}z-y+z*—b - - - (B).
nowa ta nieznana z daie nam prawo wprowadzenia
takiey kondycyi, iakiey rozwigzanie zréwnania po-
trzebuie. Pamietaymy zc to zalezy od znifzczenia
nieznaney y w drugim cztonku zréwnania, wiec - -
$zy*+(iz'l—a)y~=o, czyli; ~zy+~z2—a—o0 - - -

y+z-:—a'-(y-hZ)3: Las . Ale zréwnanie (B) w
1z 2723

tem nowem przypnfzczeniu odmienia fie na - - -
y3+2y*z+3yz*+22=23—fc, to ieft: (ij+z)3=23—6,

zaczem - - A b= S oezm B (0
2723 27

Zréwnanie 0go ftopnia ktére podiug §. 17. rozwig-

za¢ fie moze fpofobem drugiego, i da nam wartosé

na 2 w funkcyi a, b. Rozwigzawfzy ie' wiec, po-
dtug prawidet 8. 17. znaydziemj': -

‘23— bif-_L«3 - -z=Vri— £\V/'(L_bz+ — a3}’
2 27 2 4 27
Aze zrownanie podane (A) odmienito fie byto na

(y+z2)3—z3—b -- j/=—2+ (z3—b)
wilozywfzy w to oftatnie za 2, 23 wartosci dopiero
odkryte otrzymamy:

my=$r(—IlbxVr(lb'l+£iaS))+fi'(-lb —vr(lb*+~az3))

gdzie nie potozyliSmy tylko ieden znak przed zna'
mieniami pierwiaftkowemi drugiey potegi, dla tego
ze na obadwa te'n fam wypada wyraz: powtdre,
znak odiemny przed cechg pierwiaftkowa przeniesli-
§my za ceche; -wiemy bowiem ze znaki odiemne lub
dodatne -w pierwiaftkach poteg nieparzyftych moga
fie klas.dz przed, lub po znamieniu pierwiaftkoweni
°" N

i lak V —a iedno znaczy co = —V a,
Tnale-
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ZnalezliSmy iuz ieden pierwiaftek zrownania 7>
mopma, zoftaie nam ich iefzcze dwa do wynalezie-.
Ud j .~Nervw” e Jakiegokolwiek zréwnania przy-
wiedziony do zero, ftaie lig iego dzielnikiem, i zniza
iL O lede'n ftapien. Potrzeba nam wigc zréwnanie
podane rozdzieli¢ przez pierwiaftek dopiero znale-
ZIe2x' .a%e 'losci niewymie’rne czynityby nim to
zi anie baizo zawiktane, przeto, dla uprofzczenia
wyrazow nazwiemy;

n N a3n=A.
S czego wypadnie gh=—"'n, «— — %gh: powtdre;
b— —g3—h3-wtozywfzy w zréwnanie (A) za a, 5

te wartosci wyrazone przez funkcye & h, odmienie-
niy ie na - - y3—Ilghy—g3—h3=01} pieYwiaftek za$
wynaleziony nay—g~h—o, przez ktéry rozdzieli-
wszy toz zréwnanie, znizemy ie do drugiego ftopnia
y~-t~(g+h)if +-h2-hgz— gh— o0, to oftatnie' rozwigza-
wfzy podtug prawidet w P,0z: 2. podanych, znay-
dziemy inne dwa pierwiaftki:

N N H —
g (@A rIg— MNfi = (grh)or(g—h) V—A

z 2
dg ktorych flrzydawfzy pierwfzy, bedziemy mieé
trzy pierwiaftki zrownania (A)
1. y==g+h - - 11. M — (g+WMg—W s
2
1. — (g+h)—(g—h)yr—3m
z
pierwfzy z nich ioft rzetelny, dwa oftatnie’ moga
bydZz rzetelne lub uroione; beda rzetelne, iezeli - -
(g~th~r— $ ieft funkcya rzetelng, to ieft: iezeli g, h,
becfa uroione; bedg za$ dwa oftatnie pierwiaftki uro-
jone, iezeli (g— h)\z~— ; bedzie funkcyg uroiong: to ieft
iezeli gf h, bedg rzetelne, podtug §;is. Beda za$ s ,h,
zawfze




Rozdziat IV. 129
zawfze rzetelne, kiedy n ieft ilosciag dodatna, albo

bedac odiemng, kiedy —> — . Zaczem kazde zro6-

wnanie ;g° ft°Pn‘a pod wzorem yi-hayxb=o0 ma
tylko iede'll pierwiaftek rzetelny, a dwa uroione' pa-
rtitdre- zrownanie pod wzorem j/i— aijtb=.0 ieft te-.

. 2 fl
£0Z famego rodzaiu kiedyE > —3, Gdyby za$ by-

L L . b2
byto w tem optatmem zrOwnaniu— = ——, zZra-

wnanie $go ftopnia bedzie na ten -'(-:zas rrzﬁa{o wfzy-
ftkie' pierwiaftki rzetelne, s ktorych dwa beda fobis
rowne. Wprowadziwizy bowiem to przypufzczenie,
bedzie g— h, a przeto wartosci na vy,

n 2 n 2 n 2
Zatrzymaymy fie teraz z uwaga nad zrownaniem
y*—aijtb=0 kicdv wniem — a3, W tem przy-
4 27

pufzczeniu g, h, ftang fie uroionemi, a przeto fun-
keya fg-—— h)V~— " bedzie rzetelng. Ze za$ g, h,
znayduig fie iefzcze fame we wfzyftkich trzech pier-
wiaftkach, zdaie fie na pozér ze wfzyftkie te pier-
wiaftki ftang fie uroionemi; w tym iednak przypad-
ku wfzyftkie fa rzetelne’. DosSwiadczmy tego ra-
chunkiem, ktéry aby$Smy te'm tatwiey wykonali,
tkniemy iefzcze raz nafze' wyrazy: potézmy na

mieyfce Ji., nr, na mieyfce za$ C~b2— —al3),ktd-
2 4 27

xa ieft podtug terainieyffcego przypufzczenia uroiona,

potézmy nV-— i; beda wiec nafze' pierwiaftki:
y—V (—m+nV— 1)— (m+-nVrm 1)
Yy = e O (—m+nVr— 1)— ~ (m+uV —3;))

z ” $\
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4- ANTAH§ivr— i) a-\/(m+nV—i))*

y— — - (V'(— m-\-nVr— i)—V"(m+n~—1i))
z

— —"-(yT—m-hnl/— YW (m~-nV~™ i))"
z

kazdy s tyci) terminow odwiktawfzy poditug wzorté
*Newtona, otrzymamy tyle fzeregéw Uieftonczonychj,
ile' fie terminéw niewymiernych znayduie. W czem
te mie¢ nalezy uwage, ze, ponitNyaz warto$¢ ilosci
nie.znaney s takowych wyrazéw nie moze wypasdz
tylko blifka prawdy; ftrfra¢ fie powinnismy aby, to
Ublizenie byto naywieklze i naykrotfze, to ieft ab.y
terminy izerfigdbw pomykaigc iie znacznie malaty-.
"Na ten koniec obieraé¢ nalezy za piérwlzy termin W
porzadku poteg, ten., ktory ieft wiekfzy. lezeli W
teraznieyfzym wyrazie pierwidftkow —m>«V~— /,
m bedzie pierwfzym terminem dla tego, ze w ciggu
fzeregu maiac wyktadnika odiemnego ftaie fie mia-
nownikiem wutomku; i uczyni go przez potegi coraz
mbarziey maleigcym. Przyftgpmy iuz do rachowania
'‘pierwfzego pierwiaftku, pamietaigc w rachunku na
rézne poteg* 51/ — 1. ktére tak naftepuig: nV — h—n\
—nV —/, H4, w V -~ —n6, i"t. d:

D3= — ,.4
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luére dodawfzy razem, wfzyftkie terminy uroione
wypadng a warto$¢ na y bedzie dana w famych
rzetelnych.

1nZ 10 .n* 2 7rt nbga

9ni2 243 m* 6761 m6 J
dziataiagc podobnym fpofobem w wyrazie innych
pierwiaftkéw, zgina enafamprzod jwfzyftkie terminy
uroione, a w famych funkcyach rzetelnych- wypadna
iefzcze naftepuigce' dwie wartosci na vy.

y— —zn»-*( 1+

—/m N y n* 2i.n-. \ X
y=a723(— — HA.e+— — - + 1t d, /+AT
v jm g* mi  yzt)mr
/  nv”™3 . ' n3v—; 22 — 1 . \Y -J
----- o mmm— . — . 44.t.d.)
jim Si m3 79 mb5.

-i n f n3- 22 ti5 . , 2z
y=m3(-------1-—-— — — -— 4-xt.dV_n3
\ si m\  ?i) ni' J

n3Vv-— i r22 n”V- .
(-~ 4- — 4-itd.
Sl TO3 729 in:

PrzyfzliSmy do wyrazoéw rzetelnych w trzech pier-
wiaftkach zrownania i/’— ay+b=o0, kiedy — ktorym”\tro?
4- Z7  wnanie \joflo
ale te wyrazy nie konczac fie nigdy, fiuzag raczey do r,nia"ie mote
przekonania mis, ze pierwiaftki fa rzetelne, niz do jj*?* <ioka-
odkrycia S$cifley ich wartosci. Takowy przypadek totW®*
zrownan jgo ftopnia wzigt imio Nieprzywiedlnego
(ccifus irreihiEiibilis), s tad, ze naprzéd prowadzi do
wyrazu uroionego pierwiaftkéw: ten wyraz, potem
przerobiwfzy, trafiamy na fzeregi bez konca, ktére
nlc moga dadz tylko wartosci bliflue prawdy na
ilos¢ nieznana. Przypadek nieprzywiedluy ma zawfze
mieyfce w zrownaniach jgo ftopnia, ile razy te za-
mykaia trzy pierwiaftki rzetelne', nieréwne i niewy-
mierne. Wfzyftkie kufzenia Geometréw do uniknie-
nid tego™ przypadku a zatem do rozwigzania zupef-
liego zréwnanh 3go ftopnia byty dotad niepomysinej

R} S kad
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S kad wnie$é nalezy, ze ile razy w zrownaniadh fto
ftopnia trafiemj na ten przypadek, nic iefteSmy w
ftanie rozwigza¢ doktadnie takowego zréwnania: ze
oftatnia ucieczka, ktéra nam w tym razie zoftaie,
zalezy na fzukaniu pierwiaftkéw bliikich prawdy,
przez uczynienie fzeregow ialr ntiybarziej malcig-
cemi. Spolbby na to podane barzo rozlegtego po-
trzebujg ttdmaczenia, ktdére nas zatrudni nizey, pa-
mietajmy tylko, ze iefteSmy oczywili.} potrzeby
wciaggnieni w ten nowy prawie rodzaj rachunku.
Co lie za$ tjcze pierwiaftkow uroionych, o nich te-
raznieyfze uwagi uczn nas, ze te moga fie pokazac
w wypadkach oftatnich rachunku, nie bedac do niego
przywigzanemi: chcac przeto rossadzi¢ czyli pierwia-
ftki uroione' koniecznie z nafzego wypadaig pytania
lub nie? nalezy nam wprz6d poczyni¢ wfzyftkie'
przerobienia oftatnich zrobwnah zamykaigcych uroio-
ne wyrazy'; iezeli ie potrafinny zmazaé, znakiem
ieft, ze terminy uroione' przypadkiem tylko wmieg-
fzaty fie w rachunek; iezeli zas po wfzyftich odmia-
nach zoftang; pokazuig na ten czas niepodobienftwo
tego czego fzukamy: to niepodobienftwo znalesdz
powinnismy w roftrzafaniu uwaznym wfzyftkich
kondycyi nafzego pytania.

Spoféb, ktoéry nas przywidédt do rozwigzania zro-
wnan $go ftopnia zawift od oznaczenia ilosci niezna-
ney z, ktérgdmy wprowadzili. Ta dana nam byta
przez zréwnanie 6go ftopnia (C), skad przyidzie
nie iednemu na mys$l, ze poniewaz zréwnanie to mie¢
powinno fze$¢ pierwiaftkow, otrzymamy fze$¢ war-
tosci na z, ktére witozone' w trzy wartosci na vy,
obiecuig 18 pierwiaftkow: coby zruynowato naywal-
nieyfzy poczatek o liczbie pierwiaftkbw w kazdem
iakiegokolwiek ftopnia zréwnaniu. Sam tylko ra-
chunek moze nas s takowey trudnosci wyprowadzi¢*
nie chcemy nim obcigza¢ xigzki, bo ten tak ieft tatwy,
ze kazdy za pomocag o0g6lnie podanych poczatkéw
moze go fobie zrobi¢. Znajdzie za$ ze wfzyftkie’

fzesc
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fze$¢ wartosci na 2, przywioda go tylko do trzech
wartosci na y, to ieft kladagc ktorgkolwiek wartosc
na z, trafi na to famo wyrazenie y, a zatem na trzy
tylko pierwiaftki zréwnania 3go ftopnia.

Uzyimy w przyktadzie wytozonych prawidet na
zrownanie SsS° ftopnia: wyftawmy lobie, ze pytanie
iakie przywiodto nas do tego zréwnania x*+6x--b
20X+ i24= 0> gdzie p=6, q=20, y=j24j na wyrzu-
cenie 2go terminu x=y—2; co zamieni zréwnanie
podane na - - y3-\-$y-+-100=0, ktore ma tylko ieden
pierwiaftek rzetelny, a dwa uroione podiug wyzey
na to podanych znamien. ci=$, b=ioo, witozywfzy

te wartosci za a, b, w wyraz ogdélny pierwiaftku,
wypadnie:

v i\ n 27
y = —4, iy/0l a zatem x = — 6, 75-701.

Obréémy teraz uwage na fzczegdélne przypadki,
ktore zroéwnanie x~-]-px2-{-qx+r=o0 w fobie ogarnia.
Przypus¢my naprzéd ze p— o, q=o0, zoftanie iie sc3-+
r=o0, aw przerobionem zréwnaniu bedzie n=o0,b=r
yt+r—o: to ieft x=y- iego wiec pierwiaftek- -

3 ' 3
x =V —r\ niech bedzie r=m3,V-—r= —m; wypa-
dnie x-3+m3=0, ktore rozdzieliwfzy przez x+jh=o,
otrzymamy - - - - x~— mx-hm'l=o, -

obydwa pierwiaftki uroione-, co wtasnie wyciagnie-

my s trzech pie'rwiaftkbw zréwnania ogdlnego. Wiec

zréwnanie 3go ftopnia 0, ma tylko ieden

pierwiaftek rzetelny, a dwa uroione; zréwnanie za$

— 1— o0, ma wfzyftkie trzy pierwiaftki rzetelne-

Ocaliwfzy ip' g, @ potozywfzy r=0j znajdziemy ie-
1] den
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den pierwiaftek rowny zero, i zréwnanie znizy fig
do drugiego ftopnia.

Skoniczmy zrdéwnania %go ftopnia tg famg uwaga,
ktorasmy uczynili nad zréwnaniami igo pod §. 17j
to ieft, ze prawidta dopiero odkryte rosciggaig fie do
zrownan wyzfzych. ftopni zawartych w wzorze:
mpen-bgxn-hr=>o0. uczyniwfzy bowiem xn—vy, zro6-
wnanie to zamieni fie na i/3+pyz-kqy+*'=0 iakie
nas dotad zatrudniato.

§. XXIX.

Dofy¢ nam ieft przenie$¢ pieYwfze' uwagi nad zré-
wnaniem 3go ftopnia do ftopni wyzfzych, aby fig
przekonaé¢, ze te fam-e trudnosci, ktére nani fig na*
famprzéd pokazaty w zréwnaniach ~0 ftopnia, ma-
ia mieyfce i w ftopniu czwartym. Nie potrzeba nam
wigc odftepowaé od tych poczatkdéw, ktére nam do
zwyciezenia tamtych przefskéd pomogty. Wfzyftkie
iakiekolwiek zréwnania 4go ftopnia wyfhiwié¢ fie.
moga w tem og6lnem - - - x*-hpx->+-qx-+rx~hs— o,
ktére nam wprzod potrzeba zgubieniem drugiego, ter-
minu uproicié, nizeli przyftagpiemy do iego rozwigza-

ma. Na ten koniec niech bedzie x=y — s > 8, zzy
of
zréwnanie nafze zamieni fie na:
y A— —<)pz.yz+ T-pBry__zng4
-f 9. —~pag,+—p*q
2 16

uczynmy dla fkrocenia wyrazow — — pz-t-cp=ci
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pnijnic zréwnanie 4go ftopnia do rozwigzania.

(») - - y4i~Ciy™l>y+c=0 - - - /4= — ciii2—by— £
przybierzmy fobie inng nieznang z maigcg nam fluzyé
do wyrzucenia y _z drugiey ftrony zréwnania, i do
dopetnienia potegi w .pierwfzym cztonku. w tem
dopetnieniu nie mozmtzby obra¢ nizfzey potegi nad
eczwartg, ktoraby iednak ocalita zupetnie i/4/ Parnie-
taiac na to coSmy w §. 17. -moéwili; doftrzezemy ta-
two, ze zamiaft potegi czwartey mozemy uzy¢ dru-
giey, byleby wyktadnik wtérego terminu byt potowa
.pierwfeego: takim fpofobem -zréwnanie 4go ftopnia
przywiedziemy do zgo, nic nie odmieniwfzy w iego
0golnoscig wfzyftkie bowiem terminy zrownania (u)
iego o0go6lnos$¢ wyrazaigce, bedg fie w zrownaniu tak
przer6bionem znaydowaé¢. Otrzymamy wiec:

YAN2Zy2+Z22= (2Z — ci)y2— by—c+2z2 - - - (fi)
pidrwfzy cztonek tego zréwnania ieft zupetng pote-
ga druga, przypusémy takze ze i drugi cztoitek ieft
takaz potega zupeina, ile ze do tego przypufzczenia
daie nam prawo nieznana z. Zeby ten warunek
'mogt mie¢ mieyfce, wyftawmy fobie drugi zrowna-

. " b z2—c
nia cztonek pod tym wzorem: y y + ,

2z—a 12—«
a poniewaz trzeci termin bydz powinien potega dru-
ga potowy wfpodt-czynnika drugiego, wypada zro-
wnanie warunkowe;

czyli-— b—2V [(z2—c)(2Z— a)]
*4(23—a) 2 2Z—d

dla proftfzego wyrazu uczynmy iefzcze zz—a=u,—

u+ci (a-hu)2— 40 R
= e - = - O ewprowadziwlzy te
2 4

wartosci w zréwnanie warunkowe,li ofwobodziwfzy ie
od znaku pierwiaftkowego, otrzymamy:

u3+2ciu2+ (ci2— 40)11— b2=0 - - - (y).
-Zrownanie to zawiera naprzéd w fobie te kondycyg?
D! "-aby
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aby drugi cztonek zréwnania (fi) byt zupeilng pota-
gg druga; powrdre; ftuzy do oznaczenia nieztianey z
ktérasmy wprowadzili: wciagnawfzy wartos¢ za b
przez warunek odkryta w zréwnanie (fi), wypadnie

ya+2zy'i+z'l— (zz—n)y*-k-2\/'[(z*—c)(2Z—a)]y IrZ1—:
a wyciggngwfzy z obydwdch ftron pierwiaftek potegi
drugiey, bedzie:
y»+z=2(yV(2z-a)+-Vr(zl--c)), to ieft kladac za
2, z*) iego wartosci;

u-ha b

2 2v U 2 2vu

dwa te zréwnania rozwigzane podiug prawidet Rozd.
i. dadzg cztery pierwiaftki;

CO
2 \% 4 2/»y
__V~U U+2ClI b
w - )
Z \ 4 2V U)
v~U 71+2A b
@ y=-—r SV (e
\ 4 2V U J
Pierwfze' dwa maig te' fiyiie ilosci pod znakiem pier-
wiaftkowym, i dwa oftatnie’ takze te' fame', przeto

iezeli pierwfzy pierwiaftek bedzie rzetelny lub uro-
iony, drugi takiz bydz musi; iezeli trzeci pierwiaftek
bedzie uroiony lub rzetelny, czwarty takze bedzie
koniecznie uroionym lub rzetelnym. Wiec zrowna-
nie 4go ftopnia moze mie¢ albo wfzyftkie pierwia-
ftki uroione', albo wfzyftkie rzetelne, albo dwa rze-
telne a dwa uroione. Nizeli przyftgpieiny do roftrza-
fania znamien kazdego s tych przypadkéw, utatwic
W przéd nalezy trudno$é, ktdéra fie tu nadarza.
Kazdy s czterech pierwiaftkbw zréwnania (x) za-
myka w fobie u, ktére dane’ieft przez zréwnanie jgo
ftopnia
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ftopnia (y). To rozwigzawfzy wypadna trzy warto-
§ci na u, ktére naftepnie ktadzione w cztery wartosci dnoj™oliCtMe
y, obiecuig dwanascie pierwiaftkdw zréwnania («), pierwtfitkow.

Trudnos$¢ tak rzetelna wyciggniona z witafnosci zré-
wnan godna calg nafze zatrzymac uwage-, bo w niey
idzie o cato$¢ naypierwfzych prawd gruntowych.
"Zeby te zoftaly nienarufzone, a zréwnanie 4go fto-
pnia (ot) nie wydato wiecey iak cztery pierwiaftki,
potrzebaby aby kazda s trzech wartosci na u, zofta-,
wita cztery pierwiaftki przy tym famym nieodmien-
nym wyrazie. Na ten koniec potrzebaby nam ro-
zwazac zrownanie (y) podiug prawidet §8. poprze-
dzajacych, i widzieé, czyli to co fie zdaie bydz konie-
cznym wypadkiem pewnych poczatkéw, ieft takze
wypadkiem doswiadczenia i rachunku, Ale ten rachu-
nek bytby niezmiernie dtugi, ufituymy koniecznie
przekonaé¢ fie o tem drogg krotfzg i tatwieyfzg. Po-
niewaz tu nie idzie tylko o upewnienie fig, czyli trzy
wartosci ni u, zoftawig pierwiaftki zrownania (&)
przy tey famey liczbie lub, nie? dofy¢ nam ieft za ja-
kakolwiek pomocag tak przerobi¢ zréwnanie (y),
aby z niego wyciaggnaé trzy wartosci na j< Kktéreby
ie przywiesdz mogly do zero; nie nalezy nam wiec
bydz w tem dociekaniu trolkliwemi o oznaczenie te-
go przez ilosci znane, od czcgo znaiomo$¢é pierwia-
ftkow zawifta: wyftawmy fobie tylko cztery warto-
éci na y, iak gdyby zawieraty fame ilosci znane, i
iakby 'nic do ich oznaczenia nie brakto, lubo w rzeczy
famey ielzcze w niem nie znamy u. Wzigwfzy trzy
liteiy i7i, n, s, uczyﬁmy-\-/——EJ-=s:V’\( UArla_ b )N

z

\" 4 ZVU

sxmf V )n ghzcl g b ----n, a cztery nafze plei’-

4- Z\fU)
wiaftki wyrazag fie krocey; y—s+mj y~smm, - -
y— —s+nj y— —s—n- rozmnozywfzy ie przez sie,

otrzymamy zréwnacie;
ly y*—28%,
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ya— l.y2—zmx.ij-hsa
— m2 eteznXxs. —s-n'l
=0 (A)

ktére icdno bydz powinno z zréwnaniem (m), R6-
wnajagc wfpot-czynniki tamtego s wfpét-czynnikamj
tego, wypada a= — zs~— m2— w2- b=zn2— zm”s,
c=j4—j2n2—i2w2+m2n2: te' Wartosci za a, b, ¢, wto-
zywfzy w zréwnanie (y) odmieniemy ie na

u3— 4s2.u*+gs~m2.u — 4s-(m2—n2)'l

— 2in2. -mbs2n2.

—zZn- . e~ m4.
-+ w4,
— zm2n2.

poniewaz oftatni termin zréwnania (G) ieit mnogo-
Scig swfzyftkich pierwiaftkéw, rczebrawfzy go na
fwoie mnozniki, znaydziemy ich trzy, asi, (m-t-n)*,
(m—n)~, s ktérych kazdy wtozony za u, przywie-
dzie zréwnanie do zero. Uzy¢é wifc mozna tych
mnoznikow iako pierwiaftkow zrownania (y), ktére'

nas nauczg o liczbie pierwiaftkow zréwnania (ume i

utatwiag zupetnie zachodzacag trudnos¢. Biorgc bowiem
u—4Sz, u— (mM+n)2, u=(m—n)2, po iedney s tych
wartosci za u, i ktadac ie naftepnie w cztery Warto-
§ci na i], zamic¢niwfzy takze a, b, ¢, na funkcya s, m,
n, za pomocg wyzey podanych na to zrownan* przey-
dziemy przez dwanascie kombinacyi, ale nie trafiemy
w nich tylko na cztery rozne pierwiaftki, to ieft;
yN=s+nij y~s—m; y = —s+n, y— —JF—n, kazda
warto$¢ na u, naprowadzi nas na nie, a trzy warto-
§ci na u trzy razy nam ie tylko powtdrzg, nie fpra-
wiwlzy inney odmiany précz tey, ze pierwiaftek na

ktéry byt n.p. wyciagniony z zrownania (i) poto*
zywlzy w=t4j2- wypadnie potem z innego zrowna-
nia ktadagc u— (m+n)2. Rachunek tak profty i ta-
twy przekona kazdego o prawdzie ktérag tu ogtafza*

my.
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my. Skad fie wnofi oczywiscie, ze nam nie potrze-
ba rozwiezywac zupetlnie zréwnania (y), aby z nie-
go otrzymac trzy wartosci na 7, nie potrzeba nam
bowiem z nich tylko iedney. Teey doftapiwfzy
przez iaki fzczeg Siny fpolob z wyzey podanych, od-
kiyiemy natychmiaft cztery pierwiaftki zréwnania
podanego.
lefteSmy wiec iaz wiecey niz pewni ze zréwnanie Gatunki pier-
czwartego ftopnia nie wyda wiecey nad cztery pier- wiaftkdwwy-
wiaftki: ale ze te pierwiaftsi byd: mogg wfzyftkie' «8>*fij* po
rzetelne albo szyftkie uroione, albo dwa z nich rze- r(?]\fgnanléa4 i0-
telne a dwa uroione-, oprocz tego zréwnanie (y) be- P Jgos 4kym
dac jgo ftopnia, moze w pewnych okolicznosciach
naprowadzi¢ nas na przypadek nieprzywiedlny, kto-
ry dawfzy nam tylko wartosci blifkie' prawdy, przy-
wiedzie nas do podobnych pierwiaftkbw w zréwna-
niach 4go ftopnia; dla tego zatrzyma¢ nam fie z uwa-
ga nalezy nad rozroznieniem wfzyftkich tych przy-
padkéw, i nad odkryciem znamien kazdemu wtasci-
wych. Przekonani ze zréwnanie j-go ftopnia zawi-
flo catkiem od zréwnania ftopnia trzeciego, znieSmy
ie razem s soba, i roftrzasniymy wfzyftkie wypadki
ktore' s tey zawiftosci i poréwnania mogg wynikngé.
Pot6zmy fobie naprzéd przed oczy wlzyftkie' kombi-
nacye pierwiaftkéw rzetelnych i uroionych, ktére' fa
wtasciwe zréwnaniom 4go ftopnia, to ieft;

y=s+-m\ y—s+mV~— ;;
I. yY—s—-mnm 11 PB—s— — i3
y= —s+n; y= —s+n\Z— /m
= —S—n- y— —s—n'Z—;
yv=s-htn —i
111. y=s—m lir, Yy—s— mV—i
V— ---1 y= — 317
S nvr—i y—~— —FE

do tych przypadkow ftéfowa¢ winnismy wartosci na

u, ktadac w nich za m, w, warto$¢ taka, iaka fie

znaydoie W przypadku do ktdrego przywiezuiemy
1<5 nafze
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nafze uwage, to ieft: w (I) m, n, bra¢ nalezy za rze-
telne; w (Ilj, obydwa za uroione; w (IH) m rzetelne,
n uroione: w (1V) nakoniec m uroione, n rzetelne,
Pamietaymy za$ o tem, ze ile razy w tych kombi-
nacyach trafiemy na wfzyftkie trzy rzetelne wartosci
u, wpadamy na przypadek nieprzywiedhly, ktéry
w zréwnaniu ftopnia ma mieyfce, kiedy to za-
myka wfzyftkie pierwiaftki rzetelne: na teii czas nie*
dofkonato$¢ prawidet ftopnia wptywacé konie-
cznie bedzie w ftopien czwarty; i zréwnanie 49O
ftopnia roéwnie nie bedzie mogto bydz zupetnie ro-
zwigzane iak zréwnanie 3go. Pierwiaftki za$ rze-
telne lub uroione wypadng koniecznie z rzetelnych
lub uroionych wartosci na s,tn,n, ktore braé¢ winni-
§my s czterech wytozonych kombinacji pierwiaftkéow
czwartego ftopnia.

Obrociwfzy naprzéd uwage na (l), wypadaig nam
s, ni, n, rzetelne, a zatem 11=412, u~=(m+n)*7 u=
(m—n)l, wfzyftkie trzy rzetelne pierwiaftki zré-
wnania (y)', wiec iako w tym przypadku zréwna-
nie $go ltopnia nie daie tylko pierwiaftki bliflue
prawdy, zréwnanie 4go ftopnia maigc wfzyftkie
cztery pierwiaftki rzetelne, wpada na przypadek
tiieprzywiedlny, i nie mozemy mie¢ w niem pier-
wiaftkow zupetnych. Roftrzafaigc powtdre ("llj),
gdzie wfzyftkie pierwiaftki uroione, bra¢ winnismy
s, m\/— 1, n'/— /, a zatem w=4jl, u=(mVr— 1 m»
nV—/)-=—(n-hm)2, u=(mVr— 1—jiv/— 04— —
(m-i-n)*, znowu wfzyftkie trzy rzetelne' wartosci na
uj wiec zrownanie 4go ftopnia maigc wfzyftkie czte-
ry pierwiaftki uroione, ieft znowu w przypadku nie-
przywiedlnym, i nie mozemy mie¢ iego pierwia-
ftkbw w wyrazie lkohczonym.

Potrzecie-. Przypadek (I11), i (1V). daie s, re, nVr— tj
s,mV — i, n, kladac ie w wartosci na u, otrzymamy
W (irij U—4S*, u— (m-\-nVr— i)l=m*+2tnnVr— 1
—n-ju— (mMm—nV'— H)~—ra'—2mnV— 1—n-,w (1V),

-U=4+%
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u=(m~r— J-Hi)2— nl+imnV — i-~«i%- u—
(m\/_i__n)*=n-—2mn\/— ;— m-, w obydwodch ra-
zach wypadt dwie wartosci uroione na u, a iedna
rzetelna; W takowym przypadku wiemy ze zréwna-
nie $go ftopnia ma pierwiaftki w wyrazie ikonczo-
nym; wiec zréwnanie 4go ftopnia bedzie mogto bydi.
rozwigzane zupetnie w ten czas, kiedy ma dwa pier-
wiaftki uroione a dwa rzetelne.

Poniewaz zrownanie 4go ftopnia ieft w przypadku
tueprzywiedlnym maiagc albo wfzyftkie pierwiaftki
rzetelne albo wfzyftkie uroione'; iakze rozr6zni¢ od
fiebie dwa te przypadki do ktérych ieft przywigzana
eniedoikonalo$¢ nafzych prawidet? Cecha ta ktéra te
dwie rzeczy od fiebie oddziela mufi bydZ koniecznie
w zréwnaniu (<y) zawarta. Wro6émy fie do wypad-
kow rachunku na ktoresmy natrafili w tych dwoch
przypadkach.

Roftrzafaigc | przykiad, gdzie zréwnanie 4go ftopnia
‘ma wfzyftkie pierwiaftki rzetelne, trafilismy na trzy
wartosci u dodatne; w Il za$ przyktadzie, gdzie za*
chodzg wfzyftkie pierwiaftki uroione, otrzymalismy
iedne Warto$¢ na u dodatng, a dwie odiemne. Wia-
dnie w zréwnaniu (y) oftatni termin = b* bedac od-
iemnyin nie mogt powfta¢ tylko albo s wfzyftkich
pierwiaftkow dodatnych albo iednego dodatnego a
dwéch odiemnych podtug winfnosci ogoélnych zro-
wnan; wiec iezeli zrdwnanie (y) bedzie miato trzy
pierwiaftki rzetelne i wfzyftkie dodatne, zréwnanie
4go ftopnia bedzie miato wfzyftkie pierwiaftki zu-
petne. lezeli za§ w zréwnaniu (y) s trzech rzetel-
nych pierwiaftkdw ieden bedzie dodatny a dwa odie-
mne; zréwnanie czwartego ftopnia bedzie miato
wfzyftkie pierwiaftki uroione. W obydwoch za$
przypadkach te pierwiaftki nie bedg mogty bydz w
wyrazie fkonczonym ogarnione; wiec iako zréwna-
nia Igo ftopnia nie umiemy doktadnie rozwigzac kie-
4y ma wfzyftkie pierwiaftki rzetelne, tak podobnie

~réwnania
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zréwnania 4go ftopnia nie iefteSmy W ftanie doftgpic
pierwiaftkow zupetnych, kiedy te albo wfzyftkie f
rzetelne albo wfzyftkie' uroione.

Widzemy wiec Scifty barzo zwiazek, ktéry zacho-
dzi miedzy zréwnaniami nizfzych i wyzfzych ftopni.
-pen zwigzek iak ieft mity dla umyftu, tak fig ftat
fzkodliwy dla Geometréw, bo przefzkodzit dalfzym
ich dociekaniom. Widzac bowiem ze dofkonate ro-
zwigzanie zrownan 4go ftopnia zawillo koniecznie
od dofkonatego ich rozwiazania w trzecim ftopniu-,
obrocili cale ulitowania fwoie na tén oflatni, aby uni-
kna¢ przypadku nieprzywiedlnego i przyisdZz do od-
krycia pierwiaftkéw w wyrazie fkonczonym. 'Wfzy-
ftkie' kufzenia i ufilowania ich byly dotad daremne,
bo iakiekolwiek przedfiewzieli drogi w rozwigzaniu
zréwnania mnacego wfzyftkie pierwiaftki rzetelnej
nie trafili nigdy tylko na pierwiaftki blifkie prawdy'.
Niedoktadno$¢ ta prawidet pokazata fie zaraz w fto-
pniach wyzfzych; co ich oftrzegto, iz péty prézno
byto zapufzcza¢ iie w wyzfze ftopnie, poki zréwna-
nie %go ftopnia nie bedzie dofkonate, to ieft w cutey
fwey ogo6lnosci rozwigzane. Pewne bowiem fzcze-
gblne przypadki, w ktorychby nam fie mogto udadz
nie rosszerzaig nauki, i nie fg warte pracy, ktorey
rozwlekto$¢ rachunku wycigga. Nalezato wiec po
wielu daremnych ufitowaniach uftgpi¢ przefzkodom,
a chwyci¢ fie zoftawionych pomocy nafzey niedofko-
nalosci. lezeli nic mozemy mie¢ zréwnan wyzfzych
ftopni pierwiaftkéw cale zupeinych; nalezato nate-
zy¢ cate dociekania, aby fie do nich naybarziey zbli-
zy¢ przez dofkonalenie teoryi fzeregdéw, ktdra fie
ftata w tem odftgpieniu prawdy oftatnig i naybefpie-
czniéyfza ucieczkg do iey Scigania. Przywiedzeni i
my ielleSmy potrzebg i barzo przyrodzonym porzad-
kiem do nowego przedmiotu nafzych badan, ktory
na'm calg cze$¢ drugg zabierze. Nim do niey przy-
ftapiemy zatrzymaymy fie iefzcze nad niektérymi
uwagami wypadaiacemi s tego, cosmy dotad m'*wili.

“§ XXX.
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§. XXX.

Wtafnosci naprzéd ogdlne zré6wnan nauczyty nas,
ze pierwiaftki zréwnania iukiegokolwiek ftopnia za-

m i, w fwoim wyrazie znaki pierwiaftkowe fwe-
go ftopnia i wfzyftkich innych ftopni od fiebie niz,
fzvch. Doswiadczenie potem utwierdzito nas w tey
prawdzie, kiedy po rozwigzanem 2go, Igo i 4go fto-
pnia zrownaniu, pierwiaftki pokazaty fie w wyrazie
barzo niewymiernym i zawiktanym. Ten znacznie*-
by fie zaifte uproscit, gdyby s funkcyi pod znakami
pierwiaftkowemi zawartych mogty bydz pierwia-
ftki wyciagnione fpofobem zupeinym* Wycigganie
za$ pierwiaftkéw nie moze fie udadz, tylko kiedy fun-
kcya ieft potega zupetng,* ale iakze poznac¢ czyli ieft
taka lub nie, w $érzod niewymiernych wyrazow,
ktére ig wiklg i zaflaniaia prawo poteg zupeinych?

S tey uwagi nie mozemy nie uczué¢ potrzeby fzu-
kania fpofobu na rozeznanie eoteg zupetnych w fun-
kcyach pierwiaftkowych. Kazdg takowg funkcja nie
zawieraigcg tylko znaki pierwiaftkowe 2go ftopnia
Wyrazi¢ og6lnie mozemy przez A+VB, gdzie wfzy-
ftkie' ilosci wymierne znacza fie przez A-, wfzyftkie’
za$ niewymierne przez VAB. lezeli A+xVB ieft zupet*
na potega druga, iey pierwiaftek niech bedzie wyra-
zony przez VpxVq', przeto V(A£V B)=Vp+xVrd,

Ax)/B=px2Vrm+K czyli (i) - - A=p+q; xV/B=
+2Vrpg- - m(2) %— 4pq - m<p=— ' co witozywfzy
4p
) B A+V (A2— B)
W (1) wypadnie: p2— Ap— ~--—-- - P = --mmommmmmmeeee -
4 2
q=A-—p= = - ?2.j zeby wiec A—\"B, byto

potega zupeing, potrzeba zeby p, q, byty funkeyami
wymiernemi; a przeto potrzeba zeby A2— B byto zu»
peing potega drugg. lakdéz w teraznieyfzym przy-
padku A2— B— (p-hi])2—4pg=(p—qg)2. Chcac WigC
dosdwiadczy¢

Spoféb rote.

w funkcyach
nkwymicr*
ti>ch,
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doswiadczyé, czyli funkcya iaka pierwiaftkowa kto-
ra fie zamyka pod wzorem A+\Z~B ieft zupeing po-
tega druga, nalezy wiedzie¢, czyft w niey V"(A7™~— BJ
ieft funkcya wymierng” iezeli nie ieft} funkcya A+VB
nie bedzie zupeing potega: iezeli zas V (A-—B) ieft
pierwiaftkiem zupetnym; funkcya A+V~B bedzie
miata za pierwiaftek:

=+ [AAMSf=Sy ~ - ~ - g2)],

funkcya za$ A—r]/~B. mie¢ bedzie pierwiaftek:

Przyktad. Niejh bedzie funkcya yat—b-i 4-a

\Z~(az— b*), o ktorey chcemy wiedzieé, czyli ieft po-
tega zupetng lub nie?
A=>ci-— g% V B —4a\/~(a®—bl); Ai—R=Qci*-t-"ia*b'1l
+b4, potega zupetna funkcyi ia*+-b*: wiec p=4fi2;
g=a-— b*t przeto funkcya podana ieft zupeing pote-
ga druga, ktorey pierwiaftki fa yrp+vrq=+[zazyr
(a-—bz)]. Tym fpofobem znaydziemy ze wyraz li-
czebny 28+20/'? ieft potega elruga, ktorey pierwia-
ftki fa + {i-W 3).

lezeli s funkcyi A+V B chcemy wyciggnagé pierwia-
ftek potegi trzeciey, potrzeba aby ten pierwiaftek
mogt bydz wyftawiony pod takim wyrazem, ktéryby
nie mogt wydadz iak tylko ieden niewymierny ter-
min w potedze trzeciey. Przekonamy fie za$ tatwo
e krotkiey uwagi nad potegami, ze takowy pierwia-
ftek nie moze w fobie 'zawiera¢ tylko ieden takze
niewymierny termin, i ze wyraz iego wtasciwy ieft
mp+V<g, wprowadziwfzy bowiem wiecey terminéw
niewymiernych w pierwiaftek n.p, jal Vg, potega
trzecia bedzie mie¢ wfzyftkie' terminy niewymierne,
i nie bedzie mogta bydz poréwnana s funkcyg
A-\-\fB. Ale ten pierwiaftek wyciggniony s funkcyi

A+yfR nie b?dziez on mdgt zawiera¢ znaku pierw*a
ftkowego
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filcowego potegi trzeciey? Powinnismy to barzo ta-
two poiagé, ze takowy znak nie moze fie znaydowac,
chyba ze fama potega A-bV"B, ieft rozmnozona przez
iaka ilos¢ lub funkcya n.p. (A+VB)m, a na ten czas
pieYwiaftek takze bedzie zawierat funkcya niewy-

mierny Vm, ktora réwnie bedzie fpdlng wfzyftkim
*

iego terminom-, to lefl: (p-hVq) W m.
Wro6émy fie do pier&fzego przypadku:
A+\fB=p3-+-2p*v g+-}pg+-qV' o
réwnaiac terminy niewymierne' i wymierne' s foba,
mamy
(1) - - A==p*+3pq - - (2) - - VrB— (ipt+q)Vrg

A-—B— (p2— M3 - . - \/(A2—=B)=p*—q.
iezeli wiec A-f-\V/"B isft zupeing potega trzecia, po-
winno koniecznie A-— B bydz tgz zupetng potega
funkcyi p-—q nazwawfzy p2— <]=w; q=p*—n, i
wilozywfzy te wartos¢ za qw (i) otrzymamy zré-
wnanie warunkowe':

4p3—tup,_A«0 s m (L)
s ktérego nalezy wyciagna¢ warto$¢ na p, w wyra-
zie wymiernym: potrzebaby wiec rozebraé¢ zréwnar
nie (L) na fwe mnozniki wymierne', czego nie we
wfzyftkich przypadkach potrafiemy dokazad.
lezeli A+V B bedzie zupeing potegg mimo to, ze

A -— B nig nie ieft; na ten czas V (A+\"B) ieft roz-
mnozone przez fpding iaka ilo$¢ pierwiaftkowg trze-
ciey potegi; rozdzieliwfzy ie wiec przez te ilos¢, wy-
naydziemy pierwiaftek funkcyi A+K”B, i na ten czris
A -— B bedzie zupeing potega trzecia.

Uwazaigc na koniec Ax.vB iako potege ftopnia ii,
ktérey pierwiaftek wyraza fie przez pxV~g, mamy
na to zréwnanie:

Aa-V R=(pA-\/~g)n
A— p— n)n

Mnogosé Az—B=(p*—q)n.
K €O nas
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co nas ogo6lnie uczy, ze iezeli AxVrR ma bydz zu-
peina potega n, potrzeba koniecznie aby funkcyg
A 2— B byla taz lamg potega p2— gq: nazwawizy p~—q,
k-, wtozemy za rp=p2— k w zrownanie na A, i otrzy-
mamy inne warunkowe' ftopnia n, s ktorem nalezy
lit: tak obeys$dz iak z zréwnaniem (L) aby wyna-
lesdz p.

Stuzy nam iefzcze ten fam fpoféb do wyciagania
pierwiaftkow s funkcyi zamykajacych wiecey termi-
noéw niewymiernych. lezeli te pierwiaftki wyraze'-
my przez p+sfa-b”~r, albo przez g+\/f, na-
lezy nam uwazy¢, ze potega draija s takowego pier-
wiaftku powftaigca tyle bedzie zawiera¢ termindéw
niewymiernych, ile wypadnie mnogosci z dwéch na
raz pierwiaftka termindw; znak bowiem pierwia-
ftkowy nie zniknie, tylko w famych czyftych potegagh
kazdego terminu poiedynczego: i tak n.p. trzy" ter-
miny, s ktérych albo wfzyftkie albo dwa tylko picr-
wi:iftkowe, wydadza koniecznie trzy terminy niewy-
mierne w potedze drugiey: cztery terminy niewymier-
ne pierwiaftka, zrodzg lze$¢ niewymiernych w pote-
dze: n terminéw pierwiaftka, s ktorychby albo za-

den albo ieden tylko byt wymierny, wydadzg "--—-- 3
1. 2

terminéw niewymiernych w potedze. Chcac wiec
-wyftawi¢ potege drugg pierwiaftka p4-\Aj+\/Y, albo

p-t-y"'g- wyrazié¢ ig mufzemy przez A+V B-}
\/~C+\fD=p+-v pg+2Vrpr-h2Vrgr+g+r-) wiec - - -

A=p+q+r, \"B—2Vrpg; - - - \/C=2\fpr-'- . . .
8 C
V D=2V~qy, s kad wypadag— --—-—-— - r=
*P 4P
r D . . X .
r— -—-- > wtozywfzy za q, r, ich wartosci w pier-
*<7
., B C .
wfze; otrzymamy AN=p-t--———--—- 4- -——-- ;oczyli - - -
4p 4p
B+C A+\f(A*—B—C) . .
V¥— Ap — --m-mmm - S e - skqg

4 - 2 latw
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tafwo wynalesdz ¢, r. lezeli wiec A+\SB+\SC+
\f£) ieft zupelng potega druga; p _powinno bydz
wymiernem, a zatem A1 B C bydz takze powin-
no zupetna potega druga. lakoz w terazmeyfzym
przyktadzie J2—B— C=(p+q+r)2 4pg—4pr=Q>—

Oproécz tego warunku zoftaie iefzcze ieden pochodzg-

cy z dwdch wartosci réznych nar, to ieft:— 7 — «
J ap 44
Zeby wiec funkcya podani miata za pierwiaftek
y/ pH\Z~g-h\/~r, potrzeba naprzéd, zeby A-— B— C by.
to zupeilng potega druga; powtérti; zeby - ...

- D, Zobaczmy to w przyktadzie-

4P 4

Niech bedzie wyraz liczebny 28+~ 320+7448+
V 140, o ktérym chcemy wiedzie¢, czyli ieft zupet-
na potega dru53j i iaki ieft iego pierwiaftek? W nim
A=2%, B— 320: C— 4481 D=i40--A- B C =6,

ktorego pierwiaftek 4>wiec  p— AXNS(IT— E_f_(f_)
B C cC D

= 16, g— ——-—f> ' = —7--
4P 4P 4p 40

czyli 7=7. wiec pierwiaftek podane'go wyrazu ieft
*(4+Vrs+V-~7)-

Nalezy nam tu uczynié iedne przeftroge, Zze rownaige
przyktad iaki podany z wzorem ogolnym, moze fie
czaiem nie udadz ktora kondycya w iednem nazwifku,
ale fie uda w nazwifku innem, i dla tego iezeli z nada-
nych wartosci A,B,C,D, nie wypadng warunki wtasci-
we pytaniu; nie nalezy wprzod ftanowi¢, ze funkcya
podana nie ma pierwiaftku, poki nie przeydziemy
przez wfzyftkie odmiany ktére wypasd’/ moga z ro-
znych nadanych wartosci ilosciom pierwiaftkowym: i
tak n._p. maigc wyraz liczebny io+V/~24+V~40+V 60
nie wypadng nam obydwa warunki nazwawfzy ‘o,

C D
J— 24 C==40, D ~ 60, poniewaz na— = — otrzy-
4P 4

Ki mamy



{
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marny f— So: ale iezeli nazwiemy A— JO,B— 40,C~6e,
D=24, obydwie kondycje beda miaty mieyfce, i pic, -
wiaftek pod nego wyrazu bedzie; +fV $-\rVZrt-V 3).

Maigc do rospozilnnia funkcya podang, ktorey oby-
dwa terminy bytyby pierwiattkowe; n.p. A+V B.
potrzebaby nam dobra¢ takiego wyrazu W pierwia-
ftku, ktéryby w drugiey potedze wydat dwa tylko
terminy, obydwa za$ z znakiem pierwiaftkowym;
Takowy pierwiaftek wyrazi fie barzo dobrze przez
V(pV"r)+V(g\/~r)j maiac bowiem iednego mnoznika
fpolnego, dwa terminy zlacza fie razem; i potega
druga takowego pierwiaftku bedzie.” (p-Wj)v~ r+2Vrpa'
— V A-f-y"B, a zatem (p+qj-r=A, - - 4pgr—B - -
A—B=(p+q)2r—4jjgr=(p— q)zr. iezeli wiec \AA-\-
V~B ma bydZ zupeing potéga drugg, powinno A— B
bydz potega druga Kkilkokrotng, czyli rozmnozong
przez iakag liczbe r. Dwa stad otrzymane zr6-
whnania ,

'V(A—B)=pV r—qgVv~r.
-h\/'A=pVrr-H]V/Y.

dbdaiac lub odciggaia¢ od fiebte; doftapiemy

QV™M— oo

S ktérych powftaie pierwiaftek funkcyi V A+V B.
Y(prr)-hr@rn= V

K (YA -~ (A-B)\
2

Doswiadczmy iefzcze tego fpolobu w funkcyach
uroionych. Wybawmy fobie funkcya uroiona zamy
kaigca znaki pierwiaftkowe famey potegi drugiey, W
wzorze ogélnym A+V~— B. gdzie B ieft koniecznie
dodatne: a ftéfuigc do niey té fame' uwagi, ktéreSmy
uczynili nad A+V b, wynajdziemy, ze

V" (A-rV~r— B)
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\r(A+v~w=>*x\]/(inNiilx R )+
V (2~ f2Siy]

iezeli wiec funkcya uroiond A+V ~ B ieft zupetng pO-
tega druga; mufi koniecznie A-+B bydz taqu pote-
9a: pierwfzy termin tego plerW|aftku -
jTA W (Az+B)\ . -
———————————— >jeft f funkcya, rzetelna, ktérg mo-

zemy wyrazi¢ przez aj drugi termiri
|// 4 —Vr(AatB)\
\ e e ) ieft uroiony; poniewaz A<~V (Ai+B)

wyrazi¢ on fie moze przey.J/ n

— bvri. gdzie b znaczy ilo$¢ rzetelng. Pierwia-
ftek wiec uroioney funkcyi wyrazi¢ fie moze przez

n+bV— i, gdzie a>b> fg iloSciami koniecznie rzetel-
nemi; 1/ 4
Maiac lobie podang funkcya uroiong V _C-SA_Q

a rownaiac ig z wzorem A+/~~—B, bedzie A e-
4
B=C, a wartos¢ V —C z zréwnania (M) WyC|asra-

4(Q
ig¢, znayd2|emyV—C— V \4-(i+V— l)) co takze

4 f
Wyra2|e mozjemy przez a-\- bV—j uczyniwfzy a= \/ N=

8 1X 8
| Niech beda funkcye: V" (V C)—Ww—C-y V __r
S

N

i t.d. ponlewaz \Z—-—£ iuz przywiedlismy dd
wyrazu a+bV'— i, bedzie — C=vr(a+bVr— 1)
=+ \/(n+~Ca”b*)»A / eS(a*+b*)-an

ktéry takze ndlezy do wzoru a+b”™— i, wzigwfzy

VXA~>™ VQAPA)m, N

tyni
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tym fpofobem poftepuigc fobie przekonamy fie, 2e
wfzyftkie funkcye uroione', maigce wyktadnika ik-, k
znaczac liczbe parzyfta, przywiedzione bydz moga
do wyrazu a+b\/— i.

lezeli k bedzie liczbg nieparzyfta, ik bedzie za-
wfze parzyfta: ale ze wyktadniki parzyfte 6, 10, rj,
16, 1g, i t. (1. uwazaé¢ fie moga iako powftaigce z
rozmnozenia liczby nieparzyftey przez parzyftg, fun-

6 10

keye uroione, sLakierni Wykiadnikami V—-C,V—C,

|tdbedarowne (v—C)V(V—C) . Aze
5 ]_
Vr— —VC v'~—C —VrC V—-C-—VCitd.
7

nazwawfzy VC V C, VC, bi wyrazy uroione

16. to
V'—C, V—C, i t.d. iefzcze naleze¢ bedg do wzoru

og6lnego n+b\V/~~~i*  WnieSmy wiec ze wfzyftkie
funkcye uroione z wyktadnikiem 2k, k bedac parzy-
fta lub nie parzyfta liczbg, wyrazi¢ lie moga przez
wzor og6lny n+bV— 1.
lezeli funkcya podana A +V — B bedzie potega nie
parzyfta zamykaigca pierwiaftki czescig rzetelne, a
czescig uroione, obeysdz fie z nig bedziem mogli pp-
diug tych lamych prawidet, ktéore nam Huzyty na
B. Wfzakze pierwiaftki nawet poteg njepa-
rzyftych wyraziliSmy przez p+Viy, wiec iezeli teraz
wyrazemy potege jakakolwiek nieparzyfta przez
A-v-V— B, pierwiaftek iey bedzie p4-Va ogarniaiacy
razem wartosci rzetelne i uroione-, a zatem funkcye
nawet ktére w potegach nieparzyftych zawieraig pier-
wiaftki rzetelne zmiefzane' z uroionemi, przywioda
lip do wzoru a+bV— 1. Wyftawmy fobie n.p. trze-
cig potege w funkcyi A+V — B ktorey pierwiaftek
wyrazmy przez r-t-s, pamietajgc ze s zamyka w fo-
bie znak pierwiaftkowy drugicy' potegi. Redzie wiec
A+V — B=r3-i-jrj--t-|?-j2+ j3i poniewaz znak pierwia-
ftkowy nie mdgt znikna¢é w potegach nieparzyftych
H réwnaymy z V —B wfzyftkie terminy, gdzie s
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ieft wymiaru nieparzyftego, wfzyftkie za$ inne z a\
otrzymamy - - r*+irs2—A; - - 3r&x+s3= (}ri+s2)s
—vy/_B. - - B= — ($r2i-s2%2: dwa te zréwnania
ztaczone sfobg dadza warto$¢ nar, s, tak-, aby A-t-v*— B
byto zupetna potega trzecig maigcg za pierwiaftek r-t-j.
Aze zwyzey iuz wytozonych warunkéw A-+-R bydz
powinno zupeitng potega trzecig, iezeli nig ieft
A+\f— B; otrzymamy naprzdéd s teraznieyfzych na

A, B, wartos$ci, v (az2-n8)-r2—s2: powtore otrzy-
mamy zroéwnanie warunkowe KktéreSmy wyzey na-
zwali (o) - - 4r3- ,ir—a— o. gdzie » - r2—s2.

To zréwnanie maiac drugi termin odiemny, bedzie
miato wfzyftkie' trzy pierwiaftki rzetelne, s ktérych
ieden wyrazi¢ mozemy przez a: wypadnie powtore’

— B , AL
§$2= - , a witozywfzy za s2, iego wartos¢
(V2+s2)2 J J &
P Y, S ——— warto$¢ koniecznie odiemna, po-
(4r2—n)2

niewaz B w \eraznieyfze'm przypufzczeniu ieft ko-
niecznie dodatnem; mianownik takze z natury fwo-

iey dodatnym, wiec s= --——— -V — u co fie wy-
y dodatnym, wiee s = o, @ wy

razi¢ moze przez bV — i, biorgc za b ilo$¢ rzetelng
VB

47'2—\M

S tych wiec wfzyftkich przypadkéw wypada pra-
wda ogdlna: ze wfzyftkie fnnkcye uroione wyrazié
fie moga przez wzor a+b”~— 1. Nizeli rosciagnic-
my daley uzycie dopiero wytozoney prawdy, przy-
chodzi nam tu uczyni¢ kréciutenka uwage o zro-
wnaniach 31*0 ftopnia. Wiemy, ze ile razy te zamy-
kaig wfzyftkie pierwiaftki rzetelne, prowadzg nas do
przypadku nieprzywiedlnego, w Kktérym pierwiaftki
pokazuig fie pod wyrazem uroionym prowadzgcym
mis do fzeregéw niefkoriczonych.

K4 Ale
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Ale iezeli iaki pierwiaftek bedzie przy fwoim uro-
ionym wyrazie zupetng potegg trzecig, wyciagnawfiy
z niego pierwiaftek |riey potegi fpofobem teraz wy-
tozonym, przyidziemy do wyrazu ikonczonego trzech
rzetelnych wartosci na ilos¢ nieznang, n. p. Maigc
zréwnanie X 3—6x+4=o0, irozwigzawfzy ie podiug

§. 28. otrzymamy - - - X=V (— z+-2\/~— i)+Vr(— 2
— — 1), chcac wiedzie¢ czyli drugi cztonek
tego zréwnania ieft zupeing potega trzecig, i wynas
lesdz iego pierwiaftek; réwnam go sfunkcyag J*Vri?,
bedzie wiec A = — 2, —1-- B= —4

3.
A*— R—-$, ktérego pierwiaftek y (A— B)=2— n:kidr
de te wartos¢ za u w zréwnanie warunkowe (L),i ftaie
fie--4p3— 6p+2~0. ktore'ieft rozdzielne przez p—1
=0: wiec p-i,q—p-—n= — /, azatem pierwiaftek

p+yrg— yr(—2F-2\f— ;j=i-+-VA— 1. Tym fpofobem

znaydziemy ze v (— 2— 2Vr— i)=xt—V — >;przeto

X=2z, 1-+-1— y~— 1— 2: rozdziejiwfzy zréwnanie
podane przez x — 2, znizemy ie o ieden ftopien
X z+2x—z— 0, ktorego pierwiaftki rzetelne fg x— — j

- - X— — 1—V"l- Zrbéwnanie wiec sgo fto-

pnia chociaz bedzie w przypadku nieprzywiedlnym,
moze iednak mieé¢ pierwiaftki wyrazone fpofobem
flconczonym, ale tyjko w ten czas, kiedy iego war-
tosci fg zupetnemi potegami trzeéiemi, co bedac tyU -
ko przypadkiem fzczegolnym i rzadkim, dowodzi ie-
fzcze niedofkonato$¢ prawidet, ktére nam w tey mie-
rze fluza.
§. XXXI.

Dofzedtfzy wykazu ogolnego pierwiaftkoéw uroio-
fob rozezna. Mrch w zréwr_laniu !ub_funkc_yi? wypadli nam tu bar_—
nia piérwia-* 20 porzadne iego uzycie, fluzace do rozeznania czyli
ftkéw urojo- zrownanie iakiegokolwiek ftopnia ma pierwiaftki
nych w zré- uroione lub nie? kazdy bowiem dotad ftopien zrd-
wnaniu. wnania potrzebowat od nas fzczegélnych fpofobow

Ogélny fpo,
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na rofpoznanie pierwiaftkéw rzetelnych lub uroio-
nvch ktéresmy dopiero rozwigzawfzy zréwnanie, wy-
riTonli  Maiac za§ wyraz ogdélny zréwnania iakiego-
kofwiek ftopnia it.d.
+k=0 i wyraz ogo6lny pierwiaftku uroionego x— a

1=0, mozemy z dwo6ch tych ogdlnych wyra-
z6w wyciggngé trzeci, ktory bedzie fame pierwiaftki
uroione W zréwnaniu oznaczat. Trzymaymy fie tyU
ko w tem dociekaniu drogi Anatityczney, ktéra nas
iuz do tak wielu prawd fzcze$liwie przywiodta; to
ieft: uwazaymy rzecz nieznana.iak gdyby byta zna-
na: a wigzac warunki pytania, z ogolne'mi poczatka-
mi ftaraymy fie przyisdz do proftych zréwnan i fto-
funkéw, s ktoérychby wypasdz mogty wartosci rze-
czy nieznanych.

Kazdy pierwiaftek uroiony w zréwnaniu wyraz:i
fie przez x— a—bV — i=o0, tak iako kazdy mnoznik
uroiony w funkcyi ,przez x—n— ale ze w
tym wyrazie b koniecznie powinno bydzZ iloScig lub
funkcya rzetelna; albo bedac uroionem, nie powinno
bydz rozdzielne przez V — i- albowiem termin b~ —t
nic jyjogt powft~c tylko z zréwnania iozwI”~zsnego”™
ktére zawierato b z wyktadnikiem parzyftym, n. p.
b To b2 albo ieft famo rzetelnem albo uroionem”
w pierwfzym przypadku daymy 2e wsutosci rozne
b2fa m, m' i t. d. tak dalece ze b=V~m, b=\fm"',

ftku uroionego daie x-=a-\-bV— ;, czyli x=fH-Vr—m,
x=n+-V~A—rm', gdzie widzemy, Zze potrzeba, aby
—m, —m"' byty' koniecznie dodatne iezeli x ma
bydZz rzetelnem, to ieft potrzeba aby b byto fun-
kcya uroiong: i przeciwnie zeby x byto uroionem,
potrzeba aby mm ,— m' bylo odiemnem to ieft, aby
b byto rzetelnem. lezeli za$ famo b2 ieft uroionem,

Vi'— | vA—
Kr wisc
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wiec x byto tiroionem w ten czas, kiedy b ieft takie
uroionem, potrzeba aby b nie byto catkiem rozdziel-
ne przez V —i.

Pierwiaftki rzetelni lub uroione w zréwnaniu fg
to wartosci rzetelne' lub uroione na x, te za$ warto-
§ci x zaw ifty od wartosci b, idzie za tern, ze chcac fie
dowiedzie¢ czyli zréwnanie podane ma pierwiaftki
uroione lub nie? nalezy w nie za x i iego potegi wito-
zy¢é warto$¢ uroiong x=a-\-bV— }m a tak zamieni-
wfzy zrownanie podane na inne miedzy a, b, i ilo-
Sciami znanemi; nalezy roftrzafnn¢ wfzyftkie' stad
powfta¢ mogace wartosci na b, s tych ladzie o war-
tosciach x, a zatem o pierwiaftkach zréwnania po-
danego. Ale a, b, ftaig fie iloSciami nieznanemi wpro-
wadzonemi na mieyfce x, skadze ich oznaczy¢ war-
tosci lub zwigzek? Chcagc na to odpowiedzie¢ uwaz-
my, ze kladac w zréwnanie podane za x, a-hb\f— i,
przerobiemy ie na inne takie, w ktorem beda terminy
rzetelne i uroione; aze zréwnanie przerobione iedno
bydz powinno s podanem; wfzyftkie terminy uroione
nalezy znifzczy¢, to ieft uczyni¢ zbior tych wfzy-
ftkich, ktére fag rozmnozone przez W/— i, réwny ze-
ro. A tak otrzymamy dwa zréwnania, ktére na-
zwiemy Wypadkéwenu: z nich iedno fluzy¢ bedzie na
oznaczenie a, drugie na b. Aze pieYwiaftki rzetelni
lub uroione w zréwnaniu zawidy od pewnych war-
tosci i ftofunkdéw ilosci znanych; potrzeba nam z zré-
wnan wypadkowych précz a, b, wyciagna¢ zwiazek
miedzy iloSciami znanemi na pierwiaftki uroione.
Nadawfzy wiec podiug upodobania pewng iaka war-
to$¢ na a, wyciggniemy z iednego zréwnania wypad-
kowego odpowiadajgcg warto$¢ na 6; te za$ dwie
wartosci witozywfzy w drugie zrownanie wypadko-
we, odkryiemy zwigzek miedzy iloSciami znanemi
wyrazaigcy potrzebne warunki, aby zréwnanie poda-
ne miato pierwiaftki uroione.

Takowe warunki w ilosciach znanych moglibysmy
otrzymac przez warto$¢ na a, b wyciagniona z zwigz-

ku
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fcn  zawartego w zréwnaniach wypadkowych} ate
na to trzebaby nam rozwigza¢ obydwa te zrowna-
nia przez co dociekania nafze (konczylyby fie na
tych tylko zrownaniach, ktore' teraz iefteSmy w ftanie
rozwigza¢. Trzeba nam wiec prze(la¢ raczey na
pierwfzym fpofobie iako rozlegleyfzym i niezawi-
flym od rozwigzania zréwnan. Zeby$my tem mo-
cniey uczuli iego uzycie, nie zgubmy tego z mysli,
ze kiedy z zrownah wypadkowych otrzymamy na b
wartos$¢ rzetelng; zréwnanie podane bedzie miato
pierwiaftki wuroione': kiedy za$ b bedzie uroionem;
zréwnanie zamyka pierwiaftki rzetelne. Wyftawmy
fobie teraz,, ze zrownania wypadkowe nie tylko nas
nauczg kiedy b ieft rzetelnem lub uroionem, ale nam
nawet oznacza moment, kiedy przechodzi z wartosci
rzetelney na uroiona lub przeciwnie} oddzieliwfzy tem
przeysciem klafse pierwiaftkéw rzetelnych od klafsy
uroionych, rozwigzanie zrownania bytoby nam w
tym razie niepotrzebne, bo fama uwaga nad wspo6t-
czynnikami nauczytaby nas o gatunku pierwiaftkow.
Te wfzyftkie' rozumowania daleko ile oezywisciey
pokaza w rachunku. Niech bedzie zr6wnanie poda-
ne', s ktérego dla tdtwieyfzego rachunku pozbylismy
fie 2go terminu:
XM+ pXm=2+gqxm~3+rxm—4+ i t. d. —+fc=.

ktadagc w nk'm za x, a-t-b— r, wypadnie

x'n= a mtrnam~lbVr— i — ni— — — am_| b- — hi,
2
(m -0 (m-2)_ am”™ b~ _ I+ it d.
2- 3
i+P*m~"l=pam*+p(mililam-ibvr—i- /??2— -2
« (m- 1
2 1. 2 , 1
+ itd - . . . +pD)'n--\/(—
+gxm~ 4it d - - +gb"~'IV'(—i)m-3

=i t.d + fc=o.
Kff Wyktadnik
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Wyktadnik m bydz moze parzyfty albo nieparzyfty.
lezeli ieft parzyftym, V (— iJ’"=x) to famo moéwié
nalezy o sf(— /J'1-4 i t.d. naywyzfza wiec
potega b mnozona przez V — i w xm, bedzie bm~xy
w xm~2, bm—35 it d. Stych wfzyftkich terminéw
powitanie iedno zrownanie warunkowe (A), ktore
zamykaigc we wfzyftkich terminach b, bedzie mogto
przez nie bydz rozdzielone, a przeto potegi b w tem

zrownaniu beda bm~2, bm—6, it.d. Zrdéwnanie
wiec ttuzace na oznaczenie b bedzie o dwa ltopnie
nizfze od podanego, i iezeli iefzcze fzukaé¢ bedziemy

podwoéynych wartosci na b, dla tego ze pierwiaftki
uroione fg zawfze w liczbie parzyftey, trudnos$¢ na-

fza w fzukaniu b bedzie ftopnia ~— —e W drugiem
2

zréwnaniu warunkowem, ktore nazywam (B) beda
potegi b: bm, bm~2 bm~4 i U d. a-zatem trudnos¢

., m
ftopnia —

lezeli zas m ieft nieparzyfte V{— i)m,

yr(_i)ym~4, i t-d. bedac réwne *i.V — r, iloSci za$

_\T(—i)ym=5, i t. d. —xi. Zrbéwnanie
Wiec wypadkowe (A) bedac cale rozdzielne przez b
bedzie zawierato potegi bm~\ bm~3, bm~s, i t.d. i
nie znizy fie tylko o ieden ftopieiij w drugiem takze
zréwnaniu warunkowem, b znaydowac lig bedzie w
potegach bm~x, bm~3 i t. d. a zatem trudno$¢ w obu-
dwéch bedzie iednego ftopnia co do b. W pierwfzym
i drugim"przypddku b zawfze fie znayduie w Itopniu
parzyftymj co wiasnie zgadza fig z naturg .pierwia-
ftkow uroionych. Przyftéfoymy te' wfzyftkie' uwagi

Skowanie Po do zréwnah ftopnia: pozbywfzy fig zSo termi-
prietfiaiacey nu, zréwnanie podane bedzie.
teot-yidoir6-ktadagc za x, a+by—  przerobiemy

*.na
a*+2ci*b\f— 1
—b*V— 1 7=0. S ki6?'go powftaig dwa
-pap -tbpV—i.\ *zrownania wypadkowe;
H- g N

”
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(B) ¢ - a*+(p—"bz)a+g=0, CA) --b*—jal—jj=o0.
witozywfzy za bl wartos¢ z (A) w zréwnanie (E),
otrzymamy zréwnanie iednego ftopnia s podanem --
(C) Z2ci(4Ci*-t~p)— — o: od rozwigzania iego, zawi-
flo rozwigzanie zréwnania podanego, i dla tego na-
zwacé ie mozemy Rozwlezuigcem.

Roltrzagsniymy teraz rozne wartosci na b ktére wy-
nikng¢ moga z réznych przypufzczen wcingnionych
w zréwnania wypadkowe'. Naprzéd (A) daie b—
+1/ (3a2-hp), uczyniwfzy a— o, wypada z (B) g—o.
b— +\"p- lezeli p ieft dodatnem, b bedzie konie-
cznie rzetelnem, i zréwnanie podane' bedzie mieé
dwa pierwiaftki uroione', co fie zgadza z doswiad-
czeniem rachunku: iezeli za$ p bedzie odiemnem, b
bedzie uroionem, i zréwnanie podane ma pierwiaftki
rzetelne..

Niech a nie bedzie zero; b-=V (}az+p): iezeli p
ieft dodatnem, iakiemkolwiek bedzie n zawfze b be-
dzie rzetelnem, i zréwnanie podane bedzie miato
wfzyftkie pierwiaftki.uroione; wfzyftkie bowiem kom-
binacye miedzy a, b, ogarniaia w fobie wfzyftkie
Icombinacye miedzy p, qewiec iakikolwiek zaydzie
ftofunek miedzy p, g, byleby p byto dodatnem, zré-
wnanie podane bedzie miato koniecznie dwa pie'r-
wiaftki uroione'.

lezeli p ieft odiemnem, b nie koniecznie ieft rze-

telnem, i zrownanie nie koniecznie ma pierwiaftki
irroione: zalezy to bowiem od ftéfunku miedzy p i
3a%- to ieft: iezeli zrébwnanie ma dwa pier-

wiaftki uroione'; iezeli za$ ~az<"p) b ieft uroionem,
i -zrébwnanie ma pierwiaftki rzetelne'. Kiedy za$

2a~— p, czylia— — JL;b=o0 i zrownanie ieft w

famem przcysciu s pierwiaftkow rzetelnych na uro-
ione lub przeciwnie: wlozywfzy za a iego wartosé

— w zréwnanie warunkowe (B), otrzymamy:
3 i
3
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gpi// — l/ -hj=o0, czyli zniéftfzy znak pierwiaftkowy

(D) - - 4p3+27q'lr=o.
Zréwnanie daigce nam zwigzek miedzy ilosciami
znanémi p, 8, w ten czas, kiedy dwa pierwiaftki prze-
chodzg z uroionych na rzetelne, tub z rzetelnych nu
uroione'. W tym momencie b=o, 1/ —— eft
|

mnoznikiem zréwnania.

Ale na c6z nam fie zda wiedzie¢ warunek przey-
scia pierwidftkéw z iednego rodzaiu na drugi, iezeli
ten warunek nie nauczy nas a ftame pierwiaftkow
w innych przypadkach. Szukaymy czyli funkcya
4p*-bZ79z w (D) wchodzgca, nie odkryie nam iakiey
cechy na pierwiaftki zréwnania. Na ten koniec
trzeba znowu b wréci¢ dawng wartos¢ b— V (ta*
-bp): niech bedzie $n2-t-p=y, - - ja24-p—y—o0 (E).
gdzie nam trzeba pamietaé, ze kiedy zréwnanie mit
pierwiaftki uroione, y koniecznie bydz powinno do-
datnem: ze y ieft iftotnie odiemnem, kiedy zréwna-
nie ma wfzyftkie pierwiaftki rzetelne. left zas y do-
datnem lub odiemnem podiug iuz wytozonego ftanti
i ftofunku miedzy n, i p, s ktérego wynika ftéfunek
ilosci znanych p, q, zawarty w zréwnaniu wypadko-
wem (R). Kombinuigc zréwnania (A), CR), otrzy-
malismy byli (C) - - - 2ci(4a-+p)—qg=o0 ktére wy-
ni6flfzy do drugiey potegi, wypada: 4aaCAn2-i»p)t
— 1*—°> w to teraz kitadac za a2 warto$¢ wyciagnio-

z (E) to ieft: a2= — 4a2-f-p= —— -> otrzy-

mamy: ~~— — —(g-—o. czyli wykona-
Wizy mnozenie: 4y(‘4-y— 3P)1—4P3— 27g-?=0 (F).
S tego oftatniego mamy: 4P*+27q92— 4})(4y— jp)?2
gdzie widzemy, ze iakiemkolwiek ieft y dodatnem lub
odiemnem; (4y-~-$p)z zawfze ieft s fwey natury do-

datncin, a zatem znak j.pS+zyal zawiU iedynie od
mnoznika
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mnoznika 4])' ;EZeli V ieft dodatnem, *p3+2?q* bedzie
takze koniecznie dodatnem; lecz kiedy y ieft doda-
tnem, b ieft rzetelnem i zréwnanie podane jgo fto-
pnia ma dwa pierwiaftki uroione podtug (E). Potuté-
re y bedac odiemnem, w zréwnaniu (F) -- (4y— 3p)»
veazie dodatnem, lecz'4p3+27q- ftaie lie odiemnem.
Kie Kkiedy y ieft odiemnem, b ftaie fie uroionem 1
zréwnanie $go ftopnia ma wfzyftkie pierwiaftki rze-
telne’; wiec zrownanie 3go ftopnia ma koniecznie
wfzyftkie pierwiaftki rzetelne, kiedy 4p3-i-27qz ieft
odiemnem. Owo6z prawdziwe znamie pierwiaftkow
rzetelnych lub uroionych w zréwnaniu iakiemkol-
wiek 2go ftopnia ! 4p*+z?qz bedac odiemne, pokazu-
je pierwiaftki rzetelne; bedac za$ dodatne wytyka
pierwiaftki uroione: bedac zero, oznacza moment
przeyscia pierwiaftkéw rzetelnych na uroione, lub
uroionych na rzetelne. WinniSmy te tak piekna pra-
wde s calg teoryg zacnemu dzi$ Geometrze Imci P.
du Sejour Konfyliarzowi Parlamentu Paryzkiego, kt6-
ry ig podawfzy w pamietnikach Akademii na Rok
1772, barzo dowcipnie do linii krzywych przyftéfo-
wat. Spoféb atoli ktorego w tem dociekaniu uzyt,
iliz byt dawniey od I.P Eulera wytkniety, iako be-
dziem mieli fpofobnos$¢ przekonac¢ fie o tem nizey."

Nie opufzczaymy dalfzych uwag, ktére nam pod-
da¢ moze zrownanie (F). Potozywfzy w niem
4p3+27<]2=0, dwa mnozniki drugiego cztonka (F)
daig y— o, albo 4y— jp—o0. Poniewaz za$ 4p3+
-2?0-— 0 oznacza czas przeyScia pierwiaftkow vy. ie-
dnego rodzaiu do drugiego, kiedy bydz powinno
b— 0, temu przeys$ciu zupetnie odpowiada pierwfzy
mnoznik y=o0; ale -fp'4-2yqz moze bydz takze zero,

kiedy —3p=o0, czyli y=.—, pod te'n czas b nie
4
bedzie zero, ale = + |/il, a=J/"™~%L, iako nas
4
U£fzg zrownania (E), (A); co nam pckazuie, iz w pe-
wnych

lichoT
dz?¢a w ir6-
~naniach wy.
pWkowydu,



iffo Algebry Czesé¢ l.

wnych przypadkach 4p3+2/q9'l moze fiefta¢ zero, cho-
ciaz pierwiaftki nie bedg w momencie przeyscia z
rzetelnych na uroione* lub przeciwnie. Do czeg6z
wiec ftéfowacé ten przypadek w zrédwnaniu, i iak
zgodzi¢ s foba te tak dziwaczni wypadki? Im¢ P. du,
Sejour barzo nam to dowcipnie tlémaczy.'

Niech m, m', m", znaczg trzy pierwiaftki zréwna-
nia jgo ftopnia, s ktérych kazdy wyraza fie przez
X —a— b\Zz~— 1=0, zrownanie wypadkowe (A) nie
oznacza nam s tych pierwiaftkéw tylko dwa, ktére
potozywfzy b=o, ftaig fie obydwa réwne, i polcazu-
ig moment przeyscia z iednego rodzaiu do drugiego*
wiec pierwfza prawda ktéra nam fie tu pokaznie
ieft: iz pierwiaftki w ten czds tylko fg w czafie
przeyscia z rzetelnych na uroione lub przeciwnie, kie-
dy dwa pieYwiaftki dane przez zréwnanie 2go fto-
pnia (A) fa réwne', czyli, kiedy dwa-pierwiaftki ro-
wne' nalezag do iednego zréwnania i fa ze tak rzeke
te'y famey pary.

Ale 4p3-r27i\l ieft zawfze zero, ile' razy dwa pieY-
wiaftki w zréwnaniu $go ftopnia fa réwne': moga
za$ bydz roéwne' albo te, ktére nalezg do tey famey
pary i fa dane przez zréwnanie (A)-, albo te s kto-
rych ieden tylko nalezy do zréwnania 2go ftopnia, a
drugi nie: co zebySmy tatwiey poieli, wyftawmy fo-
bie, ze dwa pieYwiaftki m, m' fg tey famey pary da-
ne' obydwa przez zréwnanie 2go ftopnia, ktére fta-
wlzy fie réwne', czynig 4p3+-27q'z= o, i Oznaczaiag
przeyscie pieYwiaftkbw w zréwnaniu podanem z ie-
dnego rodzaiu do drugiego. Ale bedac raz
po tern przeysciu té dwa pieYwiaftki ftaig fie rzetel-
ne i nierbwnej w tey nieréwnosci moze fie przytra-
fic, ze n.p. m=m", albo ze m'=m", to ieft, ze ie-
den s téy pary pieYwiaftkow ftanie fie rowny trze-
ciemu, pod ten czas 4p34-27<j2, bedzie zero, ale pier-
wiaftki zréwnania podanego nie beda dla tego w
momencie przeyscia, ze dwa z nich nie tey famey
pary, i nie wycingnicne s tego famego zrownania,



Rozdziat IV. itft

fiaty fie réwne. 'Nalezy wiec podiug tego ttémacze-
nia warunek 4p3+4-27g*=o0 odnofi¢ do dwoch przy-
padkéw, to left) kiedy dwa pierwiaftki teyze famey
pary i wypadte z iednego zréwnania 2go ftopnia fta-
na (Te rowne. i na ten czas w zréwnaniu }go fto~
pnia pokazuig moment przechodu pierwiaftkéw z ie'
dnego rodzaiu do drugiego.

Powtdré: kiedy dwa takie' pierwiaftki ftang fig ro-
wne',. ktére nie wypadty.z zrébwnania 2go ftopnia, i
nie fag teyze famey pary; | na ten czas. 4p3+27qz=o0
nie pokazuie przechodu pierwiaftkébw 2z lednego ro-
dzaiu do drugiego.

Stawmy fobie na koniec zréwnanie podane' x 3-bpx
+rp=o0, ktérego pierwiaftki fg pewnemi funkeyami
p, o\ przy niem wfzyftkie inne zréwnania (A)t (B),
(C), (E), (F): a potozywfzy w tem oftatniem 4]j*
+27q-~z, odmieniemy ie na 41/(41)— ?p)2—z— o, to
zrownanie wyraza nam wfzyftkie' ftéfunki i zwia-
zki, ktore zachodzi¢ moga miedzy wartosciami ilosci
znanych p, gj i miedzy odpowiadaigcemi im wypad-
kami na pierwiaftki rzetelne lub uroione zréwnania
podanego; wiemy bowiem ze pierwiaftki rzetelne'
lub uroione' w zréwnaniu podanem zawifty od pe-
wnych wartosci i ftofunkéw p, g, ktére' wfzyftkie' ra-
zem wyraza zrownanie 4y(4dy—ip)2—z=o0, To al-
bowiem zréwnanie wyraza zwigzek miedzy ije
zréwnanie (E) daie zwigzek miedzy vy, fl; zréwna-
nie (C) miedzy a, p, qewiec kombinuigc ie s foba,
wypadnie z (F) ogolny ftnfunek miedzy p, q, z.
Aze z ieft znamieniem pierwiaftkéw rzetelnych Ilub
uroionych podtug znaku dodatnego lub odiemnego;
wiec (4) zamyka wfzyftkie ftofunki i zwigzki mie-

L dzy



\6z Algebry Czes$é¢ 1. Rozdziat IV,

dzy ilosciami znanemi w zréwnaniu, podanem, i mie-
dzy odpowiadajgcym im rodzaiem pierwiaftkow.
Teorya ta ftéfowana do zréwagn 4gn ftopnia od*
krytaby nam zapewne wazne iakie prawdy i uwagi,
ale ze ten rachunek barzoby nas rosciaggnat i odwiodt
od tego, naczymc$my ftangli: kazdy z uwag nad jchn
ffcopniem pozna¢ powinien ducha tey teoryi, oni2
ipoféb obeyscia fif z nig w jakimkolwiek ftopniu wyz-
fzym. Zoftawiemy to docieczenie prywatnemu ka-.
zdego dochodzeniu, przyftepuiac iuz do nowego ra-
chunku ktéry nam lig w ciggu nafzych badan pokazat.

K oniec Pierwszey CzeSsci,
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ROZDZIAL PIERWSZY

Rozbierajg fie Funkeye na Szeregi: wyklada-
ja fie Ystafnosci Szeregow zwrotnych i fpo-
fob wynajdowania ogo6lnego ich wyrazu, s
przyftéfowaniém do zréwnan.

XXXII.

|-\3byliSmy fobie wPierwfz”~y 'Czesci to, ico do zro-

wnan i odpowiadaigcy¢h im funkcyi nalezy, idac
tak daleko w tych badaniach, iak daleko w nich ro-
znm ludzki poftapit. Ale poniewaz zawfze z zré-
wnan dochodzilismy nowych gatunkéw i witafnosci
funkcyi, nie zaftanawialiSmy fie tam, tylko nad lakie-
rni funkcyaini, .w ktére wprowadziwfzy zwigzek mo-
gliSmy s kazdego wartos¢ iakieykolwiek ilosci, wyra-
zi¢ przez inne' w zréwnaniu zawarte. I tak n. p.
maigc zréwnanie A+-H+C+D=ro, gdzie A, B, C, D,
znaczg ilosci znane i nieznane zmigfzane razem, mo-
gliSmy z zwigzku w tem zrownaniu zamknietego wy-
razie Jakakolwiek ilos¢ przez inne', nie pctrzebuiac
do tego, tylko tych dziatan ktéresmy tam doftrzegli
w funkcyach, to ieft: dodawania, odciggania, mnoze-
nia, dzielenia, wynofzenia do poteg, i wyciggania
pierwiaftkéw, do czego przydadz nalezy rozwigzanie
zrownan. Wfzyftkie' poczatki ktoreSmy w tych do-
ciekaniach miefzali, nie ftuzyty nam tylko za pomoc
do wprowadzenia tego lub owego dziatania w nafze
rachunki, tak dalece: zc lubo przefzkody te fame kto-
re zatrzymatly wizyftkich Geometréw, odirly nam
fpofc.by rozwigzania zroéwnan ftopni wyzfzych nad
czwarty; iednakow6z nie mogty w nas <oftabi¢ tego
przekonania, ze gdyby prawidia nafze na trzeci i
czwarty ftopi¢n byty dolkonalfze, przyfzlibySmy do
wynalezienia pierwiaftkéw wyzfzych iefzcze ftopni,
j ze w tern Wynajdowaniu nie putrzebaby nam in-

Lj nych

*
Porownari*e
brai'cinychSx"
jptieftjpnémi.
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nych dziatan précz tych, ktére nam W Ropniach niz-
fzych fluzyty. Wiafno$¢ bowiem ogélna zréwnan
pod 8. 20. i fame przefzkody na koncu pierwfzey
czesci wytkniete, daty nam oczywiscie pozna¢ wzg-
lemng zawifto$¢ nizfzych ftopni od wyzfzych, i prze-
ciwnie* a zate'm oftrzegly nas, ze dziatania bytyby
tego fumego rodz.aiu, byleby doktadniey mogty byc|$
grzyftéfowane. lezeli wiec nie mogliSmy W zra-
wnaniach 5go, 6go i dalfzyeh ftopni wyrazi¢ iakiey-
kolwiek ilosci przez inne™ przypifa¢ to powinnismy
niedoktadnym prawidtom* nie mamy za$ prawa wno-
si¢ potrzeby nowych dziatah précz, .tydi, ktéreSmy
wymienili. A zatem zrownania jakichkolwiek fta-
pr-i wyzfzych, iako i funkcye wielo-kfztatcne, ktore
im odpowiadata, nalezg do tego famego rodzaju ilo-
§ci, ktoéreSmy dotad uwazali. Takowe zréwnania
nazywaig fie Algebraiczne., dla tego, ze wynalazek w
nich doktadny i niewatpliwy iakieykolwiek ilosci, zp-
wifl od dziatah Algebraicznych w pierwfzey czesci wy-
tozonych. Funkcye takze mogace fie zamienié i ogar-
na¢ w takowych zrownaniach, wziety imie Algebrai-
cznych. lezeli wiec trafiemy na taki rodzay funkcyi,
ktére potrzebowaé bedg innych cale dziatan, i na kté-
rych traktowanie nawetby nam nayog Inieyfze zro-
wnan Algebraicznych prawidta nie moglty pomoc*,
umiefzczemy ie w injjey klafsie zrownan i funkcyi,
ktore nazwie'my Przestepnemi (Tranfcendentes).
Dziatania przywigzane do pewnych kondycyi, ia-
kiem byto dzielenie, wycigganie pierwiaftkéw, przy-
wiodty nas do wyrazu pewnych funkcyi przez pafmo
terminéw nigdy fie nie maiacych fkonezy¢. Przypadek
takze nieprzywiediny jgo ftopnia wciggnat nas w po-
dobny rodzay rachunku. Gdyby wynalazek i.akiey
rzeczy nieznaney z natury fwoiey zawifl od takiego
niefkonczonego wyrazu, przyzna kazdy, ze na odkry-
cie takie'y rzeczy doktadne, wfzyftkie prawidta nay-
doflkonalfze Algebraicznych zréwaan nie mogtyby
nam wyftarezy¢ ani pomoc. ZrOwnanie bywiem
tego
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te<To rodzaiu’maigc niefkoriézong liczbe pierwiaftkéow,’
nie mogtoby bydz rozwigzane fpofobem przywigza-
nym do iakieykolwiek, ale zawfze ikonczoney pier-
wiaftkéw liczby, iakg zréwnania Algebraiczne' wy-
raza¢ zwykty: a gdybySmy nawet potrafili wartosc
iedney ilosci przez fzereg niefltoriczony wyrazi¢ n. p.
Zz— Jx+Bx*-{-Cx3+Dx4-g i t. d. oprdécz tego, zeby
ten wyraz nie mogt nam nigdy odkryé wartosci zu-
petney a, ma iefzcze ite niedofkonato$¢, ze chcac x
wyrazi¢ przez z i inne ilosci w zréwnanie wcho-
dzace, nie moglibyémy nigdy przyisdz do tego przez
fpofoby zréwnaniom Algebraicznym witasciwe, a
zatem nie potrafilibySmy z zwigzku podanego wy-
ciggna¢ zupetnie wartosci iedney iakieykolwiek ilosci
przez inne. Ale mozemyzZ s tego wnies¢, ze funkcye
nierozdzielne zupetnie, funkcye' pierwiaftkowe, i zro6-
wnania $go ftopnia nie fg funkcyami Algebraiczne-
mi? Bynaymniey: funkcye bowiem nierozdzielne ma-
ig fwéy wyraz ulomkowy fkonczony, ktéry zamie-
niony lub wciggniony w zréwnanie kTadzie nas w
ftanie wynalezienia iakieykolwiek iloSci zupelnie, za
pomoca dziatan Algebraicznych; i nie zamienia fie
na fzereg nieflsofczony, tylko kiedy ia chcemy wyra-
zi¢ przez r6zne potegi ilosci nieznaney wchodzacey
w mianownika. Takowy wyraz ciggnac fie bez kon-
ca daie nam pozna¢, ze funkcya nie maigca potrze-
bnéy kondycyi do zupeilney podzielnosci, moze
przeyisdz przez wfzyftkie potegi ilosci nieznaney, i
przez *wfzyftkie terminy poftepu Geometrycznego,
zofiaigc zawfze' niepodzielng: i ze wfzyftkie Alge-
braiczne dziatania wyczerpawfzy, nie potrafiemy icy
natury odmienié. Funkcye takze pie'rwiaftkowe nie-
wymierne rozbierajagc fie na fzeregi jiiefkonozon¢, nie
przeftaig bydz Algebraicznemi; bo maig fwédy wyraz
pierwiaftkowy fkohczony, przy ktérym zamieniwfzy
je na zréwnanie, mozemy w nich ilo$¢ iakakolwiek
wyrazie przez inne fpofobem zupetnym, ofwobodzz
wizy ie Wprzéd od znaku pierwialtkowego podiug
L4 8o
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8. 25~ Ich wyraz niefkonnczony pokaznie tylko to,
co w funkcyach niepodzielnych, to ieft: ze bedac z
natury fwey niezupetnemi potegami, nie potrafieYny
ich przez wfzyftkie' gatunki dziatan algebraicznych
na potegi zupeine' przerobi¢. Zrdéwnania nakoniec
fgo ftopnia przyprowadzity nas do fzeregu nie-
fkonczoni-go przez niedofkonatos¢ prawidet do tego
uzytych. Nie mozna bowiem tego dowie$dz, ze zré-
wnanie %go ftopnia przez nature fwoie nie moz?
wydadz pie'rwiaftkow w wyrazie (konczonym, kiedy
te {3 wfzyftkie rzetelne; widzieliSmy bowiem przy-
padki fzczeg6lne', ktére wyftawiaigc nam pierwiaftki
pod wyrazem uroionym i niewymiernym, daty fie
przccie przywiesdz do wyrazu rzetelnego i fkon-
czonego.

Kiedy za$ po uzyciu wfzyftkich nam dotad zofta-
wionych fpofobéw nie mozemy przyisdZz do pier-
wiaftkow flconczonych zréwnania, przefta¢ na ten
cz”s mufze'mv na pierwiaftkach htiflcich prawdy w 'y
ciggnionych s pierwfzych terminéw fzeregu, ktore
ftara¢ fie winniSmy iak naybarziey uczyni¢ maleia-
cemi, aby to; co opufzczamy, matosciag fwoig nie
rodzito znaczney odmiany w wypadkach rachunku.
Chcac za$ fadzi¢ o wartosci opufzczonych tejrminéw,
potrzeba wiedzie¢ zachodzace w ich ciggu prawo
przywigzane do gatunku i wzoru funkcyi; przy feto-
rem maiac wiadomag wartos$¢ ilosci W terminy wcho-
dzacych, poznamy tatwo ftopnie ich wzroftu Ilub
ubywania. Te iefzcze doftrzezone prawa”naflftpftwa
fi'rza nam do wynalezienia funkcyi fkonczoncy, kto-
ra fie na taki fzereg rozbiera, kiedy ta ieft nie-
znana. Nim nam fig te mysli w wiekfzem poka-
zg Swietle powinny mim teraz datiz uczué, ze pu-
sciwfzy mimo fiebie innego rodzaiu funkeye, Kkté-
rych iefzcze nie znamy, fame funkeye Algebraiczne
wyciagaig po nas dokladnego poznania' fzeregéw
niefkonczonych. W tem poznaniu zachodzg trzy za-

dania do ktoérych rozwigzania cata nafza zmierzac
bedzie
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bedzie uwaga; to ieft; maigc funkcya jakakolwiek
Algebraiczng mogaca fie rozebra¢ na fzereg "niefltoA-
czony, wynalesdi fpofob tatwy i ogdlny na ten ro-
zbiér! powtom: maiac funkcyg rozebrang na fzerefT
nleflconnczony, wynatesdz pr&wo, podtug ktérego ukta-
dajg fie terminy bez konca fie ciggnagce: potrzecie'.
Majac fzereg niefkohczony i prawo iego poftepu, od-
kryé funkcyga, ktora ten fzereg s fiebie wydata. Za-
trudniymy fi|lrozwigzaniem tych zadan, ktore ficta-
da¢ beda calg teoryg fzeregow niefkoriczonych, aby-
smy fie nauczyli w wfzelkich prz)'padkach obcho-
dzi¢ nie tylko s funkeyami Algebraiczne'mi, ale nawet
i s funkeyami innego rodzaiu lezeli nam lie pokazg,
i iezeli ich wyraz zawisnie 6d fzeregéw.

Poniewaz za$ w teraznieyfzych badaniach wynie-
slismy fie iuz do rozlegleyfzey ogdlnosci, uwazajac
funkcye niezawifte od zadnego pytania fzczegdlnego,
muizemy upowfzechni¢ nazwifko i podziat ilosci w
funkcye wchodzacych, abysmy fie zblizali co raz bar-
ziey do iez}'’ka wyzfzych matematycznych nauk.
W picrwfzey Czesci dzieliliSsmy ilosci na znane i
nieznane, dla tego, ze w teoryi zréwnan fzto nam
zawfze o wynalezienie pierwiaftkow, czyli w}maze-
nie ilosci niewiadomey przez wiadome; do zréwnan
ftofuigc funkcye, zachowaliSmy w nich to famo na-
zwifko. Ze za$ uwazaé¢ nam przyidzic funkcye przez
sie, nie maiac wzgledu na wartos$¢ ilosci nieznaney,
dzieli¢ iefzcze bedziemy ilosci na odmienne (yariag-
bilcs) i stateczne (conftantes). Przez pierwfze rcit
zumie¢ bedzie’'my ilosci odmieniaigce fwoie wartosc
jakimkolwiek fpofobe'm, to ieft fpofobne do przyje-
cia wfzyftkich iakie fie ty-lko wymys$li¢ moga war-
tosci; przez drugie bedziemy rozumie¢ ilosci docho-
wuigce w calym ciggu rachunku raz nadaney war-
tosci. llosci odmienne znaczy¢ bedziemy przez ofta-
tnie litery alfabetu x, y, z, i t. d. tak iakeSmy zna-
czyli ilosci niewiadome; iloSci za$ ftateczne tak, iak
ilosci wiadome przez litery alfabetu pierwfze a, b, c,

Ly i t.d.
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terminu fzcrsgowego zSwift od liczby «— J poprzrf-
dzaigcych. Poniewaz wiec w fzeregu s funkcyi u-
tomkowey powftaincym, kazdy wfpét-czynwik ~eft
funkcya kilku poprzedtfaigcych, fzeregi.takowe nazy-
wuig fie Zwkotnemi (Series Recurrentes). dla tego,
ze chcac oznaczyé ktérego z nich, wracac¢ fie mulze-
my do Doprzedzaiacych go.

Potrzecic. Terminy poprzedzairjce' przez ktore wy-
raza fie jakikolwiek wCpot-czynnik fzeregowy, fa
mnozone przez wfpdtczynniki mianownika utomku;
od wfpélczynnikow wiec mianownika zawifl cnty
ftofunek i zwigzek terminéw fzeregowych co do ich

wartosci i liczb}r: i dla tego te wfpét-czynniki nazy-
wacé odtad bedziemy z Angielfkim Geometra Mowre,
Stopniami Stosunku (scata retainnh) lezeli mia-

nownik utomku ieft ,.i.q.. w fzeregu stnd powfta-
igcym wfpot-czynnik Q terminu iakicgokolwiek ozna-
cza fie przez zréwnanie: yo ncir -0 i i€Z€li p+ijz-nrz2
ieft mianownikiem utomku, w iego fzeregu wfpol-
czynnik O zawift od zréwnania .0 +qr -nro — o

it. d. gdzie litery ». ..., i t.d. fg tem, co my nazy.
Warny ftopniami ftéfunku.

Poczwnrir. Oznaczainc z zréwnan (tc),(/8)) (y),
(J0O, i t. d. wfpét-czynniki Jakiegokolwiek s termi-
néw fzeregowych, przez poprzedzajace, przypada wfzy
fl-kie dzieli¢ przez p, czyli przez termin catki wiado-
my minnownika utomku; wiec w przypadku Kkiedy
ta ilos¢ bytaby zero, wfzyftkie' terminy ftana fie nie-
fkohczone, i pokazuig nieprzyzwoito$¢ zafztg w ra-
chunku. Zatrzymaymy fie teraz nad fpofobem ro-
zbierania takowych funkcyi.

8 xXxm.

Mamy iul iede'n poczatek ktérego ftatecznie uzy-
wamy w ufatwieniu trudnosci wypadaiacych s pe-
wnych fzczegdlnych przypadkéw wybaczajgcych od
teoryi ogdlnych. Ten poczatek zalezy na tem, aze-
by roftrzafng¢ naprzéd dla czego przypadek nafz
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nie Zgadza fig 2 ogdélnemi prawidtami: powtdre,
przywiesdz go do takiego wyrazu, na iaki fluzyty te
og6lne prawidta. Tu n.p, wypadia liam nieprzy-
zwoito$é¢ znifzczywfzy termin catki wiadomy, ktory
wchodzit w mianownika, cala wiec przyczyna tey
niepfzyzwoitosci wynika z réznicy miedzy wzorem
a+bz+cz”™-h 1t d.

pierwfzych przyktadow

p+qz-brzz+sz3i- i t.d.
przyk{adow teraznicyfzych, ktére fie Wyrazalq przez
ci-4-bz+cz*+ i t. d.

, ale przywiodHzy fen oftatm
{gz+rzz-hsz*+- i t. d.

do pierwizego, wpadniemy znowu na takie' przy-

padki ktérym ftuzyty prawidia iui uzyte, | tak ro-

zebrawfzy mianownika oftatniego wzoru na dwa

mnozniki z(q+rz-\-sz--i- i t.d.), zt6zmy pierwfzy u-

. ci-+-bz+cz2+ i t. d. , , i .

tomek , ktory rozbierze fie na
q-hrz-+szz-+tz3-- i t.d.

fzereg niefkonczony, przez te' fame prawidta, ktore'
nam fiuzylty wyzey: ten fzereg potem rozdzieliwfzy
przez z, wypadnie warto$¢ utomku podanego, to ieft:

------ * tl = ——-4-B-t-Cz-hDzz-t-Ez2-hFz4+4-
z(g- hrz- hsz~-h itd.; z

i t.d. Chcac |efzcze wyftawi¢ przypadek teraznie'y-
fzy pod ogélnieyfzym wzorem, uwazaymy funkcya
ci+bz+cz~-\- i t. d. . ,a+bz-1-i t. d.

gzm-\-rZm+x+szm'i'>{-i t. d. z'n(q+rz+sz2+ it. d.)
a fzereg s tego oftatniego wyrazu podiug dopiero

A 1
wytozonego dziatania wypadnie:---—----}- $ oo
zm ZM~2Z
C , D . . ., a+bz-\- i t. d
— e hitd. tss przy-

~ ,r ~-n-3 1 zm(q+rz+sz*+ itd.)r J
wiodtfzy takowe zréwnanie do zero, kazdy wfpot-
czynnik bedzie zero, i na z nie przypadnie zadna
wartos¢, podiug prawd gruntowych, na ktérych za-
radziliSmy rozbior funkcyi utomkowych na fzeregi.
Zeby$my
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Zeby$my nic nie opuscili cokolwiek dlo zupetnosci
te'y teoryi nalezy, potrzeba nam przey$sdz przez
wfzyftkie wyrazy funkcyi utomkowych; tych réznica
wiemy ze wypada z roznosci mianownika; ktory ia-
ko wyraza nature utomku, tak razem- ciggnie za fo-
ba prawo ftéfunku miedzy iakimkplwiek terminem
i poprzedzaigcemi go. Wyftawmy fobie wiec fun-
keye utomkowe pod wfzelkg iaka fie tylko wymy-
§li¢ moze poftacia; tych fzuka¢ nam potrzeba w ré-
znych wyrazach mianownika. Wiemy s pierwfzey
Czesci ze funkcyi natura wypada z natury mnoznikéw,
tak" iako natura zréwnania powftaie z natury pierwia-
ftkéw. Te mnozniki moga bydz réwne lub nieréwne',
rzetelne lub uroione'. Nie przypada nam tu iefzcze
uzycie tego oftataiego podziatu, dla tego, ze funkeye
uwazamy w catym fwoirn fklaazie, wyrazaiac ie przez
fzeregi. Ale pierwfzy podziat nalezy’iftotnic do tera-
Znieyfzego zamiaru. Bioragc za mianownika funkcya
v+Q'Z-+-rz~+ i t. d. uwazaliSmy go pod ogdlnym
barzo wyrazem, a zatem iako ztozonego 2z mnozni-
kéw nieréwnych iakichkolwiek: ufzczegdlniymy te-
raz nafze' mysli, i wyftawmy fobie mianownika z
mnoznikami rownemi , a tym fpofobém wypadng

- . . ][1 citbz
nam ro6zne potegi w utomku; to ieft: -— -— — | - -

(i—pz)z
(IA-bz+cz* wm |, .. ci+bz+czr-+-dz3+ 1 t. d.

ci+br:.-1- i t.

Pierwfzy utomek rozebrawfzy na izereg, otrzymamy:

J =A+Bz-hCz*-hDzi-t-Ez4-h i t. d. czyli

(i—pz)2

0=A 4- B.Z -r-C.2- -hD.Z3 +F..Z4 + f.25+ itd.

—a —2pA —2p8B —2pcC —2pD . —2pE -f-it.d.
— b, +p2A. -i-p-B. +p2C. -fp2D. -tit.d.
wiec
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wipc A—a— o0, B—zpA—fi=o,

+-p2A-=0, sktorych wypada A— a, B— zpa+b,
n.-jpC-t-p~"B— o, C=3p*a-t-2pb, D=+p*a+r3p2b,
E— bpD+p~C— 0, E— fp*a+4.p3b.
; fod. a przeto funkeya podana:

a-I-bz = It+Zpa.z4-?uin.a24-~mn r, 14-,pla.z4+ it.d. ,

— jozj)2 4- & 4- 2p6. +7p'lb. -+4pFDb. 4-it. d.

W tym fzeregu tatwo, ieft barzo widzie¢ uktad cif)- Podai} Wy

gnacych fie tcfminéw, i ten wyrazi¢ przez wyktadni- razy ogolne na
ka ilosci nieznaney wyraz takowy oznaczaiacy fterig» xwr*.
wfpot-czynniiéa iakie'gokolwiek 'terminu przez wy- tne*
ktadnika z w tym terminie zacbocUscégo, nazwiemy
Wyrazem ogélnym szeregi; (Terminus genera,lis fe-
riei)\ ten bowiem wyraz przez ft6funek ktéry nam
pokazuie miedzy wyktadnikiem i wfpdt-czynnikieni
kazdego terminu, maluie nam prawo, za ktérem idzie
fzereg, i oznacza warto$¢ iakiegokolwiek terminu
nie zawisle od wfzyftkich innych. Wyraz ogélny
fzerpgn dopiero uwazanego, ieft [(V/-t-;)pna+/Aa.p'\~1b']zrl.
s ktorego za wartoscig wyktadnika n, wypadnie caty
mu odpowiadaiacy termin fzeregu. Idac dal¢y w
tem dociekaniu, znaydziemy fzeregi na funkcye wyz-
ftych ftopni:

-——— — m=J+-Bz+Cz-+Dz'+Ezd) | t. d. czyli:
(i—pz)3
o— A B.« 4- C.zz-h D.z3 4- F.z* 4- F.2R4-it.d.
— a—s p —AWB.—jhc —rfpP , — ipF —  t.d.
—b. 4-IPZA. .s,.8. 4.7,:c¢ 4-jp2P +it.d.
—r. —v3A. —p3B. —p3C. — it.d.
S kad wypadaia zréwnania: A— a=-0, B— $pA— b— o,

J jpi —p3A—o0, A—a, B— jpnd-/>; C=6p-ci+2pb+c,
E ?P~>4-jp2C— p*B— o0, D— iopip-h"rh-t-jur,
i +"p2D—»3C— 0. Ez~itn~ci+ioutb+o6n1”
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chcac dale'y ciagna¢ ten fzereg przypatrzmy fie z u-
wag* wfpét-czynnikom kazdego terminu, a doftizeze-
Iny tatwo, ze ich prawo zamkniete ieft W tym wy-

. f(v+|)(n+2) n.(n- -
razie ogolnym  ------lemmmmme-o ~ P *

4-
Rozbleralac iefzcze tym famym fpofobem fun'kcyq

a+bz-*cz*+itz3 znaydztomy naprzod, ze kazdy ter*
//—ps)4

min fzeregu s tad powftaigcego Wyra2| ~Ne ptzez

cztery poprzedzajace mnozone przez- wfp 6t-czynniki

czwartey potegi, gdzie oraz doftrzczemy ze iego ter*

min ogélny ieft:

Un+i)(n+2)(n+i) A n.(n+,)(n+2) +

L 7.5.3 1. 2.3

p, .fc+ (W— 2;(w— i)nn, -v jNft

Staw%\'/vfzzyjfobie teraz przed 02czys wynalezione goia,é
wyrazy ogolne na rézne potegi mianownika, tatwo
nam s tad bedzie przez poréwnanie i podobienftwa
przyisdz do Wyrazu ogdélnego takiego utomku-, kté-
rego mianownik ieft potegi takowy bowiem wy-
raz wypada oczywiscie:

r(n+i)(n+2)(n+i) --[n-f-p— i)]fjllatwfr + 0 dlj-2>

L 1.2 3 4. —- - (m—i) 1.2.3.4. ~ -
Jw+ftn— 2)] msf  (n— i)n.(n+i.) -- [n4(rn—jj]
- (m—i) ~ 7. 2.} 4----(rn—1i)

"[n—(mM—0 J[«~(M—2)] ~ - «

* ¢ N

pn-(»n-«jr"Jj8«

gdzie n znaczy iakiegokolwiek wyktadnika ilosci od-
mienney zj m wyktadnika potegi w mianowniku* 5
oftatniego w-ifét-czynnika w liczniku. Na-
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Nalegatoby nam. tu roscilngng¢ uwage na funkcye
utomkowe zamykaigce w mianowniku potegi iakiekoj-
wiek Wielowyrazew (Polynomium). Ale ze ten ra-
chunek bytby nadto dla nas zawiktany odbywaigc go.
fpofobem ktéry nam tu pofiuzyt, zoftawiemy go wiec
wyzfzym czesciom.Matematyki. Nizeli za$ przyidzie
nam fie zaftanowi¢ nad wypadkami teraznieyfzych do-
ftrzezen, wréémy fie iefzcze do. roftrzafania fzeregéw
pawftaigcych z rozbioru funkcyi utomkowych- maig-
cych rézne potegi w mianowniku. Przypatrzywfzy
fie terminom fzeregu (&) i uczyniwfzy w nich p =i,
z~=1i. zamieni fie ten fzereg na

R+(za+b)+(iaA-2b)A-(4 a-Y-"h)A-(sa-"4.b)+ i t. d,
gdzie miedzy dwoma kazdemi przyleglemi termi-
Etami,: zachodzi ta fama ftateczna rdéznica, a zatem
ten fzereg czyni to, co. nazywaig Postepem Arytme-
tycznym (Progrejjio jrithmrtica). Kazdy termin, w
tym fzeregu nie przeftaie bydz funkcyg dwoch po-,
przedzaigcych: wyftawiwfzy fobie bowiem ten fzereg
pod wyrazem: A-hB-i-C+D+E-h i t.d. bedzie C=
agB— A, D=zCmB, E—2D—C, it. d~ a przeto kazdy
poftep Arytmetyczny ieft fzeregiem zwrotnym. Idac
do dalfzych poteg, uczynmy w zréwnaniu (\) p=ir
Z=1i, a zamieni fig na:
a-t-($a+b)-\-(6a-h$b+c)+(loa+-6b+2C)+(i$a+job-i-6r)-+ i t. d.
biorgc roéznice miedzy kazdemi dwoma przylegiem!
terminami, powftanie stych réznic drugi fzereg;
(2ci-hb)+(3a+2b+c)-b(4 a-t-}b+2c)-h($ci+a b+2c){-i t.d.
W ktérym dopie'ro kazde dwa przylegle' terminy od
fiebie. odciggnione, daig wfzedzie iedne ftateczng re-
fzte a-hb-t-c. co pokazuie poftep Algebraiczny dru-
girgo porzadku, dla tego, ze w nim dopiero drugie
rozntce fg ftateczne; takim ieft pofteptm fzereg liczb

<< ?£, 89, i t. d, ktérego kazdy termin ieft
funkcya trzech poprzedzaigcych, maiacych za ftopnie
ftofunku wrpat-czynniki trzeciey potegi, tak dalece,

ze wyraziwfzy taki fzereg przez A+B+C+D-h it.d.
Mj * bedzie
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bedzie D=jC—i~"+A, £=?D— -jC-f-B, it d.

Ciaggnac tym famym fpofobem nafz rachunek, fun,

-& fe ffe+C22+rf63 TP d r
(o B e .przyprowadzi nas do tzeregu,

i—pz)a

w ktorym potozywfzy p— i, g=zi, trafiemy na pC-
ftep Algebraiczny trzecicgo porzaavu. W ktorym trze-
cie' dopiero réznice beda ftateczne': takim ieft fzereg
liczb i, S, 27, &4, 12S, 216, i t, d. gdzie kazdy ter
iiiin ieft fuskcyg czterech poprzedzaigcych, ktéir¢
rtiaig za ftopriie zwigzku wfpdl-czynniki potegi
czwartey, tak dalece ze wyraziwfzy taki fzereg przez
d+B~C-+-D+E-t- i t. d. znaydzicmy E— +D—6C +e
4B— A, F— 4E— 6D+4-C"-R, It.d. Utomek nakonisc
ktorego mianownik bedzie potegg ». przyprowadzi
nas do poftepu Algebraicznego m— 13° porzadku, dla
mtego, ze W nim dopiero réznice m- .. bedg ftateczne.
Kazdy takowego fzeregu termin ieft funkcya m po-
przedzaigcych, w ktérych wfpdt-czynniki potegi m
ftopniami zwiazku: co nam pokazuie. tg og6lng pra-
wde, ze poftepy Arytmetyczne i Algebraiczne iakie'-
,gokolwiek porzadku fg fzeregami zwrotnerai. W
uwagach iefzcze teraznieyfzych pokazato ftdm fie, ze
s fzeregéw iakiegokolwiek porzadku, przez réznice
miedzy dwoma przylegtemi terminami rodza fie no-
we" fzeregi, s ktérych dopiero przed-oftatni ieft pofte-
pe'm Arytmetycznym wyddiaéym réznice ftateczne.
Tu odkrywa nam fie noWy fpoféb uwazania fzere-
géw zwrotnych, przez wzglad na ich réznice Wypa-
daiace z odciggania dwoch iakichkolwiek przylegtych
terminow. Ale ten fpoféb nie nalezy tu iefzcze do
nafzego zamiaru.

Wroémy fie teraz do uwag ktére' nam pozoftaly O
mwyrazach ogélnych, a ktére razem nalezg do rozwig-
zania drugiego zadania o fzeregach. Stawmy fobie
razem przed oczy wyrazy ogélne, ktéresmy nie da-
wno wynalezli na funkeye utomkowe maigce w mia-
nowniku rézne potegi, a uczyniwfzy w nich I— o,
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r=i> ff=o, ta” dalece, zeby licznik utomku
wie zamyka! tylko fame ilos¢ ftatcczng i wiadoma,
*ktorg wyrazemy przez A-, wyciaggniemy na

Funkcye: e e = m m o - -
(i—pz)* (1—pz)3
Wyrazy og6lne: (n+i)Apnzn - -$— 11_6
Funkcya: el
T (i—p2)k
swyra: 0gol: («+i)(n+*)(n+3) - --
1. 2. 5. 4. - - - - (f— /)

S tego powodu Wroémy fie iefzcze do utomkow
ktorych mianowniki fktadaig fie z mnoznikéw nieré-
wnych, a ktéreSmy iuz uwazali nafamprzéd. Przy-

pomniawfzy fobie fzereg powftaiacy z utomku--------
tatwo doftrzezemy, ze iego wyraz ogélny ieft: - m

'+ aC]+_ gdzie znak nizfzy naleze¢ bedzie do liczby
pn+i
i parzyftey; nizfzy za$ do liczby nieparzyftey: ten

iefzcze wyraz ogélny wyrazemy présSciey przez - - -
nf- g

1 ~  iezeli wiec funkcya utomkowg ------- przy,
p (p)n P+92

Wiedziemy do wzoru--—---—-—- - bedzie AfinZn iey wy-
J—pz
razem agllnym. Rozbieraiac za$ fuiikcye, ktorych
mianownik nalezy do wzoru p+qz+rz*+sZ3+ it. d.
zobaczemy tak zawiktane kombinacye miedzywfpét-
eczynnikami terminow, iz z nich ani fobie obiecywac
-mozna fpofobu na znalezienie wyrazu ogélnego* ten
bowiem zalezy na pewnym ftéfunku miedzy wlpo6t-
czynnikami iakiegokolwiek terminu, i wyktadni-
kiem ilosci odmienney w tymze terminie: wfpot-
-CZynniki za$ b.edagc funkcjami p, q, r, s, i t.d. nie
-14} moga
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moga bydz przez liczbe nw fwych kombinacyach wy-
razone. Bo gdyby nawet ilosciom p, g, r, s, it d.
naznaczone byty pewne' liczebne warto$ci, potrzeba-
by bydz w ftanie wyciggnienia wfzyftkich zachodzg-
cych koinbinacyi tych liczb z iednéy liczby n, co iell
niezmiernie trudno i przez nature liczb, i przez ogra-
niczong barzo nafze wiadomos$¢ w ich teoryi. Zolla-
ie nam w tey trudnosci chwyci¢ fie zoftawionego na-
fzym dociekaniom fpofobu, to ieft przywie$dz iaka-
kolwiek funkcya maiaca mianownika ztozonego, z

mnoznikéw nieréwnych, do wyrazu-------- ,

to ieft;; potrzebaby mianownika rozebra¢ na

P—qz s
' zniki  profte, i s tych ztozy¢ tyle L‘ker)N

fwe' mnozniki

Wzoru-b————é-z-ile takowych znayduie fie mnoznikow.
tak, zeby fumma utomkoéw proftych byta réwng u-
tomkowi podanemu. 'Wynalaftfzy potem wzory o-
gb6lne na kazdy s tych proftych utomkéw, bedzie
fumma tych wzoréw og6lnych réwna wyrazowi o-
gélnemu utomku podanego.. Zatrudniymy fie teraz

tym wynalazkiem.

§. XXXIV.
Funkcya prawdziwie utomkowa wyraza fie nayo*
iata K [, = M a-hbz-hcz™-hrlzi --—---—-- Hg-z"
wyraiata fie golmey: R oo S s Ml gd2|e
ufomki sktada N p-f OZ-t-rzz-\ - - -l-‘kzu*'l

Ki pro')Uutom potega naywyzfza w liczniku, ieft koniecznie mniey-
fza od potegi naywyzfzey mianownika.. Zeby roz-

bieraigc te funkcya na utomki profte .
a'—b'z
wic¢ ig przy caley fwey ogdélnosci; potrzeba konie-
cznie, aby takowe utomki prolte dodane do fiebie
byty ze wfzyftkim réwne utomkowi podanemu, i nie
wprowadzity zadnego warunku, ktéoryby mogt iego
sciesni¢ ogo6lnos¢; potrzeba wiec aby funkeye utom-
kowe'
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kowe profte, byty i co do wyrazu i co do liczby ta-
kie, izby przywiodifzy it- do zero, s wpoét-czynnikow
ilosci odmienney tyle tylko wypadto zréwnan, ile
ilosci nieznanych. To za$ wfzyftko zachowamy ro-

zbierajagc funkcyg— . na tyle utomkéw proftych: - -

* 1

} B -+ — ¢ mj t. d. ile ieft mno-
a'—b'z ¢—d'z f—g'z
znikéw proftych nierownych w mianowniku N ;
mgdzie nam potrzeba pan.ietaé, ze poniewaz te utom-
ki profte bydz powinny koniecznie utomkami pra-
wdziwemi, w ktérych potega ilosci odmienney w li-
czniku, bydz powinna nizfz? od potegi mianownika;
liczniki A, B, C, D, i t.d. mufza bydz koniecznie ilo-
sciami catkiem ftatecznemi. Mowitem ze na tyle u-
tomkoéw proftych v fpomnionego 'wyrazu rozbiera fig
funkcya, ile mianownik N ma w fobie mnoznikéw
proftych nieréwnych. Maiac bowiem mnozniki »6-

wne W zoru--------—-———- dla ocaleniawyzey iuz przy-
(at-b z) y X J P ¥ J

toczonych przyczyn i zachowauia funkcyi w tym

rozbiorze przy catey ogolnosci, utomek--————-to*
(a'— b'z)m

A B
zbiera fie znowu na utomki S -+ —
* (V—Db'z) m (a—Db'z)m~

c ) - 1}5 , ktorych tyle bydz
(V—D>b'z) m* n'—b'z
powinno, ile w zamyka w fobie iednosci; te bowiem
utomki dodane razem i przywiedzione do iednego
mianownika, wprowadza do licznika potege m— 1,
ktéra zamyka m termindw; wypadnie wiec przy-
wiodtfzy ie do zero, tyle zrownan, ile ilosci niezna-
nych A, B, C,D, i t. d. i ogélno$¢ funkcyi nie bedac
sciesniona zadnem zbytniem zroéwnaniem, zoftanie
nienarufzong. S tego rozumowania wypada, ze* chcac
M4 funkcya
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funkcya utomkowa fkiadang rozbiera¢ na funkcye
czaftkowe' ktdrych mianownik bytby drugiey potegi
n.p. a'— t>'z-+-c'z2, kazdy ich licznik powinien miec
dwa terminy wzoru A-+-BZ, aby tyle wprowadzi¢
ilosci nieznanych, ile wyniknie terminéw 2z przy-
wiedzenia takowych utomkoéw do iednego miano-,
wnika, ktére potem tylez wydadzg zréwnan.

Ni.e opusémy nic, cokolwiek p.od uwage o funkcy-
ach utomkowych moze teraz podpadaé. UwalaliSmy
funkcye przez wzglad na mnozniki réwne i niero-
wne' w mianowniku; uwazaymy ie' iefzcze przez
wzglad na mnozniki rzetelne lub uroione: ta bowiem
uwaga lefb iftotna ftmkcyom, iak predko ich miano-
wniki zaczeliSmy rozbiera¢. luzusmy fie zupetnie
odbyli co do mnoznikoéw rzetelnych, ale. kiedy mia®
nownik N bedzie zamykat mnozniki uroione, igkze
fobie poftgpic? Wprowadziwfzy ktoéry utomek pro-
fty uroiony w ten rozbior, cata funkcya ftanie fie u-
roiong; przywodzac ie bowiem do iednego mianowni-
ka, wmiefzaig fie w liczniku terminy uroione’, ktére'
fie nie zniefa: bedzie wiec funkcya rzetelna réwna fun-.,
kcyi uroioney powftaigcey z dodania utomkoéow pro-
ftych: co ieft wielkg nieorzyzwcrttosciag. Chcac idy
unikna¢, przymufz.eni iefteSmy w tym razie wfzyftkie
funkcye czaftkowe' wprowadzi¢ rzetelne', a zatem
mianownika N iuz nie rozbiera¢ na mnozniki igo
ftopnia uroione, ale na mnozniki 2eo ftopnia rzetel-
ne, ktére' fie rodzg z dwdéch uroionycb rozmnozonych
przez fiebie. Rozebrana wiec .takowa funkcya na
fwe' utomki czgftkowe zamykac¢ bedzie miedzy temi
czaftkowemi utomkami tyle dwoiftych wzoru - - -

e 1—, ile' par znayduie fie mnoznikéw uro-
n'—b'z-bc'zz

ionych w mianowniku N. Ale mianownik dwoifty
a'— b'z+-c'z ieft koniecznie taki, iego  mnozniki
profte fa koniecznie uroione. Zeby$my te kondycyrj
mogli <zawfze mysli uczyni¢ przytomna, potrzebaby
nam takiego wyrazu mianownika podwoynego, t<to-
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ryby nofit na fobie ceche oznaczajgca, ie on powftat
z dw6ch mnoznikéw proftych uroionych. Poniewaz
wfzyftkie' dotad roftrz.g$nione poczatki nie moga nam
podda¢ takiego wyrazu, odtozy¢ mufzemy do riiz-
fzych uwag rozbiér takowych funkcyi: ktére' nam
podobnie trzeba bedzie ro.zdzieli¢ na réwne i nier6-
wne. Przeftaniemy wiec teraz- na uwadze tych tyl-
ko, funkcyi; utomkowych wymiernych, ktérych mia-
nownik N lkfada. (ie z famych mnoznikéw rzetelnych.
§. XXXV.

Zeby utomek iaki rozebraé¢ na ezaftkowe' utomki,,
s ktérych fie flttada; potrzeba w tych czaftko.wych
utomkach oznaczy¢ licznikéw i mianownikéw. Mia-
nowniki to profte wynayduig fie przez rozbiér mia-
nownika Wtadanego na fwe mnozniki, ktory odby-
wa fif fpofobem uzytym na rozwigzanie zréwnan.
Wiemy bowiem ze to co ieft pierwiaftkjem W zré-
wnaniu, ieft mnoznikiem W funkcyi, wiec wprowa-
dziwfzy zwigzek, w funkcya fkladang p+cfz+rz2+
i t d. przez uczynienie ig réwng zero, otrzymamy
zrownanie, ktoére rozwigzawfzy znaydziemy iego.
pierwiaftki; znifzczywfzy potem zwigzek w tych
pierwiaftkach przero.biemy ie na funkcye profte, kté-
re beda mnoznikami funkcyi fldadaney, a oraz mia-
nownikami utomkéw proftych, Ale iakze wynalesdz
licznikéw na takie' profte utomki? Poniewaz w tem
zadaniu nie idzie tylko o oznaczenie iloSci niezna-
nych przez znane; pierwfzy fpoféb, ktéryby nam fig
tu powinien ftawi¢ w mysli, ieft poczatek pytan nie-
oznaczonych T)cs,-Ceivtci uzyty w takim fpofo.bie, iaki
nam pottuzyt na poczatku tego rozdziatu, kiedy nam
trzeba byto wynaydowaé wfpét-czynniki A, B, C, D,
i t.d. fzeregu. DosSwiadczmy czyli nam fie tu uda.

Niech bedzie do rozebrania funkc}? podana: - -

. bedg iey utomki czgftkowe

z(i-~2)(}~ 32)(i—sz)
A B + C D T-HSH-jz 1

i—z i—iz i—rz z(i—s)(i—3z)('—
My ( ) c?u(:ac

jomkow , kfs
danych na pto

fte.*
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chcac A, B, C, T), wyrazi¢ przez liczby, potrzeba nam
przywiesdz i?° cztonka utomki do iednego miano-
wnika, i przeniéfifzy potem licznika drugiuy ftrony
cate zréwnanie do zero: s kad wypadnie:

0o=A+eA.t+-2}A.zQ— ifA.zl;

— i4-B. — ¢gB. = ij-B.
-i-C. — 6C. 4+~ fC.
+-D. — 4p. 4- ~D.

%

czynigc w tem zréwnaniu kazdego wfpot-czynmka
rownym zero, otrzymamy prawda :tyle zréwnan Ue
nieznanych: ale ze w kazdem s tych zréwnan znay-
duig fig ,wfzyftkie' nieznane, przez wyrzucanie ich
dziatanie znacznie fig zawikle. \V teraznieyfzym ie-
fzcze przypadku wyciaggniemy przez climinacyg A— f,

5 , 00 161

— , C— - , D— — —.. Ale iezeli funkcyg fkia-

8 8 8
da¢ fie bedzie z wiecey takowych utomkéw proftych,
wynalazek licznikdw nieporéwnanie bgdzie praco-
witfzy. Spoféb wigc ten, ktéry nam fiuzyt dommo-
zbierania funkcyi na fzeregi, lubo i W teraznieyfzey
teoryi ma fwoie uzycie, przywiazany atoli ieft do
tych famych trudnosci, ktére nam fie pokazaty w
eliminacyi. Ufitluymyz przyisdz do fatvvie'yfzego:

Zaczagwfzy od funjtcyi —, W ktorych N fkiada fie

z mnoznikéw nieréwnych, nazwiymy N— (a'— b'z)S,
gdzie a'— b’z znaczy iednego proftego mnoznika; S
za$ mnogos$é ze wfzyftkich innych, ktére wchodza

w N; bedzie w i eNc = e m —  gdzie Af, A,

Ji, S, fa koniecznie ilosciami catkiemi: uwazaigc te
utomki przywiedzione do nayproscieyfzego utomko-
s M A }i

wego wvrazu. lczeh'wiec-----——-——— —-mmmmmmm- + -
(cit—=b'z)S a'—b'z S
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) M— AS ) ) ) ) )
bedzie R~-——r— > poniewazlR ieft iloscin catka,
a—uz
M—AS musi bydz koniecznie rozdzielnem przez
ci'—b'z: wiec uczyniwlzy a'—b'z=g, musi takze

N M
bydz M—AS— o, s kad wypada A= — :wynaydzie*

my wiec. A wlozywfzy w M, Sfz— b_ wyciggnio-,

iye z zrownania n>—b'z=o0. Tym za$ fpofobem,
ktorym odkryliSmy A, wynaydziemy wfzyftkie inne
czaftkowych utomkow liczniki. Wfémy n. p. fun-
7-H2+-2S2
z(i—z-)(i—32z){i—sz)
gdZiie Af=i-t-z+jz*', 8§==(i—z)(i—jz)(i—fz) - - -

kcya iuz dawniey rozbierang

a'—b'z=z, czyli ci—o, b'= —ij wltozywfzy z=o0
W M, S, bedzieﬂz i=A. Chcgc, wynalesdz B,
5
bedzie a'—b'z=i—z, czyli a'=i, b'c=j, z—i,. - -
S=z(.i~-iz)(i—rz)-,— = — =B. Na C bedzie - -
S 8
a'—b'z=i— 52, z= S=z(t—z)(i—?z), Ai=—
i S
$— _* _ 2j.l—— — E£~=C\ Na wynalezie-
27 S 4 8
nie D bedzie z= — ,S=z(i—z)(i—]%)~ =
r 2s-s.
M=—, ~L~_LI1L = D. Przeto funkcyg - -
S, S

2(~i—zl%(-1—js)(i—sz) z S (i—z) 8(i— $z)

y
+ Tym famym fpofobem poftepuigc fo-

bie z utomkiem L& = — Y=

i-+-Z2 i+zz M_ A
Z---Z* z(l+z)(l—2) N z
M3

o
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ktore fie za kazdem dziataniem odmienia; znaydzie'-
my A=i, B=—i, C— i, utomki za$ profte na kto-

re' fie funkeya rozbiera — — —k—t—~—.
z -7 i—z
Przyftnpmy teraz do rozbioru funkryi na utomki
czaftkowe, kiedy N zamyka w fobie mnozniki ré-

Wne DowiedliSmy iuz, ze naten czas ﬂ rozebraé
N

fie moze na tyle' utomkéw CzaftkoWych, ile' wykta-

dnik N zamyka w fobie iednosci, to ieft: ze - - ~

(V—Db'z)mS (ak=b'z)m /«<'—bzim-1
¢ , D K R
(a'—b'z)mz (a'—b'z)m3 ' ~+ a—'bz + V

gdzie V?, B, C, M ,K,R,S, fg ilosciami catkiemi; 5 za$
znaczy innych mnoznikéw nierownych wchodzacych
w N. Przywio6tfzy te utomki profte do iednego
mianownika, i rozmnozone przez S przeni6fl zy na
iedne ftrone zréwnania, otrzymamy:

M—S(A+B(a'—b'z)+C(n'—bz)-+ .-K(a'—b’z.)m-\)

(a'—b'z.)m

=R . AzeKieft iloscig catkag, wiec zeby zréwnanie to
mogto mie¢ mieyfce,licznik pierwfzego cztonka, musi
bydz koniecznie zupetnie rozdzielnym przez miano-
wnika, a zatom a'~b’z ieft koniecznie mnoznikiem
mcalego licznika; uczyniwfcy wiec a'—b'z— o, caty li-
cznik ftanie fie zero: aze terminy wfzyftkie poczg-
wfzy od B fg mnozone przez «'—I1)'zHwiec te fta-
wfzyfie zaraz zera, odpadng, zoftawiwfzy M—AS— o,

Al
s kad A = —O: gdzie nam trzeba pamietaé, iz nie

wprzéd A— poki w M, S, nie wltozemy za z

wartosci
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'wdrtosci wyciggnioney z zréwnania a'— b'z— o, czy-

jj Ale aakze odkryiemy A, B, C, D, it. d?

Nie zgubmy fie tylko w nafzem rozumowaniu, a fa-
itwo tego dokazemy.

Poniewaz M— AS ieft zupetnie rozdzielnem przez
a'—b'z-, wykonaymy dzielenie, i wieloraz stad otrzy-

j, .. Al— -,

many nazwiymy T, bejdzie-————---t;——— T kiedy zas
«4'—b'z
rozdzielemy caly utlomek przez a'— b'z, mianownik
zmnieyfzy fig o ieden ftopien, i zréwnanie pozoftate'
bedzie:
T—S(B+C(a'—b'z)+D(d'— fc'22)1- - K(a'—b'z)m~1)

(a-——b".z)m~1
Teraz znowu R ieft iloscig catkg, wiec znowu uto-
mek catly pierwfzego cztorika musi bydz rozdzielnym
przez ci'—b'z, p6tozywfzy wiec a'—b'z=o0, caty li-
cznik bedzie zero, ale niektére w nim terminy roz-
mnozone przez a'— b'z, zaraz odpadna, zoftawiwfzy

T
T—SB—o0. skad B=— , co nam ‘da "warto$¢ na B,
S

'wtozywfzy w T,S,z— Poniewaz T—SB ieft

zupetnie rozdzielnem przez a'—b'z-, wykonaymy to
dzielenie, i wieloraz stad wypadaigcy nazwiymy 17,
**_SIS

, takim fpolobem caty pierwfzy czto-

nek zréwnania rozdzieli fie znowu przez a'—b'z, i
zoftanie

U—S[C-hD(a'—b'z) - -
(a'—b'z)ym—

gdzie znowu .R bedac iloScig catkg uczyni
cztonek zupetnie

—52;H1~3] _ p

pierwfzy
rozdzielnym przez «'—b’'z, a za-
tem a'—b'z=0"'} zoftawi U—SC— o, s kad C— ta-

kim
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kim fpofobem cagnac nafze rozumowanie przyidzi/-
my do wynalezienia wfzyftkich licznikéw utomkow
czaftkowych. W calem tem dziataniu widze'my, ie
S zoftaie zawfze przy tey famey wartosci, a famo
tylko Af odmienia fie przez dzielenie, ktére za Kkar
zdym wynalazkiem iefteSmy obowigzani wykony-
wac. Prawidta te wfzyftkie iasniey fig iefzcze wy-
dadzg w przyktadach.

Niech bedzie — = L+5I = £
N (1—2z)3(1+2) f (— "™2)3
b o .. o
- — + - H , gdzie Afts=i+2ai - -
(1—22y 1--—-2Z 1+z
S=I-bZz, |—2Z=0, Z— L, A— "L — L, —T Id1
2 S 6 i—2z
— TZ-héz* _ i—jz_r B_ T _ , T—BS
6(1—22) 6 S 1---2Z
= 4. =[/, a zatem C==— = z.. Nakoniec D= —
i* S 27 S
gdzie S=(i—AZpy i+z—o0, z— ~ri, a
przeto D = — ; funkcya wiec podana rozbiera fie na
te utomki cz%?tkowe:
i« | 4 f’ o 2 1
6(1—22)3 1$(1—22Z)2 27(1---22) 27(1+z)

Tym famym, fpofobem poftepuigc fobie w innych
przyktadach, przyjdziemy do czaftkowych utomkoéw
iakieykolwiek funkcyi lktadaney maiacey w miano-
wniku mnozniki rzetelne, réwne lub nieréwne. Teo-
ryg te tak dokltadng i tak proftg rozbierania utom-
kéw Ikladanych na profte winniSmy W. Geometrze
Janowi Bernoullemu.
§. XXXVI.

Przypomniymy fobie teraz co nas wcingto w po-
trzebe rozbierania utomkoéw fktadanych na ulom, ki
profte. Bawigc fie nad wlafnosciami fzeregéw zwro-

tnych
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tnych, potrzeba nam byto wynalesdz kazdego wfzcze-
go6lnosci ivyi'dz ogb6lny, ten tatwo nam fig pokazat

w funkcyach utomkowych proftych wzoru —
i— pZ

A - .
— —e ale chcac nafze uwage rosciagng¢ do u-

Ci—pzy

tomkéw zawikleyfzyeh, pokazato fie ze wynalazek
ich wWyrazu ogodlnego ledwo iefl; podobny: potrzeba
nam wiec byto utomki zawiktane przerobi¢ na pro-

ftej s tych kazdy przywiodtfzy do wzo ru---é—--be-
f—pz
dzie iego wyraz ogo6lny Apnzn: a iako zbior tako-
wych proftych utomkéw réwna fie utomkowi poda-
nemu, stak zbiér wyrazéw ogdlnych na utomki -czg-
Itkowe roéwny bedzie wyrazowi ogolnemu funkcyi

L] Af
poc}a}{ney. Niech bedzie funkcya podana — , ktérey

. A B c .
utomki czaftkowe' fg 1 + it d
t—pz i—Qgz x—rz
bedzie (Apn-hBgr+Crn-b i t. d. )2n wyrazem og06l-

nym funkcyi N e Gdyby dwa z mnoznikéw miano-

wnika N, byty fobie rowne, to ieft p=q, mielibySmy
A R

-+
(l—pz)- I—pz
lly ieft (n+i)Apnzn; drugiego Bpnzn, kltadac za A+-

i picrwfzego utomku wyraz ogdl-

B, 3j bedzie wyraz og6lny utomku [(vA-+.B)pn
+Cr™]s»*N ; t lezeli w N trzy mnozniki fa roé-
wne, to ieft p-~q==r" jpg0 Wyraz og6lny bgdzie - -
(VI-bJ) (n*2)

e Ap~z"; ale iezeli oprocz tych trzech ré-

wnych znayduie fie iefzcze ktory nieréwny, rozbiér

Pr*yftérowii,,
nic poprzedza
incéy teoryi

do wynaydo-
wania wyra-
tow ogélnych
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na ten czas utomku ”~ na utomki profit ftaie fie po-

trzebny; te'a rozbidr, nie moze nas przyprowadzié

A A
tyiko albo. do. wzoru -------- albo do --------- —; ka-
i—pz / (i—pz)n

zdego z ofébna znaiac wyraz'ogolny, znaydziemy

wyraz ogolny famey funkcyi ikiadaneyM Zobacz-

my to w- przyktadach:
l. Niech bedzie fzereg i-h~z+~z~-hyz-f+nz~N+iSz»
*hzez6-h i t. d. powftaigcy s funkcyi utomkowey - -

— + 2Z.— | iakiz iego wyraz og6lny?
/—z2—122
Wynaydziemy naprzéd mnozniki mianownika u-
czyniwfzy i—z—zz=0, co nam da z-h— ——, i
z
Y- 1 zgubiwfzy zwigzek- te' dwa mnozniki
z
chcac ie przywie$sdz do wzoru i—pz, mnoze pier-
i—
wfzego przez ------—-- , i odmieniwfzy znaki wypadnie
z

i— L~H~2ht-z: drugiego, rozmnozywfzy przez - -
z

otrzymamy z— ktéore maig wzor
z z
. . IA-2Z
t—pz: bedzie wiegc.
p € € 77,
-C -1 -y
B , fzukaiac licznikéw podtug dopiero wy-
-<rkF>

tozonych prawidet znaydziemy A= - .-
4
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B=J_TI1V— przeto wyraz og6lny (ApntBgn)zn W

2

teraznieyfzym przyktadzie potozywfzy p = ,

= i=p -, ~+ (Lxly --

1

S,

1. Wynalesdz wyraz ogolny fzeregu i-t-z-h'z2-h

223+-"z4-h"zr-h4z6-h i t. d. wypadajgcego z utomku

i i .
— e utomek ten rozbiera

i—z— z2N+Zz% (i—z)2(i+2)
fie podtug fpofobu podanego na te profte';
| 1 1

+ pierwfzego wyraz ogolny
iefl — — drugiego — z”, trzeciego — (— i)”"zn,awiec
2 " "4 4
212-¢-Ni/
wyraz ogoélny fzeregu podanego ieft:---------—-- zn,

znak wyzfzy nalezy w nim do liczby n parzyftey,
nizfzy za$ do nieparzyftey.

Zbierzmy teraz na uwage te prawdy, ktéresmy o
wyrazach ogélnych doftrzegli. Kazdy utomek profty

wzoru —— ”, przyprowadzit nas do wyrazu og6l-

nego Aplnz%, ktorysmy oznaczyli przez licznika u-
tomku A, i przez wfpot-czynnika nieznaney z-, po-
niewaz wyraz ogolny zamyka w fobie kazdy termin
fzeregu wypadaiacy za nadaniem wartosci ii, zamy-
ka razem zwigzek zachodzacy miedzy terminami fze-
regu i miedzy licznikami utomkéw proftych A, B, C,
i d. s tego wiec zwigzku mozna wyciggng¢ war-
tos¢ licznikow przez wfpoét-czynniki fzeregowe ro-
wnaigc termin fzeregu, z wypadaiacym tego famego
porzadku terminem z wyrazu og6lnego. Zeby fie nie
myli¢ W znaczeniu, wyrazaé¢ odtad bedziemy przez A,
B, C, D, it.d. liczniki utomkoéw proftych przez kté-
N re dany

Iwjr e AE

J mkéw”

pfoftych_j ter.
minami ficrc-

gu.



1£50 Algebry Czes$é 1I.

re dany bywd wyraz ogélny; prze2 a. 8. c. >,
i t.d. znaczy¢ bedziemy wfpét-czynniki fzeregu po>
witajacego z iakiegokolwiek utomku. Niech wiec

mA+-Bz-j-Cz*-h D z3+m E z % - TPzn+ Q zn'i'l-\-Rzn~i~2 =« =
mnXz™+Yz™M+1Zz2n{2 i t. d. (<l

znaczy fzereg powfbaigcy z rozbierania iakieykolwiek
funkcyi utomkowey.. lezeli ta funkcyg byta proita

-— — , pierwfzy iey termin wyciggniemy z wyrazu

'Og6lnego a przn uczyniwfzy - o s kad wypadnie
=a— a to ieft; ze pierwfzy takowy termin ieft za-
wfze rowny licznikowi uiomku’.c Iezgli ta fgﬁnkcya

rozbiera fie na dwa utomki profte -+ —
[ i— a2

iey wyraz ogoélny ieft (ap-+8q )z, pzachodzqq nam
w tym przypadku dwa liczniki A, B, do oznaczenia,
na co potrzeba dwoch zjréwnan: wyciggniemy te dwa
zréwnania z wyrazu og6lnego za nadaniem dwdch
réznych wartosci n, a zatem licznik kazdy oznaczac
fie bedzie przez dwa wfpo6t-czynniki poczgtkowych
terminow fzeregu; to ieft uczyniwfzy w w.yrazie o-
goélnym . ~... wypada a =a +8 . -- (a). uUczyniwfzy
potem .- i, otrzymamy a s -s8q-8 - - - - (b)

kombinuymy (a) z (b), to ieft mn6zmy nafamprzéd
(a) przez ,. i odciggniymy od niego (b), wypadnie:

WmA=— - Mnézmy powtdére (a) przez o, i od>
qg— p

tra¢my od niego (b), co nam da - - B— n

mamy Wiec licznikéw ulomkow proftychPA . !I, wy-
razonych przez dwa poczagtkowe terminy fzeregu
A. 8. i przez, ftopnie ftéfunku , . o lezeli funkcya
ntomkowd rozbiera fie na trzy profte, potrzeba nam
na oznaczenie trzech ilosci nieznanych, tylez zré-
wnan, ktére wyciggniemy z wyrazu ogélnego, na-
dawfzy
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dawlzy trzy rézne wartosci n: bedzie wiec w tym
przypadku kazdy licznik utomku proftego wyrazony
przez trzy poczatkowe terminy fzeregu, i przez fto-
pnie zwiazku p, g, r. Zgota tyle nam potrzeba w
tem dochodzeniu zréwnan, na ile utomkow proftych
rozbiera fie funkcya fktadand: te zrownania otrzyinu-
ie'my z wyrazu ogélnego, ktéry nam ich podtug po-
trzeby moze doftarczné: idzie wiec zatem, zs z Jakie-
gokolwiek utomku fktadancgo, rodzacych lie utom-
kow proftych liczniki mozemy wy razi¢ przez
poczatkowe wfpot-czynniki terminéw fzeregowych:
liczba tych wfpdét-czynrukéw taka bedzie wchodzi¢
w wyraz kazdego licznika, iaka ieft liczba utomkow
proftych, na ktére' fie funkcya rozbiera. Co oczywi-
scie wypada z uwagi n;d fzeregami i odpo.wiadaig-
cemi im wyrazami ogo6lnemi.
§. XXXVII.

Poniewaz kazdy termin fzeregu wyciagaiac go z
Wyrazu ogélnego oznaczamy przez liczniki utomkéw
proftych; te za$ liczniki potrafierny wyrazi¢ przez
poczatkowe' terminy fzeregu, wiec mozemy kazdy
nayodlgleyfzy termin fzeregu wyrazi¢ przez terminy
poczatkowe'. lezeliSmy wiec w fzeregach zwrotnych
potrzebowali pewney liczby tuz poprzedzajacych ter-
minéw, mozemy te liczbe tuz poprzedzajacych ter-
minéw zmnieyfzyé, a na ich mieyfce' wpro\vadzie
poczatkowe terminy fzeregu. S kad nam wypada
naftepuigce do rozwigzania zadanie: ,lezeli fzeregu
., Zwrotnego termin kazdy zawift od liczby pewney
jj tuz poprzedzaigcych, wyrazi¢ ten fam termin przez
., liczbe, mnieylzg tuz poprzedzaigcych,,

Zacznlymy od nayproscieyfzj*ch fzczegdlnych prz}'-
padkéw. Daymy n.p. ze fzereg zwrotny powftat z

utomkoéw mianownika i— a'z-\-b'z'l, kazdy wiec w
nim termin zawift od dwoch tuz poprzedzaigcych, tak
dalece, ze n. p, C=a'B—Jb'. lezeli utlomek ten

fktadany rozbiera fie na dyya profte A -h . B
-pz  i—Qz
N2 bedzie

S "

iacych uwdg"
wypadai* no.
wi "Ufnosci

do™wUzku*
termindw,
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bedzie a'=p+qt b'=pg, a wyraz Ogélny takiego
fzeregu (Apn+Bqn)zn. Chcac s tego wyrazu wycia-
gna¢ terminy fzeregu P, £5 znaydziemy P=Apn -+
Bgn, Q=Ap .pn+Bg.qn. Zwazywfzy dobrze zada-
nie nafze', zobiczemy iz w niem o wiecey nie idzie
tylko o wynalezienie zréwnania miedzy P, Q. Kom-
binuymy wiec dwa oftatnie s fobg, a otrzymamy;

Tg—Q —4 (q—p)pn - WPp—Q =B (p—q)qn. Ktdre ro-
zmnozywfzy przez fie, i wtozywfzy za p-hq, a

za pg, b- za —p2—qg2+ 2pg— — [(p+Qq)2—
= — [n'n'— 4&', czyli jb'— a'a'-, otrzymamy
P-b'—PQa'+-Q2=ABUb'~-a'a')b'n. - - - (K).

a poniewaz liczniki utomkéw proftych A,B, wyrazi-
liSmy_bylij)rzcz poczatkowe”™ wlpédt-czynniki fzeregu,

: Ag— B Ap—B .
—:-_.q_ _____ , - B= --F-) ----- > bedzie
4+p __ P-4
A2b'— A Ba'+B2 I . ) x
AB = - wiozywfzy te warto$¢ za
46— d a

A, B, w zréwnanie (K) wypadnien
p-b'—PQa'+Qr=(A2'— A Ba'-bB2b'n. Zrdéwnanie
zgo ftopnia, ktoére rozwigzawfzy otrzymamy:
Q= '+V~[('4a'a'— b'jP 2+ (A2b'— A Ba'+B1)b'n"\
iezeli wiec termin iaki fzeregu zwrotnego zawift od
dwoéch tuz go poprzedzaiacych, wyrazi¢ go mozemy
tylko przez ieden, ale na ten czas rozwigza¢ nam
trzeba zréwnanie igo ftopnia. To zréwnanie dale-
ko nam ogélniey rozwiezuie nafze zadanie, nizeSmy
ie poieli, bo maigc dwa pierwiaftki, daie nam nie
tylko termin tuz naftepuiacy, ale i tuz poprzedzaigcy
Pi pierwfzy wypadnie, biorac znak dodatny przed
cechag pierwiaftkowa, drugi za$, biorgc znak odiemny.
Poniewaz za$ w teraznieyfzem zadaniu nie idzie, tyl-
ko o termin tuz naftepuigcy po P, dla tego potozy-
lismy tylko fam ”~nak dodatny przed cechg pierwia-
ftkowa. Lubo Q zamyka w fobie wyraz pierwia-
ftkowy
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fikowy, ze ze iednak nie mamy do czynienia tylko
s famemi terminami wymiernemi; Q bedzie konie-
cznie wymieniem, i funkcya pod znakiem pierwia-
ftkowym ieft koniecznie zupetng potegg druga.
Maigc fzereg powftaigcy z utomku mianownika
j—a'z -+b'z2—cz 3, ktérego utomki czgftkowe fg --

L B---tU-———L-- 'wyraz zas ogolny - -
j—pz 1—qz 1—rz

(Apn-hBgn-i-Crn) zn, gdzie a'==p+qg-i-r, b’=pqg+pr:hgr,
c'—pgr: kazdy termin w takowym fzeregu zawisnie
od trzech poprzedzaigcych tak dalece: ze R=a'Q— b
P+c'O: chcac R wyrazié przez dwa tylko poprzedza-
jace Q, J5 a dziataigc tym co wyzey fpofobem, be-
dzie: P=Ap'ntBqgn+Crnl Q— Ap.pn+Bq.gn+Cr.rn,
R— Ap'l.pn+Bg*,qn+Cr2.rnj S tych trzech zréwnan
miedzy lobg tak iak przdtem kombinowanych wypa-
dnie zréwnanie jgo ftopnia uczace nas, ze iezeli ter-
min fzeregu zwrotnego zawift od trzech poprze-
dzaigcych, wyrazémy go przez dwa tylko-, ale na ten
czas rozwigza¢ mufzemy zréwnanie igo ftopnia.
A spodobienftwa dziatah wnofzagc podobienftwo wy-
padkéw na inne fzeregi, powinnismy widzie¢ w fa-
myeh poczatkach te og6lng prawde: ze iezeli termin
fzeregu zawift od m tuz poprzedzaiac3rch, chcac go
wyrazi¢ przez liczbe m— 1, wpadamy na zréwnanie
Itopnia m, ktoére iakokolwiek pokaze fie niewymier-
ne i zawiktane, zawfze iednak po nadanych przyzwoi-
tych wartosciach iloSciom w nie wchodzgcym ftanic
lie wymieniem.

Zatrzymawfzy fie nad $wiezo odkrytemi wiafno-
sciami fzeregow zwrotnych, doitrzezemy nawet; ze
kazdy termin w takowym fzeregu moze fie przez
jakiekolwiek spoprzedzaiacych wyrazi¢. Kazdy bo-
wiem wyraza fie przez tuz poprzedzaigce', wiec kila-
dac za iedne poprzedzaigce ich znowu wartosci w
drugich poprzedzaigcych, mozemy od Jakiegokolwiek
terminu cofng¢ lie az do poczatkow\ch, i wyrazié

Nj go przez
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go przez funkcya poczatkowych lub iakichkolwijfc
innych poprzedzajgcych go w fzeregu. Rachunek przez
eliminacyg mdégiby nas o te'm nayoczywisciey prze-
kona¢, ktéry azeby fobie fkroci¢, uzyimy znowu ng-
fzego poczatku §. p. Wezmy w fzeregu (/) termin
raaigcy iaki$ ftélunek z odlegleyfzym na odwrot w
w fzeregu, n. p. Xz2n, ktérego wyktadnik dwa razy
wiekfzy od Pzn, wiec chcac P wprowadzi¢c w wy-
raz X, z natury wyktadnikéw mufi P bydz wyniefio-
ne' do potegi drugiey; wprowadziwfzy wiec trzy
niewiadome ilosci f7 g, h, do oznaczenia trzech- tei'-
Ininbw potegi drugiey; bedzie

X=fP2+gPQ —IliABb'n - - - (c)
poniewaz za$ wyraz ogo6lny cLiie nam, P— Apn-hBgn
. - Q=Ap.pn+Bg:qgn_- - - X~Ap2n-hBg2n - - (d)
ktadac w (c) za P, O iego wartos$¢; i tak przero-

bione' réwnaigc z (d), otrzymamy tyle zrownan ile
terminéw, ktére nam poflu':;;} na oznaczenie trzech
wprowadzonych nieznanych ilosci.
fA2p2n 4-fB2.gln+2fAB.b'n
gP a=zgAp.pln+gB2g.g2n+tgABa'.b'n
— hABb'n- - - - - —hAB.b'n
réwnaigc drugiego cztonka terminy podobne z (d)r

znaydziemy: f+gP— Tt f4+ 81— - 4q-
B—A s Ap— Bn -
25+ga'— hz=o0, a przeto g= — -

ab(e qL_  AMp~q)

Aze z wyifzych zréwnan B—A— --—— —,

p—q
Bn'— 2 Ab'
AP— B Q= et AB(a a —<fb') =
— (Aﬂ)'—ﬁa'ﬂé*)i wlozywfzy te wartosci w
IB— Aa’
S>f> | I>wypadnie; 5= .

A2 - A Ba -+BF
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zAb'— Ba’ j__(4bt—a’'a")A
A*b'—ABa'+B2’ A~b'-ABa’'-hB>*
_ (zAb'— Ba')P*+(>B~Aa")P O
wiec a== - = rrr- Ab'n (e)
Azb'— A

W tern oftatniem zréwnaniu znayduie fie b'nf gdzie
wyktadnik n nalezy do P: zebySmy mieli wyraz ter-
minéw przez odlegleyfze fpofobem nayogO6lnieyfzym
IctorybySmy rosciggng¢ mogli do innych jakichkol-
wiek, trzebaby nam wyrzuci¢ b'n, a zate'm znales$dz

drugns Zrownanie na X-, mozemy wiec iefzcze poto-
zy¢ A ~JP~M+gO”2— hABb'n, a dzialaigc tak, iak przed-
tem znajdzjemy:

Tr__ia'b'A~(a'q'--2b")B]P'-+(zB-—a""A)Q- _ zBb'n

a'(A*b'— ABn’'4-Bl; «'
za pomoca dwoch zréwnan (e), (m), wyrzuciwfzy
b'n, otrzymamy:

__ (Ab'-Bal)P---AQ>+2BPQ
B'—a' AB+"MA1
to zréwnanie fluzy¢ nam moze za wz6r do wyraze-
nia iakiegokolwiek terminu pr7cz inny poprzedza-
jacy z wyktadnikiem potowg muieyfzym: n. p. wfze-
te"u C4)Zz2>+1-wyrazié mozemy przez Q, R, kia
dac Q za P, R Q_w zréwnaniu (n): bedzie wiec
J (Ab'-Sa')Qz—AR*+2BQR.
~ B*— a'A B+b'A*_
A poniewaz R=ci' Q— b'P uwazaigc fzereg ($) iako
powftaigcy z utomku mianownika j—0'z+b'z™i wto-
zywfzy te warto$¢ za R, -wypadnie®
(Ab'—Aa’'q'-t-BfI)Q i+2b'PQ(Aa'— fl)— bb'2 P*
B-+aTA B+b'A*

Maiac Z, X. znaydziemy frzodkuincy miedzy ni¢mi
N4 " -termin
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termin Y w fzeregu (). Mamy bowiem Z=aT —

s . tf Z+b'X .
»'a. WIgC I — - to ieft: -

¥ (B— Afi)Qr-y-2b'A P O—b'B P*
b'A*— A B¢N+B1

Mamy wiec X, Y, Z wyrazone przez P, Q: ciagnac
daley ten rachunek przyfzlibySmy iefzcze do wyra-
zenia dalfzych iakichkolwiek terminéw przez P,

a iako X, Y, Z, znaczyé moga iakiekolwiek terminy
wyktadnikéw parzyftych albo nieparzyftych, tak iako
P, Q, iakie'kolwiek poprzedzajace; pokazuie fie oczy-
wiscie, ze w fzeregu zwrotnym powftaigcym z utom-
ku, mozna iakikolwiek badz termin wyrazi¢ przez
dwa iakiekolwiek s poprzedzajacych, miedzy ktére-
mi miefzaig fie iefzcze fame poczatkowe: a zatem
W fzeregu zwrotnym termin iakikolwiek bydz moze
uwazany iako funkcya pewna iakichkolwiek s po-
przedzaiacych. Gdyby nas nawet rachunek byl o te'y
prawdzie nie zapewnit, powinnibysmy ig byli s pro-
fte'y uwagi nad naturg fzeregow zwrotnych wycig-
gna¢, i dla tego luboby nalezato do innych iefzcze
zwrotnych fzeregéw to dociekanie rosszérzy¢; ze ie-
dnak kazdy bedzie w ftanie isdz w tem za dopiero
pokazang droga, przeftaniemy teraz na famym przy-
ktadzie obiasniaiacym to, coSmy w oftatnich zréwna-
niach zamkneli.

Niech bedzie fzereg zwrotny j+?x-i-i$x'1+j.7x3-h

R )}

j2jx4-t-j22x5 i t. d. -- -t-Px'IFH2x”’11 i t. d,- powfta-
. 2---2X . ] »
iacy z utomku -—---------—-- , bedzie w nim A=7?,

i— jx-1-x2
B=z7, a'=3, b'=i. Q==iP-h\f(IP*—f), a iezeli

P— 123, w=4, wynaydziemy Q="22.
Wfpét-czynnik terminu x2n ¢ - X— ~~'4P

5
Wp6t-
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Wfpét-czynnik terminu -- = N NEN
Wfpét-czynnik terminu x,n+l --2==— —— — L S:
S
§. XXXVIII.

Zwigzmy teraz to, co nam fie z uwagi nad fzere-
gami pokazato. W nich chcac odkryé wyraz ogolny,
mufieliSmy mianownika rozbieraé na fwe mnozniki,
s ktorych powftawaly utomki czaftkowe’. "Potrafili-
smv przez dopiero poprzedzaiacy 8. .liczniki utom- na

ow proftych ozndczac przez boczq%'kowe termmy
fzercgu: gdybysSmy iefzcze przez terminy fzeregu mo-
gli mianowniki utomkéw proftych wynale$dz, mie-
libySmy nowy fpofob rozbiegania funkcyi fkiadaney
na fwe' mnozniki. Dotad bowiem ten rozbi6ér czyni-
liSmy za pomoca zréwnan, ktéry tak daleko tylko
moze fie¢ rosciggna¢, iak daleko nafze wiadomosci o
zrownaniach zafiggaig. S kad tatwo kazdy fobie
whniefie, ze gdyby teorya fzeregéw nauczyta nas fpo-
fobu innego wynaydowania mianownikéw utomkéw
proftych; nauczytaby nas takze fztuki dochodzenia
pierwiaftkéw jakiegokolwiek zréwnania. Mianowni-
ki utomkéw proftych wyrazaliSmy wzorem /— pz-,
maiagc wiec p, mamy to wfzyftko co do odkrycia
mnoznika proftego w funkcyi, a w zréwnaniu do
odkrycia pierwiaftku nalezy. Szukaymy czyli ter-
miny jakiegokolwiek fzeregu nie odkryig nam war-
tosci na p.

Daymy ze funkcyg fkiladana rozbiera fie na u-

tomki czaftkowe — —+ B H-—— -+ it d a
1—pz 1—qz 1—rz

zatem —pz)(1—qgz)(1—rz) it d: wyrazem

za$_ogolnym tey funkcyi ieft: (“p"+B(]’H-Cr I-+-'i.t.d.) 2*
— Pz". drugi po nim naftepuigcy termin w fzere-

gu, ma wyraz ogélny (Ap.pn+4lg.q"+Cr. rn4-| t.d.;2
N's =

Tc
géwzwrol*
tnych prowa-
dzinasdowy
X *')"'*
|er¥?Ic A\ (b
wdy w zré-
wnaniu,

"t
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— 2-"'11, gdybySmy chcieli s tych dwoch wyra-
z6w wyciagngc warto$¢ na p; potrzebaby, albo q, r,
i t. d, wyrazi¢ przez p, co ieft rzecza barzo trudna;
albo zeby q, r, i t. d. w terminach catkiem znikly.
GdybySmy nawet potrafili g, r, wyrazi¢ przez p,
niewielebySmy na tem zyflcali; bo wpadtfzy na zré6-
wnanie ftopnia n, niebylibySmy w ftanie rozwigzaé
ie. Zeby za$ q, r, i t. d. znikng¢ mogly przed pt
potrzebaby naprzéd: aby q, r, byty burzo mate wzgle-
dem p; powtdre: aby wbyto liczbg niefltoriczenie wiel-
ka; wiemy bowiem 2z Arytmetyki, ze liczby nier6-
wne tem lip barziey od fiebie w wartosci oddalaia,
im do wyzfzey potegi bywaig podniefione; gdyby
wiec p byto wiekfze od g, r; w wyzfzych potegach
corazby ie barziey przewyzfzato, tak dalece, ze \V
potedze n nielkonczenie wielkiey, g, r, zupetnieby zni-
kty w poréwnaniu p. Zniknawfzy q, r, zoftanie fie
z wyrazéw og6lnych Apn=Pt Ap.p™— '~ wiec - -

__p, to ieft: ze termin nielkonczenie odlegty w

fzeregu,‘rozdzielony przez poprze'dzaigcy, dathy war-
tos¢ na p zupetna. lezeli za$ n nie bedzie liczbg
niefkonnczenie wielka; q, r, nie znikng catkiem przed
p, ale tem beda od niego mnieyfze, im n bedzie
wiekfzem; iezeli wigc za n wezZzmiemy liczbe zna-
cznie wielkg, a maleigce barzo q, r, opuizczemy;
bedziemy mieli tylko wartos¢ blilkg prawdy na p,
|
uczyniwfzy © to ieft: iezeli Wizmiemy w fze-

regu barzo odlegle terminy, i ieden z nich rozdziele'-
my przez poprzedzajacy, otrzymamy za wieloraz p,
s ktorego i—pz da mnoznika funkcyi: ten przero-
biony na zréwnanie przez wprowadzony zwigzek,

wyda i—pz=o0, z= —, iezeli wiec p bylo nay-

wiekfzym mnoznikiem podiug nafzego przypufzcze-
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nia, z— —- bedzie pierwiaftkiem tego zréownani:! nay-

mhieyfzym, ale tylko blifkim prawdy,

Stych barzo proftych uwag wyciagnagt W. Geome-t
tra Daniel Bernoulli fpoféb wynaydowanki pierwia-
ftkow blilkich prawdy i podat go w tomie Ill. Pa-
mietnikéw Peterzburfkich, ktérego nam tu uzycie
przypada z doktadnos$cig wytozyé.  Sjioféb ten iak
nam fie dopiero pokazal, potrzebuie koniecznie, aby
zréwnanie podane, do rozwigzania obrocie na mia-
nownika utomku; s tego potem zrobi¢ fzereg nie-
fkoniczony, ktérego dwa odlegte terminy przez fig
rozdzielone dadza pierwiaftek naymnieyfzy, ale tyt-
ko blifki prawdy. Daymy wiec ze takowem zré-
wnaniem ieft N— o. znilzczywfzy w niem zwigzek,
bedzie N funkcya, i oraz mianownikiem, a iego
wfpot-ezynniki ftopniami ftéfunku, od ktéorych war*
tos¢ terminéw w fzeregu zawifla. Nie maiac ozna?
czonego licznika takowego utomku, wezmy poczaN
kow¢ terminy fzeregu podiug lipodobanirf: wiemy
bowiem z § 52 ze licznik utomku rozebranego na
fzereg, nie wptywa tylko w warto$¢ tylu poczatko-
wych terminéw fzeregu, ile on fam ma terminéw w
fobie; s tyGh poczatkowych od upodobania termi-
now utozemy infze s ftapniow ftéfunku, a pofuna-
wfzy te tei'(Tiinny daleko, rozdzielemy nayodlegley-
fzy przez tuz ga poprzedzaiacy, co nam da wartosc

na p, a znie'y z= — , pierwiaftek naymnieyfzy zro\

P
wnania.
Przyktad iwfzir. Wynalesdz pierwiaftek niymniey-

fzy zréwnania; 1— 1$z+66z~— $0z3=n:
; s tego utomku po-
wftanie fzereg, ktorego kazdy termin bedzie funkcya
trzech poprzedzajacych; ftopnie za$ ftéfunku fa 15,
66,80, tak dalece, ze n. p. Q— ,yP— P,
N<J
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O, N, znaczg terminy fzeregu zaraz poprzedzajgc”
Q, wzigwfzy wiec trzy poc2atkowc terminy od upo-
dobania, n.p. i, z, 6, wypadnie lzereg:

i, 2,6, }s, 334, z9sz, zs7206, 2is7</$, i t. d. skad
HIL9-—5s,}92Zi=p. gdybySmy ten fzereg daley
25726
ciggli, utomek dziefigtkowy 59221 corazby malat, a
pierwiaftek przez to corazby fig powiekfzat, tak
dalece, izbySmy w odlegleyfzych terminach trafili na

*

| f
w— 8 bliflio* a zatém na 2 = —, blifkg —, ktory

ieft prawdziwym naymnieyfzym pierwiaftkiem zré-
wnania podanego.

Przyktad zgi. Niech bedzie podane zréwnanie:
j— 162+-77Z2— i34Z*\-72z*=0, wynale$dz iego pier-
wiaftek naymnieyfzy?

Poniewaz zréownanie ieft 490 ftopnia, wiec w fze-
regu s tad powftaigcym kazdy termin zawifl od czte-
rech poprzedzaigcych, to iel: Q=i6P —770+134N—
72M: wzigwfzy cztery poczatkowe' terminy od upo-
dobania, otrzymamy fzereg liczb:

o, j, 1,2, i}6, 2084, 23068, zif700, i t.d. zaczem
215700 - 1 I .
---------- ~ 9 > )S wiegcs= — = -———, to ieff
23068 P 9,371

pierwiaftek naymnieyfzy ieft bliki — :

Gdybysmy za$ chcieli zréwnania podanego odkry¢
pierwiaftek naywiekfzy, potrzebaby nam ie przero-
bi¢ na inne, ktéregoby pierwiaftek naymnieyfzy, byl
naywigkfzym zrownania podanego; to ieft trzeba u-

czyni¢ z— —, a tak zréwnanie na z, przerobiemy
X

na - - -xmtaxm~1l+bxm~2\it. d. 4- b=o.

fzukaigc potem tego oftatniego zréwnania pierwia-

ftku, znaydziemy x= -i-, a stad z=p, pierwiaftek
P

naywiekfzy- Maiac
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Maigc n. p. zr6wnanie podane: 14— 352+12%*—

Ei=o0, a uczyniwfzy w niem z= — przerobiemy i€
na ,— iax+/"~fx*— 24x1=0. s ktorego powftanie fze-
reg liczb; 1, 1, «>,49,417,i(>49,2t)66¢j,2i$80}, it. d.
238X01
2()66<)

wiaftek naywiekfzy zrownania podanego ieft blifla
g; gdybysmy daley ciagli fzereg liczb; trafilibysmy
na liczbe mnieyfza od znalezioney, ktéraby fie nie-
zmiernie mato réznita od 8l prawdziwego pierwia-
ftku zréwnania.

Maigc przytomne' w 'mysli te wfzyftkre poc£itki
1 rozumowania, s ktéorycheSmy tcrazmeyfzg wypro-
wadzili nauke, przyznamy-, ze ten fpofdb nie barzo
nam fie uda, kiedy zrownanie zawiera¢ bedzie pier-
wiaftki barzo fiebie blifkie, tak dalece, ze w wyz-
fzych potegach ich wzroft mato fie co r6zni, a zatem
nie mézna w tym przypadku iednego s takich pier-
wiaftké6w bra¢ za niknagcy w poréwnaniu drugie-
go. Na ten czas potrzeba nam koniecznie przerobié
zréwnanie podane na inne, w ktéremby dwa te bli-
fkie fiebie pierwiaftki koniecznie fie¢ barziey roznity.*
czego dokazemy kitadgc w niem za ilo$¢ nieznang
inng powiekfzong lub zmnieyfzong Jakagkolwiek liczba
fci s kad powftanie zréwnanie maigce za naymniey-
fzy pierwiaftek to tylko, co brakuie k do pierwra*
ftku prawdziwego. Maigc n.p. zrownanie podane;
23— K"N+yz-t-y™o, ktorego naywiekfze dwd pierwia*
ftki fa v f,— niczem fie od fiebie précz znaku
nic roéznigce: gdybySmy w niem podiug podanego
fpofobu dziatali, trafilibySmy na Fzereg: 1,2, 3, 8, 13,
3S, 6%, 188,313,935, Jy§ it d. s ktorych zadne'
dwie przylegte' liczby, nie daig pierwiaftku wzmian-
kowanego. Przeftepuigc zas o ieden termin, i dzie-
lac kazdy przez wtdry przed nim idacy, zréydzié-

jny kwadrat pierwiaftku fzukanego, to ieft: ilfl-

uwaginadfpo
fonem poprze
dl* »cy™,
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==— — = 111—=:y, co nam daie widzie¢, ze ile ra-
iSS 6;
zy taki trafi fie liczb fzereg, ktdérego terminy wfzy-
ftkie' na przemian daig te'n fam wielo-raz* zréwna-
nie go wydaiace, zamyka koniecznie pierwiaftki te
fanie, lecz z znakiem przeciwnym. Uczyniwfzy za$
W zréwnaniu podanem z=y-\-i, przerobiemy ie na;
j—jy+j-yi—y3=0. s ktérego powitanie fzereg liczb;
i, h 'i &% *45", 60g, 2*3$, loe+f, it d. skad;

?>--=0, 2\6\=y, Z=2,2j61i, co ieft blifkie
1094S

Sztuka ta rozdzielenia pierwiaftki! w zréwnaniu
j™N ko iefzcze rozlegleylze moze mie¢ uzycie; do-
fzettfzy n.p. przez iakikolwiek fpoféb pierwiaftka
blilkiego w zréwnaniu, a chcac to zblizenie daley po-
fung¢, powiekfzamy nafz pie'rwiaftek liczba niezna-
ng N Kktérey potem wyciggnawfzy warto$¢ z zré*
wnania, otrzymuiemy przydatek do pierwfzego
pierwiaftku, zblizaigcy nas barziey do prawdy.

Niech bedzie n.p. zréwnanie x3--f.v-+-/=0, ktore-
go blifki pierwiaftek przez iakikolwiek fpoféb zna-
taztfzy rowny — i, i a chcac doysdz blizey prawdy,
ktade x = — i, i+ b,k znaczy tu utomek maiagcy
bydz dodany do— /, /; te warto$¢ za % potozywfzy
w zréwnaniu X 34-j-x4-7=0, przerobiemy ie na;
fc3— ~MAKk2+8 ,6Bk-\-0, 169=0. a poniewaz k ieft utom”
kiem mnieyfzym od o, 1; k-\ k-, beda mnieyfzemi od
0, 001, o, 01; przeto mozemy ie cale opuécic’l;fsgzoftunie

o,

fie wiec; g,6"k-i-o, 169=0, a zatem fc=,—-----—----
8,6%

— —o, 019. Pierwiaftek wiec zrownania podanego
blizfzy, bedzie x = — {,1+k— — '<.'I?¢ Chcac iefzcze
doysdz blizey, czynie x= — 1,119+u, a witozywfzy
te warto$¢ w zréwnanie podane przerobie ie na u,
w ktoérem opusciwfcy u3,u2 zoftanie nam

+0,00385 1842=0, skad 11= —o0, 00044; x= — 1419
+ u=—1,11944; tym fpofobem moglibySmy cia-
goa¢ nafze zblizanie do barzo wielu czaftek dziefigt-

kowych.
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kowych. Nawet w przerobionych ~réwnaniach na
K, u moglibySmy nie opufzczac tylko z3,u3, a pozo-
ltate zréwnanie 2go ftopnia rozwigzawfzy, trafiliby-
Smy prnwie na te fame wypadki.
Ten fpofob barzo wygodny nale-zaloby nam rozle-
gley wytozy¢, ale iego zrozumienie tak ieft profte i
tatwe, iz przywiedziony przyktad moze nam wyftar-
czy¢ do nauczenia nas iego w iakiemkolwiek zro-
wnaniu. Newton naypierwey go podat w fwey A-
rytmetyce powfzechney, a przyftéfowanie go tera-
Znieyfze do teoryi Beynonllego ieft tylko fzczeg6lnym
tego fpofobu przypadkiem.
Druga uwaga ktoéra nam fie w uzyciu teoryi Bi'r- Teorya Bérno
noullego ftawi¢ powinna, $cigga fie do~pierwiaftkow irél
(6] wnanie mi
zréwnania réwnych. Pamietaymy ie .P = p wypa- pierwiaftki r*

wne,
dto nam z wyrazu og6lnego fzeregu, w ktorym in-

ne ilosci q,r, it. d. uwazaliSmy iako nieréwne ini-
kngce w poréwnaniu z p. Przypu$sémy teraz ze mia-
nownik utomka lktadanego zamyka mnozniki réwne,

S ktérych powftaia utomki czgftkowe----------- -+
Ci—pz)*
B —+ ¢ h----- D -1 tAd "ich ‘'wyrazy ogélné
j—pz 1—qz i—rz n - w
razem dodane beda: [(n+i)dp*+.Bpn-t-Cgn+Dr”{-it. d-i* *z >
[(n+2)Jpni-1+Bpn+1+Cgn+i+Drnirlr it . d.]zn+l
=Q zn+t; przypusciwfzy nawet ze p ieft tak wiel-
kie, iz g, r, i t. d. przed ni™“m w znacznych potegach
nikng, zoftanie fig: [(w-t-i JApn+Bpn~\=P

u-42~"pn+,-t-Bp’'l+,]=Q - - =—" — ——p>p.
[( p p'l+.]1=Q Qp (n_hi)A_\_Bp p
yfidzemj* wiec, ie pofungwfzy gdyby naydatey fze-
reg liczb z zréwnania powftaigcy, nie trafiemy na
warto$¢ p, ale zawfze nam wypadnie pierwiaftek
wifkfzy od rzetelnego, chyba zeby n byto liczbg nie-
filonczo n;jj to famo znaydziemy na liczbe wiekfzg
pier-
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pierwiaftkéw rownych: co nam dowodzi ze uzycie
fpofobu dopiero wytozonego nie moze nam fig tak
udadz iak w pierwiaftkach nierownych. Zeby wiec
podane zréwnanie mozna befpiecznic przez fpoféb
Bernoullego traktowaé, trzeba nam fie wprzéd prze-
konaé¢, czyli to nie zamyka w fobie pierwiaftkéow
rownych. lakzc tego bedziem mogli dociec?
§.  XXXIX.

Pierwiaftki rowne nalezg do fwego ogdélnego wy-
razu (a+x),n, ktory nam wzdér Newtona pokazuie.
Szukaymy w wiafnosciach tego wzoru przyzwoitey
cechy, na rozeznanie takowych pierwiaftkéw. Na
te'n koniec przypomnie¢ nam fobie potrzeba to, co-
smy w pierwfzey Czesci na kohcu §.12. o pote-
gach doftrzegli: ze maigc funkcya M(a-hx)m, i te ro-
zebrang na lwoie terminy rozmnozywfzy przez po-
ftep Arytmetyczny ok, k, ik, ]k, 4k, i t. d. znizemy ia
0 ieden ftopien; bedzie bowiem mnogo$¢ rowna "
Mmkx(a+-x)'n~1. Aze zrownanie zamykaigce: ialcg-
kolwiek liczbe pie'rwiaftkbw rownych wyrazié mo-
zemy przez (a+x)m(a‘+b'x-+-cx'l-t- i t. d.J=0, albo
przez (a-t-x)m(b+-x)n(a'-+-b'x+c'x2-h i t. d._)=0 ro-
zebrawfzy (a-hx)m, (b+x)n na fwe' terminy, i te ro-
zmozywfzy nafamprzod wfzyftkie przez a'-\-b'z+c,z'1
—+ it. d. potem kazdy z ofobna przez podtozony fo-
bie termin poftepu Arytmetycznego ok, k, zk, jk,
1 t. d. obydwie potegi znizg fie o ieden ftopien, i
zréwnanie umnieyfzy fie iednym s kazdego gatunku
picrwiaftkiem réwnym. lezeli wiec cate byto ro-
zdzielne przez (a+x)m.(b+x)nf po tem rozmnoze*

. niu bedzie tylko rozdzielne przez - - - (a+x)ni~lI.

(b+x)n~l. To atoli oftatnie’ przerobione zréwnanie
ma s pierwfzem za fpolnego mnoznika (a+x)m~I.
(b+x)n~x5 s kad wypada takie prawidto: ,,ze znizy-
» wfzy zrownanie jakiegokolwiek ftopnia »o ieden,
,, iezeli znaydziemy wniem fpolnego mnoznika s po-
lanem ; zréwnanie takowe bedzie zamykato pier-

Lwiaftki réwne.,,
Teraz
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Teraz maigc podane fobie do rozwigzania zro-
wnanie, potrzeba id nafamprzod dopetni¢, i.ezeliby
ktorych termindéw brakowato, pifzagc id w fwym po-
rzadku z mnoznikiem zero; tak dopetnione' rozmnoz-
my fpofobem iuz wytozonym przez pofrep Arytme-
tyczny liczb, ktéry lubo od upodobania zawi.ft, dla
proscieyfzego atoli dziatania obierzemy poftep o, i,
z, 3,4, 5,6, i t.d. takim, fpofobem zréwnanie znizy
fie o ieden ftopien, ktére' nazwie'my przero.bi.onem
fzukaymy powtdre przez 21. mnoznika fpdine--
go obydwom zréwnaniem. S kad wypadng oafte-
puigce' przypadki i wnjoiki do nich przywigzane:

lezeli tep mnoznik bedzie' pierwfzego ftopnia
(x— p), zréwnanie podane, bedzie miato dwa pierwia-.
ftki réowne (x—p)2

lezeli mnoznik fpolny ieft drugiego ftopnia, roze-.
bra¢ go potrzeba na dwa igo ftopnia, ktére' albo
bedg rowne albo nieréwne: w pierwfzym przypadku
Zréwnanie podane' ma trzy pierwiaftki réwne', s
ktérych kazdy wyraza fie przez tego mnoznika przy-
wiedzionego do zero. w drugim za$ przypadku zréi
wnanie md czrery pierwiaftki rowne; s ktorych ka-
zde dwa Ta roéznego gatunku i. wyrazaig fie przez ie-
dnego z mnoznikéw.

Zgota iezeli mnoznik fpoélny obydwo6ch zréwnan
ieft ftopnia w, rozebra¢ go najezy na n mnoznikéw
pierwfzego ftopnia: te iezeli bedg wfzyftkie réwne’,
zré6wnanie podane md n-t-i pierwiaftkow réwnych
tego famego gatunku; iezeli za§ beda wfzyftkie' nie-
rowne zrownanie ma 211 mnoznikéw rownych co do
liczby, a zas§ n co do gatunku; kazdemu bowiem
r6znemu mnoznikowi odpowiada para pierwiaftkow
tego famego gatunku. lezeli w liczbie n mnozni-
kow iedne' bedg réowne, drugie nieréwne, liczbe ka-
zdego gatunku powiekfzy¢ nalezy iednoscig; a zbior
ich pokaze liczbe pierwiaftkéw réwnych w zréwna-
niu podanem:

Przyktad 1. Niech bedzie zréwnanie podane —

(0] -X3—6X*
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%x3— ~xi4-2fx+24=ro, wynalesdz czyli, i wiele ma
.pierwiaftkobw réwnych?

Rozmnézmy kazdy iego termin przez podiozong
ma licz bf poftepu Arytmetycznego 4,1, z, 1,0: wy-
padnie s tad zréwnanie przerobione 4*'—ex2— i2x
-t-z$=0, ktére ma za mnoznika fpélnie z zréwna-
niem podanem: x2— 4x+4==(x— a)2, co pokazuie, ze
zréwnanie podane ma trzy pierwiaftki réwne (x—2)
(x—2z)(x—2z)— x3— 6x2-hiix—g=o0, przez to zré6-
wnanie igo ftopnia rozdzieliwfzy podane, otrzyma-
my czwarty pierwiaftek x4-$— 0,

Przyktad Il. Maigc zréwnanie x*— iox'i+ fyx 2"
¢ox+i,6~0, wynalesdZ iego pierwiaftki réowne?

Wzigwfzy poftep Arytmetyczny liczb 4,i, z, 1,0, i
przez kazdy iego termin rozmnozywlzy termin zréo>
wnania, znizamy ie o ieden ftapien: 4X3— $0X-+74X
— 60— 0. fzukaigc naywiekfzego mnoznika fpdlnega
obydwém zréwnaniom, znaydziemy go X-— >X-'ré:
ten mnoznik rozebrany na dwa pie'rWfz'ego ftopnia
daie x=2, x=$, co pokazuie ze zréwnanie podane
ma dwa pierwiaftki réwne iednego gatunku
(x—z)2— o, i dwa réwne drugiego gatunku (x— $)2~0
Mnogos$¢ bowiem (x— 2J2(x— |)2— 0 wyda zrowna-
nie podane.

Wynalazek wiec pierwiaftkdw réwnych tsawift od
fpolobu rozbierania zréwnan na fwe mnozniki, kto-
ry iak ieft niedoktadny widzielismy W §. 21. Nic
mozemy wiec przyisdz do rozeznania pierwiaftkéw
rownych tylko w pewnych fzczegélnych przypad-
kach, ktére iednak poméc nam wiele mogg W izolo-
waniu teoryi Bernoidlego. WidzieliSmy bowiem, zc
ta nie moze fie udadz chyba Z znacziiem oddaleniem
fie od prawdy, iezeli zrébwnanie zamyka pierwiaftki
rowne. Chcac przeto nauke fzeregéw zwrotnych be-
mfpiecznie i izczesliw-ie ftofowaé do wynalezienia pier-
wiaftkow blifkich, nalezy nam wprzdéd fie przekonacd
przez dopiero podany fpoféb, ze zréwnanie nie ma
pierwiaftkbw réwnych, to ieft: ze zréwnanie poda-

nu,
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ne i drugie znizone o ieden ftopien, nie maig zadne-
go pie'rwiaftku fpdélnego.

PrzebiegliSmy iuz pierwiaftki réwne' i nieréwne’
ale zawfze rzetelnej zoftaie nam iefzcze ftéiowac
fzeregi zwrotni do wynalezienia pierwiaftkéw uro-
jonych. Poniewaz kazde' zréwnanie pokazuie fie w
wyrazach rzetelnych, fzereg z niego powftaigcy, a w
tym fzeregu wieloraz z rozdzielenia iednego terminu
przez poprzedzaigcy, nie moze bydz tylko rzetelny',
idzie wiec zatem ze' pierwiaftkéw uroionych w zro-
wnaniu nie mozemy fzuka¢ za pomocg fzeregdw,
tylko zamieniaigc te pie'rwiaftki na rzetelne przez
mnozenie ich po dwa na raz. Cheagc zas fzukac
dwoiftych takowych pierwiaftk6w, potrzeba nam
znowu fzczecg6lnego wyrazu ktéryby oznaczat mno-
gos¢ rzetelng, powftaigcg z dwoch pierwiaftkow uro-
jonych: dla czego ten przypadek mufzemy nizlzym
uwagom zachowac.

ROZDZIAL DRUGI.

Zbieranie fzeregéw zwrotnych prowadzi
nas do poznania Ulomkéw ciagtych, ktd-
rych fie wyktadai;j znakomitfze witafnosci i

uzycie.
8. XL.

pierwfzy widok rzucony ogdélnie na nature i rodzay

fzeregow, podat nam trzy zadania zawieraigce' calg
rozlegto$¢ tey nauki. RozwigzaliSmy ich iuz dwa, bo
nafamprzéd wytozyliSmy barzo og6lny fpoféb ro-
zbierania funkcyi ulomkowych iakichkolwiek na fze-
regi: fpoféb wydobyty z natury ilosci nieoznaczo-
nych, ktéry ieft iednem z naypiekmeyfzych wynalaz-
kéw Des-Cartn. Wiafnosci rézne fzeregéw w tym
rozbiorze dofhze/.one pofiuzylty nam do odkryé,if\ ft6-

0Oz ! funku

Summowa.
nie fieregéw
zwrotnych,
™*cho?z*

ter
minami,
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funku miedzy wfpét-czynnikiem iakiegokolwiek ter-
minu, i wykladnikiem ilosci nieznanfy w tymze ter-
minie: co nam pokazuie uktad kazdego terminu w
iednym wyrazie ktéry nazwano w yr::em 0gOlnym.
Zoftaie nam iefzcze do wynalezienia fpoféb wracaig-
cy nas od fzeregu do funkcyi, ktora go Wydala, a
ktéra my nazwiemy Ronz™c/j (runitio, Fractio geNe-
ratrix). lezeliSmy dobrze obieli prawdy §. 32, u-
znamy ze rozwigzanie zadania trzeciego ieft naywa-
eznieyfzg czaftkg nauki o fzeregach. Mi tiiem zamie-
rzamy fobie wynalesdz kazdego fzeregu wyraz lici)li-
czony, ktoryby tyle Wartai, ile wfzyftkie terminy fze-
Yegu razem dod-ane, lub pewna ich liczba. Spoféb
ten nazwano Zbieraniem albo sumiuowaniem Sze»
regéow (Summatlo sevicy um),

Poniewaz dotad ieden tyfko gatunek fzeregow
przypadto nam roftrzafa¢, ktéreSmy zwrotnemi na-
mz\Wali; dla tego bedziemy iie tylko teraz zaftanawiac
nad zbieraniem fzeregéw do tego gatunku nalezacych,
to ieft nad Wynaydowaniem fuiikeyi ulomkowey kto-
raby byta réwng fzeregowi podanemu. Nie moz¢-
'my za$ wiedzieé¢ ze fzereg podarjy ieft ztt rotny, nie
bedac pewnemi, ze w nim kazejy termin ieft funkcyi
poprzedzajacych; pozns$wfzy te funkcya, wiedzid¢ ra-
iém bectziemy ftopnie ftéfuhku, a zatem i mianowni*
ka utomku. Nie 'idzie wiec W takim 'przypadku
tylko O Wynalezienie licznika, ktory w famych tylko
poczatkowych terminach fzeregu ieft zawarty. lakze
;9o odkryiefmy? oto przez te fame poczatki ilosci nie*
-oznaczonych, ktére nam dotad fiuzyty: maiac przez
ftopnie ftofunkU danego mianownika, wprowadzemy
w licznika ilo$ci nieoznaczone a, b,c, d, i t.d. a ro-
zebrawszy potem taki utomek na fzereg. przez po-
rownanie terminéw wypadng nam wartosci na nie-
wiadome a, b, ¢, d, i t. d Daymy n.p. ze A+Bz-i-
Czz-hDz3-+EzA - - - -hPzn+Qzn'i'l-hRzn'h-+SznJr3+

4. i t. d. ieft fzeregictm podanym: ze zwigzeK
me|oftrzszony miedzy terminami fzeregu przyprowadzili
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nas do mianownika i—a'z+b'z'—c'z3+ci'z*, bedzie
a+bz+cz-A-dz3 ,
2tomek rodagcy ktory ro-
zebrawfzy na fzereg i przywi6édifzy do zero, znaj-
dziemy: a— A - - ----- ¢c=C— Ba'+Ab’
b— B— Aa' - - d—D— Ca'+Bb'—c'A,

a przeto fumma fzeregu nazwana (i) bedzie
__ A+(B—Aa')zx(C—Ba'+Ab')z*-i-(D— Ca'+Bb'~-Ac’)z3
S i—a'z-bb'z2—c'z3+d'z4
Chcac za$ zbiera¢ -fzereg do pewnego tylko terminu
n.p. Pzn, nazwaWfzy fumme terminéw od poczatku
az do konca (s), fumme za$ terminéw od Fzn az
do Konca nazwawfzy (s)), bedzie s—s', fummag ter-
minéw od poczatku az do Pzn.
s'=Q_z'lI-1-hRzn+2+Szn4-3+ Tzn+4+ i t. d.
ktory rozdzieliwfzy przez zn''l, otrzymamy fzereg
takiego wzoru iak podany; a przeto - - - /'=
Qg;n+I+ (R— Qg")zn+2+ (S~Rn'+Qb")Zh+ 3+ (T— St\'+Rb'— Qc')zn+*
i~-a'z+b'z-~06'z23\-d'z*

co odciagnawfzy od pierwfzdy fummy, .otrzymamy
zbiér terminéw az do Pz"m lezeli mianownik utom-
ku bedzie wyzfzego lub nizfzego ftopnia, fpotob zna-
lezienia licznika bedzie ten fam.

Niech bedzie n.p. fzereg podany: i+$2+4Z'1+72'3
+ iifcd - - +Pzn+ it. d. w ktéorym kazdy termin
ieft fumma dwoch poprze'dzaigcych; mianownik za$
xitomku ieft i—z—z-, gdzie a'— i, b'= — i, A=e
mB— % Summa wiec tego fzeregu az do Pzn bedzie:

j+2z2—Qzmi-1—m (R—Q*")znt* _ 1-K22—

Pz ~
l—2—22" 1—7— Zx
gdyz R—£)«'=—Pb'. Aze wedtug 8. ?7-
S= wilozywfzy te warto$¢ za Q
w  fumme., i uczyniwfzy z— j, wypadnie fumma
liczb:

O}
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mozna wiec wyrazi¢ fumme do pewnego iakiego.
terminu, przez funkcyg terminu oftatniego.,
XLI.

Wzigwfzy na uwage fpoféb zbierania fzeregéw do-
piero wytozony, znaydziemy ze ten pptrzebuie w nas'
wiadomosci o gatunku fzeregu, i o zwigzku zacho-
dzacym mledzy |ego termlnaml obrani cho¢ Z|edne¥
i takowey wiadomosci me mozemy bydz w ftanfe na-
znaczenia mianownika utomku, a zatem ani fummy
fzeregu. GdybySmy zadanie o zbieraniu fzeregéw
mogii nie zawisie od tych wiadomos$ci rozwigzac,
niezmierniebySmy rozlegleyfzey doftapili o fzeregach
nauki. Usituymyz wiec do takiego zamiaru rozwig-
za¢ zadanie naftepuigce: ,,Maiac podany fobie iaki-
,J kolwiek fzereg, doyisdz fpofobu rozeznania czyli
» ten ieft zwrotny lub nie; a bedac takim, wynalesdz
.iego utomek rodzacy?,, Nim przyftnpiemy do ro-
zwigzania tego zadania zgddZmy fie nazywac fzeregi
te, ktore’ powftaig z utomkoéw mianownika igo, 2go,
jg°> 4go, mgo ftopnia; Szeregami igo, zgo, $go, "go,
mgo Porzadku, iakesmy iuz pod 8. 3( uczynili, mo6-
wigc o fzeregach Algebraicznych. Zeby fie dowie-
dzie¢, czyli fzereg podany iakikolwiek ieft zwrotny
lub nie; potrzebaby doyisdz, czyli Ol powftat z utom-
ku wymiernego, w ktorym ltcznik ieft nizfzey potegi
od mianownika, a przeto potrzebaby nam znales$dz
fpofob przerobienia fzeregu na utomek.

Szereg zwrotny rodzi lie z utomku przez ciagta
dzielenie, s ktérego nowy wieloraz daie nowy termin
fzeregu; potrzebaby nam wiec w te'm famem dziata-
niu fzuka¢ fpofobu wrécenia fie od tych ciggltyeh
wielorazéw do famey funkcyi dzielagcey i podzielney.
Niech bedzie J+li*+Cz~-hDzN+Ez™-h- it d. =.r fze-
regiem zwrotnym pierwfzego porzadku, bedzie iego

utomek rodzacy pierwfzego ftopnla czylis= — pRyrienl
z
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Wiec _I = _V *---k-)-~=p+qz, k+5dac p za—-<qza—|j
$ ci a a a
a przeto wietoraz tego dzielenia bedzie funkcyg fkon-
Czong: s kad wypada, ze Tozdzieliwfzy iedno$¢ przez
fzereg podany, iezeli s tego dzielenia otrzymamy
wieloraz wzoru p+qz, bez zadney refztyj fzereg
nafz bedzie fzeregiem zwrotnym Pierwfzégo porzad-
ku, -a iedno$¢ rozdzielona przez ten wietoraz bedzie
utomkiem rodzacym i razem fummag fzeregu.

lezeli fzereg podany ieft drugiego porzadku, nule

. . ; a+bz
zy on do utomku drugiego ftopnia —— =h

cl -|"y z-\rC z

- d'+b'z+c'zz

bedzie wigc — &— - - — i Wylkonawf_zy to

j a+bz
Ndzielenie i nazwawfzy wfpoét-czyfinika refzty
bb' ., , i n"z% ,
» ic ', (a otrzymamy = p U w a
fti S a+ba

zaigc to dzielenie w fzeregu niefkonczonym s, wi-
dztemy ze przezen rozdzielona iednos¢ wyda za wie-
toraz p+qz, i oprécz tego zoftanie (ie relzta rozdziel-

na przez z7T, ta refzta bedzie fzeregiem znowu nie-
b > [P

raz z utomku fkonczonego z wielorazem fzeregowym:
j j'sa a"z2 . ., s' ci"

— t=p-MBH-—----—-- —p+Qqz -+ j Wiec _ = = —-r*
s * S Ci+bz a+bz

a przeto 1-z=-L+-~- z~=p'+Qq'z:

J* a" a" 1
rozdzieliwfzy iednos¢ przez fzereg niefltohczony s, i
otzymawfzy p-A-qz, z refztg s', ktéra ieft takze fze-
regiem niefkohiczonym, iezeli przez te refzte s’ dzie-
lac powtdrnie fzereg podany s, przyjdziemy do wie-
lorazu fltonczonego bez zadney refzty™ fzereg takowy
bedzie fzeregiem zwrotnym drugiego Porzadku, kto-

04 migo

CO nas uczyj ze
J
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rego utomek = \

S '
ptcz+ — zX r - ==J.
5 p'tq'z
lezeli fzereg ieft ~sfo porzadku; utomek go rodza-
cy muli miec mianownika $go ftopnia, bedzie wiec:

ci-\-bz-br,z2 i _ a-t-6'z4-c's:it4-rf'z3
a'-\-b'z-hc'z-+d'2* ' j ci-hbz+czl
wykonawfzy to dziatanie otrzymamy za ilo$¢ ikon-
czong p+qz, i reTzte pozowata a ' , przez u,
a-{-bz+-czz

g, n",b”, znaczac wfpét-czynniki z, ktore stego dzie-
lenia wypadng. A poniewaz to dziatanie ktore' tu
odbywamy z utomkiem, odbywac¢ nalezy sfzeregiein
nieikonczonym; refzta s tego dzielenia bedzie fzereg
nielkonczony s' rozdzielny przez zz, i maiacy za cziel-

nika sj wieloraz wiec fzeregu wyrazi fie przez -L

s'zz ' "z3, s'
=p+qz-h — =p+qQzA-—-—- - i przeto — =
N l S S

a"-\-b"z

ci+bz-t-cz1l

przypadek ktéry$my wfzeregach 2go porzadku uwa-

- .S a+-bz~\-czz .

zali, gdyz ~ = R Tu wykonane znowu
S a+bh'z

To oftatnie zrownanie pokazuie ton fdm

dzielenie wyda wieloraz p®-q2 + --(E:f-n-%--f gdzie re-

a'tb"z
fztapozoftata bedzie, fzereg niefkoniczony s", rozdziel-
ny przez s2, i maiacy za dzielnika s' tak dalece ze:
5 a"lz* , s"z1

— =p"-H72-l---——-—-- =p '+q Z-h------—- * a przeto
Nl a"+b"z st ! F
ar g a"+b"z
o U rn —= -—-—— —p"+I1"z- cc nas zno-
a’+b "z s s a p

Wu uczy: ze maigc fzereg podany, i przezen rozdzie-
liwfzy iednos$¢, otrzymamy nafamprzod wielo raz
p+qz,
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w-wjz a za refzte fzereg nielkonczony j'* przez te re-
fzte dzielac znowu fzereg s, otrzymamy wieloraz
v'-Ca'z a za refzte fzereg niedouczony ktéry wyra-
zam przez s": przez te oftatnja refzte, dzielgc refzte
poprzedzaigcg s', iezeli trafie na wieloraz zupeiny
bez refzty; fzereg pod-any s bedzie fzeregiem zwro-

tnym trzeciego porzadku. A poniewaz”™ - - ==
i s i | R N
'‘m 7' > 7 , , ’\'g" jE
p-bgz + %42 p g i—
bedzie s = p_+_g_z+22
y'-hq'z+z2

pH+3”™ co prz.erobiwfzy na

utomek pofpolity, otrzymamy fumme fzeregu poda-
nego, czyli utomek rodzacy fzereg podany.

S trzech tych fzczegél.nych przyktadéw mamy mz
prawo wnies¢ fpofob ogolny na rozeznanie fzeregow
zwrotnych, i nn wynalezienie utomkoéw rodzacych-
ten fpofob z dziatan poprzedzaiacych wyciagniony i
rézwiezuiagcy zadanie, zamyka- fie w takowem pra-
widle:' ,Maiagc fobie podany fzereg, dziet przez nie-

go rednos$¢, poki nie otrzymafz za wieloraz dwoch
,, terminébw wzoru p+qz\ iezeli fig zoftala refzta s\
».dziel przez nie fzereg podany s, poki nie wypadna
.ha wieloraz dwa terminy p'+q'z; iezeli z drugie-
» g0 tego dzielenia zoftata refzta dziel przez nig
, ref~e poprzedzaigta s', poki za wieloraz nieotrzy-
» mafz dwoéch terminéw wzoru p"+q"z: iezeli ie-
,, fzcze Zoltanie fie refzta s™\ dziel przez nie refzte
Vv poprzedzaiacg s", a tak ciggnac daley dzielenie re-
.izty poprzedeaigce'y, p.rsez refzte pozoftalg z ofta-
» tniego dzielenia, przyidziefz koniecznie do wielo-
5,razu zupeinego bez zadney refzty, iezeli fzereg ieft
~ZWrotny; tak dalece: ze liczba dzielenia bedzie ra-

zem liczbg porzadku do ktérego fzereg nalezy; i
Oj- ,, iezeli
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.iezeli fzereg ieft ngo porzadku; dzielenie fkouczy
,, fie na ntym dziataniu. lezeli za$ dzielenie takim
,, fpofobem odbywane’ nie przyprowadzi cie do wie-
, lorazu zupetnego; fzereg podany nie ieft lzeregiera
;o zwrotnym .,

Obiasniymy to w przyktadach:
Maiac podany fzereg liczb 1,2,3, 3> T ,n,9, 3U
J7, 63, 33, 127>6s, i t.d. ktorego prawo cale nam
nieznane, wynaleédZ czyli ieft zwrotnym Ilub nie? i
iezeli ieft takim, odkryé¢ iego utomek rodzacy?

Podane liczby ukiadam podiug wzoru fzeregéw 7.
iloScia nieznang, to ieft: i-i-2z-i-322+ 3z:-i-724-hsz5i~
jsz6-19z21+3 iziirhi7z9+063z1°-h33z11+i27z1-+ i t.d.

(s); rozdzieliwfzy przezen iedno$¢, otrzymam — =
S
1— 27-, za refzte za$ fzereg za-Hjz3— z4-hez5— ys6
i t.d. ktéry rozdzieliwfzy przez z2, wypadnie
(s') - - - 14+43Z—z2+yz3— j-z4-K2i2;5— i326-i-4rzi—
2tjZ?+Q3Zc~— i t. d. przez ten fzereg dzielagc fzereg
F

podany, bedzie — =1—Z, refzta pozoftata: 7Z22—

723-4-2i1z4— 2325 i t.d. ktéra rozdzieliwfzy przez z2,
zoftanie fie fzereg

(s").-. 7T—7Z+21722--21Z23+49& — 40Z5F- >t. d.
Przez te refzte dzielagc refzte poprzedzajgca s', otrzy-

. s4 /-Ha2* Do
mam za wieloraz zupetny — = -————- - bez zadney

s" 7
refzty, co mi pokazuie, ze fzereg podany s, ieft lze-
regiem zwrotnym $go porzadku, ktérego utomek - -

J—272+Z72
1-Z+722 00
i+4-Z

i+3Z2+3Z2 . ) ) -
iako fie pokaze nizey.

Doftrze-
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DoflrzcrliSmy w teraznieyfzem dziataniu, ze ka-
zdy zofta?acy fzereg, ktéry md fluzyé za dzielnika*
ieft rozdzielny przez z2, co koniecznie wypada z
natury dziatania. Przytrafi¢ fie atoli moze, ze fzereg
takowy bedzie zamykat w pierwfzym zaraz termi-
nie potege wyzfzg nad zz, i na ten czas zeby nie
wprowadzi¢ wyktadnikéw odiemnych w wieloraz,
mozna caty fzereg przez te potege rozdzieli¢, ktoia
fie w pierwfzym tetminie pokaze, byleby takowga

potege potozy¢ za z1 w liczniku n-pP-

Niech bedzie podany fzereg liczb: 7,1, 1,2,4,6,7,
7,7,S, 10,12, i], 13,13, i d- uktadam z me-

po fzereg poteg:
|+Z+Z--h2Z-i+ 4 ZA+ 625+ 726+ 72’ +77~8-H829+ 1t.d.

dzielagc przezen iedno$¢, otrzymam za wieloraz

— — 1— 2z, a za refzte — z3— 2Z*— 2Z5— z6"" z>
s
2710 i t. d. to ieft: v
(s'). -- 142Z+2Z*— ZI ** +Z6+ 2Zt+2Z*+Z'>** 712

itd. przez co dzielac znowu fzereg podany s, otrzy-

mam za wieloraz — =J — 2; za refzte zas§ 2--4-j23
cl
+SZ*+62Z2%+ it. d. —s"zz, zaczein:
(s") . . .. i+jZ-t-yz2-+-<;s3+tfZ4-4-"5+7204-9S-4-

jJS8+ it.d, przez t¢ znowu refzte dzielac refzte po-
przedzaigca S', wypadnie — — 1— Z, bez zddney ic-

fzty, co nam dowodzi, ze fzereg podany ieft zwro-
tnym, ktorego utomek wyraza fie przez - - -

z—z—123
1— 2H-Z1 - - - (b).

i—z ten przywiodtfzy do utomku pofpo-
Os litego,
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litego, znaydziem * = ~_1l ; przeto
|—jZ-f-421—

fzereg poda-ny ieft czwartego porzadku, lubo trzy
tylko zachodzity dziatania: co zeby$my doktadniej
oznaczyli, niech n znaczy liczbe dziatan; p, q,r, it.d.
potegi z w licznikach utémkoéw, ¢zyli polegt przez
ktére dzielg fie refzty s', s", s"', i t. d. bedzie fze'reg
mtakowy, ktérego refzty nie lg ftatecznie rozdzielne
przez z2, ale przez potegi p,q,r, i t.d; bedzie mé-
wie takowy fzereg porzadku n+-(p— 2)+(q—2) f-
(r—2)4- i t d. o czem nas przyktady tatwo prze-
~ionaia.

§. XLII.

Spoféb rozeznawania fzeregéw zwrotnych zaleza-
cy na ciagttm dzieleniu ifedney refzty przez druga, od-
kryt nam nowy rodzay utomkow iakiemi byty"(a}7
(b), gdzie kazdy mianownik zamyka ilo$¢ catkg zta-
czong z iloscig tamang. Taikowe utomki nazwano
‘Ciagtemi (Fracfiones continuae). Przez nie wyra
Zaig fie -zbiory czyli fummy fzeregéw zwrotnych, tak
dalece, ze im fzereg iaki ie'ft wyzfzego porzadku,
‘tem fig iego fumma w dtuzfzym utomku ciggtym za-
wiera; i ten utomek ciaggnie fie bez konca, iezeli fze-
reg nie nalezy do klafsy fzeregéw zwrotnych. Nie
Imoze'my wiec fummy fzeregéw zwrotnych w utom-
ku pofpolitym wyrazi¢, nie umiawfzy fpofobu prze-
rabiania utomkow ciggtych na pofpolité. Spofob za$
ten lubo ieft barzo profty, iednakow6z dla.grunto-
whego poznania nowego tego rachunku, godna ieft
rzecz nafzey Uwagi wnisdz w fcisleyfze roftrzasnie-
nie iego natury i wtafnoséci, ktére nam tu z porzad-
ku barzo zwieztego przypada. Obroce'my wiec uwa-
:ge nafze naprzéd na poznanie rozlegleyfze natury
utomkoéw ciggtych; powtdre na fpoféb przerabiania
ich na utomki pofpolite,- potrzecie na wypadki s tad
wynikaigce i obiasniaigce nas o wiafnosciach utom-
koéw ciggtych.

Epifanie iiiom
Jtow ciaghych.
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CO do pienx'fzego : 'trafiliSsmy na utomki ciagte,
dzielac refzty zoftaigce iedhe przez drugie; ozyli chcac
to ogodlniey wyrazi¢, fzukaiac naybtizfzych wartosci
/mcatkich, tych funkcyi, ktérych nie mozemy wyrazic
zupetnie. Zebysmy wiec rozlegley obieli znaczenie
i poczatek utomkéw ciggtych, wyftawmy fobie fun-
kcya = ktdrey nie mozemy w wyrazie Ccatkim za-
wrzeé¢, ale do tego wyrazu mozemy fie co raz bar-
ziey zblizjic. Te blifkie wdrtosci znaczyé bedziemy
literami tacinfldemi a, b,c,d, e, i t. d. ich za$ refzty
pozoftate zupetne wyraza¢ beda litery greckie

A lezeli & ieft funkcyg utomkowa, fATr
kaymy wartosci catkiey, ktora ra nayblizey wyraza,
i nazwiéytny ig b; zoftanie fie wiec s tego dzielenia
refzta (u— chcac znowu tey refzty mie¢ nay-
blizfzg warto$¢ catka, mufze ig przerobi¢ na wyrai
wiekfzy od iednosci. lezeli i, bedzie - - -

1 ->i=r »~ci+ — ; poniewaz 3 ieft wiekfze
u—a

od iednosci, fzukam nayblizfzego iy catkiego wyra-
zu, ktoéry nazywam Z= s tego podzialu zoftanie fie

znowu refzta (fi— wiec — 2~ =ry>i, a

przeto fi=b+ —* fzukam znowu wartosci catkiey

nayblizfzey y, i nazywam ig c; s tego dzielenia zo-
ftanie fie refzta (y —c)<i, wiec — 3 «
y—c¢

przeto y—c + - ponie'waz -iefzcze-JT>i, fzuksm
A
nayblizfzey mu wartosci catkiey, ktérg nazywam d;

zeftanie fie refzta CA—rf)<i, a zatem — *— =%*e*>»,
Vi—&

= +

fifc
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-—\ ciaggnac tak daley to dochodzenie, mufze
£

moniecznie wyczerpac bo mufze koniecznie przyisdz
do nayproscieyfzego wyrazu, ktoérego iuz daley dzie-
li¢ niepodobna, chyba ze » nie ieft funkcya algebrai-
czna, albo ze ieft funkcya algebraiczna niewymierng;
i na ten czas dziatanie moie pociggnie fie bez konca.
Zbierzmyz teraz te wfzyftkie zblizania wypadKki.

x~a-h~ — , y=c-t--i-; —, it d,
f6 y A t,
i i
*~a+~b+ | czyh *7"a+zT+_i
y C 4 1
«E=«+ i d+ L

" TR L Jd.
A,

it d.

Ponie'waz wedtug nafze'go przypufzczenia a, b, c,
ich witifnoi¢ d, e, i t. d. fg iloSciami catkiemi nayblizfzemi ilosci
Q0O d» makéw n £>i t_d_ilosci za$ nayblizfze' fg albo te,

ktore tuz poprzedzaig warto$¢ prawdziwg, i fag od
niey mnieyfze; albo te ktére tuz ida po wartosci pra-
wdziwey i fg od nie'y wiekfze': iezeli a, b, c,d, i t.d.
fa tuz poprzedzaigcemi itnnieyfzemi od wartosci pra-
wdziwych a, yt < i t. d. refzty pozoftate —a,
fi—b, y—c (a dodatne. leze i za$ wartosci blifkie

a, b,c d, itd. fawiekfze od prawdziwych n.p. a™>a,

refzta a, a zatem — -— — /3 ieft odiemna; iezeli

ct a
@ ieft odiemne', b mufi bydz takiem; gdyz ieft tego

famego rodzaiu iloScia nayblizfzg /3; b bedac odie-
mne', iezeli ieft znowu iloscig wiekfza od Aj 8 __b=s —

bedzie
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bedzie iloscig dodatng, wiec i ¢ bydZ muli dodatne: ¢
bedac dodatne a razem nayblizfze yf iezeli ¢c>y- be-

dzie y —c= — iloscig odiemng; wiec A bedzie odie-
4
mne, a zatem i d iego warto$¢ catka naybtizfza:

d, bedac odiemne, iezeli bedzie —d= — ilo-
i
$cia dodatng, zaczem e bedzie dodatne; s kad fig
pokazuie; Ze iezeli za nayblizfze catkie wartosci brac
bedziemy ilosci mnieyfze od prawdziwych; utomek
cfagly s tad powftaigcy catly bedzie dodatny; iezeli
za$ za nayblizfze wartosci bra¢ bedziemy ilosci wie*
kfze od prawdziwych; utomek ciggty bedzie miat w
fwych terminach znaki dodatne z odiemnemi na prze-
mian. Tymze famym Ipofobem rozumuigc znay-
dziem, ze iezeli iedne ilo$¢ nayblizfzg weZmiemy
wiekfzg od prawdziwey, inne za$ po niey naftepn¢
wezmiem mnieyfze; wfzyftkie terminy utomku cig-
gtego po tey wiekfzey blifkiey wartosci idace beda
odiemne. Chcac te wfzyftkie rozumowania iasniey
widzie¢ w przyktadzie, przypusémy, ze & ieft utom-

ki¢ém pofpolitym — , przypus$ciwfzy i to ze J>B lu-
B

bo to przypufzczenie nie ieft konieczne'; dzielagc A
przez B, otrzymamy za wieloraz «, za refzte C\

A C . . B .
zaczem , gdzie C<B wiec—> j; dziele
znowu B przez C, i otrzymam za wieloraz catki b,

B . D .
za refzte za$ D; przeto — =i-t- — , gdzie D<C, a
C

zatém — > i, ktérey fzukaigc znowu blifkiey warto-

éci catkiey c, a refzte przewracaigc, przerobie ig na
ilos¢ ztozong z catkiey i utomkowey; takim fpolobem

ciaggnac



Utomki ciggte
pricrabiaia fie
unpofpolité«
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ciggnac dzielenie, przyide do wyczerpania N~omku
5 ile razy ten zamykac bgdzie funjtcyg algebral-

ezng wymierng; a iezeli zoftaigce utomki przewra-
cam za kazdem dziataniem, przewracaigc takze- wielo*
raz i robige go zcalkiego utomkowym, nie narufzam

A
nic wartosci prawdziwey Niech bgdzie

—-= —°-], biorgc za wieloraz nayblizfzg wartos¢
B 887

albo wfzyftkie liczby mnieyfze, albo iedng wiekfzg*
a inne mnieyfze; otrzymamy

.10t , 1101
TsT b+ albp — | =1
J)+l —
2+1 —/+it. d
1
J-T-l
| ~
4
§. XLIIi.

Poniewaz w utomku cigglym kazdy mianownik
Iktada fie z ilosci catkiey i tamaney; fpoféb przywie-
dzenia go do utomku pofpolite'lgo wypada s prawi-
det arytmetyki: to ieft zaczyna¢ nalezy dziatanie od
oftatniego mianownika, i kazda il6sc catka przy-
wiesdZz do mianownika danego* ktérego potem, prze-
nioffzy do licznika umnieyfzemy utomek iednym
mianownikiem: to czynigc podobnie z¢talfzemi utom-
kami, za kazdem dziataniem zgubiemy iednego mia-
nownika poki do pierwfzego przyfzedifzy, nie przy-
wiedziemy catego utomku ciagtego do iednego tylko
mianownika catkiego. Zobaczmy to w rozebranym
«a ezgsci utomku ciggltym; i abySmy nie sciosnili o*

golnosci
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gbIlnosci prawidet* wezmiemy ieden utomek ciggty
maigcy wfzedzie za licznika iedno$¢, drugi maiacy
ilos¢ jakagkolwiek,

0—a+i
T+
C-hl
d-hi
e+ it d
t i
a+l
7T ., ., . __ «A+?
a+i
b4 abc+c-(-«
¢ bc+i
a+i
I>+i
c+ 1 ___ nbcd+cd-hnd-hab-i-i
bcd+d+b
ClA
b-hi
i

d-H-i
— abcde-\-cdpA-(ic{c-\-cibc-\-e-ICibc-\rC-\'

e
+m—a+-al bede+Ae-t-ut+Hocx i
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d a
a-hn ab+a.’

b -
a-hal

~b+b’ abc-i-ca’-t-b'a
c bc-hb'

O-rfl"

c+c’ _abcd+creci'+ndh'+abr'+afc'

bcd+db’+bc’
it d

Zaltanowiemy fie naprzéd nad utomkiem ciggtym
maigcym wfzedzie iedno$¢ za licznika, dla tego ze
ten gatunek ieft nayczeftfzy w uzywaniu,- powtdre
ze uwagi nad nim mogg bydZ podobnym fpofobem
rosciagnione' do drugiego. Znofzac s fobg te utom-
ki polpolite, dofti'zezemy w ich rodzaiu, ze kazdy li-
cznik utomku pofpolitego ieft funkcyg dwdéch liczni-
kow poprzedzaigcych, i kazdy mianownik funkcya
takze dwoch mianownikow poprzedzaigcych, to ieft,
rozmnozywfzy pierwfzego poprzedzajacego licznika
przez nowa litere w utomku ciggtym, i do tcy mno-
gosci dodawfzy poprzedzaigcego licznika, wypadnie
licznik nowego pofpolitego utomku: to famo prawo
ma mieyfce w mianowniku kazdym, tak dalece, ze
wyftnwiwfzy fobie przez A, B, C, D, E, F, i t.d. fze-
reg licznikéw powftaigcych z utomkow ciggtych co
raz diuzfzych; mianownikéw za$ tychze polpolitych
utomkéw przez A', B', C', D', E' it.d. znaydziemy
miedzy niemi taki zwigzek:

A=a A'=j
B=bA+i B'=b

(k) C—cB+A C'=cB'+A' 0)
D— dC-hB D'=dC'+B"
E=eD+C E'=eD'+C"

iud, it d b,
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n,b,cd f, it d bedac ilosciami 'koniecznie catkie'-
mi, moga bydz dodatne lub odiemne, a dla nich nie-
ktore' terminy w zréwnaniach poprzedzaigcych beda
takie. lezeli nafamprzéd wfzyftkie' beda dodatne,
dzielagc ie przez fie, wypadnie:

na liczniki, na mianowniki.
B B'=6
A A A’
c _ A 1CJ_ A
~C R~ B7
(m D v
C C c Cc '
D D D' D'
i t.d it d

przypnséciwfzy nawet ze a, b, c, d, e, i t. d. nie fg
wiekfzemi od iednosci; zrownani”™ teraznieyfze poka-

B C
zuia, ze kazdy z utomkéw—>— ,— i t. d. iako tez
A B C

Bf C
~F — >~-> i t. d. ieft wiekfzym od iednosci: zaczem

muli bydz B~>A, C>B, TT>C, E]>D, i t. d. podo-
bniez B>~"', C'>B', D'>C', F>D"', i t. d. to ieft
ze mianowniki réwnie iak liczniki poftepuiac' co raz
barziey rofng. lezeli za$ a, b, ¢, d, e, i t. d. beda
wfzyftkie' albo niektére rowne iednosci, oprécz tego
niektore' term/i\ny w zrownaniach odiemne'} ri. p.

c==ii, iezeli — nie bedzie tego famego znaku z c,
B

bedzie i a przeto B>C; na ten czas wzroft li-

cznikow i mianownikéw bedzie przerwany. Uwaz-

my czyli w tym przypadku inne' terminy naftepuigce'

beda rofly lub nie? Na ten koniec wréémy fie do
P2 dawniey-
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dawnieyfzych zréwnan; poniewaz y~M- — , ¢c=>»

bedzie y— i+ — , aze y} J[f fa koniecznie wigkfze*
A

mi od iednosci, y muli mie¢ ieden znak z ~ wigc c,d,
iako nayblizfze wartosci y,J[, nuifzg mie¢ z nie'mi
iedne znaki; bedg przeto y, A, c, d, koniecznie tych*

e {amycﬁ znaf«’)W. Powtdrc E.zc-vi, gdZie Al

A
rézni fie znakiem od c; ale ze — <!> bedzie c>
B

w| >
(&)

ewiec _B bedzie tego famego znaku co i C, beda wieC
. . C . ,
koniecznie y, A, ¢, d, — f tychze famych znakéw, a

dC » .
przeto mnogos$c 5 bedzie koniecznie iloscig doda*

J) Q
tng: a poniewaz — =rf-i—, rozmnozywfzy cafe to
C
. . C . D rfC
zréwnanie przez— , wypadnie — = PrzetO

a zatem D>B, co nam oczywiscie dowodzi,

ze chociaz w poftepie terminéw B, C,D, itd. ia*
ko tez A', B', C', D', i t.d. ktory flanie fie mniey-
fzym od poprzedzajgcego, drugi po nim idacy zno-
wu zacznie wzrafta¢; wnieSmy wiec, ze fzereg li-
cznik6w i mianownikéw w utomkach pofpolitych
idzie w2raftaiac, i ze to prawo wzroftu przerwane'
W ktorym terminie, wroci fie znowu w terminach
naftepuigeych*

$. XLIV.
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Roftrzafngwfzy z ofobna licznikéw i mianowni-

kow, zt6zmy ie teraz razem na utomki pofpolite', s

ktorych kazdy wyraza warto$¢ utomku ciggtego od-

powiadaigcego mu. Te' utomki pofpolite pociagnag
iie rzedem:

“ 'A B € D E F . -

(p) F'¢7 D" v'r *& d- tak d cce ** .m
dalfzy bedzie takowy utomek, te'm fie barzie'y zblizy
do wartosci prawdziwey owey funkcyi, ktorgémy na

»

utomek ciggty rozebrali,- i oftatni taki — bedzie roé-

wny ze wfzyftkiem funkcyi wfpomnioney. Co wta-
$nie z natury rzeczy wyptywa; bo iezeli utomek cig-
gty tem lepicy wyraza fwg rodzaca funkcya, im fie
daley rpscigga, a Ikonczywfzy fie, ieft iey zupetnie ré*

N\ ny; tak utomki pofpolite — >— i t. d. wyrazaigce'
A’ B

tem dtuzfzy utomek ciagty im fa dalfze, barziey fie

do funkcyi rodzgcey zblizaig, im fg odlegteyfzej azc

oftatni z nich ogarnia caly utomek ciggty, ogarnia

takze cata funkcya taki utomek rodzaca.

Biorgc po dwa przylegte utomki z rzedu (p) i
dzielac ieden przez drugi, wypadng zachodzace mie-
dzy niemi ftéfunki; BA B C, ¢ D, D Ei t. o

AB' BC' CD' DE'
ktorych Wartosc WyC|a,gn|ona z zrownan (rtt), (w),
A’
§e4?, to0 |e1A —X—= (b—4—— ) = - o i, kila-
B' A . B' A’ B'A
dne za b warto$¢ z (n)-, zaczcem A'B—AB'=t, po-

dobnie winnych JL—, — 2. i t. d. kladac za —, —
BC' CD' B C

L) 2y 7z V - z Z
wartosc z (m)-, zas za b, c, d, e, i t. d. wartos¢ Z

(n)j przyidziemy do naftepuigeych zréwnan.
P3 BA'

wyc,ga;, (£
wufnosciu__
iomkéw ci,.
Sfych.
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BA'—AB'=j.

(q) * - CB'—BC'= —i.
DC'—CD'=i.
ED'—DE'=—i.
it d.

Zrownania te uczg nas, ze utomki (p) fa przywie-
dzione do nayproscieyfzego wyrazu; gdyby bowiem
mialy iakich mnoznikéw 1'pélnych licznikowi i mia-
nownikowi; te pokazatyby fie byty w zréwnaniach
(q) wypadajacych z ich ftéfunku. Te zréwnania (q)
wydaia s fiebie inne':

B A i

B' ~A ~—~ A'B'

C B i

(r).

C B7~' B'C"
D C i

D' c' D'C'

E D i
wW 01 E'D'

it d.

ktore' ftawiaig nam przed oczy naftgpuigce’ prawdy:
Naprzéd z 8 4? wiemy, ze A', B',C',D',E', i t.d.
poftepuigc rofna-, wiec i mnogosci A'B\ B'C', D'C',
i t. d. a zatem rdznice miedzy utomkami przylegte-
mi (p) tein barziey maleig, im te' utomki fa odle-
gleyfze: utomki wiec rzedu (p) przyftepuig co raz
barziey do prawdziwych i Sciftych wartosci. Powtore
to przyrtepowanie tak ieft blifkie, iz nad nie' nie mo-
zna naznaczy¢ blizfzego w tak proftym wyrazie;
ponie'waz miedzy dwoma takiemi utomkami zaden
inny nie moze srzodkowaé¢, chyba z mianownikiem
wigkfzym od ktérego s tuz przylegtych. Pozwolmy

bowiem ze miedzy utomkami przylegtemi _C L
C D

frzodkuie i.nnym z mianownikiem n mnieypzym od
n
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,C__mc
C", albo D', ich wiec réznica-----—--é ----- bydzby po-
n

winna mnteyfzg od = smmmpierwfza nie moze bydz
Y
*pnie'yfzg od ~  wiec iezelin<D', _ _L.>"r ,za-

m
czem utomek — nie tak fie zbliza do wartosci pra«
n

wdziwey iak ktérykolwiek z rzedu (p). Gdyby za$
$rzodkuigcy utomek byt z mianownikiem wiekfzym
od D’ aibo C', iego wartos¢ barzieyby fie oddalata
od wartosci prawdziwey nizeli warto$¢ ktoregokol-
wiek z utomkoéw (p)-, r6znica bowiem miedzy - - -

X - bytaby wiekfza od réznicy 5 c i aprze
to miedzy dwoma przylegtemi utomkami réznica
znayduie fie naymnieyfza, ktérykolwiek s takowych
utomkoéw wyraza wartos¢ tak blilkg prawdziwey,
iz zaden inny utomek wyrazi¢ iey blizey nie moze,
chybaby w wyrazie zawikleyfzym.

Uwazmy teraz iak daleko idzie to zblizenie. Po-
niewaz /3,y, J[, s i t. d. oznaczaig prawdziwe po-
zoftate refzty; zas a, b,c,d, e, i t. d. refzty bliflcie
tamtych, uzywaiac zrownan, (k), (1), beda wartosci
prawdziwe na

«— A+ — = — A + 7
/B Afi A" A\S
. Y.y-\-A B i
©) T B'y*A' B B'(B'y-hA)
~— C4+B _ ¢ 1
CA+B' ~~C + FiCAS T

D tbC D
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te wartosci prawdziwe pokazuig nam zaraz rdznice
od wartosci blifkich zamknietych w utomkach (p), s
ktorychto ro6znic lgdzie mozemy iak daleko oddata-,

C . Y as
my fie od prawdy, biorgc — namieyfce wartosci pra-

wdziwey. B}ad nafz wytkniety ieft w utomku - *

/: .CANN
———————— — wyrazajacym rozmee mledzy—— i~
Cl(C A+B") C' CIU\+-B'
chcac ten biad oceni¢, uwazmy ze A ma za warto$¢
blifkg d, od ktérey rozni fie utomkiem mnieyfzym
od iednosci, warto$ci wiec N zawarte fg miedzy d i
dzi, znak wyzfzy nalezy fie kiedy d<C<A; nizfzy za$
kiedy d>A wiec i mianownik roéznicy zawarty ieft
miedzy C'd+R' i C'(dxi)-\-B*‘ czyli miedzy D'i D'+
C',“to ieft: przypusciwfzy ze a biqrac za war-

wartosé — ¢ popetniamy biad moiefzy od

ale wiekfzy od tymze famym fp ifobem
D (I -t-c)

uwazaigc wartosci B,y>i i t. d. zamknigto miedzy

granicami b, b-br, c, c+i-, e, e-br, przez podobne

rpzunjowania znaydziem, ze biorgc za « utomki

A B DE . - -
,—, | t. d. popetniamy bftad mnieyfzy od

_____ i t.d ale Wiekfz§ od
A8 BB B '

?irr(rfr[_idrj 1U d- s ka© Pokazuie naprzdéd iak

A'(B'+Z)’

btad nafz ipft maly, i iak ten zmnieyfza fi¢ ep raz
barziey bioragc odlegleyfze utomki z rzedu (p).

Potrzecie zapatrzywfzy fie na zréwnania (=), wi-

dzemy ze réznice brane miedzy dwoma przylegte'ni

utomkami rzedu (p) fa na przemian dodatne i odie-
tpnej
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mn¢, roéwnice znowu miedzy wartosciami prawdzi-
wemi i blifltiemi zamkniete w zréwnaniach (s) fa
takze na przemian dodatne i odiemne; co nam po-
kazuie, ze utoriki rzedu (p), dzielg fie na wiekfze i

mnieyfze od wartosrci prawdziwey: mnieyfze fg — ,

cE i t. d. wiekfze zas fa B , b , E i t.d prze-
C' E' B' D F

to warto$¢ prawdziwa iakieykolwiek funkcyi (#J ro-
zebraney na utomki ciggte zawarta ieft miedzy dwo-
ma przylegtemi utomkami pofpolitemi (p), na ktére
fie przerabiaia utomki ciggte. Zeby wigc nie ftracic¢
tey oftatniey korzysci, (bra¢ fie potrzeba, aby utom-
ki pofpolite (p) byty wfzyftkie dodatne, to ieft aby
utomki ciagte byty Lakierni; a co na-iedno wychodzi;
aby za wartos$¢ blifka nie bra¢ wiekfzey od prawdzi-
wey ale zawfze mnieyfza.

Obro¢my teraz uwage nafze na dwa te podziaty
utomkoéw rzedu (p), -ktéreSmy dopiero doftrzegli.
Utomki mnieyfze i wigekfze od wartosSci prawdzi-
wey fa;
mnieylzef, —C E ,itd. Wi'ek'fze:E , E_F it

J A" C FE B' D' F
chcac mie¢ roznice miedzy dwoma przylegtemi, wy-
ciggniemy ig z zréwnan (r) dodaigc dwa razem do
fiebie, i ktadgc za C'—-A', cB' z zrownan (l),, znay-
dziem

E' c’ E'C'
ie/:efl ~b,c,d, i t.d. fg iednosSciami;tatwo nam do-
wiesdz tak iak przedtem, iz r6znica miedzy takiemi
dwoma utomkami ieft naymnieyfza; ize miedzy nie-
mi nie moze zaden inny $rzodkowa¢ z mianowni-
kiem mnieyfzym n. p. od Cl albo od A'-, ale iezeli
Py a, b,
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a,b, c,d, it. d. fg liczbami wiekfzemi od iednosci,
na ten czas miedzy kazde dwa przylegle' utomki ty-
le mozna S$rzodkuigcych wtozy¢, ile' a—i,b— J,c— /,
d— i, e—j, i t. d. zamykaig iednosci. Pozwdlmy
ze n.p. t=4j bedzie podtug zréwnan (I), (k), C'~

C
4B'+A", a przeto miedzy o >X? mozna

bédzie w+o'zyc--B-'-’i'f‘-, -ZE:-\-_A-, JBTA. gdzie widze-
B'-+A" zB'+ A'3B'+A" 6

my, ze mianowniki tych $rzodkuigcych utomkéw czy-

nig poftep arytmetyczny od A' ai do C'. ROznice

miedzy dwoma przylegtemi.

A+B A’ 1
T'+Br 1'~ A‘(A'+BY)
zB+A A+B 1
2B'+A" A'-+-B’ (A'+B")(zB'+A")
$B+A ZB-\-A 1
3B'+-A" . zB'+A' (iB'-hA")(zB'+A")
C _ 3B+A 1
C iB'+Ar~ C'(iB'+A")

poniewaz wfzyftkie te réznice fa dodatne', znakiem
ieft, ze utomki arytmetycznie poftepuigc rofng, co
wiasnie s famych pokaznie fie mianownikéw. Aze
z drugiey ftrony iednosci fg wfzedzie licznikami,- u-
tomki te fg nayproscieyfze tak dalece', iz teraz mie-
dzy dwoma temi przylegtemi zaden inny nie moze
srzodkowa¢ z mianownikiem mnieyfzym od ktére-
gokolwiek z dwoch przylegtych. Te ftme wiafnosc
znaydziemy w utomkach wiektzych od wartosci pra-
wdziwey.

S tych wfzyftkich prawd wnofi fie oczywiscie,
utomki ciagte fa nayzdatnieyfzym rachunkiem do zbli-
zenia nas do prawdziwych wartosci tych funkcyi,
ktérych nie mozemy w wyrazach catkich ogarnag, i
ze na takie utomki przerobi¢ mozemy wfzyftkie in-
ne, iako to pofpolite, dziefigtkowe i t. d.

Wréémy
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Wréémy fie iefzcze do zréwnan (r)-, poniewaz__«
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i B_ C+ i cC_ D D
B' C' B'C"” C' D' D'C\' D’
— _£4 — * d- kladac iedne wartosci za dru-
gie, wypadnie:
£E="+_j_
c' B'C'
w_ o+ 7 | |
D'~~A' ~AW “7 B*c7 [yc7
o+ I 7
E’ AB7 irc7 D/c7_"d;E7
nazwawfzy oftatni utomek z rzedu p —; --——— =x>
" ~NFOF! A’
LI z i i 1 i i
f /ACX _ _ _ — 4-—
4 it d

Kazdy wiec utomek z rzedu (p) wyrazi¢ fie moze
przez utomek pierwfzy i przez réznice wfzyftkich
\ $rzodkuiacych; te r6znice ciagng fie fzeregiem pofpo-
Ilifym odmieniajagcym w terminach znaki na wzaiem,
przeto kazdy utomek ciggly moze fie zamieni¢ na
fzereg pofpolity, w ktorego terminach znaki idg na
przemian. PrzyfzliSmy wiec do fpofobu wracaigce-
go njis od utomkow ciggltych do fzeregow; zoftaie
nam teraz iefzcze do rozwigzania zadanie; zeby s ka-
zdego jakiegokolwiek fzeregu byle odmieniajgcego w
terminach znaki na wzaiem, zrobi¢ utomek ciagly.
Nim przy(tapiemy do tego zadania rosciggaigcego fie
na szeregi jakiegokolwiek rodzaiu, mufzemy fie o-
swieci¢ o poczatku tych fzerecow ktore nie fa zwro-

tnemi.
P §. XLV.
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§. XLV.

luzesmy W §. 2}. pierwfzey Czesci trafili byli na
fzeregi rodzace fie s funkcyi niewymiernych iakiego-'
kolwiek wyktadnika dodatnego Ilub odiemnego, cal-
kiego lub utomkowcgo, gdzieSmy widzieli ze na ro-
zbiér tych wfzyftkich wzér Newtona

(P+Q)*— Pn\ I+ -£)"-> powfzechnie fluzy. W nim

powinnismy byli doftrzec, ze takze ieden tennin wy-
razi¢c fie moze przez poprzedzane podiug liczby
termin6w w funkcyg niewymierng wchodzacych. W
rozbiorze takowym funkcyi pokazuie fie barzo wiele
prawd podobnych do tych, ktéreSmy w izetegach
zwrotnych uwazali; ale ze dowdd ich Scifty i ogolny
ftuzacy do poparcia wypadkéw lamego rachunku ie-
fzcze nie ieft w mocy nafzey nauki; wiec azebysmy
nie przeftali na wierze tam gdzie naymocmeyfze
przekonanie powinno przodkowac; albo zeby$Smy
obiasnien r,:chunku nie brali za dowody; zoftawie-
mv fobie te wiadomos$ci do wyzfzych $wiatet Nie
mozemy fie iednak w tem mieyfcu uwolnié¢ od tych
fzeregow, ktére nam beda mogly wiele pomoc w
drugim Tomie teraznieyfzego dzieta, a ktére my
przynaymniey po wieklzey czesci bedziem mogli z
nabytych iuz poczatkéw wyciggnac. rakiemi fag ize-
resi wypadaigce z rozwigzania zrownan nieoznaczo-
nych wyzfzych ftopni: n. p. Maigc zréwnanie 4go
ftopnia; aij3—x3— ax3=o0, ichcagc y wyrazie przez
X, nie mozemy tego tylko przez tzeiegi dokazac.
Ale nowa trudno$¢ ktéra nam fie tu pokazuie, zale-
Zy na tein, iz w tym nowym fzeregu nie widzemy
cale wzoru, podiug ktérego utozy¢ fie powinny ter-
miny, a zatem potrzeba razem pracowac nad wyna-
lazkiem wfpot-czynnika i wyktadnika w kazdym
terminie. Newton podat na to fpofob znany Gto-
meirom pod imieniem Réwnolegtoboku Newtona
(Paralellogrammnn Nevtonianum), nad ktérego upro-

fzczeniem pracowali niektérzy, zaniedbawfzy nan
dowoau
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dowodu gruntownego ktory Newton opuscit; niekto-
rzy fzukali go ufilnie ale z malg pomysinosci:}. Za-
Crny Geometra Francuzki J.P. coufm Akademik i Pro-
fefsor Krolewski w Paryzu, podat inny fpoféb ro-
zwiezuiacy to zadanie; ktéory my wolcmy tu krdétko
wytozyé¢, niz zawiktany Newtona rownolegtobok bez
dowodu przytaczac, odfylaigc czytelnika do dziet Ne-
wtona Matematycznych (o puijcuia m atnem aticer), albo
do Kfqukl Crcimera: Introduthon a [/ ancilyfi' des li-
anes courves, gdzie ieft dofyé iasnie wytozony.
Poniewaz w fzeregach o iakich tu moéowiemy, na-
lezy nam wfpot-czynniki razem i wyktadniki wyna-
tesdz, wprowadzemy na obydwa ilosci nkoznaczo-
ne: i tak maigc zréwnanie -- ay3—x3y—ax3=0 (a)
a chcg y Wyrazi¢ przez x; x bedzie iloscig porzad-
kowag w fzeregu: czynie wiec
y=Axm+Bxm+n+Cxm+zn-hDxm+3T+Exm+*n+ it.d.
ayi=aAX3m+$ciA2(BxTi'n-+-Cxm+2n-t- i t. d.) xzm
mgAa(Bxm+n+Cxm+2n+ it dj2xr™1
+n(Bxm+n-)-CxTOran+D x»'+3"+ i't. d.)3

yx3=-4xrv+3+.Bxm+n+ 3+ Cxm+ *n+ 3+ it d

Zréwnanie pokazuie nam, ze y ieft pewng fun"
kcya x wyrazong przez zwigzek w tern zréwnaniu za"
warty, funkcya za$ x niezawiftego od zadney fzcze-
gbélney wartosci: przypusciwfzy ze ta wartos$p y, o-
znacza fi¢ dobrze przez zréwnanie (-, wilozywfzy
in w zréwnanie (. powinna ie przywiesdz do ze*
ro tak, zeby zadney fzczeg6lney wartosci nie wpro-
wadzi¢ pa x, a zatem zadnego zwigzku miedzy ter*
minami: wiec zréwnanie (a') wlozywfzy W nie za
y wartos$¢ z (bl), ftaie fie tofamem (Aequcitio idmtica)
m zatem kazdego w niem terminu wfpot-czynnik
bydz powinien zero.

Wykonawfzy wfzyftkie wyzey naznaczone' dziata-
nia, i ktadac kazdy termin pod przyzwoitg fobie po-
tega X, potrzeba nam bydz trofkliwemi, aby zadnego
terminu w dalfzym ciggu nie opuscic, ktéiyby do

ey

Teorya I,T.
fbierama fun-
keyi lub ito-
wnania na fzc
rcS"

(b%)
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tey famey potegi x nalezat; marne za$ poczatkowych
terminow dobrze oznaczone wyktadniki, poznamy ta-
two wzOr fzeregu: poznamy takze wfpoét-czynniki
czyniac kazdy termin fzeregu réwny zero: ale iakze
potrafie'my wyktadniki oznaczy¢? Na to wypadnie
nam fpoféb z naftepuigcey uwagi: Poniewaz w zré-
wnaniu przerobionem zachodza terminy, w Kktdrych
x ma za wyktadnika pewna oznaczong liczbe; pod-
ktadajac terminy s takowemi wyktadnikami pod kto6-
rekolwiek terminy poczatkowe z wykladnikami nieo-
znaczonemi, i rownaigc wyktadniki nieoznaczone z
wiadomemi, otrzymamy s tego poréwnania wartosci
na m, n; roftrzafngwfzy potem czyli oznaczone warto-
§ci na m, n, dobrze fie w dalfzych terminach nadaia,
to ieft: czyli albo nowey nie wciggng wartosci na m,
?/, przeciwney wprzéd wynalezioney; albo w porza-
dnein naftepltwie utrzymuig dalfzc terminy; to zna-
lazHfzy wfzyftko, pewni iefteSiny ze terminy byty
dobrze podtozone, i warto$ci na m,n, dobrze ozna-
czone: gdyby za$ iaka w dalfzym ciggu pokazata ile
nieprzyzwoito$¢, potrzeba to poktadanie odmieniaé
poty; poki nie- trafiemy na wartosci i fzereg od
wfzelkie'y nieprzyzwoitosci wolny. A poniewaz to
podktadanie terminéw z wyktadnikami znanemi za-
wifto od nafzego upodobania, iezeli fie przytrafi, ze
to podkiadmie kilka razy odmienione zadney nie-
przyzwoitosci nie wprowadzi w wypadkach; otrzy-
mamy kilka fzeregéw, s ktérych kazdy da warto$é
na y, ftofowna do zwiazku w zréwnaniu (a') za-
wartego: co wiasnie z naturg zréwnan. dobrze fie
zgadza; zrownanie bowiem (ci') bedac czwartego
ftopnia miéé powinno czte'ry pierwiaftki, ktérym
odpowiadaé powinny cztery rézne fzeregi nay, wy-
nikaigce s czterech utozen terminéw znanych pod
nieznanymi. Pamietaymy na te wlzyftkie uwagi w
naftepuigcym rachunku: PieYwfzy ukiad terminéw z
zréwnania przerobionego ieft:



Rozdziat II. 237
0”3 3m+5a” B x 3,n+tn+ 3fI"B*  %r«+in
+SaA*C. L
—ax3 — Axm+3 — Bx" +»+3J

4-NIN2D e x 3MH3 +AFINZE. x 3M+4»

+"BC.< -}-?aB2C »
-} aB3.” -h;aAC2> it. d. =o.
} +6nABCo
._pjeb+ant3 _ Exmi3xP3
réwnaigc wyktadnikéw $m=$, m =i, Mtn+n=m+",
s kad 51=1; co fig barzo dobrze zdatfzym poftgpem
termindw zgadza: czynigc teraz kazdego wfpot-czyn-
nika zero, wypada: ciA3—a=o0, A =i, $aA2B— A=o,
czyli B = ———-- , to famo daley czynigc znaydziem
C=0, C=— —i—, E=— —, i t. d. przeto
8i«’ 24jn4
- * .
=XHoret 0— X2l 25 T ed - - (b
ici Sm3 24%ag

Drugi raz ukladaigc wypadnie:
CiAX 3m -~"aAxBx3m'*n-h"aAB:lIx3m-i2n B -
+$aA2C (
— AXmM+3— Bx”1+,+3 — Cxm+2»+3
— ax3

+2CIA-1} O x3»""+3n+jaA2E x3m+4n

+6aApCh +~nB2Cv
+ jx' B3J +~aAcC2n it d =e.
+6aABCjj
— D%m't*3n+3 _ £jon+4,-1-3
Jm=»n+j skad m =1, "m+n=m+n+~"="n = —2,

A3a—A= 0} A=z+JL-, iaA-B- B- a=o0, B=la,
C=+J~~, D=Ifl4 La+,,.f,at_, itd.

a poniewaz
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a poniewaz A, C, E, i inne na przemian terminy ma-
ig dwie wartosci do dwodch znakéw przywigz tue;
powftang z nich dwa fzeregi:

— i 5 -2 11 9
y =£i~X 2t-ifl— [n2x~} -t4adx~3— i2in?x ~2-1-it. d. (c)

i ,
y— —ra~L2xLz-bz at~ aa2x~A2-t-|a4x—3-#-rigaH2xZ—2 titd. (ay
Trzeci iefzcze ukhid fzeregu ieft ten:
4 xm+3+ lixm+n-¥3-{-Cxm'{-,1+3+ D xm+3n+3 - - - -
~+m03— A 3ax3m— jaA 2B x3m+n— 3aA*C?x3m+2n

— jciAB2n
+ £X M+4«+3
— iaA*D 'px3’1-3«
— 6aABC> ' I t. d —o.
— aB3J
m+3—2, s kad m=0 m+?i+z=0, n=— wfpot-
czynniki za§ A= —a, B— —a*, C— —jai,D = —
i2tx10, E— — r?al3"' zacze'm czwarta warto$¢ na vy.
a_ «4__ 12Q10 __ fyal3_ .
X3 X6 X9 X 12

S czterech, wiec wynalezionych wartosci nay (b"),
(cHt (d), (e"), poditug roznych okolicznosci zadania
lub wartosci x, wybra¢ mozna fzereg naybarziey
maleigcy. leden ten przykiad wyftarczy fpodzie-
wam fie na obiasnienie tey o fzeregach nauki. W
wyzfzych Matematyki czesciach bedziem mieli fpofo-
bnos¢ pomdwi¢ o-niey obfzerniey. -

Wytozone' dotagd fpofoby powinny nas o$wieci¢ o
réznych gatunkach fzeregow* na ktore fie rozbiera¢ mo-
ga funkcye lub zréwnania nie mogace bydz albo do-
ktadnie rozwigzane, albo w catkiey wartosci wyra-
zone zupetnie, co wfzyftko ieft przedmiotem Teoryi
zblizania (Approximatio), czaftki naywazniéyfzey i
naypotrzebnieyfzey do rozwigzania wiekfzey liczby
pytan Fizycznych. Wréémy fie teraz do uton”kéw

ciggtych.
§. XLVI.
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§. XLVI.

PrzebiegliSmy rézne gatunki fzeregéw, i fpofoby
przerobienia na nie réznych funkcyi i zrowmin, a to
tym konhcem, abySmy z rozlegleyfzg wiadomoscia
funkcyi, mogli ogé6lniey pozna¢ ulpmki ciagte, kto-
rychesmy tak pozyteczne wytkneli wiafnosci. Ofta-
tnia z nich nauczyta nas, ze nie tylko fzeregi zwro-
tne, ale nuwet inne iakregokotwiek rodzaiu, byleby
w terminach znaki odmieniaty na wzaiem., mogga fie
na utomki ciaggle przerobi¢. ZebySmy ten fpoféb
mogli iasniey i powfzec¢hniey ftawi¢ przed oczy,
wezmy utomek ciagty nayog6lnieyfzy.~

cr-f-a'

T+i*
g+c’
~JFhE
e+e'

f-h 1t d.
przerabiaiagc go czesciami na utomki pofpolite tak,
iak w 8. 42i wyciggniemy zwigzek miedzy ich liv
cznikami i mianownikami podobnie iak w §. 47?.

A==ct A'— 1
B z=bA+aA B'-=b
(k") C=cB +b'A C'=cE'+b'A’ (

D —dC+c 'B D'=dC'+c¢'B"
E=;eD+d'-C E'=iel>W'C'

it d it d
s tych za$
B A a
BA'— AV>'— a’

(q) CB'—BC'=—n'b' B A AR’
DC'— CD'— n'b'c’ (" C B _aw
ED'—_DE': —a'b'cqg’ c B B'C'

it d D C _ab'c
D' c' D'C’
it d.

Q uczyni-

Prtet»biaf* fis
fiertgi na u'
tomfci cijbgté.
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. \ A .
uczyniwfzy podiug 8. 44. — — — — x, bedzie
- a' a'b’ a'b’¢ a'b'c'd'

A'B’ B'C' CD' D'E’
inaigc teraz podnny fzereg iakikolwiek odmieniaiacy
w terminach znaki na wzaiem

X=P—Q+R—S+T—V+ it d - - - (b"J

i chcac go przerobi¢ na utomek ciggty, rbwnam kazdy
ieeo termin s terminem fzeregu (ci"), wypadnie

a' n a'b’ a'b'c’ a'b'c'd’.
P= e , 0= - , R= L 1S8= comimm 1td.(c )

D'C

ixd (@

te' oftatnie zréwnania fluzy¢ mi powinny na oznacze-
nie a', b', c', d, itd. w funkcyach P, Q, R, S,it. d. s
ktérych dopiero wypasdZz maig przyzwoite wartosci
lia a, b, ¢, d, i t d. takze w funkcyach P, Q, R, S,
i t. d. do utozenia utomku ciggtego s fzeregu (b').
Ale wynayduinc pomienione wartosci ftara¢ fie ma-
my, aby A', B', C*D', i t. d. w nich lie nie znay-
dowaty: i dla tego pracowaé¢ nalezy nad przerobie-
niem zréwnan (c") na inne, w ktérychby A',B',C'y
D', it.d. odpadly, co nam pokazuie przyczyne nas
fi-epuincego rachunku J.P. Eulera.
Naprzéd poniewaz A'=i, mamy a'— PB"

Q = b "a . £
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a'b'’A'(D'—¢éB') __a'b’A'd_ Qc'd

£~R iFCTi7 B'D’ D'
a'b'c'A'(E=- d'c’) _ a'b'c’A'e__RD'e
R~ S== C'DE"’ FG T
a'b'c’d'A'(F'— e'D")__a'b'c'd’A'f___ SET
S=T= D'E'F' D'F' F
1t d
s tych zrownan w oftatnim porzadku wypadaig inne:
(P—0)(Q—R)=PQcd. £ wiec —' PQcd
( ‘ D' =* B' (P-OT(Q-R)
(Q—R)(R—S)=QRed. ¢ .. £ =
£ c' (Q—R)(R—Y9)
(R—S) (S— T)=RSfe. E -- 11 = _
F' D' (R—S)(S—T)

it od

tych oftatnich utomkoéw wartosci wioiywfzy w 5 -

R s . . s . . .
— "— i t. d. nie zapominaigc ze podiug zréwnan
Q R
Phc
(V), B'=b, D'= — — motrzymamy:
P—Q
SQde
a'— Pb d'=s ——-o 9 —————————
(Q-R)(R~S)
Q/c
P—Q
r__ RPcd p._ TRef

P—Q)(Q—R) 6 (R=S)S T)
a poniewaz podiug pierwfzych nafzych przypufzcze'll
wyciggnionych z natury famych utomkow al, b', c,
d', i t.d. powinny bydz ilosciami calkiemi/ wif'c na
ocalenie tey kondycyi, wypddaig konieczne wartosci
na a, b, cd, i t-d
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b=i ... a'—p p~eto utomek ciggly réwny
£=p—Q - -Db'=Q +{zeregowi (b"\, ieft;
n~Q ~R -c'=RP P
e= K—S --d'=SQ x= —
[=s—T *-e=rT - ItzL
i t.od» it d. P—O+RP (bm)
& —R+0S
RNANS+RT
S—T
it d.

gdybysmy nie byli wciggnieni potrzebg naznaczenia
takowych wartosci na a,b,c,d,e i t.d. ktébre nam
z natury teraznicyfzego rachunku wypadty, fzereg
(b™) i iemu rowny utomek ciggty (br') mogtyby nam
byty fluzy¢ za wz6r do przerabiania innych Jakich-
kolwiek fzeregow na utomki ciagte’. Mufzemy dla
tego na kazdy gatunek fzeregu podobny rachunek
powtarzaé¢ i z niego przyisdz do utomku ciggtego.
Maiac n.p. fzereg ztozony z utomkow.

+ i t.d. (e")
P Q R S T

dziatajagc tak iak w poprzedzajgcym; znajdziemy

«'ZL . *w - V b—P *-- a'—i
P
Q-p c=Q-P
Qed 4-Rr-Q =02
(@-P)R-Q)
L R*de - ame==S—R d=R4

(R—-QJ(S~R) - - f— T—S tf=cS*
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* = _J
PH-P1
§f-P-i-Qa (em,
R—Q+Ra
5—ii+s*
T—S+itd.
Niech bedzie fzereg niefkouczony
U") N — f- it o
P PQ PQR PQRS
wypadnie nam przez podobny rachunek:
a'— — - - - - E£=P .... - a'=i
P
£'= —— CQ—-1 ——— b'~P
2 - < =R -,.-.*=a
c— - --e=S—1 - d'=R
(Qr— 0 (R— >)
S R T— S =T — 0 *'=3
it d
_ |
X -
P+ P
Q~i+J2_
JR~-i + i?

7™ 7+ it d.
maigc flakoniec fzereg geometryczny

X—P—Qz+Rz*-Sz3+Tz*— i t. d. (g")-.
znaydziem:

a—Pb . . .. b—i a=P

' Q bez

b-F - & - - -b'=Qz

Q? «'=
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————— d—-Q—Rz c'— PRz
(P-Q2z)(Q-R2)

QSdez e=R—Sz d'=QSz
(Q— Rz)(R—S2) f=S—Tz e'— TRz
i td i t.d. it d

i
P—Qz+PRz
Q—Rz+QSz
R—Sz+RTz

S—Tz+ i t.d.
przerabianie innych iefzcze geometrycznych fzereg 5w
znalesdz mozna wJ.P. Eulerze Introdutfio in Analy-
fim infinitorumT.l.p. $o0g. i daley. Nalezatoby nam
tu iefzcze wytozy¢ dalfze fzeregéw ciggtych wiafno-
sci, ktére odkryt W.Geometra J.P. dela Grange i po-
dat w Pamietnikach Akademii Berlinfkiey i Paryzkiey
ftofuigc ie' do ré6znych matematycznych i fizycznych
pytan, ale ze te rozlegtoscig fwoig zoftawityby nam
mato czafu i mieyfca na teorye iefzcze zamiarowi
nafzemu iftotne. Mozemy iednak kazdego czytelni-
ka pilnego i zaietego checig przeniknienia w gtebfze
matematyczne nauki upewnié, ze wytozone przez
nas waznieyfze, i trudnieyfze poczatki dobrze ogar-
nawfzy, potrafi lam przez (ie opufzczouych wiado-
mosci z tatwoscig dopetni¢ w dzietach wielkich Geo-
metrow, do ktérych zrozumienia iak przedfiewzieta
od nas praca iefi; nieuchronnie potrzebna, dofy¢ nam
o te fprawiedliwo$¢ odwota¢ fie do kazdego do-
Swiadczenia.

8§ x1lvii.

Zebrawfzy te tak zwigzane s fobg $cisle oftatnie
wiadomosci, poymiemy tatwo, ze celem teraznieyfze'-
go rozdziatlu byto fummowanie fzeregow Kktdére nas
wcigglo w wiadomosci inne s foba zwigzkowe. Po-
trafilismy wfzyftkich fzeregéw zwrotnych wynalesdz

fummy,
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fummy, ale iefzcze dalecy ieftesmy od ogdlnego fpo-
fobu zbierania fzeregéw innego rodziiiu. W wyzfoych
Matematyki czeSciach materya ta zatrudni nas burzo
oblzernie, gdzie i tak po miygtebfzych uwagach i
dociekaniach przeftaniemy na rozwiazaniu pewnych
tylko fzczego6lnych przypadkow. Nielzczescie! ie
poznawanie naywaznieyfzych fkutkbw w naturze
przywodzi ns$s do fzeregéw niefkoriczonych, ktérych
nie umieigc powfzechnie fummowaé, mufzemy prze-
fta¢ na zblizaniu fie do prawdy. Dolkonatos¢
zaifte fizyki zawifla w wiekfzey czesci od dolkonato-
$ci nafzych o fzeregach $wiatet, co ieft przyczyna,
iz naypierwsi talentem ludzie s tak upornym zapa-
te'm rzucaig fie w te tak zawiktane i pracowite ale
barzo wazne dociekania. Skorficzmy iuz wiadomosci
tego rozdziatu iedng uwaga: rozbieraigc funkcye ur
tomkowe w pierwfzym rozdziale tey czesci na fze-
regi nielkonczone, trafiliSsmy na poftepy arytmetyczne
i geometryczne; s tych pierwfze zalezg na iedney
ftateczney roéznicy, drugie na iednym ftatecznym wie-
lorazie czyli fté6funku dwdch terminéw przylegtych.
Zoftaie nam wytozy¢ w fwych zwigzkach to wfzy-
ftko cokolwiek fie scigga do rachunku dwéch tych
nayczeftfzych w uzywaniu fzeregéw. Poftep arytme-
tyczny wzraftaigcy wyraza fie ogolnie:

-7 a. a-hb. ci-t-ib. ci-h$b, a-h”~*b. a-hsb. a+6b. 1t. d.
przypusciwfzy ze n+6b ieft terminem oftatnim; wi-
dzémy ze ten réwny ieft terminowi pie'rwfzemu po-
wiekszonemu réznicag b tyle razy powtérzona, ile
ieft poprzedzaigcych go terminéw; a zatem nazwa-
wfzy Hczbe terminéw catlego fzeregu x, termin pier-
wfzy ci, oftatni n, réznice b; bedzie:

u=ci+(x—i)b - - - (A)
oprécz tego dodawfzy oftatni termin do pierwfzego,
wypadnie taka fumma, iakg rodzi dodanie dwoch
ktorychkolwiek terminéw rowno oddalonych od
fkraynych: fumma wiec catego fzeregu rdéwna fie
fumraie dwoéch ikraynych tyle razy powtdrzoney, ile'
Q4 liczba

pol " Owari'
tmctycznych*
i geometry-
clnych Pre-
nowcAcTrodla
iu zrownali
funkceyi.
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liczba terminoéw rozdzielona przez dwa ma w fobie
jednosci: czyli nazwawfzy fummg s

s=(atu)— - - - - (B)
Z

za pomocag dwoch zréwnan (AJ, (B), s pigciu rze~
czy a, u,.xyb, s, maigc trzy znane, wynaydziemy to
wfzyftko, cokolwiek do poftepu arytmetycznego na-
lezy. Wfzyftkie' te rzeczy nad to fg tatwe abySmy
fig ich kombinacya i obiasnienjem przez przykiady
bawili.
Poftep znowu geometryczny wzraftaigcy tak fig
og6lnie wyraza:
a. ag. ag2. ag* ag4. agb. cig6. i.t.d. (»)
a. b. c. d. e. /. g. i t.d

Oftatni termin poftepu geometrycznego (&) widze-
my ze fie réwna pierwfzemu rozmnozonemu nrzez
ftéfunek g wyniefiony do potegi, ktérey wyktadnik
oznacza ticzbg termin6w catego fzeregu zmnieyfzong
Jednoscig, czyli, nazwawfzy oftatni. u, pierwfzy a,
liczbg termindéw x,
u=aqgx~l (C).

lezeli przez fzereg (fi), wyrazi¢ chcemy poftgp geo-
metryczny (ot,), bedg zrownania b=aq, ¢— bg, d=cqt
e=dq, f=-eq, i t. d.

zaczem - - - b-t-c+d+e+-f=(aA-b-{-c+d-i-e)q.

w tey fummie widzemy ze pierwfzemu cztonkowi
zréwnania brakuie pierwlzego terminu, a drugiemu

cztonkowi oftatniego, to ieft; s—a— (s—u)q, skad
19— a ng*—n

L ,czyhjs-lq —————— — - - - (D).
q— i o i

z dwéch zrownan (C), (D), bedziem mogli s, a, u,
g, wynalesdz za pomocg prawidet wytozonych w I,
Czesci na zrownania; lecz chcac wynalesdz liczbe
terminéw x, te prawidta wcale nam nife poftuza.
Owoz nowy cale dla nas rodzay rachunku! gdzie ilos¢

niewiadoma ieft wyktadnikiem funkcyi znaney. W
catym

(fi)
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ealvm dotad ciagu nafzey nauki nie uwazaliSmy w
Wyktadnikach tylko ilosci znane, lub liczby; teraz po-
kazato fig iz zadania rézne moga nas przyprowadzic
do zréwnania, gdzie ilo$¢ nieznana bedzie wyktadni-
kiem funkcyi iakiey: co nam otwiera pole do no-
wych doftrzezen w naftepuigcym rozdziale.

ROZDZIAL TRZECI.

Funkcye wyktadnicze odkrywaig nam pier-
wfzy rodzay funkcyi przeftepnych, czyli Lo-
garytmy; Kktérych fie ttémaczg witafnosci,
uzycie, fpoféb rozbierania ich na fzeregi, i
rachowania z nich Tablic Logarytmodw.

§. XLVIII.

YITykladniki znane w iakieykolwiek ilosci lub fun-

kcyi byty zawfze fkaz6wkami poteg we wfzyft-
kich dotad nafz&:h uwagach, wfzakze wprowadzone
fa dla fkrocema wyrazdw Ffunkeyi wypadaiacey z
mnozenia iey famey przez fie. Te wyktadniki ftaigc
fig iloSciami odmiennemi lub nieznanemi, nie moga
traci¢ fvve'y iftétney wiafnosci. Wyftawiwfzy fobie
funkcyag rt*; ta funkcya bedzie koniecznie odmienna;
wfzyftkie iey odmiany zawifty od odmian x; moze-
my wiec te funkcyg wyrazi¢ przez inng odmienng vy,
to ieft cif—y. A poniewaz wartosci y zawifty od
.wartoséci x, i wzaiemnie wartosci x, od wartosci vy,
a bedac zawfze ftatecznem; y ftaie fie funkcyg x, i
wzaiemnie x funkcyg y. Nie zapominaymy bowiem
o tey przefti-odze, ze kiedy ilo$¢ odmienng wyraza-
my przez druga odmienng, catg warto$¢ takiego wy-
razu fzacuiemy =z ilosci odmiennych, a ilosci ftate-
czne, iakag ieft n, nie wschodzg na ten czas w nafze
uwage dla tego ze w rozumowaniach nafzych baczy¢

Qr powinnismy

uwagi nad wy
Warnikami od
Icnaj’cml,Pr°-
wadza nas do
pO,nania l.o.
garyemow.
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powinnismy na wfzyftkie odmiany funkcyi i ich fto-
funki, w ktdre, ilosci ftateczne bynaymniey nie wpty*
waig.

lezeli x ieft ilosciag odmieYing i razem wyktadni-
kiem czyli fkazébwka poteg, x przechodzi¢ moze
przez wfzyftkie, ktére fie tylko wymysli¢ moga
wartosci znane, a przeto y przechodzi¢ takze bedzie
przez wfzyftkie mogace fie pomysli¢ potegi ci, to ieft
przez cnhtkie lub utomkowe, dodatne lub odiemne. le-
zeli x przeydzie przez liczby naftepuiace po fobie w
porzadku naturalnym o, i, 2.j, 4, f, it.d. czyli przez
poftep arytmetyczny; y przeydzie przez wfzyftkie
porzadkiem idace' potegi n; ci°, a, a2, n? n4, 05, it.d.
czyli przez poftep geometryczny; bedzie wiec pofte-
powi arytmetycznemu x, odpowiada¢ y w poftepie
geometrycznym. Aze wiémy z Arytmetyki ze utozy-
wfzy dwa poftepy liczb odpowiadajgce fobie, ieden
arytmetyczny, a geometryczny drugi, pierwtzy na-
zywa fie Logarytmem drugiego; bedzie wiec x Lo-
garytmem y: co wyrazaé¢ odtad bedziemy l.y, i zro-
wnanie cix=y bedzie zréwnaniem logarytmicznym,
w ktorem to, co ieft funkcya y, nazywa fif logary-
tmem, to ieft x-=l.y. W nauce wiec logarytmow
trzy rzeczy zachodzag do uwazania, ilos¢ ftateczna a
ktoéra raz obrana ieft tq famg we wfzyftkich warto-
Sciach x, i dla tego nazywa fi¢ Gruntem Logaryt-
mow (Bafts Logariilinwrum), powtdre wartosci ré-
zne na x, iako wyktadniki poteg rachunkowych w
gruncie a, ktore' nazwalismy logarytmami; nakoniec
rézne wartosci y przywigzane do gruntu a raz obra-
nego, ktére fie zowig Uktadem Logarytmow (%-e
Jtema Logarithmorum).

W uktadzie Logarytmoéw obrawfzy liczbe pewna
za grunt, wfzyftko zawifto od wartosci réznych na
X, biorgc x=o0, wypadnie y— i, czyli o=-/.z/; w ia-
kimkolwiek wiec uktadzie, logarytm iednosci ieft ze-
ro; iezeli za x beda brane liczby catkie dodatne lub
ediemne’j w pierwfzym przypadku y bedzie wyrazac

rozne'
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ré6zn”™ potegi przez liczby wzraftalace a°, a1, al, a3,
a4, a5, a6,'a', it.d. w drugim za$ przypadku przez

liczcby u b y w a i g ¢ e i t.d. przeto wfzy-

ftkich liczb calkich zamknietych miedzy dwiema gra-
nicami o, CO, Logarytmy fa dodatne; ktére tem bar-
ziey rofng, im liczba ieft znaczmeyfza: wfzyftkich

za$ utomkéw zawartych miedzy — CO, i o, Loga-
rytmy fa odiemne; ktore tem fie ftaig wiekfze, im li-
czba barziey ubywa, tak dalece ze /.0= — CO. Przy-

pusciwfzy wartosci utomkowe dodatne tub odiemne'
na x, n.p. 22 4 i’ jtd, y ftanie fie a2, tt4> a3>
4 3

i t.d. czyli V™I, \Aa, v a* i t.d: aze cechy pieYwia-
ftkowe rnaig wielorakie znaczenia; kazdy takowy
wyraz na y i caty uktad logarytméw nalezatby do
kilku wartosci, przez co bytby watpliwym, co fie
takze pokazuie w utomkach odiemnych na x. Przy-
ftawiaiac za$ za x wartosci niewymierne, \Z2, j,
Vn, it d. y byloby rowne potedze wyktadnika nie-
wymiernego, ktérey nie mogac naznaczy¢ zupeinie,
nie wiedzielibySmy nawet wyrazu takiey funkcyi.
IdzZzmy iuz do uwazania réznych wartosci na grunt
a: wzigwfzy a— 1 za x za$ iakiekolwiek badz li-
czby, wfzyftkie wartosci p i caty uktad logarytmow
zamienia fie na iedno$é: obrawfzy za$ za a liczbe
wiekfza od iednosci ale odiemng, ax=y da wartosci
dodatne na ¥, kiedy x bedzie liczba catka parzyfta;
kiedy za$ x bedzie liczbg catka nieparzyfta, wartosci
na y beda odiemne’, ukiad wiec takowy logarytmoéow
zamykatby razem liczby dodatne i odiemne. lezeli
za$ za x w tymze fnmym przypadku ktasdz bedzie-
my utomki dodatne lub odiemne, wartosci nay cze-
Scig bedag rzetelne' a czeScig uroione'. S tych wfzy-
ftkich uwag zafadzonych na witafnoscinch funkcyi
Wyktadniczych i zréwnaniu nx”=y, pokazuie fi¢ o-
czywiscie, ze do wygodnego i rzetelnego uktadu lo-
garytméw grunt a bydz powinien koniecznie liczba
Q« dodatny
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dodatng wiekfzg od iednosci; wartosci zas na x bydi
powinny wymierne. Wzinwfzy n.p. a=io. wypa-
dnie nam ukitad

Liczby - - - j. 10. 100. jooo. 10000. 100000. i t.d.
Logarytmy o. i. 2. 3. 4. y. i td.
tak dalece: ze wfzyftkich liczb, ktore fg zupetnemi
potegami gruntu 10. logarytmy fg esitkie zamykaigce
71— 1 iednosci, gdzie 'l znaczy liczbe figur wchodza-
cych w potege 10. Wfzylikich za$ liczb, ktére nie
fn potegami gruntu, logarytmy bydz nie moga ani cat*
kie ani wymierne; ale wfzyftkich liczb $rzodkuig-
cych miedzy 1i 10, logarytmy bedag zawarte' miedzy
0i 1, to ieft bedg >0, ale<i; wfzyftkich za$ $rzod-
kuigcych miedzy 10, i 100, logarytmy bedg wigkfze'
od iednosci, ale mnieyfz¢ od 2; wfzyftkich $rzodku-
iacych miedzy 100 i 1000, bedg wiekfze od 2, ale
mnieyfze od ? i t. d. Bedag wiec takowych liczb
logarytmy zamykac figury ciitkie i tamane'. Pierwfze
oznaczajag mieyfce dwoéch przylegtych poteg gruntu,
miedzy ktoremi liczba podana S$rzodkuie', i nazywaig
fie Cechami (Characlenjticae). Poniewaz cechy lo-
garytmoéw wypadaiag zaraz z liczby figur wchodzg-
cych w liczbe podang; pifanie ich w tablicach loga-
rytméw ieft wcale niepotrzebne, ile ze to przywie-
zuie logarytm do iedney tylko liczby, ktéry bydz
moze do barzo wielu liczb ro$cingniony odmieniajac
ceche.

Chociaz logarytmy niezupetnych poteg gruntu, nie
mogg bydz doktadnie ani wymiernie naznaczone, nie
idzie iednak zatem ze fg niewymierne: pozwdlmy
bowiem ze b wyraza liczbe catkg wymiernag nie be-
daca potegg gruntu a gdyby iey logarytm byt nie-
wymierny, fzloby zatem ze l.b=v n, a przeto
b=a”n, co ieft przeciwko pie'rwfze'mu przypufzcze-
niu. WnieSmy wiec ze logarytmy liczb ktére nie fa
potegami gruntu, a ktére' my odtad nazywac bedzie-
my $rzodkuigcemi, ani fg wymierne ani niewymier-
ne, to ieft, nie nalezg do zadnego podzia%ulfunkcyi

alge-
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algebraicznych; i dla tego lognrytmy fa funkcjami
prawdziwie Przestetnemi.

Roftrzagéniymy teraz wfzyftkie dziatania zachodza-
ce w logarytmach. Niech beda dwie liczby iakie-
kolwiek y, u, ktérych logarytmy fg x, z, w tymze
famym gruncie n; bedzie ax=y, ciz— v; mnozac te'
zréwnania przez fie, wypada: ax'iz=yu, przeto
XA-zr=l.yu- logarytm wiec mnogosci réwny ieft fummie
logarytmoéw wfzyftkich mnoznikéw. Dzielagc za$ tc

fame dwa zréwnania otrzymamy a*~z= _  zaczem
ii
4
x— z=1. — to ieft: logarytm wielorazu ieft rowny
u

réznicy logarytmoéw ilosci podzielney i dzielacey: to
oftatnie prawidto fiuzy na wfzyftkie utomki.

lezeli ax—y bedzie anx— yn, a przeto nx—l.yn, a
poniewaz x=1.y wiec nx—n.l.Ly— Lyn: kiedy n ieft
liczba catkg wzér n.l.y— L.yn, fluzy na wynoszenie do
poteg funkcyi za pomocg logarytmoéw, to ieft: ze lo-
garytm iakieykolwiek potegi rowny ieft logarytmo-
wi famey ilosci rozmnozonemu przez wyktadnika
potegi: kiedy za$ n ieft liczbg tamang wzér n./.t/=
l.yn, fluzy na Wzyciaganie pierwiaftkdbw. Niech bf*

3

dzie n. p. w= 3 bedzie é/.y= to ieft: ze lo-
garytm iakiegokolwiek pierwiaftku ieft rowny lo-
garytmowi ilosci rozdzielonemu przez wyktadnika
pierwiaftku. Dziataigc wiec w liczbach przez loga-
rytmy mnozenie zamienia fie na dodawanie, dzielenie
na odcigganie, wynofzenie do poteg na mnozenie, a
wycigganie pierwiaftkéw na dzielenie profte, co nie-
zmiernie utatwia naypracowitfze arytmetyczne dzia*
tania.

We wfzyftkich tych kombinacyach rozwiezuigc zré-
wnanie ax=y czyti x=1l.y opuscilismy lci— i. pi-
fzac x=Il.y, zamiaft xl.ci=l.y; poniewaz rachowali-
Smy zawize w gruncie n; gdyby$smy atoli rachowali

w gruncie

n»

irbwuania

pnefteppe m
pomoc*
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W gruncie innym, l.a nie bytby iednoscig, a przeto
nie mogtby bydz opufzczony. Po tych uwagach ro-
zwigzemy barzo tatwo zréwnanie (D) zoftawione'

na koncu poprzedzaiacego rozdziatu s— ~ --—czy-
g— i
s(q— i)-wi s(q— i)-\-a
-------------- —Q | a przeto jc.log.g— |’ ——--s-mm-femeec
a a
— l.(sq—s+a)—l.a, - - - x= CZL— —flU  wi-

169.9
dzemy wiec ze takowy fpoféb rozwigzania zréwnan
nie podobny ieft cale do tego, ktorySmy w pierwfzey
czesci podali, i dla tego dziatanie to nazywa fie
przeftepnem, tak iako funkcya w zréwnanie wcho-
dzaca a zawifla od togarytmow, ma imie funkcyi
przeftepney. Uzycie wiec togarytmow ieft barzo

Hiflorya tego rozlegte nie tylko do utatwienia dziatan arytmety-

wynalaiku.

cznych w liczbach, iile tez i do rozwigzania tako-
wych zréwnan, gdzie ilo$¢ nieznana wchodzi za wy-
ktadnika. Z niego wyptywa nieuchronna potrzeba
tablic logarytmicznych na wfzyftkie liczby, ktore s
catym tym rachunkiem byty nieznane az do czafow
Nepera. Ten w Roku im 4 odkryt go Geometrom

"w dziele: Mirijici Logarithmorum canonis dejcriptio, i

utozyt tablice togarytmow na caty rachunek trygono-
metryczny. Uklad iego ma za grunt liczbe 2,71828
i t. d. ktory potem poznawfzy nie ze wfzyftkiem
wygodny, przerobit na inny, gruntu 10. Pracujac nad
dofkonaleniem i rosciggnieniem nowey tey teoryi w
$§rz6d powfzechney fiawy umart Roku icig, i Syno-
wi dopiero iego doftato fie wyiuwi¢ ten nowo prze-
robiony ukiad w dziele: Appendix de Logarithniorum
praejtantiori ufu.  WinniSmy gorliwey pracy Henry-
ka Briggs Profefsora Geometryi w Oxford rosciggnie-
nie rachunku logarytmicznego do liczb naturalnych.
Godny ten wdziecznosci Matematyk po przeczytanem
pierwfzem dziele Nepera udat fie do niego, a otiia-

wfzy dobrze wytozone fobie grunta tey teoryi i za-
myfly
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myfly wynalazcy? iat fie z niefpracowang cierpliwo-
Scig tey pracy, wyrachowat logarytmy liczb natural-
nych w gruncie 10. i wydat ie w Londynie Roki»
KS24- pod tytutem ArithmeticaLogarithmica, ktére dzis
powfzechnie uzywane, maig imie Logarytmoéw
Briggiuszowych (Logarithmi Briggiani). W dziele
dopiero wfpomnionem znaydziem logarytmy liczb
od i. do 20.000 i od €0.000 az do ioi.ooo0; W wfte-
pie za$ calg teorya tego rachunku wytozong. Rofpo*
cznt takze Briggs podtug tego uktadu rachowaé loga-
rytmy linii trygonometrycznych, ale w ciggu tego
dzieta umart, ktére po nim Henryk Gcllibrand Aftro-
nomii w Londynie Profefsor dokonhczywfzy, wydat
w Xigzce Trigonometha Britannica Roku i<sjo. Na
koniec R. i5j? Adrian Ulacq Niderlandczyk zofta-
wiona przez Briggs fzpare w logarytmach liczb na-
turalnych zapetnit i tablice trigonometryczné z wie-
kfza dla uzycia wygodag przez dziefigtki wtére (mi-
nuta fecunda) poftepuiac, utozyt w dziele Trygonome-
tria Artificialis.

Neper wyciagnat fpoféb rachowania logarytméw
z uwagi nad biegiem przyfpiefzonym i iednoftaynym.
Mysl ta fpdlna bieiutonoiui w innym rodzaiu rachun-
ku adaleka od nafzych poczatkdw nie moze nalezy¢
do teraznieyfzego zamiaru. Kazdy za pomocg Me-
chaniki potrafi ig zrozumie¢ w famych originalnych
pifmach Nepera, i cokolwiek do hiftoryi tego wyna-
lazku nalezy, wyczyta w Xigzkach dopiero wyli-
czonych, ktore chociaz barzo rzadkie znayduig fie w
Bibliotece Szkoty gtéwney tutéyfzey. V/fzyftkie te
dzieta bedg zawfze fzacowng dla potomnosci parnia,
tka tak nadzwjTzayncCy pracy i cierpliwosci iakiey
w owych czafach rachunek logarytméw wyciggat.

§. XLIX.

Kiedy Algebra roscingta fwoie' pomocy po wfzy-
ftkich matematycznych czesSciach, zaczeli mysle¢ Geo-
metrowie o i”zyciu iey do rachowania logarytmow
liczb S$izodkuigcych. Aze te logarytmy fpofobem

tylko
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tylko bli(kim moga fie wyrazi¢, fzukali Geometro-
vvie tego rachunku w fzcregach nielkohczonych iako
jednynym inftrumencie w takim przypadku. Szeregi
atoli nielkonczone iakosmy widzieli wynikaig tylko
z rozbioru funkcyi utomkowych albo niewymiernych*
logarytmy za$ liczb $rzodkuiacych nie nalezac do za-
dney tey klafsy funkcyi Algebraicznych nie mogty
podpada¢ pod takie fzeregi iakiésSmy uwazali. Ta
trudnos¢ powinna byta wftrzymac¢ wfzyftkie ulitowa-
nia Geometrow, ale geniufz barziey fie nig zapala
niz zraza-, a taiemnica poéty ciezy na iego fpokoyno-
$ci, poki iey prawdzie nie wydrze. Takim pokazat
lie wtasnie j. P. Euler ktéry nowg cale droga przy-
fzedt do fpofobu wyrazenia logarytmoéw i wfzyftkich
funkcyi wyktadniczych przez fzeregi nielkonczone.
Zabawmy fie. nad tak piekng geometryczng fztuka
ktora zebySmy w iak nayiasnieyfzym poftawili wi-
doku, zblizmy do fiebie Swiezo doftrzezone logary-
tmoéw wiafnosci.

Poniewaz ax=ij uczy nas, ze odmieniaigc a przy
tey famuy wartosci na x, tworzemy rézne uktady
logarytmow; odmieniaiagc za$ x przy wartosci ftate-
czney na a wyciggamy logarytmy roznych liczb w
tymze famym uktadzie-, iezeliSmy przywykli do pra-
wdziwie geometrycznych uwag, powinnismy fie za-
zaz zapyta¢ o ftéfunek zachodzi¢ mogacy miedzy lo-
garytmami pewney liczby n, braneini w léznycii u-
ktadach, i miedzy logarytmami liczb w tymze fa-
mym uktadzie. Na ten koniec wyftawmy fobie dwa
grunta a, e, a wzigwfzy liczbe iakakolwiek n przy-
pusé¢my ze iey logarytm w gruncie a ieft p, w grun-
cie za$ e ieft g; wypadng nam dwa zréwnania
ai'— n, ei=n; przeto ap=e7p.log.a—q.log.c - - - -

P — I°s’ e« to oftatnie zréwnanie uczy nas ze fto-
q log.ci
funek zachodzacy miedzy logarytmami dwoch ukin-
xdow ioft cale nie zawifty od liczby, poniewaz n wy-
padto z zréwnania; ale ten fté6funek catkiem zawif*
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od gruntéw. ROwnajgc wiec logarytm iakieykolwiek
badz liczby wziety w iednynt ukiadzie, z logarytmem
teyze fainey liczby wzietym w drugim uktadzie, wy-
padnie nam pewien ftofunek zachodzacy miedzy .lo-
garytmami dwéch tych uktadéw; ten fté6funek ponie-
waz fig nie odmienia z odmiang liczb ale z odmiang
gruntéw, idzie zatem, ze w kazdym uktadzie ieft li-
czba wchodzaca w fkitad kazdego logarytmu, ktora
catkiem zawiHa bedac od grantu, rozréznia ieden
uktad od drugiego tak, ze za odmiang tey liczby od-
mienia fie grant, i za odmiang gruntu odmienia fige
ta liczba wyrazaigca ftofunek logarytmow w iednym
uktadzie do logarytmow drugiego uktadu.

To dobrze ziozumiawfzy uwazmy, ze fpoféb wy-
razenia logarytmow przez fzeregi niefkoficzone za-
wifi od przerobienia cix=y na funkcyg dwo lub Kil-
ko-wyrazowa niewymiernag iakiegokolwiek wykta-
dnika, Upatruymy tego fpofobu w odmianach x,
poniewaz od tych, warto$ci y zawifly. Uczyniwfzy
Xx— o0, mamy y— i we wfzyftkich powfzechnie ukta-
dach; wiec iezeli wyktadnik x=o0 powiekfzy fie li-
czbg f jiiefkonczenic sie mato rézniacg od zero,-y po-
wiekfzy fie takze liczbg W niefkonczenie fie mato ré-
znicg od iednosci; to ieft bedzie af— i+ur, aze n°~=i
nalezato do wfzyftkich uktadéw, w zrownaniu
af=i+w, iv bedzie funkcyg/, ale w fwey wielkosci
zawisnie od gruntu a: bedzie wiec w zamyka¢ W
fobie / i razem liczbe zawifla od gruntu, wyrazaig-
ca ftofunek logarytmoéw w iednym uktadzie do loga-
rytmow drugiego uktadu; nazwiymy taka liczbe k,
poniewaz Xwymierza warto$¢ iu podiug wartosci
gruntu a, bedzie w=kf, a zatem af— i-\-kf - - -
afs~(i+kf)«, potrafilismy wiec y rozebra¢ na fun-
kcya dwo-wyrazowg i wynies¢ do potegi gj trzeba
nam teraz wynalesdZz zwigzek miedzy k, i (i, oprécz
tego chcac funkcyg afs rosciagna¢ na wfzyftkie liczby
(koniczone, potrzebaby g nadadz takg wartos¢, ktoéra-

by rozmnozong przez / dala liczbe (kohczong, co
R * tatwo
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tatwo otrzymadé, bo iezeli gfz=x, bedzie g— . , a
poniewaz f podtug jgo przypufzczenia ieft liczba
niefkoriczenie mata, g bedzie koniecznie liczbg nie-
fkonczenie wielkg; mnogos$¢ zas z dwoch takowych
liczb wypada fkonczona. Tym fpofobem J. P. Euler
uwazaigc kazda liczbe fkonczong iako mnogo$é z
niefkonczenie matey przez niefkonczenie wielka, przy-
fzedt do przerobienia logarytmu na wyraz wykta-
dniczy dwoé-wyrazowy, ten za$ na fzeiegi niefkon-
czone. Patrzmy na ciag tego rachunku i iego wy-
padki. Poniewaz af?— (i+fk)z=i+gkf+ —_—2
i.
k.p., s(g—0(g—") 9(g— 0 (@2 (9—s) KAA
im2. 3 J 2. 4

i t. d. g bedac liczbg niefkoriczenie wielka, wfzyftkie’
wartosci fkoriczone przed nig nikng: mozna wiec za
g—/,09—2, g—3, it d wzigs¢ g,- oprocz tego

X
f = - kiadac za$ te wartosci w fzereg dopiero roze-

S
%
brany, odmieniemy go na ax= (i+ —)8=i+kx -+
S
I k2'2 k3x3 kA x* .
+ | +it. d. - - - - (A).

1.2 1.2-1  1-z-2-4
to zrownanie daie nam wyraz funkcyi wyktadniczey
przez fzereg niefkoriczony, ale funkcyi takiey, gdzie
ilos¢ ftateczna ieft gruntem logarytmow; chcac wiec
wyrazi¢ przez fzereg niefkohczony funkcyg i* tak,
zeby b nie bra¢ za grunt, znalesdz nam trzeba zwigzek
miedzy bz i miedzy nx. Na ten koniec uczynmy
b~an, bzZzanz, n=log.b w gruncie n; kiadac W
zrownanie (A) x=nz, n=1l.b otrzymamy:
kz . k2z2 k373
I+ —elog.b + --——-- (log.b)2-f-—--—---—-(log.b)3+1t.A. (B)
| 1.2 1.2.3
Zrownanie (B) wyraza funkcyg wyktadniczg przez
fzereg tak, ze ani k, ani log.b. nie nalezg do gruntu
b, ale
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b, ale do gruntu a. Potozywfzy teraz w zrowna-
niu (A) x~=i, otrzymamy:
it3 k4
+ 1 +

1.2 1.2.3 1.2.3.4- 1.2.3.4.5
Oftatnie to zr6wnanie daie nam zwigzek miedzy k i
a iuczy nas, ze grunt a zawiff catkiem od k, i ieft
owa liczbg ftéfunkowg wypadaigca z poréwnania lo-
garytmow dwoiakiego ukfadu, i zawifta catkiem od
gruntu, iakoSmy na poczatku tego §. doftrzegli. Ma-
jac wiec takowg liczbe kazdemu uktadowi fzczeg6lna,
wynaydziemy grunt tem blizfzy prawdy, im fzereg
(C) bedzie barziey maleigcy, to ieft im k bedzie
mnieyfze. Potrzebaby nam iefzcze k wyrazi¢ przez
a, czego nie tatwo dokazac¢ sfzeregami. Spoféb po-
fpolity w Algebrze na ten przypadek nazywa fie Po-
wréot Szeregéw (Retour desSuites): zeby go tu mo-
zna uzy¢ potrzeba naprzéd przypusci¢ ze fzereg (C)
ieft maleigcym, to ieft ze k ieft liczbg barzo mata:
iezeli tak ieft, w zréwnaniu:

H11. d.

fl= i+k-\

. . k2 k3 k* .,
a— j=k-i - - 1t.d.
1.2 1.2.3 i-2.3.4.
uczyniwfzy ci— i=z, mozemy wzigs¢ z=k\ a chcac

mie¢ k wyrazone doktadniey przez z, zmyslmy fobie
ze ieft dane przez fzereg;
k—Az+Bz2+Cz3+Dz4+-Ez5f 1 t. cf.
a biorgc te warto$¢ za k w.drugim cztonku zréwna-
nia (C) przywiedzionego do zero; znaydziem:
Jz +Bzz + Cz3 -+~ Dz4fi t.d.

_ — A*z*+ABz3-h— — it.d
1.2 1.2
1 A-z3 -t-—— A2Bzg it.d.
1.2.3 J-2
_A*z*
1.2.3.4
=0-

Rz poniewaz
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poniewaz to zréwnanie ieft tofam¢, kazdy wfpét-
czynnik z ieft zero; skad miny tyle zré6wnan ile nam
ich potrzeba na oznaczenie A, B, C,D, it. d. zniy
dzie'my zas§ A=i, B=—2 C=3, D=*, a przeto

k=(a—i)—i(a— t)z+1(a— J)3+re(a— i)4itd. (D)
widzemy ze ten oftatni fzereg nie moze nam dadz
blifkiey wartosci na k w funkcyi a, iezeli O nie ieft
utomkiem barzo matym.

Staraymy fig teraz przyisdZ do wyrazenia logary-

Wycitgai# fi{ mu iakieykolwiek liczby przez fzereg niefkonczony,
trownanUna upatruigc oraz innego zréwnania w ktoremby k bydz

- Cioy"rj*
«MUW.

mogto doktadniey wyrazone przez n. Maiagc na pa-
mieci pierwfze wartosci na/, g, po+ézm%( - - -

(i+fk)s=i+z= afs7 i+ .fk=(i+z)* ' * *

~NN(t+z)3 — ae Sf—1'(i+z)\ wiec

Z,(i4-2)=~(/4-z2;*— 1]’ rozebrdwfzy podtug

wzoru Newtona drugi ten zréwnania cztonek na

fzereg niefkonczony, i potozywfzy za g— i, g—
e—3,it d gs wyp dnie:
LO+z)=j-(z-il +£ _f.4+il-i..do (B

k 2 z 4 y .
zebySmy tem barziey maleigcy otrzj-mali fzereg, po-
t6zmy znowu a/s=r('J+.~jsr=+—z; bedzie

Ss=1.(,-2)= aie
- r Zx>*>
g S~z9 S m*S- 3Sm
— it d
podiug za$ pierwfzego przypufzczeniag— i=g— 2=
g—S=S—4 it.d =s
r z2 "3 24 25

|
lbu-z)- T (-Z T
kg * i * .
zrownanie
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zrownanie (F) odciggngwfzy od zréwnania (E),
otrzymamy

L(i+2)=1-(1=%)—1 HA-= ~ (z+ j23hezs-b
11—z

TZi+vz9 ) 0 (@),

to oftatn® zrownanie fluzy nam na wyrazenie loga-
rytmu iakieykolwiek badZz liczby przez fzeregi nie-
Jkonczone. Chcac n.p. mie¢ log. y, czynie - - - -

a przeto z=5
1—3
U U T St R AR} T
j<63 f,65 7.7 <59 y
znaigc A, i znaleziony fzereg przerobiwfzy na utomki
dziefigtkowe, kilka termindéw poczatkowych da nam
barzo blifki logarytm liczby y. Chcac teraz z (G)
Wyciaggna¢ na k wyraz przez funkcya a; potézmy
?- S - -
«._Iiz =a, zaczem z = P a poniewai) Jof. a=1,
j—2 /i-#+1
bedzie z (G)

o g

va-ti j.fn-f-O3 y-Cfl+O5 7-(a+ip
iezeli n=io; bedziei

*=2 21+ i
V|, 3.(1i)3 T-(InH5 7°(1IP  9-C'09

to przerobiwfzy na utomki dziefigtkowe, znaydziem;

k=i,$02sSf092y i t.d.-~"=0,4342944849. i t. d.

ktadagc wiec tym fpofobe'm iakiegoSmy iuz uzyli na

li za-—---- jakagkolwiek liczbf, wynaydziemy fzereg,

ktérego poczatkowe terminy zamieniwfzy na utomki

dzitfigtkowe, i te przez~ rozmnozywfzy, wypadna

Rj nam
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nam logarytmy Briggiufza. Tablice wiec logary-
tmow tym fpofobem tatwo moga bydz rachowane.

Dwa gtéwne zréownania (C), (H), daig nam zwiga-
zek miedzy k, i a, tak dalece, ze k iak widze'my
w zréwnaniach i w teoryi, ciggnie za fobag pewng
warto$¢ na grunt, i ftanowi caty uktad logarytmoéw;
dla tego tez warto$¢ na k nazywa fif w Geometryi
Foremnikiem (Numerus regulator). Kazdy uktad
logarytmoéw ma lwego foremnika i grunt, s ktorych
ieden zawift w fwey wartos$ci od drugiego. Uczyn-
my n.p. k=i; zréwnanie (C) zamieni fig na

1 1.2 12.1 1234 12345

co przerobiwfzy na utomek dziefigtkowy, bedzie
a=2,7i8igig2S i t. d. Logarytmy na taki grunt
rachowane fa naypierwfze logarytmy Nepera ktére'
dzi$ Przyrodzonemi albo Hyperbulicznemi (Logari-
thmi naturales, Hyperbolici) zowig; dla tego, ze przez
takie' logarytmy wyraza fie ptafzczyzna zamknieta
tukiem linii krzywey zwaney Hyperbolci. Uzycie?
ich ieft barzo rozlegte w wyzfzych Matematyki cze-
$ciach. llekolwiek za$ o logarytmach hyperboli-
cznych moéwi¢ bedziemy, ich grunt z dzifieyfzemi
Geometrami 2,718281 i t.d. nazywaé¢ bedziemy e,
tak dalece: ze rozumuigc nad zréwnaniem logary-
tmicznem w gruncie 10, wyrazaé¢ ie ftatecznie be-
dziem przez cix=y, znaczy¢ za$ bedziemy zréwnanie
logarytmiczne przez ex=Yy, ile' razy rzecz bedzie do
logarytmow hyperbolicznych fté6fownna.

W fzyftkie zréwnania ktéresmy na logarytmy i fun-
keye wyktadnicze' wyzey wyciaggneli z J. P. Eulerem,
naleze¢ bedg do gruntu e uczyniwfzy w nich k=1, i
tak w uktadzie logarytmoéw hyperbolicznych:

1.2 1.2.3
Zz z 3
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2% 23 25
(1= 2) = — Zeermmmemm e — — — — ltd.
2 [ 4 0T

T =202+ Bom+ 211029 1t d)

fi—2 3y 7 s

to oftatnie zrownanie fiuzy nam do rachowania loga-
rytmow hyperbolicznych iakichkolwiek liczb, chcac
"n.p. miec logarytm hyperboliczny liczby 2, czynie
lii =2, skad Zz— a przeto

i— z

log.2.=2(— »— 4—-—-— —1}-it.d.)
3 5-S3 rss 7-f

Co zamieniwfzy na utomek dziesigtkowy znaydziem
log.2— 0,693i47 tym famym fpofobem =znaydziemy
log.s=i,604-t7 - - - log.7=i,()4.feio. i t. d. maiac
za$ niektorych liczb logarytmy; z nich wypadaig lo-
garytmy liczb innych podtug wyzey wytozonych po-
czatkéw. n.p. 2.1.2—1.4j 2.log.f.~log.2fj log.2
log.s=log.io-, 2.log.7— log.4g. i t. d.

Takim fpofobem J.P. Euler wyrachowat naprzéd lo-
garytmy hyperboliczne az do 26. figur na dziefie¢
liczb poczatkowych, ktére potem P. Wolfram Lieute-
nant Artyleryi Rzeczy-Pofpolitey Holenderfkiey po-
ciggnat az do lo.ooe. wydane przez P. Schulze w
Berlinie 1778 wraz z logarytmami Briggiufza barzo
wygodnie utozonemi. W roku 1781 widziatem w
Paryzu w manulkrypcie tablice logarytmoéw hyperbo-
licznych na liczby naturalne az do 100.000, ktor¢
Benedyktyn ieden wyrachowawfzy podat do roftrza-
snienia Akademii umieietnosci. Te approbowane od
Akademii za mey iefzcze bytnosci zaczeto drukowacd.

§. L.

Poznawfzy iuz fpoféb rachowania logarytméw w
iakimkolwiek uktadzie wréémy fie teraz do roftrza-
$nienia ftéfunkéw zachodzacych miedzy logarytmami
roznycK uktadoéw; i miedzy logarytmami réznych
liczb w tymze famym uktadzie. Co do pierwfzego
wyciggneliSmy byli w §, 45. na ten ftéfunek zro-

R4 wnanie

SpOfusb ptte-
,abiani4 loga_
rytmow iedrw
8>
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wnanie czyli p=1S-€.q - - - (m), co
q log.a log.a
nas uczy, ze iezeli a znaczy grunt logarytmow Brig-
giufzowych, e zas$ grunt hyperbolicznych, p logarytm
liczby « nalezacy do pierwfzego, g logarytm teyze
famey liczby nalezagcy do drugiego uktadu; mozemy
za pomoca zréwnania (m) przerobi¢ logarytm hy-
perboliczny na logarytm Briggiufza: iezeli bowiem-
log.e— i, log.a czyli log.hyper. 10=2,302%$%$?-, bedzie
log .e i
9 = =0,4-34.294, przeto p~ 0,434294-1V
fog.a  2,302f8s
mnozac wiec iakieykolwiek liczby log. hyperb. q,
przez 0,434294, przerobiemy go na logarytm Brig-
giufza. Chcac za$ logarytmy Briggiufza zamienié
na hyperboliczne'; oftatnie zréwnanie daie mi - - - -

9= 0,434294P—22 2f&r-P to ieft, mnozac, kazdy‘J
logarytm Briggiufza p, przez 2,301sSr, zamieniemy
go na hyperboliczny. S kad poznaiemy iak ieft ta-
two logarytmy iednego uktadu przerobi¢ na logary-
tmy drugiego iakiegokolwiek. Mnoznik ten przera-
biaiacy tak logarytmy, nazywa fie Zamiennik (Afo-
ttulus).

W fzyftkie zréwnania na rachowanie logarytmoéw
uftanowione roznig fie foremnikiem k, ktéry w dwodch
od nas roftrzagfanych ukladach wypada z rozdzielenia
logarytmu hyperbolicznego q iakieykolwiek liczby
n, przez logarytm Briggiufza p teyze famey liczby,

to ieftA =&: przypusémy ze n=io; logar. Brigg.

10— p=1i. wiec gq=k, to ieft foremnik uktadu Brig-
giufza ieft rowny logarytmowi hyperbolicznemu li-
czby 10. co nam fie wtasnie w wyzfzym iuz rachun-
ku pokazato.
Zebysmy nic nie opuscili co do wyrazu’ funkcyi
wyktadniczych nalezy, ftaraymy fie wzér Briggiufza
cix=y
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ax=y wyrazi¢ przez fzereg niefkonczony logarytmow
hyperbolicznych. To za$ tatwo barzo wyciggniemy
z zréwnania (B) §, 49. potozywfzy w niem a za b,

x za Z i foremoika k=i, bedzie
. X~ X" .
ax=i+xlog.a + --——-- (Log.a)z-+----—----(log.a)i + -,
1.2 1.2.i
(log.ci)4-\i t.d. , , - (39
1.2.jf.4 .

funkcya wiec iakakolwiek wyktadnicza moze fig ro-
zebra¢ na fzereg niefkonczony za pomoca logary-
tméw hyperbolicznych przez uzycie zréwnania (B ),
tak iako taz fama funkcya rozbierze fie na fzereg
niefkoriczony za pomoca logarytmoéw Briggiufza przez
uzycie wzoru (B) 8. 49.

Zoftaie nam teraz roftrzafna¢ ftéfunek logarytmow
réoznych liczb w iednym uktadzie. WeZzmy na to
dwie liczby M, N-, pierwfzey logarytm w gruncie a
nazwiymy p- drugiey logarytm w tymze famym u-
ktadzie nazwiymy ¢, wypadna zréwnania al= Af;
a”=N. obydwa przerobiwfzy na aV<i=M'i, aPV— N pj

\Y m

bedzie Afi=Np, Af=N quczyniwfzy M—N " be-
m Y vi p

dzie N 7 =N 1 czyli ~ te' zrownania nie
zamykaig w fobie a, wiec ftéfunek dwdch logary-
tmow w tymze famym uktadzie ieft nie zawifly od
gruntu, czyli ten ftofunek ieft ieden we wfzyftkich
Jakichkolwiek uktadach; te' zréwnania nam pokazu-
ja, ze logarytmy poteg teyze famey liczby w jakim-
kolwiek uktadzie tak iie maig iako ich wyktadniki.
S tey oftatniey prawdy zitgczoney z inntmi wyzey
wytozonenii wypada nam fpoféb uzycia logarytméw
liczb catkich do liczb tomanych. Wiem}' naprzéd ze
iezeli log. logarytmy wfzyftkich utomkéw pra-
wdziwych fg odiemne: zebySmy wiec utomki mogli
rachowac przez te fame logarytmy co i liczby calkie,

Ry aalezy

Poltaiuie fif
N miflA

Jomkadi,
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nalezy koniecznie ceche licznika uczyni¢ wiekfzg od
cechy mianownika, aby refzta z odciggania wypadta
dodatna. Na ten koniec zgodzili fie Geometrowie
logarytmy na liczniki utomkéw- tak rachowaé, ze w
nich iedno$¢ ma za logarytm 10, albo 100; a przeto

— =0, i ma za logarytm 9; albo 99, co tatwiey w
70
mnaftepuigcey tablicy poznamy.
UtomKki. Ich* logarytmy.
z - - - - 10,000000 albo 100,000000

0,1 -- - - ¢,000000 - g e,000000

0,01 - - . - 000000 - - - ,000000

0,001 - - - 7,000000 - - - 07,000000

0,0001 - - 6,000000 - - - cj6,000000

it d.

kiedy wiec mamy do czynienia z utomkiem n. p.
_L__; bierzemy s tablic logarytm $m i do iego cechy

dodawfzy 10, odciggamy od niego logarytm zwykty
mianownika 46y, s czego wypadnie nam logarytm,
refzty 8,0} 1170: fzukam odpowiadaiacey liczby te-
mu logarytmowi nie maiac wzgledu na iego ceche, a
te znalazifzy 10752, tyle' dodaie zero przed figurami.,
ile' ccfze logarytmu brakuie iednosci do dziefigtka, S
tych zero ieden zaftepuie mieyfce liczb catkicb i od-
dziela fie krefka: i tak log. S,°3 >S//-0 ma liczbe od-

powiadaigcg 0,010752= —-—
465.

Przyczyne tego dziatania pokazujg nam wiafnosci
utomkow dziefigtkowych i logarytmoéw: powiekfzy¢
bowiem ceche logarytmu dzieli,gtkiem> ieft to liczbe
‘temu logarytmowi odpowiadajacg rozmnozy¢ przez
10000000000; potrzeba wiec po fkonczonum dziata-
niu przez te fame liczbe wypadek caty rachunku roz-
dzieli¢, aby liczbe podang wréci¢ do fwey dawney
wartosci: to dzielenie wykonywa fie przez dodanie
tyle zero .przed figurami ile celze brakuie iednosci
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do dziefigtka. | tak w podanym przyktadzie log.
8,0315170 przez fwoie ceche pokaznie, ze liczba mu
odpowiadajgca powinna mie¢ 9 figur, dopelniwfzy
ig przez zero na kohcu przydane', i cala tg liczbe
potem rozdzieliwfzy przez 10000000000, przypadnie,
przed figurami tyle zero; ile cefze logarytmu brakuie
iednosci dziefiatka. Przez te fame fztuke fzuka-
iac logarytmu utomku dziefi.gtkowego, bierzemy lo-
garytm figur tego dziefigtka, iak gdyby byty calki¢,
ktadac za ceche licabe tyle fie od dziefigtka réznia-
ca; ile poprzedza, zero tez figury, i tak liczby 0,0017.5
togarytm ieft 7,24.3070.

Poniewaz za$ w tyra uzyciu logaiytmow, bierze-
my 10 za togarytm. iednosci; we. wfzyftkich dziata-
niach arytmetycznych mufzemy mie¢ wzglad na 1, i
iey togarytm. Wfzyftkie- bowiem dziatania arytme-
tyczne ni¢ innego nie fa, tylko rézne fpofoby poro-
wnywania wielko$ci iakieykolwiek s fwg iednpscia,
i wynaydowania réznych odmian wypadajgcych alb'o
z odmiany iednosci albo z odmiany wielkosci famey:
i tak mnozy¢ n. p. liczbe u przez b, nic innego'nie
znaczy, tylko znalesdz wartosé¢ b kiedy iego 1 odmie”
nia fie na a, czyli znatesdz ftéfunek b do mnogosci

taki; iaki ieft iednosSci do a, to ieft i:a:: b: na-

lezy wiec w teraznieyfzem uzywaniu logarytmoéw od
logarytmu mnogos$ci odciggng¢ togarytm iednos$ci 10:

to ieft: chcac n.p. liczbe ab rozdzieli¢ przez b, nale-

. . L, ., cib. t o
zy rozwigzaé proporcya, b:ir.ab: —~— przeto nalezy

nam wprzéd do. logarytmu liczby podzielney dodadz
log. 1— 1°, a dopiero od tey fumruy odciggna¢ loga-
rytm liczby daielgcey. Te wfzyftkie wzgledy na le

dnos$¢ i iey togarytm odpadaig w liczbach callcich,
Ro ponie'waz
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poniewaz' tam log..1 —0. Zobaczmy te wfzyftkie
prawidta w przyktadach.

Przi/kkdd mnozenia: niech beda utom ki—i— X S
124 7i&
124
Zc
log-—imm- = $-,0720184.
7ji

log. mnogosci — 17,0M7270—m10=7,0"7270 .
ktéremu podiug pierwfzego prawidta odpowiada li-

czba 0,0011369= —*— X 23
124 732
|
Przyktad dzielenia', niech beda utomki -------- * !
3082 X
log-------- +log. 1=16,% 111674.
$082
log. — = €,3827000
log. wielorazu = 7,1284674'
J 7
ktoremu odpowiada liczba 0,0013442=-—-—:— .
3082 2e

a poniewaz wynofzcnie do poteg nic innego nie ieft,
tylko mnozenie liczby famey przez fie tyle' razy po-
wtérzone', ile wyktudnik potegi zmnieyfzony j, ma
w fobie iednosci; wycigganie za$ pierwiaftkow tyle'z
i takimze fpofobem powtérzone' dzielenie; za Kka-
idem za$ mnozeniem nalezy odcigga¢ od logarytmu
mnogos$ci ao; tak iak za kazdem dzieleniem potrze-
ba do liczby podzielney dodawaé¢ 10, idzie za tern,
ze wynofzac utomek iaki do potegi m, za pomoca
logarytmoéw, potrzeba od logarytmu potegi odciagna¢
liczbe 10.(m— 1): wyciggaigc za$ pierwiaftek nalezy
wprzod ceche logarytmu utomku podanego powie-
kfzy¢
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kfzy¢ liczbg 70.(m— i), a dopiero go potem rozdzie-
lic przez wyktadnika pierwiaftku. Zobaczmy to w

przyktadach. . , , -
Przyktad wynofzenia do poteg: wynalesdz wartosé
(o,or)s- - "' f-1°g-°>0S=S-S>€9S97°0Z 45 %94 Ss0°-

od tey mnogosci odciagnawfzy io.(j— i)= 40, zoila-
nic fie 3,4948500— log.(0,0?)$, ktéremu odpowiada
liczba 0,000000% i2s— (0,0s)5.

Przyktad wyciggania pierivigflkéiv. Wynalesdz war-

6
tos¢ 170,iy. - - * log.0,11+40=49,1760913.
rozdzieliwfzy go przez 6, wypadnie Iogarytrrg pier-

ewiaftku $,1960152 ktérego liczba 0,015-704="0,;5-.

Takim fpofobem przyftéfowane logarytmy do u-
tomkoéw niezmiernie rachunki arytmetyczne utatwia-
ja, i fiuzag do obiasnienia tablic trygonometrycznych,
dla ktérych prawie nayfzczeg6lniey ten rodzay ra-
chunku byt wynaleziony, i do nich iedynie uzyty od
Nepera. S tego¢ to podobno powodu J.P. Euler
przyftofowawfzy barzo fzczesliwie rachunek Alge-
braiczny do logarytmow, obrat fobie zaraz rachunek
trygonometryczny do wydolkonalenia w tymze fa-
jnym widoku, ale z wiekfzg daleko pomys$lnoscia, i
z niezmiernie rozlegleyfzym dla geometryi pozyt-
kiem. Wypada nam o nim z barzo proftego rzeczy
porzadku mowi¢. lezeli bowiem we wfzyftkich
matematyki czesciach, gdzie rachunek arytmetyczny
wchodzi, pomoc Algebry przez ogo6lnos¢ lwoich zna-
kéw i prawidet, rosciagga barzo daleko granice pra-
wdy; w trygonometryi zaifte ktéra ieft czyftem przy-
ftofowaniem arytmetyki do geometryi, rachunek al-
gebraiczny nayfzcze$liwiey udadzby lie powinien, i
przytozy¢ fie do dofkonatosci ledwo nie wfzy-
ftkich matematycznych nauk, i od nich zawifiych
fztuk i rzemiofi, w ktoérych uzycie trygonometryi ieft
nieuchronne. laké6z fkutek pokazat, ze ftworzenie
tego rachunku, i wprowadzenie go w calg matema-
tyke, bedzie zawfze na czele naypozytecznieyfzych

wynalazkéw
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wynalazkéw tego wielkiego Geometry. Nalezy Jo
iftoty nafze'go zamiaru wytozy¢ go w catey fwe'y
obfzernosci i Swietle. Trzymaiac fie Scisle nafzego
w tey xigzce przedmiotu, powinnibysmy wfzyftkie
trygonometryi poczatki mimo fie pusci¢, wyciagnie¢
poprzedzaigcey tey wiadomosci po czytelniku; aie
pamietni na niedoftatek narodu, w ktéorym rozrzu-
cone geometryi xiazki barzo wiele do czynienia w
arytmetyce i trygonometryi zoftawity, nie ufpofabia-
igp uczacych fie do dzifieyfzego ftanu matematyki, i
nie poprawiaigc wiele niedoktadnych i falfzywych,
ttomaczen w ftéfunku liczb do linii; uznaliSmy za
potrzebe, ogoélny przynaymniey widok catey trygo-
nometryi wytozy¢, i z niego wyciggnac¢ analityczny
rachunek linii, ktére trygonometryczneini nazwano.

ROZDZIAL CZWARTY.

S pierwfzych poczatkéw Trygonometryi wy-
cigga fie rachunek Linii Trygonometry-
cznych; ttdmaczg fie wiafnosci Ltukow kota
(drugi rodzay funkcyi przeftepnych); fpoféb
rachowania Tablic trygonometrycznych i ich
Logarytmow: wuzycie nakoniec tego rachun-
ku s poprzedzajacych pokazuie fie rozdziatow.

LI.

yUT~yftkie figury liniami profte'mi zamkniete roze-

bra¢ fie mogag na troykaty, przeto do ich wymia-
ru (jofy¢ nam ieft wiedzie¢ fpofob mierzenia troyka-
tow. Kazdy troykat ma w fobie fzes¢ rzeczy do
uwazania: wfzyftkie te wchodza w iego rozmiar, od
wielkosci bowiem dwéch bokoéw, i rézney ich do
fiebic pochytosci, zawifta wielko$¢ trzeciego i ieg®

pochytos¢ do pierwfzych, a odwfzyftkich tvkch, wiet-.
'kos¢
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kos¢ ptafzczyzny w troykacie zawartej. Wymiar
mfigury dzieie iie przez pordéwnanie ptafzczyzny z in-
ng ptafzczyzna wzietg za miare, ktora fie za zwy-
czay bra¢ zwykta sczaftek figury. RoOwnanie dwoéch
ptafzczyzn rodzi ftofunek, ktéry poéty nie odkryie
wymiaru ptafzczyzny podaney, poki go nie zréwna-
my z drugim ftéfunkiem. Drugi ten ftéfunek bierze-
my z nauki ogoélney ftofunkow czyli z arytmetyki,
efzukaigc liczby, ktoraby fie tak miata do fwey iedno-
§ci, iako fie ma ptafzczyzna podana do fwoiey mia-
ry. 1na tem ci to wynaydowaniu liczb wfpomnio-
rjych, i wyrazeniu przez nie ftofunku zachodzacego
miedzy ptafzczyznami, zalezy cata cze$¢ geometryi o
wymiarach ptafzczyzn. Dowodzi ona nam, ze ma-
iac. kwadrat, a z iego wyfokosci wzigwfzy czes¢ za
iednos$¢ liniowa, druga znowu cze$¢ réwng s podfta-
wka, s tych dwéch czesci zrobiwfzy kwadracik ma-
ty, tego kwadracika ptafzczyzna, ma fie do ptafzczy-
zny kwadratu podanego, iako fie md mnogos¢ licze-
bna ze zbioru iednosci liniowych wyfokos$ci, przez
zbior iednosci liniowych s podftawka; do iednosci
liczebney ogdélney. S kad wyciggamy te regute: ze
ptafzczyzna kwadratu ieft rowna mnogosci z wyfo-
késci przez podftawek. Ten fkrécony w geometryi
m\wyraz nie wyttomaczony dobrze poczynaigcym,
wprawi¢ ich moze w barzo przewrotne geometryi
rozumienie: wiemy bowiem ze linia nie moze fie
mnozy¢ przez linig, bo w tem dziataniu ieden zmno-
znikow bydz koniecznie powinien liczbg oderwang i
0godlna.

W takowem ptafzczyzn-miedzy fobag réwnaniu i
wyrazeniu ich do fiebie ftéfunku przez liczby, ezwar-
ty termin wypdda koniecznie s trzech iuz wiado-
mych, a zatem z fzeSciu rzeczy w fkidd troykata
ewchodzacych trzy tylko fg wolne dla nafzych przy-
pufzczen, inne za$ trzy iuz fa wypadkiem Kkonie-
cznym s pierwfzych. | na tem ci to wynaydowa-
niu trzech .rzeczy, z innych trzech podanych =zalezy

-fatd

2 wymiaru
Plalfciyinyy
.trygonome- *
tryi, ilinii

uiywa-
nych#
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cata fztuka rachowania troykatéw, ktérg Trygono-
metryc[ nazwano, a ktora ieft tylko proftym rachun-
kiem arytmetycznym do geometryi ftéfowanym. ldzie
Wiec w trygonometryi o poréwnanie fzeSciu rzeczy
miedzy foba, i wyciggnienie przez nie trzech niewia-
domych s trzech podanych. Linie profte iakiemi fag
boki troykata potrafiemy dobrze miedzy foba ré-
wnaé, i ftéfowac: ale iakze ftéfowaé katy z liniami?
Geometrowie obrali fobie obwdéd kota do wymiaru
katéw, lecz nie maigc doktadnego ftéfunku miedzy
linig proftg i krzywa, nie mozna byto bokéw réwnac
z tukami zamykaigcemi katy. Trzeba im wiec byto
powymysla¢ inne linie profte znaczace' tuki kota, i
katy, s ktorych wielkosci moznaby przyisdz do wiel-
kosci katow.

m\\zigwfzy fobie na figurze i. tuk DB mierzacy Kkat
ACB-, linie' profte oznaczaigce' ten tuk fn: pionowa
AB ktora fie nazywa Wstawa 1tuku DB lub kata
ACB (Sinus circus vel anguli)-, DA Wstawa odwro-
cona (Sinus verfus): ED Styczna (Tangen.t): EC
Sieczna tego famego #tuku Ilub kata ( Seccins).
Aze z wiadomosci tuku DB wypada wiadomos¢ tu-
ku BG ktory ieft iego dopetnienie'm, wiec i linie do-
piero wymienione' odkry¢ nam zaraz powinny po-
dobne' linie ftuzace tukowi BG, albo ze iainiey po-
wiem, linie tuku DB mie¢ powinny inne odpowiada-
igce fobie w tuku BG: iakoz Bli=AC ktora ieft wfta>
wa tuku BG, nazywa He Dostawa tuku DB (Coft-
nus arciisj-, HC=BA ktéra ieft wftawag DB nazywa
fig Doftawg BGj GH ktora ieft Wft twg odwrécong BG,
zowie' fie Doftawg odwrdcong DB (Cofimts verfus)
FG, ktora ieft Styczng BG, zowie fie Doftyczng DB
(cotangens): Sieczna nakoniec FC tuku BG, ieft Do-
fieczng tuku DB (Cofecans): i tak co fie w iednym
tuku zowie Wftawa, Styczng, Sieczng/ i t. d. to w
iego dopetnieniu nazywa fie Doftawa, Doftyczna,
Dofieczng, i t. d. Wfzyftkie te linie iak widzemy,

ft liniami proftemi i funkcyami promienia, ktéry
bedac
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naywiekfza wftawa tuku 90, ma imie Wstawy pro-
stey (Sinus reElus). Naznaczywfzy takim fpofo-
bem linie wyrazaigce luki, potrzeba ie byto przy-
wiesdz do iedney powfzechney miary poréwnywa-
nia, to ieft wyrazi¢ ie w czaftkach promienia DC:
oprocz tego znalesdz fté6funek miedzy niemi wfzy-
frkiemi, za ktérego pomocg maiac n.p. wftawy, mo-
glibySmy przyisdz do odkrycia doftaw, ftycznych,
doftycznych, fiecznych, dofiecznj-ch i t. d. potrzeba
iefzcze bylo zna¢ przyniymniey iedne takowa linig
w czaftkach promienia, a dopiero od tey wiudoniey
przyisdz do wfzyftkich odpowiadajgcych tukéw, po-
czawfzy od naymnieyfzego az do naywiekfzych. To
oftatnie zadanie rozwigzuie nam geometrya: iezeli
bowiem wftawa ieft potowa cieciwy; cieciwa za$ tu-
ku 60° ieft rowna promieniowi; wiec wftawa tuku
?0° ieft potowa promienia. Inkimzeby fpofobem od
wftawy tuku ;0° wiadomey przyisdz do wftaw in-
nych iakichkolwiek tukéw? oto gdybysSmy mieli fpo-
fob s wftawy iakiego tuku, wynalezienia wftawy tu-
ku podwoéynego, iego potowy; powtére z dwoch tu-
kow poiedynczych wftawe ich fummy lub réznicy;
mielibyS§my zaraz wftawe tukéw 7f°, 7° 30", 4%-° i
innych. Te wfzyftkie uwagi pokazuig nam ze do
wynalezienia linii wfpomnionych ktére trygonomctnj-
cznemi nazwano, na wfzyftkie tuki kota, rozwigzaé
nam potrzeba naftepuigce zadania;

Pierrofzi'- wynalesdz zwigzek zachodzacy miedzy
wfzyftkierni liniami trygonometrycznemu

Drugie: maigc wftawy poiedyncze dwoch tukéw,
wynalesdz wftawe ich fummy i réznicy.

Trzecie: maigc wftawe iakiego tuku, wynalesdz
wftawe tuku podwdjnego i iego potowy.

Nim przyftagpiemy do rozwigzania tych zadan,
zgodziemy fie dla wiekfzey wygody w rachunku,
promien kota, ktory ieft zawfze iloscig ftateczna,
wzig$¢ za iednos¢; wfzyftkie' wiec wftawy tukow
iakichkolwiek, wyigwfzy #tuk go°, bedn utomkami.

S Pierwfze
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Pierwfze zadanie rozwigezuig nam propofeye 2 geot
metryi wyiete, a przez algebraiczne zrownania'wy-
razone, dla czego tuk iakikolwiek DB, nazwiemy
Pj bedzie wiec BG— eo°— p: dla krotkosci za$ uzy-
iemy naftepuigcych wyrazéw: tujt.p, znaczy¢ bedzie,
wJtaiCa tuku albo kata p, podobnie:
Dojt: p. znaczy Doftawa tuku lub kata p. (Cofinus

arcus p). ,
Sty.p. Styczna tuku Ilub kata p. (Tangens arcus p.f.
Dojty: p. Doftyczna p. - - - (Cotangens p).
Siec: p. Sieczna tuku Ilub kata p. (Secans arc. p).
Dufi¢: p. Doiieczna tuku lub kn. p. (Cofecaus ar.p.)
wvfi\ odiur: p. Wftawa odwrécona (Sinus verfus).
Doft: odw: p. Doftawa odwrdcona (Cofinus verjus.)
L.WJt k. Luk ktoéry ma za witawe k. (Arcus cujns

ftnus k).
t. Dojt: k. Luk ktory md za Doftawe k. (Arcus cu-

jus cofinus k). i t. d.
a naprzod Chcac wynalesdz zwigzek miedzy wftawa
i doftawa, to ieft miedzy AB, i AC— BH mamy po-
dtug prop. 47. 1. Xiegi Euklidefa naftepuigce zro-
wnanie (BC)2=(AB)2-h(AC2), czyli 1— (ujt.p)2 4-
(Dojt.p)2, a przeto DoJdt.p=vr(i— [niftip]*}- 1]ine
zrownania Wyciggniemy s podobienftwa troykatéw,
znaczac ie przez (tn): i tak troykat EDC CO&BAC

COAF CGQAB Cii, ktére daig naltepuiace pro-
poreye.
CA:DC::AB.ED to ieft dojt.p: 1:: wijl.p.jty.p, s kad
fn WiiP -V
YP~ 4ojtp
ED:DC:.GC:GF - - Jty.p:i::i: dojty.p, skad
dojtytp
A@-:-BC::I':)fE:y:é)C - - dojtp:i:ziz Jiec.p, s kad
fiec.

P dojt.p
HC;
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HC:BC::GC:FC - - wijt.pu”i: dojie.p, s kad

te zréwnania daiag nam zwigzek miedzy wfzyftkie-
mi liniami trygonometrycznymi i rozwiezuig pier-
wfze zadanie.

Co do drugiego: niech bedzie nafig.2. tuk KB=x,
ktéorego wftawa KL, doftawa LG, tuk BA=y, kto-
rego wftawa BD, doftawa GD-, potrzeba nam wy-
nalesdZz tuku KA=x+y wftawe KM, i doftawe GAf;
poprowadziwfzy LO, LP=MO, do ztozenia troyka-
tow podobnych GBD, GLP, tak aby w ich fkiad
wchodzity linie wiadome', b.edzie wftawa ktorey fzu-
kamy KM— KO+OM” wypada nam naprzod;
GB:GL::BD:LP=0OM, to ieft 1: doJt.xwjty:o M=
litft. y. doJt.x powtére AGBD QOKLO. daie naftepuigca
proporcya;
GB:GD::KL:KO to ieft, 1: Dojly:: v:fl.x:KO— uijl.x.
dojt. y; KO+OM=iujl.(x+y)= ivfl. xdoJIy b DoJt.x
lujt.y - - (O-
Chcac za$ wynalesdz GM czyli dojt. (x-hij), mamy
naprzéd GB:GD::GL:GP to ieft: dojt.y:: riodi.x (jP==
doJl.x Dojt.y. Powtore; -

GB:GD::KL:LO to ieft; 1: lujty:: ivftx:LO— iujt, x.

wjty wiec GM— GP— L0 = doJt. (X+Ij)— doJt.x dojt.
y — ivji.x.ivfi.y. - - (2)

Druga cze$¢ tego famego zadania chcac rozwiagzaé,
nazwiymy na Fig. 5. KB (x), BA (y) s ktorych
wftdw i doftaw pojedynczych KL, GL; BD, GD, po-
trzeba nam wynalesdz wftawe i doftawe tuku - - -
KB— BA=x—y. Poprowadziwfzy MO, PL, LO, dla

ztozenia troykatéw podobnych z linii znanych, na-
przéd A GBD CO A GLP, a p'rzeto:
GB:GL::BD:LP£=0OM to ieft: j; do/t. x:: uijt ij: OAf=

tujt. y dojt. x. Powtdére AKOL COA GBD. wiec
BG:(j D::KL:KO to ieft: 1: dofi. y:: wjt, >: KOac=. tujt.x.
doft- lit s kad KM=K.0— OM-= wijt.(x— i9 =: wlt.x.
dojt.y— doJtx wijty - - - (3)
Si Na

Jfr

F6>V
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Nn wynalezienie za§ GM = doJi(x—y) m:imy na-
przéd :GP to ieft /; dojl. y:: daft.x: Gp=
doJi.x. doft. y. Powtore'? - - - - -
GB:BD::KL:OL to ieft i: wijby:: ivft. x: GL— wijt. y.
uji. x, sczego otrzymuiemy dojt. (x—y) — doJt.x.
dojt.tj-y- iujl.x njl.y. - - - - 4).
WynalezliSmy wiec cztery zréwnania:

(1) wiji.(x+y) = iujtx. doJry+ dodl.x. wfiy

(2) doJt(x+y)= dod}.x. doj.y— ivjt.x. lufty (»)e

(%) ivit.(x—y)= wijtx. doj.y— DoJtx. wiji.y

(4.) doji.(x— )} doft.x. dodtij-+- ujt.x. wjty
Dodawfzy zréwnania (1) z (jJ, i znowu odcingna-
wfzy te fame od fiebic, otrzymamy inne cztery.

(1) 2. ivjt.x. dodt.y= iijt.(x+y)+- ivit.(x—Yy),

(2) 2. doJtx. dojt.y— dodt.(x-+-y)-{-doJt.(x—y), (fi)

(}) 2. dodix.vjdlLy= ivfi.(x+y)— wjt.(x—y),

(4) 2. wji.x. tvji.y== dodt.(x—y)— doJdt.(x+y).
uczyniwfzy wzrownaniach (ot) \=y, pierwfze' dwa
zrownania daig nam:
rijt.'y=2-, wjl.y, doft.y, -- DoJt.2y=(doft.y)'l— (njt.y)*
oftat. zas dwa. wJt.o=o0, doJt-o= (dcjt.y)2+ (ujhy)-=i.
to ieft: ze wftawa tuku zero réwna ieft zero; dofta-
wa za$ tuku zero rowna ieft promieniowi kota, co
nam witasnie fama figura pierwfza okazuie. Te¢ fa-
me wartos¢ wprowadzrwfzy w zréwnanie (fi) - -

3c=t/=I<i, pamigtaiac o dopiero wyciggnipnych zroé-
wnaniach, otrzymamy z (2) i (a)

Dwa te' zrObwnania wyrazaig wftawy i doftawy po-
towy tuku przez wftawe i doftawe tuku catkiego,
tak iako pierwfze dwa u ftawe i doftawe *tukow
podwoynych przez wftawe i doftawe tukow poje-
dynczych, przeto obydwa rozwiezuig zadanie trze-
cie. Kazdy z nas tatwo poymuie, iakim fpofobem
maiac wiadomg wftawe luku fo°, i zréwnania z r°~
zwigzaniu trzech zadan wypadte, rachowane s tad

bydz

W
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bydZ mogn wftawy i doftawy tukéw innych.
lakoSmy za$ z zréwnan (*) potrafili wyciggnac'
wftawy tukéw podwoéynych uczyniwfzy x=y, tak
w tychze famych kiadac za x=2y; x*=3y, x=jy
naftepnie, i zamieniaigc wftawy tukéw podwdynych,
potréynyéh i t. d. za ich wartosci w tukach poie-
dynczych, otrzymamy podobnie:
jrjt.3y==3.wji.y(dgfl.y)*— (wfty)s - - - -
Dojt.$y= (dojt.y)z— jdojt.y(wijty) 2. i t.d.
potozywfzy teraz wlkx=p, do/t.x=q, wjty—in,
tiojiy—n i dwa zréwnania p2+q~— i} m2-HJ2=/,
uzywaiac do zamian; otrzymamy":
W3t x— p.
tuji.(y+x)=mqg+ng.
njt.(2y+x)=2n(mqg-btipj—p.
vifi-(3y-+-x)— 2n[2mng+2n3a— jj]— mg— np.
itod.
to ieft:
Wt Xz=It)Jt.X
wdt. (y +x) — luji.y. doJt.x+doJty.ivIt.x
ivft.(2y+x)=2 dojt.y. wjl.(y+x)—iufl.x
wijl.(py+x)— 2 dojty.ivjt. (2y+x)— iuft.(y+x)
wj\.(4iy+x)=2 doji.y.wjt. ($y+x) — wlk.Ciy +x)
viIt.(ny+x)=2 dojty.wdt [(n— i)y +Xx]—udt. [(n— 2)y+x~\
to famo i na doftawy.
DoJt.x=q
dojt. (y+x) =ng— mp.
dojt. (2y+x)=2n(ng— mp)—q
ttoJt.(2y+x)=2n(inl— 2nmp— q)— ng+mp
it d.
to ieft:
Dojt. x — doJt.x
dojt. (y+x) =dojt.y.dojt.x— wijt.y.ivjt.x
doJt.(2y+x)— 2.dojty.dojt.(y+x)— dodt.x
doft.(}y-hx)— 2.doft.y.dqfi.(2y-hx)— d")Jt.(y+x)
dofi. (4y+x)=2.dojt.y .dojt. ($y-\~x)— doJt.(2y+x)
doft.(ny+x)=.2.dojt.y.dojt.([n— 1]y+x)— do/t. [(n—2)y+x]m
gdzie widzemy, ze kiedy tuki idg w poftepie arytme-
S} " tycznym
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tycznym ich wftawy i doftawy maig poftep zwro-
tny, iakiby wypadt z odwiktania utomku maigcego
za mianownika i— Hix+(m'l+n')x'l podtug & ?2.
S tych oftntnich zréownan uczyniwfzy x—y wnofza

fie inne wielkiego w rachunku matematycznym uzy-
wania, to ifft:

WJt.zij=2 irrft.y.dojt.y (K)

tufi. 3y=2 dojt.y.iuft.zy— icjt.y

lujt. 4-y— z dojt.y.wijt. iy— wijt.zy

wlt.sy— 2 dojl.y.wjt.Ny — «'fi-iy

iuJt.ny— 2 dojty ivjt.(n— i)y— wjt.(n—2)y

doJt.$y— z dofly.doft.2y— dofl.ij
doft.4y=.2 dojt.y.dojt.jy— dodt.2y
doJt.sy=2 dojty.doJt.Ay— dojt.Ny
itd.
doJt.nyz=z2 dojty. doJt.(n— i)y— dojt.fn— 2)1/.
§. LI
Poniewaz zamierzyliSmy fobie rachunek algebrai-
czn}r w trygonometryg wprowadzic¢, i za pomocg' iego
te nauke daley rosciggna¢; potrzeba nam pamietaé
na nafze poczatki w I. Czesci rzucone, ze ilosci ia-
kie'kolwiek cechowane znakami ogolnemi nalezy u-
wazaé¢ nie tylko przez wzglad na ich wielkos¢, ale
nawet przez wzglad na ich ftun, w ktérym lie iedoe
w porédwnaniu drugich znayduig. Nalezy nam prze-
to nauczy¢ fie w liniach trygonometrycznych uzycia
znakéw dpdatnych i odiemnych. Czego chcac doysdz
przez profte" geometryczne' uwagi\ rzu¢my okiem na
Fig. 1. i Scigaigc rozne odmiany tuku DB, a z nim
odmiany wftaw, doftaw, ftycznych, doftycznych
it. d. znaydziemy, ze kiedy tuk rosnie, iego wllawa
i ftyczna powiekfza fie; doftawa za$ i doftyczna u-
bywa; dofzedifzy po°, wftnwa ftaie fie naywiekfza,
czyli réwng promieniowi, a doftawa zero; w tym
famym przypadku ftyczna ftaie fie rowno-legta s sie-
czng, czyli niefkohnczoney wielkosci, a doftyczna
zero. Kiedy tuk przefzedifzy 90° znowu rosnie; ie-;
5o
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go wftawa i ftyczna ubywa, a doftawa zaczyna ro>
fngé. Ale ze doftawa byta dopiero zero, ftyczna za$

to ieft przefzty za granice oftatnig wzroftu i uby-
\vanid: powiedzieliSmy zas§ w §. 16. ze ilo$¢ iaka
kohczona przefzedizy za o, albo §, odmienia fwoy
ftan i ftaie fie z dodatney odiemna lub przeciwnie,
wiec wfzyftkie doftawy i ftyczne tukéw wiekfzych
od ~go° czyli katéw rozwartych fag odiemnemi. Idac
daley za wzroftami tuku znaydziem, ze kiedy ten
bedzie iSo° na ten czas wftawa =o, doftawa réowna
promieniowi odiemnemu, to ieft, nazwawfzy poto-
we obwodu kota P, wft. P=0, doft. P=— /. Prze-
chodzgc za potowe obwodu wftawy zaczynaig ro-
fng¢ i bydz odiemnemi, a doftawy w tymze famym
ftanie ubywaia, i dofzedifzy |-P czyli do M, dofta-
wy ftaig fie znowu zero, a wftawy rowne' promie-
niowi odiemnému. Od M naoltatek idac do D, do-
ftawy rolng, ale przefzedifzy za zero ftaig fie zno-
wu dodatne, a wftawy odiemne az do D, poki zno-
wu nie przeydg powtdérnie za granice fwego wzr6-
ftu i ubywania. S tych wiec uwag wypada, ze
wftawy tukéw w pierwfzey i diugiey éwierci kota
fa dodatne, w trzeciey za$ i czwartey odiemne; do-
ftawy W pierwfzey i czwartey ¢wierci kota fa do-
datne, W drugiey i trzeciey odiemne': to ieft, ze
$rzednica DL przedziela wftawy dodatne, ktére lezg
nad nia; i odiemne ktore fie pod nig znayduia: S$rze-
dnica za$ GM oddziela doftawy dodatne, ktore fg po-
tozone na lewey? od odiemnych ktére fg na prawey

iey ftoronie. A poniewazJty.p=1 , doJty.p=

dojt.p
—-—---»ftec.p— — — , doile. p= —— idzie za tem
fhjc.p dojt.p J wA.p

ze ftyczne' fg w te'n czas dodatne kiedy wftawy i

doftawy razem dodatne, albo razem odiemne, co ma

mieyfce w pierwfzey i trzeciey ¢wierci kota: fg za$

odiemne W ¢wierci kota drugid¢y i czwartey ponie-
4 waz
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waz tam wftawy i doftawy maig znaki rézne. Do-
ftyczne iako pokazuie ich zréwnanie wiasnie fie tak
maig iako i ftyczne, to ieft krocey moéwinc: ze fty-
Gzne i doftyczne fa w CEwierciach kota liczby niepa-
rzyfte dodatne; w C¢wierciach za$ liczby pdrzyftey
odienine’.

Sieczne tukéw podiug zréwnania tak fig ma-
ig iako ich doftawyj dolieczne za$ iako wftawy, to
ieft: ze fieczne w drugiey i trzeciey ¢wierci kota fa
odiemne; w pierwlzey i czwartey dodatne; dofieczne
zas w pieYwfzey i drugiey ¢wierci dodatne, a w trze-
ciey i czwartey odiemne. S tych uwag wypadaig
nam naprzéd zréwnania. Tf/i.o— o, doJt.o=ry - -

wit. doJt\P=0, wJt.P=0, doJt.P=—1i, - - -
wJJ.jP— — i, doJiAPz=0. wijt. zP— o, dojt. zP ~i.
Kombinujac zréwnania terainiegfze Z to ieft.7
. V* ?

ktadac w te oftatnie* za x tukl ~PB 2P, 0t d.
otrzymamy naftepuiac¢ prawdj-

(*_P+y)=-hdojty - - - wl(\P—y)= + dnjt.y.
dojt. (iP-hy)=s — jujt.y -- - doJi(IP—y)r=A-iudty.
tvit. (P-hij) = — wjty - - - iujt. (P—y) = etujly
dojt. (P+y) — — dojl.y - - dojt. (P—y) = —dojt.y™
uljl. {P->ry)- - dojty - - wjt. \P~y) z= — dojl.y™
doJdi.(AP+y) - wijty - - dojt. (IP- y)- - wjly
ii/?. (zP+-y) = -+ wjty - - wft. (zZP—y )= — wijty
dojl. (zP-hy) = dojt.y - - dojt. (zP—y) = -+~dojly

powtarzajgc iefzcze wieceyrazy ob%-6d kota roscia-
glibySmy daley liczbe tych zréwnan, s ktérych kazd¢
ieft twierdzeniem geometrycznem. Przypatrzywfzy
fie zas z uwaga wfzyftkim, widzemy ze kilka tukéw
miedzy fobg réznych maig te fame wftawy i dofta-
wy, co nam takze figura 4. pokazuie. Wiemy bo-
wiem, ze cieciwa w kole nalezy do tych wfzyftkich
tukéw, ktore fie konicza na iey przecieciach s kotem;
i tak AC nalezy rownie do tuku ABC, do tuku ADC
i do
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i do wfzyftfcith innych tukow, ktore obrote'm fwoim
opifzc w naftepuigCy fpoféb: w-zigwfzy n. p. koniec
cieciwy A, i toczac ig okoto drugiego konca G, ta
cieciw® wrociwfzy fie na fwe mieyfce, bedzie nalezy¢
do tuku ABC, i do catego obwodu kota ktéry obie-
gta, tak dalece, ze nazwawfzy ABC, m; toczac cieciwe
tyle razy, ile nam fie podoba i wracaigc ig na fwoie
mieyfce, wfzyftkie' tuki, ktore opifze fwyrn biegiem,
beda do niey nalezy¢”. to ieft tuki u, u+P'y u+2P’,
tA-~P'N u-HfP'; i t. d. ("tu bierzemy P' za caty obwod
kota ), toz famo moéwi¢ o tuku ADC=r-P'—u, s kté-
rym podobne dzia¢ fie bedg odmiany za biegiem cie-
ciwy, tak dalece, ze znowu ta fama cieciwa bedzie
nalezy¢ do tukéw P'—u, zP'—u, 3P'—u, 4P'—u,
j t. d. Ale ie- ta cieciwa przechodzac przez tuki
u, P'—u, raz niknie, drugi raz znowu rosnie; idzie
za tem ze miedzy temi tukami iedne beda, Kktérych
cieciwa AC ieft dodatna; a drugie, ktorych ieft odie-
mna podtug §. i«. to ieft uwazaigc ten bieg iako$Smy
go uwazali w ftawach i doftawach, do cieciwy do-
datney bedag nalezy¢ tuki
m;, K+2P';, U+-4-P - - u-t-2-nP" - - .
P'—ir, jP’—u,sPf—u - - (2n+i)P’—m.
Do cieciwy za$ odiemney tuki.
w-+-P'; m-KjP'; M-+-yPL - - u+(2n-hi)P’ - « -
2P’— u\ 4P'—m 6P'—u - - znP'—u

to ieft ze do tukéw ABC, ADC, przydajac iakakol-
wiek liczbe parzyfta obwodéw kota, wfzyftkie te'
tuki beda mialy cieciwe AC dodatng: przydajac za$
do tychze famych tukoéw liczbe obwodéw kota nie
parzyfta; wfzyftkie bedg mialy cieciwe A C odie-
mng. Kazda wiec cieciwa nalezy do niefkoriczoney
liczby tuk6éw, a przeto i wftawy ktére fag potowa-
mi cieciw,- doftawy, ftyczne, doftyczne, i t.d. ktére'
fa funkeyami pierwfzych, maia takze niefkoriczong
liczbe tukdédw, Ho ktérych naleza. Ta wiec liczba
tukéw odpowiadajgca iedney linii twgonometryczney

nie moze pydz w zréwnaniu algebratcsnem zawarty;
Sy to ieft
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to ieft ze tuki fg fUnkcyami przéjlepnetni fwych
wftaw, doftaw i t.d. Maigc wiec podane zréwna-
nie n.p. wJt.z=A, a chcac z niego wyciagna¢ tuk z,
otrzymamy z— £.WJLA, to ieft ze z ieft rowne tuko-
wi, ktorego wftawa A. Tu naprzéd widzemy, iz
dziatanie ktérego na rozwigzanie takowego zrowna-
nia uzywamy, ieft cale rézne od tych, ktéreSmy w l.
CzesSci uwazali. Oprocz tego tak rozwigzane zré-
wnanie iefzcze nas nic oznaczonego nie uczy: iezeli
bowiem wftawa A mie¢ moze nielkohczong liczbe
tukéw przydaigc tyle razy obwod kota, ile nam fig
podobaj z ma mefkonczenie wiele wartosci, miedzy
ktéoremi iedne moga nalezy¢ do nafzego pytania i ie-
go warunkoéw, a drugie nie: fppfobu za$ rozréznie-
nia takowych warto$ci nnfzemu pytaniu witasciwych
lub obcych, zréwnanie nas nie uczy. | na te¢ to tak
wielkg trudno$é¢ natrafia¢ zwykliSmy nayczesciey W
rachunkach aftronOmicznych, ktore poty nie lozwig-
zuig pytania, poki przez iakg kombinacyg nie wy-

#rzucemy terminu zamykajgcego tuki. Spolobu tego

S fob Tamie
nfami mnogo.
ici i poteg w
liniach trygo-
wnyct?"

nie przypada nam tu iefzcze ttdmaczy¢j dofy¢ nam
bedzie wfzyftkie pomocy -do tego rachunku wytozy¢
i nauczy¢ fie w rachunku trygonometrycznym iedne
wyrazy zamienia¢ za drugie.

§. LIII.

Pierwfza trudno$¢ ktdérg tu utatwi¢ powinnismy,
pochodzi z réznych poteg i mnogosci linii trygono-
metrycznych czynigcych zréwnania ciezkiemi do ro-
owigzania, albo przynaymniey znacznie zawiklane-
m'- Na ten koniec wrdémy iie do zréwnan (@), s
ktorych (i) i ( zamykaigce' mnogos¢ wftawy przefc
doftawe, odmieniemy na proscieyize, uczyniwfzy w
nich bedzie bowiem
(1) - - zwjt-uy. doJdty=iudt (n+1)y+ Ivfl.(n-"~-1
(2) - - 2dodkny. ti'dti]™*=nJ}.(n+i)jj— tvjt.(n— i)y
dwa te zrownania fluzy¢ mam zawfze mogg za wzo-
ry do wyrazenia mnogosci s wftaw przez doftawy
tukéw kilkokrotnie powtérzonych, przez fame wita-

my
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wy tychze tukéw kilkokrotnych. Czego, uzycie zaraz
nam lie pokaze, wzigwfzy zréwnania (2) i (4) z (fi)
i w tem oftatniem uczyniwfy x=y, bedzie

mnozac obydwa cztonki. prz,ez lujt.y, wypadnie

2 (ioftmm))y— wff.y. Aoft-ZIJ, ktére' zg pomocy
zréwnania (2) z (A) przerobiemy na

4 (icjt-y)3= 1lwft-ij— ivft.~y. Podobnym fpofobem
mnozac ciggle tak przerobione' potegi przez wftawy,
i kltadac za mnogosci ich.wartos¢ w tukach proftyclji
z (A), przyidaierny do przerobienia wfzyftkich po-
teg wftaw, przez wftawy tukéw Kkilkokrotnych; iak
nam. naftepuigce pokazujg zréwnania:
z(wJi;y)?=1*—doJt.2y

4. (wft.y) 3==jwft.y— wft.31)

8(ILfl-y)A~ i — 4fioJt.2ij+dodt4.y (a).
j6(wijty) — lotujt.y— fiuft.jy-bwft. fy
£2(wJt:y.)*==io— Isdofl.2y+hdoJt.4y— dojt.6y
64.(wjt:y)i— te>wfiy— 2iiuj\.}yA-7ivIhfy--wjt.7y

it d.
wzigwfzy za$ zrownanie (2) z (fi) i z niem podo-
bnie poftepuigc prze? uzycie zréwnania (1) z (JU),
przyidziemy do wyrazenia wfzZyftkiph poteg doftaw,
przez doftawy tykow proftych kilkakrotnie powt6-
rzonych to ieft;

2.(dojt. y)z— 1.adqft2y,

4 .(doJdt.y)3= 3do/t.y+dojt.]ly,

8 (dpjly)*=3-*4 (todt.2y+dqJlt'4y, (ti)4
16. (dojt.y) 5== lodojt.y+ y,dojt. 3y-i-dojt.yy
32(doJLy)6— 10+1 fdoJl.2y-h6dodt,4y+dof}.tii
</141(tngi.i ip~i j-qodly-i~2idojt.d ojt, fy+dodt.7y.

w tych zamianach wfpdétczynniki poftepuig tym pra-
wemco i w potedze dwé-wyrazowey. Wfzyftkie
te' zrownania bedg nyra barzo pazytecr.ne w wyz*
fzycli rachunkach.

sa 8 liv.



280 Algebry Czesc Il.

> LIV.
Potegi iefzcze wftaw i doftaw uroionych wyraia-

TWmacty fij ig fie prosciey, i prowadza nas do barzo waznych
wani* tiblic" Wypadkéw. WeZmy zréwnanie naypierwey wycig-
wftaw,-d*ft<w gnione (wJt.y)*+.(dojt.y)2= /. ktérego pierwfzy czto-

it d,

5.

nek roézebrawfzy na mnoznikéw, znaydziemy -- -
(dodt.y+V — /.ndty)(dodt.y— Vr— i.ivst,y)™=i, aprzy-
brawfzy diugi tuk z wypadnie nam z rachunku
(doJ\.y+\f— 7,iujt.y)(dodtzA-Vr— i.ivjt.z)=dq/t.(z+y)
-fV — i.wijt.(z+y)
(dojt.y— V —i.ivjty)(dojt.z—V"— i,wJt.z)=doJdt.(z+y)
—V — i.iujt.(z+y)
(doJl.xtV— 7A(:ji.x)'(do/}.z2vr— i . >3t.z)(dodty£Vr-—F
vJty)=doJdt. (x~bz+y)xVr— i.vfl.(x+z+y).
uczyniwfzy w pierwfzy¢h y—z, w oftatniem x—y
=~, otrzymamy:
(dofi.zx'S— imJt,z)i=dodt.2Z+xVr— l.wijt.zz
(doJdt.zxV — i.wlt:z2)3=doJdt,3Z2xV — i .iifi.jz
i ogllnie
(doJdt.z+\f— ; .wjt.z)n— dofi.nz-bV— i.wjt.nz
{dojt.z— V"— i.njt.z)y=dod}.nz—>/— z.wjt.nz W
dodajac i -odciggajagc dwa ie oftatnie zréwnania od
fiebi&, wypadnie:

ttojt. riz =(doJtZ-+Vr— i.wjt.z)n+(dodt.z—V — i.iujt. z)n

IV —i.ujt.nz— (dodt.z+V"— 7mujt.z)*— (dodt.z— Vr— i.wjt.z,)n

te oftatnie ogdlne zréwnania, rownie iak poprzedza-
jace ucztg nas, ze chcac kat lub luk iaki podzieli¢ na
czesSci, i s tego podziatu jakgkolwiek czes¢ wyrazié
przez tuk catki; wyraz takowy i rozdzielenie kata
zawiflo od zréwnania ftopnia, ktérego wyktadnikiem
ieft liczba podziatu; i tak rosciecie tuku lub kata na
mtrzy, cztery, pie¢ m czesSci, i wyrazenie jciey, 4tey,
j-taj, rritiy czesci tuku, przez tuk catki, zawiflo od
zréwnania ftopnia $go, 4go, sgo, mgo. Cosmy iuz
takze znalezli Wyrazajac potowe tuku przez tuk cat-
ki. S tad tatwo ieft zrozumie¢ owo wielkie u Sta-
rozytnos$ci zadanie o potrojeniu katu (Problemu. trife-
flionis anguli), ktére ze zalezy od zréwnania 3go
ftopnia,
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ftopnia, a co iedno u dawnych Geometréw znaczyto,
od wynalezienia dwoch $rzednich proporcyonalnych}
nie dziwno, ze ie prézno dawni Geometrowie ulito-
wali rozwigzac.

yf Oftatnich zrownaniach drugie cztonki rozebrd-
wfzy na fzereg niefkonczony za pomoca wzoru Ne-
Wtona, otrzymamy:

Doft.'’nz=(rioJt.z)d — — —~(doJt.z)n~2(ivJ}.z)x m
i. 2

n(™~0(n~ 32 (nTle(dodt.z)N*(iudt.z)+

I. 2. J. 4, y. 6 J
(uiji.z)6 + it d.
WJt.nz=n,(daft.z)n- liudtz— — ~ 1™n~¢ t(dojt.z

n(n— i)(n—2)(n— 2)(n—4) ,. ,
{(ivit.2)s + ST T T (dofl.z)n~5

((wjt.z)s— i t.d.

s ktérych pierwfzfc' zamyka w drugim cztonku termi-
ny liczby niep-irzyftey; drugie, terminy liczby parzy-
ftey potegi n funkcyi iiwo6-wyrazowey.

W zigwfzy teraz za z tuk miefkonczenie maty zroé-
wna¢ go mozemy s'fwg wftawa, bedzie wiec njt,
2=2; doJt.z=f: powtére, wzigwfzy n za liczbe nie-
Ikoniczenie wielka, bedzie nz liczbg /konczong, ktérg

nazwiemy u; a.przeto it{/?.s==2==_L: te wartosci kia-
n
dac w zrownania poprzedzaigce, wypadnie:



J.2.3.4.5.6.7-8-9

ktére nam wyrazaig wftawy przez tuki w fzeregach
barzo maleigcych, i ftuzg do rachowanid tablic
wftaw, doftaw, i t. d. Przypniemy n. p. ze . ma,

fie do ¢wierci kota czyli tuku 90°, iako m don, to

mp Nt

ieft v— ——é———; poniewaz geometrya nas uczy, ie p.pt
n

obwodu kota ktorego promien = j, wyraza fie w
czgftkach. teg6z promienia 3,14159265jfS — P, bedzie

WH £ .—eo0°=HI. 1,°7079632671)
n n

m 3*
— — 0,64596409750
WF

-+-— 0,07969262624
f15

— — . 0,004"M17541.}

M
=2 0.00016044118
n9
it d
o N 2 1,000000000000
n

_ ™ 423370055013

et 0,25366950790

K4

m 6

0;020%$6:4go~i6

=8 00000192602

n 8

it d. tatwosé
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Jatwos¢ tego rachunku zalezy od Utomku— , ktory

nie moze bydz wiekfzy od | dla tego, ze w racho-
waniu wftaw i doftaw nie idziemy tylko do »4f°.

Daymy ze - = |> wilozywfzy te warto$¢ utomku w

wyrazy poprzedzajagce znaydziemy wftawe tuku iSa
=0,30901699437 iego za$ doftawe =0,95105651619.
wyigwfzy oftatnie figury liczb ktére beda dla tego
rézne, zeSmy do piaci tylko terminow fzereg ciggne-
li. Poniewaz za$ zréwnania (<p) wypadty s tego
przypufzczenia ze v ieft tukiem barzo matym moga-
cym fie zmiefza¢ s fwg wftawa} nie mozemy brac
za v tuku wiekfzego 0d.300. lakze rachowal wfta-
wy i doftawy tukéw wiekfzych? na to podaig nam
fpoféob zrownania z (0), (j) i (4), uczyniwfzy w
gich x=30°, poniewaz iufi.30°=\, bedzie

WIlLy = thojl.(30°— y)— dojt.(30°+y)

Dofi.y= wfi. (30° +y) + wfi-(30°—y)
wiec

"Wfi. (300+y)= (tofi.y— wfi.(30°—y)

DoJt.(30°-\-y)= dofi.(30°—y) — wfi.y.
.za pomocg tych zréwnan mozna iakichkolwiek tu-
kow rachowaé wftawy i doftawy.

Od wftaw i doftaw tatwo przychodzemy do fty- Rachuntli R)r
cznych i doftycznych przez zréwnania wyrazaigce exnych i de-
zwigzek miedzy pierwfzemi i oftatniemi. "Wiemy ftycioyd
bowiem ze Jty.p = -I-O-ﬁl%_a przeto z zrdwnan

dofi.p
etrzy mamy.'
Shj.(x+y)~ witx -d°Jt-y+ dofi.x.wfi.y”™
dofi. x. dofi.y— wfi'.x.wfi.y.
Sty.(x—y )= *W-x -d°J*y ~ dofi.x.wfi.y.
dofiac dofi,y+wfi.x.wfi.y.
rozdzieliwfcy w obydwdéch tych zréwnaniach tak Ii'

cznika iak i mianownika przez dofi.x. dofi.yj wy'
padnie; Sty.
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a * a,).

Sy .(x- =
Y-(XY)= Ly e iy
W pierwfzem uczyniw Czy X7=y, znaydzie'my.-

y) : 2
podobnym fpofobem dziataigc w zréwnaniach (Q)t

to ieft uczyniwfzy nafamprzéd x+y—a, x—y—b,
n—b a-hb
przeto y ~ ——— ®M X = - ; wypadng nam. naprzod

zrownania: \%

Wijt.a-h iudtb— 2 doft. "-T-li.
2 2

DoJta”AoJtb~doJt.~MLcioJdt.tri
Z z

Wta— ivlhb=s2dodt. 22~ iujt. a- JL
2 2

Dojt.b-—dojt.&— 2wJat. urit. -— t
2

ktére dzielgc przez fig otrzymamy;
Wft.a +wjt.t> a+b
Dojt.a+dojt.b 2
Wakci ivit.b _ dojiy
Dofl.b— dojt.a z
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§. LV.
Wroémy fie teraz do zréwnan (\) zawierajacych
wyrazy urocione, a utrzymawfzy te fame przypu- KcjTuroio!™
fzczenia ktéreSmy tam uczynili na z, n, biorac tuk nych za rze.

z za niefkonczenie maty, a liczbe n za niefkonczenie felne, iwyraz
) u Jogarytmow

wielka; wypadnie nam 2ti=t>, z— — , wjt.z=z— — wlr*ez tuki ko
n n *d

doJt.z=i- a przeto
(i 5 1376 3 y
Dojt.
z
Wi. V= n n

, zV —i
DowiedliSmy za$ w nauce o logarytmach hyperboli-
cznych pod 8. 49. ze biorgc e za ich grunt, - -

(14-JL)n=ez, czyli kladagc vV — 1, —vWr— 1 za z;
n

a przeto
Vy—l « p—VI/_l Vv 1

I H D= e — | == s

Dojiv= - i .
2 v/ — |
s kad ev~r~1— Doftv+\/~— u Wltv, e~v*~I=DoJd}.v
— \/— i.WJtv, te' zrdwnania pokazuig nam barzo bi-
igcg, oumyfl prawde; ze funkcye wyktadnicze urcio-
ne main fwoéy wyraz rzetelny przez wftawy i do-
ftawy tukéw. Uczynmy znowu teraz n liczbg nie-
fkoniczenie matg, a _g liczbg niefkonczenie wielkg czy-

) 2
li n= —J ; bedzie doR.nz— dojt___ =i-, WJltnz=
S ' 9
ivft. — = — | a zréwnania (s) ftann fie

S S
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(Modt.z+vr i.jyft.z) 3t (doJd).z— vr—i.wjl.z) »
z

z T
__(Dojt.zW < iiuft.z)#— (do.Z— \V?— >.iuft.z2)»
5 zV —i.

prz}pomniymy fobie o Iogarytmlach przyrodzonych
w 8 49- Ze (i+z)~g(i-t-2)z—g: a uczyniwfzy
1 z

2+2=1/; y°=iA-glog.y: te wyrazy wprowadzone'

W poprzedzaigce zréwnania zamienig ie na:
t i

n -g log.(dofl.z+\/'— i wjl.z) +/4-g log. (dofl.6:

2.
----- \f-—liufi.z)
2e ff)
] _l
z _ glog.(dodt.z-hV~— i tufl.s)— g log.(doJt.z*~-
g g 17—77
/ — /. wjl.z)
2\f— /.

zrownanie drugie wyraza (ie iefzcze tak:
i DoJt.z+\/ — i.wjl.z

2V— i rfo/?.a— ™ — i.iujt.z

rozdzieliwfzy w nie'm tak licznika iak mianownika
przez dojt.z, otrzymamy:
i »+v — ijbj.a

2V— 1 I°"* i S — 1Jhj.z "fo),

niech bedzie 2 lukiem, ktérego Stycznn”~=o0, bedzie:

— i.Z=-log.i. logarytm wiec iednosci tyle bedzie
Imiat wartosci, ile ieft lukow maigcyeh ftyczng zero;
takich Za$ tukéw ieft nieikonczona liczba podtug 8§.

T2j bo iezeli P znaezy potowe obudwu kota, tuki
o,P,
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0, P, 2P, $P, 4P, VP' wfzyftkie maig ftyczng zero; a
przeto logarytm iednosci réwny, w tem przypufzcze-
niu, o,2PV— 1 4PV-r-i, 6P\f— /, 2xiPV— 1. le-
dnos¢ wiecmna nieftoiczong liczbe logarytmow, s
ktérych wfzyftkie uroipne, précz o; aze kazda liczba
B, uwaza¢ fig moze iako. 1. B. a iey logarytm
s=?log. i+tog.B, _idzie za tem ze kazda, liczbha ma
niefkériczenie' wiele logarytméw, s ktérych ieden ieft
tylko rzetelny, a wfzyftkie inne uroione; co nam
daie widzie¢ w logarytmuch druga, wtafnos$¢ funkcyi
przeftepnych,
Zapatrzywfzy fig iefzcze na zréwnanie (u) i przy-
wiodtfzy fobie na pamigé¢ nauke o logorytmach pod
L 11X
§. 4P. przekonamy fie, ze iezeli tam log.-------- —
i—Xx

2X  2x3 2X5 XN . e
— + +e -1- + 1t di poiozywlzy

1 3 > T 7
vc~Vr— ljty .z; zrébwnanie (#) rozbierze fie na fzereg

[

<&m*£h-(& 2L + 1td.
potézmy J}y.zazt, bedzie '
ti ' & i<
=k Iy t—t— — -t-— — — - +— — i t. d

niech bedzie Z tukiern 45-°, czyli z=gP, poniewaz
wiemy z geometryi ze JtyAPz=jjbedzie <=i, g przeto
sP=7— 1+e5— T — tt + it d

Ten fzereg ieft dawnym owym wzorem. Lcibnitza,
ktéry on wynalazt ng kwadrowanie kola. Z wyzey

podanych o lzeregach wiadomosci rosfagdzemy, ze
te'n wzdér na nic nam nie moze Ruzy¢. Potrzebaby

bowiem dla uzycia go, aby' przynaymnityj byto

— » a'e poniewaz nic mozna naznaczy¢ ftofunku

miedzy tukiem ktorego ftyczna — , i miedzy obwodem
10 !

T2 . calym
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catym, to przypufzczenie niczego nas nie moze nau-
czy¢ o wymiarze kota. Nalezy do tego koniecznie
obra¢ tuk taki, ktoryby byt czaftkg wielokrotng ob-
wodu; do czego naywygodnieyfzy w teraznieyfzym

razie tuk jo°, ktérego ftyczna — —, poniewaz fty-

czne innych tukow fg barziey niewymierne'. W tém
przypufzczeniu znaydziem:

2S=— P= - —— 4- - it.d. czyli
ff $ 3313 S-3'~3

m=X |-X I+t~ I-X 1 +i t.d
i 3-3 M 1 7-i3

s tego oftatniego fzeregu z niewypowiedziang pra'‘ca
wyciggniono wartos¢ potowy obwodu kota w utom-
ku dziefigtkowym do 150 przefzto figur, ktorey li-
czby poczatkowe fg P =1},14159-265358979+

J.P.Euler fzczeSliwiey uzyt wzoru Liebnitza: wzig-
wfzy tuk 45-° za z, rozdzielit go na dwa, a+b=z45-°,

Jhi.ci+Jty.b
s kgaAJdty .(a+b)=i= a PrzetO
. 1—fhi.a
Jjub.= —— —
I+Jhj.a
potézmy teraz Jty.a-= wiecJly.b= * a fzereg

Leibnitza rozebrany na dwie' czesci> da wartosé
znacznie fig zblizaigca do wartosci-prawdziwey

l - 1 A% l-‘_ _l_______l_ — - 1 44 iklj
J2 ~23  y25  y.zl u.zXx

1 _ 1 pdl 1 1 U eibd

i 3.3* r-}* 7.37 e.}9 h.~Nii

te wfzyftkie' fzeregi wypadaigce z wzOru Leibnitza,
odmieniaiac znaki, przerobi¢ fie moga na utomki cig-
gte podiug tego, coSmy wykonali w 8§ 46. na zr6-
wnaniu (e"): i tak fam wzo6r Leibnitza zamienia fi?
na ten utomek ciagty: J

4
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2+ 2f
2+49

2+ i t.d.

PoznaliSmy w teraznieyfzym §, ze pierwiaftki
uroione maig fwoie wyrazy rzetelne przez inny ro-
dzay funkcyi: i tak wyraz uroiony w logarytmach
mozna za pomocg podanych zréwnan przemieni¢ na
wyraz rzetelny w lukach kota; tak dalece, ze prze-
chodzac od logarytméw do tukéw, i przeciwnie, na-
trafiamy zawfze na wyrazy uroione. lezeli wiec w
zrownaniu przeftepnem pokazag fie pierwiaftki uro-
ione, te nie wytykaig niepodobienftwa zadania we
wfzyftkich fpofobach, ale tylko nas ucza, ze rozwig-
zanie pytania ftalo fie niepodobnem w logarytmach,
ale ze ieft podobnem przez tuki kota; lub przeci-
wnie, ze ieft niepodobne w tukach kota, ale podo-
bne w logarytmach. Mamy wiec w funkcyach prze-
ftepnych 1'poféb przeyscia od pierwiaftkOw uroio-
nych do rzetelnych; co funkcyom algebraicznym nie
fluzy, podobno dla tego, ze tam dziatania fg te fam¢
na iakikolwiek funkcyi algebraicznych gatunek; tu
za$ kazdy gatunek funkcyi przeftepnych ma fobie
wtasciwe dziatanie w rozwigzanie zréwnan wcho-
dzace: a zatem iezeli n.p. pytanie iakie zawiflo od
tukow kota, fpoiob obeyscia fie z niem przez loga-
rytmy cale mu nie fluzy, i czyni ie niepodobnem.

§. LVI.

Dotad odbyliSmy fobie to, co nalezy do rachunku Prtyflofowa.
linii trygonometrycznych zamieniaiac ie iedne za .dru- ?ie?opriNY’
gie. Zoftaie nam iie zatrzyma¢ nad uzyciem tego wynayduwa-°
rachunku w tem, czegoSmy przez funkcye algebrai- nia mnoini-
czne me mogli dokriza¢. Pamigetamy ze w nauce o |iw P Wy«
fzeregach na koncu §. 4j rozbieraigc utomki lktada- funkeyi*

Tj ne, na
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ne, na utomki profte Wzoru--_——6—---doftrzegliémy,
i—pz

ie ile razy mianownik fktada fie z mnoznikéw uro-
ionych, utomek fkiadany nie moze fie. rozebra¢ na,
utomki mianownikéw igo ftopnia, boby te calg fun-
kcya zrobity uroiong; ale konieeznie- w tym przypad-
ku utomki nalezy rozbiera¢ na inne, ktérych, miano*
wniki fg 2go ftopnia a-bz-hc-zz rzetelne, powftaig-
ce z dwdch uroionych. Ta uwaga data nam uczué
potrzebe cechy rozrézniaigcey funkcya zgo ftopnia
ztozong z mnoznikéw uroionych, od tey, ktéra fie
rodzi z mnoznikéw rzetelnych. Zatrzymaymy fie
teraz nad tem; funkcya iakakolwiek 2go ftopnia wy-
razi¢ fie moze nayogdlniey przez a— bz-i-czz: roze-
brawfzy ig na mnoznikéw, wypadnie:

z= — % (if[JL —13 zeby z byto uroio-

nem, i zeby funkcyg podana miata dwéch uroionych
bx.

mnoznikéw, potrzeba podiug §. iy. zebyz——-< i,.
ca

czyli zeby —b— <"i; wyraziwfzy wiec —tf— .przez

27 ca 2V ca

ilos¢ iakga mnieyfzg od iednosci,, wyrazemy razerp
mnoznika uroionego funkcyi podaney.

Z. wiadomosci iuz' wytozonych w tym rozdzial?

wiemy, ze wftawy i doftawy iakichkolwiek tukow

précz 900 fa mnieyfzemi od iednosci, wiec przybra-

wfzy luk p, i za— -— potozywfzy doftawe tego tu-
ca

ku, to ieft -------- = Doji.p. czyli b= iS~ca. Dosi.p;
ca

funkcyg podana zamykaigca w fobie takowg wartos¢

na b, bedzie koniecznie wyraza¢ mnoznikéw uroio-

nych, s ktérych fie flctadaj to ieft: a—zzV ca. Dojt.f-

+czz, bedzie wyrazem powfzechnym, wfzyftkirh

funkcyi dwo-kfztattnych zaitiykaiacych mnozniki uro
[] ioae
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ione. Zeby$my ten Wyraz uczynili wygodnieyfzym,
ofwobodZzmy go ze znaku pierwiaftkowego, potozy-
wfzy a* za a, cl zac, a tak -- a2— zncz E)ost.p+c*z- * ' \A)
bedzie wzorem powfzechnym funkcyi ztozoney z
dwéch mnoznikéw uroionyeh.

Chcac teraz odkryé¢ fpoféb ogolny rozbierania iakiey-
kolwiek funkcyi na mnoznikéw wzéru (A'), potrzeba
nam Nndprzéd wyftawi¢ iakiegokolwiek ftopnia fun-
kcya ztozong s takowych mnoznikéw, s ktorg ro-
'mwnaigc wfzyftkie inne,moglibysmy fie nauczy¢, czy-
li ta zamyka mnoznikéw uroionych lub nie? a do-
fzedHzy ze ich zamyka, zebySmy mogli‘wyciggnaé¢ s
tego poréwnywania tuk p, i inne nieoznaczone ilo-
sci. Do rozwigzania tey trudnosci dofy¢ nam bedzie
muzy¢ tey famey Iztuki, ktéra nam fzczesliwie poftu-
zyta w 8§ J-i. mRozebrawfzy nafamprzéd (A') na
fwych mnoznikéw, i te potem na zréwnanie za-
mieniwfzy, znaydziemy.'
cz— a(Dost.pJ'/ — i.Wst.p)\ cz—a(Dost.p— V— i.Wst.p)
z=za'(Dost.p+\f— i.Wst.p)-, z=a'(Dost.p— V"— LWsi.p) (")

gdzie a'= —. Teraz niech
c

A+Bz+ Czl+ D23-t-Es4-t- i t. d. (B'J
Oznacza funkcya iakgkolwrek, ktérg chcemy przero-
bi¢ na funkcyg zamykaiacg mnozniki (A'")., klade za
Z,22,7Z3, it d. wartosci z zrownan (A")-, za pomo-
ca wzoru ogolnego (Dost.px\S— i.Wst.p)n=Dost.np
+y/— |.Wst.npi otrzymamy dwa naftepuiace zro6-
wnanid:

CA+Bci'Dost.p+Ca'2Dost.2p+Da'3Dost:p+ it.d.

+Bci'\f— i Wst.p+Cci'-*— i .Wsi.2p+Da'i\/— i-
MVst.$p-E i t. d.
CA+Ba'Dost.p+Ca'2Dost.2p+Da'*Dost.~p+ i t. d.

0s=S —BaV — i.Wst.p— Cci"*\f— i.Wst.2p—D a ™ —ri.

LWSst.jp-h i t. d.
ktore dodane i odciggnione od fiebie rodzg dwa
.inne:

‘T4
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A+Bci'Dost.p+Ca’2Dost.2p-\-Dn'3Dost.2p-\- i t. d.
Ba'Wst.p+Ca"*Ws!.2p+Da'3Wst.3v-hit.d.
mnozac pierwfze' z nich przez Wst.mp, drugie przez
Dost.mp, i te potem mnogosci dodane i odciggnione
zamieniwfzy na wftawy tukoéw kilkokretnych za po-
mocag (A), otrzymamy dwa nayogélnieyfze zréowna-

nia.
0— AJFst.mp-i-Ba'lFst.(m-{-i)p-\-Ca'2Wst.(m-\-2)p
-+-i tod. (&)
0=A.Wst.mp-bBa'lFst.(m— i)p+Ca'zJist.(m— z)p
+ it d. .
chcac podobne' zrownania otrzymac przez funkcya
doftdw, mnoze pierwfze z zréwnan ) przez
Dost.mp, drugie przez Wst.mp, a za pomocg (fi) wy-
padng zréwnania:
o0=A.Dost.mp+Ba'Dost.(m— i)p-+-Ca'3Dosi.(m— 2)p
-0t d. (B"))
0— A.Dost.mp+Ba'Dost.(m-i-i)p-\-Ca'lDost.(m-hz)p
—+ it d.
(B'z) i (B"p) fa zréwnania nayogélnieyfze zamy-
kaigce' mnoznikéw” (A'), s ktéremi réwnaigc iakgkol-
wiek funkcya podang; wyciggniemy wartos¢ kata p i
a'-, a przeto mnoznikéw wzéru (A'), tyle nam bo-
wiem wypadnie wartosci na p, ile funkcya podana
takowych mnoznikéw zawiera. Zréwnania (B"i),
i (B”j) wyrazone' przez wftiwy i doftawy poddaiac
wiecey kombinacyi pomogg nam do tern tatwieyfze'-
go oznaczenia a' i kata p. Pierwfze z (B'z), dru-
gie z (B"s) fluzg na funkcya Powstaiaca (afcendens),
w ktdérey potegi ilosci nieznaney rofng; zréwnanie
za$ drugie z (B"1) i pierwfze z (B"j) na funkcya
Spadaiacg (defeSndens), w ktoérey fig potegi ilosci
nieznaney poftepuiac, znizaia.

Zobaczmy te wfzyftkie prawidta w przyktadzie:
Niech bedzie nHt-sn funkcyag podana, ktoérey chcemy
wynalesdZ mnoznikéw podwoéynych (A) pamietaigc

poniewaz ta funkcya zamyka pierwfzy
termin
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termin a7l bez iloSci nieznanej-, réwnac¢ ig nalezy z.
s czego wypadng dwa zréwnanid:
ant+a'nDost.rvp=0 - - - a'n IFsi.np=o.
a-2e a nie moze bydZ zero, drugie s tych zréwnan
daie WAt-np—o, trzeba- wiec za p bra¢ wfzyftkie tu-
ki, ktéorych wftawa zero, maigc wzglad na dodatne i
odiemne; tuki za$ te fag (ik+i)P, albo 2kPt, k bedac
liczbg iakakolwiek catka, P za$'p6tobwodem Kkota-,
pierwfzym odpowiada doftawa — 1, drugim -}-z.
Poniewaz za$ funkcya an+ zu ieft calta dodatna; trze-
ba wzigs¢ doftawe odiemng, aby fie ftala an—zn,
przez co nie wprowadzi wyrazéw uroionych zamie-
niainc fie na zréwnanie. Wzigwfzy przeto

vp=(zk+i)Pyczyli _JILI otrzymamy
an=ct'n= gn‘ to ieft n'=a, c=r, i mnoznik po-
dwoyny fuilnkcyi podancy bedzie -

ci2— zaz Dojt. P-t-z-; gdzie za zk+i bra¢ na-

lezy wfzyftkie' liczby nieprirzyfte' nic przewyzfzaig-
ce m; wfzyftkie bowiem wiekfze od n wracaig tych
famych mnoznikéw. Niech bedzie «=yy. biorgc za

zk+i, ,ij y; otrzymamy:
a2—zazDoJI\P+zz~ - — uizDoJtAP+zz;,.- - (i2+ 2Ciz+zz.
oftatni mnoznik ieft zupetng potegg drugn, poniewaz
doftawa P= — i'i mozez on wchodzi¢ caly za mno-

znika funkcyi or+2r” Na utatwienie tego zngadnie-
nid wroé¢my- fie do zréwnan (Bi): wypadio nam
ich dwa dla tego, ze tu idzie o mnoznikéw po-
dwéjnych; ale iezeli w ktérym s takowych mnozni-
kow doftawa =+1; mufi koniecznie wftawa bydz
zero; a zatem iedno z zréwnan (B"i) niknie, i uczy
nas, ze w przypadku kiedy albo wftawa albo dofta-
wa =yz*i, na ten ¢zns ieden tylko mnoznik wchodzi
w fictad funkcyi pod ney. Wiec slekolwiek razy o-
trzymamy za rfmoznika podwdjnego zupelng pote-
Ty - ge druga,



At'6f3fc¥ Gtesec ITC

ge druga, rialezy tjdko iey pierwiaftek bra¢ za mno-
znika funkcyi podaney. 1tek w teraznieyfzym przy.
ktadzie mnozniki funkcyi as+-2s, fa
al—-iazDoJtAP-¥z1 - - n2— zazDoJtAP-~z- - - a+z.
lak6z przypatrzywfzy fie funkcyi a*xzn, doftrzeze'-
my tatwo, ze kiedy n ieft lifczbn parzyfta, «<n+2”'nie
"ina zadnego mnoznika rzetelnego, ale h'—zn ma
ich koniecznie dwa a—-2, i n-j-2; kiedy za$ n'ieft
liczba nieparzyfta awHSM mazawfze przj?naymniey
iednego mnoznika' rzetelnego a*gy podobnie an—zn
iednego rzetelnego ci— z.
Niech bgdzie funkcya podana aSm— 2anzn Dojt.g-h
'zxn\ mamy z niey za pomocg (B"i) dwa zréwnania
a'’2n— 2dna'’ DoJt.g.DoftMp+a'-r,Dc>Jt.2np=so (1)
— 2cina'n Doft.g. Wjt.np 4- arinWfi.2np==:0 (2)
rozmnozywfzy pierwfze przez wft. 2np, 'drugie., przez
*dojt. 2iip, i odciagnrjwlzy i¢ od fielyieotrzymamy ta-
kie zréwnanie iakie nam wyraza (B"z), to- ieft:
a2'wjt.2np— 2ana'ndojt.g(ivJti2np dojt.np— wjl np
dojt.2vp)— o.
czyli ci2znwjt.2iip-~2aua'ndoft.g wjt.npz—o

inofzsjcie z (2), wypada n =i, c=z, ivif{2np==
c
w0 dojt. g wjt.np-, aze w~?.2)ip=i dojt.np.lrjl.npt wiec
" doji.g”=dqft.u}i: a poniewaz znowu doft.(2kP+g)==
dojt.g, bedzie p=~2ZI1tL. Przeto biorgc'za 2k wlzy-
n

ftkie liczby parzyfte nie przewyzfzaigce' n, otrzy-
mamy mnoznikéw fzukanych. Niech bedzie «=£8§,
funkcyg n6— 2a*z3'dojt.g+26, ma za mrioznikow

¢ *2— 2azdojt. —g+z*, - - a*—2az dojt. d L-t -t-z1

°2P+? n
i op-~znz dojt.-------- +21.
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Sm Lyn.

Spoféb clopiero wytozony rozbierania fynkcyi na
Twych mnoznikéw dwoiftych, rdésciaga fie nawet do
fzercjow niefkanczonych. W-8. 49. znalezliSmy ze

X2 X3 * . X

exz=i+x-\ +« H +mltd. = (i4-_)s-

‘ml* N 1.24-, 1.2.3-4 5,
fzereg ten bedac rowny potedze wyktadnika niefkohczo-
nego gi TOa niefkonczong liczbe mnoznikéw réwnych.
lakze ich znaydziemy? zréwnaymy naprzod fzereg
nieflicmczony s fwoig potega, tf zas s funkcya
an— zn5 bedzie o

X, X X 2 X3
(j+ I)s—1~—+ — + —mmmmm 1 — 4- 1t dK
g’ * 1-J-2
X
przeto, i-+- ——a, z=i, n—gj a mnoznik podwdjr-

ny (Al ftauie fig.:
(j+-y~i(i+*)dojt. +.u

5. ,
biorgc teraz za gk szyftg?(ie' liczby parzyfte o, z, 4,
6. i t. dr wypadnag nam mnozniki fzeregu podane-
go: potézmy zk=Gy otrzymamy za mnoznika igo,

_2 s ktérego podfug Wyf'oz*oney przyczyny w 8§. po-

g2

przedzaiagym nie nalezy braé tylko X—; ale 2ex— ma
m g &

bydz mnozone przez niefkonczong liczbe mnoznikéw

podwsdynycbj wje,c x ieft. w,.faiQpy rzeczy pierwfzym

mnoznikiem nafzego fzeregu, co oczywiséite 'fie po*

kazuie. Chcgc teraz_ ijmych mnoznikéw oznaczy¢;

m zkP_ . .
weimy z § 54 (p), za. dojb.-———- iego wartos¢ w
s

piej-.wfzych terminach fzeicgowycb, nwdzaiac inne'
terminy rozdzielne pr~ez potegi Smiak"oiniknace, to Meft

z kP zk*P

dojt:-—-—-- Nl — a,. mnoznik nafii, zamieni fie
S S~ Te naT

Seeregi ule.

skonficzone ra
ibie'*aiafi{tia
mnoinikow.
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na O+-;*— ——j4-j= — + —
g- S s* iT 5
4k-P1x - . . .
-——- 1 mrozdzieliwfzy wfzyftkie terminy drugiego
S3

»

4KkIPz , ..
cztonka przez---—--—--- otrzymamy za mnazmka
S

ar ) . ., ®
t—— . w ktorym biorac za wfzyftkie liczby

parzyfte, wypadnie’ nam niefkoriczona liczba mnozni-
kow fzeregu podanego, to ieft: ¢

X X- ., X X- X Xz ., X
X(l+ - + jfl+ 2"+ — D Q> S S— K |+ -
4** g >6P- S 3CP1 S
M-—---) i t. d.—ex— i
Ca?z
tjmze famym fpofobem znaydziemy, ze
e~x—i=(i—)z— 1= — —+ — — v -
. i 1.2 1.2.3 *-2.3.4
X X2 X Xz .. X
_itd.==*(«— - + —T)(i— +«-_;(1— -+
g g JoPt 5
J:—j i td.

Doswiadczmy iefzcze tego fpofobu w funkcyach

urbionych: wiemy ze iujt.xz=------ :f-'-f-l-A-I—l-,
2Vv— #
CVr— |
e*i'-*=z(i+— — L)gf <3 X C l-———-—-")s
S S
X\S— j - xV—1
0+— — )s_ fi— —
bedzie wiec iujt.x= 2 — ~ >
2\/ — /
réwnaigc t™ wyraz s funkcyg n"—z” - wypadnie.
XV ~—1 xV —1
| —m N ~
- S 2= S ; mnoznik zas po-

"17 -, .dwéyny



Rozdziat IV. . zpi
dwoyny bedzie:
V-1 X\/~—— 1 FR1VAR I\

(i— . Thy (i y(i+ 22

WykOnawfzy to mnozenie, i wtozywfzy za Do/t. ~
zk-P*
S'i ' k*p*

ktérym biorgc za k wfzyftkie liczby w porzadku na*
turalnym, otrzymamy:

W ji.x=x— + —- ff. n +ittd
2.2.3 1.2.3.4.5- j.2.3.4.5-.(5.7

() _ X 4 —X'"—-p)('1+ —; itd. Wzirwfzy

znowu DoJdl.x— — S

5--—>poréwnawfzy ten wyraz s funkcya

2
an+zrt, wynaydziemy;

-« X~ x4 R , 432
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- X ., 2X
YFI + - X 1— ==X I+ =-)(ml— — )
P i PJK 2p’y SP

?
le/.eli ﬁtérykolwiek s tych mnoznikéw wchodzacych
w wyraz wffcawy ftanie fie zero; catyjzereg znikniff,
i WJtx=o0, co fie trafi wzigwfzy za x, o, P, zP, 3P;
kP.j k znaczac iakagkolwiek liczbe. Toz fano znay-
dziemy w doftawie, ze eta zniknie, iezeli

-------- —, o oczywié’ci'e z Mnatury kota wypada.
i / m.,.m . . L
- Uczynmy teraz x = —Pj - wyraza ftofu.iek iakie-
n n
gokolwiek tuku do po6tobwodu; bedzie

ekl 4 «* i<sH*

it;t).
a.potozywfzy ift za i, i rozebrawszy kaz(lvg® z IBM*
znik6w na dwa prolte zréwnania, te. zamienia fig ira

IImm mP _ mPfvn—m N4l— m i/ An+»il
I [t.-—- X X =mmmme
2>+ 2H, 2H 411 4)1
ftr-Kiasjit.*. 1>
( 6n ~ 6n ] (
Doji. . =
27r n n jn- 52i yn
X AN oo x 3~y dit.d. - - . . cam
=i Tw n

. T 111 . )
przypus$émy teraz ze EW—90°, czyji m=.ns=zi bg-

mP r ,
dzie WJl------ =1. zréwnanie (M) zniknie; (L) za$ da
m 1-
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* - 4'416 6 8 S io to iz
1.2.4.4.6.6.9.8.10.i0.ii.iz.14-14- i t. d.

~ P==Tj.?2"-y-y-7.7-0-9 .ii.ii.i3.i3.if. i t.d.

jrton ci 40> ieft fiawny wzér WalltfcL, podany --od
niego na kwadrowanie kota w arytmetyce ilosci
ilieikonczonych. Biorgc po dwa ma raz mnozniki
w zOr tert moze fig iefzcze tak wyftawic:

1 p~2—m — 5BO1— 10- it d *

7 9 49 <i iii 1(9

areS=ij Vi 2=1— 2 Ao redwice
9 '9 .25-49 49

ip=2(i— —X1— - —)(i— -i-) it, d.
2 9 . ‘ 49 £l
"Wiemy z nauki o logarytmach hyptrbolicznych; ze

lL.(I'*-X)— —K— ———— — — — jt-d.--CS) wiec
( ) 5 5 4 ) wig

9 2-9 $-93. 4-94
Co rownie - do wfzyftkich mnoznikéw ftoéfuiac,
znaydziem:

lov.hiip-T=log«4+log.(i— L.)+log.(\----- L)-h
.. € 1S

ioq.(1— —) =i t.d.
5 49

rozbierajgc za$ tog. (i— log (i— —) i t. d. po*

9 .
dtug wzoru 02J wypadng ich wartoéci w naftgpuig-
. cych fzeregach.

Anine 1 1 i 1 1

9J. 9 2-92 3-93 4-94 y-95

fog-O 2. 2.00%  3;m9)3  ac2nus

i t.d. ” - /o0g.
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— i_ — i._ r_
49 1 49 1(49)'- 3(49)* 4(4<)*
— i t.d.
-.J 5- L . .
a zebrawfzy fzeregi s terminow fobie podtozonych,
nazwijmy:

mA = iA— H--—-mm— +'— + |t d
i oy2 12 %

B=i-t- — H—-mr— mm— % it.d.
04

w54 7+
G—iv 2t ta 4
je ° T 7 9*
1 1 i i
D=n- — — + 1t d

38 ja 78 78
znaycTziemy:
log.hy.P=log.+.~(A.—i))—\(B— 1)— JCC— 1)—
z(D -1; it d. .
co zamlemwfzy na u{omkl dziefigtkowe, wypadnie
nam bez wielkiey pracy.
log. /ii/p..P=i,14.472988f8494 i t. d. rozmnozywfzy
za$ te liczbe przez 0,45429 i t.d. podiug,8-?0. wy-
padniemy uktadzie Briggiufza.
log.P=0,497149872C1941H8 i t. d.

Maigc logarytm pdtobwodu kota, tatwo nam ieft
rachowa¢ logarytmy wftaw i doftaw za pomocg zr6-
wnan (L), (V). widziemy bowiem ze

tnP . , m mz_ .
Log.WJt. — =log.P+log-—-+log.(1— — J+ioe.
m . 214 ANZ

w2 . ..t
(v— - ) + 1td
| <>
Iog DoJi." —————tog {I ------- TTM./OQ._U, mm,
zn n* 0 yr’1*
log.(i———) + i t-d, ~ dwa
g 2jn ™
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dwa te zréwnania uczg nas fpofobu rachowania ta-
blic -1ogarytmpw na linie trygonometryczne, iakictr
codziennie W matematyce praktycznej uzywaé¢ zwy-
klismy.
S tych wfzyftkich wytozonych prawd oczywiscie
fig. pokazato, z«, rozbieranie fzeregéw niefkorczo--
nych przez ktore fig funkcye.przeftepne wyrazaia,
rja i\ve mnozniki-, ieft wielkiego barzo uzycia w ra--
chowaniu tablic logarytméw, Z nich wyciagneliSmy
wzory, i liczby, n$ ktoére natrafiamy we wfzyftkich
praktyczney matematyki czesciach, abysmy czytelni-
kowi wytkneli fpoféb, iakiego dzi§ mozna uzy¢ do.
wynaydowania ich. Niechcemy fie diuzey nad tg
materyag rosciagaé, bo kazdy z wylozonych od nas
poczatkéw relzty fobie doy$sdz moze bez naymniey-
fzey trudnosci. Utatwiymy tylko kréciuteriko to, co
nam z wyzfzych pozoftalo uwag.
§ LVIIL

ZoftawiliSmy w §. £m nierozwigzane/ zadanie o
rozjbiorze funkcyi utomkowych, zamykaiacych mno-
zniki uroione w mianowniku, na utomki profte'; dla
tego, zeSmy nie.umieli iefzcze mnoznikéw podwoy-
nych rzetelnych, ktére z dwoéch uroionych powftaia,
W wyrazie przyzwoitym wyftawic. Dofzedlfzy te-
raz, ze takowe mnozniki wyrazi¢ fig ogélnie moga
przez nt-~zcicz Dojt.p+c2*1 (Aa) nalpzy nam fie do
tamtego zadania wroci¢, itu i¢ dopetni¢. Wyftawmy
fobie wiec utomek nayogoélnieyfzy.

A+Bz-i-Cz2-hDz3+-Ez4-h i t. d. _ M’
a'tb'z-\-c'z2+(i'z3+e'zA{~i t. d. N’

przypusémy, ze mianownik N zamyka w fobie mno-
zniki uroione profte, a. zatem mnoznika podwoync'-
go ci2—zacz doft.p+c2z2, i oprocz tego innoznikéw
innych rzetelnych, ktére wyrazemy przez S=n"+b"z
4-clliS14£),234-£124+ 1 t, d. pamietaigc na poczatki

wytozone W Sm3y. przekonamy fig, zc utoijiek ro-

\% zbi-era

Jomex A ef

*biérai»fiena
mnoiniki dw.6
kf*caUnerxe-

zloion¢éN!
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e Al A'+R'z
zbiera fie na te profre — i
N a2— zacz doJdi.p+cz z
"R M
+ —= , a przeto
5 m (al— zacz doJt.p+c*z*)S
— (A +B'z)S

———————————————————————— R bedac iloscig catka, mu-
az2— zacz AoH p+chz*

fi koniecznie M— (A’-+-B'z)S bydz rozdzielne przez
a-— zacz doJtp-hc*z2, a zatem uczyniwfzy te oliatnig
funkcya zero, i z niey wydobyta warto$¢ na z,

z— —(doJdi.piVr—i.udt.p), witozywfzy w Al— (A’
c

-+-B'z)S, bedzie M— (A'mmB'z)S=0, s kad wypada
M=A'S+B'Sz - - (Ab), nalezy nam wiec nafam-
przéd przerobi¢ M, N, na funkcjg inna zamykaiaca
nowg warto$¢ na z wzieta z (Aa), z nich potem o-
trzymawfzy dwa zréwnania na z, potrafierny ozna-
czy¢ A', B'. 2 atrudniymy fle teraz tem przerabia*

niem pamietaigc na to, ze zn= — (doJt.tipxVr— J.
cn

lujt.np), biorac dla krotfzego rachunku —=m, otrzy-

mamy naprzéd dwa naftepuigce' zréwnania na li-
cznika Af.
A+Bm.dofi.p+Cm1 doft.zp-hDm3 doft.Zp+- it.d. =Af'
+(Bm. wltp+Cmlivit.zp+Dm3icjt. $p-I-it.d.)vr—i
=xM"Vr—u

na A’'S
A'(a"+b”"m dojt.p+c"m2dodt-2p+d"m3dojt.~p+i t. d_)
— A'N'
+A'(b"m wfl.p+c"m*wijl.zp+d"m3ivjt.}p+ i t.dj*/'— i
=+A'N"V/— z.

na B'Sz
B’'(a"m dofi. p-+-Wm* doJl.zpA-c"m3 dojt.fp.-h i t. A))
=B'P"’ %
+B '(@"m tujl.p+b"rri* wfi.2p+ ¢’ m3WJ+ $p4- it d
/-j=+ BTV -i. wt<n
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W tey odmianie zréwnanie (Ab), rozdzieli fie na

dwa takie
M"' iZ=A'N'+A'K"\f— i+BTH-R."P'v/_ 1
iZ=A'N'—”~ W - 1-b-BP'—B W -i.
ktore dodaigc i znowu odciggane od fiebie, znay-
dziemy:
M'=A'N'-1+-B'PK
M"=?A'N"-hB>P" przeto

i MP'—M"P' n M"N'— M'N"
N'P"—P'N" "' ~ N'P"— X"P'
mamy przez oftatnie dwa zréwnania A', B'; a prze-
L A'+B'z .
to licznika utomku , pamietay-

n2— zacz doft.pA-c"z-
my tylko ze AF otrzymuiemy kiadac w M za 27,
mn dojt.np-, kladagc zas w M za 2n, mnwftnp-i otrzy-
mujemy Al": podobnie kitadac w S, mndofi.np za zu,
otrzymuiemy N'; NI za$, kiedy mnivfi,np kiadziemy
za zn w 5: naoftatek otrzymuiemy P' kiadac w Sz,
mn dojt.np za zn; P” za$, ktadagc mnwft.np za zn w
Sz: tym fpofobeYn wynalaztfzy M'M",NKN">P"' FI,

wypadaig wartosci na A\B', i zadanie (Te rozwiezuie.
Przyktad: Niech bedzie utomek
i+zz+2zz

M .
= - ktéry nalezy rozebrac

O—lz+z*)(i+*z+iz*)

A'+B'z .

- — - bioragc
a-— zacz dojt,p-t-c2z*
j__ ZzAr/i za mianownika utomku fzukanego, mamy
M =1-4r2Z-KZ2, S=tH-22H-J8a, Sz~z+Az'-""N3,
a-—2acz,doJt.p+c-z-z=i— |z-t-z*-$ a przeto a=f,c=1,
m— i, zdoJt.p=% dojt. p= Poniewaz nie mamy
ftofunku luku doftawy. | do obwodu kota, mufzemy
fzuka¢ wftaw tukéw powtarzanych za pomocg zr6-
wnan (K) w §8.yij doftaw za$ za pomoca zréwnania

T)oJ}.p— \[!— (wjt.p)1], bedzie wiec
\4 \Y irjt.p=

na dwa utlomki wzoru
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~N/?,p=_i---Dqg/?.p=—
y r
W jt.zp=2£..-- - T)ojt.2Vv= 'L
2S 2y
W33p~HL ... Do/?2jp— — ——
125 125
ktadac za$ za zn, dojt.np. w M, S, Sz
otrzymamy - - - M'rN!, P,
ktadac za zn, wjt.np w M, S, Sz
otrzymamy - - - M", N", P'L
NN =N
7Ny vy y *y 2y
N'=4t+ i-t-ii= ££ - . K"=o0o+2.i+J.il = ~ i
5 2% 25 y 2y iy
Yr=4+--~— 2+ ~ H_-p"=t+E£itl +1:12L ==
y 7Y */2y iny >y iy izy
s kad wyciggniemy N'P"—-P'N"= a przeto
izy ’
A'— — = Q¥ e
2ij(5 11.178 178
B= —i2l-= — ———— — — —\ a przeto
zij6 i12.178 wfg

M
utomek pierwfzy na ktory fie rozbiera ieft - —

| —fz-t-Z*
fla wynalezienie drugiego utomku/ bedzie M =i+ iz
+Z1, S=1— fz+21, - -a2— ictczdodt.p+cZ2=i+ iz

s kad wypada a=1i, ¢c=-V~J, )rr='— —r,
V.$

dofl.p= — —. podobnem iak ,przedtem dziataniem

eznaydzieroy;
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i/"* ri,n
mp=,§7 "'"* DNp=~"
. . 2\fl n . -1
irn.ip= - — Bofl.ip=-—---
3 3
WJ}.3V— - - Do/?2-3p=— ——
3 A3 343
kfadac za ... (—I i"D 6Jt.np w M, S, Sa
otrzymamy - - - - MoN e
;kladac za$ . n- (— v i)aw e - - W w5, sz
otrzymamy - - - —
2 — L= -
VzYz -;9~9)
; i r = l'v\
V 3-Vz 33 9
R'=i+ —— - —
f.vVZ-"3 9 4T
V.2 zVv 2 241 %
iN"=0+ —-7T— >— + -———- = l-—----
YY 1Y i 3,3
r= -———— i — -+ =
7iNei Y res ™Mv A3 T
2 2 vV 2 n,2\/~2
IW. h_— _ =
VjVv 3 r-J.J 3-3-3 JiJ-
s'kad wypadnie NP"—P'N" = — - - aPrzeto
Jl_ _2?_: B = _i_l_‘]_-_r_‘ 1 ulomek drugi-: _(_%_}_—_f_I_S__S_—__Z_)_,_I_Z_S_'S
178 178 H-2Z+32--
1+-25+22 __Tir?— 4y2)-,*78
przeto 6
fi—lz+22X |+ 22+ 52"~ I—52+3a

f (2y+r3yz):i78

H r+1z+Jz2

my/ tym rachunku P', P” wypadaig-s teyze famey fun-

kcyi 5 rozmuozondéy;przez z, s ktorey N', N"i mo-
V3 zerny
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zerny wiec przez kombinacya barzo proftg p', P Wy-
razi¢ przez N', N"; iakéz przekonamy fie Ze

P'=m (N'Dqft.p— X"IVjt.p).

P"=m (i\"' IVfl.-0-t-y]"D>[t.0) przeto

N T'— N"P'=fN N '-kv"iv") mWfi.p
M'P"—\I'P'=z(M'X"+M"N")YmWJl.p.+(M'N"— M'N").
mDoJl.p

A _ (ATN "— M"N")Dofl.p
PrZet® _  N7NITN"Nr N'N'+N"N".W Jt.f

N'N'+-NrN"m .fVIFp
§. LIX.

~ UwazaliSmy W teraznieyfzym rozbiorze utomku
y
Lj, ze iV nie zawiera w fobie mnoznikéw r?wnych
—-2aCZDoJt.p.+~zH przypusciwfzy z;i§ ze N za-
myka rézne iakiekolwiek potegi takowych podwoy-
nych mnoznikéw n.p. (az iaczD>ft.p+c*zz)*, na
ten czas S zawiera takze w fobie a2— zacz Dnft.p t_
c2z'l, i potozywfzy w zréwnaniu i\lr=zA S-I-B'53: - -
(Ab), zn=m n(Dofl.np£'S— i .WJt.np.) bedzif? S— 0, a
zatem Af— o, co nie tylko nam nie da zadney warto-
sci na A', B'-, ale iefzcze wprowadzi warunek cale
przeciwny zadaniu uczyniwfzy M=o0. Stey uwagi fa-

two fig przekonac, ze kiedy funkcyg 1 zawiera w fobie

mnoznikéw podwoynych réwnych, fpoféb rozbiera-
nia iey muli bydz r6zny od tego, ktéregosmy dopie-
ro uzyli. Ta roéznica iuz nam fie pokazata wyzey
pod 8. sr., i oraz powinna nas wiele o$wieci¢ W
teraznieyfzym rachunku.

Niech bedzie N =(a2—zaczDoft.p+”z"S, gdzie
5 zamyka mnozniki roézne od tego, ktéry ieft w po-
tedze g 88. 74, iuz nas przekonaty, ze funkcya
takowa rozbiera fig koniecznie na inne takich wzo-

row,
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row, ialne nam naftepuiagce wyraza zréwnanie:

M r A'+B'z
(a2— zacz DoJt.p+¢1z 2)sS (a*— 2acz DoJt.p-\-cZ 2)s
C'+D'z E'+F'z

"-73 -+
(a2— zacz Dodt.p+c2z 2)z-1 (a2— zacz DoJdt.p+c2z 2)s—*

+ itd. , Z niego wypada:
0

M—S[A'+B'z+(C'-i-D'z)(a'l— 2acz Dnjt.p+c*z1)+ it.d.]

n {a2— zacz DoJt.p+c22) 3
potozywfzy teraz a2— zacz DoJtp+c2z 2=0, wfzyftkie
naftepuigce terminy odpadng, zoftawiwfzy M— SA’
— SB'z-=ro, wtozywfzy wiec w A/, S, Sz, za 2", mn.
Doft.np, mn WJtnp. otrzymamy A', B'tak, iak wpo-
przedzaigcem dziataniu: miawfzy iuz A',B', oznaczo-
ne, M—SA'—SB'z, ieft koniecznie rozdzielne przez
n2— iacz DoJt.p+c2z2, wykonawfzy to dzielenie, o-
trzymamy wieloraz P', to ieft:

P'— - AF-SA—SBZ a zréwnanie (Anlt)\ zm-

02— zacz DoJt.p+c2z 2

iy fie o ieden ftopien, i da nam naftepuigca wartos¢:
t P—S[C'+D'z+(E'+F'z)(a2— zacz Doft.p+c2z2) +

(a2— zacz Doji.p+c-z2)*-1

gdzie znowu mianownik ftawfzy fie zero, zoftawi

p'_$C'—SD'z—o0. Kfadac w P', S, Sz, mnDoft.np,
m7AWJItnp za z"; oznacze/ny C',D'; te oznaczone war-
tosci na C’, D', uczynt6 P'—SC'—SD'z zupetnie ro-
zdzielitem przez a2— AaczDoJt.p+c2z2: wykonawfzy
to dzielenie i nazwawfZy ieso wieloraz O', bedzie

P'—SC—SD'

Q '= - :wtozywfzy znowu Q 'w
a2— zacz DoJt.p+c2z2

zréwnanie oftatnie na R, znizemy ie' iefzcze o ie-
den ftopien:

_ Q'— — 2acz Dojt.p+c-z-) t-it.d.]

(a2— 2acz DoJt.p+c2z2)°—

itd.]

V4 podobnem

1

N
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podobnym rozumowaniem i dziatanie'm wynaydzie'-
my znowu E', F', w czem nam.wiele' pomoie do-
ktadne zrozumienie 8§. is-

Uzywaigc zrownan (Y) na A', B') wiedzie¢ nam*
nalezy, ze te fame ftuzg nam na C', D';E', F1-G', II'-,
i t. d. wfzyftkich licznikow utomkow proftych, na

ktore fie M rozbiera, pamietaiagc na to,.ze w nich
N
N', N", iako wypadajgce-z S zoftang nienarufzondy,

ale AT, M", odmieniaig fie z odmiang M, tak dalece,
ie iako wypadaia w pierwfzym utomku kiadac-
mmpolJl.np, mnWJlnp, za zn w Af; tak w drugim
na C', D', wypadna ktadac ~w P'; w trzecim na £',
F', kladac w £)'e- te fame wartosci za z, i t. d.
Przykiad. Niech bedzie funkcya podana - -

2— 23
e e , gdzie-M”"Nz— S=n-z4.a2— incsh,
(i-KZ24(H -24)
DoJt.p+c*Z*=i-HZ2, a przeto n—i,m — i, Do/t.p=0
wiec pN="P-, tu P znaczy pétobwodu kota, bedzie
wiec
W ft.p=i - - - Do7?:p—0o*
W [tip=0o - - - Do/?.2p=—Ii
IV(¢.$p=—1 - - DEMAjt>=0
jyji.4p-=0 - - - ]loft4.p— 1I.
~ .
utomek za$ ----—-- 2723 rozbiera fig' na real
(1-t-22)an'+z4} (1+z1)4
r- C'-f-D'z  E'+-F'z G'+H'z ., 7
- -- .- h --- + i t.d.
(i+zH)? (i-+-z)2 i-t-z1

ktadagc wfpomnione wartosci na z,, w M,.S, Sz, wy-
padnie nam Af'=o, AJ*>~ 2, N.'=2, N."=o, przeto 7'
(X) B'=1...

pP'= = —z’, kladac w P',DoJdt.np, WJIlnp,.

za zn; otrzymamy Af'=o, Af"=i, zaczem idzie-
c'=0,d7=25 C'+rr2= iz-
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Q——-———-Z—-— = — -;23; ktadac w f)' zaa,
*A-7*

23 wfpomnione wartosci, wypadnie M'=o0, Af'=o0,

a aatern £'=0, F'=o.

g'—SE'—SF'z _ Q' _2__2v_ N
1-+-22 14-22 2(14-z2 *r
witozywfzy za 2 warto$¢ wfpomniong w R', znay-
dziemy M'=o0, M"==,— aprzetoG'=o, H'= —
Zaczem
z>23 i t i
4- —1 4-1t. d.
(I-bZz)*(1.-\-Z*) (i+224 2(1+22)5 4fH -22)
§. LX.
Rozbieranie funkcyi utomkowey fktadaney, nautom- Przyftéfowa.
ki profte' byto nam potrzebne w 8. do wynay- nie poprzedz.a

dowania wyrazéw ogo6lnych na fzeregi zwrotne', kto-
re fie s funkcyi utomkowych rodzg. Spofob w §.js.
na odkrycie wyrazéw ogolnych podany, nie roscigga
fie do utomkoéw maigcych w mianowniku, mnozniki
uroione', bo dopiero za pomocg wftaw i doftaw po-
trafiliSmy og6lnie wyrazi¢ funkcya dwo-kTztattng rze-
telng, ztozong z dwéch uroionych, nauczywfzy fie
zaraz rozbieraé¢ iakakolwiek badi funkcyg catka
lub tamang na takowe mnozniki. S tych wiadomo-
Sci tatwo nam ieft barzo to dopetnie, cosSmy w 8§.

o wyrazach ogolnych opuscili. Przypomniymy fobie
naprzéd wzéry wyrazéw ogolnych ktéreSmy w §. ;;

podali na fzeregi rodzace fie z utomkow ——r
i—pz
potrzeba nam teraz podobne wynalesdz
fi—pz)
na funkcye pozoftate

A+Brz A+Brz

i—irz T)odtp+rz$ : C2)(i— irzDoJdi.p+r*z*)g

GdybySmy pierwfza n.p. funkcyg rozebrali na fzereg

fpofobem D.es-Carta w 8. $2 uzytym, i w tym fzere-
VS gu

I*ccyn” kllio

' *
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,gu upafrowali prawa, poditug ktérego uktadaig fie
-terminy,- ciezkoby nam byto doftrzec zaraz wyrazu
'‘og6lnego dla przyczyn wytozonych w 8. 5?. Chwy¢-
my fig wiec drogi iednoftaynie nam w catey ,tey nau-
*ce fluzacey, to ieft: obierzmy fobie inne funkeye u-
tomkowe z mianownikiem 1— irz Dojl.p+r-z», kto-
reby nam w fwym fzeregu itatwo odkryty wyraz o-
gélny,- s temi dopiero réwnaiac funkcyg (1), przyi-
idziemy do wynalezienia iey wyrazu og6lnego.
mlLrz. Wfi.p

Niech bedzie-- - funkcya wfpo-
i— zrzDcjt.p+r2z2

mniona, rozbieraigc ig na fzereg podiug §. 32.

o -=§l-bBz+Cz2+Dz3-kEzA+ it d.
;i—-irz Dofl.p+r~z2

moznaczerny A ,B,C,D, i t/d. i otrzymamy Tzereg:
Lrz Wfi.p+Lr~zZ W zpA-LrJz3WIkj p+Lrdz A WHAP>E-

itd - - -— (ci)
ektoreffo Wyraz ogolny'oczywiscie fie pokazuie - -
Lrnzn-Wdtnp. - - (&)

TTQ rz-D oltp

Niech bedzie powtdre'funkcja iNNammea— e 10 —A7
|—-2rz’DOJ} p-hr-z*

"ktora przez -ten fam .fpoféb rozcbrawfzy na .fzereg,

otrzymamy:
Q+Qrz'DdJIt.p+Qr?z*'Do6JtiNQr3z3~Dpjt2p+ i t.d. (b)

;ktérego wyraz ogélny ieft - - Qrnzn Doji.rrp -- (b'i)

~zlgczmy teraz funkcya pierwfg z druga, otrzymamy

IQ+LrzWjt.p— Qrz'DoJdt.p
34— zrzDoJdt.p+r2z
'wyraz ogélny tey oftatniey funkcyi, ieft rowny fum-
mie wyrajow ogélnych (a'), (b"), to ieft:

(LWILY)ip.-{-QDoJt.np)rr*n - - « — (¢")
m poniewaz funkcya (c) ieft -wzoru podobnego do
A+Brz

(1), rownaigc ich licznikow
| — 2?Z Doft.p+rzZz
.miedzy foba wypadnie wartos¢ na L, Q, wyrazona

mprzez-A, B} a przeto i wyraz ogo6lny. Otrzymamy
bowiem
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bowiem s poréwnania terminéw 4 =Q, B = L WJtpi
— Q Dojt.p, czyliL= witozywfzy te war-

tosci za L, Q, w (»'), znaydziemy:
(B Wft-np+A IFJt.pp Bojt.p+A Wijt.p Dodt.np)ynzn

— . i wijt.p- ;
Wijt.np. DoJt.p+WJt.p DoJt.np— W3t .(n-t-i)p: wiec

B Wft.np+A Wt (n+i -,
n J _p__________( ------ )P rnzn ieft wyrazem: ogolnym,

~ Wijtp
fzeregu wypadaigcego. s funkcyi. utomkowey - -
A"Brz
1— irz:DoJdt .p+r~iz-
Zoftaie nam teraz wynale$sdz wyraz ogo6lny fzcre-
gu powftaigcego- s funkcyi ktérey mianownikiem ieft
(1— 2rz-Dofi.p~r*z?)s. Ten zebySmy mogli z8§. jj.

wyciaggnac, przypomniymy fobie ze funkcyi-------------

wyraz o0golny ieft;
(n-t-i)(n-hz)(n+3) - - -
1.2 4. 5 - - - (g—1)
potrzebaby nam wiec funkcyg nafze przywiesdz do-

uroione:- (i— (Da/tp+\f— 1.WJt.p)rz)s, (1— (Dojt.p
— — 1Wjt.p)>'z)s przez co funkcyg ztozona rozbie-
rze fie na te dwa utomki:
K 4 |
(fi— (DoJdt.p+Vr— 1. Wjt.p)rz)s (1— (Dojt.p— V — i Wijkp)rz)*r

ktéorych mianowniki, réwnaiac z -— —----wypadnie
(i—az)s
q=r DoJtp+v\/~~i Wjtp w pierwfzymy tp=r Dojt.p
— r\f— 1-Wjt.p, w drugim-utomku; a przeto. qn— rn
(DoJdt.np+V'— i Wijt.np), gn=rn(Dodt.np— Vr—.i .Wijt.np);
Va wyraz
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wyraz wiec ogdélny obydwéch tych utomkéw  be-

Oh-, +:)--~ -0 (bJl«p+y r-1,WILr)Kr-z"
1. 2. 4 v -(g—*)
uczyniwfzy potem K+L=f, K—1= —~— | bedzie
V —x
) — i+ft /t/'—i—h
h=  — ————*L= — — v , a przeto

ﬂDirp'l'l,WJt.np,’\- .. (i,

1. 2. 4 -- - (g—1)
ieft wyrazem og6lnym fzeregu powftaigcego z dwdck
utomkow:
2/ -1 2 AV
(i-~ (Dofi.p-+V— iWlHyirg)Z+ (x (Dofijp— — i .Wft-p)rzj*

czyli utomku iednego:

.f—ogfrz Dofl.p+ Z~IU I frZz2Da[tip+i t.d.
*1. 2

+ghrzwW Jt.p— hrz2Wfi.ip+ i t. d.
1. 2
(i— 2rz Dodt.p+-r't-z2)s.

Ten utomek wyftawia nam nayog6lnieyfzy wzoér
wfzyftkich ptomkéw mnigcych w mianowniku iaka-
kolwiek potege mnoznika podwoynégo i— irzDoJdt.p
-t-r2z 2, ktérych wyrazy ogélne fag zamkniete w (s).
'Mamy wiec iuz fpoféb znaydowania wyrazéw og6l-
nych w fzeregach powftaigcyeh z iakieykolwiek fun-
kcyi wymiernych; w obydwoéch za$ tego Tomu cze-
$ciach to wfzyftko, czegokolwiek nas dzi§ Algebra
moze o zréwnaniaeh i funkeyaeh nauczyé¢.

Koniec Pierwszego Tomu.
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CZESC PIERWSZA

0 funkcyach i zréwnaniach algebrai-
cznych.

ROZDZIAL |. O prawidtach s pierwfzych mys$lenia
poczatkéw wydobytych, ktére w dziataniu iakichkol-
wiek, i w fpofobach rozwigzania Zréwnan Pier-
wsze00 Stopnia zachodza.

§. i. Pierwfze poczatki myslenia ktéoremi ludzie
przychodzg do wynalazkéw. - - - - karta - - - i.
Uwagi pokazujgce konieczng potrzebe iuprowxt-
dzenid w rachunek znakéw ogolniiyfzych nad
TiCZD Y e 2
Przeftroga w znaczeniu ilosci. - - - 4

§. 2. Spofoby zofinwiCme rozumoiui ludzkiemu
dochodzenia rzeczy nieznanych. -. -
mnaki mnozeniaj dzielmia. - - 6.
Znaki dodawania, odciggania i roiunosci. - - 7.
Opis zréwnania, funkcyi i ich roznicy. - - -8

§. 3. Tlomciczy fte uzycie znaku dodatnego i od-
iemnego. — - - <9
Opifwe fiC dodawanie i odcigganie Algebraiczne
s kad wyciagaia fie prawidia) na te dziatania. 10.
Tlébmaczy fre znaczenie wfpot-czynnikow i fpo-

fob obchodzenia fte z niemi. - - - 12.
Oplfme fie mnozenie Algebraiczne, s czego wy-

ciggaig fie rézne prawidta. - - - ij.
Znaczenie wyktadnikow. - - - 14.
Trawidto na znaki wycigga fie z opiju mno-

zenia. lc.
Dzielenie Algebraiczne i reguty mu Jluzqce n.
Prawidto na znaki w dzieleniu. - - iy.
Z natury funkcyi utomkowych wypadaia pra-

widta dziatan w-nich zachodzace. 22.

r$ 4.



§. 4- Zbior krotki,wytozonych luyzeu poczatkéw

wrdcaigcy nas do natury zréwnan. - - - 25
Drogi zwyczayne myslenia, fi6foiuane do ro-
zwigzania zréwnan. - - - - 27.

S poprzedzaigcych uwag wycigga fie prawidio
ogoélne na rozwigzanie zrownan igo ftopnia.. 29,

§. 5. Wypadki z reguty poprzedzaiacey, tam ze.
§. 6. Rownaig fie wypadki arytmetyczne z alge-
braicznemu — - - Jo.
Z zrownali' wycigga fie reguta arytmetyczna
toiuarzyftwa. - - - 32.
Opijanie Analyfis podtug niektérych Geometrow,
iey réznica od Algebry. - - - tamze.
§. 7- Poczatki prowadzace do rozwigzania py-
tan wiele nieznanych rzeczy zamykaigcych. 53.
§. 8 Tlémaczy fie Jlan poznawania, kiedij w py-
taniu mniey zachodzi zwiazkéw nizeli rzeczy
nieznanych: s kad fie wycigga- naturci pytan
nieoznaczonych. -
§. 9. Wylozenie og6lne poczgtku ilosci nieozna-
czonych. - - 4].
8. 10. Z ro6znosci pytan wyktadaig fie rézne ga-
tunki zréwnan i widfhosci im Jtuzace. - 4,
ROZDZIAL Il. O poznaniu funkcyi Wielo-ksztat-
tnych i dziataniach im fluzacych: s kad o Zro6-
wnaniach Drugiego- Stopnia i ich widfnosciach.
11. Nowy rodzdy zréivndn odkrywa ndm ro-

zne potegi wfimkcyach i dziatania im wiasciwe. 49.
Ttimaczy fie [kiad potegi drugiey iJpoféb wy-

noszenia do niey funkcyi wielo-wyrazowych,. j-i.
Wzér ogolny zréwnan i funkcyi drugiey potegi. 52.

Sm 12. Skidd i widfnosci luyzfzych iakichkolwiek

8.

8.
§..

poteg. - - Si
1?. Wlafncéci i znaczenia funkcyi niewy-
miernych. - - 57,
14. Roziuiezuie fie zrownanie zgo ftopnia;. 63.
17m Znaczenie i wtafnosci pierwidjtkoiu uro-

iomteh. - - -
8. i



8.

16. Zroitnttmie drugiego ftopnia Jktadd fie z

dwoch piérwfzégo ftopnia. - - - 71.
Dziatamd funkcyi niewymiernych. - - - - 72,
Dodawanie i odcigganie - ~ tamze.

przywodzenie do iednego zntiku pierwidkowego. 7$.
.Wynofzenie do poteg.ii wycigganie plerW|aftkow 74.
Mnozenie i dzielenie. - - - - 75-.
Ttémaczy fie znaczenie ilosci niejkonczenie wiel-
.kiey, i niejkonczenie mciley, iwyrazu .nieozna-

,cZOnego — — — — go.
<0
§. 17. Wypadki poprzedzaigcych uwag i prawi-
"idla zréwnan zgo ftopnia daley rosciggnione. 82.
Tre$¢ nauki w catym Rozdziale. . - 8y.
ROZDZIAL I1l. O ogdinych wiafnosciach zrownan
m iakiegokolwiek ftopnia.
§. 18. Uwagi Logiczne obiasniaigce fpofob my-
$lenia przez rachunek. - - - 87.
§. 19. Wyktadnig fie Iluttifnosci ogdlne zréwnan
iakiegokolwiek ftopnia. - - - - 8p.
\Wiafnosci wfpsit-czynnikow. - - - 90.
Wiafnosci zréwnan co do znakow.. - - 92
20. Rozwigzanie zréownan wyzfzych ftopni
zamyka wfzyftkie zréwnania ftopni nizfzych. 93.
21. WIdfnosi oftatniego terminu zamyka fpo-
fob na rozwiagzanie zréwnania. .- - pcf.
§. 22. Wyrzucenie terminu iakiegokolwiek W zré-
wnaniu. - » m - 98.
23. Z luldfnosci zrowétn wycigga fle dowdd
wzoru Newtona. - 100.
Uzycie wzd6ru Newtona rosciggnione do pOtcg
iakichkohuiek wyktadnikéw. - - 104.
Stéfowanie wzoru Newtona do wyciggania
pierwiaftku .w potegach iakichkolwiek. - 10&.

8o 24



8. 14-. 0 liczbie pieru/iaftkéiu rzetelnych i urolo-
nych w zréwnaniu. . . 10 fl

§. 2f. Ttémaczy fie potrzeba ifpoféb ofwobodze-
nia zrownan orf znakéw pierwiaftkowych, i od
niewymiernosci. - - *12,

6. i<s. Sttolbbu eliminaciii na zréwnania, wuz-
fzych ftopni. - - iij-.

§. 27. Roznos¢ zrownani wyktada fie z réznosci
wymiaru w terminach. - - - - 122-
Dowodztl fie s poprzedzaigcych wiadomosci
wielkie pozytki rachunku, przeciiuko zarzutom
pewnych Autoréw. - 12S-
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rozdziat+ pierwsza

llosci i funkeye w zréwnanie iakiegokolwiek
ftopnia wchodzace wyrazaig. fie przez linie
geometryczne: z roznych odmian tym ilo-
sciom lub funkeyom nadanych, ttdémaczg fie
odmiany, ktoére odpowiadaig liniom.
§. I.

Zadaia,c fobie iakie pytanie w pierwfzym Tomie,

'‘potrafilismy wfzyftkie okolicznosci i warunki do
niego przywigzane w zrownaniu zamkngé. Rozwig-
zawfzy potem to zréwnanie, a maigc przytomne na
umysle znaczenia nadane wyrazom i znakom uzy-
tym, odkrywalismy prawdy, ktorychesmy fie czafem
ani fpodziewali, ani ie nawet fadzili za zwigzkowe
Stern, czegosmy fzukali. ledno zrownanie dobrze
obiete umyftem, fiato nam fie xigzkg do czytania no-
wych miedzy ilosciami zwiazkowe To iefzcze prze-
robione w pofta¢ proscieyfza, lub ztgczone zrecznie
z innemi, pokazywato nam nowe prawdy i ftofunki,
tak dalece, iz bedac fzczeSliwym w kombinowaniu,
Zrownanie w reku biegtego Analifty ftaie fie-fktadem
naylkrytfzych prawd zwigzkowych rozrzuconych po
naturze. S tad powinnismy fie przekonaé¢, iz wfzy-
ftkie wiafnosci iakieykolwiek ilosci, wfzyftkie kon-
dycye do niey przywigzane, byleby nie byly miedzy
iobg przeciwni, wyrazi¢ mozna przez Algebraiczne'
zréwnanie. ldzie tylko odwie rzeczy, naprzéd; aby
ilos¢ przedfiewzieta nie byta nad to zawiktana dla
uwag geometrycznych; powtore; aby doftrzec zwig-
zku zachodzacego miedzy okolicznosciami zadania:
czeftokro¢ niedoftatek tamtey kondycyi zaftanid przed
rozumem nafzym te'n oftatni Srzodek wynalezieni®
tego, cosSmy fobie zadali.

Linie Geometryczne fa ilosciami barzo proftemi;
wfzyftkie wiec ich wtafnosci mozemy wyrazi¢ w

A zrownaniu

Prieys$cie *
Algebry da
Geometryj,
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zréwnaniu algebraicznem. ‘'Wfzakze Geomctrya po*
czatkowa porownywa iedne figury z drugiemi, s po-
rownywania rodzi fif zrownanie, ktére zawiera w
krotkosci te zwigzki, ktoreSmy miedzy figurami zwa-
lali. Kombinacya tych zwigzkéw z inneini, odkry-
wa nowe inné, a te znowu oftatnie odflaniaig Swie'-
ze prawdy wypadaigce s pierwfzych: tak dalece, ii
przerabiajgc, wigzac Awviafnosci linii, figur, i ciat ge-
ometrycznych, przyfzlibySmy do wyrazenia wlzy-
ftkich prawd geometryi elementarney przez znaki
0g6lne, gdyby to nie byto z wiekfzym dla rozumu
nafzego pozytkiem zoffcawi¢ tak profte' ftéfunki la*
memu dziataniu dufzy, a rozumowanie przez znaki
fymboliczne zawikleylzym zwigzkom i dociekaniom
zachowa¢. Zgadzamy fie wiec s cala rzefza gorli-
wych o ¢wiczenie rozumu ludzkiego Geometrow, ze
Ipofoby uwazania, dowodzenia i poréwnywania ilo-
sci rosSciggtey, w barzo gruntownem i Sciftem Swie-
tle podane od ftarozytnosci nalezy przy fwey catosci
W geometryi poczatkowey utrzymac. Ale chcac na-
ize kombinacye do odlegleyfzey ogolnosci wynies¢,
przedrzy¢ fig w ftrafznie zawiktane Figur trudniey-
fzych zwiazki, ktére w ftarozytnosci tamym tylko
extraordynaryinym byly doftepne rozumom, chcac
utatwi¢ niezmiernie zawalona droge dociekan w
glebfzey geometryi, i uczyni¢ lobie naywyzfze pra-
wdy doftepnieyfzemij trzeba byto koniecznie wefprzec
rozum ludzki ogélnemi znakami, natrafi¢ na fzcze-
Sliwag zreczno$¢ ftofowania rachunku do Figur. Te
przyfluge winniSmy nieSmiertelnej przeniktosci Des-
Cartct ktora ftata fie razem zrzodiem rozlegtey (tawy
dla fwego wynalazcy, i naylzczes$liwfzych dociekan
dla iego naftepcow. Zapomniymy na moment o
fpofobie Dw-Cartci, abySmy fie fami poftawili w oko-
licznosci pieYwfzych wynalazcow.

Chcac znaczenia algebraiczne do geometryi prze-
nies¢, roftrzafng¢é nam nalezy wfzyltkie wyrazy w
<£klad zrownania wchodzgce, i fzuka¢ im odpowiada-

eiagych
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igcych w geometryi znakéw. ZwazaliSmy w alge-
brze réznego rodzaiu funkcye, s tych powftaigce ro-
znych ftopni i gatunkow zréwnania. W funkcyach
naprzod roézniliSmy zawfze ilosci znane' od- niezna-
nych: teraz chcac ro-sfzerzy¢ daley ten podziat dla
tego, ze naypierwfza ieft w geometryi rzecza po-
rownywanie miedzy fobg ilosci, witozerny na miey-
fce znanych i nieznanych, ilosci ftateczne'i odmiennej
ktore iako wie'my tez fame mai-g znaki. Wzigwfzy
wiec linig profta pewney iakiey nieodmienney wiel-
kosci, mozemy przez nie reprezentowac iakakol-
wiek ilos¢ ftateczng: iloSci zas odmienne wyraiemy
barzo dobrze przez linig nieoznaczong RS. od kto-
rey takg mozemy odcig¢ czaftke, iaka nam fie tylko
podoba, a zate'm iako n. p. x moze zawiera¢ wfzy-
ftkie jakiekolwiek oznaczone wartosci, tak linia RS,
wyrazaé moze wfzyftkie jakiekolwiek podziaty. Ta-
kowe podziaty nazywac¢ bedzie'my Odcinkami (-Ab-
scifscic), ktore beda wyrazaé pewne oznaczone' warto-
Sci ilosci odmienr>ey x. Aze linia RS nie ma za-
dney okres$lonej wielkosci, ucinki takowe bra¢ fie.
moga od A na obydwie ftrony. Mieyfce A nazy-
wac bedziemy Poczatkiem Odcinkow (Initium Ab-
icifsarum): odcinki za$ z iedney (trony A braé be-.
dziemy za dodatne, a z drugiey ftrony za odiemneri
lako mieyfce A, tak ftrona odcinkéw dodatnych za-
lezy od upodobania, byleby obrawfzy iedne ftrone
za dodatna, druga iey przeciwng wzws$¢ za ftrone od-
cinkéw odiemnych.

Odmieniwfzy funkcya na zréwnanie w Kktdreyby
nie byto tylko x i ilosci ftateczne, x przeftaie bydz
iloscia odmienng. Chcac wiec dochowaé x witafnoscf
edmienney, potrzeba koniecznie w zréwnaniu miec
dwie ilosci odmienne x,y\ tak, zeby pewna funkcyi
x, byta rowng pewney funkcyi y. W ten czas bo-
wiem obydwie zoliang fie przy fwym charakterze
odmiennosci iako wie'my s teoryi pytan nieoznaczo-
nych. Tu otwiera nara fie niezmierne pole docie-

Az kan,

ZnieMnil al-
gebraiczne wy
tcion¢ w lini-
ach geometry
cznycli.

Figura i.
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kan, ile bowiem wymysli¢ fie moze gatunkoéw fun-
kcyi x,y, tyle nam wypadnie kombinacyi. Kazda s
tych kombinacyi bedzie zrzédtem nowych zwigzkow
miedzy ilosciami, ktérym odpowiadajg nowe w ge-
ometryi znaczenia. ldzie tylko o fpofob wyrazenia
tych znaczen; zaczniymy od nayproscieyfzych. leze-
li y bedzie pewna funkcya x; kazdey wartosci x, po-
winna odpowiada¢ pewna wartos¢ na y. Wyraze-
my te warto$¢ przez linig proftag poftawiong na ucin-
kach linii RS, tak n.p. ze iezeli x=AP, y bedzie
miato warto$¢ wyrazong przez PM; iezeli x— AQ,
y=QN, iezeli x— o, y— AB. takowe' linie AB, PMt
i t.d . odpowiadajgce wartosciom pewnym odcinkow
nazywaé zawfze bedziemy Przystawami (Applica-
iac, ordinatae)-, ktorelbeda réwno legte linii proftey
AB, uwazaigc ig przeciggniong na obydwie ftrony
RS, do iakieykolwiek badz wielkosci. Takowa li-
nia bedzie znowu linig przyftaw; a iako pewne wiel-
koséci przyftaw odpowiadaia pewney wartosci odcin-
kow z zrownania wyciggnionych, ftawiane byd.i po-
winny na tych mieyfcach linii RS, gdzie fie konhcza
ewartosci nadane Xx. lezeli na y wypada¢ beda
wartosci dodatne, te bedziemy kiasdz nad linig RS;
iezeli za$ odiemne, te potozemy pod linig AS. Moze
fie za$ przytrafi¢, ze odcinkom dodatnym bedg odpo-
wiada¢ przyftawy dodatne albo przyftawy odiemne:
powtdre odcinki bedac odiemne, przyftawy wypadng
odiemne albo dodatne. W pierwfzym razie potoze-
my ie' nad AS, w drugim pod AS, w trzecim pod
AR, a w czwartym nad A-R, tak ze n.p. PM ieft
przyftawa dodatng, rb przyftawg odiemng, nalezgce
obydwie do odcinkéw dodatnych: przeciwnie rn ieft
przyftawag dodatng, a jdw przyftawg odiemng odpo-
wiadaigce obydwie odcinkom odiemnym.

Nie potrzeba nam fie o tem oftrzega¢, ze ilos¢
wiekfza lub ranieyfza przyftaw AB, PM, QN, i td-
zawifta od funkcyi y. Rzecz bowiem oczywifta ze
zrébwnanie zawieraigce zwigzek miedzy x,y, zawie-

ra razem
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ra razem ftéfunek miedzy odcinkami i przyftawami,
ktore odtad razem brane nazywaé bedziemy wspét,
uszy kowanemi (Coordmatae), ten ftéfunek ieft pra-
wem, podiug ktérego uktadaia fig wartosci przyftaw-
z wartosci odcinkéw tak, ze ich wzroft lub~ubywa-
nie, ieft zawfze iednoftaynym wypadkiem pewnego
miedzy x, y prawa w zréwnaniu zawartego. Cig-
gnac podiug takowego prawa fzereg przyftaw odpo-
wiadaiacy lzeregowi odcinkow, a S$cigaigc punkt B,
widzemy, ze on przenofzac fi¢ na rézne' mieyfca, zo-
ftawia po fobie $lad nowey linii proftey lub krzy*
wey, ktorey natura i pofta¢ zawifta od zwigzku mie-
dzy x, y: i tak przypusémy ze linia profta nafigurze
2. lub linia krzywa na figurze $. ieft odryfowana po
dtug zréwnania pierwfzego ftopnia miedzy dwiema
odmiennemi x, y, w tem zréwnaniu odmieniaigc x,
czyli AP, odmienia¢ fie bedzie y, czyli PM- i idac po
wfzyftkich punktach linii RS, poczawfzy od A, znay-
dziemy przyftawy tym odcinkom odpowiadaigce i na-
znaczaigce' mieyfce, przez ktére linia profta BMN, lub
krzywa EBM, przechodzi; witasnie iak gdyby punkt
B, rulzywfzy fie fzedt do Al, prowadzony przez
przyftawe PM, odmieniaigc na kaidym mieyfcu fwo-
ie kierowanie tak, iak PAIl, fwoie wielko$¢ odmie-
nia; w tym biegu opifze punkt B linig profta lub
krzywg BM, odmieniaigc fwoie potozenie podtug pra-
wa zamknietego w zréwnaniu, ktérem fie zwigzek
wfpot -ufzykowanych, w nim za$ natura linii krzy-
Wey wyraza. Widzemy wiec ze uwagi nafze' zga-
dzajg fie zupetnie s ipofobem dawnych Geometréw,
ktérzy fobie wyftawiali linie krzywe, iako opifane'
biegiem punktu w kazdym momencie fwe potoze-
nie odmieniaigcego; *lubo uwagi nafze daleko fa
proscieyfze i ogd6lnieyfze, iak fie nizey przekonamy.

Kazdy pierwiaftek zréwnania Wyrazaigcego linig
EBM, daie nam ieden punkt linii krzywe'y, bo nam
daie mieyfce, W ktdreni przyftawa tez linig krzywa
przecina: aze zréwnanie pierwfzego ftopnia, podiug

Aj ktorego

Figura
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ktéorego wybawiliSmy fobie linig EBM odryfowana,
powinno koniecznie mieé ieden pierwiaftek rzetelny;
nie moze bydz zadney wartosci. na x, ktéreyby nie
odpowiadata warto$é¢ na przeto na linii RS, nie-
mafz zadnego mieylca, s ktéregoby wyftawiona
przyftawa nie przecinata linii krzywey; a iako x na-
znacza¢ moze'my niefkonczong liczbe wartosci, tak
bedzie niefkoriczong liczba przyftaw idacych i prze-
cinaigcych raz linig krzywa; to ieft PM, odmieniaigc
fwoie wielko$¢ poydzie po linii RS w niefkonczong
odlegtos¢, i linia krzywa rosciggnie fwdy. tuk bez kon-
ca, ktory nazywac¢ bedziemy Odnoga nieskonczona
linii krzywey (Ramus curvae infimtus), rosciggnie fig
za$ bez konhca na dwie' ftrony,. to ieft na ftrong AR
i na ftroneg AS, gdyz za x,. moze'my ktasdz wartosci
dodatne' i odiemne. lezeli na wfzyftkie wartosci do-
datne' x, bedg wypadaé¢ przyftawy dodatne'; cata od-
noga niefkonczong linii krzywey bedzie lezy¢ nad li-
nig AS: iezeli za$ na. wfzyftkie wartosci dodatne x,
wypada¢ bedg przyftawy odiemne, poniewaz utozy-
liSmy ie ftawiaé pod AS\ cata odnoga linii krzywey
bedzie lezy¢ pod AS. lezeli zas na odcinki dodatne X,
wypadac bedg wartosci nay, naprzéd.dodatne' a potem
odiemne'; poniewaz podiug §.XVI. Algebry nie moze
+1/ fta¢ fie —y, poki wprzod, nie ftanie fie i/=o,
wiec bedzie miedzy wartosciami +x> iedna, ktora
uczyni i/m=> i w tern, mieyfcu linia krzywa przetnie
08, iak n.p.. w mieyfcu a przeTzedifzy pod nie
rosciagnie fie bez konca, iezeli iuz odtagd na Har, be.
dg bez konca wypadaé¢ przyftawy odiemne': iezeli
atas znowu po pewney liczbie wartosci, -~y ftanie
fie +1/, wiec znowu lii)ia. krzywa, przetnie drugi raz
0$, i przeniefie fie nad liniag RS. To cosSmy mowili
o wartosciach -t-x fiuzy takze na —x, to ieft: ze ie-
zeli z—x, wypada¢ zawfze bedg y dodatne; cata
odnoga niefkonczong linii krzywey lezy¢ bedzie naci
AR; bedzie za$ lezy¢ pod AR, iezeli —Xx wuczyni
wfzyftkie w odiemne: iezeli nakoniec — x, czdyn_ic' be-
zie
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dzie y czatem dodatne, a czafem odiemne, linia
krzywa przecinaigc oS, przeftofi¢ fie bedzie, raz nad,
a drugi raz pod AR. Te wfzyftkie Witafnosci wy-
cirjgnylismy z uwag nad zréwnaniem ftéfowanych
do znaczen geometrycznych: inne iakiekolwiek zro6-
wnania podobnie roftrzafaiagc wyciggniemy z nich roé-
znego rodzaiu, i roézney figury linie krzywe'. Przeto
kazde zréwnanie migedzy dwiema iakiemikolwiek od-
miennemi ilosciami, uwaza¢ mozemy, iako wyraza-
jace nature pewney linii proftey lub krzywey przy-
wigzaney do prawa miedzy wfpot-ufzykowanemi w
zréwnaniu zamknietego." i znowu przeciwnie kazda
linia geometryczng proftg lub krzywag odryfowana
podiug iakiego prawa, zwazaé mozemy iako wyraz
graficzny pewnego zrownania takowe prawo zamy-
kaigcego. lezeli cata linia odryfowana ieft podtug
iednego prawa, albo co na iedno wyndzie podtug te-
g6z famego zréwnania, nazywa fie linia Ciagta
(Continua), a prawo iey nature wyrazaigce nazywa
fie Prawem ciagtosci (Lex continuitaiis)ym iezeli za$
linia ieft tak odryfowang, ze iey porcye nalezg do
réznych zréwnan, iakg bydz moze linia za pofunie-
niem piorg odryta, ztozona z utomkéw czeScig pro-
ftych, czescia krzywych, takowa linia zowie fie Ro-
zno-c¢iagta, nieforemna (Di[continua, irregularis).
m\\/fzyftkie linie, ktére w geometryi uwazaé tie zwy-
kty, fa ciggtemi, odrytemi podiug prawa -ciggtosci
w zréwnaniu wyrazonego, tak n.p. linia krzywa na
figurze ?. niEBA/O, ieft linig ciagla, iezeli w niey ka-
zda przyftawa ieft funkcyg taz famag odcinku wyra-
zong przez lakie zréwnanie. Prawda ze J. P.
Euler naypierwfzy wprowadzit do geometryi linie
nawet nieforemne, co wiéle narobito, miedzy Geome-
trami fprzeczki, ale to iefzc2e nie czas dla nas o tym
mowié. Doly¢ nam teraz wiedzieé, ze wfzyftkie li-
nie, ktére beda przedmiotami nafzey uwagi w ciggu
teraznieyfzey nauki beda ciagtemi. Linig RS, na kté6-
rey fie rachuig odcinki nazywac¢ bedziemy Osig albo

A a Kiero-
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Kierownica (Axh, Direftrlx). Mdéwigc o odcinkach
i przyftawach razem, utozyliSmy fobie nazywac ie'
wfpof-ufzykowanemi: iezeli przyllawy bedg ftac
profto-padle na osi czynigc kat profty z odcinkami,
nazywac id bedzie'my v7spét-uszykowanemi Piono-
Wemi (Coordhatae orthogonales, normciles), iezeli
za$ fta¢ bedg pochyto czynigc kat ukos$ny, nazwiemy
ie' Ukosnemi (Coordinatae obhauangulae).

S tych og6lnych uwag wypada ten fam podziat li-
nii, na ktorySmy rozebrali funkcye- w pierwfzym To-
mie. lezeli y bedzie takowa funkcyg x, ktdra mozna
W zréwnaniu algebraicznem zupetnie zawrze¢; linia
takowem zréwnaniem oznaczona zwac fie bedzie
Algebraiczng (Curva Algebraica). lezeli za$ vy
bedzie funkcyg x taka, iz iey pierwiaftkéw i warto-
sci niepodobna ieft w zréwnaniu ogarng¢, nazwiemy
ig Przestepna (Cuma Tranfcendens). Pierwfzy ro-
dzay nazywaia niektdrzy Geometrycznym, oftatni
Mechanicznym. (Curvae Geometricae, Mechanicac).
Ten atoli og6lny linii podziat, zawiera¢ w fobie be-
dzie fzczegolnieyfze' roztozenia, wypadaigce s podzia-
tu zrownan i funkcyi co do wymiarow, i co do li-
czby ilosci odmiennych.

Smll-

Whniydzmy iuz w fzczegolnieyfze' rozbiory linii, i
zréwnan. ZwazaliSmy w pierwfzey Czesci funkcye
wyrazaigce' iedne tylko Ilub Kkilka na raz wartosci
losSci odmienney; to ieft: ze y moze bydz takg fun-
kcya x, iz iey albo iedna tylko, albo kilka na rdz
odpowiada wartosci, podtug znaku pierwiaftkowego
potozonego przed y: wie'my bowiem ze znaki pie'r-
wiaftkowe wyrazaia¢ kilka na raz wartosci fag wat-
pliwemi. NazwaliSmy takowe funkcye z J. P. Eule-
rem ledno -ksztattne, Dwo -ksztattne, Kilko-
ksztattne, (FunPEiones Unijormes, Biformet, Multi-
formes), podtug wyktadnika znaku pierwiaftkéwego
ktérym ieft naznaczone y: a w znaczeniu Geometry-

cznero wypada, ze iezeli y bylzie funkcyag iedné-
kfztattng
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kfztaltng x, na ten czas kazdemu odcinkowi x, ie-
dna tylko bedzie odpowiada¢ przyftawa: bioragc za
X wfzyftkie "wartosci dodatne i odiemne od o az do

+-~" otrzymamy tylez przyftaw; zatem linia krzywa
takowem zréwnaniem wyrazona rosciggnie fie bez kon-
ca na obydwie ftrony osi RS: taka linig reprezentowac
moze (Fig.?)- wtafnos$¢ za$ ta fluzy¢é bedzie og6l-
nie wfzyftkim liniom, ktérych zréwnania nie beda
zawiera¢ zadnego znaku pieYwiaftkowego, iakosmy
to iuz w 8. i.obfzernie wytozyli.

lezeli za$ y bedzie funkcya dwd-kfztaltng x, iakg
zamyka zréwnanie y*=2Py— £),czyliy=P+V (P2— Q)
gdzie Pi2 funkcyami iedno-kfztaltne'mi x; na ten
czas kazdey wartosci x beda odpowiadaé dwie przy-
ftawy, obydwie rzetelne' iezeli Pt+>iQ; Ilub oby-
dwie uroione, iezeli Pt<Q: tak n.p, biorgc x=-hAP,
otrzymamy na y PM, PMi znowu x= — AP, bedzie
y=Pm, Pmj iezeli Pt>£> linia krzywa takowem zré-
wnaniem opifana bedzie przechodzi¢ przez te przyfta-
wy; iezeli zas§ P2<Q linia tamtedy nie przeydzie. Ale
bedac P*>Q> nie moze fie odmieni¢ na P2<ZQ
péki wprzéd nie przeydzie przez $rzodkuigcy ftan
P2=Q, i na ten czas y=P*o0, a zatem obydwie
przyftawy na obydwdch ftronach ftang fie rownemi,
czyli zniyda fie w iedno mieyfce, gdzie przyftawa be-
dzie ftyczng linii krzywey, a punkt dotykania fig be-
dzie punktem dwoiftym, iakim ieft w mieyfcach n.p.
C,G. Przechodzac iuz za ten ftan, wfzyftkie warto-
§ci y fa uroionemi; wiec za punkt dotykania lie li-
nia nie przeftepuie, ale od niego zwraca fie nazad.
lezeli zas za C znayduie fie mieyfce przyftaw uroio-
nych; i znowu za G ku prawey idac ftronie, mieyfce
przyftaw rzetelnych; idzie zatem, ze zmnieyfza-,
igc warto$¢ odcinku — x, czyli pomykaiac fie od G
ku A, wpadniemy na kraine przyftaw uroionych,
gdzie fie miffi tkoriczy¢ odnoga linii krzywey idacey od
G, a zaczal fie granica uroionych przyftaw, przez

ktére linia krzywa nie przechodzi; przeto znowu w
Aj- tamtem
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tamte'm mieyféu, i/ bedzie przechodzi¢ s (tanu rze-
telnego na uroiony przez P1—jQ, i przyftawa be-
dzie ftyczng, od ktérey linia krzywa cofnie fig na-
zad. Na ten czas linia bedzie miata dwie odnogi
od fiebie oderwane MBDB, FmHm, ktére beda nate-
zy¢ do iedney linii krzywey, poniewaz obydwie wy-
padajg z iedney funkcyi.

Takowe oderwane odnogi co do fwe'y poftaci i li-
czby zawifty od zréwnania P1—Q—o. Ile bowiem
zréwnanie to zamyka pierwiaftkow, tyle ieft mieyfc
na osi, gdzie przyftawa dotyka fie' linii krzywey, i
pokaznie, zwracanie fie odnogi od fwey ftyczney.
Te pierwiaftki albo fg réwne albo nieréwne: W
pierwfzym przypadku pokazuig ze dwie ftyczne
ichodzg fie'j ktere iezeli przedtem zamykaly miedzy
Toba odnoge linii krzywey iakie fa na fig. 4. G-H;tE\
sfzedifzy lie razem, odnoga ta zamienia fie w punkt
nazwany Punktem sprzezonym (Ptmftum coujuga-
tum.) lezeli za$ dwie takowe ftyczne zamykaty
mieyfce przyftaw uroionych, iakie fg FE, D C mslzed}-
fzy fie razem, odnoga HniF oderwana, 'zigczy lie z
odnoga HDB i powitanie stad wezet, iaki nam wy-
raza na figurze punkt I, i linia krzywa ftanie fig na
ten czas Linig weztowa (Curta noiiata). W drugim
przypadku, to ieft: kiedy zréwnanie P--—Q— 0 ma
pierwiaftki nieréwne, kazdy pierwiaftek takowego
zréwnania pokaze nam mieyfce na osi, gdzie przy-
ftawa ftawizy fie ftyczng, znaczy¢ bedzie odwrot it-
tiii krzywey, i iey odnogi oderwane.

Niech bedzie y funkcyag troy-klztatcng x, zamknie-
tag w zrownaniu y3—Pij2-hQij— k~=0, gdzie P, Q, R,
zamykajg x bez zadnego znaku pierwiaftkowego
lezeli zré6wnanie to zamyka wfzyftkie trzy pierwiaé
ftki rzetelne, kazdey wartosci x beda odpowiada,
trzy wartosci na y, i linia krzywa bedzie trzy razy
przecieta od przyftawy iak n.p. na fig. y. w niiey-
fcach M, AJ, Af, chyba ze dwa punkta znidg fig razem
-iak n.p. przyD, i naten czas przyftawa ltawlzy fie fty-

mczna.
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czna, naznaczy punkt dwoifty D. lezeli za$ zrowna-
nie jgo ftopnia zamyka¢ bedzie dwa pierwiaftki
Uroione', na ten czas przyftawa w iednym tylko
mieyfcu przecinaé¢ bedzie linig krzywa, iak nam wy-
raza fig. < to atoli przeciecie nigdy nie moze ufta¢,
dla tego ze trzeci pierwiaftek fta¢ fie nie moze uro-
jonym, i linia krzywa roscingnie fie bez konca z oby-
dwéch ftron poczatku odcinkéw: iezeli ,trzy warto-
éci na ¥ bedac s poczatku rzetelne, ftang lie potem
uroionemi na x dodatne lub odiemne; linia krzywa
przy A na fig. 6. iako przy poczatku odcinkéw mo-
ze mie¢ odnoge oderwang iakg ieft BBE. Natura iednak
i pofta¢c tey odnogi, a zatem i pofta¢c famey linii
krzywey nie moze bydz znang tylko przez rozwig-
zanie zréwnania jgo ftopnia i roftrzafanie natury ie-
go pierwiaftkéw. Wiemy z 8.20. Algebry ze wartosé

na y niufi zamyka¢ w fobie procz znaku ¢', znak

iefzcze V  pod tym oftatnim znakiem zawarta fun-
mkeya, moze mie¢ albo trzech mnoznikéw nieréwnych
i na ten czas pokazuie nam trzy mieyfca na osi zna-
czace' odnogi oderwane: albo dwa njnozniki réwne,
ktore wyrazaigc zniyscie fie dwoch ftycznych, odkry-
ja nam wezet lub punkt fprzezony poditug mieyfca
przyftaw uroionych lub rzetelnych, miedzy temi fty-
.cznerni zawartego: albo nakoniec wfzyftkie trzy
mnozniki tey funkcyi pod znakiem V, beda réwne,
i na ten czas wyrazaig zniyscie fig trzech ftycznych
razem. W tym oftatnim przypadku powftaie w li-
nii krzywey Konczysto$sé (Cu/pis), iakg fobie ta-
two wyftawiemy na fig. 4. iezeli odnoge BDB za.-
mieniemy przy | na punkt fprzezony. Wfzyftkie te
wiafnosci obiasnia nam przyktady w dalfzym ciggu
nafzey nauki. Uczyniwfzy w zréwnaniu 330 fto-
pnia podanem t/3— 0) zofianie fig Py2— Qy-\-R— o,
10 zréwnanie nie prz.eftanie iefzcze wyrazaé linii igo
porzadkuj iezeli P, Q, R, zamykaig x w ftopniu “ciw,
jia ten czas linia krzywa nie bedzie tylko dwa razy
przecinang od przyftawy, iezeli obie wartosci na y

Asd fa

Fig. 6,
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fa rzetelne, ale bedzie mogta bydz trzy razy prze-
cietg od linii proftey, i te przeciecia okazg He vr
trzech wartosciach na x, o czem méwi¢ bedziemy
nizcy.

Niech bfdzie y funkcya czterd-kfztattng x wyra-
zong n.p. przez zréwnanie y4— Py3+Qy~— Ry+S=o0.
To ze zamykaé moze albo wfzyftkie' czte'ry pierwia-
ftki rzetelne, albo wfzyftkie uroione, albo dwa rze-
telne, a dwa uroione; linia krzywa takiem zréwna-
niem opifana moze bydz albo w czterech, albo w
dwéch punktach przecietg od przyftawy, albo w za-
dnym; iako widzie¢ mozemy na fig. 7. lezeli pier-
wiaftki zrownania podanego zaczawfzy bydi rzetel-
ne, ftang fie potem na zawfze uroionemi; linia krzy-
wa nie bedzie mie¢ zadney odnogi nielkohczoney,
ale fie zamknie miedzy dwiema ftycznemi w miey-
fcach przeyscia pierwiaftkow rzetelnych na uroione'.
Uwazaigc zrbwnanie moment ten przeyscia wyraza-
jace, a razem naznaczaigce mieyfce przyftawie fty-
czney, uwazaigc ie mowie co do fwych pierwia-
ftkow, réwnych lub nierobwnych, podobnie iak w po-
przedzajacych przyktadach, znaydziemy mieyfca prze-
cie¢ na osi RS, liczbe odn6g oderwanych, wezty lub
konczyftosc¢ linii krzywey, co wfzyftko lubo niidy ze-
chcemy obfzerniey wytozy¢, nie ieft iednak od rze-
czy namieni¢ o tych prawdach, ktore s terazniey-
fzych uwag wypadaia.

Naprzéd: ie poznanie figury czyli ryfunku linii
krzywey zalezy od rozwigzania zréwnania ig wyra-
zaigcego, i od rofti zasnienia natury iego pierwia-
ftkow. A zatem im zréwnanie linig krzywy wyra-
zaigce ieft wyzfzego ftopnia, tem ieft zawikleyfze i
trudnieyfze poznanie iey ryfunku. Owfzem takowe
poznanie konczy fie na tych liniach, ktérych zréwna-
nia iefteSmy w ftanie rozwigza¢. Doikonato$¢ za-
tem geometryi, zawifta catkiem od doftcnatosci teo-
ryi zréwnan.

foiuUjre: ryfunek linii krzywey okazuic lie¢ s prze-

ciecia
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ciecia iVy od linii Proftey, to zas przeciecie co do
mieyfca, liczby, i gatunku, wypada z liczby i ga-
tunku pierwiaftkéw. lezeli y ieft funkcyg wielo-
kfztattng x dang przez zréwnanie ftopnia n; kazdey
wartosci x bedzie odpowiada¢ wartosci rzetelnych
na y albo liczba n, albo n—2-, n—4, - - - n—k; k
bedac koniecznie liczbg parzyfta. Kazda wiec przy-
ftawa bedzie przecina¢ liniag krzywa w tylu pun-
ktach. Przypus¢my n.p. ze iedna przyftawa przeci-
na linig krzywag w m mieyfcach; wfzyftkie' inne'
przyftawy mufzg ig przecina¢ w tylu mieyfcach, aze-
by liczba przecie¢ roéznita fie od m liczbg parzyfta.
lezeli wiec raz liczba przecie¢ ieft parzyfta, wfzy-
ftkie' inne przeciecia linii krzywey od iakieykolwiek
przyftawy mufza bydz w liczbie parzyftey, gdzie
rachowane bydz powinny punkta podwdyne, po*
troyne, i t. d.

Potrzecie- Przeciecie ciagte’ i nieprzerwane' nigdy li-
nii krzywey od przyftawy, pokazuie odnogi nielkon-
czone. To za$ przeciecie ikutkiem ieft pierwiaftkow
rzetelnych w zréwnaniu nie mogacych fie nigdy fta¢
uroionemi. ZrOwnania wiec nie mogace nigdy mie¢
wfzyftkich pierwiaftk6w uroionych, czyli zrownania
ftopni nieparzyftych wyrazaig linie krzywe maigce
koniecznie przynaymniey dwie odnogi niefkonczo-
ne, iedne na ftronie odcinkéw dodatnych, druga na
ftronie odcinkéw odiemnych; dodaie przynaymniey”
poniewaz liydZ moze wiecey takowych odndg, iezeli
pierwiaftki wfzyftkie' lub kilka z nich fg ftatecznie
we wfzyftkich wartosciach x rzetelnemi. S czego
fie zaraz oczywiscie pokazuie, ze linie krzywe wy-
razone' zroéwnaniem ftopnia parzyftego moga nie
mie¢ zadney odnogi niefkoriczoney; albo maiac ie, li-
czba tych odndg bydz mufi koniecznie parzyfta: ta
oftatnia witafnos¢ fluzy liniom krzywym ftopni nie-
parzyftych, to ieft: ze liczba wfzyftkich odnég musi
bydz parzyfta: a przeto nie moze bydi zadna linia
krzywa, ktoraby miata iedne tylko odnoge nieikon-

czona,
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czong, to ieft cingnaca fie z iedney tylko ftrony po-
czatku odcinkow.

lezeli warto$¢ przyftawy z rozwigzania zréwna-
nia wypadaigca bedzie wyrazona przez utomek n.p.

p
y = — , takowa przyftawa ftanie fie nieflfonczong ty-

le razy, ile' razy Q bedzie zero, co nam pokazuie
nowy przypadek, Zze nawet wartoséci fkonczoney na
X, moze odpowiada¢ przyftawa niefkoriczona, co be-
dagc wtasciwe famym liniom krzywym mnigcym od-
nogi niefkonczone, nalezy¢ bedzie roftrzafanie tako-
wych przypadkéw tam, gdzie o odnogach niefkonczo-
nych linii krzywych przypadnie nam moéwic.

S tych pievVwfzych uwag nad liniami krzywemi
wydobytych z natury zréwnan, powinnismy fobie
wnie$¢ tatwo gatunek dociekan, ktore nas w dalfzym
ciggu te'y nauki maig zaprzatngé. Nim do tych przy-
ftapiemy, ftaraymy fie wprzdéd lepiey zrozumie¢ na-
ture i odmiany znacze'n geometrycznych.

§ IM-

W wfzyftkich tych roftrzafaniach, to ieft tylko Ili-

OJJuelenie njom krzywym iftotne, ze ich natura wyraza fie
tnych”od arbi przez zwigzek miedzy dwiema wfpoét-ufzykowanemi
iralnychwcho w zréwnaniu zawarty. Oprécz- tego wiele barzo
«fincych wiré rzeczy wchodzi od upodobania zawiftych, iako to:
wnanicnalimVO”. ;ey pOfOzenie, poczatek odcinkéw: mieyfce wfpot-
kolwick.ak*" mufzyko-wanych dodatnych Ilub odiemnych; kat nako-
niec ktéry miedzy fobg czynia odcinki s przyftawa-

mi. Te wfzyftkie rzeczy iako arbitralne moga ro6-

znym podpada¢ odmianom; a zatem dadz zréwnaniu
wyrazaigce'mu linig iaka, niezliczong liczbe poftaci,

ktére przecigez natury linii przez to nie mogg uczy-

ni¢ odmienney. lakze fie tedy znale$dZ rozumowi

nafZemu w $rzéd tylu odmian, i rozezna¢ czyli z

wielu zréow-nagn wyftawiofiych pod réznag poftacia,

kazde z ofobna wyraza te fame linig co i drugie,

lub inng? Wid zemy ze to zawiflo od ogdélnego ogar-

niania, rzeczy. Zatrzymaymy fie w fzczeg6lposci nad

kazda
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ekazda s tych odmian arbitralhy¢h,’” a moZe ta droga
doydzi¢my do iakiej cechy, ftuzacey nam do roze-
znawania zréwnan, a zatem do ufatwienia zacho-
dzacey trudnosci. n

Zaczniymy od poczatku odcinkéw, i daymy n.p. odmienia fi?
ze rachuigc ie naprzod od y/. (Fig. 8.) chcemy ie po- poczatek od«
tem rachowaé¢ od D, iakze fie nafze ‘zrobwnanie w £l'*tov'*
tym razie odmieni? Nazwiymy DP(t), AD(f), a-be-
dzie x+f=t, czyli x—t—f, te wartos¢ ar, ftéfowna
do nowego poczatku odcinkéw, wtozywfzy w po-
dane zréwnanie, otrzymamy zamiaft zwigzku
niiedzy x, y, ten fam zwigzek miedzy t, 2/, aze f
bra¢ moze nieskonczong liczbe wartosci; zréwnanie
nafze przez te fame réznos¢ odmieni¢ fie w niezli- pjg.s.
czone fpofoby moze: iezeli iednak maigc dwa zro6-
wnania miedzy fobg na pozér rézne, wtozywfzy w
iedno z nich za x, txf- odmienie ie' na drugie; mam
prawo bydz pewnym, ze takie zréwnania obydwa
wyrazaia te fame linig, ale w kazdem z nich odcinki
poczynaig fie W Innem mieyfcu. Potozytem txf, po-
-niewaz iezeli poczatek odcinkéw pofuwa fie ku le-
wey ftronie, wypadnie x = t—fj iezeli za$ ku prawey
bedzie -l T
" YTyftawmy fobie teraz, ze fie przyftawy odmienia- »
ig, to ieft: ze PM zamieni fie na P'M, albo P'M-,
chcac te nowa kondycya wprowadzi¢ w zréwnanie
miedzy”™ x, yf przez P', lub F' prowadze o0$ rs ré-
wno-ocHegtg pierwfzey; nazywam A'A, rdznice mie-
dzy nowemi i dawnetni przyftawami (g)-, nowg za$
przyftawe P'M, albo P"M, (u)-, wypadnie wiec
y~g=u; czyli y=uzxg; znak wyzfzy nalezy do P',
nizizy do P"; wlozywfzy te wartos¢ za y W zro-
wnanie, otrzymamy nowe' miedzy u,x, zamiaft pier-
wfzego miedzy x, y, w tem zréwnaniu mozna ie-
fzcze dla tey iedney kondycyi rézne czyni¢ odmiany;
dla tego ze g mie¢ moze rozne iakiekolwiek war-
tosci, ale te wfzyftkie odmiany zoftawig te fame

nature linii; tak dalece; ze iezeli z dwoch zréwnan
réznych
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réznych na pozoér, iedno potrafie zamieni¢ na drugie,
ktadagc w niem za y, uxg-, pewien ieftem, ze obydwa
iedne wyrazaia linig, lecz kazda z nich bierze ro-
zney wielkosci przyftawy.

lezeli za$ iak przyftawy tak poczatek odcinkow
odmienia fif razem n.p. ze nie tylko PM odmieni fie
na P ale * = przenielie fie na D', na ten cz«s
wyrazemy obydwie te kondycye w zréwnaniu, poto-
zywfzy za x, (txf); a za y,(uxg), a tak zrownanie
miedzy x,y, przerobiemy na inne miedzy t, u\ kto-
re te fame linig bedzie wyrazac¢ co i pierwfze.

Przypus¢my teraz ze 0§ RS odmieni fwoie micy-
fce, i przeniefie fie na R'S' pionowo do pie'rwfzey,
na ten czas R'Q=PM, QM=rR'P. iezeli n.p. R' byto
poczatkiem odcinkéw, w te'y nowey odmianie da-
wne odcinki ftang fie teraz przyftawami, a dawne
przyftawy odmienig fie na odcinki. Potozywfzy
wiec w zrownaniu nafzem x za y, iy za xmwpro-
wadzemy te nowg kondycya, ktéra nic w naturze
linii nie odmieni. lezeli iefzcze ftrony wfpo6t-ufzy-
kowanych dodatnych i odiemnych chcemy odmienié,
tak n.p. ze przerabiaigc zréwnanie na t, u; te ftrone
ktéra przed tern naznaczona byta dla linii dodatnych,
wezmiemy za ftronge odiemnychj a ftronge odiemnych
przeniefiemy na ftrone dodatnych} w tym przypadku
nie nalezy tylko za t potozy¢ —f;, a za u, —u, a
wfpomniona kondycyg bedzie wyrazona.

O i pionowa Poydzmy iuz do zawikleyfzych odmian, i daymy
przemienia fif ze 0§ RS na fig. 9. przeniefta fie na rs, przecinaigc

ee Wkoin*.

*'Q_ ke

pierwfzg w poczatku odcinkéw, i czynigc z nig kat
PAs, ktory nazwiemy <£ a utrzymawfzy iefzcze te
kondycya ze wfpoét-ufzykowane' fag pionowcémi, iakze
wyrazemy te nowag odmiane? Przypatrzmy fie uwa-
ga, ze w tym ftanie dawne wfpdét-ufzykowane AP,
PM, przemieniaig fie na AQ(), QM(u), prowadzone’
od tegoz famego punktu Al, pionowo do nowey o0S*
Nalezy wiec wyrazi¢ x, y, prze-z funkcya kata

i przez te przybyfze lub uimki, ktoremi fif powie-
kfzyta
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kfzyta lub zmnieyfzyta ktéra swfpdt-ufzykowanych
s4P' PM. Na ten koniec nazwiymy Wft. <p (nr).
Doft. & (n)' a wzigwfzy iedno$¢ za promien po-
dtug nafzego zwyczaiu; wypadnie mm+nn=i. Od
P, pocirjgniymy pionowag Pp rowno-legtg QM, dru-
ga Pg, rowno-odlegty rs." Bedzie Pp=AP.Wfi.(p—xm\
japr=x.DoJtipr=xn, A poniewaz kat PAs-= katowi
PMg— $; bedzie Pa=-PM.WJt.Q—ym-, Mg=PM.DoJ}.
e-yn. Aze AQ(H)— Ap—Pg=nx—ym-, QM (u)=Mq
-+-Qq=Mg-+-Pp=yn+xm-, przeto mamy: t=vx—ym-,
it=yn+xm. A s tgd Ut+mu=x, - * - nu—mt=y.
Wiozywfzy wiec w podane zrownanie za x,(nt+mu)\
a za y, (na—mt), przeréhiemy ie na inne do osi rs.
lezeli rs przeniefie fie nad RS, na ten czas kat e,

bedzie odiemnym, a zatem i iego wftawa.

Chcac iefzcze ogélniey rzecz uwazaé, daymy ze o$
RS przemienia fie na rs iako nam fig. 10. pokazuie,
i ze z osig poczatek odcinkéw przenofi fie na D,
chcac te nowe kondycye wciagngé w zréwnanie; od
D ciggne liniag DL rowno-legta osi RS, a pytanie na-
ize zamknie poprzedzaigce odmiany, to ieft: ze w
poprzcdzaigcem dziataniu x powiekfey fie wielko-
scig AD(f), a y wielkosciag OP(g), przeto, wtozy-
wfzy w poprz.edzaigcy wynalazek za x, x+f; a za
lit y+~g> wynaydziemy u=yn-t-gn+xm+mf - -
t=xn+nf—ym—gm, a s tad wyciagniemy x— lit+-
mu—fj - - y=nu—mi—g, ktére wartosci wtozy-
wfzy w podane iakie zrobwnanie, przerobiemy ie na
inne, ktérego o$ bedzie fie nachyla¢ do pierwlzey ka.
tem < i w ktoérem iak przyftawy tak odcinki beda
inney wielkosci, to iednak zréwnanie nic w naturze
linii nie odmieni. Wniesmy fobie tatwo, ie takowe
linii wyrazenie ieft barzo og6lne', przypusciwfzy
wfpot-ufzykowane pionowe, poniewaz ono zamyka
W fobie wlzyftkie inne, iako lekka uwaga kazdego

o tetn przekona. Powtdére ze takowe zréwnania, s
B ktorych

Zebranie wrv.r
ftkich poprze,

diaiacycb od-
mian.
fig. 10.
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ktorych iedno przerabia fie na drugie, wyrazaig tez
fame linig lubo pod inng poftacia.

Ale iefzcze chcac uwagi nafze do nayogolnieyfzych
przywiesdz poczatkdw, odmienmy nawet i te kondy-
cya ze wfpét-ufzykowane fa pionowemi, i wyftaw-
my fobie, ze one fie nachylaig do fiebie katem S
tym warunkiem, ze ten kat ieft ieden dla wfzyftkich.

Dla iasnieyfzego poiecia rzu¢my okiem na fig. 8.
i zadaymy fobie do wynalezienia zwigzek miedzy
AL i LM, naktonionemi katem ALM (A,), zamiafiL"P

i PM pionowych. W tym przypadku AL—t, -

LM-U— -JL— "PL=y — uDoR.,l, a nazwa-
~ 4 WJILA,

wfzy irjt.Jd,, (p); D ofi(q)s bedzie u— ~» - -

{— x+ng-, zaczem y=pir, x=t— uq-WIoZwafzy te
wartosci na mieyfce x, y, w podane zréwnanie, prze-
robiemy ie' na inne, ktoére wyraza¢ bedzie nature li-
nii krzywey, przez wfpot-ufzykowane naktonione do
fiebie katem W/. | przeciwnie: maiac zréwnanie mie-
dzy t, u, wfpot-ufzykowanemi naklonionemi do fiebie

katem >L wiozywfzy na mieyfce t,(x+ yfjl), a na
P

mieyfce u, (—)przerobiemy ie na inne miedzy Xx,y,

-wfpé#-ufzykﬁvanemi pionowo, zoftawiwfzy te fame
0$ i ten fam odcinkéw poczatek.

Na koniec odmienmy iefccze to wfzyftko, i wzig-
wfzy na fig. i0. za poczatek odcinkéw D-, 0$ iakga-
kolwiek rs\ dwie wfpot-ufzykowane DT(r), TM(z)
pochyle katem DTA/fiJJ; lzukaymy wartosci x,y, W
funkcyach dwéch katéw i nowych przybyfzow. Na
ten koniec od D do osi RS, wynofze linig pionowa
DG, ktérag nazywam g AG(j). Od D wiode linig
DL rowno-odlegla RS: kat QDL nazywam iego

Y/itawe
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Wftawe (m), Doftawe (n), WJIt~t(a); Dojl. (b)-
Od M do nowey osi fpufzczam pionowg AIQ(u),
DQ(t)» Mamy s poprzedzaigcych wynalazkéw - -

, u
x=nt+mu—f, --y.=nu— mi—g,, teraz zasQT= —r

TMCz)= -i BT(r)=DQ+QT=t+ — =f-}-fis:. Wiec

a a
f—y—is - - u—az. Wtlozywfzy te wartosci na f7/,
-w zréwnania wyzey wyrazone na x, y, wypada: - -
X~vr— (nb—ma)z—m - - y = —mr+(na+mb)z— g,
gdzie nb—ma=Doft.AVM, na+mb— WJ}AVM-, wio-
zywfzy wiec za x,y, te ich wartosci w zréwnanie po-
dane', przerobiemy ie nazréwnanie nayogoélnieyfze lir
nii krzywey, poniewaz to nie ieft przywigzane do
zadnego fzczegdlnego warunku, ale ie wfzyftkie w
fobie zawiera.

Te fame fpofoby fiuzg nam do nayogdélnieyfzego
zréwnania linii proftey. 'Niech bedg dwie linie pro-
ftc rowno -legte nci figurze 11. NSf AijV, wfzyftkie
przyftawy PM, bedag fobie réwne, a zatem zréwnanie
ij— c: chcac ie przerobi¢ na zréwnanie ogdlne do osi
rs, mam s poprzedzaigcych wynalazkéw y— nu—

—d, czyli nu—mi—g— c=0. A chcac ielzcze wfpot-
ufzykowane mie¢ ukosne; kiltade za t, r—zby za u,
az-, i wypada (na-hmb)z— nir—g—c— 0, a rozmno-
zywfzy ie przez ilos¢ ftateczng k dla tym ogdlniey-
fzego wyrazu, i nazwawfzy kna+kmb=a'} — mk— b'j
— k(aA-c)-=t’, otrzymam:

a'z+b'r-hc’'=o0.
Zréwnanie nayogolnieyfze na linig proftg, ktore ze
ieft igo ftopnia,. idzie za tem, ze wfzyftkie zréwnania.
lgo ftopnia oznaczaig linig profta.

Wezmy za drugi przyktad koto iako linia krzy-
wg wiadomag zgeometryi poczatkowey, a chcnc wyua-
lesdz punkt Af, fig. 12. fzukaymy zwigzku miedzy
/1P— v, i PM=y. Ten zwigzek poddaie nam Geo-
metrya Euklidefa, ktéra nas uczy ze PM ieft $rzedma

Bz propor-

Fig. i*,
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proporcyonalng miedzy AP i PB: nazwiymy AB=gt
bedzie PB=g—x, a przeto:
AP:PM::PM:PB to ieft: x::y.:y:g—x s kad wypa-
da zréwnanie na koto:
v-=gX—x* - - - (A)
chcemy naprzéd poznaé, czyli zrbwnanie yz=a*—xz
wyraza takze nature kota: przenieSmy poczatek od-
cinkbw z A do S$rzodka C, tak ze CP bedzie odcin-
kiem, Kktéry nazwiemy 2z, PM przyftawg yj ponie-
waz CP=CA—AP=\g— X=2Z, bedzie wiec x=TEf— z
wilozywfzy te warto$¢ w (ot) przerobiemy to zr6-
wnanie na yz— Hgz—z2, ktére ieft takiém iak - -
y*~az— xz gdzie n= Ig-, wiec zrébwnanie yz~ a z-"-xz
ieft takze zréwnaniem na kolo, w ktérem a ieft pro-
mieniem, a poczatek odcinkéw wziety W $rzodku
C. Trudno$¢ wiec nafza iuz fie doftatecznie utatwi-
ta. Maigc kilka zréwnan, a chcac fie przekonaé,
czyli te wfzyftkie iedne linia krzywa wyrazaia-,
biore za x, y, wartosci w'yciggnione s poprzédzaia-
cych odmian, za pomocg ktérych otrzymam zréwna-
nia pod wielu poftaciami; potem na)podobnieyfze
miedzy fobg réwnam ¢o do kazdego terminu, a stad
'wypadng mi zroéwnania fzczegdlne na oznaczenie iltj-
sci /. g, m,'n; i t. d. fluzace; iezeli tyle ich otrzymam
ile niam nieoznaczonych ilosci, i iezeli nowe wfpo6t-
ufzykoWane fg w tymze ftopniu co i dawne; pewien
‘ieftem, ze-zrownania moie nalezg do téy damey linii
krzywey: s tg réznicg ze W nich zachodzg -odmiany
'odpowiadaigce wartosciom wzietym za X,y.
S |V.
s poprtedid!* NauczyliSmy fie liLiz, ze zré6wnani? na ;iakgkolwitk
* i-"li'nH moze fie zamieni¢ w niezliczone poftUc¢i, ktore'
fTotny chara. nic nie odrrtieniaig W naturze lainey 'linii: ale iefzcze
kter irownin nie znamy pewnego charakteru, ktéryby nam za
sluiacy xa  pie'rwfzem rzuceniem oka ddt lie przekonaé, ze zro-
d'iiitu n°na wnania nalezg do ‘réznych linii. taczac .poczatki
iidi4é-ktafi/,.geometryczne :sipoezatkami myslenia, ipowinnisiny 'lite
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zaraz domysli¢, ze takowego charakteru nalezy nam
upatrowa¢ w naturze funkcyi iako iedynem zrzodte
nafzych dociekan. Powldre: ze ten charakter tak ifto-
tny powinien byt zofta¢ niennrufzonym przechodzac
przez wfzyftkie odmiany, ktore dopusci¢ moze ia-
kiekolwiek “‘rOwnanie,- iezeli natura linii w tych
wizyftkich réznosSciach ieft zupetnie ocalona. Oswie-
ceni tenii dwiema prawdami, wroémy fie uwaga do
dziatan § poprzedzajacego, a tam wpadnie nam za-
raz w oczy, ze przerabiaigc na rézne poftaci rozne
zrownania, otrzymaliSmy w tych wfzyftkich prze-
mianach zawfze tenze fam ftopien miedzy wlpét-
ufzykowanémi, tak dalece: ze kazde zrownanie prze-
brane w infzg pofta¢, ani fie przez to znizyto, ani
podniofto do wyzfzego ftopnia. $ kad mamy prawo
upewni¢ fie, ze ftopien zréwnan ieft iftotng cecha
oddzielaigca ie iedne od drugich, tak dalece; ze zro-
wnania ro6znego ftopnia, nalezg-koniecznie do réznych
linii krzywych. Ten naypewnieyfzy charakter obie-
ramy fobie z J. P. Eulerem za zafade klafs, na ktore
linie dzieli¢ bedziemy. Podzialy takowe nazwiemy
Porzadkami (Orciines). Do pierwfzego porzadku
nalezy¢ beda wfzyftkie linie oznaczone zréwnaniem
17go ftopnia miedzy dwiema wfpdt-ufzykowanerni.
X, Y\ iakiern ieft zréwnanie <ogdIntf:
a+bx-\-cy==o0:

ktéore wiemy, ze nalezy do linii proftey: a zatem'li-
nia profta zamknieta bedzie w.pierwfzym porzadku,
<0 ktérey nauka nalezy do geometryi poczatkowey, ;a
jprzeto od teraznieyfzego nafzego zamiaru daleka.

W drugim porzadku beda linie zamkniete w zré-
wnaniu nayogolnieyfzem 2go ftopnia miedzy x>y-
iakiehi ieft:

a+bx-hcy-t-dx2-t-(-xy-\-fy-"~=o0.

do ktérego nalezg flawne linie krzywe pod imieniem
'‘Uct>iKOW ostro-kragowych (Seiftones Conlcac).

Trzeci porzadek zamknie .wfzyftkie' linie oznaczone
'-zrbwnaniem-nayogolnieyfzem j~o-ftppnia miedzy x,y.

JBj ‘a+bx
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a+tbx-\-cytdxi-t-exy+-fy2-+-gx3+hx*y+ixy 1+ky3*!:D;

W czwartym porzadku umiefzczemy linie zawarte
w zroéwnaniu nayogolnieyfzem 470 ftopnia.
a+bx+cy+dx2-t-exy+fy2-i-gx3-hhx2y-\-ixyl+ky s+ Ix4-'
rnx3ij+-nx2y 2-i-pxy3+qy4°=o.

Idagc tym fpofobem do wyzfzych porzadkéw, po-
trzeba nam na kazdy z nich podadz zréwnanie zamy-
kaigce naprzod x, y, w potedze temu porzgdkowi
witasciwey: powtdre 'wfzyftkie kombinacye miedzy
X,y, W tymze ftopniu, i wfzyftkich innych ktére go
poprzedzaig. A co na iedno wynidzie, ze kazdy
porzadek powinien zamyka¢ w fwem zréwnaniu ca-
te zrownanie porzadku poprzedzaiacego, i oprocz te-
go terminy ze wfzyftkiemi ktére tylko powfta¢ mo-
ga mnogosciami x, y, fkiadaigcemi potege porzadku
danego: tak n. p. zréwnanie na porzadek piaty, za-
myka¢ powinno cate zréwnanie porzadku czwartego,
i- oprécz tego terminy z mnogos$ciami.

YS,X5,Y*X,X4yryix2,x 3y2.

kazda s tych mnogosci iak widzemy czyni potege
piata. Takowych przybyfzowych terminéw do zré-
wnania porzadku poprzedzaigcego, liczba ieft n+i;
gdzie n znaczy wyktadnika porzadku podanego.
Przeto liczba terminéw wchodzgcych w zréwnanie
na iakikolwiek porzadek n, wyrazi¢ fie moze przez
liczbe termindéw porzadkéw poprzedzaigcych. Ta-
kowy wyraz zamyka lzereg poftepu arytmetycznego.
(11+1)+n-h(n— 1)-h(n—2)+(n—3)+(N—4)+(n—5)
-+-fn—6) i t. d.

Zbior, wiec czyli fumma tego fzeregu da nam liczbe
terminéw wchodzacych w zréwnanie na linie po-
rzadku n. Te fumme wynaydziemy tatwo za po-
mocg zréwnan (A), (B), w & 47. Algebry, uczyni-

wfzy a=n+1, u=o, b= — 1. a zréownanie naprzéd
(A) da nam liczbe terminéw w fzeregu, czyli
— (n+2) : o )
X— —mmmmmmmee- =11+2, s czego za pomocag zréwnania
— 1t

(B)
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(B) znaydziemy {Jmme s = @b mth Zréwnanie

wiec na linie porzadku n, zamyka¢ powinno terminow
(i-t-i)(»+2)

tatwo fobie kazdy bez oftrzezenia wniefie, ze
chcac fadzi¢ o ftopniu zrownania, a zatem o porzad-
ku linii, ktérg wyraza, nalezy ie wprzéd ofwobo-
dzi¢ od znaku pierwiaftkowego, iezeli iaki zamyka,
n.p. y'=V~05C+3Q: zdaie fie bydZz drugiego porzad-
ku; w rzeczy atoli famey wyrzuciwfzy znak pier-
wiaftkowy, ieft czwartego: y*=ax+x*.

§. V.

Zaftanowiwfzy fie nad ftopniami zréwnanh, wpa-
dnie podobno nie ieden z nas na te mysl, ze zr6-
wnanie iakiegokolwiek ftopnia moze fie fkladaé¢ z
zréwnan ftopni gizfzych iako fwych mnoznikow, na
ktore w takim przypadku mozna ie rozebraé. Zna-
laztfzy takowych mnoznikéw iednd-kfztattnych, ka-
zdy z nich oznacza¢ bedzie linig tego porzadku, do
ktorego nalezy. Ztozywlzy ich wiec znowu w ie-
dno zrownanie, mozez s takiego fkiadu powfta¢ nowa
linia ciggta wyzfzego porzadku? Teorya generalna
zrownah w pierwfzey CzeSci Algebry wytozo-
na i dobrze rozumem obieta, uczy nas, ze to bydz
nie moze: ze iezeli zrownanie iakiegokolwiek ftopnia
powftato z mnozenia zréwnanh nizfzych ftopni, nie
rodzi fie stad zadna nowa linia, ale to zréwnanie ieft
fktadem wfzyftkich linii, wyrazonych przez nizfz¢
zréwnanie, s ktdrych tamto powftato: tak n.p. zro6-
wnanie $go ftopnia iezeli powftato z mnozenia zréwna-
nia igo ftopnia przez zréwnanie 1go, i iezeli pierwia-
ftki w pierwfzem nie fa uroione; kazdey wartosci x,
bedg odpowiadaé trzy przyftawy, s ktorych dwie
beda nalezy¢ do linii 2go porzadku, a trzecia do li-
nii pierwlzego. lezeli zas powftalo z mnozenia
Jtrzech zrownan jgo ftopnia; wfzyftkie trzy przyfta-

g4 wy

jrownanferto
ione, wynik*
i»cc i mnoie-
nia irownan (

PU* m
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Wy nalezy¢ beda do linii proftych. S tad wypadaj
dwa wniofki barzo oczywifte: Naprzod: ze kazde
zréwnanie wyrazaigce linig iedne cigglta pewnego po-
rzadku, nie powinno bydZ rozbieralne na zadne mno-
zniki iedno-kfztattne wymierne, ktoreby fktadaé mogty
zrownania ofobne' na linie innych porzadkow. Powt6-
re: iezeli ktore zréwnanie moze fie rozebra¢ na tako-
wych mnoznikéw* nie wyraza linii tego porzadku,
ktory ieft przywigzany do iego ftopnia* ale ieft flta-
dem tych wfzyftkich linii nizfzych ftopni, ktére poka-
zuig iego mnozniki, i dla tego¢ to taki gatunek zro-
wnan nazywa fie Sktadanym (Aeguationescomplcxae).
Dorozumiewa fie kazdy, ze tylko pierwfzy rodzay
zréwnanh nalezyé moze do nafzego zamiaru. Nie po-
trzeba nam fie zaftanawiaé nad r6znemi kombinacy-
ami zréwnan nizfzych ftopni, s ktorych powfta¢ mo-
ze iakiekolwiek zréwnanie fktadane; wiemy bowiem
Ze n.p. zrébwnanie 4go ftopnia, moze powfta¢ albo z
dwoch zrownan 2go ftopnia, albo z zréwnania jgo,
przez zrownanie igo ftopnia, albo sczterech zréwnan
jgo i t.d. kazdey s tych kombinacyi odpowiada in-
ny zbiér linii.
§ VI

Maigc w pamieci poczatki wyttdmaczone w §. 2.
wiemy doftatecznie, ze nayiftotnieyfzg wtafnoscia ka-
zdey linii krzywey Jakiegokolwiek porzadku ieft
przecinanie iey od linii proftey; liczba takowych
przecie¢ uczytaby nas zawfze o ftopniu zréwnania
wyrazaigcego te linig* gdyby wfzyftkie iey pierwia-
ftki bytly rzetelne, co do ilosci odmienney naywyzfze-
go wymiaru. W tem bowiem przypufzczeniu za-
wfzeby przyftawa przecinata raz linig igo, dwa ra-
zy linig igo, trzy razy linig $go, n razy linig ngo
porzadku. Ale ze w zréwnania wchodzi¢ mo-
ga w liczbie parzyftey pierwiaftki uroione, prze-
to liczba przecie¢ nie uczy nas wiecey, iak tylko, ze™
linia nie moze bydz nizfzego porzadku nad ten, kto-

ry wdraza liczba przecie¢* ale czy nie ieft wyzfzego
porzadku
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porzadku nic nas nie uczy. Wiedzac n.p. ze linia
iaka moze bydz w dwéch mieyfcach przecietg od
proftey; pewni iefteSmy, ze ona nie moze nalezy¢
do ,no porzadku; ale moze nalezy¢ do ktoéregokol-
wiek"3z wyzfzych. S tad iefzcze i to wnie$¢ moze-
my, ze linfia. iakiegokolwiek porzadku n, nie moze
bydz wiecey nad n razy przecietg od linii proftey.
Liczba takowych przecie¢ zmnieyfzy¢ fie moze albo
dla pierwiaftkow uroionych, albo dla terminéw bra-
knacych w zrownaniu. lezeli zrownanie podane za-
myka terminy naywyzfzego wymiaru co do kazdey
z ofobna ilosci odmienney, w linii takowem zré-
wnaniem opifaney nie moze brakngc¢ liczba przecie¢
tylko parzyfta: bo ten niedoftatck wypada s pierwia-
ftkow uroionych, ktére fie nie mogg znaydowaé tyl-
ko w liczbie parzyftey. Ale iezeli w zréwnaniu na
linig krzywa braknie terminéw' naywyzfzego wymia-
ru iedney iloSci odmienney, liczba przecie¢ w tako-
wey linii moze brakngé parzyfta lub nie parzyfta, i
tak n.p. dwa zrownania y~+ay+bxz-JrCx~d=o0. - -
y+axi-~dxl+$=0. wyrazaig dwie linie $go porzad-
ku, s ktérych pierwfza dwa razy tylko bydz moze
przecietg od y, a trzy razy, lub raz od x~ Druga
za$, raz tylko bydZz moze przecieta od przyftawy v,
a trzy razy lub rdz od osi; w obydwdch liczba prze-
cie¢ od x, nie moze'brakng¢ tylko parzyfta, ale li-
czba przecigé¢ od y, w pierwfzey nieparzyftd, a w
crugiey parzyfta braknie.

Liczbe przecig¢ linii kazdego porzadku od linii
proftey, wyciggna¢ mozemy z iey zrOwnania, poto-
zywfzy y—o; tym bowiem fpofobem otrzymamy
zrébwnanie teg6z famego ftopnia na x; ktoérego pier-
widftki iezeli bedg wfzyftkie rzetelne, odkryia
nam mieyféa, w ktorych linia przecina oS: iezeli za$
bedzie zamykaé niektore pierwiaftki uroione, liczba
przecie¢ tyle razy bedzie mnieyfza, ile ieft pierwia-
ftkéw uroionych. Ze za$ o$ ieft linig proftg, ktorey
potozeni- ieft arbitralne'; ktadac y™*=o0 w zréwnanie,

By prowa-
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prow adzemy o0$ przez te wfzyftkie mieyfca, w kto-
rych linia krzywa bydz moze przecieta od proftcy.
Zoftaie nam teraz roftrzafng¢ ilosci ftateczne, ktore
wchodzg w wfpot-czynniki zréwnan jakiegokolwiek
ftopnia. Wyrazaig one pewne mieyfca przywigzane
do ich wartosci fzczegélnych, przez ktére linia krzy-
wa ma przechodzi¢-, §. bowiem 5. oSwiecit nas, ze
rézne wartosci ilosci ftatecznych odmieniaig wielkos$¢
| potozenie wfpét-ufzj'kowanych, a zatem przenofza
punkta linii krzywych z iednego mieyfca na drugie’,
zoftawiwfzy ie tylko przy tym famym zwigzku kto-
ey ieft iftotny. Chcac wiec linig lakiegokolwiek po-
rzadku przez pewne iakie mieyfca prowadzi¢, i do
pewney iakic¢y osi ftofowaé, nalezy w zréwnaniu
wfpoét-czynnikom ftatecznym nieoznaczonym a, b, c,
i t.d. pewne nadadz wartosci przywigzane do tych
mieyfc przez ktére ma linia przechodzi¢. Ze za$
zréwnanie na linig porzadku n, zamyka - -

(d+i)(it+2) termjn™w ™ a Z2item tylez wfpot-czynni-
z

kow nieoznaczonych; nadawfzy pewne wartosci ter-
minom f_’]_"_’_l_z_(z_']_f_g)_ 1— E(-r-lg-z,)oftatni iuz przez

to famo ftaie fie oznaczonem dla zwigzku konie-
cznego s pierwfzemi zawartego' w zréwnaniu. Tak
n.p. linia profta ma trzech wfp6t-czynnikéw nieo-
znaczonych, s ktorych nadawfzy dwém pewng iaka
wartos$¢, trzeci iuz przez to famo wezmie oznacze-
nie wypadaigee z zwigzku, ktéory miedzy niemi za-
chodzi. Te dwie wartosci, naznacza dwa punkta,
przez ktore linia ma przechodzi¢; przeto do ozna-
czenia pewney linii proftey potrzeba koniecznie
dwoéch punktéw; prawda, ktérey nas geometrya po-
czatkowa naucza. Nie maigc tjlko ieden punkt, czy-
li iednego tylko wfpét-czynnika oznaczonego, lin

zoftaie nieoznaczong; to ieft: ze przez ten punkt nie-
-kohczona liczba linii bydZz moze prowadzonych.

Zréwnanie
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7 réwnanie na linie 2go porzadku potrzebuie pigcta
oewnych wartosci, czyli do oznaczenia pewney linu
2<mnorzadku trzeba koniecznie pie¢ punktéw, przez
ktore' iedna tylko a nie infza linia 2go porzadku
moze przechodzi¢* maigc ich mniey, linia bedzie nie-
oznaczona, i przez te punkta niefkohczona liczba li-
nii 2?0 porzadku moze bydz prowadzona. Chcac
linia igo porzadku tak oznaczy¢, aby ona przecho-
dzac przez pewne mieyfca, zadna inna przez te la-
me mieyfca nie mogta przechodzi¢, potrzeba do tego

punktéw: maigc ich mniey, przez me, melkonczo-
na liczba linii 3go porzadku bydz moze prowadzona.
Toz famo mowi¢ o innych porzadkach. W znacze-
niu atoli wfzyftkich punktéw, to ieft fzczeg6lnego*
ze zrownania odkrywaigce' wartosci pewne na wfpot-
czynniki a, b, ¢, i t.d. wfzyftkie fg igo ftopma. A
zatem zaden punkt, gdziekolwiek go obierze'my, me
moze wypasdz niepodobnem. eze1i atoli wigcey
punktéw’ leze¢ bedzie w proft, mieli bydz mo.e
przeciec w linii pewnego porzadku, na ten czas.wpa-
dniemy na zréwnanie ztozone; tak n. p. gdyby w
zrownaniu 2go ftopnia ?. punkta byly wproft; po-
niewaz linia 2go porzadku nie moze bydz w trzech
mieyfcach przecieta od proftey* zréwnanie nafze za
mieni fie na zréwnanie ztozone z dwoéch linii pro-

ftych.

. . §. VI . Podobienftwo
Uwazaé¢ tylko linig krzywg iako mogaca prze- |inii kny-

chodzi¢ przez roézne mieyfca, ieft to iedno co uwa- wych.
za¢ dwie wfpot-uf/:ykowane co do rézney wielkosci,
i co do rdéznego wzgledem fiebie potozenia* miedzy
ktoreim iednak zachodzacy ftofunek, i catkiem za
wifly od zwigzku ilosci w zréwnaniu zawartych zo
ftaie te'n fam* iezeli zrownanie ieft co do zwiazku
ilosSci nieodmienne'. Takowa uwaga, réoznych poto-
zen iedney linii krzywdy ciggnie za foi.g odririane
ilosci ftatecznych, to ieft: ze chcagc w roéznych poto-
zeniach linig krzywa uwazac¢, mufzemy ilosci ftate®
Bo czne
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c2ne odmieniaé: iezeli te iloSci odmieniaig fie przez
nadanie im co raz rézney wartosci; linia krzywa s
tad wypiidaiaca nie odmieni Iwego porzadku, ale
moze odmieni¢ fwdy gatunek z odmiang potozenia:
iezeli za$ te ilosci ftateczne odmieniaig fwoie wiel-
kos¢ dla tego tylko, ze fie odmienia jednos¢, czyli
linia wzieta za miare poréwnywania; linia krzywa
w tym przypadku odmienia tylko fwoie wielkos$¢
nic odmieniajgc gatunku. | dla tego kiedy zréwna-
nie na linig krzywag zamyka iedne tylko ilo$¢ ftate-
czng fluzacg za miare réznych odmian W wfpét-ufzy-
kowanych, odmieniajagc te ftateczng ilo$¢, wypadaig
linie krzywe nie rdéznigce fie od fiebie tylko po-
tozeniem i wielkos$cig, ktére nazywaé bedziemy Lr-
niami podobnemi (Cur'vae fimiles), n.p. zréwnanie
na koto y2=m x—x2, zamyka lam tylko promien
a, ktory odmieniajgc, otrzymamy kota réznych pro-
mieni miedzy fobg podobne. Zréwnanie na linia
krzywag 3go porzadku y*—2x*-bny2-~-cty2x+2ci2y=v-
*(G) maigc takze iedne tylko ilos¢, ftateczng, wyrazac
bedzie nielkoriczong liczbe linii miedzy tobg podo-
bnych odmieniajagc w niem a. Do zrozumienia do-
ktadnieyfzego tych podobnych linii wyftdwmy fobie
ze fig. ij, 14, wyrazaig dwie linie krzywe miedzy fer-
"3 podobne i zamkniete w Zrdownaniu (G), w kto-
rych AB, CD, fa ilosciami ftatecznemi, a to ieft, ze

AB— a odmienito fie na CD— —, nazwawfzy -AP— x,
n

PM—vy, bedzie CL= i LNt= i, beazie wiec -
n n

AP: CL=AB: CD==PM: LN, to ieft ze bedg fi™ miaty
wfpot-ufzykowane w obydwéch tych liniach, iako
(ie maig ich ilosci ftateczne AB, CD: i wfzyftkie li-
nie iakiekolwiek pod iednym katem W obydwoch
tych liniach prowadzone iako to n.p. AfjQ, MQ, be-
'dg fie miaty iako AB: CD; ich za$ ptafzczyzny iako
.potegi druuie’ tychze ilosci ftatecznych AB2: CD2

iednym
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W iednym wiec zréwnaniu uwaza¢ mozemy nie-
fl onczong liczbe takowych linii krzywych 'biorac
ilo§¢ ftateczng za odmienna. Takowg ftateczng
ilos¢ fluzagcg do poréwnywania odmian w fpo6t-ulzy-
kowanych przybrang nazywac¢ bedziemy odtad L inia
rownamia (Parameter). /

Tu iuz powinniSmy pozna¢ droge, ktorey nam lie
trzymaé¢ nalezy w ciggu teraznieyfzey nauki. Uwa-
za¢ nafamprzod bedziemy zréwnania réznych ftopni
-w catey fwey ogdélnosci, i s tad wycigga¢ witafnosci
powfzechne' linii réznych porzadkéw. Wprowadza-
iac potem w te zrownania warunki fzczeg6lne, wypa-
dng nam rézne gatunki linii krzywych w tym po-
rzadku ogarnione. Te znowu fzczeg6lne zréwnania
ofobno roftrzafane, odkryig nam witafnosci kazde-
mu gatunkowi fzczegdlne.

ROZDZIAL DRUGI.

Z uwag og6lnych nad zréwnaniem 2go fto-
pnia miedzy dwiema ilosciami odmiennemi,
wyciggaig fie wiafnosci Linii krzywych zgo
Porzadkl: fzczegélne przypufzczenia w zro6-
wnanie wprowadzone, odkrywaig nam fzcze-
go6lne gatunki linii krzywych 2go porzadku
i wtafnosci kazdemu gatunkowi fluzace.

8. VIII.
Arownanie nayogoélnieyfze' 2go ftopnia miedzy dwie-
~m a odmiennemi lilosciami x, y, nie mogace fie ro-
zebra¢ na dwa profte' 1go ftopnia, a przeto zamyka-
jace w fobie wfzyftkie linie krzywe 2go porzadku

Witafnosdci
cijciw.
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ktéore uwaza¢ bedziemy naprzéd co do terminéw”
znakomitych funkcyg iakg pierwiaftkow; ftéfuigc ie'
za$ do linii krzywey zgo porzadku, doftrzega¢ wiafno-
§ci z natury tych terminéw wypadajacych, wprowadzaé
nakoniec bedziemy odmiany w 8.  wyliczone, i s tych
nowe wydobywadz witafnosci. A iako natura linii
krzywych poznaie fie s pewnych .ftéfunkéw i zwig-
zkéw dwach linii proftych, tak witafnosci rézne tych-
ze linii krzywych zalezy¢ bedg rownie na pewnych
wlafnosciach linii proftych r6znym fpofobem prowa-
dzonych do linii krzywych: co zawfze pokazuie dro-
ge analityczng prowadzacg rozum od rzeczy znanych
do nieznanych.

Przypus$ciwfzy ze fig. iy. wyftawia nam linig
krzywa zgo porzadku opifang zrownaniem (»). Dla
ogbélnego poznania wiafnosci takowey linii niech
A bedzie poczatkiem odcinkéw na osi AS\ kat wfpot-
ufzykowanych ukos$ny; AP=x, P\l~y. Poniewaz
wfpél-czynnik zgo terminu zréwnania (#) ieft fum-

6X~\~C

ma pierwiaftkow; bedzie PM-hPN= —

p'M>-rP’'N '= — od tego oftatnie-

go /zrc’)wnani'a odciggnawfzy pierwfze; otrzymamy

— = j. Stéfuiagc podobnie t6 dziatanie do

fig. 1&. gdzie przyftawy pridaig z obydwo6ch ftron
. v g MS—NO * o .-

osi, znaydziemy --——-—-—-—— = _ to ieft: ze w Kazdey

PP’ f y
linii zgo porzadku poprowadziwfzy dwie cieciwy
fobie réwnolegte, i od dwoéch punktow linii krzy-
wey lezacych na iedney cieciwie, pocingigwfzy linie
rownolegte osi, Summa albo roznica odlegtosci Jpto
cznych dwoch punktéw linii krzywey na drugiey cie-
ciwie. lezgcych, od tych rownolegtych osi, md fie do

odcinku 0A miedzy cieciwami zawartego w fiofunku
zawfze
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zawfze nien(imiennym: fumma, kiedy cieciwy nie
padaig obydwie z obydwo6ch ftron osi, réznica zas,
gdy obydwie cieciwy znay-duig fie z obydwo6ch (lrw
osi. Diiymy teraz ze cieciwa ftanie fie ftyczng lini-
krzywey" w mieyfcu C; punkta M, N zniyda fie ra-

. CK—CI e CK'CI'
zim u C, 1 bedzie znowu— e

— L, a przeto (CK—CI)CP'=(CK'— CI")CP: iezeli

wiec uczyniemy CK— CJ=o, czyli CK=CIl, bedzie
koniecznie; CK'=C1', to ieft: iezeli od ftyczney pro-
wadzona linia profta dzieli cigciwy réwnolegtg fty-
czney na dwie czesci rowne; ta fama linia dzieli¢
bedzie wfzyftkie inne cieciwy réwnolegte pierwfzey
na dwie czeSci réwne; linia taka dzielaca wfzyftkie
cieciwy miedzy fobg roéwnolegte na dwie czesci ro-
wne, nazywa lie Srzednica linii drugiego porzadku
(Diameter). Linia wiec profta rownolegta cieciwom
na dwie czesci rowne od $rzednicy przecietym, pro-
wadzona przez punkt linii krzywey na $rzednicy le>
zacy, ieft zawfze ftyczng linii krzywey. S tey wia-
fnosci wypada nam barzo profty fpofob prowadze”
nid ftycznych i $érzednic do iakiegokolwiek punktu
linii 2go porzadku. Niech bedzie n.p. punkt dany
E na linii krzywey, do ktérego prowadzi¢ mi po-
trzeba ftyczng; naryfowawfzy cieciwe V1, dziele ia
na dwie czesSci rowne FF—fL, "przez dwa punkta
£, F, prowadzona linia profta bedzie $rzednicg, a
przez punkt E pociggniond linia réwnolegta cieciwie
VL bedzie ftyczng linii 2go porzadku. Ta iefzcze
witafnos¢ przekonywa nas, ze wziawfzy w linii 2go
porzadku S$rzednice za o$, przyftawy na niey pofta-
wione bedac miedzy fobag réwne, z nich za$ iedna
dodatng, druga odiemna; zbiér takowych przyftdw
bedzie zero, a przeto w zrownaniu na linie zgo po-
rzadku ile razy S$rzednicg ieft osig, wfpot-czynnik
2go terminu a z nim termin zamykajqq ¥ zndknie;

wh*'

iern.inu uro6-
wnanM,



Fig, If,

Fig. 17.

Druga wta.
{ro&E cieciw
wydobyta r
oitatnicgo ter
minu zréwna-
nia.
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i przeciwnie ile razy zréwnanie na linig zgo porzad -
ku nie ma drugiego terminu; w linii tey $rzednica
ieft wzieta za 08, coSmy iuz widzieli w kole pod

Wezmy teraz trzeci do roftrzafanid termin w zro-*
wnaniu (&1 ten bedac zawfze mnogoscia z dwobch
pierwiaftkéw; uczy nas, 'ze na fig: 1$ PM. PN =

q_>_<_2__§__t23<_f_a_1__Dm_gi ¢ztonek tégo sréwhania Thoze °

fie fkltada¢ albo z dwoéch pierwiaftkow rzetelnych,
albo z dwodch urojonych; pierwfzy przypadek ma
mieyfce kiedy 0§ przecina liniag krzywg w dwoch
mieyfcach; iakie fg F, G; w tych bowiem mieyfcach

dx2-t-bx+a , . .
y=o0, a zatem ---—--—--——-- — 0, zréwnania tego pier-

wiaftki fag AF, AG; a przeto _ Nex—

B d PM PN
Q(—AGJ)—J.—PF. PG, s kad wyjqada znowu PEPG

= 7 ftofunek nieodmienny w kazdey linii zgo po-

PPM'P'N"_ d
rzadku. AZe rOwWm e---—---—--—--= —, wiec
P'F.P'G f

PM.PN:PF.PG=PM"'.P'N":P'F.P'G

bedzie wiec na fig: 17. gdzie PD ieft osig inkg do-
piero byta PG,0Qzas$ iey réowno-leglu, bedzie mowie;

OT.TQ: TM.TN=GC.GD:GI.GH=FI.FH:FO.FQ,
to ieft: ze w kazdey linii, drugiego porzadku dwie
cieciwy przecinajace fie, czynig ftofunek nieodmienny
mnogosci z dwoch odcinkéw, do mnogosci z drugich
dwoch odcinkow.

Wyftawmy fobie teraz ze PM przeniofto fie na PU,
i punkta Af, N, sfzedlfzy fie razem uczynity PM=PN
=PR, z dopiero dowiedzianey wtafnasci wypada ze

d (]
PR2;PC.PD= —; SR2:SL.SK=-, a zatem
/ f PR2:
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PR-:PC.PD=SR2:SL.SK.
Przecigwfzy dwie linie rowno-legte fobie PD, i SK,
w mieyfcach X, Z tak, zeby PX bylo $rzednig pro-
porcyonalna miedzy PC, i PD; SZ $rzednig proporcy-
onalna miedzy SL i SK; podiug tego warunku - -
— pn PD; SZ2=SL.SK, a przeto
PR2:PX2=SR*:S5Z2, czyli PR:PX— SR:SZ
punkta wiec X, i Z ziiayduig fie na iedney linii RZ:
co nam odkrywa nowa wtafnos¢, to ieft: iezeli linia
od punktu dotkniecia R tak przetnie ktérg s ciec:w,
ze PX bedzie $rzednig proporcyonalng miedzy PC i
PD; wfzyftkie inne cieciwy rowno-legle' pierwfzey
beda podobnie przeciete: znowu iezeli PX, SZ beda
$rzednie proporcyonalne miedzy PC, PD; SL, SK; li-
nia przez dwa te mieyfca X, Z, przechodzaca przeyr
dzie koniecznie przez punkt dotkniecia R.
Wrocmy fie teraz do drugiey wiafnosci cieciw, a
ftofuigc ig na fig. 16, do dwdch cieciw NAf, CP, s
ktorych oftatnia' bedac $Srzednicg, czyni PM=PN; be-

dzie PM*:CP.PD=P'M'2:P'C.P'D= nazwawfzy
CD wzietg za 08, rn; CP=x, PMr=y; bedzie
PD=m—x; - - -y*= j(mx—x*) -+ - (@)

nowe' zréwnanie na linie 2°0 porzadku, w ktérem
$rzednicy ieft osig, a punkt C poczatkiem odcinkow.

Obierzmy fobie teraz na fig: 18. cztery punkta,
A, B, C, D, tak zeby cieciwy AB, CD, byly réwno-
legte, ztagczywfzy ie' s fobg, otrzymamy trapez AIICD.
Wezmy do tego punkt piaty Af, i przez ten pro-
wadzmy cieciwe MN réwno-legta picrwfzym. Wie-
my z geometryi poczatkowey, ze gdyby S$rzednicg li-
nii krzywey przecigta dwa boki trapezu AB, CD, na
dwie czesci réwne; bedzie takze podobnie przecinac
im rowno-leglty PQ: powtére taz Srzednica bedzie
takze przecina¢é MN na dwie czeSci réwne, -zaczem
A/P=0ON, to ieft: maigc pie¢ punktéw znanych w

C * linii

Fig.

16-
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linii 2go porzadku, mamy zaraz wiadomy fzoéfly.
Prawda ktérgsmy iuz wyiey s kad ingd poznali.
Druga witafnosé cieciw uczy nas: ze MP.MQ do
BQ.QD ieft w ftofunku nieodmiennym: poprowadzi*
wfzy wiec przez punkt M,RS réwno-legtg BD, bedzie
MR=BQ, MS=QD, a przeto MP.MQ:MR.MS ft6fu-
nek nieodmienny na punkta przecie¢ P,Q,R,S, mie-
dzy réwno-legtemi AB, MN, BD, RS. Obierzmy ie-
fzcze gdziekolwiek punkt O, a lgczac go s punkta-
mi A,B,D, otrzymamy trapez JiBDO. Przez ten
punkt poprowadzona GH réwno-legta AB daie:
MPMQ:MR.MS=0G.OH:BH.HD
S troykatow za$ podobnych APL, AGO, STD, DOH, i
z wiafnosci trapezu ABGH mamy naftepuigce pro-
porcye:
AP:AG=PL:GO. . , "
AP:AG=BO:Bll z nic™ wypada PL:BQ— GO:BH.
MQ czyli DS:ST=o01l DIL
Przeto: PL.MQ:ST.BQ=GO.OH:BH.HD.
PL.MQ:ST.BQ=MP.QM:MR.MS.
(MP+PL)MO: (MS+ST)MR=PM.MQ: MR.MS.
poniewaz, MR=BQ, ML.MQ:MT.BQ=PM.MQ:MR.MS
czyiT ML:MT=PM:MS.
jakimkolwiek wiec fpofobem odmienia¢ fie bedzie
punkt O, byleby punkt Af byt ftaty, i MQ, RS réwno
legtemi cieciwom AB,BD, bedzie ML: MT ftofunkiem
nieodmiennym.
§ IX.
Wiafnos$ci cieciw przyprowadzity nas w §. poprze-

WyMaiJaij fi{ dzaiacym do poznania $rzednic w liniach zgo po-
wtifnoéci dal- rzadku. Uzyimy teraz tych pierwfzych o $rzedni-
Adwnanii®hat'ac? wiadomosci naprzéd do wynaydowauia zroé-
ich oznacz*- wnan oznaczajagcych potozenie i wielko$¢ S$rzednicy

nie.

fig. 19.

iakieykolwiek: powtdére do odkrycia ich witafnosci
zawi kleyfzych. Niech bedzie na fig. 19. G1 S$rzedni-
ca linii 2go porzadku, wzigwfzy AH za os bedzie
P¥— N, a zatem PL=PM*PN_- —rx—c__

-] 2/ —eAP—c
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~—eAV nazwawfzy PL=2z; zrownanie miedzy
2/
~p—X, i PL—2Z, bedzie zréwnaniem na S$rzednice
Gl, to ieft:
zfz+px+c=0 - - - (A).

chcac teraz oznaczy¢ wielko$¢ GI, potrzeba nam wy-
razi¢ te linig przez funkcyg famych ilosci znanych
wchodzacych w zréwnanie (&)', poniewaz za$ - -
GP=KHI1-h(GK— 111)2, ftara¢ nam fie potrzeba dru.
gi ten zrownania cztonek przez ilosci ftateczne zro-
wnania (#) wyrazi¢. Na ten koniec ftofuige zro,

“ . —eAK—c¢
wname (A) do punktow G,l, bedzie G K = -———---——--- ;
ni— gk- hi= =

>/
e2+ 4.2 . . . L
a przeto Gl2= l— KH2. Nie zoftaie mim iuz
f/}

tylko wyrazi¢ Kll przez fame ilos¢: fiateczne. Azu
Jvi/, ieft odcinkiem osi AH, czyli pewng funkcya x;
tatwo fie przekonaé¢ ze punktu K i H nie mogg bydz
odkryte tylko za pomocg zréwnania na 0$: potrzeba
nam zrownanie (<#) przerobi¢ na zréwnanie ozna-
czajace 0$, a dopiero pierwiaftki iego dadza punkta,
K, i H, a zatem i warto$¢ fzukann KH. Ta uwaga
prowadzi nas do rachunku naftepuigcego: PM-bPN—

— PM.PN= *— (PM+PX)*

_fjnl pn== (t2— ™ f)x 1-hz(ce— 2bf)x+c2— 4eif

/*
Przy punktach G, I, PAf=PN; drugi wiec cztonek
nufzego zréwnania ftaie fie zero, i razem zrowna
niein na AH, to ieft:

=0.
e-— 4A<ff . e2— 4iif
pierwiaftki dwa tego zréwnania fag linie AK, AH,
c2 AK4-

a przeto
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AK+AH— AK.AH=--Z?2t' (AH—AK)1
e-— 4df e'—4df
=(AH+AK )*— 4All.AK
4(2bf-ce)*—a(e*-4df)(c*-4tfl _ rrn CQ ZU_
(e~—4dj)z

petnie rozwiezuie nafze zadanie. Zeby$Smy ie ie-
fzcze ogoiniey roscisgneli; odmienmy wfpot-ufzy-
kowane pionowe na uko$ne,- PM, FAT, APl nazwiy-
my kata PP'M wftawe g, doftawe hj AP=t, PPM=u,
otrzymamy za poinoca trygonometryi u—
S
yh .
P'P=uh= —ti—x—uh, czyli y=ug, x=t+uh,
r
wiozywfzy %e wartosci za x, y, w zréwnanie (X)
zamieniemy ie na

es:t+cg-\-2d|r’1+hb dt*+bt-t-ci
u*+ -2--—-—- u+ - -—=0 - -(B).

fg2+egh+dh2 fg2+egh+dh2
dwa pierwiaftki tego zrownania fa P'M, P'N"', ktére
znowu nowa $rzednica EF przecina na dwie czesci
rowne: Zrbownanie oznaczaigce' te S$rzednice podo-

z
egt+cg+1ldht+hb ~ nazwawfzy P'L'=.w « -
z(fg2+egh+dh”?)

2(fg2-hegh-~dh2)iv+(eg-\-zdh)t+cg+-bh=0 - - (C)-
chcac nowa te Srzednice przywiesdz do wfpot-ufzy-
kowanych pionowych iakie byty na Gi1 w zréwnaniu
(A), fpulzczam od L' pionowg L'Q=q, AQ=p, be-
dzie iv= —, PQ— —, +—P— —, wilozywfzy za iy,

.9 9 -8 .
t, dopiero wynalezione wartosci w funkcyi p, <
otrzymamy:
(zfg+eh)q+(eg+zdh)p+cg+bh=0 - - (&)

Zréwnanie (D), oznacza potozenie $rzednicy Et,
ktora
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ktéra Srzednice G | przecina w punkcie C. Punkt
ten przeciecia ieftze punktem fpdélnym dia innych
srzednic, ktoérych tyle bydz moze prowadzonych, ile
punktéw linia krzywa zamyka? rozwigzanie tego za-
dania godne ieft catg nafze zaftanowi¢ uwage. leze-
li punkt c ieft punktem fpolnym dla wfzyftkich
srzednic w linii 230 porzadku, powinien on bydz
niezawiflym od kata miedzy dwiema S$rzednicami za*
wartego; potrzeba nam wiec w rozwigzaniu tego
pytania wiedzie¢ nature kata GCE czyli ten nie ieft
funkcyg kata wfpét-ufzykowanych? iezeli tak ieft;
nalezy nam dopie'ro fzuka¢ zréwnania na oznaczenie
punktu c¢ dwom S$rzednicom fpdlnego; w tym zro-
wnaniu na punkt c, iezeli znaydziem g, albo h,
bedziem mieli prawo fadzi¢, ze punkt C odmienia
fie na kazde dwie S$rzednice; iezeli za$ wyraz na
punkt c nie bedzie zamykat zadney funkcyi kata ia-
kiegokolwiek L'1JQ, wniefictmy ze on ieft zawfze ten
fam dla wfzyftkich $rzednic linii krzywey. IldZzmy
za ta uwaga w ciggu catego rachunku fzukaigc na-
famprzéd wyrazu kata ECG. Przedtuzywfzy Srze-
dnice GI, EF-, pierwfza z nich przetnie 0§ w pun-
kcie O, druga za$ w punkcie R: bedzie wiec przy
O, PL=o i zréwnanie (A), potozywfzy z=o0, dfi

6
----------- = -72/— Sty.AOL-, a przeto ftyczna Kkatu

z

PLO= — ., U punktu R na drugiey S$rzednicy opifa-

ney zrownaniem (D'), QL'=g=o0. s kad wyciggamy
QR=AR-AQ"

— cg— bh—jj(eg+2dhy
eg+zdh
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= — d('g+*dh) __ = ¢ +!lii: kat RCO =

— cg— bh—p(eg-t-idh) zfg+eh
ARL'—AOL; maigc zas tych dwdch oftatnich kgtow
ftyczné za pomocag wzoru fiy.(ci—b)—

znaydziemy Jiy. RCO =

i+Jlii.a.fty .b
4-dih— e2h

4-j°-g+ifeh+ 2dvh+e2y
zréwnaniu znayduie fie /, g, pewni icftesmy, ze kat
miedzy dwiema $rzednicami zawarty ieft funkcya ka-
ta, ktory czynig wfpot-ufzykowane P'Lr, P'Q; nie zo-
ftaie nam wiec, tylko znale$sdZz zréwnanie na ozna-
czenie punktu C. Ten punkt znayduigc fie réwnie

, poniewaz w tem oftatniem

na $rzednicy GI, i na EF, wyraza fie przez przyfta-
we pionowa co .. pomocg zréwnan (a,. (o). Na-
zwawfzy ao - . co - 5. i whlozywfzy . . za ...

W zréwnanie ... potem za p, q, w zrownanie Dj
otrzymamy ich dwa; 2fs e.+c¢c= o0 - - - -
(zfg+eh)s+(eg+2dli)r+cg+I>h=0

z dwoch tych zréwnan. wypada:

_ 2fb—ce __ 2cd— be

e2—4cif e*—4

-yj obydwdch tych zréwnaniach nie zamyka fie za-
dn-a funkcya kata miedzy wfpoét-ufzykowanemi za-
wartego, to ieft ani g, ani /i; przeto punkt C ieft
ni,ezawiny od Kkata $rzednic, i ieft fpolny wfzyftkim
srzednicom. Punkt takowy nazywaé¢ bedziemy $rzou-
ciem linii krzywey (Centrum curuae). Warto$¢ na
r, ieft potowa wartosci wynalezioney na a« +an .

AK+AH ;-
przeto AD= — .--2 ————— , przeto w kazdey lim 2go po.-

rzadku $rzednice przecinaigc fie w punkcis C, dzielg
fie w tem przecieciu na dwie czesci rowne.

Wezmy tera'z $rzodek (,xza poczatek odcinkow,

$rzednice zas Gl za o$, a eltigwfzy dobrze zréwna-
nie
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nie f/g) pod M wynalezione, wyrazi¢

ie moiemy
oedlniey: xwi»xek mie-
* V*=N+pxX+qgx* - - - () diy jrifdnict
«=0, zoftawia zréwnanie na punkta G, 1, mi Ukiemi-
w -j kolwiek,
N~ pX+gx2= o . tak dalece: ze AG+Al=-—-—, AC—
Q . lo*
— — — « Rachuigc odcinki s $rzodka C,
z *q
.. . \Y . p
jniecb bedzie CP—t= — -———x, czyli Ymm—=------ t,
20 2q
Avito%wfzy te warto$¢ za x w zréwnanie (fi)7 prze®*
bierny ie' na = if— n----—---—1-gfa, ktorego wyraz
-ogolny ieft:
y*— a'— b'xa - (y)!

Trzy zréownania (r), (fi)> (y)> na linie krzywe 25®

porzadku, znakomite fg warunkami, s ktérych wy-
padly. Pierwfze wyraza zwigzek w-fpot-u-fzyk-owa-
mych do iakieykolwiek osi odnofzonych: drugie' po-
kazuie $rzednice wzieta za 0$; trzecie nakoniec uczy,
ze S$rzednica ieft osia, a $rzodek linii krzywey po-
czatkiem odcinkéw. W tem oftatniem biorgc x do-
datne albo odiemne, nic fie cale nie odmienia-, co nas
uczy, ze kiedy CP=CP', bedzie takze PM=P'M', i
linia MAT rowno-legta osi GJ, przecieta ieft od BC
na dwie czesSci robwne. BC wiec ma te fame wia-
fnos¢ ktéra fiuzy G 1, 1z cieciwy rowno-legte Gl
przecina na dwie czesci rowne, tak iako Gl przeci-
na cieciwy réwno-legte BC. Przeto linia BE réwno-
legta przyftawom przechodzaca przez'srzodek C ieft
druga s$rzednica. Dwie takowe $rzednice, s ktérych
jedna przecina -cieciwy réwno-legte drugiey na dwie
czedci réwne, nazywaia fie Srzednicami stRzeZoNE-
Mi (Axes conjugati). " Styczna wiec linii krzywey
prowadzona do punktu G, albo i, ieft zawfze ro-
wno-legta drugiey $rzednicy fprzezoney BE, iznowu

C4 * ftyczna
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ftyczna przy punkcie B, albo E ieft réwno-legta QI
podiug 8. g. W zréwnaniu (y) uczyniwfzy x=o,
y=+Vra'=CB, nazwawfzy BC=k, bedzie a'=k2,

uczyniwfzy zas y=o0, mamy x—+V B =CG: niech

bedzie CG=g, wypada b'= k—l- wilozywfzy te war-
gz
tosci w zrownanie (y), otrzymamy;

y2=k2— — X2 - - - (CY)

N
gdzie fame' érzednlsce fprzezone fag iloSciami ftate-
cznemi.

W kazdey linii zgo porzadku malgcey $rzodek C,
a przeto nielkonczong liczbe $rzednic, iedney iakiey-
kolwiek $rzednicy odpowiada druga fprzezona; zo-
ftaie nam wiec porownac miedzy fobg takowe S$rze-
dnice, przez wynalezienie zwigzku zachodzgcego mie-
dzy S$rzednicami iakiemikolwiek, i miedzy Srzednica-
mi fprzezonemi: co nas wiesdZz moze do nowych
wtafnosci $rzednic, ido fpofobu doktadnieyfzego na
prowadzenie ftycznych. Spoféb uzyty na otrzymanie
zrownania (C1) fluzy¢ nam powinien za wzor do
teiaznieyfzego wynalazku; przezen bowiem potrafili-
Smy ilosci ftateczne' zroéwnania (y~) przez S$rzednice
wyrazié. Gdybysmy iefzcze mogli za tez ilosci ftnte-
czne zréwnania (y) wprowadzi¢ funkeye katow
miedzy S$rzednicami zawartych, mielibySmy zwiagzek
Srzednic przez katy wyrazony, a przeto zupeine ro-
zwigzanie pytania. Na ten koniec przypusémy, ze
zréwnanie (y) wyraza zwiazek miedzy wfpot-ufzy-
kowanemi CP=x, PM—y naktonionemi do fiebie ka-
tem APM=q, ktorego wftawa m, doftawa «; chcac
te wfpét-ufzykowane przerobi¢ na infze odnietione
do fwoiey osi, poprowadzmy s punktu M cieciwe
MO czynigcg kat AQM=p, ktérego wftawa r, dofta-

wa s, bedzie wigc RS osia nowey tey cieciwy, HK
osig
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osig fprzezong. Potrzeba nam teraz ~zréwnanie (y)
przerobi¢ na inne' do osi RS, i wfpo6t-ufzykowanych
CD, DMm Aze CD ieft funkcyg CQ, i DQ¢ DASf fun-
kcya QM, DQmidzie zatem ze mufzemy wprzéd z
zréwnania (y) wyciggna¢ wartosci na CQ, QM; to
ieft: trzeba nam nafamprzéd wfpét-ufzykowane CP,
PM, przerobi¢ na CQ=t, QM— u, a dopiero s tych
oftatnich wyciagna¢ wartosci na CD, DM. Te wfzy-.
ftkie rozumowania wyfzczego6lni rachunek naftepuig-
cy. Kat PMQ=p—q, —q)=rn—sm, przeto
PM=y— —, *=f-QP="f-
m

m

m
---------- m wtozywlzy te wartosci za x, y, w zro-

r-+b'(rn—sm)2 r*+b'(rn—sm)2
dwa pierwiaftki tego zréwnania fg QM—Q O =
._2_t_)__rp_t_(_r_r_1:__r[r_1)_’ poniewaZ D ieft w s.rzod]&u cieciwy
r2+bl{rn—sm)2
MO, polr,, ba

2 r2+b'(rn—sm)2

nam teraz wynalesdz katy, ACD, RDM; dla fatwiey-i
fzego linii miedzy fobg ftéfowania przenieSmy te
katy na fig. 22. utrzymawfzy nazwi&a iuz katom
JQM, APM, nadane, i od D fpusciwfzy profto-padta
mamy 3D— QD.r; RQ==Q_D.s; przeto ftyczna katu
Atp= _Blz - Qbr | —bm(_r”?f-’l"-) milyczna
BL LLi+OD.j r-hb r,(rn—sin)
CQ-{-QD.s X

AJRDQ=r' W¥ A -Q DC=

Jty.(BDC—BDQ.)=—1n 9.— = flu.RDM. S tych
_  DO+.CQ.s n .

dopiero wynalezionych linii i katow fatwo mim be-
Cj- dzie
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dzie znale$dz -CD: wiemy bowiem ze CD*=CQI"¥

» . CfL.Dfl+ .fID-= I»+ +
r*-i-b'(rn—jmJ2
------------------- Drugi ten czfonek przywiodi-
[r*Yrw—
fzy do iednego mianownika, otrzymamy:
£255  ¥4+[26V2HU--2irl+i(Iml)(m —sm)](rn—sm)t2

[l +6'(hwv—.m)2]2
—esm)2+b2(m —.rrri)3](Vn—imj
[ra+6Y rn—Jwj2] 2
ilosci w liczniku miedzy nawiafami kwadratowemi

zawarte' rozebrawfzy, i zapomoca dwéch zréownan
m2+n2=t, T-+Sl— i, wyraziwfzy ...
b'2m3s2=:b'2m3>— b2r Zm +b2r2n Xin-,
ran3db2=r 3nb2— b2tn2nr+b'Im22mz
kilka terminéw zniknie, i zoftanie.

_ r4+zb'r3n(m—sm)+b'2r2(nr—sm)2"
[r2+b'(rn—sm) 2] 2
re™_rt.V [}2->ribrn(rn—sm)+b'2(rn— jm) 2]
-/~ - 1
v r2-hb (rn—sm)2
nazwiymy teraz nowe wfpot-ufzykowane CD=iu,

DM=z, wypadnie naprzéd z oftatniego zréwnania
na CD.

. (r2+b'(rn—sm)2w
iV \r2dzb'rn(rn—sm)A-b'2(nr— ji?i)2]"’

b
a poniewaz U=Q D +2=Z+ - mmrmm-femees witozy-
r2+b (rn—sm)2
wfzy w to zréwnanie warto$¢ znaleziong na ¢
otrzymamy:
b'mw(rn—sm)
r[r 2w/>rn(rn—sm)+b’'2(nr—sm)2] ’
(rn—sm)u ru ,
X=t— - —>y— — |, potozywfzy za t, w, war-
m

tosci dopiero odkryte, wypadnie:
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™ (rn-sm)z
AN [r2-hzb'rn(rn—s}n)-t-b'2(nr-—sm)2] m
rz " b'w(rn—sm)
y m \/'[r--h2b'rn(rn— sm)+b'2(nr— sm)2)’
Wartosci te za x, y, potozywfzy w zrownanie (4),
zamieniemy ie na inne wyrazajace' zwigzek miedzy

CD, i DM: t s *
r2+b'(rn—sm)2 ™ _ b'\r2+b’(rn—jm)1]

ml r2+-2b'rn(rn— sm)A-b'2(rn—smj2 w*
—a'=o0 - - - . (D).

Daymy teraz nazwifka katé” zachodzacym miedzy
srzednicami: APM— ACE=q AQM=ACH=p, GCR
z=A ; ECH=zB'j p=gq+B', RCH=qg+B'— A"\ nt=
WJata, n=DoJdt.q, r=WJt(q+B'), s=DoJt.(q+B"), rn
—sm=WJ}.B'. WynalezliSmy iuz wyzey ftyczna

MDA2Siy.AN 1 N . S kad wypadi '
y r-\-b'n(rn—sm) a yP
1
WHA= frh -
— 20 rn (ri—=Sm)F o - (rm—3m)-]
r%2b'rn(rn—sm)+b'2(rn— sm)2= -_ (In snt)
WJtLA'2 ’

wilozywfzy te warto$¢ w mianownika 2go cztonka
zréwnania (D)i i przettdmaczywfzy litery wfzyftkie’
na wftawy i doftawy katéw wprowadzonych, to
zrownanie ftnnie fie:
JVJL(q:B‘) 2+b’.WJtB'2.
- . . . .
Wat.g*
(WJt(q+B'y+b'"WJILB*)WJILA2 ,
——————— W a=°*' (D)
pamietavmy iefzcze o wartosciach wydobytych z zro6-
wnania (y) na a’, b’, ze na fig. 21. a'~.k2= C E FiS

k2 CE2
- = — —e Zréwnanie’ na A’, daie nam
b2~ CG2 Fy

Cff b'=
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I = SL, czyli
1 CG2

fc'= = B
WJ{ B'(WJt.q— Shj.A'DoJt.q) S

k2 _ WJILA' Wt (g+B")

S2  WJIIB .WIH(g—A")
(L) zamyka w fobie zwigzek miedzy dwiema.Srze-

dnicami fprzezonemi. lezeli w zréwnaniu (D),
CD— w=0:DM zamieni fig¢ na CH==z,i (D) da nam z
r c, CE. CG .WJt.g.
c~ yf[CG2W Jt.(q+B")2+ CE2WJt.B'2]
uczvniwfzv podobnie w (D) z=o0, wypadnie war-
1. Whafnos<?  tQc na yy— eft ,
CE2. Wit.q. W B’
CR= "}_q ---------------------- ; wiec
WJILA\Tf [CG2Wat (q+B)2+CE2WJI B'*]
£R__ CRWJhB~ .. CG.Wjt.A".CR— CE.WJt.B'.CH (i).
CH CG.WJLA"

, to oftatnie zr6wnanie nas uczy, ze zlgczywfzy przez
linig proftg punkta E, H; podobnie znowu punkta

G, R, troykat GRC= troykatowi ECH.
CR_ CE2.WJt.B’

CH CE.CG.WJLA'
w teraznieyfze, wartos¢ na - - CE2=kz

CG2WJ4A W.JI (Iq+B) « wypadnie CR
CH

WJtB Wt (q— AY)
Xll. wiifno$* = CG.WfINg+B/)-——- CR.CE.WJt(g— A')=CH.WJt
fricdnic. CEWJ(g— A"
(g+B').CG - - - (2)
to ieft: ze ztgczywfzy znowu punkta R, E; tudziez
punkta G, H, bedzie w kazdey linii 2go porzadku
troykat RCE= troykatowi GCH.
Srzednice CR, CH, wyraziliSmy przez utomek, kté-
rego mianownik CG2WJt(g-\-B")2+CE2WJt.B2 =

o Y Ly AL
, W}ozyW{zy z zréwnania CIE)

AT (g—A
_CG2WJi.q.Wi(gq+B') . WJit(q+B'- A" ) __drugi
Wit.(a—A") cztonek

£G]'!,rt qtf\ 2 [WIt(g+B )W JIt.(g-A" )+WJ+A Wijt.B']
D)
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cztonek tego zrownania wypada, wtozywfzy za CE*
Wartos$¢ wyciggniong z (L) trzeci za$, wykonawfzy
mnozenie funkcyi miedzy nawiafami kwadratowemi,
i potozywfzy naprzéd za Do/?.(|2= i — powté-
¢ za WAQ.DoJt.(B'— A)+DoJt.qWwJt.(B'— Af)=W It
(fj+B'— A")-. Oftatnia,-te mianownika wartos¢ wtozy-
wfzy w CH, otrzymamy:

CK=CEV T W-IW-tt-A') 1 .. (0>

witozywfzy ig zas w CR, bedzie CR =

Wit.(a—A")
i. s kad wyp, dd
vV \-WJL(g+B )W JL.(q+B'-A")] 1 3P
CR.CH= £ G-CE-Wit _ j.
wWa.(g+B'—A") J
CK.CH.WJL(qg+B'— A")=CG.CE.WJtg - - - (3).

to oftatnie zrownanie nas uczy, ze ztgczywfzy przez
linie profte punkta R, Hj G, Emtroykat RCH= troy-
katowi GCE. Mamy wiec
z (i) Troykat GCR= tréykatowi ECH.
(z) Tréykat RCE= tréykatowi GCH.
O) Tréykat RCH= troykatowi GCE.
Aze Trapez RGCE=AGCR+ARCE.
Trapez EHCR=AEHC+ARCE.
wiec Trapez GRCE= trapezowi EHCR. Oprdcz tego
trapez EHCR-ARCH= trapezowi GRCE-AGCE-,
przeto troykat ERH— troykatowi RGE, ktére maigc
fp6ing zafade RE, dowodzg, ze cieciwa RE ieft réwno-
Icgta cieciwie GH i ARILG-=AEGH. Poniewaz za$
Trapez RGCH=ARHG+AGCH,
Trapez GEHC=AEGH-t-AGCH,

wiec Trapez RGCH= trapezowi GEHC.

Kazde s tych zréwnan pokazuie nam nowag wila-
fno$¢ Srzednic fprzezonych w liniach zgo porzadku,
i oraz zwigzek iednych z drugiemi. Ten zwiazek w
funkcyach katéw miedzy $rzednicami zawartych nay-
lepiey nam ttomaczg zrownania (L),(Q). §.XI.

1V. 'wtifnoSC

wr
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§. X1I.
Zatrudniymy fie iefzcze roftrzagfaniem zréwnan
(L) i (Q)), ftofuigc ie do fig. 23, gdzie GC, CH, fa
dwie $rzednice fprzezone'; CM, CK, dwie drugie, kat

MCH.— g— A’j MCK— q+B'—A'\ zréwnanie' (Q) daie

nam W teraZnieyfzey figurze . . . Ef‘iv =
CG2

WJt.g.WJit(g+B") , . :
--------------------- Li——"--————: zréwnanie zas (L) -
W Jt.(q-A").W It (q+B-Al)
HC2 _  WJLA"'WJt(q+B") HC2+GC1
GCl ~~ WJILB' 'WJ}(NMAT'> ' GC*
WJtq.WJIL(B'+A") t o, , . ,rt
WJt.B\!VIi.(g-A") 8 S® Zr0"'nm‘a (>
W, ci,gdmvEK = 2 ~af2 =d2 . CK,}JC'<

CAP irjt.B'IVJt.(q+B’y CM*

m.A'"WM ci-A' YW W M ~» 7 chc3c o{la.
WA.B".WJt(q+B")
tniego utomku licznika przerobié, przypomniymy fo-
bie z Algebry wzory pod §8.yi, f4.
Wfl.a.WJtInsApoJl.(a-b)-ID oJt. (a+b)
iDoJtb—ID oJta™W JZIW Jt. iI‘%L
ktore ftéfuigc do oftatniego zrownania; otrzymamy:
WJILA''WJIL(g— A)={DoJt.{g— 2A")—\DoJtq
WJI.B. W3 (g+B') =~DoJt.g— ~r>0Jt.(q+2B).
przeto WJLA' 'WJt.(g— A")+WJILB' W Jt.(g-hB")=ADoJt.
(g— 2A") — IDojt.(g+iB")=W Jt.(q+B'— A ").WJt.(B'

AjACK*-hCM- _ WJh(g+B'— A").WJt(B'+A")
' CaF W Jt.B W Jt.(q+B")
. .., HCM-CG2 GC2 m
s kari wypa'da.... ... e,
CK2+CM?2 CM2

WJtq.WJt.(q+B")
WJIL(g~"A)YW It (g+B'— A ')’
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Wit R-WIR(a+B) CML_ wige y 1. Whifnoié
Wit (a—A") Wjt.(q+B'—A")  CG1 {ficdnic
T HC2+CG*=CK2+CM".

to ieft; ze w kazdey linii 2go porzadku fumma kwa-
dratéow 2 dwodch S$rzednic fprzezonych ieft nieodmien-
na. S tey witafnosci wypada nam fpoféb prowadze-
nia ftycznych do iakiegokolwiek punktu linii krzy-
wey. Chcac n.p. prowadzi¢ ftyczng do punktu M,
a maigc dwie S$rzednice- fprzezone CG, CH, wiado-
me; biore liniag CM za $rzednice, ktérey odpowiada-
igca Srzednica fprzezona CK, ieft rowno-legty fty-
czney MT: caly wiec fpoféob zawifl od wynalezienia
CK, ktéra z oftatniego zréwnania wypada.
CK— '/ [HC24+CG2— CMZ]
Inny iefzcze fpoféb na wynalezienie CK podaie nam
§. poprzedzaiacy. Wiemy bowiem ze cieciwa pro-
wadzona od H do M, ieft rowno-legta cieciwie KG,
co nam pokazuie mieyfce na linii krzywey, od Kkto-
reeo CK ma bydz prowadzona do $rzodka C.
- § xn - e 6

Przeciagniymy S$rzednice CG poéki nie przetnie fty- “nai "fig* fty-
czncy w mieyfcu T, a poprowadziwfzy od M ljnig cinmi i st»d
MN réwno-legta HC, otrzymamy dwa troykaty PMC, wyci»gai» fij

MTC: w pierwfzym kat MPC=j$0°— MPG. Wfta- wdfno
wa wiec kata MPC— Wft MPG=WJI.HCG=WJt.q; S sricdnic*
Wit.CMP=WJLHCM— WJtL(g—A"), IVILMTC=WJt. Fig. 1}.

TCD=WfiXCG=Wfi.(a+_B.'k WILCMT— WJItL.KCM=
WJ}t.(g+B'— A')j a przeto

MC:MP=WJtLq:WJILA' - - WJItg=
ALP
MP CP=WJLA :WIt(g— A ), WI(q—A D —
CM:CT=WJL(q+B");WJt(q-i-B'—A")i WJIt.(q+B'"-A")
CTJIVIt(g-+-B")
cM
"CM;
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Przednie,

4-8 G eoMSTRYI WYASZEY
CM:MT=WJ(g+W):WJILA"; Ifrji.(q+B")=

(q+W) ji.(q+B") Ma
witozywizy. te wartosci wftaw w zréwnanie (Q),
otrzymamy:
CM? CAfl

C(F=Cp-CT-to ca’=cpcr.
(1) CP:CG=CG:CT

CP:CG— CP=CG-.CT— CG, czyli

(z) CP:PG=CG;GT
CP:CP-hCI=CG:CT+CG, to ieft:
Cs) cp:1P=cG:1T.

wifc wzigwfzy znowu BN, EF, za dwie S$rzednice
fprzezoné, i przeciggnagwfzy pierwfzg pdki nie prze-
tnie $rzednicy w mieyfcu A, a od M fpusciwfzy MQ
rowno-legta CE, i tym do punktow N,B, poprowadzi-
wlzy ftyczne réwno-legte, trzy oftatnie proporeye

ucza nas, Zze: ! X
(i) CQ:CN=CN:CA.
(i) CQ:QN=CN:NA . -NA= CN~L
CcQ
(S) CQ:BQz=CN:BA - - - BA—
s podobienftwa za$ troykatow NTA, MQA, LBA,
wypada:
AN:QA=NT: QM - - - (A).
BA:QA=BL:QM - - - (t):
bX=oN+-NAL=gN-\-CNPN - BR.ON e
NA:QA=CN:BQ=NT?QM - - - z'(i), (A)
BA:QA=CN:QN=BL:QM - - -2z (}), (1)
NT= = ..NTBL“t $§
BQ QN BQ.QN
aze podiug wiafnosci drugiey w 8 8 QN.BQ:QMz
=CN*;C£t, skad CE"~"~~~~ CEXENT.BL

ON.BO
to ieft;



Rozdziat II.
NT: CE-=CE:BL.
W linii 2go porzadku $rzednica ieft $rzednig propor-.
cyon-ilna miedzy“‘dwiema ftycznemi iey réwno-legte-
mi. Z zréwnan na NT, BL, CEl, miedzy fobg kom-
binowanych wypada iefzcze:

KT23 Q1=CE\QN.BQ --- NT—CE/'

BO
BL1.QN-— CE1.QN.BQ - - - BL==CE\f~~ ,aprzeto

NN:BQ=NT2:CE2— CE2:BI2=TM:ML=NT:BL; i
poprowadziwfzy do punktu V ftyczna SRj przecina-
jaca NT, BL, w punktach R, S, bedzie takze CE S$rze-
dnig proporcyonalng miedzy NR, i BS.

Wfzyftkie dotad wytozone witafnosci daia nam
fpoféb wyrazenia $rzednic ukos$nych iednych przez
drugie; chcac od nich przyisdz do poznania S$rzednic
pionowych, potrzeba kat MCK wzigé¢ za kat profty, i
do nie'qo ftéofownie odmieniwfzy inne katy, wprowa-
dzi¢ im odpowiadaigce wftawy w ziownapia (L),(Q);
bedzie za$§ kat MCK— q+B'— A'*=¢0°, iego wftawa
= i; czyli B'=9<3°— (q—A.")4 WJI.B'— DoJl.{g—rA")\
B'+g— eo°-bA'; WJIL(B'+q)=Doft.A', wprowadzi-
wfzy te wartosci wftaw w zréwnania (L), (O),
pierwfze z nich zamieni fie na:
ucC- K WJLA".Doft.A' _ VA*A': —

'<J(F= Dtf.(q-A)I>J}.(q~A7) “ WJIt2(g-A")

zréwnanie zas$ ((2) fta*

IVR.2q.D0Jhj.2A'— Doft.ig.
CMz __ tyftg.Daft.A’ _ 1
r“L ‘5 CCF WJit.frzJd") ' DoJly.q.Sty. A

— -——aze zrownanie f?) pod €.10. daie nam

Sty.A'
CM.CK~CG.CHJVft.g-, i znowu wtafnos¢ VI $Srzednic
Cil- rCd"CWP-hCK”~ (CM+CK)*~2CK.CM=CH2
-uCG-j (C-M— CKy~+2CK.CM— CMM-CK2= CH*+CG*



'fig. io,

yo© Geometryi wyzsze?

witozywfzy za CK.CM. iego wartos¢, otrzymamy;
CM+CK=\/~[CG2+ CH"4-2CG.CH.WJt3aJ
CM— CK*=.V [CGNM+CH”™— aCG. Ctt.WJtg\
te dwa zréwnania daig nam CM, CK, w fuukcyi »
CuU. Srzednice do fiebie pionowe iakie Ig~ C CK,
albo na fig. 'jo. GI, BE nazywaig fie Gtowkem=*
(Diamttri prhmpales). Zzréwnanie (C) w 8§ 10-
wtasdnie ftuzy wfpoét-ufzykowiinym na takowych srze-

dnicath rachowanym i/2= w B‘em

beclac w famych potegach drugich nie odmienig nic
ftstwfzy fie z dodatnych odiemnemi, i przeciwnie, co
dowodzi, ze linia krzywa przedzielona Lakierni sr/.e-
dnicami ieft w fwoim rytunku i -wielkosci ze w zy-
ftkich ftron rowna, czyli ze odnoga nad Gl iowna
odnodze pod GI, i odnoga potozona z iedney n3ny
BE ieft rowna odnodze potoSoney z drugie)' ftiony
13Fe to ieft: ze dwie $rzednice gtdwne linig krzywa
opifang zrownaniem (C') roscinnig na cztery czesci
rowne i podobne. Tu pokazuie fie fpoféb dochodze
ftia w liniach Jakichkolwiek porzadkéw wy:fzjc
czyli t¢ maig Srzednice lub nie? o czem nam
moéwié przypadnie. Pociagngw-fzy s srzodka C do *

linia CM, iey warto$¢ bedzie —.

X-)}, a potozywfzy k—gr wypada CM=g,Zto
ieft ze'w linii 2go porzadku maigcey dwie $rzednice
fobie rowne- linia profta s $srzodka do jakiegokol-
wiek punktu obwodu pociggnfonii, wyrazi¢ fie moze
wymiernie, i ieft iloscig ftateczng, ktora to wiafnosc
ituzy kotu. Ale kiedy dwie $rzednice gtdwne fa nie-
rowne, linia prawda CM ieft zawfze funkcya niewy-
mierng* ale niemafzli na $rzednicy GI iakiego pun-
ktu tg wtafnoscig znakomitego? Na rozwigzanie tego
pytania, przypusémy ze F ieft takowym punktem,
<od ktdérego linia prowadzona do M ieft funkcyg wy-

tmierng: potrzeba nam wiec wynalesdz CF==f, ponie-
waz
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Waz CP=*r> PM—y, bedzie FP=/—> FM *=(f—x)*
+y*=(f—x)-2+ kl(g*—x*), czyli - - - FAp=p

zeby wiec m byto

2
funkcya Wymisérna, potrzeba zeby licznik oftatmego

utomku byt zupetng potega druga, a przeto . 284--
: (92—ky

= —. rozwigzawfzy to ofiatnie zrownania

znaydzjemy f 1= s kix f=xVr(gh—k2), poniewaz
f ma dwie wartosci rowne, iedne dodatng a druga
odiemna; punktow takowych znayduie fie dwa w ré-
wney odlegtosci z obydwéch ftron srzodka C. Ale
ze warto$¢ na f nie moze bydz rzetelng tylko kiedy
g~>k, punkta takowe nie moga fie znnydowaé tylko
aa Srzednicy wiekfzey, i fag tem o.dlcgleyfze od $rzoct-
ka C, im réznica dwoch osi GC, BC ieft wiekfzg, to
ieft, im linia krzywa ieft dtuzfzg a wazfzag. Punkta
te nazywaig fie Ogniskami (Poci curvae). Poniewaz"
trafiamy na te punkta biorgc $rzednice GI za 0§, dla
tego ta nazywa fie osig wiekfzg albo osig Poprzeczna
(Ax'is major, transverfus), druga S$rzednica BC nazy-
wa fig Osia mnieysza sprzezona, (AXis minor, coft-
jugatus). Punkta G, 1, nazywaig tle Wierzciiotka-
mi (Ffrtices) u ktorych {tyczne fg zawfze roéwno-
lerte BC. Wtozywfzy warto$¢ odkrytg na f w FM,

gnjs™* ju;0*
mch w”ho-
d”~cych,

Big. ic,

™ x\S(g*— k*) xV(g*— k¥ .

Wypad'ni?tMTg— --------------- GM=*g+--m-mmmmmmoe o

S = .
wezmy teraz za odcinek CF—x=xVr(g*—k-).f i
witozywfzy te wartos¢ za x w zrownanie (C) wy-

padnie y= — =FR, to ieft, ze przyftawa z ognifka

prowadzona pionowo ieft iloSeig ftateczng, i trzecL-i

prcporcyonaing miedzy dwiema osiami gldwn~OM-

Podwoyaa taka przyftawa czyli cieciwa RS nazywa
Dz fig



Zréwnanie
Wiegunowe na

linie
rijiiku,

po-
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fig Miarg albo linig réwnania (Payameter, latus rt'
(fum), dla tego, ze fiuzy¢é moze za miare poréwnywa-
nia, czyli za iednos$¢ wpfét-ufzykowanym. Nazwiymy

teraz odlegio§>é ognilka od wierzchotka FG=rf, FR— —

S

fi~
=c, mamy f=g—d=V (s*-Sc), aprzetog= — — T
2a—c¢
k= dV —— ; maiac znane ¢, d, mamy wf~ yftko w

id—c
linii krzywe'y wiadome.

Maigc iuz obydwie osi wyrazone, przez odlegtosc
ognifka od wierzchotka d, i przez miare réwnania c,
tatwo nam ieft barzo linig iakgkolwiek FM przez c
i d wyrazié, a wciggnagwfzy iefzcze kat GFM, kt6-
ry ta linia czyni z osig, odkry¢ zréwnanie miedzy
FM, i tymze katem; a naprzéd poniewaz FM=g—

— k2 -~d
12 ? — i(le2 ----- )\/ ktadac zag, wartos¢ zna*
. S di . dc—d2 . dl
leziong--—-——-- ~ bedzie g— n= ---—--- j FM— — -
2d—c zd—c 2d—c
—d
c q ) nazwawfzy FP=z, bedzie x=CF—z=
(c—d)d . y
) -z, wtozywfzy w FM te warto$¢ za x, o-
ari— ¢
trzymamy F\Xf— c+ — MN)IZ-=c— ——d—. Niech te-
raz bedzie kat GFM—v, przeto z= — FM. Doftv.

wilozywfzy te wartos¢ za z w FM, i nazwawfzy
TM=r, otrzymamy zréwnanie:

r= ---—-——- ric_ __ L. (Aka)\
W~ (d— c)DoJdt.v.

to zrownanie zamyka dwie ilosci r, kat v, ktére

wzigwfzy za ilosci odmienne', wyrazamy nowym

fpofobem wfzyftkie .gatunki linii zgo porzq?k_u. Na-
ezy
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leSy nam tu oftrzéc, ze (Aa) ieft zrbwnaniem nay-
Waznieyfzem, i naywiekfzego uzycia w Aftronomii,
gdzie ie nazywaé¢ zwykli Zréwnaniem biegunowem
(Aeguatio Polaris.)

| tec to fg wiafnosci powfzechne' wfzyftkim lini-

om 2go porzadku, ktérych uzyt Newton do racho-
wania biegu cial Niebieikich, w fwém nieSmiertel-
nem dziele: Philofophiae NaturnUs Principia Mcithema-
tica, a ktore J. P. Euler wyciggnagt z uwag og6inych
zréwnania igo ftopnia miedzy dwiema odmiennemi
X, Yy, fpofobem tu od nas uzytym.

X111,

Po wytozonych og6lnych wiafnosciach wfzyftkich
linii 2go porzadku, przypada nam pozna¢ roézne ich
gatunki za pomocag fzczegblnych warunkéw wpro-
wadzonych w zréwnanie (0). 8. 10. y2=n+px+qgx2.
Aze natura i ryfunek linii krzywych zawift od na-
tury pierwiaftkéw zréwnania (@)-, te za$ pierwiaftki
od ftanu i wartosci ilosci ftatecznych n, p, ¢, idzie
za tem, ze warunki pewne przywigzane do tych ilo-
éci ftatecznych, dadzag poczatek réznym gatunkom li-
nii 2go porzadku. Nie zapominaymy iefzcze o tem,
ze px bydz moze wyrzucone', bez narufzenia natury
zrownania; ze n w fwym znaku zawiflo od g, iako
dzielnika, ze na koniec x odmieniaigc fig dofigc moze
jakichkolwiek wartosci nadanych n, g: a przeto ze
gatunkow roéznych linii krzywych nie naiezy nam
upatrywac tylko w roznych znakach q, albo w iego
znifzczeniu. Biorgc wiec q za odiemne', dodatne,
lub zer6; wypada¢ nam powinny linie krzywe 2go
porzadku, kazdemu warunkowi odpowiadajace'. Za-
czniymy od q odiemnego, a odnioflfzy poczatek od-

cinkow do s.rzodka, czyli uczyn.iwfzy jo= x+ —P ®

.trzymamy zréwnanie
y2=b—qgx2
gdz«

Oatanki linii
krzywych
pOL***1 u*
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gdzie i=an+ ?!-; chcac poznaé ryfunek li»ii te'm zr<t-
43

wnaniem opifaney, uwazaymy naprzod czyli md od-
nogi niefkonczone lub nie? to ieft, czyli przefzedtzy
przez wfzyftkie wzrofty x, wartosci na y wypadng
rzetelne lub uroione. Poniewaz q ieft odiemnem,
— gxz nieprzeftanie nigdy bydz odiemnem,- a przeto
y nie bedzie rzetelnem,- tylko kiedy />>(pc2, czyli

x<V~— linia wiec-krzywa fkonczy fig'na odcinku
T
rownym v~A—wzietym- z obudwéch ftron osi, aprzeto

nie ma zagney odnogi niefkonczoney, Wzigwfzy
wiec na fig. 24. S za $rzodek linii krzywey i pocza-

tek odcinkéw razem, SA=\/"-, SB— — V*—j po-
' u q q
niewaz na , y=o0, linia krzywa przeciawfzy

0$ w punktach A, % fkonniy fie na nifch. Uwazmy
iefzcze iak daleko u Sprzyftuwy fie rosciggna: w miey-
fcu S, x=0, y=jL\'b, to ieft ze przyftawa u S ieft
iloscig ftateczng fkonczong, a przeto wzigwfzy CS—
SD =V b, linia krzywa zamknie fie miedzy czteYemo-
punktami A, B, C, D, czyli miedzy dwiema S$rzedni-
eami AB, CD, ktora nazwano E lu psa (Ellipfis).
WidzieliSmy dopiero ze SA, SC, fag funkeyarai ilosci
ftatecznych b, a, wchodzacych w zréwnanie: niech

bedzie SA—g=V~ —, SC—k— ~b, przeto b=kz,
n
ki , . . L .
q= —, i zrbwnanie na Ellipfg zamieni fie na inne’;
Sz
= —fel— - - - (A)-

gdzie SA, SC, ktore odtad nazywac¢ bedziemy p°f-
oiiami Elliply, bedg iloSciami ftatccznemi zréwnania.
W§- 1Z-



Rozdzia+ Il. yy

~ § 12, znalezliSmy dwa ognifka na linie 2jrO pO.
rzadku, czyli f=+V (g*—k*) ktoére znayduig fie w
bazdey linii maigcey dwie $rzednice nieréwne', a
przeto w Ellipfic. im wiekfze bedzie od k, tem
SF czyli / bedzie dalfze od $rzodka-, a przeto Ellipfa
dtuzfza: im za$ g bedzie fie barziey zbliza¢ do k, tem
punkta F, G, padng blizey $rzodka, i kiedyg=fc,/=o0,
zrébwnanie -zas (A) ftanie fie y*=g3— xz zrowna-
niem na koto; podtug wiec wiekfzey lub mmeyfzey
odlegtosci punktéow F, G, od $rzodka S, ktorg to od-
legto$¢ nazywac¢ bedziemy Mimo-$rzéd (Excenirici-
taj)', Ellipfa oddala fie lub zbliza do kota. Staray-
my fie nafamprzéd poznaé witafnosci Ellipfy przez
linie wychodzace z iey ogniflc i Srzodka. Poniewaz
SF=Vr(gl—kz), PF=z\f(g*—k*)—x, FM*=y*+
\'y (t—kl1l)—x']z, gdzie za y witozona wartos¢ z

xyr(p2_k2
zrownania (A), uczyni FM=g— __}/__(_p________')

S

‘GM— g+ a przeto FM+GM=igz=AR-y

to ieft: Ze Jumma linii z ogntfk do iakiegokolwiek
punktu Ellipfy prowadzonych, ujt rowna osi wigkjzey.
Pierwsza w#asnosé Ellipsy.

Poprowadzmy do tego fame'go ptiriktu M ftyczna
AfT: 8. iz- nauczyt nas, ze SP:SA;:SA:ST, to ieft,
ST=7~ GT~”Sz+xV(g"— k*) "FT= g--x.V(g*-k*)

*

, X ’ X

ftofuiac wartosci na FT, FM-, GT, GM, otrzymamy:
FT:FM=g:x - . GT:GM=g:x wiec
JT:FM=GT:GM ieftt W " * - W.GMQ

WTfi.FTM WIHILFTM
WFi.FMTs=WJL.GMO: czyli dwie linie projte z ognijk
do kiéregokohoiek punktu FilipJy.prowadzone, réwno
Ja nachylone Wb Jlyczney tego pnnkiu. Druga wta-
snosc¢ EIijsy.

Aze znowu GT:GM=;g:x-, ST:SA<=g:x - - -
mGT:GM=ST;SA, poprowadziwfzy za$ z S$rzodka Ss
mDs SR
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SR réwno-legta GM, troykaty GMT, SRT, dadza GT:
GM-=ST:SR, a przeto SR=SA, znaydziemy przez po-
dobne rozumowanie SQ==-SR=SA, to ieft; ze linie s
srzodka do Jtyczney prowadzone réwno-legte liniom
wychodzacym zognifk, fg fobie, i potowie osi wigkfzey
rowne: tak dalece: ze FM+GM=SR+SQ=AB. Trze-
cia wtasnosé Ellipsy.

Staraymy fie teraz wynale$dZz warto$¢ na TM
przez funkcyg ilosci wchodzacych w zréwnanie na

witozy-

Ellipfe. Poniewaz ST= —, PT= — — ;
X X

wfzy wartos$¢ licznika wyciagniong z (A), otrzyma-

my PT= a przeto TM=Vr(TF'+PM2) =

yV~(k""+p~ul) . : . . .
p ——-—1¢ zrownanie za$ (A) na Ellipfe daie

g4y 2= k 1g4— k*gzx 25 co wtozywfzy w wartos¢ na

ftyczng; otrzymamy TM— k—V [g4—* 3(g3—"™\)] ==
X

K~V(FT.GT)S skad G T=™ |'Hj P7= prze-
FT.yz k2

TMLST

to GT= ——L—: mamy za$ s podobienftwa tréyka-

T\
tow TG:TS=TM:TR - - TR= wilozywfzy

za GT warto$¢ dopiero znaleziona, wypadnie
FT.PT
TR= —
PMT, RFT, fa fobie podobne, i kat FRT ieft katem
proftym: przez tenze fam fpoféb doydziemy ze i kat
GQT ieft proftym. Ta whifno$¢ uczyr nas wynay-
dowac¢ geometrycznie obydwa ognilka w Ellipfie ma-
igc $rzodek i ftyczna: poprowadziwfzy bowiem z

$rzodka S, do ftyczney linie SR, SQ, fobie i potowie
y osi

to *N: TM:PT=FT:TR, wiec troykaty
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osi wiekfze'y réwne, pote'm s punktéw R, Q, fpu-
$ciwfzy dwie pionowe, te przejda koniecznie prze?
ognifka F, G; co czyni Czwartg wtasnoséé¢ Ellip$x,

Rownaymy teraz troykaty podobne' FRT, PMT,
SQT; dla wynalezienia wartosci na FR+ GQ, bedzie-
naprzod:

TM:PM=FT:FR - - FR— —Jt
™.

TM:PM— TG: GO - - Go==
™
w te oftatnie zrébwnania wtozywfzy wartos¢ wyzey

znaleziona, na TM, wypadnie FR~"ky' — - -
GT

CiT
GQ= k'/r— a przeto FR.GQ=k2=CS2 to ieft; ze

ci mnieyfzd.EIHpfy ufl $rzedwjg proporcy analng mie-,
disy dwiema piouoive'mi_ fpitfzczonemi sJlyczney do
ognijk.. Pu\rA wtasnos¢ Ellipsy.

lezeli iefzcze s s$rzodka fpufzczemy na ftyczna,
pionowg SL, ta naprzéd rozdziali troykat SRO na
dwa réwno-boczne, i rowno-katne' podtug wiafnosci-
I1l; powtdre uczyni, troykat: STL podobny kazdemu
s trzech uwazanych w ppprzedzaiaccy wiafposci:

przeto

FT:FR— ST.SL - - — _AlLL_, po-
e FT VFET.GT
. , ., k.FT
przedzaigca za$ witafnos$¢ data FR— — — --———--, prz.e-
VFT.GT' p
k.SF
to SL—} R=— ~— SN, s kad otrzymamy:
k.GT ) k FT )
SI+Sh— Si-—5N = — —--——-- a pi:ze-
(FT.GT) V (FT.GT)
to SL*— SN2=k*~SC*, - . SN=\S(SL2—SC2, zro6-

wnanie na wynalezienie' punktu N, s ktoérego fpu-
fzczona linia pionowa FN, przeydzie przez ognilko.
Dr Gdy-
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GdybysSmy punkt P przenie$li do ognifka; a punkt
M, na przyftawe pionowg wychodzaca z F; bytoby
x=vr(g3—kl)- x*=g'l—Kkl; co wltozywfzy w zro*

k2
wnanie (A) na Ellipfe, otrzymamy y— — , wartos¢

na Linia réwnania (Parcimeter). Tzsa linia daie
nam zwiazek obydwdch osi w Ellipfie, ktére Ig iey

Srzednicami razem: witafnos¢ Il. Ellipfy odkryta nam
znowu zwigzek miedzy AS, FM, GM-, maigc za$ na
pamieci 88. 10. ii. mozemy ten zwigzek przenies¢

do innych $rzednic iakichkolwiek. A naprzod wic*
my z wiafnosci ogolnych linii 2go porzadku, ze po-
ciggngwfzy z $rzodka do punktu M linia SM, i te
wzigwfzy za S$rzednice; linia SK réwno-legta ftyczney
TM, bedzie iey $rzednica fprzezona; Nazywam
SM—p, SK=q, kat KSM=<p, mamy s §. ii. - -
p*+q*=:gl+k2 z 8§ 10. zr6. (}) - - gk=pqg.WJt.

f _ kz)x*
aze pF*=X*+y*=K*+ — - g2= g 2-hk2—p~=
Sz
R ——— =FM.GM, znaydziemy przez po-

*
dobne roz&mowania ze p'z=FK.GK, to ieft: ze $rze-
dnica kazda w Ellipfie, iejl $rzednig proporcyonalng
miedzy dwoma liniami ivychodzgcemi z ognijk do
punktu iey Srzednicy fprzezoney na Ellipjie. Szésta
WEASNOSC ELLIPSY.

Aze pod wtaf. I.1l. FM.GM=— FT.GT, przeto

5K=q= —V(FT.GT). Zwiagzek wfpét-ufzykowa-
nych w zsréwnaniu na Ellipfe (A), wyrazony ieft
przez funkcyg dwdch osi SA, SC', maiac teraz wy-
raz osi nowych SM, SK, przez pierwfze; nie bedzie
nam trudno wynalesdz wartosci x, y, przez funkcja
OA/, SKj stad za$ wyciggnaé warto$é na Kl rowno-

legia
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legtag MP. Pamiftaymy lylko ze TAf= FT.GTf
1 ze tréykaty TMP, SKi1, fa fobie podo-
k2«
bne: przeto
TM:MP=SK:K1 - - KI=—".z= —
™ g
TM:TP=SK:S1 -- -
™ k

skad wypada. KI.SI=xij— SP.PM: to reft: ze do
dwdch punktéw Ellipfi/ lezacych na $rzednlcach /prze-
zartych poprotuadziwfzij lufp6t-ufzykowane, mnogosé
jednych, uJt ré6wna mnogosci drugich, czyli przyjtatuy
fa tuJiéfunku Jpacznym do odcinkéw. Sisdma w#a-

snosé¢ Ellifsy.
Wréciwfzy fie do zrownan pod wiafnoscig VI,

( _k2)x2 . . .
p2Z=k2+ - --===--—; p*=x2+yl;wyciagniemy spier-
g2
wfzeeo x = £— —---m-mmm- ; Z drugie%o it— - -
L (g2—k2) ’ J V(g*—k2)
. kx k.V (p2— k2

a przeto M — — = ______(_p ——————— gI: = ™

g V-(g2—k2) k
2ySH—— —>skad poznamy katy PSM, KSi, w fun-

kcyach famych osi.

ZoftawiliSmy na konhcu 8. 12. zréwnanie (Aa) na
wfzyftkie linie zgo porzadku, chcieymyie' teraz przy-
ftofowré do Ellipfy, tak aby'w nie zadne inne ilosci
ftateczne nie wchodzity proécz osi wiekfzey g, i mi-
mo-$rzodu IS, ktory nazwiemy m, nalezy nam
wiec ¢, d, w zréwnaniu (Ja) bedace' wyrazie przez
g, ni-, aze c— k—2 in-=82—k2 przeto c= -------—--- ,

S
d=g—m, wtozywfzy te' wartosci za ¢, d, Wg zroé-
wnanie (Aa), wypadnie;
Dc »=

Zréwnanie
na
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g2—m2
(Ab)
g— mDoJt.v

Zrownanie (Ab) na Ellipfe zamyka dwie ilosci od-
mienne, r i kat v, co nas prowadzi do rozleglyfze'-
go poznawania linii krzywych, w ktorych n;e tylko
dwie linie proTce' ktéresmy wfpot-ulzykowanemi na-
zwali, bydZz moga ilosciami odmienn¢mi i wyrazac
nature linii krzywey; ale nawet i katy. Takowa
linii krzywych uwaga wielkiego w mechanice uzy-
cia, odmienia cale poftaé zréwnania, i wycigga¢ po
nas bedzie olobnego roftrZafania.

Wréémy fie iefzcze do dawnego ftanu Ellipfy, a
chcac poczatek odcinkéw s $rzodka S przenie$¢ do
Wierzchotka A, potrzeba nam potozy¢ w zrdéwnaniu
(A), g—x za x; a przez te fztuke zamieniemy ie na

*

AL -k
y2— "~ (2gx—x”™,-nazwiymy linig rownania— =/,

S
odlegto$¢ AF—d, bedzie d—g— (g-—gf), rozwia-

. . d2
zawfzy to zréwnanie otrzymamy g — --—— 0 m

2d—j
k—VvVfg—d-—— --—; gdzie 2rf>/, z natury Elli-
V-(2d—>f)
pfy; wlozywfzy za 8, k, dopiero znalezione warto-
sci, otrzymdmy zréwnanie' na Ellipfe.

w

gdzie wierzchotek linii krzywey ieft poczatkiem od-
cinkow.
& XIV.

Przyftapmy iuz do Wprowadzenia nowego warun-
ku w zrownanie y2=n-\-px+qx2, to ieft uczynmy”
<p=0, a zréwnanie' y~=n+-pX, wyrazi nowy gatu-
nek linii igo porzadku; ktorego chcac poznaé¢ rylu-
nek wyrzuémy n, czyli ,potozmy za x, x— —5

-G
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zamienieniy ie nay*—px,y=+Vrpx, poniewaz x ieft
ftopnia nieparzyftego, wizyftkie iego wartosci do-
datne uczynig y rzetelnem, to ieft wfzyftkie wzro-
{ty x, ktore fie tylko pomysli¢c moga, byleby byty
dorlatne, dadza na y dwie wartosci rzetelne' réwne;
linia wiec tem zréwnaniem opifana roSciggnie dwie
odnogi bez konca w te ftrone, gdzie odcinki przypa”
daig dodatne, i 0$ przedziela¢ ig bedzie na dwie cze-
§ci rowne. Taka linig wyftawia nam fig. 25. gdzie
0§ AB pociagnie fie z odnogami linii krzywey w
odlegtos¢ nielkonczona: biorac za$ -w zrownaniu
y="+Vrpx, x odiemnie; y na kazda takowg wartosé
bedzie uroionem, przeto linia krzywa od .poczatku
odcinkéw A, ku T nigdzie fie nie pociagnie, a iezeli
o$ wiekfza ieft niefkonczong, mimo-$rzod, ktory ieft
funkcya tey-osi podiug §. 12, bedzie takze nielkon-
czenie odlegly, i oS mnieyfza przechodzaca przez
srzodek takze niefkonczong. Linia ta krzywa nazy-
wa fie Parabola (Parabola) maigca dwie odnogi
nielkonczone na ftronie odcinkéw dodatnych, $rzo-
dek, a przeto osi obydwie bez konca.

lezeli w zréwnaniu (AD) na Ellipfe, uczyniemy
2d—/— o, to zamieni fi¢ na zréwnanie ij°— zjx wy-
razajgce Parabole: uczyniwitzy za$ zd—f— o, wpro-
wadzamy kond)'cyg iftotng Paraboli, to ieft zd=j,
czyli: ze lu Paraboli przyftawa przechodzaca przez
ogni/ko, czyli miara rjwnanid ieft dwa razy wick/za
iak odlegtos¢ tegoz ognijka od wierzchotka. Aze dru-
gie ogniflto przypadaéby powinno z drugiey ftrony
srzodka, ktory ieft nieflconczenie odlegty, Parabola
wiec nie ma tylko iedno ognifko, i wniem FL==2AF.
PikrwSza w#asnosé¢ Paraboli.

lezeli AP=x, PM—y, y*~2fx— zFL.AP; FP=x
— lj-, wiec FM2==ii*+x-—fx+'f-; FM =x+jf— AP+-
AF. D ruga wtasnosé Paraboli.
Ta wtalno$¢ Paraboli podaie nam barzo tatwy
fpoféb znalezienia ipy punktéw geometrycznie: iezeli

bowiem
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bowiem FM=AP+AF, na osi AB poprowadzi-wfzy
réwno-legte MPM', i na kazdy odcinek ryfuigc tuk
kota ktérego promien — AP-bAF, gdzie te tuki prze-
tng linie rowno-legte MPM' tam beda punkta Paraboli.

Poprowadziwfzy do punktu M, ftyczna MT, punkt
T oznaczemy z witafnosci ogdlney na linie Igo po-

tzadku, ieft bowiem B T = _ rachuiac odcinki s
X

s§rzodka; biorgc ie za$ u wierzchotka A, trzeba za x

potozyé e—x-, wiec BT= ——-—, AT= -2--———- g=
g—X S~x
aze g= g—Xx—g, wiec AT=x=AP.
s —X

Trzecia wtasnosé Parabo#l.
Poniewaz FT=AT+A¥=AP+AF—FM, tréykat
FTM ieft rébwno-ramienny, i kat TMF— katowi MTF

przeto MFP— zMTF; Sty.MTP— iL; Sty.2.MTP=
1X

Siy.MFP= —-—  ~ -fx~iznowu FT bedac — FM,
2X— f zZx f
profto-padta FS z ognilka na ftyczng rozdzieli TM
na dwie czesci rowne: powtore AT bedac réwne' AP,
pionowa AS rozdzieli takze TM na dwie czesci ro-
wne, wiec punkt S ieft fpdlny dwoém pionowym AS,
FS. S tych wiafnosci wypada; TM— V ifx)—
2\r[x (x+ If)-]— 2\f(AP.FM), TS=vr(AP.FM)— Vr
(AT.FT.) z wiafnosci za$ troykatow mamy:
AS:TS— AF:FS - - - AF:AS=AS:AP.

FS—dLIL == — =V(AF.FM). Czwar-
AS (AF.AP) K '
ta wtasnosé¢ Paraboli.

Spusciwfzy na ftyczng profto-padig MJV, mamy

PT:PM::PM:PW - - PW=y| = =f. wiec
2X 2X
PW— FL-=;2AF, a przeto FW=AP— AF+AF=AP+-
AF=
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jfp— p2"s=F7*% Piata w#asnos¢ Paraboli.

prowddimy od M réwno-legta osi MN, i przecia-
«n;vmv ftyczna do X, poniewaz witafnos¢ V. uczy
SS ze kat FAfJF= katowi FWM-, PMN=TNWr=¢o°.
odciagngwszy od kazdego WMN, wypada kat NMX==
katowi FMT. wfzyftkie wiec linie réwno-legte osi
pddaigc na Parabole i odbiiaiac fie pod katem réwnym
do ftyczney, zniyda fie w ognifko.

Przyftéfuymy teraz zréwnanie Biegunowe (Aa)
do Paraboli, ktérego iuz niemozemy przez funkcyg
osi i mimosrzodu wyrazi¢, dla tego ze obydwie te
linie fg niefkoczone w Paraboli, mozemy ie atoli
mwyrazic albo przez linig rownania, albo przez od-
legto$¢ ognilka od wierzchotka. Ze za$ w paraboli

d= L zréwnanie biegunowe bedzie:
£

r— -——-— -—, albor= ——-- —
d+ciDoJt.v c+cDoJt.v

§. XV.

Zoftaie nam iefzcze ieden warunek do wprowa-
dzenia w zréwnanie yZ=n+px+cjxz, t6 ieft zeby q
byto iloscig koniecznie dodaing, skad nam wypasdz
powinien trzeci gatunek linii 2go porzadku. Dla
poznania ryfunku tey nowey linii krzywey, wyrzué-
my drugi termin s tego zréwnania, czyli odnieSmy

- MO*

odcinki do $rzodka, wzigwfzy x=x— P ,
*5

_t-=z—a, zrébwnanie podane ftanie fig;
4<1

a za

y2=gx'l—n.
pierwfza uwaga nad tem zréwnaniem przekonywa
nas, ze o bedac odiemnem, uczyniwfzy x=o0, y fta-
nie fie uroionem, to ieft ze linia krzywa, nie przey-
-dzie tam, gdzie przypada iey $rzodek: biorgc potem

za'X wartosci mnicyfze od V —,
q

iefzcze y nie prze-

ftaiue

Hyperbold i
ity wiafnosci-
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ftanie bydZ uroionem: kiedy x=+\/"—, y—°> 'eft
' 5
ie dopiero W odlegtosci \/— od $rzodka, linia krzy*

wa przeciawfzy oS, zacznieqfie z dwéch flk%n, to ieft
W ftronie odcinkow dodatnych i odierpmych; bedzie
fie wiec znnydowad rozerwana w d\yuch mieyfcach,
ta'k dalece: ze obrawfzy na fig./Is £ za S$rzodek,

uczyniwfzy CA=CB=\f—, linia krzywa zacznie fig

przy A, i B, w zadnem za$ mieyfcu przy linii AB,
nie bedzie przechodzi¢: przefzedifzy za A i B wfzy-

ftkie wartosci na x beda wiekfze od V—, aze takie

wartosci badz dodatne badz odiemnc, uczynig pier-
wialtki zrownania zawfze rzetelnemi, i nie odmieniag
nic wieli wyrazie dla potegi x parzyftcy, przeto linia
krzywa poczawfzy ad A i odwrociwfzy fie od $rzod-
ka roscingnie dwie odnogi bez konca: toz famo
przytrafi fie u B\ na kazdg bowiem warftsC dédatng
X, beda odpowiada¢ dwie wartosci y réwne, i na
kazda warto$¢ odiemng, dwie takiez: linia wiec
krzywa bedzie miata czteYy odnogi niefkonczone, to
ieft dwie na odcinki dodatne odpowiadaigce przyfta-
wom dodatnyrn i odiemnym; i dwie na odcinki od-
iemne, naznaczone takze dwoiakiumi przyflawami,
ledna para takowych odnoég bedzie oddzielona od’
drugiey linig AB-, iezeli te linia wezZzmiemy za o0$, a
i‘azem za. $rzednice iako przechodzaca przez S$rzo--

dek, bedzie CA==\/ —=g-, a”™jg# i zréwnanie na
linig ktoéra nazwano <I7—|yperbola bedzie:
y2r=Cj(x2— g 2).

Zatrzymaymj' fie teraz nad pierwiaftkowém przy--
pufzczeniem, zblizywfzy te rozumowania, ktére nani
fiuzyty do poznania ryfunku w Ellipfie. WzieliSmy

w pierwfzem
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W pierwfzym zréwnaniu n za odiemne', i uezyniwfzy-
X=0, wypadto y uroione, ale ze.w Ellipfie i w kan
zdey linii 2go porzadku biorgc $rzodek za poczatek
odcinkéw, na x=o0, otrzymaliSmy zawfze wartos¢
drugiey S$rzednicy czyli osi mnieyfi;ey, takowa g$ ia{*
widzemy ieft uroiong w Hyperboli, czyli przez te
mfeyfra gd7.e o0$ poprzeczna przypada, Hyperbola
nie przechodzi; gdybysmy byli wzieli a za dodatne’;
npx— o, otrzymalibysmy by,li y rzetelne, ale na
bytoby wypadto x uroione, to ieft Hyperbola znny-
dowataby fie byta na linii RS, a 0§ AB bytaby byta
zoftata uroiong. S tey uwagi wypada: naprzéd za
w Hyperboli iedna o$ ieft koniecznie uroiong: poiutd’
re, Ze ktorgkolwiek s tych osi wezmiemy za uroio-
ng, linia krzywa odmieni fwpie potozenie,' ale nie
nie odmieni w fwoicy naturze i wlafnosciach: po-
trzecie ze to potozenie Hyperboli zawifio ad a, bio-
rac ie za dodatne lub odiemne.

Wprowud/iwlzy te wiafnosé ftuzacag famey Hyper-
boli, to ieft: ze os mnu*yfLa k, ieft. uroiong kV —i,
w zrownanie na Ellipfe; ktadac — k* za k2, zamie-
ciemy ie na zrOéwnanie wyrazaiace Hyperbole:

y*= - - ®

co wiasnie zgadza fie s tern pierwiaftkéw uroionych
ttdbmaczeniem, ktéresmy \y Algebrze pod §. iy wy-
tozyli: o$ bowiem wuroiong, pokazuie nam tylko, ze
zaden iey punkt nie n-ulezy do linii krzywey, ale be-
dac linig oderwang od odnogi, wyraza¢ moze barzo
dobrze ftéfunki i wiafnosci linii na tych odnogact)
zoftaigcych, a przeto moze zaftepowaé¢ w zréwnaniu,
mieylce ilosci ftatecznych. lakoz przez ten wpro-
wadzony warunek, mozemy wfzyftkie witafnosci El-
lipfy przerobi¢ naiwtafnosci, Hyperboliczne, byleby
te byty fun,!$cyami osi. Odlegtos¢ n.p. ognifk w Hy-.
perboli =+V (8~+k'-)% bedac \yyrazem rzetelnym,
dowodzi ze w Hyperboli fg dwa ognifka F, G,

tak iak w EHipfie: to ieft prowadziwfzy przez S$rzo-*
E ' dek
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dek linig pod katem, ktérego doftawa rowna ieft
pot-osi g, i ra te z ognilka fpusciwfzy pionowa,
przeciw-profto-kgtna tego tréykata wyrazi nam geo-
metrycznie odlegto$¢ ognifka od $rzodka CF— V (gz

poniewaz CP=x, PM=y, FP=x— \f(g2+k-),
GT=x-}-VACs 2+A;)); FM2— FP--t-PM2—

— zg*x\™ (g2+k*)+g4 ™ c2yH gvf_ xVr(g*+k')

Sz ' S
. . xV (g2+k2)
podobnie znaydziemy GM— -———-—=--mmmu- a prze-

to - - GM—FM=2g, to ieft: iakS w Ellipfie fumma,
iak w Hyperboli réznica linii z ognifk do iakiegokol-
wiek punktu M prowadzonych, ieft wyrazem Jtate-
cznym i rownym osi wiekfzey AB.
snos¢ hyperboli.

Chcac prowadzi¢ ftyczng MT, a przeto oznaczy¢

Pierwsza wta-

punkt T, mamy naprzéd z8. iz. CT=—, PT—CP
X
_ct= FT= (g*+k-)—s*.
X k 2 X
GT= Z”I!iz zJL-- przypatrzywfzy (ie warto-
&

sciom wyzey znalezionym na FM, GM, i poréwnawfzy
ie z FT, GT; wypadnie:

FT:FM=g:x - -GT:GM=g:x - - FT-.FM=GT:GM:
to ieft: WHLFMT-WIFTM— WIL.GMT.WJI FTM, wieo
WH.FMT— WfL.GMT. czyli; jlycznd do iakiegokolwiek
punktu M, dzieli kat zawarty miedzy dwiema liniami
z ognijk do tegoz punktu prowadzonemi, na dwa kag-
ty réwne. D ruga w#asnosé Hyperboli.

Wartos¢ znaleziona na PTj i wyciggniona z (R)
na PM, da nam poznaé MT iako przeciw-profto-kag-
tng troy-knta TPM:. otrzymamy bowiem

mr= g4] ys%
k2 kx bx
V(FM.
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V(FM.GM). Pofpufzczawfzy na ftyczng MT prze-
ciggniong z $rzodka i obudwéch ognilk pionowe CQ,

Jrtkiontitrree tvair ir OFINSIE ra0it» rednce
TP.CT g3y
™ kxVr(FM.GM)
TM:MP-'CT;CQ - - CQ Kk
"TM (FM.GM)
FT.PT g*y.FM
™ kxV~(FM.GM)*
FT.PM k.FM
™ V/ (FM.GM/
GT.PT g7ij.GM
™ kxV (FM.GM)'
GT.PM k.GM
™ pm eTiek. - - GK= . _ _ n y
skad wypada FU.GK~k* tak iak w Ellipfie pod
witafn. powtoré TlieTK=—>~;— CT.TP, to ieft;
TH:CT::TK:TP. Pociagnawfzy linig CIIl, i podobna
fobie wyobraziwfzy CK, znaydziem ze QU— QK" =i
IHZI1— stnd za§ Cir~=CQ*+-Qir-
2 K\f(FM.GM)

=rg*, CH=g, znowu iak w Ellipfie pod wtafn. III.
to ieft: CII-hCK— GM—FM =JB, znaydziemy iefzcze

CQ+HF— 3 przeto (CO+fH)2—

CQ2=k-, to ieft; CX=+y"(fcatCjQ3) na oznaczenie
ognilk w Hiperboli.

Widzemy wiec oczywisci", iz uwazane' dotad wta-
fnosci Hiperboli fg iey. z Ellipfg fpolne, tak dalece,
ze Hvpcrbola uwaza¢ He moze iako Ellipfa rozerwa-
na i odwrdcona, od osi "mnieyfzey. Nim przyftgpie-
my do wlasciwfzych charakteréw tey linii krzywey,

przerébmy do niey zrownanie biegunowe §. 12. Ma-
Et my zas
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my za$ w Hyperboli odlegto$¢ wierzchotka od ogni-

ofka d—m— gj linig poréwnania C= — =£--——- .k

Ce , S
'wiozywfzy te wartosci w zréwnanie ?Aa) 8. i2.wy-
padnie na Hiperbole.

N\

§. XVIL.
~iecly ~nis profte z ognifk Hiperboli wychodzace!
przywiodty nas do witafnosci takich, iakiesmy do-
ftrzegli w Ellipfie; zaftanéwmy fie nad witafnosciarni
ley ftycznych, ktére' nas mo'2e nauczg znakomitfzych
charakterow Hyperboli. Odlegto$¢ od tego punktu,
gdzie ftyczna przecina o$ wypadta nam z §. 11.

CT=—, CT bedac catkiem zawifie' w fwych odmia-
X

nnch od x, nie moze fie inacz¢y zmniNyfzaé, tylko
kiedy fif x powiekfza, to ieft punkt T na fig. its.
nie moze fig zbliza¢ do $rzodka, tylko kiedy fig odci-
nek CP od niego oddala, poluwaiac P, a z niem
punkt M przez wfzyftkie odmiany 'Wzraftaigce' X,
iak6zkolwiek zmnieyfza¢ fie bedzie CT, nigdy punkt
T nie padnie na C, i nigdy TM nie przeftanie bydz
ftycZna, poki linia krzywa zoftawa¢ bedzie przy
fWoich iftotnych wtafnosciach, to ieft p6ki zréwnanie'
meHyperbole nic nie odmieni wfwoim zwigzku ifto-
tnego. Tu pamietni na poczatki §. 16. Algebry, wi-
dzemy oczywiscie, ze CT ubywaigc zbliza fie do
fwoiey granicy o, a z niem CP~x wzraftaigc do
granicy CO, ale obydwie te ilosci nigdy fwyéh gra"
nic nie dofiegna, poki Jiatura linii krzywey zoftanie
mn fama. Wyftawic¢ lobie CT, i CP u fwoich granic,
'ieft to jedno co wyftawié¢ fobie ze linia krzywa, i
miey ftyczna TAIl odmienity fwoy iftotny charakter, i
przeftaty bydz tem, czem fg teraz; ale razem ieft to
ybbie wyftawi¢ ze linia krzywa i iey ftyczna ninig
za granice fwych odmian ipne linie, do ktorych fie
ecoraz
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mcOrmz barziey zblizaig, i w ktore fie zamieniaiag, kredy
-punkt T padnie w S$rzodek, chcgc takowe granice
pozna¢, wprowadzmy warunek, na to potrzebny, to
-ielk: ze *==s> czyli ze x dofzto do tego ftanu, w
ktorym zadna ilo$¢ flconczona nie moze go ani
zmnieyfzy¢ ani powiekfzyé, CT bedzie =p, a linia
TAf ciggna¢ fie nad odnogg Hyperboli, i zblizaiagc fie
coraz barziey do niey, nigdy fie linii krzywey nie
mdotknie, chyba w biegtosci niefkoriczongy, to ieft kie-
dy Hyperbolg przeftanie bydz Hyperbolg, i zamieni
mie na linig inn¢y natury do ktérey fieiako do fwey
granicy zblizata. Takowa linig ciagnaca fie bez kon-
ca nad odnoga Hyperboli maluie nam CX na fig. 27.
Tttorg nazywac¢ bedziemy Ledwo -niestyczna linii
krzyWey (Jfymptota Curtiae). Nature takowey le-
mdwo-nieftyczney CX wyciggniemy z zrownania (jB)
mn Hyperbole, uczyniwfzy w niem xt=|, a przeto
mzmazawfzy wfzyftkie ilosci ftateczne dodane lub od-
ciggnione, ktore przed x nikng. Tym fpofpobem

zréwnanie (B) zamieni fie naE = _  ktore wyra-
X 9
za dwie linie profte CX, CZ, to ieft ns y dodatn¢ i
odienwe -odpowiadajgce odcinkom dodatnym* i zno-
wu CW, CtJ oapowiadaigce x odiemnym, ciggnace
fie po nad diugiemi dwiema odnogami Hyperboli.
Aze wprowadziwfzy x=z~ w zréwnanie (B), odnie-
§liSmy Hyperbole do tego mieyfca, w ktérem fie li-
nia CX zetknie z Hyperbola, to irft gdzie punkta
Hyperboli zmiefzaig fie spunktami linii .pioftey CX,
i linia krzywa -zamieni fie na ledwo-nieftyczna wy-

razong zr()wnani.é-m}f{ ==i;__. Przypadek ten fzeze
X

;g6Iny, na ktéry nas whifnosci Hyperboli naprowa-
dzity, ogarniajac ogdlnieyfzym fpofobém, widzemy,
naprzéd: ze linie krzywe maigc odnogi nieflsonczone
zblizaig fie fwym wzroftem do innego rodzaiu linii
iako do iwych .granic* powtére ze takowe granice
‘linii

t'c
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linii krzywych wypadaia z ich zrébwnan, uczyniwfzy
wfpot-ufzykowane niefkoriczonemi; przez co zmniey-
fzywfzy liczbe termindéw w zréwnaniu podanein, za-
mieniamy zwiazek (tazacy linii krzywey, na zwig-
zek wyrazajacy nature ledwo-nieftyczney. Linie wiec
krzywe natura miedzy fobg rozne, roznie iie iefzcze
moga przez granice, do ktérych fie zblizajg, a przeto
nowe' ich wtafnos$ci wypasdz moga s poréwnania ich
co do granic. Nim nowga te teorya ogolniey rortrza-
fa¢ nam przyidzie, zatrymaymy fie nad wiafnoscia-
mi Hyperboli potozoney miedzy ledwo-nieftycznemi,
a uwagi teraznieyfze ftuzy¢é nam beda za wzoi do
przyfztych dociekan.

T k
Kiedy zréwnanie' (B), zamieni iie na"---------

X 1<

punkt M fig. 27. zniydzie fie s punktem )\< ® wy-

razaé bedzie ftyczna kata TCX: u wierzchotka wiec
A poftawiwfzy pionowa AD, bedzie ftyczna ACD—

= —= — aprzeto k—AD, CD=V~(g*+k~)—Ci j
o

ftyczna 2AVD=Shj.DCE-= (Smm S4- Alg.}, g ty-

by wiec byto AD=AC, Sty.ACDNIMNNSttj.ANON Sty.
DCE=i, to ieft, kat miedzy ledwo-nifeftycznemi za-
warty bytby katem proftym, i takowa Illyperbola
nazywa fie R6wmo-boczma (Hyperbola Aequilatera),
na ktorg *zrownanie y2==x2—g2j CD— CF=k\/ 2.
Wrocémy "fie do pierwfzego gatunku Hyperboli mie-
dzy ledwo-nieftycznemi, gdzie g~>k, poniewaz PX=

CP=x, CX=X3"~I~=FM +JC=aM~AC;

S S -
bedzie M X=PX—PM =ZN =---—--—--; NX-=PX-hPM

— kx+-gy — 7. XM.XN= — —~N wilozywfzy
e St za
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za g2y2 warto$¢ wyciagniong z zréwnania (B) o-
trzymamy XX!.XJ\=ZN ,Z\t— k-—sID2. Pierwsza
WEASNOSC Hy PERBOLI MIEnZY LEDWO-NIESTYCZNEMI

poprowadziwfzy s punktu M, ML réwno-legtg le-
dwo-nieftyczney CZ\ kat LXM= katowi LMX, prze-
to LM=LX, i tidykat LXM @3 troykatowi DCE, skad

DE:CE=XM:LM - - TM— CE-XM (g*+k*)
DE 2kg
cl= cx- Im= P+syW g'+*) CL.LM —
2gk
(k*x2—g2y2)(g2+kd _ k2+g2 C
~4k2g 2 4— 1 ze wzigwszy
iedne ledwo-nieftyczng za linig odcinkéw, i na tey

prowadzac przyftawy do jakiegokolwiek punktu Hy-
perboli rownolegte drugiey ledwo-nieftyczney, mno-
gos¢ dwoch takowych wfpét-ufzykowanych ieft fun-
kcya nieodmiennag. Z wierzchotka wiec A, pocia-
gnawfzy AH ré6-wnolegta CD, z witafnosci tréykatow
wypada CH—4 1l aze CL.LM=CU.AH— AU2, linia
J Il bedzie niby linig poréwnania, ktérey potega dru-
ga réwna fie wfpot-ufzykowanym wfpomnionym na
jakikolwiek punkt Hyperboli. Druga wtasno$é¢ Hy-
TERBOLI MIEDZY LEDWO-NIESTYCZNEMI.

Poniewaz Ci/=Ji£=1\/(g2+k2=Al1J, nazwawfzy
te linig iako ftateczng «, przytym CP'=x, P'M'=y;
z witafnosci drugiéy wypada nam zréwnanie' na Hy-
perbole miedzy ledwo-nieftycznemi yx-=a2 — - (C).
gdzie przyftawa bedac rowno-legtg CX, nie przecina
tylko w iednem rnieyfcu linig krzywa. Chcac ie-
fzcze doftapi¢ ogolnieyfztgo ~réwnania na Hyperbo-
Je miedzy ledwo-nieftycznemi, czyli chcac przyftaw
nie przywiezywa¢ do zadnego warunku, biore linig
jakgkolwiek 1K, i tey przez Al' poprowadziwfzy
rowno-legtg Q'M' przecinajgcg linia krzywag w dwéch
punktach, nazywam CQ'=t, Q’'M’'=u, a”podobieh-
ftwo troykatow P'M'Q', CiK daie mi naftgpuigce
proporeye;

< E4 , Kl:
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KJCI:Q'M"P'Q" - . . P'Q'""——i
* N K
cic
K1:CK::,Q M":P'M" - - - P’iM‘t==_KI =y
. i Cl
Aze CQ'=t=CP'-hPQ' - - mamy x==}— —3|~| wto-
y!

zywfzy te wartosci ?a x, y, w zréwnanie (C), o-
trzymamy:

Kl.t a*.KI*
uz2— -——- T =0 - - (D),

Cl CK.CI
pierwiaftki tego zréwnania tg dwa przeciecia Hy-
perboli w punktach M', Me aze linia Kl ieft nieod-
mienng réwnie iak CK, KIl, bo nie lezy na zadnym
punkcie linii krzywey, idzie zatem, ze mnogos¢
awoéch przyftaw nalezacych do iednego odcinku za»
warta w oftatnim terminie zrownania, ieft funkcyg

ftateczmj) czyli Q'M'.Q'M = Trzecia wta-
LK.L1
SNOSC HyPERBOLI MierZY LEnWO-NIESTYCZNEMI.
Drugi termin zréwnania (D) bedac rowny f«em”
. . . KI.t
nu¢ pierwiaftk6w daie nam Q'M'-rQJM= — — =

Q'0-, skad OM=Q'M "', gdy wiec cieciwa MIM ftanie
fie ftyczng linii krzywey, n.p. V-S punkt dotykania
lie Y, przypadnie w famym $rzodku linii -VS: aze
podtug wiafnosci Il1l. mnogos¢ dwdécji przyftaw do
teg6z fnmego odcinku nalezacych, ieft, nieodmienna*
rownaigc takowe mnogosci s ftyozitg ;do linii krzy-
wey roéwno-legig wfzyftkim innyml przyftawom,
wypadnie nam zréwnanie Q'M'.Q'M=b-, gdzie 6,
znaczy przyftawe dotykaigcs fie linij krzywey, co
nam pokazuie Czwartag wtasnos$é fIYPSR-BOi,i mie-
dzy let>wo-niestycznimi.

Te oftatnie wiafnosci ucza nas fpofobu prowadze-
ni3 ftycznych do Byperboli miedzy- Itdwo-nicftyczne-
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tni. Punkt bowiem dotykania fie lezy zawfze w $rzod-
ku linii do ledwo-nieltycznych prowadzoney, s takie-
go punktu Y pociggngwszy YT réwno-legltag ledwo-
nieftyczney CW, podobienftwo tréoykatéw nas prze-
konywa, ze iezeli VY=?VS, muli takze bydz 77=

\CV, i CT=\CS, skad tatwy fpofob znalezienia pun-

ktu V, albo S, a przeto oznaczenia ftyczney. A ie-
rf2x]ri

zeli podtug wiafn. Il. CT.TY= ——-, kladagc za
4

CT, ICS; za TY, {CV-, wypada CS.CF—g~"+k*~"
CD2, to ieft:

CS:CDh::CE:CV,
rownaigc te boki z wftawami katow im przeciw-
legtych, znaydz~m, ze kat CSD= katowi CEF, i kat
CDS— katowi CVE, a przeto linie SD, VE fg fobie
rO’WnO-leg*e. Piata wtasnosé¢ Hyperboli Miedzy

LEDWO-MIESTYCZNEMI.
Stawiwfzy fobie przed umyfl caty zbiér uwag te-
raznieyfzego rozdziatu, i upowfzechniwfzy niektére
doftrzezone witafnos$ci, poznamy tatwo, co nam ie-
fzcze do uwazania w liniach krzywych pozoftaie.
Uwagi ogélne' nadzréwnaniami 2go ftopnia poftuzyty
nam fzcze$liwie tlo poznania wfzyftkich witafnosci
linii zgo porzadku. Te wiafnosci nalezg do trzech
rodzaiow linii proftych maiacych fwe punkta poto-
zone na linii krzywey, to ieft: do cieciw, S$rzednic, i
Jtycznych, s ktorych dwie pierwfze przecinajgc linie
krzywe umiesci¢ fie mogg w iedney kiafsie,. przywo*
dzagc wfzyftkie wiafnosci do przecieé i ftycznych.
Chcac fie trzymaé tey famey drogi w dociekaniu przy-
miotéw linii wyzfzych porzadkéw, potrzebaby nam
bydz w ftanie rozwigzania tak doktadnie zréwnan
wyzfzych ftopni, iak ftopnia zgo, od czego iefteSmy
iefzcze dalekiemi przez niedolkonato$¢ Algebry.
Nie zoftaie nam wiec inna droga do przeniknienia w
rozleglé¢yfze wiafnosci linii jakichkolwiek porzadkow,
iak tylko upowfzcchnie tak daleko nafze mysli i
Ey " uwagi

o

Krotki
"o"dxidlu fd-
ferywindmpo
zoflat¢ iefzcze

1

liniach krzy
jOcic,cil
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uwagi nad liniami krzywemi, aby ieuczyni¢ niczawi*
mfleri od rozwigzania zrobwnan. Potrzeba nam wiec
teoryg S$rzednic i flycznych do iakiey wynie$s¢ ogol’
mosci, aby ta niepotrzebowata innych pomocy Alge-
bry, précz ogdlnych wiafnosci zréownan w Rozdziale
Il. Pierwfzcy Czesci Algebry wytozonych. A po-
niewaz otrzymaliSmy dwoiakiego rodzaiu ftyczne;
micdne nalezace’ do punktow linii krzywey w odle-
gtosci fkonczoney, drugie do punktow w odlegtosci
niefkonczoney; te za$ oftatnie fluzac tylko lamym li-
niom krzywym odnogi bez kohca majgcym, moga
enas nauczy¢ o iftotnym charakterze i podziale linii
krzywych na te, ktore fie w pewney rozlegtosci za-
mykaig, i te ktére fie roSciggaig bez konca, wypada
nam naprzod fté6fowac linie krzywe do ledwo-nie-
ftycznycb, i wyciggna¢ ogdlne fpofoby poznania ich
*0dndg, po czpm przyftgpiemy do poznania rozlegley-
fzego teoryi flycznych w odlegtosci fkonczoney, i
wfzyftkich witafnosci od niey aawHtyth. Nakoniec
r.atrudniemy fie roftrzafaniem przecie¢ w liniach iakich-
kolwiek porzadkow.

ROZDZIAL TRZECI.

Granice ilosci ciggle wzrastajgcych odmie-
niajac zwigzki zréwnan, prowadzg nas do po
znania Odndég nieskonczonych w liniach krzy-
wych, skad wypada podziat linii w kazdym
porzadku na rodzaie i gatunkh granice za$
ilosci ciggle ubywajacych odkrywaiag znako-
raitfze cechy Odndég skonczonych, i fpoféb
rownania wfzyftkich linii krzywych s kotem.
i- XVII.

dac za ciggiem uwag wytozonych -w poprzedzaig-
cych rozdziatach} nie mozemy nie przyzna¢, ze ro-
zezuanie
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zeznanie linii krzywych maigcych odnogi niefkonczo-
ne od tych ktére fie w odlegtosci fkonczoney zamy-
kaig, ieft naygtownieyfzem znamieniem do poznania
ich ryfunku. To za$ rozeznanie chcac fobie doftepne
uczyni¢ we wfzyftkich porzadkach, to ieft chcac ie
mie¢ niezawifle od rozwigzania zréwnan; potrzeba
nam fie zagtebi¢ w teorya granic, do ktérych fie od-
nogi niefkoriczone linii krzywych zblizaig. Granice
te  ktoreSmy ledwo-nieftycznemi nazwali, mufza
mie¢ takze fwoie podziaty i gatunki poditug réznych
wymiaréw ilosci odmiennych w zréwnaniu. Wyftaw-
my fobie rézne potegi ilosci odmienney x, tub kilku
na raz; odfungwfzy mys$lag takowe iloSci odmienne'
do oftatnich granic ich wzroftu lub ubywania, i po-
znawfzy ftan x w takowey granicy wzgledem ilo-.
sci ftatecznych i fkoriczonych, pozna¢ nam go iefzcze
potrzeba wzgledem innych ilosci odmiennych, i
wzgledem .ré6znych wymiaréw teyze famey ilosci,.
Wielcy Geometrowie nafzego wieku poezawfzy od
Newtona, podzieliwfzy fig naprzéd na zdania, zgo-
dzili fie potem na rézne ftopnie ilosci niclkonczenie
mwielkich, ktére im otworzylty niezmiernie rozlegta
droge wynalazkéw w Matematyce' wyzfz¢éy. Zapa-
trzywfzy fie na tyle nieprzepartych prawd przez
nich odkrytych,, nie mozna byto z wypadkdéw watpic
0 pewnosci wprowadzonych poczatkow. Ale tto-
maczenie takowych poczatkow tak zoftato ciemne' i
niezrozumiane w ich dzietach; iz zazdrofzczac ich
przeniktosci, trzeba byto ubolewa¢ nad lofem pra,
wdy, ze wydobyta z gtebi trudnosci, inatey liczbie
rozumow ftawata fie doftepng; a co nayzatos$nieyfza,
ze Geometrya bedac zawfze ftolicg oczywiftosci, po-
krywaé fie zaczeta zaftong, za ktorg ciezko fie byto
przedrzeé¢ rozumowi. Ktéz bowiem mogt kiedy zro-
zumie¢ iloSci niefkonczenie wielkie i niefkonczenie
mate podzielone na rézne ftopnie, niefkonczenie wie-
kfze wzgledem drugich niefkonczonych it.d? A prze-
ciez ten byt iezyk wprowadzony w dzielg wielkich
E ludzi,

tedw*-nieBy
~yCh prowa™
nij do te.
oryi granic,
wytyka ni¢
AN"Oma.
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ludzi, a znaczenie takowych ftow zoftalo w ciemno-
sci fwoiey az do czafow dwoch Geometrow Pary-
zkiey Akademii d’ Alembert i Coufin, s ktérych pier-
wfzy trafiwfzy fzczesSliwie na droge prawdziwego
znaczenia; zoftawit drugiemu chwate wytozenia w
catley mocy i Swietle naytrudnieyfzych poczatkéw
Matematyki wyzfzey. Obydwa atoli zoftawili ie-
fzcze wiele do czynienia w iafnem wytozeniu ro-
znych ftopni ilosci niefkoniczenie wielkich. Spodzie-
wam fie ze to, co mi diuga uwaga podata, bedzie
mitg dla czytelnika rzeczg, bo go przyprowa-
dzi naprzéd do wyftawienia fobie w ogdélnym obrazie
prawd matematyki wyzfzey; powtdrc; ze teoryag od-
noég niefkonczonych w liniach krzywych znaydzie da-
leko iasniey i mocniey wytozong, niz dotad byta.
Przeprowadziwfzy mys$lg ilo$¢ iakakolwiek od-

. mienng x, przez wfzyftkie wzrofty lub ubywania az

do fwoiy Sran‘cy (6m >e. Algebry); wiemy tylko z
wiafnych nafzych przypufzczeh i natury famych gra-
nic, ze ia potem zadna ilo$¢ fkonnczona nie moze
powiekfzyé ani zmnieyfzy¢: ale o naturze i innych
wiafnosciach takowey do granic odniefioney ilosci
nic fobie iafnego i oznaczonego nie mozéiny wyfta-
wic¢, iezeli te ilos¢ zwazamy famotng i oderwang
od wfzelkiego zwigzku; bo poznawania ilosci nie
moga bydz tylko wzgledne, to ieft przez poréwnani#
iey odmian z innemi iloSciami: maigc za$ zwigzek
ilosci odmienney z innemi iloSciami wyrazony przez
zréwnanie, i w niem odniofffzy te odmienng ilos¢
do granicy fwego wzroftu lub ubywania, wfzyftkie
ilosci ftateczne i (koniczone' ktore fag do niey dodani
lub odciggnione nie mogac iey wiecey zmnieyfzy¢
ani powiekfzy¢, znikngé przed nig mufza, i bydz
powinny wymazane z zréwnania: to zréwnanie
ftraciwfzy niektore terminy odmieni zwigzek, a z
nim catg warto$¢ i nature ilosci odmienney. No-
wa ta warto$¢ cale rézna od przefztey, uczy nas do-
piero o wiafnosciach granicy, do ktdrey fie ilos¢ w
fwych
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fwych odmianach zblizata. Niech bedzie zréwnanie
Ax+By+C—o0, w ktérem x, vy, fg odmiennemi; A, B,
C za$ funkcyami iloSci ftatecznych; odniéftfzy x, y,
do fwych granic, czyli iak méwi¢ zwykliSmy uczy-
niwfzy >e nieikoiczonemi, C w por6éwnaniu ich zni-
knie, i zrownanie fig zamieni na Ax+By— 0, daigce'
nam zwigzek dwoch odmiennych x, y, cale infzy od
przefztego, to ieft zwigzek ten, do ktérego fie piei*-
wfze zréwnanie przy uftawicznym wzroscie ilosci
zblizatlo. To co mowiemy o ilosciach wzraftaigcych,
fluzy réwnie ilosciom ubywaigcym czyli zblizaiacym
fie do drugiey granicy zero; sta roznica, ze iako w
pierwfzym przypadku terminy ztozone s funkcyi fta-
tecznych nikng przed odmiennemi, tak w oftatnim,
terminy ilosci odmiennych nifzczeig przed ftateczne-
mi. S tych uwag wypadaig naftepuigce prawdy:
Naprzd(U ze odnolzenie ilosci odmiennych do fwych
granic nic nas nie uczy w funkcyi, zoftawuigc w nds
wyobrazenie' ciemne i obigkane' o naturze takowych
odmian-, a przeto ze takowy fpoféb poznawania ieft
wiasciwy famym zwigzkom i zréwnaniom. Poiutore:
ze fpoféb takowy uwazania, nic innego nie ieft, tyl-
ko fztukg rozumu barzo fzczesliwg do przerabiania
iednych zwigzkdéw ilosci na drugie, fztuka wyciag-
gniong z gtebokich uwag nad witafnosciami ilosci od-
miennych.

Pamietni o poczatku wytozonym w §. 27. Alge-
bry, Zze*natura ilosci zalezy na iednoftaynosci wy-
miaru, wnie$¢ powinnismy, ze w zréwnaniu zamy-
kaigcem ilosci odmienne" r6znego wymiaru, kazdy
ftopien mie¢ powinien inng granice, do ktérey fie w
fwych odmianach zbliza: iakie te granice rozrdznié
i znalesdz w zréwnaniu iakiegokolwiek ftopnia - -
jixm+Bxm~I+Cxm—1-+ i t. d. - - Na ro-
zwigzanie tey trudnosci przypomniymy fobie pocza-
tki 8. 19. Algebry, rozdzieliwfzy pytanie teraznityfze
na dwa przypadki: to ieft kiedy w zréwnaniu poda-
nem wfpoét-czynniki A, B, C, i t.d. fa funkcyami fa-

mych
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mych ilosci ftatecznych; powtdre: kiedy tez wfpodt-
czynniki zamykaig drugg ilos¢ odmienng y. Co do.
pierwfzego: zréwnanie podane' ftopnia tn, zamyka™ m
pierwiaftkow, s ktérych kazdy daie warto$¢ x przez
funkeya ilosci ftatecznych. Tyle wiec s tego zré-
wnania wypadnie zrownan pierwfzego ftopnia, ile
m ma iednosci. Wyftawmy fobie takowe zrownania
wyrazaigce pierwiaftki x, t-a— o, -b—o, --
yv+c=o0. i t. d. GdybySmy teraz w kazdem S ta-
kowych zréwnan, x odniesli do fwey granicy* ilosci
ftateczne a, b, c, i t. d. caleby znikly, nie zoftawi-
wfzy tylko fame odmienng X' te ilosci odmienne
mnozac przez fie, wypadtby nam tylko fam naywyz-
fzy termin zréwnania podanego Axm— (y, wfzyftkie
za$ terminy inne caleby odpadty, bo te terminy po-
wftaty w zréwnaniu przez mnozenie ilosci odmien-
nych s ftatecznemi, ktére w granicach nikng. Wiec
W zréwnaniu zawicraigcem ilosci odmienne rdznych
wymiaroéw, odnofzac te ilosci odmienne do fwych
granic, wfzyftkie terminy nizfzych wymiarow mkna
przed wyzfzemi. Oftrzegamy lobie, ze ten przyktad
wzielismy tylko dla obiasnieuia barziey mz dowo-
du, zeby nam kto przeciwienftwa W nafzych rozu-
mowaniach nie zarzucit, na ktére my mamy pilng
uwage. Poyd/.my iuz do drugiego przypadku wy-
ftawiwfzy fobie ze w zrownaniu podanem A, i, t,
i t. d. fg funkeyami drugiey ilosci odmienney w tym-
ze famym wymiarze: gdybySmy byli w rtame ro-
-zwiaza¢ takowe zrownanie, i wyrazie x przez tun-
keya y i przez ilosci ftateczne, w kazdem za$ tako-
wem pierwiaftku odniéflfzy x, y, do fwych granic;
otrzymaliby$Smy terminy zamykaigce x wymierne,.*
funkeya y z znakiem pierwiaftkowym tego ftopnia,
w ktorym fie * znaydowato: rozebrawfzy lelzcze
terminy pod znakiem pierwiaftkowym na fwe mno-
zniki, i w nich wymazawfzy iloSCi rtateczne dodane

lub odciggnione, przyfzlibySmy do pierwiaftkow ,
ktore
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ktore przez mnozenie wydadza fame terminy wy-
miaru naywyzfzego. Wezmy za przylttad zréwna-

L ex+c dx2-t-bx-ha
nie igo porzadku y™+ ~ j-y = — o cemmem

y, ex+c _ **+te+a ] uczy.

niwfzy x=|> y=I> zoftaie fiey-+— =%+ - - -
2S

----- *x , gdzie iefzcze i b zniknie,

€X i "fd
zoftawiwfzy y+~=+£xVr(—j - —)j pierwiaftek ten

fam, ktéry wypada s terminéw naywyzfzego wy-
miaru fy*+exy+dxt=o0. Cdyby prawda ta nie iasniey
fie wydawata w og6lnyrn widoku wtafnosci zré-
wnan, moglibySmy ia do nayscislé¢yfzego dowodu
przyprowadzi¢, ktory kazdy tatwo ogarnie wyftawi-
wfzy fobie, ie funkcyg pod znakiem pierwiaftko-
wym zamykane fame terminy z iloScia odmienng
n.p. y, po zniknieniu wfzyftkich innych terminéw
ftatecznych, nie moze bydz innego wzoru tylko Aym
-tBym~1+Cym~2 - - «~Ey=y(Aym~I+Bym--+Cym-z
- - +E), w ktorey znowu £ w poroéwnaniu innych
zniknie, zoftawiwfzy funkcya y-(Aym~t-i-Bym~3+
Cym~4 ‘' +P), Sdzie znowu D zniknie; i tak to ni-
fzczenie termindw ciggnac¢ fie bedzie poty, poki wfzy-
ftkie nizfzych wymiaréw terminy odpadizy, nie zo-
ftawig famego naywyzfzego wymiaru Ayni, Aze
zréwnanie podane iakiegokolwiek ftopnia, powinno
takowe zofta¢ przy oftatnich granicach odmian, ia-
kieby wypadto s pierwiaftkéw ie fktadaigcych i od-
niefionych do tych oftatnich granic; przeto w zré-
wnaniu iakiegokolwiek ftopnia odniéflfzy ilosci od-
mienne do oftatnich granic wzroftu, wfzyftkie' termi-
ny nizfzych wymiaréw nikng przed terminami wy-
miaru naywyzfzego; odnio6flfzy za$ te ilosci odmien-
ne do



*0 Geometryi wyzsze?

ne do oflatnich granic ubywania, terminy Wyzfzych
wymiarow nikng przed terminami wymiaru nayniz-
fzego. Druga, te cze$¢ teraznieyfzego twierdzenia ta-
two ieffc barzo s tych famych poczatkéw dowiesdz.
Zagtebiwfzy za$ mysl w fame metafizyke granic, ta-
two poymiemy ro6zne ich ftopnie i porzadki tak, iak
i w ilosciach fkonczonych; co nam barzo dobrze ob-
iasniaig linie krzywe': iezeli bowiem granica iloSci
odmiennych wprowadza nowy zwigzek w zréwna-
nie, a przez to pokaznie nowa linig krzywg, do kto-
rey fte linia podana zblizata; ta nowa linia bedac
granicg pierwfzey, moze mie'¢ takze za granice inng
linig, a przeto odnioftfzy ig znowu do fwe'y granicy,
iloSci odmienne' ftang fie powtornie nicfkonczenie
wielkiemi, a czem byty w pierwfzey granicy ilosci
ftateczne wzgledem odmiennych, tem beda w grani-
cy drugiey ilosci odmienne pierwfzego ftopnia wzgle-
dem ftopnia wyzfzego: tak dalece, ze iako nie "ieft
zadna nieprzyzwoitoscig wyftawic¢ fobie fzereg granic,
przez ktory linie krzywe znizaigc fie w porzadkach,
przechodzg, owfzem zdaie fie bydz konieczng wita-
fnosScig rozlegle ogarnionych odmian, wnofi¢, ze linia
krzywa ktora byta granica pewndy linii, moze miec
takze fwore granice, i ta nowa takze fwoie, tak nie
ieft zadng nieprzyzwoitoscia wyftawi¢ fobie rozne'
porzadki ilosci niefkonczenie wielkich.

A, CO>00* CO CO4,CO5, CO* - - 00" ©
ten poftep zaczyna fie od ilosci ftatfczney A, i kazdy
termin poftepu niknie przed nnftepuigcym W zro6-
wnaniu. Skad tatwo nam ieft zrozumie¢ co znacza
w dzietach- Geometrow ilosci niefkohczenie wielkie,
niefkonczenie wiekfze od innych niefkonczonych: Zai-
fte iezyk nnfz na iafftych zafadzony obrazach te fa-
me znaczenia w innych zamyka (towach; i co Geo-
Ceometrowie mowig, ze COZ2 ieft niefkonhczenie wie-
kfzem od co; CO3 iefzcze niefkonczenie wiekfzom
od CO*' it d. to my wyrazamy, ze granice drugie

ilosci odmiennych pifzefzeddfzy wfzyftkie wzrofty
fltenczone
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flconczone, i wfzyftkie wzrofty granic pierwfzych, nic
moga bydz powiekfzone ani zmnieyfzone zadna4lo-
$oia°lkonczong, ani zadng iloscig s pierwfzyeh granic;
a przeto iak ilosci flconczone, tak iloSci granic pier-
wfzych nikng przed niemi: toz famo twierdzi¢, po-
winniSmy o granicach drugich wzgledem trzecich, o
trzecich wzgledem czwartych, i ogélnie wzgledem
granicy m, o wfzyftkich ig poprzeyzaigcych. Te'
atoli wiafnosci nie fluzg tylko réznym potegom tey-
ze famey iloSci: bo iezeli n.p. zréwnanie zamyka w
fobie rézne' potegi x, i oprécz tego potegi y, z, i in-
nych wiecey ilosci odmiennych; wfzyftkie potegi niz-
fze nikna przed potega naywyzfza x, w fwoiey gra-
nicy; tak iako potegi y przed naywyzfzag potega
y, ale zadna potega nizlza y nie moze nikng¢ przed
potegg wyzfza x, ani potega z przed potegami wyz*
fzemi x albo y. Potega bowiem pierwfza y albo
2, moze bydz réwng wy'zfzym potegom x, a przeto
w granicy wzroftu znikng¢ przed niemi nie moie.

Wyftawmy fobie teraz utomek — bedacy funkcya
: B

ilosci odmiennych wzraftaigcych: iezeli w nim A za-
myka wyzfzg potege ilosci odmiennych iak B, w
poréwnaniu tego utomku ilosci fkoriczone nikna¢ be-
da w granicy wzroftu; iezeli za§ B zamyka wyzfzg
potege iak A, utomek taki zniknie przy iloSeiach
fkoniczonych, a maiac fzereg utomkoéw, ktérych mia-

nowaiki rofng w potegach ilosci odmiennych n.p.— _
B x

C E G U L .
e + - - ; iezeli liczniki fa ie-

~Dx- Fxi Hx4 Wxn
dnego wymiaru z ewfpdét-czynnikami mianownikéw,
przy granicy wzroftu x, wfzyftkie utomki znikng

przed pierwfzym _B , ilako przed niyniifzg potega
X

mianownika: tak wiasnie iak naaige fzereg poteg
F wzrafta-
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wzraftaigcych w iakiemkolwiek zréwnaniu Ax+fiy+
Cxy+Dx2-hEy't+Fx31- i t. d. =0, gdzie ilosci od-
mienne x, Yy, ubywajg; o&dniofifzy ie do oftatniey
granicy fwego ubywania, wfzyftkie potegi wyzfze'
tego zrownania znikng przed naynizfzg, zoftawi-
wfzy Ax+Qy— o.

Sm XVIII.

Te’ poczatki prowadzg nas do barzo wazney i ro-
zlegtey teoryi linii krzywych. Maigc zréwnanie ia-

kiegokolwiek ftopnia P+£)+.R-I-S - - - -t-K= 0. w
ktorem F ieft funkcya dwdch ilosci odmiennych wy-
miaru nj Q funkcyag tychze ilosci wymiaru n— ;; R

wymiaru n— 2; S wymiaru n—j; i t. d. te ilosci
wzraftaigc lub ubywaiac zblizaig fie do iedney z
dwéch granic, i poddaig nam dwa gatunki dociekan
cale rozne i oddzielne: zaftanéwmy fie teraz nad
pierwfzym wypadajacym z wzroftu tychze ilosci.
Scigainc mys$lg takowe wzrofty ilosci odmiennych az
do oftatnich granic, terminy nizfzych wymiarow zni-
kng przed terminami wymiaréw wyzfzych, a zré6-
wnanie. podane wyrazaigc linig krzywa, odmieni fie
w tey granicy na zrownanie! cale infze, wyrazaiace
nature linii proéftey lub krzywey, do ktérey fie linia
podana zblizata. Nowa ta linia, ktérgémy ledwo-
nieftyczng nazwali, zawarta ieft w terminie naywyz-
fzego wymiaru. A iako natura linii zawifta od na-
tury pierwiaftkow, roftrzafaigc pierwiaftki lub mno-
zniki terminu wymiaru naywyzfzego, dowiemy fig
naprzéd s pierwiaftkéw rzetelnych lub uroionych czy
takowa linia ieft podobna lub nie; powtdre, iakiego
ieft porzadku i natury. A iako ciag linii krzywey
zawili od ciaglych wzroftow wfpot-ufzykowanych
maigcych zawfze wartos¢ rzetelng az do oftatnich
fwoich granic; przy tych za$ granicach te wfpot-
ufzykowane zoftaig fie przy wartoSciach zawartych
w famym terminie naywyzfzego wymiaru; iezeli te
wartosci w terminie naywyzfzego wymiaru ftaig lig
uroione,
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uroione, wnoli fie oczywiscie, zc te' wzrofly rzetelne
w pewney odlegtosci ikonczoney uftaty, a z niemi
ciae Ii*1* krzywey; a przeto ze linia krzywa nie
inaiac zadnych granic i ledwo-nieftycznych podo-
bnych, nie ma odndg niefkonczonych. Podobieaftwo
wiec lub niepodobienstwo ledwo - nieftycznych nau-
czy nas, czy linia krzywa ma odnogi nieikonczone
lub nie: to za$ podobienftwo zawarte' ieft w naturze
pierwiaftkéw lub mnoznikéw terminu wymiaru nay-
wyzfzego. Cala wiec uwaga nafza zatrzymac fie
powinna nad mnoznikami terminu P naywyzfzego
mwymiaru w zréwnaniu nayogdlnieyfzem P+Q+R+S
. . A.y-0-, iezeli P zawiera wfzyftkich mnoznikow
uroionych, co bydz nie moze,tylko kiedy zréwnanie
ieft ftopnia parzyftego; wzrofty ilosci odmiennych
nie maigc zadnych granic, uftaty w odlegtosci ikon-
czoney; i linia krzywa takowem zrownaniem opifa-
na nie ma zadnych ledwo-nieftycznych, ale cala fig

zamyka w odlegtosci fkonhczoney. _
Przypusémy ze P zawiera iednego mnoznika rze-

teinego p=aij— bx, wfzyftkich za$ innych uroionych,
ktére? wyrazemy przez M- M bedac wymiaru n— i:
zréwnanie wiec podane bedzie:

pM+Q+R+sr+ m oi P— =Q R |\§ - - XI-
poditug pierwfzych warunkéw przywigzanych do ka-
zdego" terminu zréwnania podanego, Al bedac iednego

n
wymiaru z 0; utomek ~ nie ma zadnego wymiaru:
- Af

R S
we wfzyftkich za$ innych utomkach— —itd; wy-

miar mianownika tem ieft wiekfzy od wymiaru li-
cznika, im terminy fa odlegleyfze: wiec odnioftizy
ilosSci odmienne do oftatnich granic podtug wyz.fzych
poczatkéw; terminy wfzyftkie znikna, zoftawiwfzy

p— — ~ - - - (#), a przeto zréwnanie (a) wy-
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rdza ledwo-nieftyczng, do ktérey fie linia podana w
takim przypadku zbliza', i w ktorg fie przy oftatniey
granicy zamieni. Ale kiedy dwie ilosci odmienne
x, y, ftang fie u oftatnich granic nieikonczoneini,
ftofunek ich bedzie koniecznie ftéfunkiem fkonczo-
nym, zawieraigcym w fobie kondycyg do wprowa-
dzenia w Q, M, azeby te' funkcye nalezace przedtem
do linii krzywey podaney, przywigzac¢ teraz do iey
tedwo nieftyczney. Stofunek ten wyciggng¢ nam po-
trzeba z zrownania p=c.y—bx, ktore rozdzieliwlzy

przez ax, otrzymamy —= —-+ — , odnioflfzy x do
X a cix

’

fwey granicy, v zniknie* a Il6funek iloSci ochnien-
ax

b ,
nych bedziey—= —: nalezy wiec w Q, M, wiozyé
X a

b za y, d za x; a tym fpufobem zréwnanie (a.)
wyrazi liniag profta bedaca ledwo-nieftyczng linii
krzywey podaney.

Przyktad: Niech bedzie zréwnanie' ua linig krzywa
y3—x3— 2ax2—c2=0; znofzac ie z zrébwnaniem ogol-
item, mamy i/3—*3—p; "nx2= — 0O, ¢c-=—R-, po-
niewaz y3—xi=(y—x) (y*+yx+-xl) przeto M=y*
-Hpr-toc*, ciy—bx—y— x, to ieft a=b=i:

y*+yx+x*" X

p= i = Frex 2 Y —xs wéoZ}(wrzx Wi%c w

_ ) . za
___________ i y=h x-i, W%Q/ad‘a y~ 3 czy-

H }y—}x—2a=0. zrownanie na linig proftg ktéra

ieft ledwo-nieftyczng linii krzywey podaney.
Ledwo-nieftyczne profte bedac granicami pewnych

linii krzywych, nie tak nam doktadnie daig poznaé

ich nature, iak inne linie krzywe, iuz nam skad inad

znane. Tamte' bowiem nie uczg nas doktadnie o li-

czbie odndg niefkoniczouych linii podaney; gdybySmy

za$
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z<i$ wiedzieli ze linia krzywa md za granice inng li-
nia krzywg prosckyfza; znaigc tey oftatniey wlatno-
sci i liczbe odnég nielkonczonych, przyfzlibysmy ta-
two do poznania odndg nieskonczonych linii poda*
ney. Potrzeba nam wiec od ledwo-nilitycznych pro-
ftych przyisdz do poznania ledwo-nieftycznych krzy-
wych, to ieft znalazifzy linig profta iako ledwo-nie-
ftyczng linii podaney, fzukaé nam iefzcze potrzeba
inney linii krzywey, ktéraby miata tez linig proftg
za ledwo-nieftyczng, .a tak maigc dwie linie krzywe
maiagce iedne Ip6lng granice, wnieS¢ mozemy, ze ie-
dna s tych linii krzywych ieft granica drugiey: zs-
wfze za$ linia proscieyfza lub nizfzego porzadku ieft
granicg linii zawikleyfzey. Przekonywa nas o tey
oftatniey prawdzie teorya granic, biorgc bowiem ilo-
sci odmienne za niefkoiczone, w poréwnaniu ich
terminy niektére odpadaig w zréwnaniu, i znizaig ie

o pewny ftopien; i lubo ta prawda znayduie fwoie
wyiecia, iednakowéz okazuie fie w wiekfzey liczbie
linii krzywych: a rozumuigc z ogélney uwagi i z

wiafnosci zréwnan w §. 20. Algebry wytozoney;
twierdzi¢ mozna, ze linia krzywa iakiegokolwiek
porzadku moze miec za granice linie krzywe wfzy-
ftkich porzadkéw nizfzych.

lukimze za$ Ipofobem od ledwo-nieftycznych pro-
ftych przyisdz do krzywych? zalezy to od przerobie-
nia zrownania podanego na inne, w ktéremby u ofta-
tnich granic ilosci odmiennych wigklza liczba termi-
néw ocalata. lezeli bowiem dwa pozolbite terminy
P+Q— o0 zréwnania podanego daty ledwo-nieftyczng
proftg; zoftawiwfzy ich n.p. trzy;, otrzymamy linig
krzywa, ktora bedzie ledwo-nieftyczna linii podaney.
Na ten koniec przenieSmy o0$ na fame ledwo-niefty-
czng profta: na czem zytkamy naprzéd, ze w grani-
cy linii krzywey nie obie razem wfpot-ufzykowane
ftang fie nieikoriczonemi, a przeto nie wfzyftkie ter-
miny nizlzych wymiaréw znikng przed terminem
wymiaru naywyzlzego: powtore ze o$ ta bedac ra-

JFj zem
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zem osig linii krzywey fzukaney, a zamknietéy w
zrownaniu P-l-Q-t-.R-t-S - - +U~0 - - (X), potrafie'my
za pomocag rachunku irozumowania przenie$¢ wfpot-
Hfzykowane do iey odndg. Chcac nowe te wfpot-ufzy-
kowane wyrazi¢ przez funkcyg dawnych; wezmy na
fig. 2g. linia AR za 0$ nowa, czynigca z osig prze-

fztg AL kat LAB, ktérego Stycz.— —, a przeto

Wltawa=  -----------—-- : Doftawa = --------———--—- ldzie
V (a-+b1)

nam teraz o zamiane wfpot-ufzykowanych AP =x,

PM—y, .na AR—i, B.Vf=u. Poprowadziwfzy DP

réowno-legta MB-, PC rowno-legtg ASj mamy DP=

AP WJi.PAD=*-o i AD= _ )
\S(a%b-)

PM.WJ}#PMC= -----— ——-; MC— -—--l ; aprze-
N(at+b*) V (an-i-bl)

to i=AB= u— MC— PD—
\f(al+bz) (a*+b¥*)
dwoch tych~zréwnah za pomoca eliminacyi otrzyma-

nt— bu nu+bt .
t/= ; kladac wiec w

zréwnanie (X), za x, y, dopiero znalezione warto-
$ci, przerobiemy ie' na inne miedzy t, 1. Zeby$my
za$ to przerobione; zrownanie w catey wyftawili o-
gblnosci, nalezy nam w wartoSciach kazdego terminu
zamkng¢ wfzyftkie mnogosci z t, u, fldadaigce pote-
ge kazdemu terminowi wtasciwg. Dla uprofzczenia
iednak rachunku wfzyftkie wfpot-czynniki P wyraze-

my przez x- wfpét-czynniki f) przez Hprzez vy,
S prze co nic nie narufzy ogélnosci dociekan; be-
dzie przeto:

P— &tn—xu+ &fn-2M=+~ettn~3u3+ x fn—4u4-- i t. d.
0o — fi & t"~*U+ fi - 3ul+ 12in-4MB+ i t. d.
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R= y!"'l+y}{" =304 }.f"-4u24 vy td. o - - (Y).

S= Atn~-3+ Atn~4u-t At”- s5U*+ At?~6u3+ it d.

T= ttn—A+itn~5u+ etn 6u*+ etr~iu3+- i t.d.
wuzywaniu tych wartosci potrzeba nam mieé¢ wzglad
na liczbe mnoznikéw uwazanych w P: t¢ mnozniki
wyraza¢ bedzie ilos¢ odmienna u; tak dalece, ze ieze-
li P zamyka iednego mnoznika rzetelnego, wezmie-
my z wartosci na P termin pierwfzy ain~Ilu, gdzie
u wyraza nam tego mnoznika; i dla tey' ci to przy-
czyny wW P nie wchodzi termin &tn. lezeli w P u-
waza¢ bedziemy dwéch mnoznikéw réwnych, we-
Zmiemy z P termin n~2utj iezeli trzech mnozni-
kéw réwnych, termin cttn~3u3, i t. d. co famo ma
fe rozumie¢ o funkcyach Q, R, S, i t. d. iezeli ta-
kowe mnozniki zamyka¢ beda.

Wroémy fie teraz do pierwfzego przypufzczenia
w zréwnaniu (X); uwazaliSmy w iego terminie P
naywyzfzego wymiaru, iednego mnoznika rzetelne-
go, i otrzymaliSmy zréwnanie na ledwo-nieftyczng
'p+j2=o0, to zrownanie' w nowych wfpol-ufzykowa-
nych wypada # tn~*u+ /3tn~'=0, f bowiem Itawfzy
lie nieflionczonym, wfzyftkie' terminy w P znikng
przed pierwfzym; i wfzyftkie takze w Q przed y3f’-1
znikng, zoftawiwfzy atn~lu+ @f'~x=o0, czyli - -

u= — ~ =c, zréwnanie na linig proftg réwno-legla
u
osi. S tego trzeba nam przyisdz do zréwnania na
liniag krzywg przez naftepuigce rozumowanie: termi-
ny w P, Q, i terminy nizfzych wymiaréw R, S, T,
i t. d. dla tego powinny byty znikng¢ w granicach
ilosci odmiennych, ze nie nalezg do natury ledwo-
nieftyczney proéftey, ale tylko do punktéw linii krzy-
wdy podaney. lezeli niknagce te terminy utrzyma-
my, wprowadziwfzy na u takag warto$é¢, iaka mu
w granicy fluzy; zamieniemy zrownanie (X), na ta-
kie, iakie bydz powinno przy oftatniey granicy, co
F4 > do M
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do iv, a wprowadziwfzy znowu kondycya nalezyty
na t, iezeli to zréwnanie' bedzie wyrazac linia krzy-
wa, ta bidzie granicg linii zamknigtey w zréwnania
(X), kiadac wiec we wfzyftkie nikngce terminy za
u, cmmza —u—c¢, otrzymamy:
(u— c)tn~ I+n~z(RQ+- /iC-+-y)+-tn~3(dC3A-0Cl+yC I )
+{n~4(ar4dh/Qc',-i- i t. d.) mmi t. d. -F=0, V bedac
funkcya fa nych ilosci ftatecznych - - (2).
Zrownanie' (Z) iuz nie ieft na linia krzywg podana,
ale na inng linig krzywa maigcg ledwo-nieftyczng fpdl-
mag z liniag podang. Rozdzielmy ie cale przez tn~1I,
i wfzyftkie wfpdt-czynniki ftateczne wyrazmy przez
A', B, C’, i t.d. wypadnie nam:

Ue ot o 2 Voo (@)

t - 13 14 -1

odnioftfzy teraz t do fwe'y granicy, wfzyftkie potegi
t wyzfze w mianownikach, znifzcza terminy naftepu-

iace po — iako potedze ndynizfzey, i zoftanie fig zré-

. . A’ ) .
wnanie na ledwo-nieftyczng u—c-t-—— =o0. Kktdre ze
nalezy do Hyperboli miedzy ledwo-ni:ft\ czne'mi, uczy

» | Al .
rvas tego §. itf* aze zrownanie u—ct-— =0 wyraza

tylko dwie odnogi nic/kohczone w Hyperboli, dowo-
dzi nam, ze linia iakiegokolwiek porzadku opifana
Zrownaniem (X)y maigc tylko iednego mnoznika rze-
telnego w Pi ma dwie o.daogi. niefkohczan¢ miefza-
irfce fie z dwiema odnogami Hyperboli w granicach
ilosci odmiennych: znaigg wiec potozenie odndg hy-
perbolicznycb, widzemy zaraz iakie takze miee po-
winny potozenie odnogi nietkohczone linii podaney.
Gdyby drugi termin w zréwnaniu (Z') nie znaydc,-
wat fie, co fie przytrafi kiedy «,c-4fi'+y~o0, na teo

czas termi.nE bedzi.e_ naywiekfzym, przed ktérym
" wfzyftkie
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Wfzyftkie naftepuigce znikng, zoftawiwfzy zréwna-

nie na ledwo-nieftyczng u— e-f~-— =o0; a iezeli ie-
fzcze B'=o0, zrownanie' na ledwo-nieftyczng bedzie

u_c-l—gl--o, to ieft: w przypadku znikniema kto-

t3
rych terminéw, bra¢ potrzeba zawfze naftepuigcy,

ktéry z u—c da zrownanie na ledwo-nieftyczng; a
gdyby wfzyftkie' po pie'rwfzym znikty, zoftanie fie
u— c=o0 na linig proftg rowno-legtg osi, ktéra w od-
legtosci niefkoriczoney zmiegfza fie z linig krzywy
podang. Sczego fie pokazuie, ze im niedoftateczniey-
fze' ieft zréwnanie (Z') co do liczby terminow, Kkie-
dy cale wfzyftkie nie znikna; tem linia krzywa be-
daca ledwo-nieftyczng linii podaney, ieft wyzfzego
porzadku.

Przyktad. Szukaymy ledwo-nieftyczney krzywey,
linii zamknietey w zréwnaniu y3—x3— idx2— c2—
(y—x) (yz+yx+x*)— 2dxl—cz=06 : poniewaz w tera-
dnieyfzym przyktadzie a— i, b =i; ftyczna kata LAR
na fig. 28.=/, to teft kat nowey osi s przefzitg ieft

. t—u u+t ., ]g'
4j°. a przeto xX= — —, y— -——-- ; whlozZywfzy za x,
VA2

Vz
y, te wartosci w zréwnanie podane, zamieniemy ie

naGtZu-\-zuS zdt2— idtu+zdu?2

z\f2 . *
w oftatniey granicy zu3 zniknie przed 6t2u, i zofta-

c2=o0.

nie fie —— —di2=o0. - - ) wilozywfzy za u
z i

te Warto$¢ w terminy nikngce zréwnania przed-

oftatniego; i rozdzieliwfzy ca<? przez t2, otrzymamy

4d2 td3 " rf3.2V"A2—zc2.vz

iu—dV z + o.
3 v 9t* 27t3
a odnioflfzy t do oftatniey granicy, wypada —
av.z-4------- = 0. Zréwnanie na Hyperbole, ktorey

Fj- dwie

i ‘g, »e
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dwie odnogi niefkonczone miefzaig fie z dwiema od-
nogami linii podaney w oftatniey granicy ilosci od-
miennych.

$, XIX,

Niech termin naywyzfzego wymiaru P zamyka
dwéch mnoznikéw rzetelnych; te mogac bydz réwne,
lub nieréwne, rozdziela3 uwage nafze na dwa przy-
padki. Niech nafamprzéd dwa te mnozniki bed;j
nierowne p=ay—bx, g=cy—dx, P=(ciy— bx)(cy—
dx)M, M bedac wymiaru n—z, idgc za tern famem
rozumowaniem na kazdego w fzczegélnosci mnozni-
ka, iaki¢gosmy uzyli w §. poprzedzajgcym, znay-.
dziemy na ledwo-nieftyczng odpowiadajaca p, zré-

wnanie, p = - —-——— , aze w oftatnich granicach
(cy— dxIM
u n _9\ .
wzroftu - = —; przeto jj= ---—----- , pdzie iefzcze
X a (cb— da)M

W Q, M, ktasdz nalezy b za y, a za x: tym fpofo-
btm przyidziemy do ledwo-nieftyczney proéftey, s
ktérg fie linia krzywa w odlegtosci nielkohczoney
amiefza; przerobiwlzy wfpét-ufzykowane x, y, na f,
u; i fzukaigc ledwo-nieftyczney krzywey tym famym
fpolobemiak w §. poprzedzaigcym, znajdziemy zro-
wnanie na dwie odnogi Hyperboli wzoru u—c+-
A =o0. Drugi mnoznik gq=cy~dx przyprowadzi

nas do zréwnania na ledwo-nieftyczng - - -

q= =9 _71 afeV¥ r= ﬂ 1, w oRatn™® zas
(ay— bx)M X cC X
, o n d ~~Q .
granicy i- = przeto <3= gdzie w Q,
X c (ad— bc)M

M, witozy¢ nalezy d za y, ¢ za X, CO nas przypro-
wadzi naprzéod do drugiey ledwo-nieftyczney pro-
ftey; ta za$, przerobiwfzy wfpot-ufzykowane x, vy,
na t, Uf do drugich dw6ch odnog Hyperboli; przeto
linia krzywa opifana zréwnaniem P+Q+R-t~s -«
-}-Lfc=o.
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AN U=o0. w ktorem termin P naywyzfzego wymiaru
zamyka dwéch mnoznikéw rzetelnych nieréwnych;
ma cztery odnogi niefkoriczone, miefzaigce' fie s czte-
rema odnogami Hyperboli w oftatnich granicach ilo-
sci odmiennych.

Niech iuz P zamyka dwoéch mnoznikow rzetelnych
rownych, czyli niech bedzie p=q, a zréwnanie na
linia podang wyrazi fie: (ay— bx)2M-\-Q+R-+-SX-T * -

U=o li —bx)l-h -J — ;
4 - . - - -+ + o >
, czyl (ay X) e i »

T .
- = 0; Af bedagc wymiaru n— 2, widzemy oczywiscie

Af N

ze — zoftawfzy bez zadnt*go wymiaru, nalezy do
M

ledwo-nieftyczney; lubo za$ w - licznik przewyzfzg

Af
iednym wymiarem mianownika, nie moze iednak --

u oftatnich. granic fta¢ fie nielkoriczonem, bo gdyby
t$k byto, wfzyftkie terminy zréwnania zniktyby przed

nim, zoftawiwfzy - =0, byloby wiec - razem gra.
Af M

nicg rofnacych i ubywaigcych ilosci, co ieft przeci-
wne wfzyftkim rozumowaniom. Nie tylko za$ ta
razgca meprzyzwoito$¢, ale nawet pierwfze poczatki

teraznieyfzey teoryi przekonywajg nas, ze © nalezac

réwnie do ledwo-nieftyczocy, iako i (ay—bx)Ul ie-

den mnoznik zbywaigcy w ~r, bedzie funkcya x, vy
Af

na wfpot-ufzykowane npwey linii rodzacey fie z li-
nii podaney w granicach, Zréwnanje na te nowa li-

p p
nig (fly—bx)-+ ~ +— — °5 iezeli fi? nie bedzie ma.

Ftf . gfo
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glo rozebraé na dwa wymierne pierwfzégo ftopnia,
wyraza linig krzywa drugiego porzadku, ktéra fie
zmiefza w granicy wfpét-ufzykowanycli, z linig po-
dang. Zeby$my te linia w proscieyfzym otrzymali
wyrazie, i wfzyftkie fzczegdlnosci do teraznieyfzego
przypufzczenia przywigzane poznali, odmienmy zno
wu wfpot-ufzykowane x, y, na t, u, kltadagc x= * -

at— bu au-bbt
Tip+S? “= 772~ ? *wli,,lk,e 8§ popr“ ,lza-
igcégo warunki utrzymawfzy, bedzie:
P= atn~2u2-b x tn-*ufi-b i t. d.

-b @tn-*u+ @tn-Su'-b i t. d.
R= ytn~x + ym~hl + ytn~*U2-b i t. d.
S= J[tn-3 + Ain~*u-b J[tn~5u2-b i t. d.

-+ i t. d.

iezeli P zamyka dwdéch mnoznikéw rownych, wfzy-
ftkie za$ terminy naftepuigcych wymiarow Q, R, S,
znayduig fie, i zadnego takiego mnoznika nie zawie-
raig; wypada zrownanie na ledwo-nidtyczng - -
ittn-*u*+@ tn- x+ytn~2=0. czyli <ft2+/3<+y=0. Kkto-
re wyraza Parabole: w niey na f=o00, u ftaie fie
takze OO, i linia podana ma dwie odnogi niefkon-
czone miefzaigce fie z dwiema odnogami Paraboli w
granicy ilosci odmi: nnych. lezeli zas§ Q zamyka ie-
dnego takiego mnoznika iakich zamyka P, zréowna-
nie na ledwo-nieftyczng ieft . .

a - 2u2-bfj>n-lit+y-n~1=o0, czyli a,ii2+ /3u+yr=0-(B ")
ktére wyraza dwie linie profte rowno-legte iezeli y
ieft odiemnem, albo bedac dodatnem, /A/A3>w<*y, ale
iezeli podana nie ma zadney ledwo-
nieftyczney, i przeto zadney odnogi niefkoriczoney.
Zrownanie iefzcze (B"J ztozone z mnoznikoéw rze-
telnych réwnych lub nieréwnych pofluzy¢ nam moze
do wynalezienia ledwo-nieftycznty krzywey, ktadac
wartosci z niego wyciggnione w terminy niknace zro6-

wnania
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wnania ‘'podanego: na pierwiaftki dwa nieréwne',
znaydziemy takie fame wypadki, iakie fie pokazaty
na poczatku teraznieyfzego §. uwazajac takowych
mnoznikéw w P. Na pierwiaftki zas rownew (B"),
wyraziwlzy ie przez (u—c)2 otrzymamy zréwnania

*

A A
(u—c)2+ ——o, albo (u—c)24-— =0, albo (u—0*
t t2

e AZ =0, iezeli terminy zawierajace' fn~3, in~4}fn-5 j
nie znayduia fie w zrownaniu. A gdyby iefzcze w
zrownaniu (u—c)2tr~+ Atn~3+A'tn~A+rA"tn~"+ i t.d.
gdzie A, A', A", i t. d. fg funkcyami famych iloSci
ftatecznych, dla wprowadzoney warto$ci ¢ za u w
terminy niknace, gdyby mowie iefzcze w tem zré-
wnaniu wfpot-czynnik tn~* zamykat mnoznika u— ej
przybytby iefzce ieden termin na ledwo-nieftyczng, i
zréwnania ktoreby na ten czas wypadty, fag (u—c)2+

f\ju—cl)_ q—-'—A\--:o. lub (’u—c)Z-Hé(-y-:--C)—+ Ao --
t .12 t 13
i ogélnie (u—c)2+ -—-- - + —— =0, a gdyby ie-

fzcze drugi takowego zréwnania termin byt zero, a
trzeci zawieral mnoznika u—c, potfga tw miano-
wniku terminu drugiego powiekfzytaby fif, biorac
termin naftepuigcy. Zgota uwazaigc w zréwnaniu
na ledwo-nieftyczng termin oftatni zero, a biorgc zan
terminy naftepuigce, potega tego oftatniego terminu
powiekfzy fie az do n— zy uwazaigc za$ naftepnie
termin $rzedm zero, a w naftepuigcym mnoznika
ii—c; wpadamy na zréwnanie wzoru (u—c)2 -t- - -

— -t-— =o0- Podobne wypadki znaydziemy,

uwazaigc w zrownaniu P+Q+R+S i t. d. -tV—o, i
przcrobionem na wfpot-ufzykowane t, u, Q=o0, lub
R=o0, i t. d. a biorgc zaraz naftepuigcy termin na
tnieylce mkngacego.

Ktokol-
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Ktokolwiek nie przywykt iefzcze do tych delika-
uf»twienie tfu tnych rozumowan, s ktorych teraznieyfza wypada teo-
dnoici iacho> rya, mogtby znalesdz trudno$¢ w poieciu, czemu u—=0
rachunku tym wypadtfzy z zréwnania pierwiankowego na ledwo-

nieftyczng-, w zréwnaniu powtérnem iakie' fg (w— c)+

A A
— =0, 8 poprzedzajagcego; lub teraz (u—c)l+ —=o0

i t. d. traci te pierWfza warto$¢, i nie ftaie fie zero?
Ta trudno$¢ utatwia fie pie'rwfzg uwaga nad nafze-
mi dziataniami. Uwdzaigc fame' tylko terminy pier-
wfze' zrownania P+Q-hk+S - - +1r=0, otrzymali-
§my u—c=o0, to iefttego mnoznika rzetelnego w P, Q,
ktérego zréwnanie podane zawie'ra w terminach ndy-
wyzfzych wymiardéw, ten mnoznik u—c bytby zawfze
zero, gdyby zaden termin précz naypierwfzych, w
zréwnaniu nie ocalat. Ale iak predko uwagi infze*,
i natura famych ilosci odmiennych zoftawuig wiecey
terminéw w zréwnaniu podanem, tuz na ten czas
U—c=0. nie moze mie¢ mieyfca. Wfzakze gdyby-
§my niieli zrobwnanie algebraiczne (u—c)M— o0, ma-
my prawo twierdzi¢ ze u—c=o0 ieft pierwiaftkie'm
tego zréwnania; ate gdyby w tern zréwnaniu przy-
byt termin L,(u— 0, L nie zamykaigc u—c;
poznaie kazdy ze iuz w tem oftatnieYn, zréwnaniu
u— ¢ nie moze bydz zero. Gdybysmy za$ chcieli na
drugg iakg ilos¢ odmiennag f, wyciggnaé wartos¢ za-
warta w zréwnaniu (u—c)M+L—o, i w téy warto-
sci ocali¢ kondycya na u, zréwnania (u—c)M=o0.;
nie moglibySmy w pierwfzynt terminie ktasdz c za
u, ale tylko w termiuie L; inaczey zréwnanie

(u—c)M+L—o0 uczynilibySmy iak tofamem. Ta ro-
zumowanie przeniofifzy do teoryi ledwo-.nieftycznych
nie gubigc z mysli catego tancucha rozumowan, fzu-
kaliSmy naprzéd iakiby wypadt zwigzek wfpot-ufzy-
kowanych, gdyby fie tylko fam pierwfzy termin zo-
ftat w zréwnaniu podanem; ten zwigzek wypadt
nam w zrownaniu na linig profta: fzukaliSmy po-
tem linii krzywey, ktoraby miata za tedwo-niefty.

czna
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czng tei linia profta-, to ieft, ktéreyby zréwnania w
terminie ndywyzfzego wymiaru zawierato tego fa-
mego mnoznika igo ftopnia: dla czego podiug kon
dycyi zatozoney, pierwfzego mnoznika u—c, w ter-"
minie P nie nalezatlo nam narufza¢, ale wfzyftkie od-
miany wprowadza¢ w fame tylko terminy niknace,
takiez miaty bydz te odmiany? oto zeby zwiazek na
linia podang cale w inny zamienié¢, tak iak fig linid
krzywa s catemi witafnosciami odmienia w grani-
cach: wiec nalezato nadadz ktorey wfpoét-ufzykowa-
ney takg warto$¢, iaka linii podaney nie moze flu-
ty¢: powtore zeby ten zwigzek zamieniony nie wy-
razat inney linii, tylko maiacey ledwo-nieftyczna
profta zamknieta w zréwnaniu u—f=o0, a przeto na-
lezalo nam w te niknace terminy ktasdZz c za u. To
rozumowanie dobrze obiete obiasni¢ powinno ndy-
mnieyfzg ciemnos$¢ nafzych mysli, iezeliby fie s po-
przedzaigcych dziatah iefzcze zoftald, Przyftagpmy
do przykitadu.
Zrownanie nayog6lnieyfze na linie igo porzadku ieft
a+bx+cy+dx2+exy+fy2=o0.
w niem termin ndywyzfzego wymiaru fy 2+exy+dx"i
s=0, moze zamyka¢ albo obydwa mnozniki uroione,
albo obydwa rzetelne nieréwne, albo nakoniec
dwa rzetelne réwne'; w pierwfzym przypadku linia
krzywd nie md odn6g nieikoriczonych, i ieft "Ellipfcp
na ktérg warunek, ze e2<<)J*d w pewney lkorczo-
ney odlegtosci. Nie mowiemy nic o kole, bo iui
wiemy, ze koto wypada s fzczeg6lnego warunku na
Ellipfe, to ieft kiedy mimo-$rz6d potozemy zero, a
rzeto iego wtafnos¢ w terazrtieyfzey uwadze ieft ta
ama co i Elupfy.
lezeli termin naywyzfzego wymiaru fklada fie z
dwéch mnoznikéw rzetelnych nieréownych, to ieft:

Jy*+exy-+*tx2==(my~—nx)(py—qx), otrzymamy dwa
zréwnania:

py—-gx  py—gx
py-gx+
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cti+I>x a
+

py—qgx+ .2 =o0.
my—nx my—nx

W pierwfzem z nich w granicy x, y, bedzie =
X m
ktadac wiec n za yt m za x\ i oftatni termin iako
niknacy opusciwfzy, otrzymamy zréwnanie' naJedwo-
nieftyczng odpowiadaigcg mnoznikowi my— nx,

cn+bm
mMy— N X + ----------- =0 . . . (G).
pn—agm
u n
w drugiém poniewaz —= —, kiadac g za y, p za

*
X, wypadnie zréwnanie na Igdwo-nieftycznq odpowia-
daigcg mnoznikowi py— gx:
cq+bp
py-gx-1------mm- =0 - . - (H).
mg— np
Obydwa te' zrownania na linig profta: przeto linia
krzywa takowem zréwnaniem opifana ma cztery od-
nogi niefkonczone' miefzaigce fie z dwiema liniami
proftemi wfwoich granicach; coSmy witasnie widzie-
li ' w Hyperboli. Chcac od tych ledwo-nieftycznych
przyisdz do linii krzywey, odmier’lmy 0$, potozywfzy

inu+nt mt—n
----------- X = ---m--m--, tym fp(Tfobem prze-

’\(m*+n*) \T(m*+||*/
cn+bm

robiemy zréwnanie (G) nau+ =
(pn— gm)vr (inJ+n2

.................... (G'J. zréwnanie za$ podane na linie 2jo
porzadku, bedzie
cn+bm (cm— bn?u

f(on— amu+ — Jt+1
\M(m*+n*) V(m

t (pm +

gn)u2+a=o.
witozywfzy we wfzyftkie terminy procz pie'rwfze'go

za u, wartos¢ wyciggniong z (GI), i rozdzieliwfzy
potem cate zréwnanié przez /, otrzymamy:
cn+bm
(Pn—pmju+ — -—--oe-

V (m*+n)z (bn—
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(bn— cm)(cnxbm)-\-(pm+qgn)(cn-t-bm)* "~ a

t. (pn— gm)(mM*-i-n2) t
ktore iak widzemy ieft wzoru m-j-t-1-=0, na dwie
odnogi Hyperboli. Chcac wynalesdz podobne' zré6-
wnanie odpowiadaigce' mnoznikowi py— gxs ktadg
pu+nt pt—qu
naprzéd y = —---m--mmmmm- : X= —i---—---——; przez co
\S(p--hg~ ) “V (p2+q2)
naprzéd zrownanie (H) zamieni fie na - - - -
.t/ O g7 m

(ma—np)©\A(p2+q2)
Zrownanie' za$ na linie 2go porzadku:

i, cg+b rp— bn)u
I(m -, p)u+ qa+op (rp ) +(«,?+«,)u

w ktére wiozywfzy za u warto$¢ wyciagniong z
(11"), przerobiemy ie na zréwnanie wzOru u+r +

—— 0, wyrazajace drugie dwie odnogi Hyperboli.

lezeli nakoniec termin naywyzfzego wymiaru fkia-
da fie z dwéch mnoznikéw rzetelnych réwnych, czy-
li fy2+texy+'dx*=(my—nx)2, odmieniwfzy wfpo6t-

mu+nt
ulzykowane’ x,y, nat, » y = -l
V (m2-hn2)
ml.—nu , ., o
X Gl oo ; zrownanie podane zamieni fie na
\f(m2+n2) ' e
(M7+n2yu2+ _(en+bm)t _  (cm—bn)u

v(m 2+n2) \f(m2+n )
a odnioftfzy t do oftatniey granicy, wypada na ledwo

meftyczng - - ﬁi'+-n:)EZ\----@E-*--QT-)}-- o - - -
Vr(m-+n2

Zréwnanie wyrazajace Parabole, gdzie <=CO j czyni

takze u nictkonczonem. Parabola wiec ieft famey fie-

bie ledwo-nieftyczng, czyli w oftatniey granicy z za-

dnag fie inng linig, ktérdby byta iey granica,, nie mie-
" fza.

"+a



ledwo-niefty
cine na ttty
mnoiniki rze-
telne,
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fza. W przypadku cn+bv\r=o, zrownanie wyrtiza
dwie linie profte: i na ten czas zréwnanie podane"
iuz nie bedzie na limie zgo porzadku, ule zréowna-
niem tkladanem na dwie linie nrolle.
§, XX. '
Kiedy termin P naywyzfzego wymiaru zamyka

trzech mnoznikéw rzetelnych nierownych, kazdy z

nich przyprowadzi nas do lcdwo-iiieftyczney proltey

opifaney zréwnaniem wzoru p= — -i s kazda za$ le-
M

dwo-tiieftyczna profta przez fpoféb iuz wytozony w
88. poprzedzaigcych, przyprowadzi nas do zréwna-

nia wzoru u— £#m— — 0, wyrazaiacego dwi¢' odnogi

nielkoriczone' Hyperboli; przeto linia krzywa zam-
knieta w zréwnaniu P+Q+R~\-S - - t-V~0, w tera-
znieyfzym przypadku, bedzie mie¢ fze$s¢ odnog nie-
lkonczonych, mitfzaigcych fie s fzeScia odnogami Jly-
perbolicznemi w granicach ilosci odmiennych, lezeli
za$ P zawiera dwa mnozniki rzetelne réwne, a trze-
ci nieréwny; pierwfze dadza -za ledwo-nieftyczng
Parabole; oftatni naprzod linig profta, a s tey dopie-
ro ewypadaigée dwie odnogi Hyperboli; i linia krzy-
wa podana bedzie mie¢ cztery odnogi niefl oriczone,
s ktorych dwie mitfzaig fie s Parabolg, dwie za$ s Hy-
perbolg w granicach ilosci odmiennych: co wfzy-
ftico s poprzedzaigcych wyptywa poczatkow. Uwa-
zaymy iuz w P trzy mnozniki rzetelne rowne

(ay— bx)*: i zebySmy wfzyftkie lzczegoine przypad-
ki tatwiey mogli roftrzaia¢, odmienmy wlpo6t-ufzy-

L iut+ht i— b
kowane, "biorac 1/= _ o L X = ° “

X = ;
\/(a~-+b*y \S(.ai+b*)
miny roéznych wymiarow zrownania podanego beda
miaty wartos¢;

P— - - - - »tn~ i t. d.
/3in~1+ /s /stn-3U*-h f3/"~au3+ fi

ter-
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R= yt"-*+ ytn~3u+ ytc-auz-t- Yy N~1iiO+ y th~6uU*
S= Atn-3+ At'l~du+ Atn~"u2+J[tn~6u3+ i t.d.

+ it d
lezeli famo tylko P: zamyka trzech mnoznikéw ro6-
wnych; zréwnanie na ledwo-nieftyczng ieft - - -

# tn~"~u3+ /3 fn~T~0: czyli

(1) 3f2=o0,

ktore iezeli nie moze fi¢ r.ozebra¢ na zréwnania wy-
mierne ftopni nizfzyeh, wyraza linia krzywa 3go.
porzadku, ktora ieft, ledwo-niefty.czng linii podaney..
Ta ledwo-JOieftyczna moze mie¢ dwie albo. fzg$¢ od-,
nog nielkoriczonych podtug iednego lub, wfzyftkich.
pierwiaftkow rzetelnych, a przeto, tylez odnég poka-
zjpie w linii podaney.

Kiedy P zamyka trzech, mnoznikéw réwnych; Q
moze z.amykaé iednego takiegoz mnoznika,- na ter*
czas zeby zrdwnanie cate nic. byto rozdzielne pr.zez.
7f, i warunek nafz ocalony; przybedzie do ledwo-
nieftyczney termin R: to ieft @tn~2u-\r - -
y i"~2=0, czyli

(11.) etu3+ fitu+ y+=0i

znowu na linig krzywa 3gn porzadku: w obydwéch
zrownaniach potozywfzy t niefkonczonem, u ftaie fie.
tagki¢m: a iezeli w drugrem tem zréwnaniu uwazac
bedziemy vy t niknace przed potegami wyzfzemi, zo-
ftanie fie »*’'+ /3<m=0; to ieft u— o, #ii2+ fit—o, s

ktorych pi.erwfze. wyraza linig proftg ktora ieft ofig;
drugie Parabole: bedzie wiec mie¢ w takowym przy-
padku. linia podana cztery, odnogi, niefkenczone, s
ktéorych dwie zmiefzaig fie z linig profta, dwie zas s
Parabolg w. granicy ilosci, odmiennych.

Kiedy P zamyka trzcch mnoznikéw réwnych, niech.
O zawiera dwa takie mnozniki; bedzie zréwnanie
ng ledwo-nieftyczng x f*-3u?+ fit~ 3u2+ yin~2~oHczy-

li - - (L1) ti "'+ fi.Ua+ y/=i3,
Cj gdzie
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gdzie t, u, ftaig fie niefkonczone w granicy fwoiey:
a znifzczywfzy fiul iako nikngce przy a u3, otrzy-
mamy a w3y t=c.
Niech nakoniec R zamyka iedhego mnoznika takie-
go, iakich P zamyka trzech, iiakich £) zamyka dwa.
Dla wytozoney iuz przyczyny przybedzie nam w
zrownaniu na ledwo-nieftyczng termin z S, a przeto
at"~3u3+ fitn~3u2+ y tn~3u+-Afn-3— o0, czyli

(1f.) @u-+y 11+ ~=0.
Zréwnanie to wyraza trzy albo icdne ty'lko ledwo-
nieftyczng proftg, iezeli ieden lub trzy pierwiaftki frj
rzetelne nieréwne: oftatni przypadek zgadza lie zu-
petnie s tym ktérySmy na famym poczatku tego 8.
roftrzafali: skad fie wnofi, ze ledwo-nieftycznii wy-
pada ta fama, uwazaigc albo w famym tylko P trzy
mnozniki rzetelne nieréwne'; albo razem w P trzy,
w O dwa, a w R iednego takiego mnoznika. Ale
ze zréwnanie 1V. rozlegleyfzym podpada uwagom
iak przypadek naypierwlzy tego 8: rolirzasniymy ie
wfzyftkie porzadnie. lezeli to zamyka ieden tylko
pierwiaftek rzetelny u— c= o, to ieft # u3+-
fiu*+yU+A=(n—c)(mu3tnu+f))=o, kladgc cza
M we wfzyltkie nikngce terminy, odmicniemy zro*
wnanie na
(u_o)tn~i+Atn- A+ Bin-r+Cin~6+Dtn~T+ i t. d. =0,
a rozdzietiwfzy cate przez in~3, i odniéflfzy potem
i do oftatniey granicy; otrzymamy na ledwo-niefty-

czna - - Uu— c-I---t-:o, albo u— CH_H_ o, albo u—r+-
C_ . \

=0, - - albo nakoniec u—c¢\----—--= o0, podlus
fi ' n~3

przypadku, ze wfzyftkie terminy zoftang, albo ze
jA=o0, albo ze A=x>, B=o0; albo A=0, B=0, C=o0;
albo ze nakoniec wfzyftkie terminy précz oftatniego,
beda zero; a gdyby nawet byto V=0, zoftanie fie
u—c=06, co nas uczy, ze linia profta ktéra MNieft gra-
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nica linii podaney, nie ieft Zzadney inn¢y linii krzy-
wey granica, a przeto i linia podana nie miefza fie
w odlegtosci niefkoriczoney z zadng linig krzywa.
lezeli zréwnanie 1V. zamyka dwa pierwiaftki rze-
telne réwne, to ieft # w24 /3it3+ yu+Aa=(U—c)z
(mu+n), iiezeli zaden inny wfpdt-czynnik takowych
mnoznikéw nie zawiera, witozywfzy za u, c; w
wfzyftkie terminy niknace, przyjdziemy znowu na le-
dwo-nieltyczng do iednego stakich zréwnan (u—c)z

A B C
-t-_=o0, (U—c)% —=0. (U—fP-+-—=0 - - -
t tl t3
(U= QMg =0
Gdyby za$ wfpo6t-czynnik zamykat iednego

takiego mnoznika u—c, na ten czas trafilibySmy na
ledwo-nieftyczng zamknietg W iednem z naftgpu-
iacych.
u-c)™~n"™ I~ =o,albo
( ! ) t t* t
4-S-0. atho na konikc na Eu—cN’Y ~(u=0 V.
t3 t tn~3
a gdyby iefzcze A— o, B za$ zamykato iednego ta-
kiego mnoznika; albo B bedac zero, C zamykato u— c,
i tak daley poftepuiagc w przypufzczeniu; traficmy

. . z - A'(u—c

koniecznie na zréwnanié wzoru {(u— cH-+t— 5 )
v tv

t

1--—- =0, wyrazaigce ledwo-nieftyczna; gdzie

g<n— 2i P<<z-

przypus¢émy nakomec ze zréwnanie IV. zamyka
trzech mnoznikéw rownych (u—c)3— o. ktadac c za
u, we wfzyftkie terminy nikngce zréwnania podane'-
go miedzy f, it; iezeli zaden inny termin procz pier-
wfzego nie zamyka mnoznika u— c, trafiemy na zro-

wnanie do ledwo-nieftyczney wzoru (m—c)34-— ==0,
Gj ok
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gq<™n— 2, a iezeli iefzcze wfpodt-czynnik tn~A zamyka
A(u—c)
u—c; na zréwnanie wzoru - - (u—cp b — It

—- =0. uwazaigc zas drugi termin naftepnie zero, a

w tuz naftepuigcym mnoznika u—r, trafiemy na zré-

wname wzoru - - (u—c\/?h—-'—ai- u—c) h—-?’--:o.
t* &
lezeli za$ oprocz pierwfzego terminu zamykaigce'-
go trzy mnozniki réwne', inny ktory z naftepnych za-
mykac¢ bedzie (u—c)2, znaydziemy na Iedwo niefty-
3 . A(u _ o)l
czng zréwnanie wzoru (u—c)3+ — > 4-7 =0

Nakoniec iezeli ktory s termindéw zrownania zamy”
kac bedzie dwa, trzeci za$ iaki iednego takiego mno-
znika, iakich termin picrwfzy zamyka trzech; przyi-
dziemy do zrownania na ledwo-nieftycznag, ktorego

ewzor ieft: (u— g I I\-/-I-(H- £_-Q.
tP tr
gdzie r<«—2; (]<r,

Te wfzyftkie' uwagi teraznieyfzego §. przyftofo-
wawlzy do zréwnania na linie $go porzadku, znay-.
dziemy fzefitascia przypadkoéw réznych mogacych
mie¢ mieyfce iuz to w njnoznikach famych pierwfze-.
go terminu, iuz w kombinacyach z nim innych ter-,
minéw zréwnania. Skad J. P. Euler wyciggnat fze-
fnascie rodzaidéw Linii jgo porzadku co do liczby i
rézney uatury kdwo-niettycznych. Kazdy za$ tako-
wy rodzay maigc wtasciwy wzor fwego zrownania,
dzieli¢ fie moze na rézne gatunki wypadaiace s kon-
d\cyi wprowadzonych na wfpdl-czynniki terminow,
tak iakesmy widnieli w porzadku drugim. Newton
ktory w dziele fwoim Enumeratio Lintarum tnrtii or-
diiiis uwazat witafnosci i roznice linii krzywych W
odlegtosci lkonczoney, naznaczyt ich (icdmdziefiat i

dwa gatunki; Teorya J. P. Eulera bedac daleko pro-
Scieyfza
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Scieyfzg «ogo0lnieyfzg, nie tylko wiekfzg miata u Geo-
metrow pomysinos¢, ale nawet daie widzie¢, ze li-
czba gatunkéw przez Newtona podana ieft niedokta-
dna. Roftrzafanie wfzyftkich tych rodzaiéow linii, be-
dac tylko przyftéfowaniem poczatkéw teraznieyfzego
§. do przyktadu fzczeg6lnego, nie uczyni zadney tru-
dnosci, ktokolwiek w catey ogdlnosci teorya tg ogar-
nat, i przypatrzyt fie dziataniom na linie zgo po-
.rzadku. Przydadi nam tu tylko nalezy iedne wta-
*fnos¢ ledwo-nieftycznych fzczegétnie z uwag nad li-
niami $go porzadku wypadajaca, ktora ieft wielkiey
ewagi i na wyzfze porzadki.

W vftaW -niv foble Na ﬁer. ?n linia LrrwMrn sern r»rv-

trzy ledwo-meityczne prolte wypadajace s trzech mno-
znikéw rzetelnych nieréwnych, w terminie naywyz-
-fzego wymiaru zawartych. Poniewaz te ledwo-nie-
«ftyczne profte wyrazaiag fie zréwnaniami wypadaig-
cemi z dwoéch pierwfzych terminéw zréwnania poda-
nego, idzie za tem ze dwa te terminy P, Q, fa fpdlne'
zrownaniu $go ftopnia na linig krzywa, i zrownaniu
teg6z ftopnia flttadanemu, ktére wyraza trzy iinie
profte. WIpo6t-czynnik za$ iedney iloSci odmienney
w Q, bedac réwny fummie pierwiaftkéw; wyrazaé
bedzie razem przyftawy do linii proftey, i przyfta-
wy do linii krzywey nalezgce. -Z réwnosci tych
przyftaw zaftanéwmy fie, czy iaka wazna witafnosc
nie wypadnie. Na ten koniec wyftawmy fobie dwa
zrownania $go ftopnia.
y3+(bx+e)yl-t-(cx2+-fx+h)y+'dx'3+gxi+ix+k=0 -
k*-h(bx+e)zz+,(cxh+jx+H)z+dx3+gx'i4-Ix+K=>0
s ktorych pierwfze (A’) wyraza linia krzywag 3go
porzadku maigcg fzes¢ odndg niefkonczonych; drugie
zas (B') wyraza trzy linie profte; dla tego wfpdt-
czynniki H, 1, K, wyftawmy fobie takie* zeby to zro-
wnanie mogto fie rozebra¢ na trzy pierwfzego fto-
pnia; bedzie wiec na fig. 29. PL+PM-hPN= — bx—r,
PF+PG+PH— —bx—ej a przeto PL+PM+PA=PF-+-
Ga PG+

cinwni wyli*

Flg« W*

)
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PG-i-PH, czyli przywiodlfzy ie do zero:

FL— GM+HN— o, i podobnie fn—gm+hl—o.
kazde' s tych zréwnan zamyka kondycya wyrazaigca
iftotng ceche ledwo-nieftycznych, to ieft: iezeli przy-
ftawa czyli linia profta iakakolwiek przecina we
trzech mieyfcach odnogi krzywe i ledwo-nieftyczne';
dwa odcinki te'y linii proftey miedzy ledwo-niefty-
cznemi i odnogami Kkrzywe'mi zawarte, réwne' fa
trzeciemu odcinkowi idgcemu w ftrone przeciwnag.
W liniach wiec Ilgo porzadku gdzie trzy zachodza
ledwo-nieftyczne, trzy odnogi linii krzywey nie mo-
ga zmierza¢ ku iedney ftronie z ledwo-nieftycznemi,
ale iezeli dwie wykierowane fag wzgledem odnogi
ku pewney iakiey ftronie, trzecia mufi bydz wy-
kierowana przeciwnie: i tak n.p. na fig. 2p. odno-
ga SM nie moze przechodzi¢ za G, zeby fie ftata
wkleita do ledwo-nieftyczney B G ; boby zréwna-
nie FL— GM-t-Hi\r=0 nic miato mie'yfca w tako-
wem przypadku. Stad fie wnofi iz nie moze bydz
ezadnego rodzaiu w liniach jgo porzadku maiacego

dwie ledwo-nieftyczne wzoru ,|==~>a iedne tylko
A A . . . .
wzoru 11=—, bo u =/— bedac nietkoniczenie mniey-
t * .
fze'm od » = —; bydz nigdy nie moze, aby dwie takie
a
wyréwnaé¢ miaty iedney ledwo-nieftyczney u— —:

ale iezeli fie iedna u= — znayduie przy innych wzo-

ru u= é: druga takaz znaydowaé fie takze mufi.

tl
A iezeli niemafz zadney tedwo-nieftyczney u— le-
dwo-nteftyczna tt=— ni¢ moze fie nigdy fama znay-

t* " dowacd
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dowac przy innych u= _, i ogdlnie zadna ledwo-

nieftyczna nizfzego porzadku, nie moze fie znaydo-
waé¢ fama przy ledwo-nieftycznych porzadkéw wyz-
fzych.

Ciggnac daley teoryg ledwo-nieftycznych na cztery
mnozniki rzetelne w terminie P naywyzizego wy-
miaru, i te ftéfuigc do zréwnania na linie 4go po-
rzadku, uwazaé¢by nam przyfzto w niem naftepuigce’
przypadki. Naprzéd: kiedy termin naywyzfzego wy-
miaru zamyka wfzyftkie cztery mnozniki uroione'.
Poiutore: kiedy zamyka dwa rzetelne nieréwne, a
dwa uroione. Potrzecie: dwa mnozniki rzetelne ré-
wne, a dwa uroione. Poczwarte: wfzyftkie cztery
mnozniki rzetelne i nieréwne. Popigte: mnozniki
rzetelne dwa réwne, a dwa nieréwne. Pofzofte: dwa
mnozniki réwne, idwa drugie réowne, ale kazda para
od fiebie rézna. Poftodme: kiedy trzy mnozniki rzetel-
ne réwne', a czwarty nieréwny. Podéfme: kiedy wf/.y-
ftkie cztery mnozniki rzetelne miedzy iobg réwne.
W kazdym stakowych przypadkéw uwazaigc terminy
niknace, a biorgc inne na ich mieyfce; powtére ro-
$ciggaigc mnozniki do dalfzych terminéw, wynalezli-
bySmy wiele rodzaiéw linii krzywych: a przefzedt-
fzy przez wfzyftkie, pokazatoby nam fie 14« ro-
dzaiéw linii krzywych 4go porzadku réznigcych fie
ledwo-nieftycznerni, czyli odmianami, ktérym podlc-
gaig w oftatnich granicach wfpo6t-ufzykowanych. Ka-
zdy za$ takowy rodzay uwazaigc w odlegtosci fkon-
czoney, odkrylibySmy gatunki do niego nalezace.
Idagc do wyzfzych porzadkéw liczba rodzaiéw wzrd-
fta¢ bedzie co raz barziey, dla tego ze fie liczba
kombinacyi W mnoznikach znacznie powiekfza.

8. XXI.

Granice iloSci wzraftaigcych odkryty nam tyle
znakomitych cech i wtafnosci w liniach krzywych:
obiecywa¢ fobie mozna, ze fg iefzcze inne przymioty,
ktor¢ od granic ilosci ubywaigcych zawifly. A iako

Gj- * tamte
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O granicach tamte' wyptynagwfzy ze ftycznych prowadzonych do
ilosci odlegtosci nieflionczoney nalezaty do odndg bez kon-
Mw/«yeh"wt4 ca lie ciggnacych; tak teraznieyfze ftofuigc do fty-
fnosciach linii cznych pewnych tukéw, odkry¢ nam moga charakte-
krzywych. ry linii krzywych w odlegtosci fltonczoney. Potrze-

baby nam wiec do ninieyfzych uwag, w zrownaniu
na linie iakiegokolwiek porzadku, ilosci odmienne
przywiesdz do ftanu ciagtego i nieprzeftannego uby-
wania. Stan takowy ubywania wfpét-ufzykowanych
zmnieyfza tuk linii krzywey, a w oftatniey granicy
przywodzi go do punktu, lub do ftyczney miefzaig-
cy lie z dwiema przytegtemi punktami linii krzy-
wych. Skad nam tatwo przewidzieé¢, ze witafnosci
punktow rozno-rodnych iakiemi fg punkia podwoy-
ne, potréyne, poczwérne i t. d. powtére, fpofob
oznaczenia i prowadzenia ftycznych, zawifly od
teoryi granic ilosci ubywajgcych. A iako w grani-
cach wzroftu z ledwo-nieftycznych proftych wynay-
dowaliSmy inne linie krzywe miefzaigce' fie w odle-
gtosci nielkoniczoney z linig podang; tak doswiadczac
bedziemy, iezeli teorya granic ilosci ubywajacych nie
nauczy nas o zamianie tukéw iedney linii krzywey
na druga, a przeto iezeli nie odkryie nam fpofobu
rownania linii zawikleyfzych s proscieyfzemi. Za-
gtebmy fie we wfzyftkie te uwagi, maigc na pamie-
ci te wfzyftkie poczatki, ktoéreSmy o oftatnich gra-
nicach wzroftu lub ubywania ilosci odmiennych na
poczatku tego rozdziatu wytozyli.

Wiemy ze ilosci odmienne maig (0) za granice cia-»
gtego ubywania: niech bedzie zréwnanie IV— o nay-
ogolnieyfze' miedzy dwiema iloSciami odmiennemi x,
y, iakiegokolwiek ftopnia; y=0 daie nam zawfze
przeciecia linii krzywey od osi; za§ x=0 przecie-
cia teyze linii krzywey od przyftawy wychodzacey
s poczatku odcinkéw: iezeli wiec w liniach krzy-
wych znayduig lie takie wtafnosci przywigzane do
dwoéch granic, te wypasdz nam koniecznie mufzg s
teraznieyfzey teoryi; a iako x— OQ, y— CO grani-

cach
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each‘wzroftu daty nam ftéfunek — fkonczony; tak i

teraz x=0, y=o0, dadzg nam takie fté6funek — lkon-
X

czony, wyrazaigcy tg wtafno$¢ od granic zawiftg. Al-
bowiem podtug 8 i< Algebry wyraz § pokazuie
wartos$¢ (konczona. lezeli wiec na fig. }o odcinko-
wi AP=x odpowiada przyftawa PM—y taka, iaka
wyraza zrownanie W— o, nazwawfzy te wartosci
punktowi Af odpowiadaigce x=p. y=q; p, g uczy-r
ni¢c powinny zadofy¢ zréwnaniu (S. y. Algeb.) a
przeto wtozywfzy p za x, g za y, wfzyftkie termi-
ny znifzczyc. Poprowadziwfzy teraz przez Al ro*
wno-legtg osi MS, i nazwawfzy MS—t, SN—u, x=
p-ht, y=q+u, i te wartosci witozywfzy w zréwna-
nie’ W=o, o0$ za$ AP przeniéfzy na MO, poczatek
odcinkéw na Af; poniewaz p, q, byty pierwiaftkamj
do punktu Af, i tam cate zréwnanie' przywiodty do
zero, ten za$ punkt M ieft teraz poczatkiem odcin-
kow na osi A/O, wiec u niego wfpot-ufzykowane p,
g, znikng, i niezoftang fie w zréwnaniu ITi=o, tylko,
terminy bedace' funkcya (, uj to ieft, zrownanie W— a
ktadac x=p+1t, y— g-hu ftanie fie:
0=At-bBu+Ct*+Dtu+Eu*+Gti+Ht2u+Itu*+Kit3+ W
4+ itd=o0 - - (k).
gdzie A, B, C, D, it, d. fa iloSciami ftatecznemi:
to za$ zréwnanie wyraza te fame linig krzywa, kto-
ra wyrazato fP=o0, ale wfpo6t-ufzykowaDe ktére
przedtem nalezaty do osi AQ, teraz nalezg do MS, i
p, g, fa teraz nieodmienne’. Im punkt N zbliza fie
barziey do punktu Af, tem i czyli MS, cq raz barziey
maleie, tem punkt N linii krzywey, zbliza fie bar-
ziey do punktu L linii proftey-, a przeto tuk MN do
linii ML: linia wiec profta ML ieft granicg tuku MN,
do ktorey fie ten tuk coraz barziey zbliza, ale ktorey
nigdy "ie moze dofigc, nie odmieniwfzy fwey natury.
Odnioftizy W zréwnaniu (x) ilosci ubywaigce t, u,
G« . do

F§* Jo*
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do fwych oftatnich granic, wfzyftkie potegi wyzfze'
znikng przed nayoizfzg, i zoftanie fie At+Bu— O\ aze
wfpot-ufz.ykowane MS, A’'S, dofiggtfzy oftatnich gra-
nic fwego ubywania tuk MN zamienia ifie na ftyczng
ML, przeto At-*-Bu— o ieft zréwnaniem na fty-
czng ML. Kazda wiec ftyczna ieft granica tuku ni-
knacego; ma bowiem dwa punkta fpdlne z linig
krzywa: zmnieyfzaigc co raz barziey tuk linii krzy-
wey, zblizamy fie do tych punktow tuz przylegtych,
ale tych dwoéch punktéw nie mozemy dofiac,
chyba ze linia krzywa calg nature odmieni. Dwa
bowiem punkta tuz przylegte, czyli mowiac iezy-
kiem geometrycznym, dwa punkta niefkonczenie "bii-
flile nie czynig linii krzyweyj bo wiemy z Rozd. I.
ze tylko fama linia profta oznacza fie dwiema pun-
ktami, ale linia krzywa naypros$cieyfza potrzebuie
ich wiecey. lezeli do poznania natury linii krzy-
wey fzukamy tylko iednego punktu, i ten wyrazi-
wfzy zrownaniem, czyli iak fie ttémaczyli dawni Ge-
ometrowie znalazifzy mieyfce geometryczne tego pun-
ktu, mamy zroéwnanie na linig krzywg, przeftaiemy
na iednym punkcie dla tego, ze wfzyftkie inne pun-
kta uwazamy takiem prawem opifane do iakiegosmy
przyfzli w zréwnaniu, i ze ten punkt przez funkcya
ilosci odmiennych, wyraziwfzy, to famo prawo od-
miany rosciggamy do wfzyftkich innych punktow.
Powtore do oznaczenia linii krzywey potrzeba nam
koniecznie wiedzie¢ prawo, podiug ktérego odmie-
nia fie punkt te linig krzywa opifuiac; iezeli mamy
zadanie i kondycye iakie do niego przywigzane, i ie-
zeli te kondycye lg wyftarczaigc¢, zamykaig w fobie
ukryte prawo ciggtosci, ktére my tylko ttdmaczemy
na znaki fzukaigc zrownanid, a przeto dofy¢ 'nam
ieft takowe prawo znane s kondycyi pytania do ie-
dnego punktu przywigzaé¢, aby cata linig poznac.
Ale wyftawmy lobie ze mamy tuk iakiey linii krzy-
wey z nikad nieznaney, a chcac doysdz prawa po-
dtug ktérego taka linia ieft apifana, mufielibysmy
» prowadzi¢
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prowadzi¢ wfpot-ufzykowane przez wielkg liezbf
punktéw, a znaczac ich odmiany, trzebaby jiam

tych odmianach iakiego$ upatrywa¢ prawa j zwig-
zku, a ten doftrzegtizy, dopierobysmy przyfzli do
poznania linii podaney. W takim przypadku pofta-
wiwfzy *f mysla, nigdyby nam dwa, ani trzy, ani
nawet cztery punkta tuz przylegte nie wyftarczyty
do poznania linii krzywey, co nie tylko nalezatoby
przypilaé¢ fiabosci nsjfzego umyttu, ale nawet naturze
rzeczy. ldac bowiem od punktu linii krzywey do
tuz przylegtego, roznica dwoch potozen ieft tak ma-
ta, ze iey z zadna flconczong ilosciag poréwnac¢ nie-
podobna, i po6ty nie moze bydz doftrzezona, poki
flionczoney iakiey nie doydzie miary; to ieft poki
pewnego tuku linii krzywey nie przeydziemy; tuku
za$ takiego, ktory iftotnie do tey a nie infzey linii na-
lezy, Na tuk za$ ti ki trzeba nam pie¢ punktéw w linii
2go porzadku, 9w linii $go i t.d. podtug 8. VI. lezeli
wiec dwa punkta tuz przylegte nie czynig nigdy li-
nii krzywey, poznamy tatwo ze uwaza¢ linig krzy-
wg iako ztozonag =z linii proftych nielkoriczenie ma-
tych, prowadzonych do kazdych dwéch punktow
przylegtych, nie ieft to uwazac¢ ig geometrycznie, bo
taka uwaga ieft przeciwna pierwizym poczatkom
Geometryi. Mozemy iey uzy¢ kiedy idzie o iaki wy-
miar n.p. ptafzczyzny linig krzywa zamknigtey, lub
o iaki praktyczny rachunek, nie mogac tego rachunku
droga Sciflosci geometryczney doftgpi¢, iak przymu-
fzeni iefteSmy czyni¢ prawie we wfzyftkich zadaniach
fizyki, ftéfuigc Geometryg do fkutkdéw Przyrodzenia;
ale to ieft tylko droga zblizania podobna do tey, ia-
kasmy fzli w fzeregach nielkoniczonych. Nigdy za$
nie mozna tych przypufzczen uzywa¢ do dowodu ia-
kiey prawdy ogdélney, boby te naprzéd przy czyftem
rozumowaniu nigdy nas do prawdy Scifley nie przy-
wiodty, a przy nieoftroznosci ftaig ifi~zrzodtem prze-
ciwnych wypadkow, lub fattlzywego dowodu. S tych
uwag ktorych dotad nie itarano lig w fwem Swietle

wyftawic,
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wyftawi¢, rozfgdzemy tatwo tyle biednych dowo-
dow, rossianych miedzy nayscisleyfze Geometryi pra-
wdy od wielu Autordow.

Dwa punkta tui przylegle’ w linii krzywey ozna-
czaig potozenie ftyczney, ktora przeciggniona poka-
zuie na tym mieyfcu kierownos$¢ punktu opifuigcego
jinja krzywa: gdyby ta kierowno$¢ zoftata liieod-

punkt opifatby linig profta: ale Zze ta kiero-
wno$¢é odmienia fie idac od kazde'go punktu do tuz
przylegtego, powftaie stad linia krzywa, ktdérg mozna
uwazac¢ opifang od punktu odmieniajacego w kazdeni
mieyfcu fwoie Kkierownos$¢, te za$ kierowno$¢ po-
kaznie ftyczna u kazdych dwoéch punktéw przyle-
gtych timi krzywdy. Przenioflfzy o$ linii krzywey
i poczatek odcinkéw do tego fairaego punktu dotyka-
nia fie, a odnioflfzy ilosci odmienne do fwych granic
ubywania, zréwnanie na ftyczna ieft At-+Bn=o0, skad

“ — _1?. spodobienftwa troykatéw LSM, MPT ina-
t B

my LS:MS=MP:PT=— A:B, przeto PT— ~A— zro-

wnanie o0g6lne na wynalezienie PT, ktérg nazwano
Podstyczka (Subtnngens), a przeto na prowadze-
nie ftyczney” do iakieykolwitk linii krzywey: fpofélt
ten ogdlny prowadzenia ftycznych zamyka fie w na-
ftepuiacem prawidle.

Maigc zrownanie podane na linig krzywa, potoz
, haprzéd q za y, p za skad powftanie zwigzek
r,na p, a3, czynigcy zadofy¢ zréwnaniu w punkcie M:
,powtére w toz zréwnanie podane potd6z powtor-
nie x=p4-t y=q+ir, wymaz naprzéd te terminy,
, ktore wypadty na zadofyé uczynienie w pierwfzem
y, przerabianiu zrownania, potem opus¢ wfzyftkie
. poﬁgi wyzfze t, uhi zoftanie fie At+Bu-=o0, skad

—-- - daie podftyczng, a przeto potozenie ftyczney

A 3
,do punktu dancgo,,
Przyktad
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Przykind na Parabole: Zréwnanie na linig krzywa
yi— 2ax kiadac naprzod p za x, q za y, zamienia fig
na q*=2ap-, powtére kiadagc x=p+t, y~q+u; za-
mienia fie¢ na q2+iqu-bu2=iap+2at, aze gq*=zcip,
opufzczam te terminy w oftatniem zréwnaniu, po-

tem ti2; * zoftaie mi fig ai— qgii-=0. sknd —= — =
2 %
——, P7== cme = —, aze fl= —, wiec PT=ip:
B A a 2p
podftyczng wiec ieft dwarazy wigkfza od odcinku.
Przyktad na Hyperbolf Niech bedzie zrownanie na

k2
linig krzywg y* = — (x2— S~)> czyli yxg 2= k 2x 2— k2g*,

ktadac p za x, q za y\ zamienia fig na qQ*=k2p2—
kg2 - - ' (<t)v kladac powtdére x=p+f, y=q+u, za-
mienia fig na g2g2+ig2qu+g2ul= k 2p2+2kpt+k2t2— ~"Qg*i
wymazawfzy naprzéd terminy zamkniete w zréwna-

niu (u), powtdre potegi wj'zfze t, u, zoftanie fig
k2pt—g*qu=o0; przeto A—k™p, B— —g™asP T =

————— aze z zrownania (#) mam k2= .- — .

A k2p &

. _ TP s - o

wiec PT= — ——, co fig wiasnie zgadza z wypad-
kami Rozdziatu 2go. Tym fpofobem na wfzyftkie
linie krzywe, ktérych zréwnania przywiesdz fig mo-
ga do wyrazu catkowitego znifzczywfzy utomki; i
do wyrazu wymiernego zgubiwfzy znaki pierwiaft-
kowe; mamy ipoféb ogolny prowadzenia Itycznych.
Lubo za$ teraznicyfzy Ipofob ftofowalismy do wlipét-
nfzy'kowanych pionowych, ma on jednak to famo
uzycie i W ukosnych, ktére' mozemy tatwo za pomo-
cg trygonometryi przerobic.

8. xxn.

ZnalezliSmy dopiero podftyczng PT= ——, A, B,
A
bfdac
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bedac wfpét-czynnikami zréwnania At+Bu— o; gdy.
by w tym wyrazie podftyczney byto A=o, PT wy-
pada niefkonczona, i na ten czas kat PTM znikng-
wfzy, ftyczng ftaie fie rowno-legta ofi TQi gdyby za$
~ylo B=o0, PT ftaie fie takze =o0; co nas uczy, ze
punkt; T przypada w famym poczatku odcinkéw,
skad wychodzaca przyftawa ielt ftyczng linii krzy-
wey. S tych dwéch uwag wypada nauka barzo
wielkiey wagi w Matematyce wyzfzey o przy(la-
wach Naywi”kszych | naymnieyszych (De maxi-
mis £9* minimis). Zaifte wezmy fobie za przyktad
EHipfe lub koto, w nich kiedy ftyczng ftaie fie ro-
wno-legta osi, pokazuie mieyfct przyftawy naywie-
kfzey, po ktoérey idace inne zmnieyfzaig fig, a przeto
pokazuie razem naywiekfze wzniefienie fig linii krzy-
wey nad o$: kiedy zas$ (tyczna ftanie fie rowno-legtg
przyftawom, pokazuie odwrot linii krzywey i przy-
ftawe naymnieyfza. Te za$ poznawania zwrotu lub
wynioflosci linii  krzywych lg wielkiego barze uzy-
cia do poznania ich ryfunku W odlegfosci (kénezo-
ney. Szukaigc przez fpoféb §. poprzedzaigcego pod-
ftyczney na Ellipfe, ktorey zrownanie' y*g'l-+-k2x * =
k2g*, ktadac naprzéd p za x, g za y; wypada - - -
g 29--hk2p'l=k'tg2 - - (3). powtore kiladac x=p+t,
yz=tg+-U, znaydziemy na At+Bit=o0, g2qu+kZt=o~

gdzie A=k*p, B=g*qg. PodftycznaPT= T =

— l%;————, kiedy w Ellipfie ftyczng ieft rowno-legta osi
p

PT= 3, bo A=o0, czyli k»=zo. gdzie k nie mogac
bydz zero, wypada p=o0: wprowadziwfzy w zro-
wnanie (fi) kondycya wypada gq=z%k, to ieft
ze przyftawa naywiekfza ieft rowna pét-Osi inniey-
fze'y. Kiedy zas$ w Ellipfie ftyczng ftaie fie réwno-
legta przyftawém, na ten czas B=o, czyli g2g=o,
gdzie zrtowu nie moze bydz tylko g— o: wprowadzi-
wfzy
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wfzv te kondycyg w zrdéwnanie, otrzymamy p=+g-,
to ieft ze odcinek naywiekfzy, ieft rowny pot-osi
wiekfzey, a iako na' kazda S tych naywiekfzych ilO.
sci dwie wypadty wartosci, przeto dwie fg przyfta-
wv naywiekfze' w Ellipfie pokazuigce dwa podmefie-
nia fie linii krzywey iedno nad, drugie pod osig; po-
wtére dwa odwroty teyze linii krzywey na oby-
dwoch koricach osi wiegktzey. V/ tych zas przy-
padkach widzemy, ze w Ellipfie takiem zrdéwna-
niem opifaney odcinkowi naymnieyfzemu odpowiada
przyftawa naywiekfza, a przyftawie naymmeyfzey
odcinek naywiekfzy. Poniewaz wiec w tey teoryi
wypadaig razem rzeczy naymnieyfze i naywiegkfze,
chenc ig® Jo  zupetney ogdélnosci i dofkonaiosci
przywiesdz, potrzebaby wynalesdz prawidto na ro-
zeznanie w kazdym przypadku kiedy i co wypada
naymnieyfze, a kiedy i co naywiekfze'. ~Bo iefzcze
nalezy nam oftrzec, ‘ze nie zawfze wypada przyfta-
wa linii krzywey naywiekfza, kiedy ftyczna ieft 3
wno-lepig osi; i nie zawfze naymmeyfza, kiedy ieft
rowno-legta przyftawom: ale w picrwfzym przy-
padku bydZz moze nnymnieyfzag, w drugim naywie-
kfzg. Wyftawmy fobie ze linia krzywa ma taki ry-
funek iaki nam pokazuie fig. ji. w punkcie A przy-
ftawa bedzie naymnieyfza, chociaz tam”™ ftyczna LM
ieft rowno-legta osi; a w punkcie O moz.e bydZ nay.
wiekfza, albo ani naywiekfza ani niiymnieyfza, chor
ciaz ftyczna ieft rowno-leglg przyftawie™ PA. Te
wfzyftkie przypadki potrzebuirj nayogdlnieyfzych
prawidet na rozeznanie iednych od drugich: i czyniag
te teoryg iedne z nayobfzernieyfzych w rachunku Dif-
ferencyainym, do ktérego ig odkladamy, Bedzie
nam mito w obfzernem tam wytozeniu tey nowey
teoryi, i iey uzyciu dadi pozna¢ wyfokic wynalazki
"Whieikich wieku nafzego Geometréw Mac-laurin, dela
Grange, Eulera. "Wrdécmy fie do piefwfzyeh uwag
nad ftyczpemi, _ n 1
WidzieliSmy iuz wypadaiace wartosci Itycznycn,
H " czynigc
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czynigc w zrownaniu PT— ——, A— o famo, po-
A

tem B famo =o. uczynmy teraz razem A— o, B— O

zrownanie' na podftyczng llaie £ *zréwnanie na fty-
u —A

czng - = —- = 5. Wyraz ten £ podtug §. 16. Al-

gebry ieft wyrazem nieoznaczonym oftrzegaigcym
nas, ze po wynalezieniu ftycznych wré6ci¢ nam lig
potrzeba do pierwfzego zréwnania (Aj 8§ 21: tam
uczyniwfzy A=o0, B—o0, dwa terminy naynizfzego
wymiaru nie beda lie znaydowa¢ w zréwnaniu, ale
na ich mieyfce Ctz-+-Dtu+Eu2 la terminami wymiaru
naynizfzego, przed ktéremi inne potegi nikng, a kto-
re przeto dadz nam powinny wartos$¢ ftyczney. Zro-
wnanie wiec na ftyczng ieft Ctl+Dtu+Eu*=0 --(y)-
to zrownanie rozebra¢ fig moze na dwa pierwfzego
ftopnia rzetelne lub uroione, réwne lub nieréwne,
lezeli D z~>4CE, dwa pierwiaftki zrownania (y) fa

rzetelne nierdéwne, kazdy z nich wyraza ftyczng do
punktu Mj wiec do punktu M nalezg dwie ftyczne
ofobne i rozne, a przeto mufzg bydz dwa tulci linii
krzywey przecinaigce lie w punkcie M, iakie nam
maluie lig. 52. K°. ;°. VM, NM, do ktérych prowa-
dzone ftyczne LM, JIM, pokazuig kierownos$¢ kazde-*
go tuku w punkcie M, ktéry ieft punktem dwoiftym.
lezeli D1=4-CE zrownanie' (y) zamyka dwa pier-
wiaftki réowne rzetelne, co na:; uczy, ze obydwie fty-
czne LM, JIM, zefzty lie razem, i odnogi dwie linii
krzywey w punkcie Al wziety iedne kierownos¢,
czyli te odnogi dotykaig fie s loba w punkcie M.
lezeli zas D2<4f£ dwa pierwiaftki zrownania
(y) fa uroione, co nas uczy ze M znaczy odnoge
iaykowata zamieniong w punkt dwoifty Iprzezony
2. Kazda wiec linia krzywa w Kktorey zréwnanie
(y) ma mieyfce, zamyka punkt dwoifty, w Kktoérym

albo fie dwie odnogi przecinaig i czyniag wezet; ;lbo
lig
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fie dotykaig; albo nakoniec ten punkt dwoifty ieft
punktem fprzezonym: podiug trojakiego gatunku
pierwiaftkow (y).

Gdyby ief/.czce w zrownaniu (y) nie tylko A, B,
ale C, D, E, byty —o, na ten czas terminy Ft*+-
(5<2Mt-HfuJ-t-1u3 bytyby wymiarem naynizfzym przed
ktorym wfzyftkie inne wyzfze zniknawfzy, mieliby-
$my Ft3+Gt*u+-Utu*+lus—o - - - (A,) to zréwnanie
mogac fie rozebra¢ na trzy pierwfzego ftopnia, od-
fcryie nam punkt troifty w Af; to ieft albo taki, przez
ktéry przechodzi¢ bedzie iedna odnoga linii Kizy-
wcéy i gdzie razem druga zamienita fie W _punkt
fprzezony, iezeli zrbwnanie (A) md ieden pierwia-
ftek rzetelny a dwa uroione; albo punkt taki, w
ktorym fie trzy odnogi linii krzywey przecinaia, ie-
zeli trzy pierwiaftki fa rzetelne nieréwne; _aJbo
punkt w ktorym fie trzy odnogi dotykajg, iezeli
pierwiaftki rzetelne fag wfzyftkie réwne: albo na koniec
punkt, w ktérym fie dwie odnogi dotykaia, a trzecia
ie przecina, i.:e1i dwa pierwiaftki rzetelne fa réwne, a
trzeci nieréwny. Zawfze za$ lima profta przecho-
dzac przez punkt Af troifty przecina liniag krzywa w
trzech mieyfcach, tak iak przecinajac ig w punkcie
dwoiftym uwazana bydz ma iak gdyby w dwoch
mieylcach tez linig krzywa przecieta. Idac daley za
tem rozumowaniem, mozemy fobie iefzcze wyftawic,
ze wfzyftkie terminy zréwnania (A) zero, a na

ten czas przypadnie nam wziga$¢ na ftyczng z zré-
wnania (A) terminy fkladaigce czwarty wymiar: ta-
kowe czwartego ftopnia zréwnanie roftrzafaiagc, znay-
dziemy mu punkt odpowiadajacy poczwérny, po-
wftaigcy albo z dwoéch punktéw fprzezonych, albo
czterech odndg fie przecinajacych lub dotykajacych,
albo s czterech odndg s ktérych dwie fie dotykaja, a
dwie inne ie przecinaig w tymze famym punkcie.
Przecinwfzy linig krzywg w takowym poczwérnym
punkcie, uwaza¢ wtem przecigeciu nalezy, ze linia
r il profta
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proftd w czterech punktach przecigta krzywg. Stad'
tatwo nam barzo utozyé zréwnania og6lne na linie
krzywe maigce punkta poiedyncze', dwoifte, po-
czwérne', i t. d. Zaifte zeby zréwnanie wyrazato
liniag krzywg maigcg punkt poiedynczy, potrzeba na-
przod, zeby to mogto bydz przywiedzione do zero,
potozywfzy p za x, q za y: powtdre zeby kiadac za
X, p-V-, za y, ti+ir, odmienito lig na zréwnanie miedzy
t, u, takie, ktéreby W oftatnich granicach ilosci ubywa-
igcych zamieni¢ fie mogto na At-frBu”to, a przeto wy-
raziwlzy takie zrownanie przez P(x--p)+Q(y—q)— o,
PiQ b\dz powinny funkcyami x, vy, i cate zréwnanie
nie powinno bydZz rozdzielne przez x— p, ani przez
V—'li potrzeba bowiem zawfze aby to zréwnanie
przerobione' na t, u, wzieto wzo6r zréwnania (a).
Podobnie zrdéwnanie na linia krzywag maiacg punkt
dwoifty wyrazi¢ mozemy przez P(x—p)*+Q_(x—p)
(y—gq)+R(y—q)2— o, w ktorem P, Q, li, bydz po-
winny koniecznie funkcyami x, y, cate za$ zréwna-
nie nie powinno bydZz rozdzielne ani przez x—p,
ani przez y—q. Skad tatwo poznaiemy ze linie 2g0
porzadku nie mogag mieé¢ punktu dwoiftego, w nich
bowiem P, Q, R, muliatyby bydz funkcyami ftate-
cznémi; a przeto zréwnanie podane nie na linig

krzywga, ale bytoby na dwie linie profte. lezeli
iefzcze linig krzywa maigcg punkt troifty opifzemy
zrébwnaniem - - - P(XX—p)*-\-Q(x—p)2(y—q) H

R(x—p)(y—aq)2+S(ij—qp=o0y P,Q, R, S, bydZz po-
winny funkcyami ilosci odmiennych,” powtore cate
zréwnanie nie powinno bydz rozdzielne przez x—p,
ani przez y—¢, dla czego linie $go porzadku nie
moga mie¢ punktu troiftego; ale iako porzadek trze-
ci ieft naynizfzy, ktéory mie¢ moze punkt podwdy-
ny; tak porzadek czwarty naynizfzy, ktéry mie¢ mo-
ze albo ieden punkt troifty albo dwa dWoifte. Co
nam tatwo ieft rosciggng¢ do linii krzywych porzad-
kow wyzfzych, to ieft: ze linia porzadku n nie mo-
ze mie¢ punktow mnogosci wiekfzey od ji— i.

§. XXIII.
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8. XXIII.

Uwazaigc odnogi nielkoriczone w liniach krzywych
przez granice ilosci wzraftaincych doswiadczylismy,
iz zréwnanie podane znifzczywfzy w niem wfzj'-
ftkie terminy nizfzych wymiaréw, précz dwoch
pierwfzych daly nam ledwo-nieftyczng profta. oca-
liwfzj' zas w niem wiekfzg liczbe terminéw, wypa-
dta ledwo-nieftyczna krzywa miefzaiaca fie w odle-
gtosci nieflconiczoney z linig podang. Te za$ ledwo-
nieftyczne krzywe daleko nam lepiey wydawaty
witafnosci linii podaney iak ledwo-nieftyczne profte.
Podobnie w teraznieyfzych dociekaniach ocaliwfzy
wiecey terminéw w zrownaniu
0==Jt-hBu+C#2+Diu+Eu2-i-F3+ Gt2u+Htu2-i-lu3+Kt4
+-i t. d. - - - (Aj-
zrownanie pozoftate wyrazi nam linig krzywa, kto-
rey wifkfza liczba punktéw przyftanie do linii po-
daney. Kiedy bowiem linii iakiey krzywey odnoga
dotknie fie odnogi inney linii krzywey, dwa mate tu-
czki tych linii zmiefzaig fie tak, iz ich krzywizna a
przeto kierowno$¢ punktu opifuigcego takie tuczki,
ftanie fie ta fama; podzieliwfzy przeto linig krzywa
podang na takie tuczki tuz fobie przylegte, uwazac
ig mozemy iako ztozong z elementdéw drugiey linii
krzywey odmieniaigcey fwoie potozenie na kazdy
takowy tuczck, to ieft odmieniaigcey ilo$¢ ftateczna,
ktéorasmy linig poréwnania nazwali w 8. 7. Aze
z odmiany takowey ftateczney ilosci rodzag fie linie
krzywe podobne, przeto kazda linig iakiegokolwiek
badz porzadku réwnaigc ig fpofobcm opifanym z inna
linia krzywg, uwazaé mozemy iako ztozong z tu-
czkow podobnych tey oftatniey. Do takowego ré-
wnania obra¢ nam naprzéd nalezy linig krzywg, w
ktérey zréwnanie nie wchodzi tylko iedna ilo$¢ fta-
teczna, powtore ktorey wiafnosci fa nam znane nay-
lepiey, i ktérey nakoniec odryfowanie ieft tatwe'.
m\\fzyftkie te korzysci zawiera koto, s ktérem ro-
wnaigc inne linie krzywe, uwaza¢ ie mozemy iako

H? ztozone

Réwnaij fie
linie kriywe
9 kcidn,
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ztozone z tuczkdéw koét podobnych, czyli k6t odmie-
niajagcych zawrze fwoie promienie. A poniewaz wie-
my z Geometryi poczatkowey, ze obwéd czyli
Krzywizna kota (Cuwatura), ieft w ftéfunku fpa-
cznym promienia, znalazlfzy na kazdy tuczek li-
nii podaney odpowiadaigcy promieii kota, bedziem
wiedzieli krzywizne linii podaney w kazdern miey-
fcu. | ten to wynalazek promienia odmiennego za-
wiera w fobie cale rozwigzanie ninieyfzego zadania.
Koto takowe ktorego tuki odmiennych promieni
przyftaig do tukéw linii podaney nazywa fie (Circu-
las ofcidntor) Kotem $ciskaiacem, a promien iego
odmienny ma imie Promienia Sciskania, albo Pro-
mien KOLA PRZYSTAIACEGO (Kndhls ofcU.il; RcldillS
Curvedinis). PrzenieSmy te uwagi do zréwnania (X)
i do famey teoryi granic. KiedySmy zmnieyfzali na
fig. ;0. tuk MN az do oftatniego znifzczenia i za-
mienienia go na ftyczng, wfpoét-ufzykowane t, u, ta-
kowemu zmnieyfzaniu odpowiadaigce powinny byty
przywiesdz zrdéwnanie do zréwnania na ftyczng
ML, czyli wfzyftkie terminy powinny byty zniknac
przed AH+Ru: kiedy za$ luk MN zmnieyfza¢ bedzie-
my nie az do zamienienia go na linig profta, ale na
tuczek inney linii krzywey, granice ubywania ftaig
fie mniey odlegte, bo lic u nich wiecey punktéw zo-
ftaie z linii podaney; zoftanie fie bowiem caty ele-
ment, czyli tuczek maty te'y linii; a przeto w tych
granicach zofta¢ fie takze powinno wigcey termindéw
z zrownania (\), i iezeli potegi naywyzfze znikna,
tuz naftepuigca potega po pierwfzey powinna oca-
le¢; tu bowiem linia krzywa zamieni fie w matym
tuczku na inng linig, ale nie przeftnnic bydZz krzy-
wa; przeto zrownanie powinno fie takze od-

mieni¢ na inne zréwnanie, ale nie powinno przeftaé
wyraza¢ linii krzywey. S czego przekona¢ fie mu-
fzemy, ze zréwnanie (a) odnofeac do tych blizfzych
granic ilosci odmienne; powinno nam zoftawi¢ dwie
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nayblizfze llebie potegi tychze ilosci, to ieft;

At+Bu-i-Ct2-{-Dtu+Eu2=0, albo Ct2+Dtu+Eu2 -m
Ft3+Gt2u+Utu*+lus=0, gdyby pierwfza potega nie
znaydowata fie w zréwnaniu, it d.

Chcac za$ tym fpofobem iedne linig krzywa za-
mienia¢ na tuki innc¢y linii krzywey n. p. kotaj
mufzemy o$ przenofi¢ na linig fp6lng obydwém krzy-
wym. Mieyfce to wfpol-ufzykowanych nayprzyzwo-
iciey ftuzy promieniowi kota, s ktérem linig podang
zaktadamy fobie réwnaé; promien kota, wiemy ze
ieft zawfze pionowy na iego 'ftyczng; a iezeli tuk
kota zmiefza fie z tukiem linii krzywey podaney, li-
nia podana bedzie miata s kotem fpdlng ftyczna, a
przeto na ten czas pionowa do ftyczney bedzie ra-
zem promieniem kota miefzaigcego fie w matym tu-
czku z liniag podang. Naypierwfzg wiec ieft rzecza
oznaczy¢ potozenie linii MQ pionowey na ftycznag
TL, do kazdey linii krzywey. Maigc za$ na linig
MQ ieden punkt zawfze dany M, cate iey oznacze-
nie zawiflo od wynalezienia drugiego punktu Q, w
ktéorym o0$ przecina, czyli od znalezienia odlegtosci
PQ, ktoérg nazwano Pod-pionowa (Subnormahs). Po-
trzeba wiec wartos¢ na PQ wyciggng¢ z zrdwnania
(&)> £0 ieft barzo tatwo za pomoca ftyczney ML,
na ictéra zréwnanie At-\-Bn-o-, tréykaty bowiem
TMP, PMQ, MSL, bedac podobne prowadzg nas do
naftepuiacey proporcyi;

MS:SL::MP:PQ, aze MS:SL=- = MP=q;
u A

wiec - B :A=Q:PQ . - PQ:~J§.

Przyktad na Parabole. Wynalesdz podpionowa na
liniag krzywg opifang zrownaniem y2— iax-, kiadac
q za y, p za x, mamy ¢g2=iap: kladac powtore
y=q+u, x=p+t, mamy zréownanie q2-\-2qu+u2=
zap-t-zat, skad qu+at=At+Bu— 0, aprzeto PjQ=—a,
to ieft pod-pionowa ieft linig nieodmienng w Parabo-

H4 li i

FIS'
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li i rowng potowie linii réwnania, coSmy iuz zna-
lezli w §/xiv.

Maigc w kazdey linii krzywey PQ; mamy razem
MQ=\T(MP1+PQ2, aze TM-\f(PT*-hPM*) - -

PM
PT: TM— PM:MQ - - MQ= (TPZ+PM*).

PrzenieSmy wfpoét-ufzykowane MS=f, SN=i{, na
liniag pionowa MQ, i nazwiymy MR-=z, .RN=it/:
zrownanie At+Bu— o odkryto nam ftyczng kata

LMS= === iego wigc wftawa = = -
t B \f(A*+B*)
Doftawa = — B")~" 0C*~ fpusciwfzy pionowa

RO na nowa 0$, i RIliréwno-legtag MS, mamy AfC=

_ . RO= ng=
V(A-+B2) \S(A* ThB ) , V(A*+B*)

Brr BItf — Az- hB“)
RH= - ;a przeto t=MO+RU = -mmm- -

\f(A*+B*)’ V(A*+B*)

it= --mmme- St skad otrzymamy za pomocg climi-
\f(A*+B*) ' =0

. — At— Bu . Bt— Au .
nacyi z= -------------em- (0] R i aze zro-

NAt+B*)’ (A2+B2

wnanic (x) daie nam

— Ai— Bu=et*+Dtu-hEul+Ft3+Gt2u-hHtu'2+ lu 3-+i t.d
widzemy ze z ieft iloscig daleko mnieyfzg od
w, albowiem iu ieft wyrazone przez t, w; z za$
przez potegi wyzfze tychze odmiennych iloSci: po
trzeba nam wiec pamieta¢ o tych wartosciach Z, w
odnofzge ich ubywania do oftatnich granic.

Uzyimy teraz wfzyftkich uwag wytozonych na po
czatku tego 8. s ktoérych naprzéd wypada; ze uwa
zainc linia krzywa podang zamknieta w zréwnanie
(\), iako maigca za granice tuk inncy linii krzywey
wfzyftkie potegi znikpg W (%) przed pierwfzg i dru
ga, zoftawiwfzy ~-At
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— At— TSu— CP+Dtu-+-Eu* - * (A)
poznamy nafamprzéd nature tey linii, a dopiero ré-
. wna¢ ig bedziemy s kotem, abySmy wfzyftkie linie
krzywe przywiedli do tukow kota. Przeto odmie-
ni¢ nam potrzeba®wfpodt-ufzykowane' zréwnania (A)

i % i _ — Az-hBw _ . — Atv— Ba o
kfadac fc=-—=2221200 T e , prze? co
V (A*~hBl) V (A*-}-B2)

zrownanie (/\) zamieni fie na

J A*+B*
(A*D— BZD— 2ABC+2ABE) ;
A'+B* e
) *
(CB2-ABD+A*E) . ,
A2+B2

widzieliSmy za$, ze 2 ieft niezmieYnie matem w po-
rownaniu W, wigec w granicy, 22, zw, znikng przy
X, iu-y a zréwnanie pozoftate bedzie wyraza¢ Para-
bole

" 'n-22 M a+BtX _
[CB-— ABD+A2) 1
Linia wiec podana zmiefza fie w matym tuczku s
Parabolg, ktdrey miarg rownania ieft wfpot-czynnik z
w zréwnaniu (L). Przeftaigc na tym oftatnim wyna-
lazku, moglibysmy wfzyftkie linie krzywe uwazaé
iako ztozone z tukow Parabolicznych. Ale lubo Pa-
rabola ieft linig nayproscieyfza igo porzadku co da
zrownania, nie ieft iednak takg co do ryfunku. Zna-
laztfzy zwigzek miedzy linig réwnania w Paraboli, i
miedzy promieniem Kkota, dalekobySmy fzczeiliwiey
rowna¢ mogli tuki iakkshkolwiek linii krzywych s
kotem, boby$my za iego pomoca przyfzli do odry-
fowania tatwo iakieykolwiek linii. Cata za$ ta fztu-
ka zalezy od poznania promienia kota odpowiadaia-
cégo kazdemu tukowi linii podaney. Wezmy wiec
zréwnanie na koto, ktorego promien =01, to ieft

Hs *f=
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yz-=z2ax—Xx 2, ktadac w nie naprzéd p za x, gq zay,
-otrzymamy qg*=2ap—p2' powtdr¢ kladac x=p 4-i,
tfj]=q+u; wypadnie g*+zqu+ul=zap+zat—p-— 2pi
—f2; aze q2— 2ap+p2=0 - - zoftaie lie
2qil-{-U*— 2fl/+2pf+f2= 0.

znofzac wfpot-czynniki tego zréwnania z (AJ) znay-
dziemy A=zp—in, B=2q, C— i, D=0, E— i, A-+-
B*=+(pz—2pa+az-hqz) = 4«2, gdyz q-— 2pa+p2=o0;
V<A LrB-)=2Ci, (A*+B*)V'(A--hB-)=Sn3; CB>—
ABD+AX=4(pz+qg-— 2pci+ci*)— +ciz, a zrownanie
(L) aumieni iie na - - wz=iaz, ktore' nas uczy, ze
linia réwnania w Paraboli miefzaigcey fie z linig

Promien kota krzywa podang przy A/, ieft tey famey wielkosci,

pnyita”*cégo

ktorey S$rzednica kola miefzaigceeo fie z taz linig
krzywa, czyli

2fl== (£ + taj n= (£ £Ni ")

Fig. $u

r'S o

(CB*— ABD+A*E) 2(CB*— ABD-hA*E)
zréwnanie (R") w)'raza promien Sciffiania, czyli pro-
mien kota maigcego takg krzywizne, iakg ma linia
podana w tuczku matym przy M. Szukaigc ta-
kiego promienia na kazdy tuk linii podaney, znay-
dziemy w kazdern mieyfcu inng iego wartos¢, a przeto
linig iakiegokolwiek porzadku iako ztozong z tukéw
k6t roznych. Promien ten odmienia¢ bedzie fwoie
potozenie tak, iz raz przypasdz moze wewnatrz, a
drugi raz zewnatrz linii krzywey, to ieft z drugiey
ftrony punktu M n. p. MV: w pierwfzym przypad-
mku linia krzywa bedzie wkleflg do pionowey MQi
w drugim za$ bedzie w}'pukt:j; co nam wiasnie wy-
tyka zrownanie (R") przez znak pirrwiaftkowy,
ktory w fobie zamyka, i przez ktory pokazuie dwie
wartosci na promien Sciflcania: lakze kazdy s tako-
wych przypadkéw rozrézni¢? Trudnos$é te obiasnia
nam famo pordéwnanie lig. $2. z fig. $0: kiedy bo-
wiem pionowa MQ pada zewnatrz linii krzywey
1I\'M, zawfze SL<CSN, kiedy za$ iak na fig*
3°* linia krzywa .NAl ieft wkleflg do pionowey A/E)i

w pier-
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W pierwfzym razie LN ieft odiemne’; w dmgim za$
dodatne, a przeto cata ta trudnos$¢ utatwi fie wyna-
laztfzy zréwnanie warunkowe, na LN dodatne lub
odiemne. Nazwiymy LN=s, poniewaz 5N=u, a s

— At
poprz&dzaiacych przypufzczen SL = -——--- , bedzie na
fig. jo. u= —— —s, wiozywfzy te warto$¢ za u  FI3* **

B
w zréwnanie (/\), otrzymamy . . . .
— B3_H-B2Cf2— ABDt*— B*Dts+A-Et2+2ABEts+B2Es2= 0.
s ieft iloscia niezmiernie matg, ktora niknife przy Roieinanie
zblizaniu fie linii krzywey do luku kola, przeto opu- potoienia li-
Sciwfzy terminy zawieraiace s2, tf, zoftanie fie nil krzywey

N-E—ABNn+Bint* wxgl{dem
\(/ 1 ... - (P) cxngcy{. fty

B3
A2 hede t o

iemny, odnoga linii krzywey bedzie wypuktg do
pionowey iak na fig. $2. N°. 2ii°, bedzie za$ odnoga Fi
wkleftg do pionowey MQ, ilekolwiek wyraz wfpo-

mniony bedzie dodatny iak na fig. 30, czego tatwo pjg, ,0>
nam zawfze doswiadczy¢ na iakgkolwiek linig krzy-

wa, maigc wlpét-czynniki A, B, C, D, E, znane z
zrownania (/\).

Zréwnanie (R") moze nam dadz na promien Sci-
fkania albo wartos¢ lkoniczona, albo zero, albo nie-
ikonnczenie wielka: kazdemu s tych przypadkéw od-
powiadaig pewne odmiany w krzywiznie linii. le-
zeli promie'l'l $cilkania ieft zawfze ilosScig Ikoriczona,
odnoga linii krzywey ciagnie fie bez zadney przer-
wy i zwrotu: ale iezeli promien S$cifkania wypadnie
niefkonczony, poniewaz tuk kola na takowy przy-
padek zamienia fie na linig proftg, linia krzywa be-
dzie miata odnoge ztozong z tuczku tak niezmiernie
matey krzywizny, iz ten ledwo do linii proftey nie

przyftanie. Wyfzczeg6lniymy doktadniey ten przy-
H« padek,

r—

llekolwiek Wi.€-;'C wyraz -



Podziat linii
krzywych na
odnogi ré.

kow-* icéchf-
kald¢y jndfo*

bna.

Fig, 11,
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padek, Kktory iiekolwiek razy met mieyfce, zawfze
@B2—stRD-hA-E— o: Warunek ten zmaze bez watpig.
«ia niektore terminy w zréownaniu (A)-, tak dalece,
ie pozoftata ich refzta nie nauczy nas o gatunku li-
nii krzywey w tem mieyfcu przyftaigcey do linii po-
daney: potrzeba wiec przybra¢ wiecey terminow z
zrownania (.*.), iako to ft3-i-Gt2u+Ilitu2+1u3-hi t.d,

Az+Btu — Aw— Bz
i w nie ktadac = ---------—- U= —mmmmmmmmmmmeee ,
V-(A*+E* y \/(A-+B2)
odmieniemy zréwnanie na inne wzoru
z/ (A 2+B2)=nw 2+bw si-cwé+clius+ i t.d. - - CQ")

gdzie Wyzfae' potegi Z fg odrzucone iako niknace',
S tego zrownania zVr(A2+Bl)~atu2 wyraza nam
nature tuku mlefzalaccgo lig z linig podana, promien
zas scifkania do tego luku ieft = V(AZT—I?——Z) , polo-
zywfzy at=o07 ten promien ftanie fie niefkonczony,
czyli tuk maty zmiglza fie z linig profta: w takowym
razie chcac poznaé dalfzy ciag linii krzywey braé
nam potrzeba z (Q",) naftgpuigcy termin biu* skad
N (A2B2=.biu*, wyraza krzywizne tuku naftepu-
igcego. Aze z, w, bedac w potegach nieparzyftych,
na z dodatne wypada ji/dodatne* tu za$ odiemne, kie-

z odiemnemj idzie za tem, ze linia krzywa
niufi mie¢ taki ryfunek iaki nam pokazuie fig. ??.
gdzie +MR odpowiada a na —MR', —R’S"

przy punkcie wiec Af odwraca fwoie odnoge i bierze
poftaé wezykowatg: kfztatt takowy przy M nazy-
wa fig Przegieciem (Infh;x'io) albo punktem Zwro-
tu przeciwnego (PunSium flexus contrarii), gdzie
krzywizna ieft niefkonczenie mata, i prawie przyfta'
igca do linii proftey.

lezeli b bytoby — o, na ten czas wzig¢ n-Jlczy na-
ftepuiacy termin z (Q*'), z7(A2+B2—cw”®, w tem
zréwnaniu poniewaz iu tak dodatne iak odiemne
czyni zawfze z dodacnem, linia krzywa w tym przy”
gaadku nie ma punktu zwrotu przeciwnego: iezeli
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t=0\ wypada zréwnanie zV'(A'l+-Bl)= nw5, i linia
krzywa ma przegiecie, czyli pnnkt zwrotu przeci-
wnego: zgota ile razy z bedzie dane przez funkcya
W ftopnia nieparzyftego, zawfze linia krzywa ma
punkt zwrotu przeciwnego, nie ma za$ nigdy takie-
go punktu, kiedy z bedzie funkcyg w ftopnia parzy-
ftego. Wfzyftkie takowe odnogi uwazane iakoby lig
fktadaly z tuczkéw kot réznych, a dane przez zr6-
wnanie zamykaigce z w pierwfzym ftopniu nazy-
wacd bedziemy Odnogami pierwsz4go porzadku
(Rami prhni ordinis), na ktére zréwnanie' wzoru
Z=ttWn.

Moze fie atoli przytrafi¢ z¢é w zrownaniu (\) A=0,
B=o0, i terminy C{2+DhH-Eu2 rozbierajac fie na dwa
mnozniki nieréwne pokazg punkt dwoifty, w Kkto-
rym fie dwie odnogi przecinaia; na ten -czas fzukaé
nam potrzeba promienia $citkania na kazdag z ofo-
bna odnoge: to ieft przypusciwfzy ze d-wa mnozniki
Ct2+Dtu+Eu2=0, fg a't+b’'w=o0, c't+d'u=o0, potozy-

—a'z+b'iu’ —a'iv—>b'z

f i f = — = e »——- — TN

wfzy na PIEI’W zx < " (@2+h'2’ -y @i
] o —c'z+d'iv

-na drugi zas mnoznik t= — —---e-— | - - -
VA (c'2-\-d'2)

ift= cW—d~ w zrownanie (\), przerobiemy ie

\f(C2*d'2

na kazdy z ofobna - - w3+ fiw 4+I\iiuN-+tw

+ i t. d a gdyby punkt byt troifty na zréwnanie

wzoru ziuz=icw 4+ fixus- f - i t d. kazde z nich

bedzie wzoru
Z=~tc iu2-Il- fiw 3-t-.c(lw4-h i-t. d.
iezeli # nie ieft =o, promien fzukany bedzie

— _i_. a gdyby byto <*=o0, na ten czas zréwnanie
Z*
na linia krzywa miefzaigcg -fie spodang, bedzie
z=<fiiu3 i t. d. wfzyftkie te odnogi beda igo po-
rzadku
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rzadku, i linia krzywa bedzie miata punkt zwrotu
przeciwnego, iezeli wyktadnik w bedzie nieparzyfty,
ale iezeli ten wyktadnik bedzie parzyfty, zadnego
takiego punktu nie bedzie.

Inne' za$ beda wypadki kiedy bedac A=o, B=o,
Ct,-hDtu-{-Eu2=~(ci't+-b'u)2, to ieft ze bedzie zamyka-
ta funkcya ta, dwa mnozniki réwne, i dwie odnogi
linii krzywey beda fie dotyka¢; wtozywfzy wiec t=z
—ci'z+b'iu —ci'iv-t-b'z

y U = e w zrownanie® '(\),’ za-
\f(a'2-hb'2) S (n2+b*2)
mieniemy ie' na inne' wzoru
z2= 3wW3+Aw 4+ etus+ i t.d. - - (B")

gdzie inne terminy znmykaigce z fg opufzczone iako
niknace. S tych za$ linia krzywa migfzaiacg fie w
matym tuczku z linig podana wyrazac¢ bedzie zro-
wnanie z2=z@w3, albo z2— w4, kiedy /3 =0; albo
2a=eti;5 kiedy fi—o, i t.d Wfzyftkie te zro-
wnania wyrazaig Odnogi 2go porzadku, na ktore'
zréwnanie ogoélne ieft r2=A'w n, gdzie ji]>2. lezeli
takowa odnoga bedzie dana przez zréwnanie z2=

(iw*, gdzie h=3, z=ivV'(™'u)=ui2vr(©.), a przeto
iu

iu2= — —z, promien za$ Scilkania = Iv ™ -, ktory be-
0. /3
dzie zero, iezeli v>— o, to ieft krzywizna linii w tym
punkcie ieft niefkonczenie wielka: aze w te fame ma
wartos$¢, kiedy z ieft dodatnem lub odiemnem, prze-
to linia krzywa nie ma punktu zwrotu przeciwne'-
go, ale KonczystoS¢ (Cnfpis) przy Af ffig.?4.J gdzie
koto zamienito fie w punkt, i odnogi linii krzywey
MS, MS' ftaly fie obydwie wypukte do ftyczney ML,
w obydwo6ch tych odnogach na z dodatne lub odiemne
odpowiada tu— RS dodatne', albo =R'S' takze doda-
tne. lezeli za n bra¢ bedziemy liczby nieparzyfte w
zréwnaniu r*=A'wn, wfzyftkie odnogi igo porzad-
ku
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ku beda miaty konczyftosci przy Afs tg réznica, ze
iako na n— i wypadt nam promien Scifkania niefkon-
czenie maty, tak na n=5-, n=7, «=j>, it. d wy-
padnie tenze promieh niefkoriczenie wielki, ponie-
waz zréwnanie n.p. z2= fiu5, daie z— iu*V~v.ti pro-

mien Scifkania = — — , gdzie uczyniwfzy 1U=o,
iV ivt

promien ten bedzie — Am

Nalezy mim tu iednak oftrzec, ze w zréwnaniu (S")
wzieliSmy tylko fame funkcye 1u, opusciwfzy inne
terminy zamykaigce z, iezeli atoli wrocemy fie do
ftanu zrownania (S") kiedy W niem przynaymniey
pierwfze potegi z ocalaig; bedzie:

2= XZIN2-+73 N3+ y ZIV3+ it d.

gdzie lubo dla wyliczonych iuz przyczyn *21u2 mo-
zemy opusci¢ dla @iv3, tak iako yzw 3 dla Aw4, ie-
dnak /3=0, aZtu2 niezniknie przed </|[wW4, i zréwna,
nie fie pozoftanie z2— <zw2+ Aiw4, ktére rozwig-
zawfzy co do z, iezeli w niem —-ij[, punkt Af,
bedzie punktem fprzezonym, iezeli za$ — -iA,
odnoga zgo porzadku bedzie fie fktada¢ z dwéch od-
ndg porzadku pierwfzego, i linia krzywa bedzie mia-
ta dwie odnogi dotykaigce' fie zewnatrz iak na fig.
jj-, albo dwie dotykaigce fie wewnatrz iak na fig.?®.

Gdyby punkt do ktérego fzukamy kota przyftaia-
cego, byt troiftym, odnogi iemu odpowiadajgce moga
bydz trzy igo porzadku, albo iedna Igo, a druga
2go, albo nakoniec iédna $go porzadku, na ktorag
wypadtoby zréwnanie albo z3— *w4, albo z 3=?ccwsb,
albo Z3— aiW>, albo ogdlnie z3— A'wn, gdzie
i toz n ieft cale nierozdzielne przez 3; te odnogi be-
da miaty punkt zwrotu przeciwnego, iezdi n bedzie
liczba nieparzyfta; iezeli za$ n bedzie liczbg parzyfta,
taki punkt nie bedzie fie znajdowat w linii krzy-
wey. /f‘z.e w zréwnaniu z 3=etiub= »|_u6 - -
w z—
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NG , . of =N
z=iu2V _, skad wypada promien $cifkama = 2sf—,
tu <

to ieft =o, kiedy iu— o\ biorgc za$ wyzfze potegi od
etey n.p. z3=-chwt - - z— tu2V™iu, skad promien

Scifkania wypada ==------ m--przeto w odnogach $go

W <My,

porzadku kiedy n<C6, promien kota przyftaigcego
ieft nielkonczenie maty, ieft za$ niefkonczenie wielki
kiedy Znajdziemy podobnie w odnogach 4go
porzadku ze w nich promien ieft niefkofnczenie wiet-
ki, kiedy rC>g; ieft zas nielkohczenie maty, kiedy
«<C?. wyraziwfzy takie odnogi zréwnaniem z4=

A'wn; gdzie «>4. a iezeli n ieft liczbg nieparzyfta,
wfzyftkie te odnogi daig konczyftos¢, tak iak odno-
gi 2go porzadku. Wiec og6lnie, méwigc: odnogi po-
rzadku m wyraziwfzy zréwnaniem zm=A'tup, gdzie
ff>rn, iezeli m bedzie parzyfte, n za$ niepdrzyfte
dadzg konczyftos$é, czyli Punkt odbicia (Punclum re-
flexionis), ktoremu bedzie odpowiadat promien $cie
ikania nielkonczenie maty, iezeli n<”~zm, albo nie-
Ikohczenie wielki kiedy n™>2m. A iezeli, w zrowna-
niu og6élnem zm=A'iun, m, n, bedag obydwa niepa-
rzyfte, na ten czas odnogi porzadku nj, beda miaty
punkt zwrotu przeciwnego., ktéremu tak iak koa-
czyftosci powinien odpowiada¢ pramien, scifkania o,
albo3- Mamy wiec trzy odmiany, w odnogach linii
krzywey, te' bowiem odnogi iakiegokolwiek badz
porzadku albo bedg nieprzerwanie ciagte kiedy pra-
mien kota przyftaiagcego bedzie miat wartosé¢ Ikon-
czong, albo maigc warto$¢ niefkoniczenie wielkg lub
mata, kiedy zréwnanie na luki rpiefzaigce fig gm=

A'wn ieft .takie iz bedac t£E>mA m ieft liczbg niepga-
rzyfta, ir za$ parzyftg. Albo te odnogi bedg znmyr
ka¢ punkt odbicia czyli kohczyftos¢, albo nakoniec

punkt zwrotu przeciwnego czyli przegiecia podiug
chara-
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charakterow dopiero od nas wyliczonych, dwa atoli
te oftatnie przypadki to man iftotn¢go, ze w oby-
dwoch promien kota przyftaigcego, czyli S$cifkania
musi bydz niefkpnczenie wielki albo niefkoniczenie
maty.

Przyktad. Niech bedzie zréwnanie' na linig igo po-
rzadku x3+xy*—ctij2— o, - - (L) wynalesdz liczbe
odnog niefkoriczonych przez ledwo-nieftyczng tey li-
nii krzywey? powtére: czy ma punkt dwoifty? w
tym punkcie czy ma przegiftos¢ czy konczyftosc?
Co do pierwfzego - - x(x*+y*)—ay*=o0: poniewaz
termin naywyzfzego wymiaru zamyka tylko iednego
mnoznika rzetelnego x, a dwoch uroionych - -
(x+yVr— i)(x—yV — i), przeto podtug 8. 18. n=o,

l— 7 —1t, x—u\ witozywfzy te wartosci w
zrownanie (L), zamienia'm ie' na u”™+nt2— né2=o,
uczyniwfzy f=]i otrzymnie u— a, a przeto (u—a)t2

+0,3=0, zréwnanie na ledwo-nieftyczng hyperboli-
czng, czyli u—a= linis* wi?c krzy Wi opifand
zrownaniem (L) nalezy do 2go rodzaiu linii 3go po-
rzagdku maiacych ledwo-nieftyczng wzoru u= é 1taz

linia krzywa ma dwie odnogi niefkohczone miedzy
fobg roéwne', poniewaz na { dodatne lub odiemne,
odpowiada ta fama wartos$¢ u. o

Chcac teraz wiedzie¢ czy ta linia krzywa ma prze-
giecie' lub punkt zwrotu przeciwnego, czynie na-
przéd x=p, y—gq, zrownanie podane zamienia fie
fie na - - —pg2 - - (L"), powtére kiade W
(L) x=rp+t, a odrzuciwfzy terminy zam-
knigte w zréownaniu fL') wypada mi

Cifsols 1 ICjr
wtafnoséci.

(3P*+q*)t— (zaa— iqp)u+2pt*+2qiu-~tm?+t}+tui4pud-. 0 (.-,

znofze to zrownanie z ) 8 2%, i otrzymuie war-

tos¢ wlpot-czynnikéw . - A=spz+qg-', B—iqp— 2nq\

C— %, D=2g-, E=—n, F=i, G=0, H=1, I=p,

ktade te wartosci za A, B, C, i t. d. W zréwnanie
1 (k-3
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(R i otrzymuje promien Scifkania, «
Is(pa+pl-ig2+4al)i
¢p(2pg— 2tigq)l—4q(3p*+q*)(2pg— ia(})— 2a(3p*+ql)*
czynie mianownika tego utomku zero, to ieft p=o,
g=o0, przez co zrownanie (L") zamieni % na - -
— t3— fu2-HiMl=0 - - (N), termin drugiego wymia-
ru aiil tego zréwnania ma dwéch mnoznikéw ro-
wnych, to ieft (u™a)l skad otrzymujemy t=iv,
u— —z, wtozywfzy te wartosci za t, u, w (N), za-
mieniamy ie' na — iu3—it78at+ass*=o0 - - (N'). gdzie
podtug wytozonych przycz}m — tuz- zniknie, zoftawi-
Wfzy iu3—cizi, czyli * - wl=2zV tua, promien kota
przyftaigctfgo = atu: wiec linia krzywa opifana
zrownaniem (L)} ma konczyftos¢ w punkcie dwoi-
ftym, gdzie koto przyftaigce zamienia fie na punkt,
bo promien iego ieft niefkonczenie maty. S tych
wiafnosci tatwo nam ieft widzieé, ze ta linia krzywd
ma ryfunek taki, iaki nam pokazuie fig. j7, gdzie
od punktu odbicia M rofchodza fie dwie odnogi nie-
tkonczone MS, MR, do ktérych NoO ieft ledwo-niefty-
czng proftg; co fie wtasnie pokazuie s famego zro*

Whnania (L), gdzie yl= --—-—-- , YS=tExVr [——>S———],*
— a—Xx
M bedac poczatkiem odcinkéw, iezeli a— x,
y = CO; iezeli xt=o0, y—0; na x odiemne wfzyftkie'
wartosci y ftaig fie uroione, i linia krzywa za punkt
Af ni¢ przechodzi: linia ta zwazana iefzcze od da-
wnych Geometréw, nazwana ieft Cifsois.

Linie krzywe iakozkolwiek naturg miedzy fobg

siaukiVatcblEr ~ ne potrafiliSmy miedzy fobg réwnac¢ i ftofowac

iroidiiitu*

za pomocg granic ilosci Wzraftaigcych i ubywaiacych.
Zwiazki rozne' ilosci odmiennych w zrownaniu, wy-
razajac zbior cale innych witafnosci, oddzielaty kazda
linia krzywg od innych: tak dalece, ze przeftawfzy
na famem roftrzafaniu pierwiaftkéw zréwnania, po-
znanie linii krzywych wyzfzych porzagdkéw nad dru-
gi, zoftatoby byto zakryte przed rozumem nafzym
az do
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az do wiekfzey dofkonatosci Algebry; powtore wfzy-
ftkie roznice linii krzywych tego famego porzadku
nie (torfowane do ogélnieylzego poczatku, wtozytyby
byty prawo na rozum nafz i pamieé, zatrzyma-
nia fzczegélnych charakteréw i wlafnosci ka-
zdey linii, aby ig rozezna¢ od innych: zrdéwnania
nakoniec iedney linii krzywey bra¢ mogace' rézno
poftaci bez odmienienia iey natury, wyciagataby za-
wfze po nas tyle fzczegdlnego roftrzagfania do wydo-
bycia wlafnos$ci w nich zawartych. Kiedy teorya gra-
nic (kazuiagc nam nayogoélnieyfze linii cechy, uwalnia
nas od tych fzczego6lnych i zawiktanych doftrzezen, i
poddaie fpo6lne' wtafnosci i podobienftwa iednych do
drugich ffuzgce za grunt do podziatu nowego linii w
kazdym porzagdku na fwe rodzaie. Granice ilosci
odmiennych odcigwfzy wfzyftkie fzczeg6lnosci Kka-
zdey linii krzywey, odkryty nam przez dwojakiego
rodzaiu ftyczne' to, co moze bydz fpélnego iedney
linii z drugg, i to co ie iftotnie od fiebie oddzie-
la; a zamieniajagc iedne zwigzki na drugie pro*
$cieyfze, w kombinacyach tych zamian teorya ta
wytkneta nam nayodlegleyfze cechy zré-wnan. Ka-
zde' bowiem zréwnanie zamieni¢ fie moze na in-
nych barzo wiele' przez nifzczenie niektérych w fo-
bie terminéw; w tych atoli zamianach zoftanie co$
fpolnego lub iftotnie roéznigcego to zréwnanie pd in-
nych w tym fpofobie uwazanych, co nam odkry-.
wa pietno oddziatu, lub podobienftwa tego zré-
wnania do drugich, a przez to i linii krzywych w
nich zawartych. Korzys¢ iefzcze naycelnieyfza kto»
ra nam stakich wypadta uwag, ieft poréwnanie linii
krzywych z innemi proscieyfzemi. Oderwiymy na
moment umyfl od Geometryi, i wyniesmy do powfze-
chni¢yfzych obrazéw ten poczntek granic, a znay-
dziemy w nim cale nowe fpofobu Analitycznego
prawidto.

Uwazajac dwie rzeczy wf/ryftkiemi wilafnosciami
od fiebie r6zne, a nie mogac dla jakichkolwiek przy.

lz " czyn
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czyn doftrzcc zwigzku miedzy niemi, gubie W umy-
Sle wfzyftkie te rdznice; a przez to zamieniam rzecz
na inng cale rozncy natury, i cale do fiebie niepodo-
bng; to f; mo dziatanie wykonywam i w drugiey rze-
czy: a tak obie przetworzywlzy na nowe iftoty, ro-
wnam te ze tak rzeke nowe ftworzenia umjflu s fo-
ba, umiefzczaigc w iedney klafsie te, w Kktérych co$
fpdlnego upatrzytem, a oddzielaigc od fiebie tew
ktérych mi fie pokazata réznica. Nowe te iftoty fg
granicami rzeczy przetworzonych, do ktérych one lie
zblizajg tracac s fwoich witafnosci, ale ktérych doiigc
nie moga chyba odmieniwfzy catkiem fwoie nature.
Wracam fie potem do pierwfzych obrazéw, i iezelim
nic fpdlnego nie widziat w tera czem fa, nauczytem
fie tey fpélnosci w tein, na co fie moga zamieni¢. |
ten to fpoféb myslenia ieft iak widzemy naydelika-
tmeyfza ucieczkg poréwnywania, ktory iak fzezesli-
wie Geometryi pcftuzyt, nawet w poznawaniu przy-
padkow natury, Swiadkiem ieft cata Fizyka matema-
tyczna. Widzemy iuz, ze pierwfzy poczatek anality-
czny w catem Swietle od nas w Algebrze wyftawio-
ny, zalezy na upatrywaniu zwigzku miedzy rzecza-
mi przez poréwnywanie tego, co ieft rzeczom przy
fwey naturze zoftawionym fpdlnego; drugi za$ na
doftrzeganiu i poréwnywaniu tego, co im zoftanie
fpolnego odmieniwfzy ich nature. Tamten ieft fpo-
fobem Matematyki poCzatkowey, ten za$ Matematyki
wyzfzey. Caly cigg prawd teraznieyfzego rozdziatu
dat nam uczué, iak ieft wielka rozlegto$¢ tego ofta-
tniego fpofobu, ktérego dokiadnieyfze wytozenie i
rozebranie fktada cze$¢ barzo obfzerng Matematyki
Wyzfzey nazwang Rachunkiem Dyfferencyalnym i
Integratnym. Wialnosci ftycznych iako byty dla-nas
pierwfzem Zrzodtem s ktdrego ten fpoféb wyptynat,
tak daty poczatek dopiero wzwiankowanemu ra-
chunkowi. .
Wfzyftkie wiafnosci linii krzywych zawifle od fty-
cznych i doftgpne Algebrze zamkneliSmy w tym ro~
zdzifcle:
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zdziale: zoftaie nam iefzcze roftrzafna¢ wfzyftkie
przeciecia zachodzace w liniach krzywych iakiego-
kolwiek porzadku, co bedzie przedmiotem Rozdzia-
tu naftepuigcego.

ROZDZIAL CZWARTY.

Roftrzgfaig sie wfzyftkie FRZEcigcrA linii
krzywych od proftych lub innych krzywych:
ktére prowadzg nas do innego iefzcze fpo-

fobu wyrazania linii iakiegokolwiek porzagd-
ku, i do poznania sktadni zréwnan.
5. XXIV,

Linia krzywa przecieta bydz moze od proftey tak,
iz ptafzczyzna miedzy obwodem linii krzywey
potozona rozdzieli fie na czesci réwne' i podobne, i gnionado linii
takowe przeciecie fiuzy $rzednicom: albo tez linia, kriywych ia-
profta prowadzona zewngtrz lub wewnatrz linii kiegokolwjek
krzywey przecina ig tak, iz s tego przeciecia nic
wiecey nie wynika, procz ze linia profta ma ieden
lub kilka punktow fpolnych z linig krzywa: i tako-
we przeciecie ftuzylo nam do wyrazania linii krzy-
wych przez zwigzek linii przecinaigcey z inng linig
profta, ktéoresmy wfpét-ufzykowanemi nazwali.Uwa-
zaliSmy iuz w liniach 2go porzadku oba te gatunki
przeciecia, ktére nam teraz roftrzafa¢ nalezy we
wfzyftkich porzadkach wyzfzych fpofobem cale ro-
znym. Tam bowiem zréwnanie 2go ftopnia prowa-
dzito nas przez uwage iego wiafnosci do wiafnosci
cieciw lub $rzednic; tu za$ od wiafnosci nadanych
srzednicom lub iakimkolwiek liniom proftym przeci-
najacym, przyisdz nam potrzeba do zréwnan ogélnych
takowe wiafnosci wyrazajacych; aw tych dopiero do-
ftrzegaé¢ ktéremu porzadkowi linii te wtafnosci fluza.
Spoiob takowy dociekania wypada s fpofobu w i-
lj iania
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itininieiriod
ka w imii krzy
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zania linii  krzywych; chcemy bowiem poznac ich
witafnosci, nie rozwiezuigc ich zréwnan. Zaczniy.
my od S$rzednic: poniewaz S$rzednica dzielic powin-
na linig krzywa na czesci rowne i podobne', liczba
takowych czeSci z.awilta od liczby $rzednic, i tak na
fig. iezeli linia krzywd iedne ma tylko $rzednice
AB, potowa iey potozona nad AB, bydz powinna
rowna i podobna drugiey potowie lezacey pod AB:
maigc za$ dwie $rzednice AB, CD przecinaigce fie
pionowo w punkcie S'\ linia krzywa roscieta ieft na
4 czesci P, Q, R, S sktérych moga bydz albo wfzy-
ftkie rpiedzy fobg podobne' i rowne, albo dwie kto-
rekolwiek, Zeby$my kazdg pare takowych czesci
rozezna¢ mogli, nazywaé¢ bedziemy czesci lezace z
dwéch ftron S'C, albo S'D, czyli P,R, lub S, Q; cze-
sciami przylegtemi, w Kktérych roéznica zachodzi wy-
razona przez znak dadatny lub odiemny odcinkow
5¢c; czeSci lezace z dwocl? ftron Jinii S'B, Myli P,
nazywa¢ bedziemy cze$ciami pr$eciw4 egltemit ktérych
cechg fa znaki dodatne' i odiemne przyftaw y, biorac
zawrze S'za poczatek odcinkéw; czesci nakoniep Je-
zace miedzy katami wierzchotkowemi, iako to CS'A,

czyli R, Q; lub dwie inne P, S nazywac¢ be-
dziemy czeSciami na przemian przechu-legtemi, w
ktérych znaki obydwdéch wfpot-ufzykpwanych zacho-
dzg przeciwne.

Kiedy linia krzywa ma czesci przylegte, r.lbp cze-
*ci Przeciw-legte miedzy fobag rowne, chcac kazdag s
takowych czeéci rozdzieli¢ na cze$ei znowu roéwne'
tak, aby kazda s takowych mnieyfzych czesci byta
réwng drugiey w ftronie odpowiadgigcey riwney; tako-
we podziaty albo niemogg bydz czynione w dwdch
razem ftronaefy przez iedne ligig prpfta, n.p, w ftro-
nach przeciw-legtych P, j2> albp nawet mogac tako-
we rézne' przedziaty czyni¢, iakby fie zdawato nay-
podohniédy w ftrpnach przylegtych P, R; Q, S, lim$
profta dzielagca takowe ftrony nie bedzie koniecznie
W JTamym $rzodku przecieta od drugiey AB; bo ieze-

11 n.p.
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1 n.p. ftrona P ieft rowna ftronie R, i znowu ftro-
na Q rowna ftronie S, nie idzie zatem koniecznie,
zeby ftrony P+R byty réwne ftrondm Q+S-, ale tylko
Wypada s tego koniecznie, ze ftrony P+ Q= ftronom
li-+-5, i ze linia CD ieft prawdziwg S$rzednicg linii
krzywey: oddzieliwfzy przeto ftrony réwne R, P, od
innych réwnych jQ, S, przez liniag ABt ta linia nie
przetnie koniecznie $rzednicy CD w fwoim S$rzodkut.
Podobnie rozumuigc na ftrony przeciw-legte P,
R, S; znaydziem ze kiedy P— Q, i znowu R”Sj nie
idzie zatem ze P+Q=R-+-S-, ale tylko s tego wypa-
da, ze P+R=Q+S, a przeto ze w tym razie AB ieft
$rzednica linii krzywey; ale linia CD nie koniecznie
przetnie AB w famym S$rzddku. Kiedy za$ linia
krzywa ma czesci na przemian przechu-legie miedzy
foba rowne, to ieft P=S; R=Qj wypada stad konie-
cznie ze nie tylko P+R-Q+S-, ale iefzcze ze P+Q
z=R+S, wiec cze$¢ linii krzywey lezagca nad linig
AB, ieft rbwna i podobna czesci lezacey pod AB; i
znowu cze$¢ lezaca z iedney ftrony CD ieft réwna i
podobna czesci potozoney z drugiey ftrony CD; a
stad wypada ie linia AB dzielac na dwie potowy li-
nig krzywa, i CD dzielgc ig takze na dwie potowy,
AB, CD przecinaig lie w famym $rzodku 5'; linia
przeto krzywa maigc ftrony na przemian -przeciw-
legte réowné, ma razem $rzodek S' w ktédrym fie iey
$rzednice przecinaig i dzielg na dwie czesci réwne":
linie za$ krzywe maigce tylko ftrony przylegte', tub
ftrony przeciw-legte' fobie réwne, maig tylko S$rze-
dnice CD w pierwfzym,- $rzednice zas AB w drugim
przypadku. Zeby$my wiec mogli zzréwnania roze-
zna¢ kiedy linia krzywa ma $rzodek, a kiedy md
$rzednice, potrzeba nam wyrazi¢ znamiona tagko-
wych witafnosci przez ogo6lne zréwnania, a z nich
dopiero bedziemy w ftanie fadzi¢ o iefteftwie $rzod-
ka lub $rzednicy linii krzywey.

Zeby w linii krzywey ftrona P, byta réwna i po-
dobna ftronie <2i potrzeba zeby przyftawy na ftronie

14 P, byty
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P, byty réwne przyftawom lezagcym na (lronie £), to
ieft wzigwfzy S' za poczatek odcinkéw, potrzeba
aby w zréownaniu na linig krzywg nic fie nie od-
mienito, ktadagc w niem —y na mieyfce +1/5 wiec
potrzeba zeby w tem zréwnaniu linia krzywa byta
wyrazona przez x, i przez fame potegi parzyfte ij,
czyli aby to zrownanie powftato s funkcyi x, y2;
zréwnanie wiec Z— o, na linig krzywa maiacg ftro-
ny przeciw-legte réwne i podobne', a przeto Srze-
dnice AB, powinno bydz wzoru.

0— a+bx+cy2jrdxyz-ht'x 2+-fyg-i-gij6-h i t. d.
takiemi fg wfzyftkie linie igo porzadku, i s trzecie'-
go Cifsois uwazana od nas pod 23.

Zeby linia krzywa miata ftrone P— ftronie R,
potrzeba aby w iey zréwnaniu nic fie nie odmienito
przenofzac wfpét-ufzykowane s (trony P na R, czyli
ktadagc — x na mieyfce -+x- a przeto potrzeba aby w
zrownaniu Z=ro, Z byto funkcyg y i famych poteg
parzyftych x, czyli zeby byto funkcyg y, xx. Za-
czem linia krzywa bedzie miata ftrony przylegte ré-
wne i podobne, a przez to $rzednice CD, iezeli be-
dzie wyrazona przez zréwnanie wzoru;

0— n+byA-cx2+dyx2A-exArfy2x 2+ gxf+ i t.d.

Strony na przemian przeciw-legte bedac réwné i
podobne iako to R=Q, P=S, wyciggaig, aby zro-
wnanie zoftatlo w niczém nieodmienne przenofzac
wfpét-ufzykowane s ftrony R na ftrone £); aze w
ftronie R znaki wfpét-ufzykowanych fg +y, —x-, w
ftronie zas§ Q, —vy, -+x; wiec w zréwnaniu Z=0 nie
powinno fie nic odmienié, ktadagc —y za +j/; +x za
— X, a przeto Z powinno bydz funkcyg famych po-
teg parzyftych x, y, czyli Z powinno bydz funkcya
X % i/2, a przeto zréwnanie wzoru:

0=a+bx2+rcy2+dx2y2+cx4+fya+gxy4-i-it.d. (A).
gdyby iefzcze Z byto funkcyg famych poteg niepa-
rzyftych x, y; odmie'niwlzy do teryjnieyfzego przy-
padku 4-x na —x, fy, na —y cale zr6wnanie byleby

nie zamykato zadnego terminu (latecznego, z Z=o0
zamieni
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zamieni fie na —Z=o0, coiak wiemy wfzyftko iedno
znaczy; wiec iefzcze kiedy Z bedzie zamykato fame'
potegi lub mnogosci nieparzyfte, x, y, bez zadnego
terminu ftatecznego, to ieft kiedy bedzie zréwnanie'
wzoru
o=cix-t-by+cz3+rtxly +cxy 2+ fy3-\-gxs+hyx*-t- i t. d. - - (A").
linia krzywa takowem zrdwnaniem opifana ma
ftrony na przemian przeciw-legte rowne i podobne,
a przeto $rzodek 5'. Pierwfze zréwnanie (A) na te-
raz nieyfzg witafnos¢, zamykaigc potegi pdrzyfte vy,
pokazuie iefzcze ftrony przeciw-legte rowne i S$rze-
rinice AB w linii krzywey: to famo zamykaigc wfzy-
ftkie potegi parzyfte x, wyraza ftrony przylegte P,
R, rowne, i $rzednice CD; wiec zrownanie A wyra-
za wfzyftkie cztery ftrony réwne i podobne' w linii
krzywey, na ktére ig rozdzielaia dwie $rzednice AB,
CD, do fiebie pionowe. Skad fie oczywiscie wnofi,
ze fame tylko linie krzywe porzadkéw parzyftych
moga mieé cztery odnogi réwne i podobne, i dwie
Srzednice pionowe' przecinaigce fie w $rzodku S'.
Zrownanie (A') wyraza takze $rzodek w liniach
krzywych, ktoéry moze fie znaydowa¢ w porzadku
parzyftym lub nieparzyftym; ale nie wyraza srze-
dnic pionowych. Zatrzymaymy fie nad rozlegley-
fze'm poznaniem wiafnosci w zréwnaniu (A') za-
wartych, kiedy $rzednice przecinaigce fie w $rzodku
fa nachylone do fiebie kagtem ukosnym.

lezeli linie profte AB, CD na fig. ?p fgq $rzednica- Fg*
mi linii krzywey; czes¢ lezaca nad CD ieft réwna i
podobna czesci lezacey pod CD, i znowu cze$¢ le- ®&*r*edti“ cf
zaca pod AB ieft rowna i podobna czesci lezagcey nad Vicxbic,C ***
AB, i oprocz tego ftrony na przemian przeciw-legte
fg takze rowne' i podobne. Nazwiymy cze$¢ lezaca
nad AB, P, cze$¢ pod AB, £); cze$¢ miedzy AS'C,
niech bedzie R, cze$¢ miedzy BS'D, S; poniewaz
P=Q; R=S; P—R=Q—5, a przeto P—iR=Q — iS,
wzigwfzy wiec kat C5'£— katowi AS'C\ EF bedzie
takze $rzednica przecieta w S' na dwie czesci réowne;

lj aze
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aze iefzcze P—jR~Q — }S, « - P—4Rr=zQ—4S - =i
ogO6lnie P— nRc=:Q— nS, idzie zatem Ze prowadzac li-
nie profte przez $rzodek S' tak, aby czynity miedzy fobg
katy réwne katowi AS'C; trafiemy na liniag AB, ieze-
li ftéfunek kata AS'C do kata proftego ieft wymier-
ny; i wfzyftkie te linie beda $rzednicami linii krzy-
wcy: poditug wiec wielkosci kata AS'C miedzy dwo-
ma pierwfzemi $rzednicami, linia krzywa maigc ftro-
ny na przemian przeciw-legte rowne, mie¢ moze
dwie, trzy, cztery, n $rzednic; to ieft, biorgc za-
wfze ten kat AS'C iako maiacy ftéfunek wymierny
do katu proftego, im kat ten ieft wiekfzy, tem
mnieyfza liczba wypadnie $rzednic, im za$ kat ten
ieft mnieyfzy, wiecey S$rzednic ukos$nych linia krzy-
wa zamyka: to ieft ze liczba $rzednic w linii krzy-
wey ieft w ftéofunku fpacznym wielkosci kata mie-
dzy dwiema pierwfzemi $rzednicami zawartego; ie-
zeli wiec kat AS'C ieft niefkoriczenie maly, czyli
kiedy linia CD ieft rowno-legta linii uiB, linia krzy-
wa ma niefkonczong liczbe $rzednic miedzy lobag ré-
wno-odlegtycn, a przeto przyftawa przecina takowga
linia krzywa w niefkohczoney liczbie punktéw, co
nie moze fluzy¢ zadnym liniom Algebraicznym, ale
tylko liniom krzywym przeftepnym. Zadna wiec li-
nia krzywa Algebraiczni nie moze mie¢ dwoch Srze-
dnic miedzy foba réwno-legtych. Gdyby za$ ftéfu-
hek kata AS'C do kata proftego byt niewymierny, li-
nia krzywa miataby niefkonczona liczbe S$rzednic
przecinaigcych fie w punkcie S'; co fluzy kotu iak
wiemy z Geom: poczat;

To za$ ieft o tych $rzednicach uwagi godnego, ze
poniewaz z obydwo6ch ftron S$rzednicy linia krzywa
mie¢ powinna rowny kfztatt i utozenie; iezeli na fig:
39 nad CD linia krzywa takiego ieft klztattu iak i
pod CD, i iezeli pod CS' znayduie fie Srzednica AB
maigca z obydwodch ftron iednym kfztatcem utozon-I|
liniag krzywa; idzie zatem ze przy EF taka ieft p<s*
fta¢ linii krzywey iak przy AB, czyli ze srzednice na

przemian
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przemian iakie fg AS', ES-, potem CS' GS' fa iedne-
go gatunku, i zréownanie na linig krzywa powinno
bydz takie biorgc EF za o0$, iakiem ieft odnofzac
wfpot-ufzykowane do osi AB: i znowu to zréwnanie
bydz powinno takie do GH, iakiem byto do osi CD.
m\Masno$¢ ta $rzednic na przemian idacych fluiy¢é nam
moze za grunt dochodzenia liczby $rzednic w liniach
krzywych iakiegokolwiek porzadku. Zaifte, iezeli
AB, EF n.p. fa $rzednicami iednego gatunku, naprzéd
zréwnanie' bydz powinno nieodmienne wyrazatac li-
nia krzywag nad, i pod $rzednicg AB-, powtére to
zrownanie "iefzcze powinno zofta¢ to famo przeno-
fzac ie z osi ASlna 0§ ES": ktére to przypadki me
moga bydz znaczone tylko przez funkcya kata bra-
nego naprzod z rézney ftrony tey famey osi AS', a
przeto dodatnie lub odiemnie; powtore, przez fun-
kcya kata przenofzonego z osi AS' na o$ ES .

Chcac przeto wiedzie¢ kiedy linia krzywa ma pei
wng liczbe $rzednic, potrzeba nam na kazda liczbe
znale$dz ceche wyrazong przez zréwnanie pewnego
wzoru: ten za$ wzOr zofta¢ powinien nienuiuizony
ftofuigo go do funkcyi katéw dopiero opifanych.
Wezmy fobie na to linig SM z $rzodka do obwodu li-
nii krzywey pociagniona, przez ktéra znaczy¢ be-
dziemy rézne potozenie wfpét-ufzykowanych S'P=x,
PAf=-«, wzgledem $rzednic iednego gatunku za po-
moca kata PS'M=<p: liniaS'M =z="S(x*+ij*). Przy-
pusémy naprzod ie linia krzywa ma tylko dwie
$rzednice AB, GH: poniewaz utozenie linii krzywey
takie bydz powinno nad AS' iak i pod AS‘, i znowu
to utozenie zofta¢ powinno takie przy 5°'B, iakie ieft
przy AB-, W*ec zréwnanie na linia krzywa maiacg
dwie $rzGdnice bydz powinno takie, aby w niem
S'M— % zoftato nieodmienne, biorac kat dodatny i
odiemny, i oprocz tego kat MS'B~P— <p, ftU Pwy-
raza pot-obwodu kota-,) wiec Z t>ydz powinno fun-
keya takg, ktéraby byta nieodmienna na katy ¢, — >

— cp;
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P— wiemy z Rozd. 4. Algebry Czesci Il. ze do-
ftawa ieft ta fama na kat wziety dodatnie tub odie*
mnie, wftawa za$ na kat dodatny, dodatna; na odie-
mny ftaie fie odiemna: ale doftawa poiedyncza na kat
P— tpr=— Dojt. ip, Doftawa za$ na kat i(P—

Dojt. 2(p; aze znowu Dojt. 24=DoJt.— 2< wiec Do-
ftawa 2 <p ieft funkcyag taka, ktéra na katy <p— djjj
P— ¢~ zoftaie nieodmienng. Przeto zeby linia krzy-
wa miata dwie $rzednice, powinno zréwnanie Z=o0,
bydz takie, aby Z byto funkcyg z i Dojt.2(p: aze

z=V (x2+y2) - - Dojt 5 Wat.<p=—, DoJt.2(p =
z

= , przeto na dwie S$rzednice w zro-
z1 X2+y2

wnaniu Z=o0 linig krzywa wyrazaigcem, Z bydz po*
winno funkcyg x2—y2, x2+y2, czyli funkcyg x2, y2,
iakosmy iuz wynalezli.

lezeli linia krzywa ma trzy S$rzednice AB, EF, IK'y
poniewaz $rzednica 1S' ieft tego famego gatunku co
i AS', zrownanie linig te krzywag wyrdzaigce bydz
powinno nieodmienne, biorgc wfpot-ufzykowane z
iedncy i drugiey ftrony Inii AS' i znowu przenofzac
ie z Srzednicy AS' na S$rzednice 1S-, aze kat ktory
czynig miedzy foba te tzy $rzednice, ieft = IP=60°.

kat zas AS'l=i.60°=IP, kat MS'1= — — < wiec

w zréwnaniu Z==o0. wyrazaigcem linig krzywag s
trzema $rzednicami, Z bydz powinno funkcya nieod-
mienng na katy -t<P> *n— < co fluzy tylko Do-
ftawie ig —DoJt— j(p=Do/}.(2P— 30): aze podiug §
Si. zréwnan (k) w Algebrze, Dojt. 3<p=.2.Dojt.™ Dojt.

X . .
2Q—Dod.(p,= - e , wiec Z powinno bydz fun-

kcya x2+y2, x3~zy 2, iezeli zrbwnanie Z~0 ma
wyrazac
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wvia3a¢ linia krzywa trzy S$rzednice maigca. To
famo rozumowanie ciggnac dpley, znaydziemyj ze
w zréwnaniu Z=0 na linia krzywa maiacg cztery
$rzednice, Z bydZ powinno funkcya 2 czyli x2+«/a, i

Doftawy, i ogolnie: na linig krzywa maiacg n
$rzednic, Z bydz powinno funkcya i Doft.Ji<p,
wiedzac z §. *4- Algebry, ze
n(n— i n(n—i)(n— 2)(n—1})
Doft i <p=x""----- - - Xn~*y*4 ——
1. Z 1. 2. 4.
xn~iyA—: it d.

podobnym fpofobem wynalesdz by§my mogli zréwna-
nia na linie krzywe maigce czeSci réwnej i podobne.

Inne iefzcze wlafnosci $rzednic doftrzezone w Ro-
zdziale Il. a zrecznie rosciagnione' do wyzfzych po-
rzadkow linii, fluzy¢ by nam mogty do wynaydo-
wania cech pokazujacych $rzednice w jakichkolwiek
liniach krzywych. WidzieliSmy n.p. w 8. 8 Ze $rze-
dnice przedzielata cieciwy rowno-legte na dwie cze-
sci réwne', czyli ogodlniey; ze przyftawa nalezaca do
$rzednicy ieft réwna fummie pierwiaftkbw przez 2
rozdzieloney: Powiore ze mnogo$¢ dwoch przyftaw
do tego famego odcinku nalezacych, ieft do mnogosci
dwoch przecieé¢ linii krzywey od osi, w ftofunku
nieodmiennym, Te dwa poczatki rosciggaigc do
wyzfzych porzadkéw linii, wyftawmy fobie zréwna-
nie iakiegokolwiek ftopnia, w ktérem vy ieft tylko
wymiaru drugiego, wfzyftkie za$ potegi x temu fto-
pniowi nalezyte, to ieft; y*—Py+Q=o0, gdzie P, Q,
fag funkcyami x; linia takiem zréwnaniem opifana
dwa razy tylko przecieta bydz moze od przyftawy
PM, PN, na fig. 40: rozdzieliwfzy kazdg z cieciw ro-
wno-legtych MN na dwie czeSci rowne przy O, O,
0", punkta te przedziatu O, O', 0", lezy¢ moga na
linii proftey lub krzywey: w pierwfzym przypadku
wypadnie S$rzednica na linig podang takiego rodzaiu
jak na linie krzywe drugiego porzadku; cate wiec
m tanie zawiflo od wynalezienia czyli punkta 0,0°,

O" nalezg

féb
wynaydowa.
Liisrzednicw
liniach k«y.
wych.
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0" nalezg do linii proftey lub krzywey, a cze'm nas

nauczy¢ powinien wfpol-czynnik zgo terminu P: wie-
P

my bowiem ze MP— PN=P, a przeto —PO=—; ie-
2

zeli to oftatnie zrownanie ieft na linig proftg, linia

krzywa iakiegokolwiek porzadku opifana zréwna-

niem y2— Py+Q— o, bedzie miata $rzednice taka, ia-

fcadmy w drugim porzadku widzieli. Wezmy fobie

n.p. zrownanie na linie igo porzadku s8. IV uczy-

niwfzy w niem k=o, i utozywfzy ie potem co do
yy bedzie

Juc*4-fte-t-c px3+dx2 t-bx+a

e e T — y + ———+— ———=0.
tX+J Ix+ J
hxx+ex+c g x3-hdx2+bx+a
gd-zie P P —, 2 , ha-
X + f 2X4-/
zwawfzy Po =z, zréwnanie na $rzednice bedzie
H

iz = ——- 1--—-- . iezeli licznik tego utomku ieft zu-

ix+f
petnie rozdzielny przez mianownika ix+fj zréwna-,
nie to wyrazac¢ bedzie linig profta, i linia jgo po-

rzadku bedzie miata $rzednice: ale kiedy h%2+ex+c,
bedzie rozdzielne przez '*+e/, uczyniwfzy ix-f-/=o,
\vypada koniecznie hxl+ex+.c— o, czyli wtozywfzy

W to oftatnie zrownanie x— —  wypadnie - m
i

hfl— efi-hcP— o zréwnanie warunkowe, ktéremu trze-
ba zeby fie ftalo zadofyé, aby linia }go porzadku
miata Srzednice profta; do tego za$ przydadz iefzcze
nalezy k~o. Jezeli za$§ /zx™t-?2x-t-.c, nie bedzie ro-
zdzielne' zupetnie przez ix+f, punkta O, O' O" beda
lezy¢ na linii krzywey 2go porzadku opifaney zro6-
wnaniem x(ziz—hx)+-2fz—ex— c=0; aze termin
naywyzfzego wymiaru w tem zrdéwnaniu, zamyka
dwa mnozniki rzetelne' nieréwne'* punkta O, O', Q",
i t. d- lezg na Hyperboli.

lle razy wiec w zréwnaniu i/l— Py-\-Q=0, P=n+bx,
linia
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linid krzywa mi $rzednice; takowa $rzednicag prze-
dzielajgc wfzyftkie przyftawy ma dwie czesci rowne'*
czyni iefzcze P iako fiimme wfzyftkich pierwiaftkéw
iloscig ftateczng; skad wypadaig dochodzenia linii
krzywych, w ktorychby fumma pierwiaftkow, lub
funkcya iaka takowey lummy byta iloscig ftateczna.
Toz famo wynayduiac najQ, iako na mnogo$¢ wfzy-
ftkich pierwiaftkow, przyfzlibySmy do wielu prawd
O liniach krzywych na iakiekolwiek porzadki.
§. XXV. r

PowiedzieliSmy ze wfzyftkie witafnosci w liniach
krzywych nalezg albo do ftycznych, albo do $rzednic
albo do cieciw: i ta prawda doftrzezona w porzadku
drugim a upowfzechniona w Rozdziale poprzedzaig-
cym, i na poczatku teraznieylzego, przywiodta nas
na porzadki nizfze' linii do rozlegleyfzych prawd,
ktoére od ftycznych i $rzednic zawifty. Nie zoftaie
nam tylko roftrzafng¢ ogdlniey przeciecia linii krzy-
wych od cieciw, albo niczey wafnosci linii proftych
maigcych punkta iwoie' fpolne z linig krzywg. W
czem rozrézni¢ nam potrzeba dwa przypadki. Pie'r-
miufzy: kiedy linia profta przecinaigc krzywa odmie-
nia lwoie potozenia i znaczy punkta linii krzywey*
iakg byta zawfze przyftawa odnofzona do pewnych
odcinkow: takowa Irhia profta nie ieft wyrazona
ofobnem zréwnaniem, ale tylko ieft funkcya odmien-
na wchodzacg w zréwnanie. Drugi przypadek: kie-
dy linia profta przeciagwfzy linig krzywa ma poto-
zeni¢ nieodmienne, i ieft wyrazona witasciwem zré-
wnaniem; i na ten czas punkt przeciecia bedac fpol-
ny dwom liniom wyraza fie przez dwa zréwnania.

Zatrzymaymy fie nad dwiema temi przypadkami
porzadnie. Co do pierwfztgo: kazda odmiana linii
proftey przecinaigcey, idgca za odmiang punktéw li-
nii krzywey HMHuzy¢ moze do wyrazenia przez zré6-
wnanie natury tey oftatniey linii. Przyftawy iakie-
$my dotad uwazali odmieniaty tylko fwoige wielko$¢
aoUawlzy miedzy fobg réwno-legte. Wyftawmy

fobie

Prryptd)ti ft-

iacho-

krzywych od
proftych.

S —
rSianjj ijn;i
kn.ywych
prxex rrown*
"t Ntlos'ci*-
~  odmignnc-
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fobie teraz inng odmiane na fig. 41. Kkiedy linia CM.
przecinaiac linig krzywa u Af, N, odmienia nie tylko
fwoie wielko$¢, nie i potozenie wzgledem linii CP,
cala takowa odmiana zawifta od odmiany kata PCN,
ktory fwoim wzroftem lub ubywaniem oznacza pier-
wiaftki rzetelne' lub uroione w zrownaniu, daigc po-
tozenie linii C\f takie, iakie-'ieft potrzebne' zeby linia
krzywa byta przecieta albo chybiong od proftey: ie-
zeli wiec przecigcia CM, CN-, bydz moga tem, czem
byty przyftawy réwno-legte, te przeciecia bedac cat-
kiem zawifte od kata PCN, uczag nas; ze drugg iloscig
odmienng bydz powinien kat PCN. Ow06z nowy
fpofob wyrazania linii krzywey przez zrownanie, w
ktérem Kkat, i linia pod tym katem prowadzona, fa
iloSciami odmiennemi. TrafiliSmy iuz na ten fpofob
fzukaigc zréwnania biegunowego w liniach 2go po-
rzadku pod 8§ XII. i znowu W §. poprzedzaigcym
wynayduiac liczbe $rzednic.

Zréwnanie ktéreby opifywato linig krzywag tym
fpofobem wypasédz powinno s funkcyi ilosci odmien-
ney Z— CM, i s funkcyi kata p—PCN. Chcac po-
zna(™ liczbe pie'rwiaftkow rzetelnych w zréwnaniu,
czyli liczbe przecieé¢ linii krzywey od proftey, wie-
dzie¢ nam potrzeba iaka funkcya kata wyraza dwa,
trzy, cztery, n przecie¢. Ale liczba przecie¢ iedna
zalezy¢ moze od wielorakich wartosci CAf, kiedy z
dane' bedzie przez zréwnanie ztozone z wielu pier-
wiaftkéw, czyli przez funkcyg wielo-kfztattng zf
druga liczba przecie¢ zawifngé moze od wielorakich
wartosci na funkcya kata p: potrzeba nam wfzyftkie
te fzczeg6lnosci iak naydoktadniey pozna¢. Funkcye
kata nie mogg bydz tylko Wftawy, Doftawy, albo
Styczne, Doftyczne, Sieczne, Dotieczne, ktore fa fun-
kcyami Wftaw>i Doftaw. Zeby wiec iedna funkcya
kata wyrazata wiele przecie¢, potrzeba zeby iedna
n.p. Wftawa miata wiele katéw do ktoérych nalezy.
Obracaiac liniag CN okoto punktu C trafiemy prawda
na wiele takich katow przez dorzucanie powtarzane
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p6f-obwodu kota P; ale tu nie idzie o wielorakg war-
tos¢ odpowiadaigcg ré6znemu potozeniu i rézney wiel-
kosci linii CN, ale o warto$¢ odpowiadaigca iedne'mu
tylko na kazdy raz potozeniu. W tym przypadku wi-
dzemy Ze iedna ta fama wftawa ftuzy katowi PCN— p,
i katowi DCR— itlo°+p, ktérego wftawa i doftawa
ieft odiemna; wfzyftkie inne katy maiace te fame
wftawe i doftawe padng na te' fame' punkta linii
krzywey, ktoére nalezg do katéw p, iSo°+p. Te ie-
fzcze dwa katy moga wyraza¢ dwie odnogi rozne'
nalezagce do tey famey linii krzywey; albo moga ry,
fowaé¢ dwie linie krzywe, teyze famey natury \
kfztattu, s ktoérych iedna bedzie potozona na ftronie
CP, druga na ftronie CD. Pierwfzy przypadek ma
mieyfce, kiedy na wftawy lub doftawy fluzace kato-
wi p, wypadng wartosci na CM, rézne od warto-
$ci odpowiadajacych katowi iSo°+p: drugi za$ przy-
padek, kiedy na obydwa te katy otrzymamy te fa-
me' wartosci CM, s ktorych iedne beda dodatne, a
drugie' odiemne; co iefzcze zalezy od réznego poto-
zenia punktu C iako poczatku odcinkdéw. lezeli ten
punkt bedzie zewnetrzny linii krzywey iak na fig.41,
widzemy ze to famo zréwnanie wyraza¢ moze linig
krzywa lezacg na ftronie CP, albo na ftronie CD: ie-
zeli za$ tén punkt bedzie lezat wewnatrz; funkeye
s ftrony CM, i s ftrony CR nie wypadng tc fame,
chyba ze linie RCM, PCD, fa dwie $rzednice, s kto-
rych kazda dzieli linig krzywag na czesci rowne, po-
dobni, i iednako okoto fiebie rofporzadzone: i w
ktorych punkt C ieft srzodkiem. lezeli za$ punkt C
lezy¢ bedzie na punkcie linii krzywey, to przeciecie
przy C bedac fpélne' wfzyftkim katom nie nalezy do
rachunku przecieé¢ odpowiadaigcych réznym pierwia-
ftkom zréwnania, co takze trzymac¢ nalezy o prze-
cieciach nalezacych do dwéch tych famych linii krzj'-
wych. Te uwagi daig nam poznaé, ze liczbe prze-
cie¢ potrzeba nam wyciggac¢ s funkcyi Kkilko-kfzt-it-
tnych 2j do ktérych tgczy¢ powinnismy uwage ka-
K tow

Fig. 41.
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tow p, iSo°+p: tak iako przeciecia linii krzywey od
przyftaw wyciggaliSmy s funkcyi y, biorgc na kazdy
pierwiaftek, x dodatnie i odiemnie. lezeli linia krzy-
wa raz tylko bydz moze przecieta od linii proftey,
potrzeba naprzod, aby z byto funkcya iedho-kfztat-
tna: powtore zeby to z byto wyrazone przez fun-
kcya takg kata, ktéraby dawfzy iedno przecigcie na
kat p, iuz innego nie wydata na igo°+ps chyba ze-
by to drugie' przeciecie nie réznito fie od pierwfzego
tylko famym znakiem i wprowadzito ten fam znak
w z. n.p. iezeli s=P, gdzie P wyraza pewng fun-
kcya kata p; kladac za p, iSo°+p, z ftanie fie =JQ;
iezeli Q = —P, iz na i$0°+p ieft odiemnem, bedzie
—z= —P, czyli 2=P: takowa wiec warto$¢ zadne-
go nowego przeciecia nie wprowadza. Zeby za$ P
miato wfpomniong witafnos$¢, potrzeba aby byto fun-
kcya nieparzyftag wftawy p, albo doftawy p: niech be-

dzie CM =z, CP— x, PM=y, bedzie —— WJtp, — =
z z

Dojt.p: iezeli z— P, ieft zrbwnaniem na linig krzywga raz

tylko przecieta od proftey; P bydz powinno funkcya
v X

nieparzyfta—, —, czyli funkcyg nieparzyftag x, y, z,
z z

nie maincg zadnego wymiaru. Do tey kiafsy naleza

linie krzywe' zamkniete w zrownaniach.

au bx cz dz ciii bx «cz dz
Z-mmmeeen h—4- — & —i - - A
z z X y z z X y
ey3 'fx3 z3  fiux :
L A S ]
z3 z3 X3 z3
Cy bx ¢ d . au  bx c
czyhh 1= — -f-—--—-h—ete—-}itd. 1= — +— -h—
z2 22 X y z2 22 X
M ey3 fx3 z2 hu2x .
= +J + 22— A4+-Lb_ it d
y sS4 X3 z4

wfzyftkie potegi Z bedac parzyftemi w takowych
zréwnaniach, liang fie funkeyami wymiernenu oc, yt
potozy-
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potozywfzy 21= xt-+-y2, oprécz tego caty drugi czto-
nek tych oftatnich zréwnan ieft wymiaru — () i ré-
wna fie iednosci, czyli ogdélniey moéwigc ilosci ftate-
czney; wiec kazde zréownanie, w ktorem funkcya je,
yt wymiaru — I, réwna ieft ilosci ftateczney, wyra-
za linig krzywa raz tylko przecietg od linii proftey.
Niech bedzie R funkcyg wymiaru w, S funkcyg wy-
miaru n-hl, a iloscig ftatecznag; wfzyftkie linie* krzy-
we' raz przeciete od proftey zamkniete fg w zréowna-

mu ogolnem - - R_ a, aze §= i, gdzie * ieft ie-
S R a a

fzcze iloscig ftateczng, ktoérg wyrazi¢ mozemy przez

wiec iefzcze zrownania w ktérych funkcya x, vy,

wymiaru pierwfzego ieft rowna ilosci ftateczney, opi-

fuin linig krzywa raz przecietg od proftey. Wfzy.

ftkie takowe linie krzywe wyrazaia fie zrownaniem

Sm )
og6lnem - &—— « - - czyli S=¢eiR, czyli

R

axr~~*pxny +cxr~Jy 1-hdx'n~*y3-}-exr~3yAb i t. d.
= a (IJxn+tBxn~ly-i-Cxn- ly*+Dxn~3yi+.it. d.) (M).
po tego wiec rodzaiu nalezy naprzéd linia profta,
na ktérag n=o0: powtdre linie 2go porzadku na kto-
re n= 1: ale w tych liniach punkt C na fig. 41 lezy¢
muli na famey linii krzywey, a przeto w rachunek
przeciecia nie wchodzi iako fpélny wfzyftkim ka-
tom, Potrzecie linie 3go porzadku gdzie n— 2: ale
punkt C lezy¢ inufi na punkcie dwoiftym it.d. Li-
nie wiec ?go porzadku maiace tylko w fwem zré-
wnaniu ieden pierwiaftek rzetelny, terminy za$ nay-
wyzfzego wymiaru w X, Y- oprécz tego linie jgo
porzadku dWa razy przecinane od linii proftey, by-
leby punkt C lezat na punkcie linii krzywey; linie
iefzcze krzywe $go porzadku maigce punkt dwoifty,
byleby w tym punkcie znaydowato fie C, uczyniag
zadofye zrownaniu (M). Podobnym fpofbbem rozu-
mowac¢ mozna o liniach porzadkéw wyzfzych.

Wyftawmy fobie teraz ze linia CM na fig, 41 prze-

K* cina

Fig. 41,



Zréwnania na
linie krzywe
dwa razy prze
ciete od pro-
Itiy.
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cina we dwoch punktach linig krzywa, a przeto ze
ta linia krzywa wyraza fig zrownaniem

z22-Pz+Q=0 --z=|p+y~(P ~ 4~), gdzie P,Q, fa
4

funkcyami kata p. Zeby wprowadzonemu warun-
kowi zadofy¢ fie ftato, potrzeba zeby kazdy z dwoch
pierwiaftkbw na z, iedno tylko przeciecie wydat, a
przeto trzeba zeby katowi i$0°+p iuz zadna infza
nie odpowiadata warto$¢ na z: czego nie mozna ina-
czey otrzymacé tylko iezeli P itrft funkcyg nieparzy-

<2 za$ funkcya parzyftag wftawy lub doftawy ka-

z
kcyg parzyfta tychze ilosci. Aze podane zrownanie

v
ta p, czyli P funkcya nieparzyftg X—, —; O za$ fun-
z

na linig krzywa wyrazi¢ fie moze /— —+ — =0}
z zz
niech bedzie R funkcyg Wymiaru n, S funkcyg wy-

. . i . P
miaru n+i, T funkcyg wymiaru n+2; poniewaz —

z
$
ieft wymiaru — i, wyrazi¢ ie mozemy przez — tak

S
dalece ze —= —i — poniewaz ieft wymiaru — z,
z T z1

bedzie . T i zrownanie ogdélne na linie krzywi
z

\
dwa razy przeciete od proftey ieft - - j--———- y- —o0,
T

czyli T—S+R=o0. tu znowu nalezy¢ moga linie
krzywe' ze wfzyftkich porzadkéw czynigc «=0 na
drugi, ti=j na trzeci, n=z na czwarty porzadek
it.d. i biorac za T terminy wymiaru n+2 dodatnie,
za 5 terminy wymiaru M--i odiemnie, za R terminy
Wymiaru n znowu dodatnie podtug zréwnania "

T~~S+R=0, w porzadku wigc trzecim termin zawi«-

raigcy
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raigcy ilosci ftateczne' nie wniydzie, w porzadku
4tym terminy wymiaru pierwfzego, ani termin ftate-
cznyi w porzadku ytym terminy wymiaru 2go, igo
ani termin ftateczny nie bgdg wchodzi¢ w oznaczenie
takowych linii krzywych; co podobnie tatwo ieft ro-
sciggng¢ do porzadkow wyzfzych. Kondycyi wigc
zatozoney uczynig zadofyé linie 2go porzadku, wy-
ftawiwfzy fobie iedno przeciecie w odlegtosci nie-
fkonczoney, kiedy w Hyperboli linia profta przeci-
najaca ftanie fig ledwo-nieftyczney, w Paraboli za$
osi réwno-legta. Linie z jgo porzadku uczynig tak-
ze zadofy¢, potozywfzy punkt C na punkcie linii
krzywey* z 4go porzadku linie majace punkt dwoi-
fty, w ktérym znaydowac fie bedzie C: zgota linie
s porzadku n bedg mogty uczyni¢ zadofy¢ zréwna-
niu T—S+R=o0, iezeli bgda mie¢ punkt tyle-krotny,
ile n— 2 zamyka iednosci, i iezeli w takowym pun-
kcie znaydowac lie bgdzie C. Gdybysmy iefzcze mie-
li uwage na pierwiaftki uroione zréwnan, znalezli-
bysmy iefzcze w wyzfzych porzadkach wiele linii
krzywych nie maigcych takiego punktu, iakiego wy-
ciggamy, a iednak zadofyé czynigcych zréwnaniu i
warunkowi zatozonemu.

Nim poftapiemy daley rozwiazmy tu fobie nafte-
puigce' zadanie. Wynalesdz zréwnanie na wfzyftkie
linie krzywe', ktore tak fa przeciete we dwéch miey-
fcach M, N, od linii proftey, iz cieciwa MN, czyli ro6-
znica dwoch przecie¢ CK— CM, ieft zawfze iloscig
ftateczng. Poniewaz linie krzywe' dwa razy przeciete'
od proftey, zawieraig lie wfzyftkie w zrownaniu - -
z2—Pz+0”™o0, s ktérego potem to ogodlne powftato
T—S+R=o0, ieft wiec CM+CN—P, CM.CN— Q, aze
[CN—CM]*=(CN+CM)2—4CM.CK=P2—4Q , po-

Linii ter*ywa

ul owa*

*

dtug kondycyi wiec zadania ieft CN—CM =V (P2—4Q)=fl*

gdzie a wyraza ilos¢ ftateczng » - P2—4Q— a2 --
chcac tg kondycya w zréwnaniu (ci) zawartg wpro-
wadzi¢ w T—S+R=o0, przypomnidymy fobie ze
JKj f
[ 1)
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2 7 z2
te wartosci za P, Q, w f*.), wypadnie

— *
E— s Q = B czyli P:S Z-, 8: B}-—, W+'o'z'yV\‘/ny
T T T

SZ2  A<2l L gknd o 32 22T
T2 T , +T «z*
wtozywfzy znowu te warto$¢ na ii w zréwnanie
T— S-bR— o0, odmieni fie na TS — C--'——T—=o,
4T 471
czyli na - - z2(iT—S)2—a212 - - (/3).

( @) ieft zrownaniem na wfzyftkie linie krzywe te
wtafnosé maiace, ze CN— CM—n, i dwa razy tylko
przeciete od proftey: poniewaz T ieft wymiarij n-bz,
S wymiaru n-bf, porzadek czwarty ieft naynizfzym
porzadkiem zawieraigcym linie ciggte tg wiafnosciag
znakomite, W nim n4-i=o, a przeto T ieft wymia-
ru igo, S iloscig ftateczna: potézmy T=x, S— ib,
zrownanie (fi), bedzie 4go porzadku:

ax2= (xi-by2)fzx—1zb)2 - - (A).

X
aze —= Dojt.p, —=WJtp, bedzie x=zDoJdt.p, y-=-

z z
zZWJt.p, Przez uzycie tych wartosci na x, y, (A) fta-
nie fie

a'lz2Doft.p'l=z'l1(izDoJt.p— 21))2, czyli

2: _"_'" ia = = = (AI)

zréwnanie (A') ztozemy naftepuigcym fpofobem;
wzigwfzy na fig. 42. ligia przecinaigcg CN, ktérey
dwa punkta Af, N, lezg na. linii krzywey, od C pro-
wadze CB czynigca z CN kat BCN=p, potem pro-
wadze Gil pionowg do CB, i nazywam CD=b,

DA=tDB— n, bedzie CL— - _ , a poniewaz LMs=
Dojt.p.
. b h
IN—a, bedzie CAf= —— —a, CN— ba,
Dajt.p Dojt.p.

CN—
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CN— CM— 20, czyli rowne ilosci ftnteczney. Linia
wiec krzywa .maigca dwie odnogi niefkonczone XBZ,
X'AZ', i ledw o-nieftycting prolia GH, wyraza (ie zro-
wnaniem (A'), albo (Aj-, Dawni iefzcze Geometro-
wie uwazali witafnosci tey linii krzywey, ktéra na-
zwali Linia Musziowa (Conchois) ztozong z dwoch
czesci podobnych: odnoge XRZ nazywali Musziowa
zewnetrzna (Conchois extenor), odnoge zas X'AZ'
Muszlowa wewnetrznag (COﬂChOiS interior), Iey bo*
wiem ryfunek podobny ieft do konchy. Chcac od
zréwnania (A') przyisdz do (A), biore CB za 0$, C
za poczatek odcinkéw, od JIN fpufzczam pionowg
NP, bfdzie CP=xr, PN—y, CD—b, a z warunku py-
tania NM=ci, troykaty podobne CPN, NLF, daig mi
naftepuigca proporcya:
CP:CN::NF:LN - - czyli x:Vr(x2+y2)::x— b:\ar.2X— zb:a

ax=(2x— 2b)V (X*+y ), a znidflfzy znak pitrwiaft-

cizx 1
kowy, a2 2= (x2+y2(2x— zb)2, y*— -—-ommmmmmemv X a,
J J

(2X— 2b)*
kiedy x—b, y=£, i linia krzywa zamienia fif na
ledwo-nieftyczna.
lezeli linia krzywa ma bydZz trzy razy przecietg Zréwnanie na
od proftey, powinna naprzéd bydz wyrazona zré- triyrflefe-
wnaniem z3—P'z2+Q'z— R'=<r, poniewaz na ka- “
zdg wartos¢ z, iedno tylko powinno wypadac¢ prze-
ciecie, a przeto kat i$o°-t-p powinien nie wydadz in-
nego iak kat p: dla ocalenia tego warunku, P' iako
fumma”™ R' iako mnogos$¢ wfzyftkich pierwiaftkow
bydz powinny funkeyami nieparzyftemi w'ftawy lub
doftawy k"ta Q' za$ iako mnogos¢é z dwébch na-
\raz pierwiaftkbw, bydz powinno funkcyag parzyfta
/ teyze wftawy lub doftawy kata. Chcac te kondycyc
(  rosciagng¢ do iakichkolwiek porzgadkéw linii, zro-
wnanie podane wyftawiam fobie pod wzorem - -
P’ Q' R’ P . Q'
J-——= > -_—Zl— 55 0, géjZle - ieft wy5n|aru — il —

K.4 wymiaru
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. J? . .
wymiaru -~z: — wymiaru — 3; niech teraz T be-
z}
dzie wymiaru n-t-j; 5 wymiaru h-kz, ii wymiaru
. . . P S
n-t-z, nakoniec £ wymiaru w; bedzie - - — = —,
z T

Q'_ R R'_
z1 T

na to ogo6lne':

. S _R Q .
i— —t—— — o, czyli T—8%+R—0=o.
T T 7T y Q

linie wiec s porzadku $go moga uczyni¢ zadofy¢ temu
zréwnaniu, wzigwfzy punkt C zewnatrz linii krzy-
wey: linie z 4go porzadku takze, byleby punkt C lezat
na linii krzywey: linie z porzadku $go maigce punkt
dwoifty uczyniag takze zadofy¢, byleby w tyin dwoi-
ftym punkcie znaydowato fie C, i ogdlnie linie po-
rzagdku n, maigc punkt mnogosci n— i w tym
punkcie n—j ofadziwfzy C. S tych uwag tatwo
nam ieft teraznieyfza teoryg rosciggna¢ do linii prze-
cietych cztery, pie¢, n razy od linii proftey. Gdyby-
s§my taki fpoféb obrali byli do wyrazania natury li-
nii krzywey, widzemy oczywiscie; ze podziat linii
krzywych cale wypada rézny od tego, ktorySmy
przyigli. tatwo nam ieft atoli linig jakgkolwiek
krzywa wyrazong przez wfpoét-ufzykowane' x, v,
przywiesdz do wyrazu, gdzie funkcya kata wchodzi
za ilos¢ odmienng. Te'n fpofob uwazania i wyraza-
nia linii krzywych wiele nam pofluzy w Mechanice
i Aftronomii.

i zréwnanig podan€ zamienia fie
*

§. XXVI.

Zoftal nam iefzcze ieden przypadek do roftrzafa-
nia, kiedy linia profta przecinaigc krzywa, ieft wy-
razona fwem wlasciwem zréwnaniem: na ten czas
mamy dwa zréwnania, iedno na linig proftg ay-{-
bx— c— o0, drugie na linig krzywg Aym+Bijm~Ix-}-
Cy”'-*x2+Dym- 3x3-+ i t."d. -mmA’'ym~I|+B'ym~1x+-
C'ym-*X*+ i td. -t- A"yni~*+B"ym~3+ i t. d. -'
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-t- ct,y+8B N +y—°- gdzie m ieft liczbg taka, do ja-
kiego porzadku nalezy linia krzywa. Chcac w tym
przypadku roftrzafa¢ przeciecia linii krzywey od pro-
ftey, rzuémy okiem na fig.43. Kazda s tych dwéch li-
nii md fwoie wfpét-ufzykowane, ktére odnofzac do
iedney teyze famey osi »s, widzemy, Ze w punkcie
przeciecia przyftawa linii proftey réwng ieft przyfta-
wie nalezacey do linii krzywey, czyli ze »m . 5w -,
fag fpélne obydwom liniom: wiec wyciggnawfzy war-
tos¢ na 1 z zréwnania na iedne s tych linii, i te war-
tos¢ witozywfzy w zréwnanie na drugg linig;
otrzymamy zréwnanie na famo x, ktére wyrazac
bedzie odcinki ae. ar- znowu fpolne i nalezace do
przyftaw fpélnych »v . »-w - Liczba takowych od-
cinkéw zalezy od liczby pierwiaftkdw rzetelnych w
zréwnaniu na famo x, i ta liczba nauczy nas zaraz
w wielu punktach linia krzywa ieft przecietg od
proftey. Zaifte zréwnanie na linig proftg nie mogac
dadz zadnego przeciecia niepodobnego, wyraza nam
wfzyftkie przyftawy rzetelne; te przyftawy wpro-
wadzaigc w zréwnanie na liniag krzywag nadaiemy
pewne wartosci y, ktére iezeli fg zgodne z zwigzkiem
iloSci w zréwnaniu zawartym, wydadz powinny X
rzetelne'; iezeli za$ nie fag, x wypasddz powinno uro-
ione, pokazuiac ze linia krzywa nie ma zadnych
wfpét-ufzykowanych fpdélnych z linig profta. Aze
przez te fztuke nic innego nie czyniemy, tylko za
pomoca dwoéch zréwnan miedzy dwiema ilosciami
odmiennemi x, y, wyrzucamy iedne, i przerabiamy
dwa zréwnania na iedno oznaczone, gdzie famo x,
albo famo vy ieft funkcya ilosci ftatecznych i zna-
nych; wiec wyrzucaé¢ ilos¢ odmienng za pomoca
dwoéch zréwnan, czyli przerabia¢ dwa zréwnania
nieoznaczone na iedno oznaczone, ieft to fzukaé
przecig¢ dwdch linii temi zréwnaniami wyrazonych,
odnofzac wfpot-ufzykowane obydwdéch tych linii do
iedney osi i do tegdéz famego poczatku odcinkow.
Skad widzemy znaczenie eliminacyi wytozoney w 8.
2(5. Algebry ftofuigc iag do Geometryi: powtdre: ze to

Kj- cosmy

Fis. 41~*
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co$my dopiero mowili o linii proftey i krzywey, ro-
scigga fie do iakichkolwiek dwoch linii krzywych.
Maigc zréwnania na dwie linie krzywe . -o
B=o0; i przerobiwfzy ie przez wyrzucenie y, na zro-
wnanie ozpaczone C=o0, gdzie C ieft funkcyg x i
ilosci ftatecznych; to oftatnie zréwnanie albo bedzie
zamykaé wfzyftkie pierwiaftki rzetelne, albo rzetel-
ne zmiefzane 2z uroionemi. lezeli C=o0 zamyka
wfzyftkie pierwiaftki rzetelne; zeby kazdy z nich
wyrazat przeciecie linii krzywey od drugiey, potrze-
ba aby takiemu pierwiaftkowi odpowiadata wartos¢
na y rzetelna w A --,. i rowna wartosef-raetelney
drugiego zréwnania B=o0; poniewaz w tein f/rzecie-
ciu przyftawy obydwoch linii krzywych fg réwne.
Aze bydz moze, ze warto$¢ na x rzetelna wyciggnio-
na z C=o0, uczyni y uroicnem w . -,. albo w
B=0j oprdcz tego moze fie przytrafi¢, ze x rzetelne'
Wypadaigce z C=o0, nie wyda wartosci na y ro-
wnych w obydwoéch zréwnaniach » -.. B=o0; bo
wierny s teoryi eliminacyi 88. p. 16. Algeb. ze w
oftatnie’ zrownanie C=0 wkrada fie mnoznik zbytni
nie nalezacy ani do A=no, ani do B=o0; wiec pier-
wiaftki nawet rzetelne zréwnania c=o, nie zawfze
wyrazaig prawdziwe przeciecia dwoch linii krzy-
wych. Zeby fie o takowych przecigciach przekonac,
potrzebaby kazdey wartosci na x, wydobytey z zro-
wnania C=o0 dos$wiadcza¢, czyli ta nic uczyni y
uroionem W . -.,., albo w B=o0; co tern ieft tru-
dnieyfze' do wykonania, im zréownania A=:0, B=o-,
fag wyzfzych ftopni. Oprécz tego potrzeba nam bydz
pewnemi, ze kazdy pierwiaftek rzetelny C=o0, daie
rowne wartosci na y w obydwoch zréwnaniach a - o«
15= 0s tym trudnosciom zaradza fie naftepuigcym fpo-
fobem: iezeli wyrzucaigc y zA-=xo0, B=o0, trafiamy W
tem dziataniu na zrownanie zamykaigce-y w pier™
wfzym ftopniu wzoru y==X, gdzie X"ieft funkcyg x
i ilosci ftatecznych; takowe zréwnanie' pokaZuie, ze
wartosci rzetelne x zrownania C=o0 wyrazaig pra-
wdziwe
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wdziwe' przeciecia; n.p. gdybySmy mieli dwa zro6-

wnania na linie krzywe' - - y*+T)yx+E=0, - - - -

y2+b'xy+G=0, wyrzucaiac y trafilibySmy naprzod
£

na zréownanie (N) - - Yy — =m—mmmmmmme- e gdzie G, E, fa
x(D—F)
funkcyami x-, tg dopiero warto$¢ na y wiozywfzy
w iedno z zrownan podanych, otrzymalibysmy no-
we zrownanie na famo x. Zrownanie (a,) wypadto
S kombinacyi dwoch podanych zréwnan A=o, B— o,
wiec mufi mie¢ w fobie co$ fpdlnego obydwdém por
diug SmiG- Algeb. Ta Jpdlna wiafnos¢ ieft w war-
toSci na y, ktéra nie moze fig na zadne x rzetelne'
fta¢ uroiong; wiec zréwnanie (&) uczy nas, ze wfzy-
ftkie wartosci na x rzetelne, iezeli daig y rzetelne' w
zréwnaniu A=o0, dadza ie takze w zréwnaniu B=o,
i ze te wartosci rzetelne i) w obydwéch zréownaniach
liedg réwne; poniewaz zréwnanie (#) na kazde x
nie daie tylko iedng wartos¢ y, fpdlng obydwdm
zréwnaniom A=o0, B=o0. Skad fig wnofi, ze ile ra-
zy dwa zréwnania podane' na linie krzywe przypro-
wadza Nas do takiego, iakiem ieft (ot) w eliminacyi;
wfzyftkie wartosci rzetelne' na x wyciagnione z C=o,
wyraza¢ beda przeciecia linii krzywych. Ale zré6-
wnanie («,) byloby nie wypadto, gdyby podane
A=0, B— o, zamykaly fame potegi parzyfte y, to
ieft: gdyby $rzednica linii krzywych byta wzietg za
0$; wigc chcac bydz pewnym ze wfzyftkie wartosci
rzetelne' na x zrownania C=o0, wyrazaig przeciecie,
Srzednica nie powinna bydZz osig.” Oprécz tego nie
zapominaymy, ze zréwnanie (x) moze bydZ takie, iz
przywiéd/fzy ie do zero, bedziemy ie mogli roze?
bra¢ na inne; proscieyfze, iako to (y— ax)(b-\-cx)(d— ex)
gdzie y— (ix=0 da nam przeciecia: inne za§ t+cx=o0
d—ex=0, moga ich nie dadZ uczyniwfsy y uroionem
w fi—o, albow B=o0; w takowym przypadku po-
trzeba nam wfzyftkie profte zréwnania zamkniete
Ke w (*)
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w (et) poczyni¢ zero, skazdego wydobytg wartosé
na x, ktasdz w iedno z zréwnan podanych A=o,
B=o0: iezeli y na takg warto$¢ wypadnie uroionem,
pokaze nam przeciecie niepodobne. Skad znowu
rodzi fie trudno$¢ naprzéd w rozbieraniu (#) na

fwoie mnozniki; powtére w doswiadczaniu kazdego
s tych mnoznikéw czyli mu fluzy przeciecie podo-
bne lub niepodobne!" Trudno$¢ ta upadiaby, gdyby

( nie mogto fie na takie mnozniki rozbiera¢, to
ieft, gdyby wyrazato iedne linig krzywag ciagtg prze-
cietg raz tylko od przyftawy, nie za$ zbior linii pro-
ftych lub krzywych proscieyfzych. Wiec zeby elimi-
nacya prowadzi¢ nas .mogta do prawdziwych prze-
cie¢ linii krzywych, to ieft zeby zréwnanie oznaczo-
ne C=o0, wypadaigce' z dwéch nieoznaczonych A=o0,
B=o0, przez fwoie pierwiaftki rzetelne wyrazato za-
wfze przyftawy fpélne dwom liniom krzywym; po-
trzeba aby iedno s tych nieoznaczonych zréwnah na
linig krzywg ciagta n.p. A=o, byto Wzoru P+Qy=o0:
gdzie P, Q, procz ilosci ftatecznych zamykaig x W
jakimkolwiek ftopniu, a przeto zréwnanie P-)-Qij=0
Wyraza linig krzywga iakiegokolwiek porzadku raz
tylko przecietag od przyftawy; drugie za$ zréwnanie'
B=0 zamykaé¢ moze y w jakimkolwiek wymiarze,
a przeto wyrazac linig krzywa ilekolwiek razy prze.
cieta od przyftawy. Tym fpofobem wydobyta war-

s —P . . .
tos¢ z A=0 na —, i wtozona w B=o0, zrodzi

zrownanie na famo X C=o, ktorego wfzyftkie pie'r-
wiaftki rzetelne wyrazaé bedg prawdziwe przeciecia
dwoch linii krzywych. Gdzie iefzcze mamy i te ko-

rzy$¢, ze zrownanie y— ---—-- fluzy nam do upe-

wnienia fig, ktora warto$¢ zréownania na x, do kto-

rey przyftawy nalezy. Zaifte wyftawmy fobie ze C=o0

ma dwa pierwiaftki rzetelne oznaczaigce na fig. 4f-

dwa przeciecia M, N; kazdy stakowych pierwiaftkow
n.p.
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n.p. Xx"=ci, nie wiemy iefzcze czyli iefl AP, czyli
AQ, a Przeto czyli nalezy do przeciecia iV, czyli do

maigc za$ zréwnanie y=.----- , I W nie kazda s

takowych wartosSci na x kiadac, otrzymamy na y
pewney wielkosci wartos$¢; iezeli to y=+PM, na
x=ci\ nalezy do przeciecia M: iezeli na x wypadng
dwie wartosci réwne, z C— o; pokaza nam, ze tam
dwa punkta zefzty fie razem, czyli ze ieft punkt

—P ¥ , .
dwoifty, a zréwnanie'i/= pokaze nam mieyfce

tego dwoiftego punktu.

*Do wynalezienia przecig¢ linii krzywych iakiego-
kolwiek porzadku nie zoftaie nam iuz tylko z dwoch
zrownan podanych n.p. P+Qy=o0, --(A) ym+Aym~I
Bym~2 - - +V=0 --(B). gdzie P, Q, A, B, C, i t.d.
fag funkcyami x, i ilosci ftatecznych; wyrzuciwfzy y
za pomoca prawidet 8. iss. Algeb: wynalesdZ trzecie
xn-hA'xn- 1-hB*cn~2+C 'xr-3-h it. d. +V'=0 - - (C)
oznaczone; gdzie A', B, C',D", i t. d. fag funkcyami
ilosci znanych i ftatecznych. To oftatnie zréwnanie'
rozwigzawfcy, wypadnie nam tyle odcinkow AP,
AP', AP", i d. ile x ma wartosci rzetelnych; te po-
kazg liczbe punktéw, w Kktérych linia krzywa - -
p+ Qyz=0, przecina drugg zZm-+Aym- 1+Bym~*-+-it. d..
+ j= 0. Kazdy wiec pierwiaftek rzetelny zréwna-
nia (C) bedzie dany przez linig profta: i iezeli dwie
linie krzywe nie maig $rzednicy wzietey za o0$, fto-
pien zrownania (C) bedzie miat za wyktadnika li-
czbe powftaigcg z rozmnozenia wyktadnikow nay-
wyzfzych,zréwnania (A), i (B), ale iefzcze dodadz
nalezy kondycya, ze (C) ieft ofwobodzone od mno-
znikow obcych, ktoreby fie mogty przymiefzaéc w
dziataniu.

§. XXVII.

Widzielismy dopiero, ze zdwoéch zréwnan nieozna-
iczonych na linie krzywe' wynaleSdz mozna trzecie

mozna*
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oznaczona, ktérego pierwiaftki rzetelne wyrazaig od-
cinki prowadzone do przecie¢ linii krzywych. Wiec
Nazd¢ zrownanie ) oznaczone n3cm-t-/)xXn_Il+rfx,n 2 -t-
txmm+ itd. - - +k—o - - (O), w ktérem a, b, c,
d, i t. d. fg ilosSciami znanemi, uwaza¢ mozna iako
powftaigce z dwoch nieoznaczonych przez wyrzuce-
nie t/, i iako mie¢ mogace pierwiaftki rzetelne wyra-
zone przez linie profte’. Wpynalesdz dwa nieozna-
czone zréwnania takie, z iakichby przez eliminacya,
wypasdz mogto (C), ieft to wynalesdz dwie linie
profte lub krzywe przecinaigce fie, maigce 0o$ fpding
t poczatek odcinkéw, a oraz fpdlne' odcinki nalezace'
do przecie¢* a przeto ieft to wynalesdz pierwiaftki
zréwnania (C) przez linie. Spoféb ten rozwigzania
zrownan za pomocg linii proftych lub krzywych na-
zywa fie Sktadnig Zréwnan (Conftruftio Aeguatio-
Tium). Ztozy¢ bowiem zrdwnanie, znaczy w Geo-
metryi odrylowaé linig proftg lub krzywg, w ktore'y
2wiazek wfpét-ufzykowanych rodzi zréwnanie' po-
dane, i to znaczenie nalezy do zréwnan nieoznaczo-
nych: ztozy¢ za$ zréwnanie oznaczone, ieft to odry-
fowaé dwie linie przecinaigce' fie tyle razy, i w taki
fpoféb, aby odcinki do przecie¢ nalezagce wyrazaty
wfzyftkie pierwiaftki rzetelne' zro6wnania podanego.
Co nam nie bedzie trudno wykonaé¢ i zrozumie'¢ w
przyktadach. A naprzéd kazde zréwnanie oznaczo-
ne pierwfzego ftopnia Ax-— B— o, uwazaé fie moze,
jakoby powftalo z dwoch nieoznaczonych ay=c(x+a)

i). - by=d(b—x) m- (z), sktérych wyrzuciwfz

(1) y=d( (d) (\dl)() y y y

1, wypadnie — 'Z— . . (,) ktore ieft wzom
bc+da

Ax— B=o0: zeby wiec znalesdz warto$¢ na A wyrazo-
nag przez linie, potrzeba ztozy¢ zréwnania' (i), (z),
s ktorych powftato (3). Aze zrownanie nieoznaczone
(1), (2) kazde z ofobna rozebra¢ fie moze na cztery
proporcyonalne terminy, ktére mozemy dobrze wy-
razi¢ przez 4 linie proporcyonalne zawarte w dwdch
troykatach podobnych* przeto nazwawfzy na fig. 44-

"B =«,
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AB—c, AD=c, AP~x, PM=y, CA—b, AE=d, ma-
my naprzéd AB:AD::BP:PM, czyli ciic—a+x:y . . i
ay=c(a-i-x), wiec zrownanie (i) ieft na linig BS;
powtore, CA:AE::CP:PM to ieft b:d—b—x:y' m- - .
by— d(b—x) zréwnanie na linig CE: przeto pierwia™
ftek zrownania (3) ieft AP, nalezacy do przeciecia fpol-
nego M obydwéch linii proftych. Wfzyftkie zatem
zrownania oznaczone pierwfzego ftopnia ztozy¢ fig
moga przez dwie linie profte.

Zrownanie nayoglnieyfze' igo ftopnia Ax1-+-Bx+C=ct?

poniewaz uwaza¢ fie moze iako wypadte z dwdch
zrownan nieoznaczonych ay— c(a-\-x), yx+a'xy+b'xi
m+-d'x+£'y+f~0, s ktorych drugie wyrazaigc linig
krzywa drugiego porzadku, uczy nas; ze do ztozenia
zrownan oznaczonych 2go ftopnia potrzeba uzy¢ li*
nii proftey, i linii ktéreykolwiek 2go porzadku. la-
kéz linia 2go porzadku mogac bydz przecigta we
dwéch mieyfcach od linii proftey, okaza¢ powinna
w tych przecieciach dwa pierwiaftki zrownania po-
danego Ax2-+-Bx-i-C— 0. Uzyimy do tego kota iako
linii krzywey naytatwieyfzey do ryfunku, na ktérag
zréwnanie d2= (x — —g)2; z dwoch tych zro-
wnan na linig proftg i na koto wyrzuciwfzy y, wy*
padnie zréwnanie oznaczone;

(a2+c') x x-i-(2cla— ZJa l— 2cicg)x+af 1— icag+ay x
+axc2— o - - * (c").
poréownawfzy to zréwnanie s podane'm co do wfpét-
czynnikow A, B, C, i wprowadziwszy iefzcze kon-
dycye na oznaczenie innych ilosci znanych w zro6-
wnaniach na linig krzywa i na koto, czyli raczey na
wyrazenie ci,c,j,g, d, przez A, B, C; przyidziemy
do naznaczenia dwdch nayogoélnieyfzych zréwnanh ni
linig profta 1 na koto, ktore uwaza¢ mozemy iako
mogace wydadz s fiebie kazde iakiekolwiek zréwna-
nie 2go ftopnia oznaczone' A x1-+-Bx-+-C=0: nie zo-
ftaie nam wiec tylko ztozy¢ dwa zréwnania - * e

ay=c(a+xd, - - (M . . d*=(x—0*+-(—0)* * - ($)

tego dokazemy na figurze 4, nazwawfzy ARz=a,
AB=c,

Fi£, au
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AB=c, AD—f, CD—g, CM-=d, AP—x, PM=%t
LM—y—¢; LC=x—f, mamy naprzéod AR:AB::RP'-PM
ci:c—a+x:y - -ay—c(a+x) - - CMl— LE¥3-hLMz - -
dz— (x—f)z+(y—g-)2, zréwnanie wigc ((i) ieft na
koto promienia CM—ci, zrownanie' zas (#,) na linig
profta RM przecinaigcg koto w dwoch mieyfcach N,
M, przeto AQ, AP, fg prawdziwemi pierwiaftkami
zréwnania (C). Podobnym fpofobem ztozyéby mo-
zna zrownanie $go ftopnia za pomoca linii proftey
z linig krzywa jgo porzadku, ktérg profta w trzech
punktach przecina; zréwnanie 4go ftopnia za po-
mocg dwoch linii 2go porzadku iakie fag nayprosciey-
fze' koto i Parabola, ktpre fie w czterech punktach
mod&3 przecinaé: zgota za pomocag dwodch linii krzy-
wych porzadkéw, rn, n,mozna ztozy¢é zréwnanie' fto-
pnia jnn.

Spoféb takowy rozwigzywania zréwnan za pomo-
ca linii krzywych, uzyty od Des-Carta byt ledwo nie
powfzechnym, poki Geometrowie nie rozfzerzyli gra-
nic Algebry i nie wprowadzili uzycia Tablic Trygo-
nometrycznych. Za pomoca niego Des-Cartes ro-
zwigzat zaraz wielkie owo w ftarozytnosci zadanie
o] dwoch $rzednich proporcyonalnych liniach: i in-
nych wiele w fwoiey Geometryi o naturze linii krzy-
wych. Dawni Geometrowie nie mieli innego fpo-
fobu uwazania linii krzywych tylko przez takowe'
przeciecia, ktore w niedoftatku rachunku Algebrai-
cznego wyrazali przez fame proporeye barzo zawi-
ktane; a chcac przenikng¢ w zawikleyfze linii krzy-
wych witafnosci, powynaydowali do tego linie krzy-
we wyzfzych porzadkéw: tak Nicomedcs wynalazt
linia Mufzlowg §. 2y: Diokles, Cifsoide §. 2?. iako
widzie¢ mozna Pappum. Colle. Math. Lib. Ill. Des-
Cartes wynalazifzy fpoféb wyrazania linii krzywych
przez rachunek, wfzyftkie te dawnych zadania barzo
fzczfSliwie rozwigzat. Pofzedt za nim Newton W

fwoiey Arytmetyce powfzechney, i wiele fkiadni
zro-
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zrownan w Des-Carcie uproscit, innych wiele przy-
dat. Nie mozna nie wyzna¢ ze fpoféb rozwiezywa-
nia zrownan przez linie krzywe' ieft barzo dowci-
pny, i wprawiaigcy w rozumowanie; ale do uzycia
cale trudny. Wyciaga bowiem prawdziwie geome-
trycznego ryfunku linii krzywych, w ktérym chybi-
wfzy, bhjdzemy wiele w wartosciach famych pieY-
wiaftkéw. Ryfowaé za$ linie krzywe wyzfzych ofo-
bliwie porzadkéw geometrycznie przez punkta, ieft
rzeczg niezmiernie zmudng i zawiktang, iako kazdy
s pierwfzey uwagi moze fie przekona¢. Dla tey ci
to przyczyny fktadnia zréwnan przez linie krzywe
ieft cale zaniedbana w dzifieyfzym Matematyki ftanie,
ktérasmy tu krotko wytozyli, aby iefzcze zoftawié
Slad pierwfzego Geometryi ftanu w ftarozytnosci, i
za czaféw Des-Carta. Ktoby iednak doktadnieyfzey
chciat w tem wiadomosci, odfytamy go do dziet Des-
Carta: Marquis de 2 Hopital: TraitAAnglytique des
Settions Coniques-Livre ix,X.

ROZDZIAL PIATY.

Zréwnania miedzy trzema odmiennemi ilo -
$ciami ttdmaczg fie przez Powierzchnie cjat,
i przez linie profle lub krzywe na powierz-
chniach lezgce: podaie fie fpoféb wyrazania
réoznych powierzchni krzywych, i linii na wie-
lu ptafzczyznach zoftaigcych.

§. XXVIII.

mITTTzyftki™ wiafnosci linii krzywych, ktore nas

dotad zaprzqta’:y, Wydoby/te fa z uwagi nad zro6-

wnanrami nieoznaczonemi miedzy" dwiema odmien-

nemi ilosciami: skad nam ieft tatwo uczué, iak teo-

rya takowych zrownan ieft rozlegta i obfita, gdzie
L rozum

fcréwrania nfe

.0
mlennzfeml 1
Octami déma.
ci» fij na linie
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rozum ludzki zoftnwit nriyfzczesliwfze pamiagtki fwo*
iey dzielnosci, igdzie zawfze niewyczerpane zrzodlo
nowych prawd znayduie. Pamietajmy tylko, ze*
§my dopiero ieden rodzay zrownan nieoznaczonych
potrafili przettumaczy¢ na linie, to ieft kiedy zré*
wnanie dwie tylko odmienne ilosci zamyka. Wfzak*
ze iednak zréwnanie' Algebraiczne zawiera¢ moze «
ilosci odmie'nnych, » ktoérych chcac na iednge miec
warto$¢ oznaczong i pewng, potrzeba nam wprowa*
dzi¢ n— i warunkow dla nadania wartosci tyluz nie-
wiadomym; Coz wiec znaczy¢ bedg zréwnania trzy
odmienm: ilosci zawieraigce naftepuigc zaraz po tych,
s ktorydi Teorya linii krzywych wypadta? Wyftaw-
T>y fobie z nich iedno nayproscieyfze Ax~\-By+Cz-"
D=0: W niem kazda ilo$¢ odmienna ieft funkcya
'dwéch innych, wiec naprzod chcgc takowe zréwna*
enic przez linie wytidmarzyé¢, potrzeba nam trzech
wfpét-ufzykowanych: ka&dey s tycii wfpot-ufzykowa*
nych oddzieli¢ potrzeba dwie ftrony, iedne na war*
‘o$ci dodatne, na wartosci odiemne druga; a przeto
*ale' mieyfce na ktéfemby lezata linia takowem zré*
wnaniem opifana, roscig¢é na fzes¢ czesci od fiebic™
réznych i oddzielnych. Tego dokaza¢ nie potrafie*
my na iedney ptafzczyinie, bo tey wfzyftkie Wy*
miary dwie wfpét-ufzykowane fwern potozeniem za*
braty; odcinki bowiem x zabraly calg fzerokoséj
przyftawy y catg diugos¢ plafzczyzny na ktorey li*
nia krzywa lezata: wiec trzccia ilos¢ odmienna z
mie¢ powinna wymiar trzeci, czyli gtebokos¢; a za*
tem og6lnie moéwigc: zrdéwnanie nieoznaczone mig*
dzy trzema odmiennymi, iloSciami nie moze wyrcizaé
tylko albo plafzczyzne odnofzong do drugiey pta*
fzczyzny, albo powierzchniag krzywg ciata, albo co,
na iedno 'wyndzie, linig krzywa lezaca na l6zliych
ptafzczyznach, do ktérey oznaczenia potrzebuiemy
koniecznie dwo6ch ptafzczyzn na wyftawienie trzech
wfpét-ufzykowanych x, y, z: i s tey to podobno
przyczyny takowe linie krzywe uwazane od W- Ge*
‘ometry



Rozdziat V.

ometry Clairaut (a) nazwane byly Dwoistey krzy-
wizny (Curvae dnplicis Curuaturae). YTyftawmy fo-
bie (“fig- 4<*~) na ptafzczyznie gruntowey, ktérag za-
wfze bedzie ptafzczyzna papieru, dwie linie nieozna-
czoney wielkosci do liebie pionowe, RS na odcinki,
CD na rachowanie przyftaw j/; powtdre trzecig linig
GH pionowa do ptafzczyzny papieru, i przechodza-
ca przez punkt A wziety za poczatek odcinkéw: ta
linia ftuzy¢ bedzie do znaczenia przyftaw z, Kktore
nazywaé bedziemy Przyfiawami wyfokosci: punkt'4
wiec krzywey na réznych ptafzczyznach leza-
cty, czyli powierzchnie ciat profte lub krzywe od-
nofi¢ zawfze bedziemy do ptafzczyzny grunty za
pomocg trzech wfpdét-ufzykowanych AP, MP, MZ,
(fig. 47), s ktérych kazda bedzie réwno-legta fwpy li-
nii gtéwney na fig. 46, takowe linie gtéwne RS, CD,
GH, nazywaig fi¢ osiami (Axes). A iako ftrona AS
bedzie mieyfcem odcinkéw dodatnych, ftrona AR od-
iemnychj powtdre, ftrona AC mieyfcem przyftaw do-
datnych, AH przyftaw odiemnych; tak ftrona AG
nad ptafzczyzng gruntu, bedzie wyraza¢ przyftawy
wyfokosci dodatne, ftrona zas§ AH tez przyftawy
odicmne, Zeby$my fie tatwiey znale$dZz mogli w ta-
kowych odmianach potozenia, wygodniey mim ie-
fzcze bedzie wyftawi¢ fobie trzy ptafzczyzny do fie-
bie pionowe, przecinajace fie w liniach gtéwnych: to
ieft ptafzczyzne gruntu/ powtoére ptafzczyzne przeci-
naiaca grunt w linii RS, na koniec ptafzczyzne prze-
cinalgca tenze grunt w linii CD: obie te oftatnie pla-
fzczyzny przecina¢ fie bedg w linii GH, a przeto be-
da do liebie i do gruntu pionowe. Trzy takowe
plafzczyzny przechodzace przez punkt A, a roseja-
enione do odlegto$ci nieoznaczoney, rozetnag calg pet-
no$¢ mieyfca na oSro przedziatéw odppwiadaigcych
tyiuz potozeniom wfpot-ufzykowanych; pie

przedziat CGS fltuzy wfzyftkim wfpéi-ufzykpwanym
dodatnym, to ieft: na-t-x, -+%, +z-, drugi przedziat

U CGR

(g) Traie¢ des Courbet * double Coutbur¢.

F6<
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CGR ftuzy na —x, +y, -Hz. trzeci przedziatDGS ieft
na +x, —Yy, +z: cztuarly przedziat RGD ieft na
— X, —Yy, +z: pialy przedziat SHC na -Hx, +y,— 2;
fz6jiy przedziat CHR na — x,-t-y, — z: ftodmy prze-
dziat SUD na 4-x, —y, —z: o/my przedziat RUD na
— X, —Yy, —z: s tych przedziatow iedne zamykat
dwie wfpot-ufzykowane' s tcmiz fameini znakami,
drugie iedne tylko wfpot-ufzykowang fpolng, co do
znaku; trzecie nakoniec wfzyftkie trzy wfpét-ufzy-
kowane co do znakéw ro6zne. A maigc zréwnanie
na jakagkolwiek powierzchnig do trzech takowych
ptafzczyzn odnéfzona, tatwo nam ieft przez to famo
rozumowanie, ktéregosmy w 8. 24 uzyli, rossadzié
czyli ktére przedziaty fag miedzy fobg réwne i podo-
bne: i tak n.p. iezeli zréwnanie zawiera¢ bedzie fa-
me potegi parzyfte z, powierzchnia lezaca nad pta-
fzczyzng gruntowg RCGS, bedzie réwna i podotMid
powierzchni pod tym gruntem potozoney; i ptufzczy-
zna gruntowa bedzie tem, czem byty Srzednice w li-
niach krzywych; czyli bedzie P+aszczyzma Srzodko-
wa (Plcinum lilamdralej: iezeli zas w zréwnaniu na
powierzchnig, x albo y bedg fie znaydowaé¢ w famych
wymiarach parzyftych; w pierwfzym razie ptafzczy-
2na CGDH, w drugim za$ przypadku ptafzczyzn”
5GRU bedzie ptafzczyzna $Srzodkowa.

Wyrazi¢ linig jakakolwiek lezacg na .powierzchni
ciala, przez zréwnanie Algebraiczne; ieft to ogarnac
wfzyftkie odmiany punktu te linig opifuigcego: tako-
we odmiany wzgledem ptafzczyzny gruntowdy po-
kazg nam przyftawy wyfokos$ci 2; odmiany wzgle-
dem ptafzczyzny SGRH pokazg nam wartosci y, od-
miany nakoniec wzgledem ptafzczyzny CGDH od-
kryig nam odcinki x: ikad nam tatwo pozna¢, ze od-
miany iedney wfpo6t-ufzy kowaney fg zawifte od dru-
gich; a przeto ze w zréwnaniu na powierzchnig,
kazda ilos¢ odmienna ieft funkcya dwdch innych.
Tu iuz tatwo poymiemy, ze iezeli powierzchnia cia-
ta iakiego ieft opifana obwodem linii ciggtty proftey
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lub krzywey, cata iey rozlegto$¢ zawarta bedzie w
iedném zrownaniu, i bedzie Powierzchnia ciag+a
(Superficie$ continua)-, iezeli zas opifana ieft tak, ii
kazda iey czes¢ wypadita z obrotu innego gatunku
linii, bedzie takze kazda takowa cze$¢ nalezata do
innego zroéwnania, flcad powftaie Powierzchnia nie-
rorem na (Superficie$ difcontinua), ktéra do terazniey*
fzych uwag nie bedzie nalezyé. W zréwnaniu na
powierzchnie ciggte, z bydz moze funkcya iedno-
kfztattng y, x-, a przeto na kazdg warto$¢ x,y, iedna
tylko bedztie odpowiadac¢ przyftawa wylokosci, i ta-
kowe powierzchnie bedziemy znowu nazywac Pier-
wszego porzadku (Superficies primi ordmis): iezeli
za$ bedzie funkcya dwo-kfztaltng x, y, na kazda
warto$¢ x, y, dwie beda odpowiada¢ przyftawy wy-
fokosci, i takowe powierzchnie beda D rugiego po-
rzadku (Superficies fecundi ordinis), co iefzcze ro-
$ciagnawfzy do wyzfzych wymiaréw z, wynaydzie-
tny dalfzy podziat powierzchni tak, iak na linie
krzywe, gdzie nalezy nam oftrzec ze wymiary ilosci
odmiennych nie fg tak befpieczng cecha do rozezna-
wania powierzchni, iak do linii krzywych: czego
bedziemy miec przyktad na powierzchi walca i
oftrokraga.

S tych pierwfzych obrazéw, ktéreSmy fobie o zr6-
wnaniach nieoznaczonych miedzy trzema ilosciami
odmiennemi wyftawili, dom}'Slemy fie tatwo, iz
nam wypadaig dwoiakiego rodzaiu dociekania; to ielt
fpoféb wyrazenia zréwnaniem powierzchni iakiego-
kolwiek ciata: i fpoféb wyrazenia linii na powierz-
chni ciata lezacey: przypatrzmy fie iak iedno s tych
zagadnien ieft od drugiego zawifie.

Poznanie' powierzchni iakiego ciata nabywa fie
przez poznanie wiciu barzo punktéw na tey powie-
rzchni lezacych, a przeto przez znalezienie prawa,
podiug ktérego te punkta fie odmieniaiag. Do po-
znania wielu na raz takowych punktéw ieft iedyny
fpoféb poznaé linie rézne na takowey powierzchni

Lj lezgcej
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lezace'; te linie uwaza¢ fie moga iako ryfy zoftawio-
ne od ptafzczyzn przecinaigcych ciato; a przeto po-
znanie powierzchni, zawifto od poznania linii na niey
Zoftaigcych; poznanie za$. takowych linii, nabywa fie
przez uwage roznych przecie¢ takowey powierzchni
od plafzczyzn. Wezmy fobie za przykiad Kkule,
przecigwfzy ig w iakiemkolwiek mieyfcu ptafzcz.y-
zng, linia krzywa tem przecieciem na powierzchni
odryta bedzie kolo, wiec na fig. 47. punkt Z bedzie
lezat zawfze na kole; niech hedzje AP=x, PM=y,
M Z=z, przez punkt Z i przez $rzodek Kkuli, czyli
przez punkta Z, A, P, przecigwfzy kule, mamy na-
przéod 4M2=*x1+y*-, AZ2=AM x-hMZ*= x*-hyi+ z2i
ale Az, ieft promien kuli; wiec a2=% 2-t-y2-1-32 ieft
zréwnaniem na kule. Chcac teraz od zréwnania na
kule przyisdz do poznania linii wypadaigcey s prze-
ciecia kuli przez ptafzczyzne gruntowa; ta kondy-
cya uczy nas, ze z=o0, a przeto zrownanie na Unig
fzukang ieft a2— x2+y2, iezeli uczynie w zrownaniu
na kule x=a, otrzymam ci2=iy2-bz2 na linig s prze-
ciecia kuli ptafzczyzng SGRH: iezeli zas y~o0, wypa-t
dnie mi nl=x*4-2*, zréwnanie na linig, ktérg pla*
fzczyzna CGHD f\vem przecieciem zoftawia.

Powierzchnie wiec ciat uwazaé¢ bedziemy przez roét
Zzne przeciecia tychze ciat od plafzczyzn, i przez li-
nie takowem przecieciem zrodzone. Poniewaz za$
przytrafi¢ fie moze, ze linia krzywa na powierzchni
Softaigc, lezy na wielu ptafzczyznach, i wypasdz nie
moze s przeciecia cia{a iedng plafzczyzng; ale tylko
s przeciecia powierzchni przez drugg powierzchnig;
przeto rozdzielemy uwage nalze na dwa przypadki;
w pierwfzym poznamy linie na powierzchniach ciat
zoftaigce, ktére wypasdz moga $ przeciecia ciala od
ptafzczy-~ny; powtére uwaza¢ bedziemy linie krzy-
we zoftaigce na powierzchni, ale razem znayduigce
(ie na wielu ptafzczyznach,

§. XXIX.
Poniewaz zamierzyliSmy fobie uwaza¢ fame pa*
Wierzchnie
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Wierzchnie c:'ng'e, bndg do uwagi nafziy nalezy¢ fn-
tne' tyHfo 'ciala Okragte toczone (Corpoia iornata),
ktérych powierzchnia wyrobiona ieft podtug pewne'
go prawa, czyli raczey opifam liniag krzywa ciaggla
przez fwoy obrot, iakiemi fag Kula (Globus), Walec
(Cylindrus), i Ostrokrag (Conus). Przez ciata t:--
kowe przechodzac ptafzczyzna przecinajgca* zofta-
Wia réznico gatunku linie krzywe podiug réznego
fwego potozenia,

A naprzéd odnofzag¢ punkta powierzchni takiego
ciata do trzech ptafzczyzn gtéwnych, wyftawmy fo>
bie powierzchniag przecieta rowno legle ptafzczyznifc
gruntowey .SCTD (fig.4<jJ$ tem przecigeciem zoftawiol
ne linie na powierzchni bydZ moga réowne, tak dalece
ze do iakieykolwiek wyfokos$ci podniefiemy ptafzczy-

zne przecinaiacg; linia krzywa bedzie ta fama, a
przeto w takowey powierzchni linia s przeciecia
rbwnolegtego gruntowi zrodzona, ieft niezawifta od
przyftaw wyfokos$ci, i zrbwnanie' na takowa powierz-

chnig nie powinno zamykaé¢ z, ale bydz powinno
lakiem , iakiem fi§ wyraza linia krzywa bedaca -zasa-
da ciata. W yftawmy fobie Walec prosty ('Cyiin-
rlrus reEtus), ktéorego Zasada (Basis) ieft Koto: albo
W alec pociagty (Cylindruj fcalenus), gdzie Ellipfa
ieft zafada, przecinaigc ‘ciato takie ptafzczyzna ré-
wno-legta zafadzie, a razem pionowa do osi walca,
mwypada¢ beda s takowych przecie¢ fame kota mie-
dzy fobag réwne na walec profty, i zrbwnanie na per-
wierzchniag takiego walca ieft al= x 7-+y2: na wateé
mza$ pociggty fame bedag Ellipfy miedzy fobag réwne,
przeto zréwnanie g'ly'1+k'Ix'3=g1k*, bedzie wyrazac
powierzchnig Walca pociggtego. Wtafnosé ta fluzy
wfzyftkim ciatom W alczastym i graniasto-stupo-
wym (Corpora <Cylindrica, prifmatica), i zréwnania
Ha powierzchnig takowych ciat nie zamykaig z, bo
W nich przeciecia ré6wnolegte zasadzie rodzag link
profte lub krzywe miedzy foba réwne.

Powtére .przecinaiagc ciata ptafzczyznag réwno legly

-L4 gruntowi*

Roflnaraij 'fi(
; iinic

»vypidai»cé *
pnccifci$ ich

Fig. **
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gruntowi, linie na powierzchni takowem przecieciem
zrodzone byrlz moga podobne §. VII. to ieft tego
famego porzadku i gatunku, ale mnieyfze lub wie-
kfze, i na kazde takowe' przeciecie 2 ftaie fig iloscig
ftateczng. Wyftawmy fobie oftrokrag okragty, kto-
rego zafadg ieft koto (Canus rettus), lub pociagty,
ktorego zafadg ieft Ellipfa (Conus fcalenus); przeci-
najagc od wierzchotka plafzczyzng réwno-legta zasa-
dzie taki oftrokrag, ryfowac fie bedg na powierzchni
takowem przecieciem fame kota na oftro-krggu okra-
gtym; fame za$ Ellipfy na oftro-krggu pociggtym: te za$
kota i Ellipfy nie beda réwne, ale bedac rofngé po-
dtug odlegtosci ptafzczyzny przecinaiacey, i ich ob-
wody bedg proporcyonalne wyfokosci =n, tak dalece
ze linia przez punkta te proporcyonalne prowadzona
ieft profta; ciata takowe nazywaig fie Ostro-krago-
we, albo ogdlniey Ostro-graniaste (Corpora coni-
ca, pyramidalici); przeto zrownanie na te ciata bydz
powinno takie, iz na przeciecie' Ich ptafzczyzna
przez punkta te proporcyonalne, rozebra¢ fie powin-
no na zréwnania wyrazaigce linie profte. Takowa
za$ wtafnos¢ maig wfzyftkie Zréwnania iedno-ro-
«ne (jEqucitionrs homogeneie), czyli zawieraigce we
wfzyftkich terminach réwne wymiary ilosci odmien-
nych, X, y, z; tak dalece, ze fumma wymiaru w ie-
dnym terminie, ieft rowna fummie wymiaréw termi-
nu innego ktdéregokolwiek.

A naprzod mieliSmy iui przyktad pod §. 22. ze
zrownania iedno-rodne miedzy iloSciami odmiennemi
jakiem ieft n. p. Axm~nyn-+BXxI-~PyP-+ i t. d. =0,
rozbiera¢ fie moga na zréwnania profté¢ igo ftopnia.
Zeby$my fie za§ o tern barziey przekonali w tera-
znieyfzych zrownaniach, wyftawmy fobie zréwnanie
iedno-rodne zni=azm~“~PxnyP, ktorego wfzyftkie'
terminy poniewaz te fame potege ilosci odmiennych
razem wzietych zamykaig, dofy¢ nam na iednym
przefta¢. Teraz przypusémy na fig.47. ze plafzczy-

zna przecinaigca przechodzac przez punkt A ieft pio-
nowg /
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nowa do ptafzczyzny grantu . »wv . Kktéra przecina w
linii am ., nazwawfzy a s =x. pm =y, m z -: ponie-
waz kat »awm ptafzczyzny przecinaigcey z linig a» .
ieft nam znany; bedzie nam takze znany ftéfunek
Am ap, | awm:ve, a przeto bedzie ,-.ix. gdzie
ieft funkcya tego kata: wiozywfzy wiec w zréwna-
nie' iednorodne za , warto$¢ ... bedzie - -

sm=azm-n---nixan+iz, ZrOWNanie takiego wzoru iak
Axkonyrineam-iye it d =o. wiec kazda po-
wierzchnia wyrazona zréwnaniem iednorodnem mieg-
dzy trzema odmiennemi ilosciami «. ,. .. przecieta
ptafzczyzng pionowag na grunt, i przechodzaca przez
s§rzodek .. wyda linig profta. lakoz przecigwfzy
oltrokrag iakikolwiek pionowo na grunt tak, aby
ptafzczyzna przecinaigoa przefzta przez o$ oftrokra-
ga; linie s tego przeciecia zrodzone bedg profte’
przecinaigce fie¢ w wierzchotku. Co fluzy takze wfzy-
Itkim ciatom graniafto-flupowym, w ktérych zr6-
wnaniu iedna z ilosci odmiennych ftaie fie albo zero,
albo iloscig ftateczng, podiug potozenia ptafzczyzny
przecinaigcey wzgledem ptafzczyzn gtéwnych: a prze-
to zrownanie na ciato graniafto-ftupowe w tem prze-
cieciu bedzie tylko iedne ilos¢ odmienng zamykac,
ktorego pierwiaftki wyrazaia linie profte miedzy
fobg réwno legte, S tych uwag tatwo nam bedzie
wynale$dz zréwnanie nu powierzchnig oltro-kraga iar
kiegokolwiek. Niech bedzie na fig. 47- oltro krag
pociagty » o « e .. ktorego zafada ieft Ellipfa wyrazo-
na zréwnaniem g*y*+Kkix'>=k*g~, odniélH{fzy iego
powierzchnig do trzech ptafzczyzn gtownych przez
wfpot-nfzykowane ar-=+x, p 0 =y, o m -:. tak aby
ptafzczyzna gruntowa byta réwno-legta zafadzie
bkei, I apr rowno-legta osi wiekfzey oe-.. uv. ro-
wno-legta PQ, wyfokosc¢ réwno-legta osi oftro-
kraga ¢y poniewaz przeciecia réwno-legte ptafzczy-
znie grnntowey rodzag Ellipfy podobne, ktérych S$rze-
dniceo ¢ - . « L -«. beda miaty ftéfunek ftateczny do
wyfokosci s to ieft ¢ - n .. -«— n... whlozywfzy te

Ly wartosci

Fig. 4*'°
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wartosci w zréwnanie na Ellipfe; otrzymamy - -
m*yl+n2x'2=2m zniz'l. zréwnanie na powierzchniag
fzukang. W oftro-kragu proftym czyli okrijgtym, po-
niewaz obydwie' $rzednice fg rowne; mamy m—n, a
przeto zréwnanie yl+x2=m 21 na powierzchnig
oftro-kraga proftego.

Zoftaie nam teraz po przecieciach rowno legtych i
pionowych na grunt przez $rzodek A, roftrzglngc in-
ne przeciecia iakiekolwiek trzech tych ciat, i wyna-
lesdz linie krzywe, ktore fie ftad na powierzchni ro-
dzg. Cale to dziatanie zawifto od przeniefienia
wfpoét-ufzykowanych s ptafzczyzny gruntu na pta-
fzczyzne przecinajacg, i od wyrazenia iedney przez
funkeye dwdch drugich, tak aby zréwnanie miedzy
trzema odmiennemi ilosciami na powierzchnig, prze-
robi¢ na zréwnanie do dwoéch wfpét-ufzykowanych
na linia krzywa przecieciem zrodzong. Zaczniymy
od kuli, na ktorg zréwnanie a-=x 2-hy--H2t, miedzy
trzema wfpot-ufzykowanemi na fig. 49. AP=x,
QP=y, QM=z, Poprowadzmy ptafzczyzne prze-
cinajacg przez powierzchnig kuli tak, aby przecieta
ptafzczyzne gruntowg w linii TL, uczyniwlzy z ofig
AR kat TSR— ASL— p. Na linig TL przeciecia, fpusé-
my z £), M, dwie pionowe' QT, AlLT; bedzie wiec kat
QTM=q wyrazal'pochytos$¢ ptafzczyzny przecinaig-
cey do ptafzczyzny gruntowey. Od poczatku odcin-
kéw A fpusémy na linig przeciecia pionowg AL:
chcgc wyrazi¢ linig krzywag tem przecieciem na po-
wierzchni kuli zoftawiona, potrzeba mi zréwnanie'
miedzy X, y, z, przerobi¢ na inne miedzy ST=t, i
TM— u. Nazwiymy AS, ni; bedzie AL— m WJl.p,
LS=m.DoJtp, od T na o$ przefztg AS fpufzczam
pionowa TR=t.WJit.p, SR—t,DoJt.p; a poniewaz kat
QTS-=qo°, kat PQT— TSR=p; QM=u.Wli.g, QT=
u.Da/t.q-, FR=u.Doft.qWJtp, PQ— TR=u.DoJt.g.
Dojt.p: a zatem x=AP=AS+SR—PR, y— TR+PQ—
TR, czyli - - - x—m++.DoJip—u.Dodt.q.Wijtp; - - -
y=t.Wji.p+u.DoJt.q.Dg/t.p-, Z— QM=u.WJitq-, wtozy

wfzy
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wfzy te wartosci W zréwnanie na kule az= x 1+y'1+z"'1\
otrzymamy inne miedzy f, u, na kolo lezagce na pta-
fzczyznie przecinaigcey. Zeby$Smy to zréwnanie u-
czynili proscieyfzem, wyftawmy fobie ze kat TSR=¢0°
czyli ze ptafzczyzna przecinaigca pada pionowo do
osi AS\ bedzie wiec WJItp=x, DoJdt.p=o0, a przeto
x=m — u.Doft.g, i/=f; z=u.WJtq, wlozywfzy te
wartosci w zréwnanie na kule, zamien emy ie na
a2= m2— imu.Dojt.g-i-u2Dojt.q2+t 2+ u 2iyjt.ql

czyli na a2=m 2— zmu.Dofi.gA-P+ul - - potozywfzy
u—m.DoJt.q=s, ¢ - u'—zmDafl.g=s1— m2DoJt.qz,
j— Dcjt.q2=iyjt.q*, wypadnie

t*-}-s2= a 2— m-WJt.qz.

Zréwnanie na koto, ktérego promien =\S~(a2— m"™Wittj2),

wfzyftkie wiec przecigcia kuli ptalzczyzng wydaiag
koto.

Te fame wartosci nowych wfpdt-ufzykowanych
fluzy¢é nam bedg do innych ciat. Mamy naprzod zro-
wnanie' na walec profty az= x z+y2: wyftawmy fo-
bie ze ten tak ieft przeciety od ptafzczyzny, iz TS
pada pionowo na AR, a przeto p=eo°, mamy wiec
x=m — u.Dojt.q, y=t; wtozywfzy te wartosci w zré-
wnanie' az= x z+yz przerobiemy ie na
a2=(rn—u.DoJt.q)2+t2, czyli

fl=a2— mz+imu.DoJt.q—uzDoJdtg2 - - (a)
zréwnanie (x) ieft na Ellipfe podtug cechy wytozo-
ney w 8 XIII* chcac te Ellipfe tepiey poznaé od-
nieSmy wfpoét-ufzykowane do $rzodka, potozywfzy

m / - -
ii—sA-— >zréwnanie fie zamieni na
DoJdtq
i*=ci*— s2DoJt.q2 . . - (fi)
EllipTa wiec s tego przeciecia zrodzona, lezy na pta-
fzczyznie przecinaigcey, maigca fwoy $rzodek na osi
walca; o8 mnieyfza tey Ellipfy ieft t=ci, réwna pro-
mieniowi kota gruntowego; o$ za$ wiekfza ieft ro-
u-na —-— poniewaz n< — — | im Doftawa qieft

Dodtq * - DoJtg
Lc iloscia

Przeciecia wal
ca i linie ft»d
IC0 lonc* .
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iloscig rftniyfza, to ieft, im pochytos¢ ptafzczyzny
przecinaigcey do ptafzczyzny gruntowey, ieft mniey-
fza, tem o0$ wrekfza wypada dtuzfza; a przeto i
Ellipfa: co nam daie widzie¢, zc przeciecie walca
proftego ptalzczyzng nachylong do gruntu, zawfze
rodzi Ellipfe: im kat q ieft Wiekfey, tem ta Ellipla
5eft dtuzfza* kiedy gq=eo0°s¢ 0$ ta ftaie fie niefkonczo-
ng, bo Dofl.g=o0j czyli o$ ta ftaie fig liniag rowno-
legtg osi walca, a przeto przeciecie pionowe na grunt
walca rodzi linie profte miedzy fobg rowno-legte: im
za$ ¢ ftaie fie mnieyfzem, tem o0$ wigkfza Elipfy
zbliza fig do réwnosci Zosia mnieyfzg; i kiedy g— o,
DoJt.g=i, a zréwnani-e (fa) ftaie fig zrobwnaniem na
koto, wiec wfzyftkie' przeciecia walca réwno-legte
gruntowi wydaig koto.

Przyftofuymy te fame' rozumowania do walca po-
dtuznego, ktorego zafada it;ft Ellipfa. Zréwnanie na
taki Walec ieft gayz+k”~x3=k'lg3; ktadac x=m —U
'Dodt.q, y— tj przerobiemy ie na

kz
— [j2— Hiz~h2muDnJi.q— ulDoft,q2" - - (y)*

(y) ieft znowu zréwnaniem na Ellipfe: niech bedzie

m f . o t
————————— e ta warto$¢ wtozonaw M , zamieni zro6-
DoJt
wnanie na
i*~zL-(gl—s2Doj}.q") » ! (~"K
gz

0$ mnieylza tey EHipfy uczyniwfzy s=o0, wypadd
t=k, to ieft ta fama co i EHipfy gruntowey,- 0§ za$

Wifkfza kiedy i—o, wypada—2— 7aze - >
Dojt.i]
— — /55> 'A”c EHipfa s tego przeciecia pochytego

DoJt-d . oy .
'do gruntu ieft dtuzfza iak zafada. 'Nazwiymy te o$

mnieyfzg Ellipfy s przeciecia wypadtey, dang przez %
nazwiymy
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nSfcwiymy ig moéwie €¢; o$ wigkfza dang przez s,
Ic?

nazwiymy t¥/, mamy <€ = — czyli cp”™:k.g=;

i. Aze i — t= Sieczna.q. 8. n. Algebry,
Do/?.g" Boft.g
przeto mamy w oftatniey proporcyi te barzo piekna
prawde zamknieta,, ze przecigwfzy walec podtuzny
,,ptalzczyzng pochylg do gruntu, otrzymujemy s tego
,,przeciecia Ellipfg, w ktorey mnogos$¢ dwdch -osi ma
,,fig do mnogosci osi zafady, iako lie ma Sieczna po-
chytosci ptafzczyzny do wftawy proftey.,,

Zoftaia nam iefzcze do roftrzafania rézne przecie* Przeciecia
ria oftro-kraga: zeby$Smy te rzecz nayogoélniey ogar- ~fokraga.i h'
neli, wezmy do tego eftro-krgg podiuzny, z niego T'd "yptf*.
bowiem -tatwo nam bedzie przyisédz do oftro-kraga jiCj,
proftego czyli okragtego. WynalezliSmy prawda na
powierzchnig oftro-krgga zréwnanie m2n*z*=m*y1-¥n2x 2.
poniewaz ndm iuz wchodzi m w x,y, na przeciecia}
wyrazmy raczey tg powierzchnig zréwnaniem - - -
g-klz*=gly*+k2 1 Wyftawiwfzy fobie Zze zafada
oftro-kraga lezy na ptafzczyznie gruntowey APQ
fig. 45> ktoérey S$rzednice fa g, k. Przecigwfzy ten N
oftro-krag ptafzczyzng tak, iak nam fig. 4p. pokazin-
ie, ktadgc x=m-+t.Doft p—u.Doft.g.WItp- - -
my=t.fVji-p+n.DoJdtqg.t)gfl.p. z='u.Wjt.q; zréwnanie
gik*z3=Zg*y*+lil{xd na oftro-krag podiuzmy, wy-
(padnie-.

g*k* Wft.qHi* — 2gz.Wfi.p. Doft.q,DoJt.p.tu
— g2.DoJdt.g*.Dojt.p\ua 4- 2k*.m.WJt.p.Dafl.q.DoJt4>.it*
m-k2. Dofi.g2.

A-zk'1Init)oJl.qWj\.p.ii-—2k*'mDoft.pt
—s\W/tp\i* -~ k*yn* =0 - - - (A").
— k2t)6jt.p2.t2\

N a'Oftro-krag za$ profty gdzie g— k, g~z™— y~+ic*
zamieni fig zrébwnanie na



Fig. 49.
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g\Wfl.g\u* — 2(1— m)WJt.p.Doft.q.Do/t.p.ta—**
—DoJt.qz.uz
-t- xmDoJt.g.WJi.p,u—mi=0 - (B").
— zmDoJtp.t

to zréwnanie wyraza linie krzywe drugiego porzad-
ku tak, iak i (A”): dla tego zebySmy na wypadKki
trafili proscieyfze, obieramy fobie do roftrzafania zro-
wnani”™ (B"), a przeto odcinki r6zne oftro-kraga pro-
ftego. A naprzéd przetniymy oftro-krag profty tak,
aby ptafzczyzna przecinaigca byta profto-padta do
gruntu, bedzie wiec MTQ=qg=¢0°, )VJg— i, Dodlq
=0. wprowadziwfzy ten warunek w zréwnanie
(B"), zamieniemy ie na

g'xu'l= +2-hzmDq/t.p.t-i-m2 - - (E")e
podtug prawidet podanych w 8§ XIIl. i innych w
Rozdziale Ill. 8. XIX. rozfadzi¢ nam tatwo, ze zré-

wnanie (C") ieft na Hyperbole, ktérey ledwo-niefty-
czne profte zamykaiag fie w zréwnaniach - - -
gu+t+mDofl.p=0, - - - gu—t—mDoJt.p=0. Znay-
dziemy te fame linig krzywa na przeciecie pionowe
do gruntu oftro-kraga podtuznego, wprowadziwfzy
w (A") kondycya, ze MJ.g— i, DuJdt.g=o0. przeto
oftro-krag iakikolwiek przeciety pionowo do grun-
tu i zafady fwoiey, wydaie Hyperbole.

Niech teraz ptafzczyzna przecinaigca padnie po-
chyto na grunt tak aby iey przeciecie TL byto pio-
nowe do osi AR na fig. 49. bedzie wiec TSR=p=¢eo0°,
)yi}.p— i, Do/J.p=o0, wprowadziwfzy te warunki w
zréwnanie (R") zamieniemy ie na

i*=z(g*WJt.g'l'—Dodtqg'l)ii2+imDoJt.g.u—m1l - - (D")
gdyby przeciecie albo pochyto$¢ ptafzczyzny przeci-
naigcey, do gruntowey byta taka, iz g 2IVJt.g-— Doftq'i,
czyli L =. Sty.q. linia krzywa s takiego przeciecia

g , ,
zrodzona bytaby Parabola opifani zrownaniem - - -
t2=2mDoJt.g.u— m*
iezeli
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iezeli za$ g*WJt.q2— DoJt.g2 nie bedzie zero, zebySmy
doktadniey te linig przecieciem zrodzong poznali,
odnieSmy wfpo6t-ufzykowane do $rzodka potozywfzy

. m.Dojt.i7 .
«=j— , zréwnanie (c , zamieni

~W Ju f-D o Jt.cf

gdzie widzem}' oczywiscie, ze iezeli g 2Wyt.g2>DoJt.g*t
linia krzywa odryta plafzczyzng przecinajgca bedzie
{lyperbolaj iezeli za$ - - - ¢-w siq-< .0 osi.q-1. linia

krzywa bedzie Ellipfa: na Ellipfe wiec Shj.g< n a

S

Hyperbole s ., .«> —. na Parabole za$ s, - po-

niewaz g wyraza promien kota gruntowegg niech
bedzie g— i: wypada na Parabole sy .q— i-s 1y 4-.
Na Ellipfe sty o<~sty 4i-. na Hyperbole s« q->s51y .4
Wyftawmy lobie na fig. yo. przeciecie' oftro-kraga
przez wierzchotek D i $rzodek ¢ proftopadle na
grunt* wypadnie troykat o » s réwno-ramienny, linie
o s. oa. bedg bokami oftro-kraga, ¢ promien ko-
ta gruntowego, o ¢ osig oftrokraga; poprowadziwfzy
linig proftg « ¢ s $rzodka tak, aby byt «.« ACE— 4f°i
bedzie ¢ c roéwno-legta » s . wiec kiedy ptafzczyzna
przecinajac oftro-krgg bedzie rowno-legta do iego
boku o s . linia krzywa s tego przeciecia zrodzona
bedzie » :r2v01.; kiedy za$ ta ptafzczyzna padnie na
grunt pod katem mnieyfzym od 45°, iakim ieft n. p.
Lca- to ieft kiedy przeciggniona za linig c. co raz
barziey od s o oddala¢ fie bedzie ku ftronie o . linia
krzywa ftad zrodzona bedzie e 1ips.-. kiedy nakoniec
ptafzczyzna przecinajaca padifzty pod katem wie-
kfzym od 4S° na grunt, w przeciggnieniu fchodzi¢ fie
bedzie z bokiem ku ftronie s o . a oddala¢ fie coraz
barziey od tegéz boku ku ftronie DB, linia krzywa
S takiego

Fig, r».
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s takiego przeciecia zrodzona bedzie Hypnbola.
Przeciecie wiec oftro-krgga wydaie wfzyftkie i;n;¢

krzywe porzadku, ktore ftad wziety imie 0Od-
cinkéw ostro-kragowych (SeSiones Conicae.)
" §. XXX.

Wfzyftkie' powierzchnie ciat dotagd od nas uwazam
ne, bedac, wyrazone zréwnaniem zawieraigcem trzy
wfpét-ufzykowane x,y, z, w drugim ftopniu, fa po-
wierzchniami zgo porzadku; te przeciete ptafzczyzna
nie wydaty linii krzywych wyzfzego porzgdku nad
ten, do ktérego fame naleza: nie moga bowiem ta-
kowe powierzchnie powita¢ tytko z obrotu linii zgo
Dprzadku. | tak powierzchnia kuli po.wftgie z obro-"
tu obwodu kota okoto fwey S$rzednicy: walec z obro-
tu linii proftey lezacey na obwodzie kota lub Ellipfy;
i profto-padtey do ptafzczyzny gruntu. Oftrokrag s
podobnego obrotu linii proftey przecinaigcey wyfo-
kos¢ oftro-krgga w iego wierzchotku, a zatem nachy-*
toney do ptaizczyzny gruntu pod tym famym ka-
tem. Wrzyftkie' te powierzchnie 2go porzadku wy-
razic mozemy zrOwnaniem agotui/m Z'l=x*+yz,
gdzie Z1 ieft iloscig ftateczng na ciata, graniafto-ftupo-’
we, ktérych boki fg fobie réwno-iegte': ieft zas Z*
funkcyg wyfokosci z na ciata oftro-graniafte’. Zeby-.
§my nic nie opuscili co do wiadomosci innych ie-
fzcze powierzchni zgo porzadku nalezy, rodzacych fie
z obrotu famych linii krzywych -Sgo porzadku, tak
iak kula rodzi fie s famego obrotu kota; pomysimy,
ie na fig. g. Tabl: Il. linig krzywa R'liM ieft zgo
porzadku, ktérg o$ R'S dzieii na dwie czesci réwne'
i podobne: obrociwfzy takowg linig okoto fwey
$rzednicy R'S, obwdd iey opifze powierzchnig krzy-
waq: iakze takowg powierzchnig wyrazemy zréwna-
niem? tatwo kazdy poymuie, ze natura takowey po-
wierzchni zalezy od oznaczenia funkcyi ndlezytéy £,
Na ten koniec odnieSmy te powierzchnig do trzech
ptatzezyzn gtéwnych wyrazonych na fig. ji. przez;
trzy wfpot-ufzykowane pionowe RF—x, PQ~y f

QM—2Z,
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QM~=z, przez punkt Af, i poczatek odcinkéw R
fpusémy ptafzczyzne przecinaiacg, pionowo do pta-
fzczyzny gruntowey RQP, tak, ze linia RQ bedzie
linig przeciecia; ta ptafzczyzna odetnie linia krzywa
takiey natury, ziakiey obrotu powitata powierzchnia,
j ta linia krzywa bedzie cata lezy¢ na ptafzczyznie
przecinaiacey, Kktérey zrownanie wyrazi fie przez
dwie wfpét-ufzykowane' RQ, QM. Daymy ie ta po-
wierzchnia powftata z obrotu Ellipfy; wiec punkt Af
lezy na Ellipfie, na ktérg mamy na koncu §. XIII.

zrownanie (A') RQ?-Jz— ~1z2: gdzie / znaczy
9
liniag réwnania cala, g 0§ wigkfzg Ellipfy> bedzie

wiec funkcyg Z, fz— '-Z2 na teraznieyfzy przypa-
&
dek; aze Ro 2= x 2+y 2l przeto
fz— bLz2=x2+y2 -* - - (AlY.

¢}
ieft zrbwnaniem na powierzchnig opifang przez obrot
F.llipfy okoto fwoiey S$rzednicy, czyli na powierzchnig

Sferoiciy.

Gdyby linia opifuigcd powierzchnig byta Parabola;
punkt Af na fig. yi. bedzie punktem nalezacym do
Paraboli, gdzie g=COi wprowadziwfzy te kondycya
w zrownanie (Af), wypadnie zréwnanie na po-
wierzchnig Paraboliczng;

/2=X2-t-i/2 - - - (Af"),
gdyby za$ powierzchnia krzywa opifana byta obro-
tem 'Hyperboli) gdzie 0$ wiekfza ieft zewnetrzna 1i-
nii krzywey, wprowadziwfzy —g, za g w (Af)j
otrzymamy zréwnanie na powierzchnig Hyperbo-
liczng;

fz+ L z¥=x2+y* . - (M™).

g
Spoféb ten wyrazania linii krzywych rodzacych fie
s przecigcia powierzchni krzywey p(nfzczy?ng, nie
moze ftuzy¢ tylko kiedy linia krzywa tak lezy na
M fo-

Fig, j-i.
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powierzchni, ze ig catg ptafzczyzna przecinaigca' za-
ia¢ moze: to iefl, kiedy ig za pomocag przeciecia z
niezliczonych ptafzczyzn mozemy przenie$¢ na ie-

ple kiedy 1niti krzywa tak lezy na po-
wierzchni, iz iey ptafzczyzna przecinaigca nie moze
zagarng¢, fpofob dopiero wytozony nie moze ftuzyc.
Linii bowiem krzywey nie mozna pozna¢ tylko
przez zréwnanie miedzy dwiema odmiennemi iloScia-
mi, do ktérego nam tatwo byto przyisdz rachuiac li-
nig krzywg calg potozong na ptafzczyznie przecina-
igcey, gdzie trzy wfpét-uizykowane x,y, z, do po-
wierzchni, potrafiliSmy za pomoca Trygonometryi
wyrazi¢ przez dwie {, u, do linii krzywey. Zafta-
nowmy fiy z uwaga nad tg nowag trudnoscig. Nie
mozemy poznac¢ linii krzywey tylko przez zréwna-
nie miedzy dwiema wfpdét-ufzykowanemi; wiec na'm
koniecznie potrzeba linig krzywa przenies¢ z niezli-
czonych ptafzczyzn na iedne, i zréownanie na po-
wierzchniag miedzy X, y, z, przerobi¢ na inne miedzy
dwiema tylko odmiennemi ilosciami. A przeto trze-
ba nam koniecznie mie¢ dwa zréwnania na powierz-
chnig, za pomocg ktérych wyrzuciwfzy iedne odmien-
na n.p. Z, wypadnie zréwnanie miedzy x, y, na li-
nia krzywa. Tu uwazmy naprzéd, ze dwa te zr6-
wnania bydZz powinny ro6zne, wiec kazde wyrazacé
bedzie inng powierzchnig; z nich nie mozomy wy-
rzuca¢ zadney iloSci odmienney, iezeli iey wartosc
nie bedzie fpélnii obydwom powierzchniom, a prze-
to iezeli wfpoét-ufzykowane iedney powierzchni nie
beda do tey famey osi, i do tego famego poczatku
odciukéw odnofzone co i drugie; i iezeli punkta ie-
dney powierzchni nie znida lie s punktami drugiey,
w linii krzywey lzukaney: to ieft, takiey linii krzy-
wey nie mozemy poznac, tylko przez przeciecie po-
wierzchni od drugiey powierzchni takie, aby po-
wierzchnia przecinaigca przefzla przez wfzyftkie
punkta linii lzukaney. lako wiec linie krzywe lezg-
ce na iedney ptafzczyznie, poznaiemy za pomoca

prze-



Rozdziat V. 179

przeciecia powierzchni ptafzczyzng; tak linie krzywe'
lezace na réznych ptafzczyznach poznaé mozemy
przez przeciecie' powierzchni drugg powierzchnia.
To za$ powtdérne poznawanie dzieie fie przez F.limi-
nacya; gdzie znowu widzemy podobienftwo terazniey-
fzego fpofobu s tym, ktéregosmy uzyli na fktadnig
zréwnan pod §§8. XVI. XVII. Przypomniymy fobie
tamto dziatanie, aby$Smy lepicy zrozumieli terazniey-
fze. Od dwoéch zréwnan wyrazaigcych dwie linie
odnofzone do tey famey osi i do tego famego po-
czatku odcinkéw na punkta N,M, (fig. 45-) pr/.yfzli.
$§my do zroéwnania na punkta Pe wiec tem
wyrzucaniem iedney ilosci odmienney, punkt N prze-
niesliSmy na punkt Q, punkt za$ M, na punkt P,
przez pionowe \1Q, MP, to ieft punkta z iedney li-
nii przenie$liSmy na druga; podobnie i teraz maigc
dwa zréwnania miedzy AP=x, PQ=y, QM—z,
(%. yi), na dwie powierzchnie przecinaigce fie, i te
przerabiaigc na iedno miedzy y, x; punkt \J przez
pionowa przenofzemy na punkt Q, i calg linig krzy-
wa RMN, przenofzemy tym famym fpofobem na
soT, czyli na ptafzczyzne BAD; linia SQT nazywa
fie Rzutem , albo Przeniesieniem linii RMN,
(Projetlto curvetr)-} a iako pod 8§ XVI. poznalismy
oczywiscie ze nie zawfze pierwiaftki rzetelne' w zré-
wnaniu oznaczone'm pokazuig przeciecia, tak i tu
trzeba nam pamietaé, ze lubo zréwnanie na rzut
linii  bedzie mie¢ wartosci rzetelne, i wyrazaé
prawdziwe linii krzywey przeniesienie; nie zawfze
iednak z rzetelnosci rzutu nalezy wnofi¢ o rze-
telnosci  linii na powierzchni ciala zoftaigcCy: bo
do tego jelzczc nalezy fie przekonaé¢, zc pionowe'
przenofzace linig s powierzchni na ptafzczyzne, fg
takze rzetelne; do czego poméc nam powinny wfzy-
ftkie rozumowania pod 8§ XVI. wytozone. Pamie-
taymy iefzcze i o tem, ze odnofzagc powierzchnig do
trzech ptafzczyzn gtéwnych, mozemy na ktorakol-
wiek z nich cifng¢ linig krzywa, co zawifio od ilosci
Mt odmien-

Fig- 4f.

Fig' fi*
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odmienney ktérag wyrzucamy. lezeli z dwéch zré-
wnali wyrzucamy z, otrzymujac inne miedzy x, y; ci-
fkamy na ten czas linig krzywa na ptafzczyzne BsiD:
kiedy za$ wyrzucamy y, zoftawuigc z, x, cifkamy ig
na ptafzczyzne CAD: nakoniec cifkamy linig krzywa
s powierzchni na ptafzczyzne CAB, wyrzucaigc X.
A iako na ciikanie linii krzywych na ptafzczyzne
potrzebujemy dwoch zréwnan do powierzchni; tak
tez chcagc z rzutu pozna¢ linig krzywa na po-
wierzchni  lezgcg, ieden rzut nigdy nam nie
wyftarczy, ale ich trzeba koniecznie dwa: co oczy-
wiscie wypada sfamdéy natury powierzchni, na ktérg
potrzcbuiemy zréwnania miedzy trzema odmiennemi
ilosciami. Wezmy za przyktad kule przecietg od
ptafzczyzny  pochytey do gruntu, i fzukaymy
rzutu linii  krzywey tem przecieciem zrodzoney.
Mamy dwa zréwnania na powierzchnig kuli - -
xt-H/a-t-Zt=f12* i na powierzchnig ptafkg Ax+By -+
Cz=D\ wyrzuciwDy 1z, otrzymamy zréwnanie na
rzut kota.

DI— D2n2—iDBy— 2ADx+ (A2+ C29x 1+ (B1+C 2ij*
+2 Bxz/=o0.
ktore wyraza Ellipfe. Kazde' wiec koto nachylone do
iakiey ptafzczyzny, i cisnione na nie, wydaic Elliple;
tak inko kazda linia krzywa rzucona przez pionowe
na te fame ptafzczyzne gdzie lezy, daie linig profta,
czyli linia profta ielt zawfze rzutem linii krzy-
wey, na tey famey ptafzczyznie lezacey.

Sztuka ta przenofzenia linii, z iedney ptafzczyzny
na drugg przez linie pionowe, bedac pra-
wem dla oka nafzego w wiedzeniu ciat odlegtych,
zrodzita nauke ofobna nazwang Perfpel}tyiva, ktéra
‘e 8runtcm ryfunku i malarftwa. Oko nafzd nie
widzi ciat tylko przez linie profte, przez ktoére Swia-
tto fie rofchodzi; nie mogac fadzi¢ z oka o odlegto-
sci rzeczy, wiemy tylko ze cialo fprawuigce w nas
czucie, znayduie lie na linii proftey od fiebie do oka
prowadzoney, ale nie wiemy na ktérym punkcie tey

limi
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linii lezy: jezeli to ciato ieft niezmiernie od nas od-
dalone, i ma czaftki iedne mniey, drugie wiecey od
nas odlegté; wfzyftkie' te roznice odlegtosci przed
okiem nafzym nikng, tak dalece ze ie wfzyftkie do
iedney odlegtosci odnofzemy: i tak ciata Niebielkie,
iako to n.p. Xiezyc lub Storice bedac okragte, i kuli-
fte, widzemy ptafkiej bo wfzyftkie punkta ich po-
wierzchni wypuktey, odnofzemy przez linie piono-
we do ptafzczyzny przez $rzodek ciata przechodza-
cey i pionowey na linig od $rzodka ciata do oka na-
fze'go prowadzona. Spofob wyrazenia ciata tak, iak
by lie oku nafzemu pakazato, gdyby to s pewney ia-
Itiey odlegtosci na nie patrzato, wypada s teoryi do-
pie'ro wytozoney: i tak koto lub iakakolwiek linia
krzywa oddalona od nas, ale potozona na tey fa*
mey ptafzczyznie z okiem, i do niego obwodem
obroécona, widziana bedzie iak linia profta; bo wfzy*
ftkie punkta iey obwodu oko odnofi¢ bedzie do linii
proftey prowadzoncy przez S$rzodek linii krzywey,
tak iak koto ukosnie od oka w wielkiey odlegtosci
widziani/, zamieni fig w Ellipfe. S tego prawa fztu-
ka ryfunku ciat réznych zalezy na tem; iz obiera fie
naprzéd pewne potozenie i mieyfce dla oka: miedzy
niem i ciatem kiadzie fie ptafzczyzna przezroczyfta,
czyli Tablica; linie od ciata do oka prowadzone prze-
chodzg przez te ptafzczyzne, i gdzie kazda Tablice
przecina, tam ieft mieyfce punktu, s ktérego linia
wychodzi. Wezmy fobie za przyktad fpofob ryfo-
wania Mapp, czyli kart Geograficznych, gdzie ieft
cata kula lub cze$¢ powierzchni ziemi odmalowana.
Te karty rozne' mie¢ moga poftaci podiug réznego
potozenia oka wzgledem Kkuli ziemfkicy. lezeli oko
potozemy w $rzodku ziemi, Tablica bedzie dotykac
fie kuli, na ktdérey fie kazdy punkt kota odmaluie
tam, gdzie, fie konczy ftyczna iego tuku; ftyczne ro-
fnac znacznie, roSciagng powierzchnig poét-kuli do od-
legtosci nielkonczoney; i dla tego na takich kartach
nie maluig lie wigkfze' czeSci powierzchni od 4j°.
Mj Aze
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Aze oko znayduigc fie w S$rzodku, znayduie fie ra-
zem na ptafzczyznach wfzyftkich potudnikéw i két
wiekfzych; tc kota ryfuig fie iak linie profte. Ta-
kowe potozenie oka daie fie w kartach kuli niebie-
fkiey. Poiutore oko potozy¢ mozemy w biegunie ku-
li; Tablica na ten czas bedzie w famym $rzedniku,
na ktorg cifka fie cata powierzchnia po6t kuli lezaca
na ftronie drugiego bieguna. Poniewaz w biegunach
znowu fig wfzyftkie Poludniki przecinaig, oko znay-
duie fie na wfzyftkich tych ptafzczyznach, przeto po-
tudniki na takowych kartach wyrazaig fie przez linie
profte, kota za$ rownolegte zoftawfzy przy fwoiey
figurze rofng od bieguna tak, iako ftyczne tukéw za-
bieraigcych potowe fze'rokosci geograficzney. Cifka-
n:e¢ takowe powierzchni kuli nazywa fie Bieguno-
wem (ProjePEio polaris), tak iak pierwfze nazywa fie
Srzodkowem (Projecllo centratisj. Uzycie cifkania
biegunowego ma mieyfce w ryfowaniu pot-kuli zicm-
fkiey lub niebiefkiey. Nakoniec potozyé mozemy
oko na famey powierzchni kuli, Tablice za$ na Ho-
rizoncie mieyfca przechodzacym przez S$rzodek kuli.
Koto to rowno-legte' gdzie fie oko znayduie, wyraza
fie zawfze przez linig proftag; czego mamy przyktad
w dzifieyfzych kartach ziemfkich, kiedy potowe kuli
na ptafzczyzne potudnika cifkiimy, polozywfzy oko
\v famym $rzedniku. Dawni Geografowie ryfuigc
nawet kray iaki, obierali $rzednik na potozenie oka;
1 dla tego ich karty wyrazaty mieyfca ziemi nadto
ukosno i od podobienftwa dalekie. W dzifieyfzych
kartach chcac ryfowa¢ kray iaki, bierze fie mieyfce
miedzy dwiema potudnikami i dwiema réwno-legte-
mi kotami zawarte, gdzie fie kray ten zamykaj z
srzodka tego kraiu prpwadzi fie linia profta przez
S§rzodek kuli az na ftrone przeciwlegta, gdzio fie oko
znayduie patrzace na kray przez Tablice umiefzczo-
nn w S$rzodku kuli, i proftopadtg do linii proftey do-
piero oprfaney; potudnik tego mieyfca $rzedniego na

przeciwko ktéremu oko lezy, bed:jc na iedney pta-
fzczy znk-
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fzcfcyznie z okinn, zamienia fie na linig profig, inne'
za$ potudniki wypadajgac z przeciecia ukosnego kuli.
fa porcyami Elhpfy: bo ogdélnie mowiac: wfzyftkie
potudnik, zboczne dla oka, kiedy fig to inayduie na
powierzchni kuli, zamicniaia fie w Ellipfy, podtug
teoryi wyzey wytozoney. Gdyby ta nauka rafowa-
nia kart, me byta nad to rosciagta i obca dla celu,
ktorysmy lobie zatozyli; weszlibySmy we wfzyftkie'
iey fzczegolnosci; ale poniewaz nam wypadnie w
czeSciach Fizyczno-Matematycznych pokazaé uzycie
tych ogdlnych poczatkéw rachunku, ktéresmy w tem

dziele rzucili, znaydziemy tam przyzwoitfze mieyfcé¢
dla materyi teraz wfpomnioney.

ROZDZIAL SZOSTY.

o wiafnosciach linii krzywych pr:cstepnyen
1 ich znakomitfzych gatunkach.

§ XXXI.

T .In,e krzywe bedac catkiem zawiffe od funkcyi w

ich zréwnania wchodzacych, mie¢ powinny na-
przed ten fam podziat, ktéry fluzy funkeyom, i ta-
kie wiafnosci, lakich w zréwnaniach ich, funkeye wy-
ciggata. We wfzyftkich dotagd uwagach nafzych fa-
me zréwnania i funkeye Algebraiczne byty zrzodiem
wytozonych witafnosci na linie krzywe; gdzie fama
natura Rozciggtosci (Extet,fio) potozyta granice ba-
daniom nafzym; poniewaz ftang¢ mufieliSmy na zro-
wnan.ach nieoznaczonych miedzy trzema odmienne-
mi ilosciami, dla tego, ze kazda z nich potrzebuiac
innego wymiaru, nie mamy w naturze wiecev wy-
miarow nad trzy, ktore wfpdt-ufzykowane zabraty.
Zoftaie nam iefzcze pozna¢ linie krzywe wyrazone
zrownaniem w ktdére funkeye przeftepne wchodza.
Dwa fa rodzaie funkcyi przeftepnych, ktéresmy w

M4 dru-



184 Geometryi wyzsze?

drugiey czesci wytozyli, to ieft Logarytmy i tuki
két. Kazdy z nich ma te ogdélng ceche, ze do ro-
zwigzania zréwnania takowg funkcya zawieraigcego,
potrzebuiemy dziatan cale réznych od dziatan alge-
braicznych; ze wartosci czyli pierwiaftki takowych
zrownan zawiffy iftotnie od fzeregéw niefkohczonych
ktéorych zréwnaniem algebraicznem ogarna¢ nie po-
dobna. Ten oftatni charakter ieft iftotnieyfzy od
pi¢crwfzego, bo do funkcyi algebraicznych mozemy
dziatan, uzy¢ przeftepnych, ktére cale natury funkcyi
nie zamienig. Wfzakze Teorya granic w Rozd. III.
wytozona, ieft dziataniem przeftepnym; ktéra przecie
ani zréwnan ani linii krzywych tam wytozonych nie
uczynita przeftepnemi: i cata Matematyka wyzfza u-
zywaigc takowych dziatan na funkeye nawet Alge-
braiczne, wcieta imie Geometryi przeftepney, lubo
funkeye takowemi dziataniami w fwey naturze zo-
ftawia nienarufzone co do teraznieyfzego podziata.
Wfzyftkie funkeye maigce albo ilo$¢ odmienna, al-
bo niewymierng rzetelng za wyktadnika, zawifty od
Logarytmoéw; tak, iak funkeye z wyktadnikami uro-
ionemi zawifly od tukéw kota: picrwfze wyrazaig
fig zrownaniem y=cix albo ogdlniey ij=AaX:fy dru-
gie zrownaniem y=+Jfd\.x albo y=t.DoJt.x, albo
yr=L.WJl.Irx, gdzie £ znaczy tuk kota, /. logarytm,
podtug 88. 48. yi, Alg. Moga iefzcze znaydowad
fie zrownanid inne' przeftepne, ktoérych przez Algebre
nie bylibySmy w ftanie poznaé, i dla tego ie do inney
nauki odkltadamy. Uwazmy naprzéd iakie whi-
fnosci mie¢ powinna linia krzywa wyrazona zro6-
wnaniem y=ax. Nadaigc ciggle x wartosci doda-
tne, y ros$nie, i nigdy nie przeftaie bydz dodatnem i
rzetelnem; kitadac znowu za x, wfzyftkie wartosci
odiemne calkie, y coraz barziey ubywa, ale nie prze-
ftaie bydz iefzcze rzetelnem i odmienne'm, to ieft:

XxX=o0, 7, 2, s 4> r, - - - m - - . -

na y=i, a, a3, n4, n*, ---an - -
— h
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wiec linia krzywa wyrazona zréwnaniem y-~cix z
iedney ftrony poczatku odcinkéw A na fig. y?, po-
winna rofnn¢ w przyftawach bez konca,- z drugiey
ftrony powinna bez konca ubywac; a przeto o$, QC,
ieft iey ledwo-nieftyczng. Cata za$ ta linia leiy¢
bedzie nad osig, gdzie mieyfce przyftaw dodatpych
przypada. Kiedy x réwnie rosnie lub ubywa, przy-
ftawy fobie przylegte maig ten fam nieodmienny
ftéfunek, i kiedy odcinki wzraftaig lub ubywaja
przez poftep Arytmetyczny, przyftawy rofng lub
ubywaiag przez paftep Geometryczny: a przeto od=
cinki fg logarytmami przyftaw, kazda przyftawa
ieft Srzednig proporcyonalng miedzy dwiema odcin-
kami iey przylegtemi, i réwno od picy odlegtymi.
Linia krzywa na fig. y?. tém ieft naprzéd znako-i
mita, ze maigc iedne ledwo-nieftycznn, ma tylko ie-
dne niefifonhczonk odnoge: kiedy w liniach Algebrai-
cznych kazda ledwo-nieftyczna miata dwie odnogi
bez' kpnca fi? ciggnace. Tu widzemy oczywiscie, ze
na przyftawe zero, odpowiada odcinek niefkoriczony
odiemnyi tak iak na przyftawe niefkoriczong doda-
tng, odcinek niefkohczony dodatny; i z iedney ftrony
linia krzyw? zblizg fie do oft, z drugiey ftrony od
niey fie bez konca oddala. Aze podiug wytozonych
dopiero witafnosci AP— log.PM— log.(i.P~t)— log.i+
log.PM: dowiedliSmy za$ pod §. yy. Algeb. Zze ie-
dno$¢ ma niefl;griczong liczbe lo~arytméw, s ktérych
tylko ieden o left rzetelny, a wfzyftkie uraianA
wiec kazdemu odcinkowi bed?ie odpowiad.i¢ nic-
/koniczona liczha przyftaw, s ktorych iedna ieft tytko
rzetelna, a wfzyftkie inne uroione; tp ieft, linia krzy-
wa pic bedzie tylko w iednern mieyfcu od przyfta-
wy przecieta, lezeli iednak za X bra¢ bedziemy u-
lgmki Z mianownikami parzyfterm n.p. bedzie
My y=v/«3
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y = V znak pierwiaftkowy niaigc koniecznie dwa
znaki *= do fiebie przywigzane, pokazuie ielteftwo
przyftaw w linii krzywey pod osig PQ, te atoli
dwoifte przyftawy nie wypadaigc na kazdg wartosé
X, nie uczyniag pod PQ odnogi ciaggtey, ale tylko zo-
ftawig punkta oderwane pod osig. Bedzie wiec li-
nia krzywa miata znaczng liczbe punktéw pod CQ
od fiebie cale oddzielnych i oderwanych, ktére' za-
dnego luku ciaggtego linii krzywey nie ztozag: co ieft
znowu fzczegOlnieyfzg wiafnoscia, iakieySmy w za*
dney linii Algebraiczney nie doftrzegli.

Chcac prowadzi¢ ftyczna do iakiegokolwiek pun-
ktu M tey linii krzywey, potrzeba nam znale$dz
podftyczng PT, uzyimy do tego fpofobu podanego w
§. XXI: w zréwnanie naprzéd na linig krzywg y=ax
czyli log.jf=x.log.a, potézmy p za x, q za y; otrzy-
mamy l.g=p.log.n: powtdére x—p+t, tf=g-hu-, wy-

padnie l.(g+u)=(p+tjl.a - - L.(q+u)— l.g=(p+t)l.a
—p.la, czyIfI.( ------ ) = tla-, Z=a*. Aze do-
*7 q

wiedliSmy w Algebrze pod §, 49, w zrownaniu (A)t
ze a*=i+k-\-------- oo Hi t.d. wiec — +

1.2 1.2.] q
k2tl k33 .

+ i t.d - - . u).
1.2 1.2.1
odrzuciwfzy wfzyftkie potegi wyzfze t, i poréwna-
wfzy (v}) 2 (\) w§.XXIt mamy A—k, B=— L,

| N
PT=—— = —>aze —w 8§, 45 Alg. ieft liczbg na-

A K K

zwang zamiennikiem, fluzacg do przerobienia loga-
rytmow iednego uktadu na drugi; wiec w linii krzy-
wey teraznieyfzey, ktérg nazywaia Logarytmiczna
(Curva LogarUhmica) Podftyczng ieft linig nieod-
mienng, réwng witasnie tey liczbie, od ktorey kazdy
uktad Logarytméw zalezy, | tak podftyczng w Lo-
garytniach
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garytmach Briggiufza ieft o,4342944%$ 19 i t.d. w Lo-
garytmach za$ hyperbolicznych taz podftyczna réwna
ieft iednosci. | tac to ieft naygtéwnieyfza wiafnosé
linii Logarytmiczney: ze w niey podftyczna bedac
nieodmiennag, ieft razem Linig réwnania (Perameter)
iednego uktadu Logarytméw z drugim.

§. XXXII.

Drugi rodzay linii krzywych przeftepnych zawift .

od tukow kota: na ktéory obierzmy fobie za przyktad
zrownanie nayproscieyfze y=m t.w ft.x, gdzie przy-
ftawa ieft proporcyonalna tukowi maigcemu WJt.xy
aze wiemy z 8 52 Algebry, ze WJlx ma niefkon-
czong liczbe tukéw do ktérych nalezy, bedzie takze
y miato nielkonczong liczbe wartosci, i linia krzy-
wa takiem zrownaniem opifana bedzie w niefkon-
czoney liczbie punktow przecieta od linii proftey.
Niech bedzie u naymnieyfzy takowy tuk, ktorego
wftawa x, P niech wyraza pét-obwodu kota; wiemy
z § 52m Algebry ze do wftawy x naleza tuki,

u, »p—Uu, 2 P-4W, 33—, 4 .y, Jp— v - - -
— P—u, —zP+u, —;P~U) _4P+M + it d- - - -

211P+1l, (zn+i)P—u

—2nP+u — (in-hi)P—u

Przypatrzmy fie fkltadni takiego zréwnania, s ktorego
mamy proporcya; 1:m— f., WJtx:y, to ieft odryfowa-
wfzy koto na fig. ™. ktérego promien Ali— 1, i
wziawfzy AP—x, bedzie EF—t.WJ}.x, bedzie r.m—
EF:PM, ale oprécz tego beda proporeye r.m— P—
EF.PM' - - 1:m=2P+EF:PM" i t.d. to famo wypa-
dnie nam na przeciwney ftronie $rzednicy BC, i linia
krzywa opifana zréwnaniem y— m.L.Wfl.x roscig-
gnie fie w niefkonczong odlegtos¢ z obydwoch ftron
Srzednicy BC, i przyftawa y mie¢' bedzie wartosci
bez konca: kazda wiec linia profta réwno-legta linii
BC, bedzie $rzednie.\ linii krzywey; co ieft wtafno-
Scig fzczegdlnie liniom krzywym przeftepnym ftuza-
ca. To co$Smy dopiero widzieli na linig krzywa

zam-

p," N knt7w*
wiste foJ
kow kola.

Fig, 54
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zamknietg w zrownaniu y=in.t Woikic, fluzy na li*
nig krzywg y=m.£L.DoJt.x, y=m.L.Sty.x, y=m.L.

Siec.x it.d. potozywfzy bowiem x=\P—z, bedzie WJt.x
~T)oJdi.z, y=m.L.DoJt.z, ktére iefl: tego famego wzoru
co y=m.L.WJ].x. Wfzyftkie za$ inne' linie Trygonol
metryczne fa funkcyami Wftaw i Doftaw.

Do trgo rodzaiu naleza linie krzywe, ktore na*
zwano K otowe (Cycloides, Trochoidcs), i linieStima*
kowe (Spirales): pierwfze maig fwoi¢ nazwifko od
kota bedac opifane od punktu na iego obwodzie po-
tozonego: drugie' od fwey figury podobney do (koru-
py S$limaka. Wiafnosci takowych linii krzywych fag
barzo rozlegtego w Mechanice uzycia, do ktorych
wytozenia potrzebuiemy wyzfzey teoryi nad te, kto*
rg nam Algebra ttémaczy. Oprécz tego rozmaite ga-
tunki tych linii krzywych wypadaig z réznego pra-
Wa biegu, ktére punktowi opiluigcemu nadaiemy, a
przeto podpadac iefzcze nie mogg w tem dziele na-
Izym uwagom. Zeby$my fobie iednak potrafili wy-
ftawi¢ obraz takowego rodzaiu linii namie'nie'my
przynaymniey o nich, ile nam teraznieyfze pozwolg
poczatki. Wyftawmy fobie na fig. yy. ze koto CAI1B
toczy fie po linii proftey BP', w tym obrocie punkt
A $rzednicy przedtuzoney, kiedy ta z-oftanie nieod-
mienng, opifze linig krzywg AFA', ktérg nazwano
Kotowa (Cyclols), iakaz bedzie natura tey linii?
Widziemy oczywiscie ze obwdd kota toczac fie po
linii proftey i)P' rozwinie fie na nig, czyli obwod
kota bedzie réwny catey linii proftey prowadzoney
od B az do tego punktu, gdzie po obrocie flionczo*
tiym punkt B powtdrnie padnie na BP', i kazdy tuk
kota rowny bedzie tcy czesci, po ktorey fie przeto-
czyt. lezeli wiec tuk B'G przetoczyt fie przez linig
*BG. nazwawlzy tuk B'G, bedzie z— BG, aze ten

luk ieft miarg kata B'S'G, wiec kat B'S'G= —; gdzi<
n

'h wyraza promien S'G=SB, przeto kat GS'A'-=i$°"!
a

eq'
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__ *e npazwiymy S'A'z=SA=b, bedzie A'Q=zb.WI}. ?
a a
S'0 ~ —b.Do/t. —, AP=x, PA—u, mimy y— z+btyJ{/L’
, . a

a>

s<z=b— b.Do/t.czy li

b,DoJt~=b—x, potrzeba nam
a a

za pomocg oftatniego zréwnania wyrazi¢ z przez X,
z X
abysmy y wyrazili przez x: Dojt.—— t— — - -wiec

Wt 2 MIbXZx¥) g 4 przeto 7—at WS (Ibx=X *),

2
witozywfzy te' wartosci w zréwnanie ip=z4rb.Wijt.

otrzymamy na linig kotowa: a

[EE— (*)-

albo rachuigc odcinki od $rzodka S, i biorgc f=/>— X,
i*—tl™ibx—x\

(ibx—x*)+a.L.WJt.

y=V(bi—t*)+a.L.DoJ\t - - - r1/3).
o}

poniewaz Dojt. i- ma niefkoriczong liczbe tukéw; vy

ma nieikohczong liczbe wartosci, ktéore fobie tatwo
wyobrazemy, uwazaiac linig proftn BP' pociagniong
w odlegtos¢ niefknnczong, i po niey toczace fie bez
konca koto CMS, ktore opifze fwym obrotem nie-
fkonczorig liczbe Cykloid fobie przylegtych, zamknie-
ta w zréwnaniu (@). lezeli potozemy b=a, iuz nie
punkt A, ale punkt C bedzie punktem opifuigcym,
fknd wypadnie linia kotowa krotfza. R6zne gatun-
ki tey linii krzywey wynikngé moga z r6zney wiel-
kosci linii SA, albo z r6znego obrotu kota CMR,
ktére fig nazywa KoHm rodzacym (Circuhis gene*

raiorjt
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rator), toczac n.p. koto po obwodzie innego kota,
albo po odnodze inney iakiey linii krzywey, otrzy-
mamy rézne figury linii krzywey ftad zrodzoney,
ktérych uwaga, ze ieft nadto zawiktana dla rachun-
ku algebraicznego, odktadamy ig do Mechaniki, gdzie
nam fie pokaze uzycie iey w zegarach. Przyftapmy
iuz do uwazania drugiego rodzaiu linii przeftepnych
zawiftych od tukow kota.

Na fig. j-6. pomys$imy fobie, ze punkt B promie-
nia SB obraca fie okoto $rzodka S biegiem iednoftay-
nym, i opifuie obwéd kota BANB, kiedy za$ pro-
mien SB zaczyna taki obrot, wyftawmy fobie, ze w
tym famym czafie punkt ruchomy z srzodka S biezy
po promieniu SB, s takg famag chyzoscig, z iakg fie
promien opifuigcy obwéd kota obraca; i kiedy punkt
B opifze obwo6d kota, punkt wychodzacy z $rzodka
S przeydzie przez promien calty SB, w tym dwoia-
kim biegu punkt wychodzacy z $rzodka opifze linig
krzywg SAfB, ktérg nazwano Stimakowa Archime-
desa (Spiralis Arclumedea), dla tego, ze ig Archime-
der-~naprzéd w ofobney xigzce uwazat. Poniewaz
w tym famym czafie punkt $rzodkowy obiezy pro-
mien, kiedy punkt B obiezy obwdéd kota; przypusé-
my- ze punkt srzodkowy przebiegt liniag SM, kiedy
punkt B opifat tuk BAN, nazwawfzy SM=z, SB=a,
luk BAN—s, obwdd caly kota =P'n; bedzie - -
a:z— P'a:s, czyli s—P'z, zréwnanie- na linig $lima-
kowag. W niem z=SM, ieft funkcyg luku s, czyli
kata tym tukiem zawartego; aze bydz moze nielkon-
czona liczba katow odpowiadaiacych temu farriemu
potozeniu linii SM wzgledem AB; z ma niefkonczo-
ng liczbe wartosci, i linia Slimakowa ma niefkon-
czona liczbe zakretow i wiréw, w ktorych fie ro-
$cigga z obydwoch ftron $rzodka bez konca. Wpro-
wadzajgc rozne ftofunki miedzy chyzoscig punktu
biezagcego po promieniu, i chyzosciag punktu idgcego
po obwodzie kota, wypadng r6zne wzory zrownanh
Wyrazaigce- r6zne gatunki linii $limakowych, ktore

bedziemy
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bedziemy dopiero w ftanie w wyzfzych Matematyki
czeSciach uwaza¢. Tu tatwo mim pozna¢ przyczyne
dla czego linie krzywe przeftepne nazwano mecha-
nicznemi: wyciagaig fie bowiem ich wtafnosci s praw
biegu punktowi opifuiagcemu nadanych, ktdre raczey
do Mechaniki niz do Geometryi naleza.

Uczynmy fobie teraz obraz ogélny cafey nauki z
tancucha prawd w tein dziele przebiezonych. Uwa-
zaigc fpoféb poznawania umyflowi nafzemu zofta-
wiony, i ten do natury iloSci' ftéfuinc, trafiliSmy na
iezyk profty i ogolny do wyrazania réznych ftanow
i zwigzkow ilosci. Aze te zwigzki wypadaig s pe-
wnych ftéfunkéw rzeczy, ktére rozum doftrzega;
weszhdmy w poznanie ogdélne zagadnien, ktore fie
moga uwadze nalzey nadarzy¢, i w poznanie potrzeb
rozumu dt) rozwigzania takowych zagadnien; a zno-
fzac pie/wfze z drugiumi, odkryliSmy naygtowniey-
fzy podziat ziowndn na oznaczonel i nieoznaczone'
WidzieliSmy, ze pierwfze fg wyftarczaigce do odkry-
cia prawdy, byleby znalcsdz prawidta na oddzielenie'
rzeczy nieznaney zawiktaney miedzy znane, s ktére-
mi fie w zréwnaniu wiaze; fzukaliSmy takowych
prawidet, taczac razem uwage réznych wyrazéw ilo-
sci, czyli funkcyi wchodzacych w takowe zréwnania
i onym ro6zne nadaigcych nazwiika. | to byto rze
czg pierwfzego Tomu,

Zréwnania nieoznaczone' wyrazalgc wartosci wie-
lu nieznanych od fiebie fpélnie zawiflych, poddaly
nam fpoféb poznawania odmian iednych iloSci przez
odmiane drugich, i zrodzity catg Geometryg linii
krzywych. Biorgc iedne s takowych odmiennych ilo-
sci za gtdéwna, przywodziliSmy zrownania niby do
rodzaiu oznaczonych, gdzie nam tatwo byto ogolne’
prawidta w pierwfzym Tomie wylozone ft6fowac
do zrownan teraimeyfzych, i z nich wycigga¢ linii
krzywych wtafnosci i podziaty. Uwazaigc wfzyftkie
odmiany zachodzi¢ mogace w ilosciach, doftrzegli-
smy, ie te odmiany konczy¢ fie moga, albo tez era-

, Kr5tti wr-
n calfS? .
g0 fij owaT-
S'bry wyei*.
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gna¢ bezprzeftannie: ten oftatni rodzay odmiany
ilcazat nam pewne granice, do ktérych fie ilosci
wzraftaigc lub ubywaigc zbliiaig, a w niektorych
przyktadach linii krzywych naprowadzit nas na pier-
wfze poczatki catey Matematyki wyzfzey. Rachunek
wiec Algebraiczny iejt iezyk rozumowan o réznych
Jtanach, zwigzkach, i odmianach jkoliczonych, ilo-
sci. Potrzeba nam iefzcze innego iezyka do wyra-
zania rozumowan na odmiany ilosci, w fwoich gra-
nicach: i takii-m ieft Rachunek Dyfferencyalny i In-
tegralny, do ktoregosmy iuz krok w tym Tom*o
uczynili.

Koniec D rugiego Tomu,,
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POUTECH' I WARSZAWSKIEJ
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