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XIEGA CZWARTA.

e S
WIELOBOKI FOREMNE, | MIARA KOLA.
OPISANIE.

A Vielobok, ktdry jest razem réwnokatnym iro-

wnobocznym, nazywa sie wielobokiemforemnym.

Wieloboki foremne sa owszelkiey liczbie Lo-
kéw. Troykat réwnoboczny, jest wielobokiem.
foremnym o trzech bokach; kwadrat, jesl Avielo-
bokiem foremnym o czterech bokach.

PODANIE PIERWSZE.
TWIERDZ BSIE.

Dwa wieloboki foremne ojedney liczbie
bokdéw, sa figurami podobnemi.

Niech hedfj naprzyktad dwa szesciokaty fore-
mne ABCDEF, abedef(fig. i); summa katéw
w jedney i drugiey figurze jest ta/, sama, i ro-
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wuasie osmiu katom prostym (28,1); leat A jest
szOstg czescig tey summy, tak jak ikat «; aza-
tem katy A i a sa rowne sobie, i toz samo jest
zkatami B i b, zkatami C ic, it cl.

Nadio, poniewaz znatury wielobokéw fore-
mnych, boki AB, BC, CD i t. d, sg rowne sobie,
oraz sgrowne sobie boki ab, bc, cd, it d.; prze-
to miedzy niemi te proporcye zacliodzg: AB:
ab ::iiC: bc :: CD: cd i t. d.; .wiec figury, o kto-
rych mé.wimy, majg katy rowne i boki odpo-
wiedae proporcyonalne, a zalem sg podobne [o-
pis. 2 xie. 5).

1l diiosck. Obwody dwoch, wielobokow fo-
remnych o jednakiey liczl)ie bokow, majg sie do
siebie, jak ich boki odpowiedne, a powierzch-
nie zamkniete niemi, jak kwadraty z tychze bo-
kow (27,3).

Uwaga. Kat wieloboku foremnego tak sie O-
znacza przez liczbe jego bokéw, jak kat wielo-
boku réwnokgtnego (20,1).

Przestrogg, liczby nawiasami objete oznaczajg po-
dania do ktérych sie odwotuje. Jedna liczba w na-
wiasach, znaczy podanie ley xiegi ktora sie traktu-
je: gdy za$ sg dwie liczby koma oddzielone, tedy
pierwsza oznacza podanie, adruga xiege.



X1 EGA IV. 3

PODANIE 1.
XW 1E tt4) ZE N | E.

Kazdy wiclobok foremny mole bydz wpi-
sany tv kolo, i nieta opisany.

INiech bedzie ABCDE i t. d. (fig. 2), wielobok
foremny: wyobrazmy sobie poprowadzony okrag
kota przez trzy punkla A,B,Cj niech O, bedzie
srodkiem jego, a OP prostopadta spuszczona
na $rodek boku BC; daymy AO, i OD.

Czworoboki 01?CD. OPBA, przysta¢c mo-
ga do siebie: jakoz bok OP jest wspdlny, kat
OPG=0PB, jako proste; wiec bok i;C potozy
sie na bok sobie rowny PB1 i punkt C, padnie na
B; nadto z natury wieloboku, kat PCD = PBA,
azatem CD weZmie kierunek BA; aze CD=BA,
'wiec punkt D padnie na A, idwa czworobo-
ki catkiem do siebie przystang. Odlegto$é wiec
OD jest rowna A O; a nastepnie okrag kota
przechodzgcego przez trzy punkla A, B, C, przey-
dzie takze przez punkt D. Podobnie rozumu
jac dowiedziemy, Zze okrag kota przechodzgcego
przez trzy wierzchotki B, C.D; przejdzie tak-
ze przez wierzchotek nastepny E, i tak daley.
Tenze sam Aviec okrag kota, ktory przechodzi
przez trzy punkla A .B.C, przeydzie przez wszy-
stkie wierzchotki katow wieloboku, a zatem
wielobok bedzie wpisany w ten okrag.
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Powtore. "Wszystkie Loki AB, BC, CD, i t. d.
dla tego okregu, sg cieciwami réwnemi; a zatem
sg rownie oddalone od $rodka (8,2); jezeli wiec
z punktu O, jako $rodka, promieniem OP, za-
kresli sie okrag kota, ten dotknie bok BC, jako i
wszystkie inne boki wicloboku w icli Srodkach, a-
zalem okrag ten wpisany bedzie w wielobok, czyli
"wielobok opisany bedzie na okregu kola.

Uwaga |I. Punki O, $rodek wspdlny kota
wpisanego i opisanego , moze bydZz uwazany ja-
ko $rodek wieloboku, i dla tey toprzyczyny, kat
AOB, utworzony przez dwa promienie, do kon-
cow jednego boku AB, poprowadzone, nazwa-
no katem ws$rodku.

Poniewaz wszystkie cieciwy AB, BC it dsg
rowne ; przeto "wszystkie katy w $Srodku sg roé-
wne sobie; azaiem warto$¢ kazdego z nieb wy-
naydzie sig, dzielac cztery katy proste przez li-
czbe bokow ewielokata.’

Uwaga 1l1. Aby w dany okrag kota wpi-
sa¢ wielobok foremny, o pewney liczbie bokow,
dosy¢ jest podzieli¢ okrag na tyle czesci réw-
nych, ile wielobok ma bokow; takoz,poniewaz lu-
ki sgréowne, cieciwy AB, BC, CD i 1 d. (fig. 4) be-
dg rowne , azalem troykaty ABO, BOC, COD,
i . d-jako réwnokatne, bedg takze rdéwne, wiec
wszyskie katy ABC, BCD, CDE i t. d. bedg ro-
wne; azatem figura ABCDE, bedzie wielobo-
kicm foremnym.
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PODANIE 1.

zagadnienie.

TV dany okrag kota wpisa¢ kwadrat.

PoprowadZmy dwie $rednice AC, BD, (fig. 5),
przecinajace sie z soLg pod kalem prostym; po-
tagczmy konce A, B, C, D, a figura ABCD, Lu-
dzie kwadratem wpisanym; jakoz, poniewaz kg-
ty AOB,BOC it d. sgréwne, cieciwy AB.
BC, it. d. sg takze rowne.

Uwaga. Poniewaz troykat BOC , jest pro-
stokatny i rownoramienny , przeto bedzie (n,5)
BC :BO :: V :i, azatem, bok kwadratu wpisa-
nego ma sie dopromienia, jak pierwiastek kwa-
dratowy * 2, dojednosci.

PODANIE V.
ZAGADNIENIE.

TT'dany okrag kota wpisa¢ szesciobok
foremny, i iroykat rownoboczny.

Przypusémy, ze zagadnienie jest rozwigzane,
i niecli AB (fig. 4) bedzie jednym bokiem sze-
scioboku wpisanego ; jezeli poprowadzimy pro-
mienie AO,O0B, powiadam: ze troykagt AOB,
bedzie réwnobocznym.

Jakoz, kat AOB, jest szOsta czeScig czterech
katéw prostych; -wzigwszy wiec kat prosty za
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jedno$é, mie¢ bedziemy AOB=s = §: dwa inne
katy ABO, I5A0, tegoz troykata, wazg razem
2— i czyli aze sagréwne, przelo kazdy znich
— » wiec troykat ABO, jest rGwnoboczny; aza-
tem bok szeSciokata wpisanego jest réwny pro-
mieniowi.

Z lego wypada, ze chcac wpisaé szesciobok fo-
remny w dany okrag kota, polrzeba promien szesé
razy odcig¢ na leni okregu , co przywiedzie do
tego samego punktu, skad zaczeliSmy odcinad.

Gdy szesciobok ABCDEF, jesl wpisany, je-
zeli sie potaczg wierzchotki katéw naprzemian,
utworzy sie troykat réownoboczny ACE.

Uwaga, figura ABGO, jest réwrfolegtobo-
kiem, nawet jest kwadratem uko$snym, bo AB =
BC= CO= AO; azatem (i4,3), summa kwadra-
tow zprzekatnych to jest ACJ+ BO , jest ro-
wna summie kwadratow zbokdw, ktédrg tu jest

4 Aii' czyli 4 BO"; gdy odjedney i drugiey od-
ciggniemy BO , zostanie AC =5 BO2 azatem
AC“:B02::5:1i, czyli AC :BO :: i, a za-
tem , bok troykata roéwnobocznego wpisanego

w kolo, ma sie dopromienia, jak pierwiastek
kwadratowy z 5, dojednoéci.
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PODANIE V.

ZAGADNIENIE.

7I~ koto dane wpisa¢ dziesiecioboh fo -
remny i potym piecioboh ipietnastoboh-

Dzieli sie¢ promien A O, (fig. 5) na $redni i
skrayny stosunek w punkcie M, (zagad. 4 xie. 5),
bierze sie cieciwa AB, réwna wiekszemu ncin-
kowi OM; aAB, bedzie bokiem dziesiecioboku
foremnego, ktéry dziesie¢ razy przenie$¢ potrze-
ba na okrag kota. 1

Jakoz, daymy MB: z wykreslenia mamy AO:
OM:: OM: AM; czyli, ze AB= OM, mamy
AO : AB: : AB : AM; azatem,'lroykaty ABO,
AMB , majag kat wspolny A , zawarty miedzy
bokami proporcyonalnemi; wiec s podobne
(20,3); troykat OAB, jest rownoramienny, wiec
takim jest i troykat AMB, i AB= BM': aze
AB = OM, wdec takze .MB = OM; azatem troy-
kat BMO, jest rbwnoramienny.

Kat AM B, zewmetrzny wzgledem troykata
rownoramiennego BMO, jest rowny dwa razy
wzietemu katowi wnetrznemu O (19,1) ; aze kat
AMB = MAB, azatem troykat OAB, jest takim,
ze kazdy z katéw, na podstawie OAB. czyli OBA,
jest rowny dwa razy wzietemu katowi w wierz-
chotku O, trzy wiec katy troykata, wazg piec
razy wziety kat O: azatem kgt O, jest pigta cze-
$cig dwoch katéwrprostych, czyli dziesigta czescig
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czterech katow prostych: tuk wiec AB, jest dzie-
sigta czescig okregu kota, a cieciwa AB, jest
Lokiem dziesieciohoku foremnego.

TVniosek 1. Jezeli sie potgcza po dwa wierz-
chotki katéw dziesieciohoku foremnego , utwo-
rzy sie piecioliok foremny ACEGI.

JVniosek U. Gdy AB, jestLokiem pieciobo-
ku, a AL Lokiem szes$cioboku, wéwczas tuk BL
Ledzie wzgledem okregu kota |— ,c czyli rr;
azatem cieciwa BL, Ledzie bokiem pietnasto-
Loku, czyli wieloboku foremnego o pietnastu Lo-
kach. Widzimy razem, ze tuk CL, jest trzecig
czescig CB.

Uwaga. Gdy wielobok foremny jest wpisa-
ny, jezeli sie podzielg tuki podparte przez je-
go Loki, nadwie réwne czesci, i gdy sie dadza
cieciw'y podpierajgce te potowy tukoéw, cieciwy
te utworzg nowy wieloLok foremny o podwoOyney
liczhie hokéw. Widzimy przeto, ze kwadrat u-
tyty bydz moze do wpisania kolejg wielobokow
foremnych 08, 16, 32 i t. d. bokach. Podobnie sze-
iciobok stuzy do wpisania wielobokéw fore-
mnych o0 12,24,48 i t. d., bokach: dziesieciohok, do
wpisania wielobokéw o 20, 40, 80 i t.d., bokach:
pietnastobok do wpisania wieloboku 0 3o, 6q,
120j it.d., bokach.
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PODANIE V.

ZAGADNIENIE.

Majac dany wiciobok foremny wpisany
AIC.D i t. d. (fig. 6), opisac tenzc okrag ko-
ta wielobokiem podobnym.

Przez punkt T, $rodek tuku AB, daymy sty-
czna, GH, ktéra bedzie réwnolegta, do AB,
(10,2), tozsamo uczynmy w $rodku kazdego in-
nego luku BC, CD i t. d.; te styczne przez swe
przeciecia sie utworzg wielobok foremny, opisa-
ny frHTK, it. d.} podobny wielobokowi wpisa-
nemu.

tatwo jest naprzéod widzie¢, ze trzy punkta
0,B,H, sg w linii prosteyj gdyz troykaty pro-
stokatne OTH, OJIN, majg przeciwprostokatng
wspolng Oli, i bok OT— ON, azatem sg one
rowne (18,1.), kat wiec TOH = HON, a naste-
pnie linija OH przechodzi przez punkt B; $ro-
dek tuku TIN : dla teyze samey przyczyny punkt
1, znayduje sie na przedtuzeniu OC; i t. d.. Ponie-
waz za$ Gil, jest réwnolegta do AB, a lll,do
BC, kat GUI= ABC (26 1), takze HIK=BCD,
i t. d.; przeto katy wietoboku opisanego, sgroé-
wne katéjn wietoboku wpisanego. Nadto, z przy-
czyny tychze réwnolegtych, mamy GII : AB ::
Oli: OB, i lll: BC:: OH: OB, azatem GH :
AB :: HI1:BC. Aze AB= BC, wiec GH = 1II.
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Dla podobney przyczyny HI==IK, it. d.; toki
wiec wieloboku opisanego, sgrowno sol>ie, a za-
tem ten wielobok jest foremny i podoimy wielo-
bojowi wpisanemu.

Whniosek |I. Wzajemnie, gdyby byt dany wie-
lobok opisany GH-IK. it d., i gdyby potrzeba
byto, za pomocag jego narysowac¢ wielobok wpi-
sany AISC i t. d., widzimy, iz dosy¢ bytoby
do wierzchotkéw G.H.I. i t. d. wieloboku dam-
go poprowadzi¢ tinije OG,OH, i t. d., ktore
spotkajg okrag kola w punktach .AB,C, i t
d.; potgczylibySmy potem te punkta cieciwami
AB, BC, it d., ateutworzytyby wielobok wpi-
sany. MoglibySmy takze w tymze przypadku
Wprost potgczyé zsobg wszystkie punkta dot-
kniecia T,N.P, i t, d., cieciwami TN, NP, it. d,
ktére wutworzytyby roéwnie wielobok wpisany
podobny opisanemu.

W diosek Il. Azalem , mozna opisa¢ na kole
daném wszystkie wieloboki foremne, ktére tyl-
ko wpisa-¢ umiemy w koto, i wzajemnie.

PODANIE VII.
TWIERDZENIE.

Powierzchnia wielobohu foremnego jest
rowna jego obwodowi- rozmnozonemu przez
potowe promienia kota wpisanego.

Niecli bedzie naprzyktad wielobok foremny
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GHIK it d. (fig. 6); Iroykal GOH, ma ?amia-
re GJIX| OT; troykat OHI ma za miare
HI XI ON; aze ON= OT, -wiec dwa troykaty
ztgczone razem majg za miare (GH + HI) X| OT.
Ciagnhac tym sposobem wynaydowanie miary in-
nych troykatéw, znaydziemy Ze summa wszyst-
kicli Iroykaléw, czyli wielobok caty, ma za mia-
re summe podstaw GJ1,J11, 1K, it d., czyli ob-
wod wieloboku, rozmnozony przez ~"OT , poto-
we promienia kota w pisanego.

L waga, Promien OT kota wpisanego jest
to prostopadia spuszczona ze Srodka na je-
den z bokéw wieloboku ; nazywajg czasami ja
apoterng (Papatherue) wieloboku.

PODANIE VIII.
TWIERDZENIE.

Obwody wielobokéw foremnych ojedney
liczbie bokéw maja sie do siebie jak pro-
mienie két opisanych, lub tez jak promienie
két wpisanych ', a za$ powierzchnie ich, jak
kwadraty z tychze promieni.

Niech bedzie AB (fig. 7) bok wieloboku o ja-
kim jest mowa, O jego $rodek, a zatem OA, pro-
mien kota opisanego, a OD prostopadta do AB
promieh kota wpisanego; niech bedzie podo-
bnie, ab bok innego wieloboku podobnego
plwwszemu, o0 jego $rodek, o«, i od, promienie
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két opisanego i wpisanego. Obwody dwoch
wielobokéw maja sie do siebie , jak boki AB
i ab, aze kaly A ia sg réowne, jako kazdy
znich jest potowg kata wieloboku, i toz samo
jest'z katami B ii; wiec troykaty ABO , alo,
sg podobne, oraz troykaty prostokagtne ADO,
ado ; azatem, AB :ab:: AO :ao mDO :do, ob-
wody wiec wielobokéw majg sie do siebie , jak
promienie AO , ao, k&t opisanych, i takze jak
promienie két wpisanych.

Powierzchnie tychze wielobokéw majg sie do
siebie, jak kwadraty z bokéw odpowiednych
AB, ab; a zalem majg sie takze do siebie jak
kwadraty z promieni AO, ao, kot opisanych,
albo jak dwa kwadraty zpromieni OD, od, kot
wpisanych.

PODANIE 1X.

POBANI1lIl przybrani:

TP~szelka linija krzywa albo wieloboje,
obewiujgacy odjednego do drugiego konca,
linija wypukia AMD, jest dluzszy od linii
objetey AMB (fig. 8).

PowiedzieliSmy juz byli, ze przez linija wy-
pukta rozumieé¢ bedziemy linijg krzywa albo wie-
lobok , albo w czesci krzywg a w czesci wielo-
bok, taka linija, ktorg linija prosta niemoze prze-
cigé wiecey jak w dwoch punktach. Gdyby linija
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AMB, miata czesci wskakujace, czyli zakrzywie-
nia , niebytaby wypuktg; gdyz tatwo jest wi-
dzie¢, ze linija prosta mogtaby jg w wiecey niz
w dwoch punktach przecigé. Luki kota rzeczywi-
Scie sg wypukte; lecz podanie leraznieysze $cig-
ga sie do jakiejkolwiek linii dopeiniajacej' tego
warunku.

To zatozywszy, uwazam, iz gdyby linija AMB
nie byla mnieysza od wszystkich tych, ktore ja
obeymujg', tedy pomiedzy temi ostalnieirii by-
taby linija krotsza od wszystkich innych, i tri
bytaby mnieyszag od AMB albo przynaymniey
jey réwna. ISiech bedzie ACDEB ta linijg o-
heymujaca; miedzy dwiema linijami poprowadz-
my w jakimkolwiek mieyscu linijg prosta 1'Q,
ktoraby zgota nie spotykata linii AMB, albo tyl-
ko jey dotykata. Linia prosta PQ jest krotszg
od PCDEQ; azatem gdy zaczes¢ PCDEQ pod-
stawi sie linija prosta PO, bedzie linija obey-
mujagca APQB krotsza od APDQB. Aze zza-
tozenia ta ostatnia powinna bydz krotka od wszy-
kich. wiec to przypuszczenie ostacby sie nie mo-
gto; azatem wszystkie linije obeymujace, sg dtuzsze
od objeley AMB.

Uwaga. Podobnym zupetnie sposobem dowie-
dlibysmy, ze linija wypukta i zachodzaca na sie-
bie AMB (fig. y). jest krotszg od wszelkiey linii
ktéraby jag zewszad obejmowata; badz to linia o-
beymujgca F11G dotyka AMB w iednym lub
wiecey punktach, badz to ze ja5tylko obeymuja
bez dotkniecia.
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PODANIE X.

PODANIE PRZYBRANE.

Majgc dane dwa okregi wspétsrodkowe,
mozna, zawsze w wiekszy wpisa¢ wielobok
f oretnny, ktéregoby boki niespotykaty mniey-
szego , i takze opisa¢ mozna na. mniejszym
okregu wielobok foremny , ktéregoby boki
niespotykaty wiekszego; tak iz w obudwoch
tych przypadkach, boki wieloboku opisane-
go i wpisanego, bedg zamkniete miedzy dwo-
ma okregami kot

Niech bedg CA. CB (fig. 10) promienie dwdéch
okregow danych; Przez punkt A poprowadz-
my styczng DC , konczaca sie na wiekszym o-
kregu w D i C: wpiszmy w wiekszy okrag ko-
ta jeden z wieloLok6éw foremnych, co zrobi¢ mo-
zna zapomoca poprzedzajgcych zagadnien ; po-
dzielmy potem luki podparte przez boki na dwie
czesci réwne, i poprowadzmy cieciwy do tych
potow luku; tyra wiec sposobem mie¢ bedziemy
wieiobok opodwdyney liczbie bokdéw; ciagniy-
iny ten podziat luku na potowy «pdly, az nie przyy-
dziemy do luku mnieyszego od DBE. Niech tym
lukiem bedzie MBN (klérego Srodek przypus¢-
my Ze jest w B): jasno jest, ze cieciwa MN, be-
dzie bardziey oddalony od $rodka liii DE, i ze
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ayiclobok foremny, ktérego MN jest bokiem, nie
moze spotka¢ okregu, ktérego promien jest CA.

Przy tnkiétn zatozeniu poprowadzmy CM, i
CN, ktére spotkajg styczng DE w 1 iQ; PQ
bodzie bokiem wieloboku opisanego, na matym
okregu kota, podobnego wielobokowi pisane-
mu w wielki , ktérego bokiem jest MN. Ja-
sno wiec jest, zerwielohok opisany, majacy ya bok
PQ , nie moze spotka¢ wielkiego okregu kota,
bo CP jest mnieysze od CM.

A zatem przez podobne wykres$lenie mozna na-
kresli¢ wielobok foremny wpisany w wielki okrag
kida iwielobok podobny opisaé na nmieyszym,
ale wieloboki mie¢ bedg swe bokizawarte mi m
dzy dwoma okregami kot.

Uwaga. Gdy dane sg dwa wycinki spot-
srodkowe PCG, 1CIl, mozna podobnie wpisaé
w wieltszy czes¢ wieloftohu foremnego, albo opi-
sa¢ na nmieyszym cze$¢ wieloboku podobnego;
tak, ze obwody tych dwdch wielobokéw zawar-
te bedg miedzy dwoma okregami kot:, dosyc¢ jest
dzieli¢ luk F15G kolejg na 2,4.8, 16 it.d. cze-
§ci réwno, az nieprzyydzie sie do cze$ci mniey-
szey od DBE.

Tu nazywamy cze$¢ wielobofcu foremnego, fi-
gure zakonczona szeregiem cieciw rownych wpi-
sanych w Juk | G, od jednego do drugiego jego
konca. Ta cze$¢ ma whasnosci gtéwne wielobo-
kéw foremnych, ma ona katy réwne i boki rowne,
i razem moze byclz wpisang i opisang na kole;
jednak nie jesL ona czescig wlasciwie zwanego

0%
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wieloboku foremnego, tylko wtenczas? gdy luk
podparty przez jeden z bokéw jego, jest wielo-
krotng czescig catego okregu.

P ODANIE XI.
TWIERDZENIE.

Okregi dwoch kot maja sie do siebie jak:
promienie-, apowierzchnie ichjak kwadraty
zpromieni. «

Oznaczmy dla skrécenia przez okr. CA. okrag
kola majacy za promien CA (fig. 11): powiadam,
£e mie¢ bedziemy okr. CA :ukr.Oli ::CA :OB.

Bo gdyby to podanie nic zachodzito, tedyby
CA miato sie do OB jak okr. CA do czwartego
terminu wiekszego lub mnieyszego od okr. OB:
przypusémy, ze jest irtnieyszy i niech bedzie, je-
zeli tobydz moze, CA : OB ::okr.CA :okr. OD.

piszmy w okrag kota, ktérego promien jest
OB, wielobok foremny EFGKLE, tak, izby boki
zgota nie spotykaty okregu kola, ktérego pro-
mien jest OD (10); wpiszmy takze wielobok po-
dobny MNPTSM w okrag kota, kL6rego promien
jest CA.

Poniewaz te wieloboki sg podobne, przeto ob-
wody ich MNPSM, EFGKE, maja sie do siebie
jak promienie CA, OB kot opisanych (8); i mie¢
bedziemy MNPSM : EFGKE :: CA: OB. Aze
z zatozenia CA : OB :: okr. CA : okr. OD; azatem



X 1KGA IV 17-
MNPSM :EFGKE :: okr. CA :okr. OD. Ta pro-
porcya jest niepodobna: bo obwéd MNPSM jest
mnieyszy od okr. CA (9); aprzeciwnie EFGKE
jest wiekszy od okr. OD : wiec niepodobienstwem
jest, aby CA miato sie¢ do OB, j;ik okr.CA
do okregu mnieyszego, niz jest okr. OB; czyli
mowigc w wyrazach ogo6lnieyszych,. niepodo-
bienstwem jest, aby promiehn miat sie do pro-
mienia, jak okrag kota, nakreslony pierwszym
promieniem , do okregu kota mnieyszego od O-
kregu nakres$lonego drugim promieniem.

Stad wnosimy takzer iz bydZz nie moze CA do
OB, jak okr. CA. do okregu wiekszego od okr. OB;
bo gdyby to byto, mieliby$Smy,, przewracajac sto-
sunki, OB do CA jak okrag kota wiekszy od
okr. OB, do okr.CA ; albo co toz samo jest, jak
okr. OB do okregu mnieyszego od okr. CA; aza-
tem promien miatby sie do promienia, jak okrag
kota nakresSlony pierwszym promieniem do o-
kregu kota mnieyszego od okregu nakreslonego
drugim promieniem : co dowiedliSmy ze jest nie-
podobienstwem.

Poniewaz czwarty termin proporcyi CA :OB ::
okr. CA :X, nio moze bydz ani mnieyszy, ani wiek-
szy od okr. OB, a zatem bydz musi rowny okr. OB;
przeto okregi k6t majg sie do siebie jak ich
promienie.

Zupetlnie podobne rozumowanie i wykreslenie,
postuza do dowiedzenia, ze powierzchnie k6t ma-
ja sie do siebie jak kwadraty zich promieni.

Nie bedziemy wchodzili winne szczeguty te-

2%4
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go podania, ho jest ono Lylko wnioskiem naste-
pnego.

7r niosek. Luki podobne AB, DE (fig. 12), ma-
ja sie do siebie jak ich promienie AC, DO, awy-
cinki podobne ACB, DDE, majg sie do siebie jak
kwadraty ztychze promieni.

Jakoz, poniewaz inki sgpodobne, kat C jest
réwny katowi O (opis. 5 xiijg..5); aze kat C ma
sie do.'czterech katéw prostych jak tuk AB do
catego kota nakreslonego,promieniem AC (7,2));
a kat O, masie do czterech katéw prostych, jak
tuk DE do okregu nakres$lonego promieniem
OD; azatem teluki AB, DE, majg sie do siebie
jak okregi kot ktérych one sacze$cig: ze za$
te okregi majg sie jak promienie AC. DO, przeto
iulc AB: luk DE ::AC :DO.

Dla teyze saniey przyczyny wycinki ACB,
JX)E, maja sie do siebie jak cate kota, te za$ jak
kwadraty z promieni ; azatem wyci. ACB :
wyci. DOE :: AC :DO

PODANIE X1I.
TWIERDZENIE.

P owierzchnia hola jest rowna mnogosci
z okregu jego, przez potowe promienia.

Oznaczamy przez pow. CA, powierzchnig ko-
ta, ktérego promien jest CA, (fig. i3); powia-
dam ze mie¢ bedziemy pow.C A =i CA Xokr. CA.
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Bo, gdyby i CA Xok/ACA , niebyta powierz-
nig kota, ktorego promieniem jest CA, tedy ta
ilo§¢ bytaby miarg kota wiekszego lub mniey-
szego ; przypusémy naprzéd ze jest miara kota
wiekszego, i nieci) bedzie, jezeli to bydz moze,
mCAX ikr. CA =.pou\ CB.

Koto, ktérego promieniem jest CA, opiszmy
wielobokiem foremnym DEFG it. d., ktorego-
¥y boki nie spotykaty okregu kota, majacego za
promien GB (10); powierzchnia tego wieloboku
rownac¢ sie bedzie jego obwodowi DE-j-£E-j-
FG + i t.d., mnozonemu przez JCA, (7); aze ob-
wod wieloboku jest wiekszy od okregu kota wpi-
sanego , bo ten oheymuje go ze wszystkich stron,
azatem powierznia wieloboku DEFG i t. d., jest
wiekszg od i AC Xokr. AC, ktéra to ilos¢ przez
zatozenie, jest miarg kota promienia CB; wielobok
wiec bytby wiekszy od kota; aze przeciwnie jest
on mnieyszy, bo w nim jest zawarty, przeto nie-
podobienstwem jest, zeby £CAXoAv. CA, byila
wieksza odporv. CA; czyli inaczey méwigc,niepodo-
bienstwem jest, aby okrag kola, mnozony przez po-
towe jego promienia, byt miara kota wiekszego.

Powiadam powtdre: ze taz sama mnogos¢, nie-
moce hydz miarg kota mnieyszego. Aby zas$ nie-
odmienia¢ figury, przypusémy, ze idzie rzecz
okoto, ktorego promieniem jest CB ; dowies¢
wiec potrzeba, ze >CB X okr. CB, nie moze bydz
miarg kota mnieyszego-, naprzykiad kota, kté-
rego promien jesl CA: jakoz niech bedzie, jezeli
to bydz moze, ] CJBXo/v. CB=poep. CA.
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Gdy zrobimy to samo wykre$lenie co i wy-
zey, powierzchnia wietoboku DEFG i l. d., mie¢
bedzie za miare (DE-f-EF-j-1 G-f-it. d).-XsCA;
aze obw6d DE-f-EF -f-FG+ it d., jest nmicy-
szy odoAr.CB, obeymujgcego wielobok ze wszy-
stkich stron, a zatem powierzchnia wietoboku
jest mnieysza od * CAXo/v. GB, atym bardziey
mnieysza od j CB.X0Ar.CB;, la ostatnia ilos¢
przez zatozenie jest miarg kota, ktérego promien
jest CA, wielobok wiec bytby mnieyszy od ko-
ta wpisanego, co jest niedorzecznosciag;, przeto
niepodobienstwem jest, aby mnogos¢ z okregu ko-
ta przez potowe promienia, byta miarg kota
mnieyszftgo-

Azatem , nakoniec okrag kota , mnozony przez
potowe jego promienia,, jest miarg tegoz kota.

fVniosek |I. Powierzchnia wycinka rowna sie
tukowi tegoz wycinka, mnozonemu przez potowe
promienia.

Bo, wycinek ACB (fig. i4), tak sie ma do
catego kota, jak tuk AMB do catego okregu
kota ABD (17, 2.); albo jak AMB X}AC do
ABDXi AC. Aze koto cate =ABDXx JAC; prze-
to wycinek ACB, ma za miare AMBXx ; AC.

fVniosek IT. Nazwiymy *, okrag kola,
ktérego $rednicg jest jednos¢; poniewaz okregi ko6t
majg sie do siebie jak ich promienie lub jakich
Srednice, przeto utozy¢ mozemy te proporcyga: Sre-
dnica 1, do okregu sr, jak Srednica 2CA do o-
kregu promienia CA; (fig. n)tak iz mie¢ bedzie-
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my i:tr::aCA:okr. CA; azalem okr. CA = 2srXCA.
Pomnozywszy obie strony ley réwnosSci-przez
i CAj mie¢ bedziemy £CAXokr.CA= srXCA ,
czyli pou>. CA= a. CA ; azalem : powierzchnia,
kotu jest réwna mnogosci z kwadratu jego pro-
mienia przez liczbe statg sr, wyrazajgcg o-
krag kola. ktérego Srednica jest /, czyli wyra-
zajacg stosunek okregu kola do $rednicy.

Podobnym sposobem powierzchnia kota, ma-
jacego za promien OB, bodzie rébwna xXOB'j
aze t XCA" :wX UJ5 ::CA :0li ; azatem po-
wierzchnie kot majg sie do siebie jak kwadra-
ty zich promieni: co si¢ godzi zpoprzedzajacym
twierdzeniem.

Uwaga. PowiedzieliSmy juz byli, ze kwadra-
tura kota, zalezy na wynalezieniu kwadratu ré-
wnego co do powierzchni kotu, ktdrego promienh
jesl znany; teraz za$ dowiedlismy, ze koto jest
rownowazne prostokatowi wystawionemu na o-
kregu kota, a majacemu za wysoko$¢ potowe
promienia ; ten za$ prostokat zamienia sie na
kwadrat, biorgc $rednig proporcyonalng miedzy
dwoma jego wymiarami (pod. 6 xie.g. 3); aza-
lem, podanie tyczace si¢ kwadrowania kota, przy-
wodzi sie do znalezienia okregu jego. gdy znany
jest promien ; na to za$ potrzeba poznac¢ stosu-
nek okregu kota do promienia albo do $rednicy.

Dotychczas len stosunek oznaczano tylko spo-
sobem przyblizonym; lecz to przeblizenie tak po-
Slinione byto daleko, ze wiadomo$¢ nawet do-
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ktadnego stosunku, nieprzyniostaby zgota ‘'aiick-
szey rzetelnie korzysci, nad wiadomo$¢ stosunku
przyblizonego. To zagadnienie, ktére lak wielu
zatrudniato Geometrow, wtenczas, gdy sposoby
przyblizenia byty nrniey znane, dzisiay policzo-
ne jest tlo rzedu zagadnien proéznych i jatowych,
ktéremi tylko zatrudniaja sie ci, ktérzy zr.ledwci
pierwsze majg wiadomosci Geometryi.

yjrchimcd.cs dowiodt, ze stosunek okregu ko-
ta do Srednicy, zawarty jest miedzy i 5Jj;
atak 3j ceyli V jest warto$cig juz bardzo przy-
blizong do liczby, ktorgSmy przez w mianowali.
To pierwsze przeblizenie jest czestego uzycia
dla swojey prostosci. Mcciusz na lez sa'ine licz-
be znalazt warto$¢ 1545 daleko hardziey przy-
blizong. Wreszcie warto$¢ s rozwiniona az
do pewnego porzadku utamkéw dziesietnych,
znaleziona byta przez innych Ilaeti mistrzéw
3,i4i15926555897932 i t.d.;i mieli nawet cierpli-
wos$¢ przedtuzy¢ te dziesietne az do stodwddzie-
stego sibdmego, owszem nawet az do sto czterdzie-
stego rzedu liczb dziesietnych: Oczywiscie, lakie
przyblizenie wyréwnywa rzeczywistey wariosli,
inieznamy lepieyr pierwiastkéw poteg niedokta-
dnych.

W  nastepnych podaniach wytozymy dwa
nayprostsze poczatkowe sposoby na otrzymanie
tych przyblizen
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PODANIE X111l

ZAGADNIECI K

filujgc dane powierzchnie wielobohu fo-
remnego wpisanego ,i wielobohu podobne-
go opisanego, znalese powierzchnie wielo-
bokéw foremnych wpisanego i opisanego o
podwoyney liczbie bokow.

Niech bedzie AB (fig. i5), Lok wifloboku
dnnego wpisanego; EF réwnolegle do AB, bok
wieloboku podobnego odpisanego) C $rodek kola:
gdy damy cieciwe AM, i styczne AP, BQ, cie-
ci. a AM bed/.ie bokiem wieloboku wpisanego
o podwoyney liczbie bokéw, azas PQ. podwdj-
ne wzgledem PM, bedzie bokiem wieloboku po-
dobnego opisanego (6). Poniewaz toz samo wy-
kreslenie zachodzi¢ bedzie we wszystkich katach
rownych katowi ACM, przeto dosyé jest roz-
wazy¢ sam tylko kat ACM, a troykgly w nim
zawarte, bedg sie miaty tlo siebie, jak wiclobo-
ki catkie. Niecli l)e(!s'ie A powierzchnig wielobo-
ku wpisanego, ktérego bokiem jest AB; B. po-
wierzchnig wieloboku podobnego opisanego; A’
powierzchnig wieloboku , ktérego AM , jest bo-
kiem; B', powierzchnig wieloboku podobnego o-
pisanego: A i B sgznane, chodzi nam teraz o
wynalezienie A" i B'.

i* Troykaly ACD, ACM, ktdérych wierzchotek
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wspdlny jest w A, majg sie do siebie jak ich pod-
stawy CD, CM , aZze le troykaty maja sie takze
do siebie jak wieloboki A i A' kldrycli sa cze-
S§ciami , azatem A :A'::CD :CM. Troykaty
CAM, CME, ktérych wierzchotek wspdJdny jest
M, majg sie do siebie jak ich podstawy CA, CE;
tez same za$ troykaty majg sie do siebie jak
wieloboki A' i 13, ktérych sg czesSciami; azatem
A':B :: CA :CE- Afe zprzyczyny roéwnolegto-
§ci liniy AD, ME, mamy CD :CM :: CA :CE;
azatem A :A':: A':B; wiec wielobok A' jeden
zszukanych, jest Srednio proporcyonalnym miedzy
dwoma wielobokami znanemi A iB; anastepnie
A'= I/AXB.

2° Z przyczyny wspoélney wysokoséci CM. troy-
kat CPM ma sie do troykagta CPE, jak PM do
PE; aze linija CP dzieli kat MCE na dwie
réwne czeéci, przeto mamy (17. 5),PM :PE ::CM :
CE :: CD :CA>: A :A'; azatem CPM :CPE :
A :A', a nastepnie CPM :CPM-(-CPE czyli
CME ::A: A+ A'. Ale CMPA czyli 2CMI* i
CME, majg sie do siebie jak wieloboki B' i B,
ktorych sa czescig; azatem B':B :: 2A A +A’
Juz zadeterminowalismy A', tonowe podanie

zadeterminuje B’', i bedzie B'_ ~ " - 73
pomocag wiec wielobokéw A i B tatwo jest zna-

les¢ wieloboki A' i B', ktére majg dwa razy
wiecey bokow.
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PODANIE XI1V.

ZAGADNIENIE.

Znciles¢ stosunek przyblizony okregu kota
do Srednicy.

Niecli bedzie promien kota = i. bok kwadra-

tu wpisanego bedzie V2 (3), bok za$ kwadratu
opisanego bedzie rowny S$rednicy 2; powierzch-
nia wiec kwadratu wpisanego =2, apowierzch-
nia kwadratu opisanego— 4. Jezeli teraz po-
tozymy A = 2. 15==4, znaydzicmy przez poprze-
dzajgce zagadnienie o$miobok wpisany A'= Vo

16
= 2,8284271, aoSmiobok opisany B'= -------— =
2+vVv

55157085. Majac tym sposobem znane o$mio-
boki wpisany i opisany, znajdziemy za pomoca
nich wieloboki o podw dyney liczbie bokéw; na-
lezy znowu zatozy¢ A =2,8284271, B = 3,3107085,
a mie¢ bedziemy A'= i/aTxB = 5,06i46y4, a

=5,1825979 5 Tc potym wieloboki

36 hokowe , postuza do poznania wielobokéw o
52 bokach, ilak daley pociggniemy, az poéki
rachunek nie przestanie dawa¢ réznicy, miedzy
wielobokami wpisanym i opisany 111, przynaymniey
w porzadku licz]) dziesietnych na jakim przesta-
jemy, aktéry w tym przyktadzie je* siodmy,
(jdy przyydziemy do lego punktu, wniesiemy, ze
5
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kolo jest rowne ostatniemu wypadkowi, gdy/, ko-
to zawsze jest zawarte miedzy wielobokiem wpi-
sanym i opisanym; azatem, jezeli te wieloboki
nie réznig sie zgota od siebie, az do pewnego rzedu
liczb dziesietnych, tedy i koto, az do tegoz rzedu
liczb nie bedzie sie réznito.

Podajemy tu rachunek tych wie!obokéw, po-
siuiiony tak daleko, iz nieréznig sie zgota w sidd-
mym rzedzie dziesietnych.

Liczba Lokéw. Wieloboki wpisane. JJiclololi opisane.

B oo, 2,0000000 ..o 4.0000000
8 e 2,8284271 .. 3j3i3y085
S 3.061467 4. 3,1825979
52 e 3.1204450 o, 3,>517249
64 ... ... . 3,1365485 ..o 3.i44i184
128 e 3,i4033N e, 3,v422236
256 i, 0,1412772 o, 3,i4i7004
BI2 e 3,i4i5i38 . ... ... 3,i4i632i
102"t e, 3,1415729 oo, 3,i4i6025
a04 8 o, 3,14:15877 oo, 3,i4i595i
4096 ... 3,i4i5gid .. ... .. 3,i4i5933
8192 e 3.i41i592 3 .o, 3.i4i5928
16384 .o 3,i4i5925 oo, 3,i4i5¢27
52768 3,i4i5926 i 3,i4i5926.

Zkad wnosimy,ze powierzchnia kota = 3.i4 15¢ 26.
Mogtaby watpliwos$¢é zachodzi¢ w ostalniey licz-
bie dziesietney, z przyczyny czesSci zaniedbanych;
lecz tu rachunek robiony byt jedng liczbg wie-
cey dziesietnych; alLo dla tego, aby bydZz pewnym
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o wypadku , teraz znalezionym, az do ostatniey
liczby dziesietney.

Poniewaz powierzchnia kola jest réwna pél-
okregowi kola mnozonemu przez promien; gdy
m5promien jesi 1; pél okregu kota jest 5.)4i6926;
albo rac.zey gdy S$rednica jest j, okrag kola jest
5.1416926; przeto stosunek okregu kota do $re-
dnicy oznaczony wyzey przez sr=5,1416926.

‘PODAKIE XV.

TWIERDZENIE rRZTBRAIJTE.

Troykat CAB (fig. 16.), jest réwnowazny
iroykatowi réwnoramiennemu DCE, ma-
jacemu tenze sam kat C, i ktéorego bok
CE réwny bokowi CD, jest Srednio-pro-
porcyonalny miedzy CA i CB. Nadto,
jezeli kat CAB jest prosty, prostopadta
CF, spuszczona na podstawe troykata ro-
wnoramiennego , bedzie $rednio - propor-
cyonalna miedzy bokiem CA ipdét summa
bokéw CA, CB.

Jakoz i°, z przyczyny kata wspdlnego C,

P rzesfroga.Podania,gwiazdeczka naznaczone,w pier-
wszem wyktadzie tey nauki, bez przerwania ciggu
opuszczone bydz moga: po przcysciu jednak wszyst-
kich xifig, w czasie powtarzania wytozone bydz maja.
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troykat ABC masie dotroykgla réwnoramien-
nego DCE, jak ACxCB:DGxCE «cz\li DG3
(24, 3); te wiec trojkaty beda réwnowazne, je-
zeli DC = ACxGB, czyli jezeli DC, jest $re-
dnio - proporpyonalnym miedzy AG i GB.

2° Poniewaz prostopadta CGF, dzieli kat
ACB, na dwie czeéci réwne, przeto mamy (17, 5),
AG :GB ::AG :GB. skad skiadajgc otrzymamy,
AG :AG-fGB czyli AB :: AG :AC+ CB ; aze
AG ma sie do AB , jak troykat AGG do Iroy-
kata ACB, czyli 2CDF, nadto jezeli kat A jest
prosty; tedy troykaty prostokatne ACG, CDF
beda podobne i dadzg ACG :CDF ::AC “CF"V
przeto

AG“:2CF3::AC:AC+ CB.

Pomnozywszy drugi stosunek przez AC, po-
przedniki stang sie réwne, a nastepnie mie¢ be-
dziemy 2CF* — ACX(AG-J-CB); czyli CF'r=
. + S .
AGX{—A——C————E—B\J; azalem 2° jezeli kat A jest
prosty , tedy prostopadta CF jest $rednig pro-
porcyonalng miedzy bokiem AC i pét summg bo-
kow AG, GB.
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‘*PODANIE XYI.

ZA&AUNL1E N1E.

Zn:ile.s6 koto tak mato sie roéznigce ocl
wieloboku danego foremnego, ile sami tyl-
ko zechcemy.

Niech bedzie naprzykiad dany (fig. 17) kwa-
drat BMJNP ; ze $rodka jego C, spus¢my pro-
stopadty CA na ])ok MB, idaymy CB.

Kolo zakreslone promieniem CA, bedzie -wpi-
sane w kwadrat, a kolo zakre$lone promieniem
CB opisane bedzie natymze kwadracie; pier-
wsze jest mnieysze, adrugie wieksze od kwa-
dratu: chodzi nam teraz o $cie$nienie tych granic.

Wezmy CD i CE, rowne kazda w szczegélno-
§ci $rednicy proporcj onalnej miedzy CA iCB,
i poprowadzmy ED. Troykat réwnoramienny
CDE bedzie réwnowazny troykalowi CAB (5})j
toz samo zrébmy z kazdym z o$miu trdj katow
sktadajacych kwadrat; tym sposobem utworzy-
my os$miobok foremny réwnowazny kwadrato-
wi BMKP. Kolo zakres$lone promieniem CE,

Srednim proporcjonalnym migedzy CA i —— .

bedzie wpisane w o$miobok, a koto zakreslone
promieniem CD, bedzie na nim opisane. Atak
pierwsze bedzie mnieysze, a drugie wieksze od
kwadratu danego. Jezeli podobnym sposobem
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zamienimy troykat prostokatny CDF na troy-
kat réwnoramienny jemu réwnowazny, utwo-
rzymy przez to wielobok forejnny o szesnastu
bokach, réwnowazny kwadratowi danemu- Ko-
to wpisane w ten wielobok, bedzie mnieysze od
kwadratu, aopisane natym wieloboku, bedzie
wieksze od kwadratu.

wozna tym sposobem ciggna¢ daley dopoty,
az poki stosunek miedzy promieniem kota wpi-
sanego i promieniem kota opisanego, nie bedzie
sie tak mato rdéznit od réwnosci, ile sami ze-
choemy. A wowczas oba te kota uwazane bydz
moga, jako réwnowazne kwadratowi podanemu.

| ivaga. Szukanie koleynych promieni do te-
go sie sprowadza. Niech a bedzie promieniem
kota wpisanego w jeden z wielobokéw znale-
zionych; ht promieniem kota opisanego na tym-
te wiel'boku: niecit podobnie bedg a ib' pro-
mienie tyczgce sie wieloboku nastepnego, maja-
cego dwa razy wiekszg liczbe bokéw. Podtug
tego, coSmy dowiedli, b jest $rednio - propor-
cyonalnem miedzy a 1b, aza$ al jest srednio-

* I b
proporcyonalnem mie%jzy a 1CL -—; Lak i7 imec

bedziemy V= VaX b. azasa = ' Ma-

jac wiec znane promienie a i b wieloboku, ta-
two y.naydziemy promienie a i b wieloboku
nastepnego: i lak daley pociagniemy, az poki ro>
nica miedzy promieniami stanie sie niewidoczna,
awowczas, ktérykolwiek z tych promieni, be-
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dzle promieniem kota réwnowaznego kwadrato-
wi, albo wielobokowi podanemu.

Ten sposob tatwo uzyty bydz moze w lini-
jach, gdyz zasadza sio on na wynaydowaniu S$re-
dnich proporcyonalnycb koleynycli miedzy lini-
jami znanemi; lecz nie rownie lepiey sie uzywa
w liczbach, i jest jeden ze sposobow naydogod-
nieyszych , jakie geometrya poczatkowa podac
nam no/.e. do predkiego wynalezienia stosunku
przyblizonego okregu kota do S$rednicy. Niech
bedzie bok kwadratu =2; pierwszy promien
wpisany CA bedzie 1, apierwszy promien opi-
sany CB bedzie czyli i,4i42i36. Uczyni-
wszy wiec a= 1, b= i,4j4i56, znaydziemy
b'— 1,1892071, a u'— 1,0986841. Te liczby po-
stuzag do wyrachowania nastepnych promieni po-
diug tegoz prawa.

Przytaczamy 1u wypadek rachunku -wykona-
nego az do 7 luj) 8 cyfer przez zwyczajne ta-
blicy logarytmowe.

Promienie koi opisanych- Promienie li¢t wpisanych.
i.4s42i36 . . ..
1,1892071 .. ..
i.i430500 . . . .
i.i3aoidg .. ..
1.1292862 . . . .
1.1286063 . . . .

Poniewaz pierwsza potowa cyfer je«t taz sa-
ma wobuduéch stronach, przeto zamiast S$re-
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dnieli geometrycznych, mozna braé¢ S$rednie ary-
tmetyczne , ktore sie tylko w ostatnich znakach
dziesietnych rézni¢ bedg. Tymsposohem dziata-

nie znacznie si¢ skraca, i wypadki sa:
i,1284360 ..o
1,i285034 . u. ..., . 1,1283721
1,1280827
1,1283801
1,1283794 v - . 1,1285791

3,1280792 ... ... 1,1285792.

Azatem 1.1283792 jest prawie promieniem kola,
rownego co do powierzchni kwadratowi, ktére-
go bok jest 2. Stad tatwo jest znales¢ stosunek
okregu kota do $rednicy, gdyz mamy dowiedzio-
no, ze powierzchnia kota jest rowna kwadra-
towi zjego promienia, mnozonemu przez liczbe
sr; gdy wiec podzielimy powierzchnig 4, przez
kwadrat zliczby 1,1285792, mie¢ bedziemy war-
tos¢ w, ktéra ztego rachunku wypadnie taka
3,1416926. . .. ; jest to liczba taz sama jakg$my in-
nym sposobem otrzymali.

* DODATEK DO KSIEGI 1V.

OPISANIE.
l. Nazywamy naywiekszo$d (maximum), ilosé
najwiekszg miedzy wszystkiemi tegoz gatunku
ilosciami; najmniejszo$¢ za$ (minimum), nay-
mnieyszg.
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I tak Srednicakota.jest naywiokszos$¢ czyli ma-
ximum, miedzy wszystkiemi linijami taczgcemi
tlwa punkta okregu kola; aprostopadta jest nay-
mnieyszo$¢ c/.yii minimum migedzy mmwszystkiemi
linijami prostemi z jednego punktu danego po-
prowadzonemi do linii prostey daney.

1. Nazywami figurami réwno - obwoilowemi
czyli i&operymetricznemi (isopérimetres), te, kté-
re maja obwody roéwne.

*PODANIE PIERWSZE.
TWIERDZENIE.

Miedzy wszystkiemi troykatami jedney
podstawy ijednego obwodu, troykat maxi-
mum jest ten, w ktérym dwa boki niedeler-
minowane sg rowne.

Niech bedzie AC=CB, AM+MBr=AC + CB
(fig. 18); powiadam, ze troykat rownoramienny
ACi3jest wiekszy jak troykat AMB, majacego tez
same podstawe i tenze sam obwod co i troy-
kat ACB.

Z punktu C, jako $rodka promieniem CA=CB,
zakreslmy okrag kota, ktory spotka CA prze-
diuzone w D; daymy DB; kat DBA wpisany
w péikole , bedzie prosty (i5, 2. Przedtuzmy
prostopadtg DB ku N, zrébmy NN= MB, iday-
my AN.

Nakonicc z punktow M i C, spus¢my MP
i CG, prostopadle do DN. Poniewaz CB = GD,
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a MN= MB, przeto AC-(-CB=AD, AM-f
MB= AM+MN. Aze AC+ CB=:AM + MB3
azatem AJJ= AM-fM N ; wiec AD> AN: jezeli za$
pocliyla AD jest wieksza oil pochytey AN,
ledy pierwsza musi byilz bardzicy oddalong od
prostopadtey AB; azateni D13>BN; azatem BG
potowa BD (12, 1), bedzie wieksza od BP po-
towy BN. Lecz troykaty ABC, ABM, majace
tez same podstawe A B, majg sie do siebie jak
ich wysokosci BG, BP; wiec poniewaz BG>BP,
przeto troykat rGwnoramienny ABC. jest wiek-
szy od troykata nierbwnoramiennego ABM ley-
ie podstawy i tegoz obwodu.

¢ PODANIE Il.
twierdzenie”®

Miedzy wielobokami réwnoobwodowemi o
jednakiej/ liczbie bokdéw, wielobok maximum
ma boki réwne.

Jakoz niecli bedzie ABCDEF, (fig. 19), wie-
lobok maximum', jezeli bok BC nic jest rowny
bokowi CD, zrébmy na podstawie BD, troykat
rownoramienny BOD réwnoobwodowy z troy-
kalem BCD. Troykat BOD bedzie wiekszy od
BCD (pod. 1); anastepnie wielobok ABODEF
bedzie wiekszy od ABCDEF, azatem ten osta-
tni nie bedzie maximum miedzy temi wszyst-
kicmi wielobokami, klére majg tenzc sani ob-
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wod , itez same liczl>e bokdédw , co sie sprzeci-
muia zatozeniu. Wiegc bydz powinno BC = CD;
przez podobne rozumowanie mie¢ bedziemy
CD= DE, DE=EF it d.; azatem wszystkie bo-
ki wieloboku maximum, sgréwne sobie,

*PODANIE 1.
iwiinniEsn. -V

Ze wszystkich troykatéw utworzonych
z dwéch bokéw danych , czynigcych miedzy
soba jakikolwik kat dowolny , maximum jest
ten , w ktorym dwa boki dane czynig kat
prosty.

Niech beda (lwa troykaty BAC, BAD (fig. 20),
majace bok AB wspolny, a bok AC = AD; jezeli
kat BAC jest prosty, powiadam ze troykagt BAC
bedzie wiekszy od troykagta BAD, majgcego kat
w A ostry albo rozwarty.

Jakoz, poniewaz podstawa AB jest wspdlna,
przeto dwa troykaty BAC, BAD , majg sie d#
siebie jak ich wySokosci AC, DE; a/e prosto-
padta DE jest krotszag od pochytey AD albo jey
rowney AC, azatem troykat BAD jest mnieyszy
od BAC.
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*Il" ODANIE lY.
TWIERDZENIE.

Ze wszystkich wielobokéw utworzonych z
bokéw danych, a ostatniego tylko dowolnie
branego, wielobok maximum Jest taki, ze
wszystkie jego katy wpisane bydz moga
w po6t okrag kota , wktéorym bok nieznany
jest Srednica.

Niecli bedzie ABCDEF (fig. 21), wielobok nay-
W'iekszy, z Avielobokow utworzonych z bokow
danych AB, BC, CD, DE,EF i boku ostalniego
AF, dowolnie wzietego. Poprowadzmy przeka-
tne AD, DF. Jezeli kat ADF nie jest prosty?
mozna zachow ujac czesci ABCD,DEF, lakierni
jakiemi sg, powiekszyé troykat ADF, anaste-
pnie caty wielobok, czynigc kat ADF prostym,
stosownie do podania poprzedzajgcego; lecz ten
wielobok nie moze bydZ powiekszony, gdyz
zaktadamy, ze przyszedt do swojego maximum;
azatem kat ADF jest katem prostym. Tozsa-
mo jesL z katami ABF. ACF, AEF; azatem wszyst-
kie katy A,B,C,D,E,F, wjeloboku maximum,
sa wpisane w po6tokrag kota, w ktéorem bok
nieoznaczony Al' jest $rednicg jego.

Uwaga. To podanie nastrecza nam pytanie,
to jest : azali jest wiele sposobéw utworzenia
w ieloboku z bokéw danych, ijednego nieznane-
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go, ktéryby byt S$rednicg pétokregu kota, w kté-
re inne boki sa wpisane. Psim rozwigzemy to
pytanie , uwaza¢ potrzeba, ze gdy jedna cieci-
wa AB (fig- 22), podpiera luki zakres$lone roéi-
nemi promieniami AC, AD, kat w $rodku, wspar-
ty na tey cieciwie, bedzie nayinnieyszy w Kkole.
ktérego promien jest naywiekszy; tak ACB <
ADB. Jakoz kat ADO = ACD + CAD (27,1);
azatem ACD<ADO; apodwajajac obie strony,
mie¢ bedziemy ACB<ADB.

*PODANIE Y.

TWIERDZENIE.

Jeden jest tylko sposob utworzenia wie-
loboliu ALSCDEF (fig. 21), z bokéw danych
i ostatniego nieznanego, bedacego Srednica
potokregu kola, wktore inne boki sg wpi-
sane.

Przypusémy bowiem ze znalezlismy kolo, za-
dosy¢ czy-nigce temu pytaniu: jezeli wezmiemy
kolo wieksze, cieciwy AB.BC, CD, it. d. odpo-
wiedzg 'katom w $rodku mnieysV.ym. Summa
tycb katéw w srodku, bedzie mnieys/.g od dwdcii
katow' prostych ; azatem konce bokéw danych
nie padng juz na konce S$rednicy. Nieprzyzwo-
ilos¢ przeciwna zaydzie, gdy wezmiemy koto
mnieyssse; azatem wielobok, o jrtkim jest mowfi.
tylko w jedno koto wpisany bydz moze.

4
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Uwaga. Dowolnie,odmienia¢ mozna porzadek
bokéw Ali. KG, CD, it. d., asrednica kola opi-
sujgcego zawsze tadzie taz sama tak jak i powierz-
chnia wieloboku: ho jakikolwiek bedzie porza-
dek b.okéw AB, BC, i-t. d., dosy¢ jest, aby icli
siitnfna skladata poétokrag kota, a wielobok sa-
wszb mieé beelzie tez sapie powierzchnig gdyt
ta, rown* p6tokregowi kotu. irmicy ucinkanii

ABjBC, it.d., ktérych summa zawsze jesl laE
sama.

*POJANIE VI.
Xy i

Ze wszystkich wieiobokéw utworzonych
z bgkéw danych, naywieKsiy Szyli maximum
jesA\ ten, ktéry wpisany bydi >moze w kolo

' jSTierh 1,'vdzie ABCOnrci ‘'(fig."” 2" wf
bok wpisany, i abcdcfg wielohok niedajacy sie
wpisa¢, utworzone z.~okéw réwnych, tak,;2e
iCB,== i t"k, po.Nia,daui, -le~elpbpk
wmsany jf|t3Avi<jks/.y. pd 'drygiego. , , |
iivOo'[nlc,¢. E:U>pupf.n™ad™ny AAIL,]"N;
=fAP > w.yal»\\*ny tgpy~t «E/«=—ABMI,
i poprowadzmy em. .
j™a mocy podania IV, wielobok EFGAM jest
w”NSzy od wieloboku e/gam; .przynaymijiey
gd~ten.o.slat”™ uiemo*e .bydZ podobnie wpiga-
fry w polokr;tg. kola, ktorcgyhy, bok pm byt
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Srednicg : W takim przyjia&kri, na mocy poda*-
ilia V, dwa wielo-fooki bytyby réwne. Dlapo-
dobney przyczyny wielobok EDCBM jest wigk-
szy od wieloboku edcbuA ,w~"-jayvszy tenze przy-
padek rownosci : bo jeden jesi wpisany w koto,
adrugi przez zalozenie nie daje sie wpisa¢. Aza*
tem caly wielobok EFGAMBCDE jest wiekszy
Odftfgamlinsde'}s mgdy to- niesg catkawioie"rowne
sobie: lecz lakierni nie sg. bo jeden jest-wpisany,
w kolo,.adrugi pr.zc.z zatozenie nie daje sie, wpi-¢
sa¢, azalem wielobok wpisany jest wiekszy. Odr
ciggng" szy od obudwoéch tych wielobokéw Iroy-
kaly roéwne A iij3l, aim; pozostanie wielobok
wpisany AB-CDi'/i'C- wiekszy od wieloboku nic-
dajacego sie wpisa¢ abedo/g. "’

Uwaga. Podobnie sie dowiedzie jak w7poda-
niu v, ze jeiltic tylko koto lubydz moze, ana-
stepnie, ze jeden tylko wielobok jest maxi-
mum, ktdéry zadosyé¢ czyni pytaniu, ilen wielo-
bok bedzie jeszcze tcyze samey powierzchni, ja-
kimkolwiek badZz sposobem-*odmieni ;si(i; porzadek
bokéw. < Ui,

‘' PODANIE YII
TWIERDZE KIE,

Wielobok foremny jest najwiekszy cz-y U
maximum, miedzy wszystkiemi wielobokami
rownoobwodowemi orowney liczbie bokow.

Jakoz podiug podania ii, wielobok maximum
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ma wszystkie boki réowne, a poditug podania po-
przedzajacego , taki wielobok daje sie wpisac
>v koto, azalem jest Oll foremny.

‘PODANIE YIII.

ZADANIE PRZYBRANE.

Dwa katy wsrodku, mierzone Ilukami
dwoch réoznych két, majg sie do siebie jak
tuki miedzy niemi zawarte, dzielone przez
ich promienie.

To jest. ze kat C (fig. 24), masie do kata O.

. A . DE
jak stosunek K?_ do stosunku DO

Promieniem OF, rownym AC, nakresimy tuk
FG, zawarty miedzy ramionami przediuzone-
nii OD, OF. Z przyczyny promieni réwnych
AC, OF , mie¢ bedziemy: C:0 ::AB:FG (17)

AC Fu
Lnych FG, DE, mamy ”n), FG :DE ::FO :DO;

i mamy nastepnie C : O
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*PODANIE 1X.

1WI1IELI)ZENI1E»

Z dwoch wielobokéw foremnych réwno-
obwodowych, ten jest naywiekszy ktéry ma
?taywiekszg liczbe bokéow.

Niech bedzie DE (fig. 25), potowg boku jedne.-
go zwielobokéw, O jego $rodek, OE cipotke-
mel czyli prostopadta spuszczona ze $rodka wie-
loboku na bok jego: niech AB bedzie potowy
boku drugiego wieloboku, ktérego srodkiem jest
C, azas CB apolhemg. Przypuszczamy, Ze $ro-
dki O i C potozone sag w jakieykolwiek odle-
gtosci OC, a za$ apothemy OE, CB sa w kie-
runku OC; atak DOE i ACB, beda potowy ka-
tow w Srodku wielobokdéw; aponiewaz te katy
nie sgrowne, przeto linije CA, OD, przedtuzone
spotkajg sie z sobg w punkcie F; zlego punktu
spusémy na OC prostopadta EG; z punktéw
O i C, jako S$rodkow zakreslmy luki GI, GH
koriczace sie na bokach OF, CF.

To zatozywszy, mie¢ bedziemy, przez poprze-
dzajgoe podani.e przybrane, 6) ;E 3 Gl GH , aze
DE, masie do pierwszego obwodu wieloboku,
jak kat O, do czterech katéw prostych, i AB
do obwodu drugiego wieloboku , jak kat C do
czterech katéw prostych; azatem, poniewaz al»

4**
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wody wielobokéw sg réwne, DE:AB::0:C

czyli DE :AB : Pomnozywszy po-

przedniki przez OG a nastepniki przez CG, mie¢
bedziemy DEX OG :AB XCG ::G1:GH. Troy-
katy podobne ODE, OFG dajg OE:OG ::DE :EG;
skagd wypada DExOG = OExFG; podobnie
mie¢ bedziemy ABXCG= CBXFG; azatein
OEXFG :CBxFG ::GI1:Gil, czyli OE :CB ::
G 1:GH, Jezeli wiec pokazemy ze luk GI1 jesl
wiekszy od luku GH, stad wypadnie, ze apotlie-
ma OE jest wieksza od apoLiiemy CB.

Z drugicy strony boku CF zrébmy figure
CKx catkiem roéwng figurze CGar, tak, zo
CK=CG, kat HCK=HCG, iluk Kcc= aG;
linija krzywa IvtG obeymie luk IvIIG, i be-
dzie wieksza odtego tuku (9); azatem Ga?, po-
towa linii krzywey, jest wieksza od Gl potowy
tego tuku; a tym bardziey Gl jest wieksze
od Gil.

Z tego wypada, ze apothema OE, jest wiek-
sza od CB : aze dwa wieloboki, jednego obwo-
du maja sie do siebie jak ich apothemy (7), aza-
tem wielobok majacy DE za potowe swego bo-
ku, jest wiekszy odwieloboku majacego AB za
potowe boku. Pierwszy wielobok ma wiecey bo-
kéw, gdyz kat jego w $rodku jest mnieyszy; aza-
té;n z dwéch wiclobokéw rownoobwodowych,
ten jesl wiekszy kléry mawiekaza liczbe bokow.
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*PODANIE X
TWIERDZENIE.

Kolo jesl wieksze od wszelkiego wielobo-
ku réwno-obwodowcgo.

DowiedliSmy juz, ze ze wszystkich wielobokéw
rownoobwodowych o jcdnakicy liczbie bokow,
wielobok foremny jest nnywiekszy; przeto cho-
dzi nam tylko aporéwnanie kota zjakimkolwiek
wielobokiem foremnym réwnoobwodowym.

Niecli bedzie Al (fig. 26). potowy boku tego
Avieloboku, ktérego C niech bedzie S$rodkiem.
Niech bedzie w kole réwnoobwodowym kat
DOE = ACI, anastepnie luk DE réwny poto-
wic boku AIl. V, ielobok P ma sie do kota G.
jak troykat ACI dowycinka ODE; atak mie¢
bedziemy,” P : C :: "AIXCI:jDEXOE :: Cl:OE.
Niech bedzie poprowadzona do punktu E, sty-
czna EG, ktéra spotka OD przedtuzone w punk-
cie G, atroykaty podobne ACI, GOE dadza pro-
porcjg, CI:OE::Al czyli DE:GE ; azotem
1*:C ::DE :GE czyli jak DEX i OE, co jest mia-
rg wycinka DOE, do GEX”™OE, co jest miarg
troykgta GOE ; aze wycinek iest wiekszy od
troykata, przeto P jest wieksze od C , azatem
kolo jest wiekszo od wszelkiego wieloboku ro-
wnoobwodowego.
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X 1 EGA V.

PL VSZCZTZIJNY | KATY BRYLOWE

OPISANIE.

I. Linija prosta jest prostopaditg doptaszczy-
rzny, gdy jest prostopadtg do wszystkich liniy pro-
siych, przechodzgcych przez jey spodek na pta-
szczyznie (pod. 4); wzajemnie.ptaszczyzna jest pro-
stopadtg do linii.

Spodek prostopadiey jest to punkt, w ktorym
ta linija spotyka ptaszczyzne.

Il. Linija prosta jest réwnolegtg ptaszczyznie,
gdy przedtuzone obie naydaley, nie moga sie z so-
bg spotkaé. Wzajemnie, ptaszczyzna jest row-
nolegta do linii.

Ill. Dwie ptaszczyzny sg réwnolegta sobie, gdy
bedac przediuzone naydaley, nie moga sie z sobg
spotkac.

IV. Dowiedziemy (pod. 3), ze wspélne przycie-
cie sie dwoch ptaszczyzn, z sobg sie spotykaja-
cych, jest linija prosta; kat wiec, czyli wzajemna
pochyto$¢ dwoch ptaszczyzn, jest iloScig mniey
lub bardziey wielkg, na ktorg sie one oddalaja:
ta ilos¢ mierzy sie (pod. 7) katem, jaki czynig
z sobg dwie prostopadte, poprowadzone na kaz-
dey z tych ptaszczyzn, do jednego punktu przecie-
cia sie wspdlnego.
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Ten kat moze bydz oslry, prosty lub ron-
warty.

V. Jezeiijest prosty, dwiepfas luyzny sgpro-
stopadte ilo siebie.

VI. Katem brylowym, nazywamy przestrzen
katowag , zawarta miedzy kilku ptaszczyznami,
w jednym punkcie sie tgczgcemi.

I tak: kat brytowy S (fig. 45) jest utworzo-
ny przez polaczenie sie ptaszczyzn ASI3, BSC,
CSB, DSA.

Do utworzenia kata brytowego naymniey trzech
ptaszczyzn potrzeba.

PODANIE PIERWSZE.
twierdzenie.

Linija prosta nie moze bydZz w czesci na
ptaszczyznie, a w czesci za ptaszczyzng.

Gdyz podtug opisania ptaszczyzny, skoro linija
prosta ma dwa punkta wspdlne z ptaszczyzna,
tedy lezy ona catkiem na tey plaszczyznie.

Uwaga. Chcac poznaé¢ czy powierzchnia jest
ptaskg , potrzeba w rozmaitych kierunkach tey
powierzchni, przyktadac¢ linijag prosta, i uwaza¢,
czyli ta w catey jey rozciggtosci dotyka.
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-xo0 i ditl /JivwKi et' 20 ai'ui iy>j.  j'o'i
PODANI E I
TWIERDZENIE.

i- (- o >

Z)wie linije pr.6sle przecinajgce Sie\ sa
na jedncy ptaszcz/znie i determinujg 'jey,
potozenie.

Niecli beda AB, AC. (fig. 27) dwie linije pro-
ste przecinajace sie w A. YVyobrazi¢* sobie mo-
zemy ptlaszczyzne,' przechodzacg przez linija pro-
stg AB; jezeli polem obraca¢ bedziemy te pta-
szczyzne okoto AB az nie naydzie na punki C;
wowczas linija AC, majaca dwa swoje punkta
A, C, na ley ptaszczyznie, catkiem na niey znaj-
dowac sie bedzie : potozenie wiec tey plaszczy-
zny jest determinowane przez ten jeden wa-
runek. iz ptaszczyzna ta zawiera dwie linije pro-
sie AB, AC.

"Yfjuosek"l'" Troykat ABC czyli trzypunk-
ta A.B,C nie w linii prostej7 determinujg poto-
zenie ptaszczyzny.

fVniosek li- A zatem takze, dwie linije roé-
wnolegle AB, CD (fig. 28) determinujg potoze-
nie ptaszczyzny; bo gdy poprowadzimy linijg
przecinajaca EF, tedy ptaszczyzna dwéch liniy
proitych AE, AF, bedzie ptaszczyzng liniy ré-
wnolegtych AB, CD.
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TWIERUZENIE. S

Jezeli dwie ptaszczyzny przecinajg sie
z sobag, spoina ich przeciecie sie bedzi™ linija
prosta.

Jjogdyby w liczbie. punktéow, wspdlnych'tym
pTpszczyziiom, znalazty, sie trzy takie, ktdre nie
sg w linii prosley, tedy (lwie .ptaszczyzny o kto6-
rych méwimy , jako przechodzae.e, k&Zdfti pJ?M
te trzy punkla, uczynityby jedne i lez sarne pta-
szczyzne (aj;, co jest'Jirzeeiwiiem iZaifozeniu.

PODANI E IV. : '

«0:Ci; Mv; vnJ~iWwW , W
.Jebali, linija'erosta ;A|P 'jestpro-
stopadtg. do dwoch innych Fil, |C* krzyku-?
jacych sie u jey spodka. n< ptaszczyznie
MN , tedy ta linija AIV,bedzie-prosiopadtag
tto'jtatdey linii IHi, poprolvadzoneyprzez
spodeU tin tey%& pUtisiczyznie ;' a z;;#m
bedzie ona prostopadtg do ptaszczyzhy'~1™ m

Przez punkt Q. wziety dowolnie na PQ, day-
my linija prosta* BO, 'w kaNi'6 i$P-G; tak,lali>yby-
to BQ= QG (pod. 5 xie. 3); popro\ia<Simy AB:
AQ, AGNujij M u. t icsim W vWuv *
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Poniewaz podstawa BC podzielona jest na dwie
rowne czesci w punkcie Q, przeto tréjkat BPC
da (i4.3)

FcJ+ BP' = 2PQ’'+ 2(Jca
Troykagt BAC podobnie daje
AC'+AB1= 2AQ*-J2QC"

odciggngwszy pierwszg rownos$¢ od drugiey, i b-
wazajac ze troykaty APC, APB, oba prostokatne
wP, dajg AC*— CPa— APaiABa— PBa=AP*5
mie¢ bedziemy

APa+ AP’'= 2AQa— 2py*.

Biorgc wiec potowe z obudwdch stron, mieé be-
dziemy AP1l= m T— PQaczyli Ayt=AP“+ PQ*;
azaletn troykat APQ jest prostokatny w P (i5.3);
wiec AP jest prostopadtg do PQ.

Uwaga. Siad widzimy, ze nie tylko linija
prosta moze bydz prostopadtg do wszystkich tych,
ktére przechodza przez jey spodek na ptaszczy-
znie, lecz ze tozachodzi zawsze, ile razy ta linija
jest prostopadtg do dwdch liniy prostych, popro-
wadzonych na ptaszczyznie; i to wtasnie dowodzi
pewnosci opisania I.

Wniosek I. Prostopadta AP jest krotsza od
kazdey linii pochytey AQ; azalem ta prostopadta
mierzy prawdziwg odlegto$¢ punktu A, od pta-
szczyzny PQ,

Whniosek 11. Przez punkt P dany na pta-
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szczyznie , jedna tylko prostopadta do ptaszczy-
zny poprowadzona bydZz moze : bo gdyby mo-
zna byto wynie$s¢ dwie prostopadie z jednego
punktu P, tedy, gdy poprowadzimy, podtug tycb
dwoch prostopaditych, ptaszczyzne, ktorey prze-
cieciem z ptaszczyzng MN niech bedzie PQ; wow-
czas dwie te prostopadie, o ktéorych moéwimy,
bytyby prostopadite do linii PQ, w tymze samym
punkcie i nateyzc samey ptaszczyznie: co jest nie-
podobienstwem.

Rownie niepodobienstwem jest, spusci¢ z je-
dnego punktu, danego za ptaszczyzng, dwie pro-
stopadte na tez ptaszczyzne; gdyz niech bedg AP,
AQ, te dwie prostopadie; wowczas tréykat APQ
miatby dwa katy proste, APQ, AQP, co jest nie-
podobienstwem.

PODANIE Y.

TWIERDZENIE.

Linije pochyte, réwnie oddalone od pro-
stopadte]r, sa réwne sobie; a z dwoch liniypo-
chytych, nie rownie oddalonych odprosto-
padiey, tajest dtuzszg,ktoéra wiecey od niey
jest oddalona.

Bo katy APB, APC, APD (fig. 30) sg proste;
jezeli wiec zatozymy, ze odlegtosci PB, TC, PD sg
rowne sobie, tedy troykaly APB, APC, APD
mie¢ beda kat rowny, zawarty miedzy bokami

5
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row nemi; azatem te troykaty beda rowne sobie;
przeciwprostokatne wiec, czyli linije pochyte
Ali, AC, AD, beda réwne miedzy sobg. Podobnie,
jezeli odlegtos¢ PE jest wieksza od PD czyli jey
rowney PB, tedy oczywiscie pochyta AE, bedzie
wiekszg od AB, czyli jeyréwney AD.

IVniosek. Wszystkie linije pochyte réwne
AB, AC, AD i t. d. padajg na okragg kota BCD,
zakreslonego ze spodka prostopadiey P, "Jako $ro-
dka; azatem majac dany punkt A za ptaszczy-
zng , achcac znale$¢ na ley ptaszczyznie punkt
P, gdzieby padia prostopadita spuszczona z A,
potrzeba na tey ptaszczyznie naznaczy¢ trzy pun-
kta B, C, D, rdu nie oddalone od A, iszukaé po-
tem $rodka kola, ktoéreby przez te punkla prze-
chodzito, atym $rodkiem bedzie punkt szuka-
ny P.

Uwaga. K-gt ABP , nazywa sie nachyleniem
liniipochytej AB doptaszczyzny MN. Widzi-
my, ze to nachylenie jest rowne dla wszystkich
liniy pochytych, AB, AC, AD i t. d. ktore sa
rownie od prostopadtej' oddalone; gdyz wszyst-
kie troykaty ABP, ACP, ADP it.d. sarowne
miedzy sobg.
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PODANIE VI
TWIERDZE NI B

Niccli bediie AP prostopadia do pta-
szczyzny MN (lig. 3i) i BC linija na tey
ptaszczyznie potozona; jezeli ze spodku P
tey prostopadtey spuscimy PD prostopa-
dta na BC, ipoprowadzimy AD'; powia-
dam ze AD bedzie prostopadtg do BC.

Wezmy DB=DC i poprowadzmy PB,PC, AB,
AC. Poniewaz DB = DC, pochyta PB=PC; a
wzgledem prostopadiey AP, poniewaz PB = PC,
pochyta A.B= AC (5), linijawiec AD ma dwa
swoje punkla A iD réwnie oddalone od kon-
cow B i C, azatem AD jest prostopadty w $ro-
dku linii BC.

TVniosek. Tu razem widzimy, ze BC jet- pro-
stopadty do ptaszczyzny API), poniewaz BC jest
razem prostopadty do dwoch liniy prostych AD,
PD.

Uwaga. Dwie linije AE, BC, stawiy przy-
ktad dwoch liniy prostych, ktdre sie zgota z so-
by nie spotykajg, gdyz te linije nie znaydujy sie
na jedney ptaszczyznie. Naykrotsza odlegtosé
tych liniy jest prostopadta PD, ktoéra razem jest
prostopadty do linii AP i dolinii PC; odlegtos¢
PD jest naykrotsza miedzy temi dwiema linija-
mi; bo gdy potgczymy dwa inne punkta, jak na-
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przyktad A i B, bedzie AB>AD, AD>PD; aza-
tem tern bardziey AB>PD.

Lubo dwie linije AE, CB, nie sgnajedney pta-
szczyznie, czynig jednak z sobg kat prosty; gdy*
AD irdéwnolegta przez jeden zjey punktéow po-
prowadzona do linii BC, czynig miedzy soba
kat prosty. Podobnie linije AB i PD, wystawu-
jace dwie jakiekolwiek linije proste, nie lezgce
na jedney ptaszczyznie, uwazajg sie, Zc czynig
z sobg tenze sam kat, jakiby uczynita AB ro6-
wnolegta do PD, poprowadzona przez jeden
Z punktow linii AB.

PODANIE VIl
TWIERDZENIE.

Jezeli linija AP jestprostopadta dopta-
szczyzny MN (fig. 5z), wszelka linija DE
réwnolegta do AP , bedzie prostopadta do
tey-e ptaszczyzny.

W kierunku liniy réwnolegtych AP, DE po-
prowadzmy ptaszczyzne, ktdrey przecieciem sie
z ptaszczyzng MN. bedzie PD : na ptaszczyznie
MN poprowadzmy BC prostopadia do PD , i
daymy AD.

Podtug wniosku poprzedzajgcego twierdzenia,
BC jest prostopadtg do ptaszczyzny APDE, aza-
tem kat BDE jest prosty; lecz kat EDP jest
takze prosty, bo AP jest prostopadia do PD i ze
DE jest rownolegta do AP; azatem linija DE
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jest prostopadia do dwoéch liniy prostych PD
i DE : azatem jest ona prostopadly doich pta-
szczyzny MN.

Wniosek 1. Wzajemnie, jezeli dwie linije
proste AP, DE, sg prostopadie do jedney pta-
szczyzny MIN, takie linije bedg réwnolegta so-
bie; bo gdyby nie byty réwnolegtemi, tedy, po-
prowadzona przez punkt D'linija réwnolegta do
AP, bytaby prostopadtag do ptaszczyzny MN; aza-
tem z jednego punktu D, moznaby byto wy-
nies¢ dwie prostopadte do jedtiey ptaszczyzny;
co jest niepodobienstwem (4).

Whniosek Il. Dwie linije A i B réwnolegte
trzeciey C, sgaréwnolegte sobie; bo gdy wyobra-
zimy ptaszczyzne prostopadta do linii G, linije
A i B réwnolegte do tey prosfcopadtey, bedg
prostopadite do teyze ptaszczyzny; azatem, przee
wniosek poprzedzajacy, sg réwnolegte sobie.

Rozumiemy, ze trzy linije nie sa na jedney
ptaszczyznie, inaczey bowiem to podanie bytoby
juz znane (a5, i).

PODANIE YIII.

TWIERDZENIE.

Jezeli linija AB (fig. 55)jest rownolegta,
do linii prosiey CD, poprowadzonej na pta-
szczyznie MN ; ta linija bedzie réwnolegta
do tey ptaszczyzny.

Bo, gdyby linija AB, bedaca na ptaszczyznie
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AB CD, spotkata ptaszczyzne MN, to spotkanie
przypadtoby w jakimkolwiek punkcie linii CD,
przeciecia wspdlnego dwdch ptaszczyzn; a/e AB
jlie inozc spotka¢ CD, ho do niey jest rownolegta;
przeto nie moze spotkac i ptaszczyzny MN: aza-
tem jest rownolegtg do ptaszczyzny (opis. 2).

PODANIE 1X.

TWIERDZENIE.

Dw e -ptaszczyzny MN i PO (fig. 34) pro-
stopadle dojedney liniiprostej AB, sg ro-
wnolegte sobie.

Bo gdyby* sie z sobg gdziekolwiek spotkaty,
i niech bedzie O jednym zich punktéw wspdl-
nych ; daymy OA, OB; linija AB, prostopadta
do ptaszczyzny M N, jest prostopadtg do linii
prostey OA, na teyze ptaszczyznie przez jey spo-
dek poprowadzoney; dla teyze samey przyczyny
AB jest prostopadia do BO; azatem OA i OB
bytyby dwie prostopadite, z jednego punkt O
spuszczone nalinijg prostg; co jest niepodobien-
stwem, przeto ptaszczyzny MN, PQ nie mogac sie
z sobg spotkaé, sg rownolegte sobie.
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PODANIE X.
TWIERDZENIE.

Przecieciu EF, Gil, dwdch ptaszczyzn ro-
wnolegtych MN,PQ, przez trzecig ptaszczy-
zne FG, saroéwnolegte (fig. 55).

Bo gdy linije EF, GH, lezace na jedney pta-
szczyznie, nic sg rownolegte, icily przedituzone
zbiegg sie z sobg; azatem i ptaszczyzny MN i PQ,
na ktédrych one sie znaydnja, zbiegtyby sie Lakze,
a wiec nic bytyby réwnolegte.

PODANIE X1.

TWIERDZENIE.

Linija AB (Fig. 34) prostopadta do pta-

szczyzny MN, jest prostopadta do ptaszczy-
zny PQ roéwnolegtey MN.

Pociggnijmy dowolnie linija BO na ptaszczy-
znie PQ ; przez AB i BC poprowadZzmy pta-
szczyzne ABC, kldrey przecieciem sie z pta-
szczyzng MN niech bedzie AD : to przeciecie
AD, bedzie rownolegte do BC, (jo); nze linija
AB, prostopadta do ptaszczy zny MN, jest prosto-
padtg do linii AD; azatem AB bedzie prostopa-
dtg dojey réwnolegtey BC; a poniewaz linija
AB jest prostopadtg do kazdey linii BC, prze-
chodzacey przez jey spodek na ptaszczynie PQ,
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stad przeto idzie, iz la linija jest prostopadtg do
ptaszczyzny PQ.

PODANIE XII.

TWI1IERDZENIE

, Linije réwnolegle EG, Fil (fig. 35) zaje-
te miedzy dwiema ptaszczyznami réwno-
legtemi MN, P O, sg rowne sobie.

Przez linije rownolegte EG, FH przeprowadz-
my ptaszczyzne EGHF, ktora spotka ptaszczy-
zny roéwnolegte poditug kierunkow EF i GH.
Przeciecia EF, GH sg rownolegte solne (10), oraz
takicmi sglinije EG, FH, azatem figura EGHF
jest rownolegtobokiein; a wiec EG = Fil.

Whniosek. Z tego wypada , ze dwie ptaszczy-
zny row nolegte, sg wszedzie rowno od siebie od-
dalone; bo jezeli EG i FH, sg prostopadia do
dwoch ptaszczyzn MN, PQ, tedy sg one réwno-
legte sobie (7); azatein sgrowne.

PODANIE XIII
TWIERDZENIE.
Jezeli dwa katy CAE, DBF (fig. 36) nie-
lezagce na jedney ptaszczyznie , majg swe
ramiona rownolegte , i skierowane wjedng

strone, katy takie sg réwne a ich ptaszczy-
zny rownolegte.

Wezmy AC=]3D? AE=BF, ipoprowadZmy
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CE, DF, AB, CD, EF. Poniewaz AC jest rowne,
i rownolegle do BD, przeto figura ABDC jest
réwnolegtobokiem (i,3); azatem CD jest réwne
i rownolegle do AB. Dla teyZe samey przyczy-
ny EF, jest rowne iréwnolegte do AB ; wiec
takze CD jest réwne i rownolegle do EF; aza-
teni figura CEFD jest réownolegtobokiem; prze-
to bok CE jest rowny irdéwnoleglty DF; wiec
troykaty CAE,DBF, saréwnoboczne z soba. aza-
tem kit CAE~DBF. :
Powtére. Powiadam, ze ptaszczyzna ACE jest
réwnolegta ptaszczy/nie BDF ; bo przypusémy
ze ptaszczyzna réwnolegta do BDF, poprowadzo-
na przez punkt A, spotyka linije CD i EF win-
nych punktach, nizsg C i E, naprzyktad w pun-
ktach G i H; woéwczas podiug podania xu; trzy
linije AB, GD, FH, beda réwne; a/e trzy linije
AB, CD, EF juz sgréwn.e, wiec bytoby CD — GD
i Fit= EF ; co jest niedorzecznoscig; azulem
ptaszczyzna ACE jest rownolegtg do ptaszczy-
zny BDF.
yy'niosek. Jezeli dwie ptaszczyzny réwnolegte
MN, PQ, sa przeciete przez dwie inne pta-
szczyzny CABD, EABF, katy CAE, DBF, utwo-
rzone przez przeciecia ptaszczyn rownolegtych,
beda réwne; bo przeciecie AC jest rownolegte
do BD (10), AE réwnolegte do BF; azatem kat
CAE = DBF.
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PODANIE XIV.

twierdzenie.

Jezeli trzy linije proste AB, CD, EF (fig. 36)
nielezgce najedney ptaszczyznie, sg réwne
i rownolegte sobie, tedy troykgty ACE.BDF
utworzone zjedney i drugiey strony, tgczg-
ce konce tych liniy prostych , beda réwne,
aich ptaszczyzny beda rownolegte sobie.

Jakoz, poniewaz AB jest rowna i rownolegta
CD, figara ABDC jest rownolegtobokiem; aza-
tem bok AC jest rowny iréwnolegty BD. Dla
podohney przyczyny boki AE i BF sg réwne
i rownolegte; oraz taldemi sg boki CE i DF:
dwa wiec troykaly ACE,BDF sa rowne. Nad-
to podobnie sie dowodzi, jak w podaniu poprze-
dzajagcym , ze ptaszczyzny tych troykatéow sa
réwnolegte.

PODANIE XV.
TWI1ERI ZENIK

Dwie linije proste, zawarte miedzy trze-
ma ptaszczyznami réwnolegterni, przeciete
sa naczesci pro/jorcyonalne.

Przypusémy ze linija AB (fig. 3-7) spotyka pta-
szczyzny rownolegte MN,PQ, RS, w punktach
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A.E,B, i ye linija CD, spotyka lez same pta-
szczyzny av punktach CjF,D: powiadam, ze mieé
bedziemy AE :EB :: CE :ED.

Poprowadzmy AD, ktdéra spotka ptaszczyzne
PQ w punkcie G : i daymy AC, EG, GE, BD:
przeciecia EG, BD, ptaszczyzn rownolegtych PQ,
BS, przez ptaszczyzng ABD, sarownolegte (10):
azatem :EB ::AG : GD : podobnie przeciecia
AC, GF,jako.réwnolegte, <ajff AG :GD ;: CF :.FD:
z nrzvczvnv wiec wspolnego stosunku AG : GD,
bedzie AE:EB:: CF :FD.

'* PO.Q AN LE. XV X . .
‘ :|% s J,;; Ji . x ktl—fﬁm Tt Gin
TWIERDZENIE.

Aidech bedzie ABCD (fig, 58), jakikolwiek
czworobok,nie lezagcy nujedney ptaszczyznie;
jezeli boki przeciwlegte przetng sie propor-
cjonalnie przez divie linije proste EF, GH,
tak,zejest AE :EB t:DF ;FC; iBG: GC = AH:
HD; powiadam, ze linije proste F,F, Gil,prze-
tng sie zsobg w pukcie M tak”™ ze bedzie
HM :MG :: AE :EB; i EM :MF::AH : HD.

Poprowadzmy prze?. AD, jakakolwiek pta-
szczyzne A&HeD, tak jednak, zeby nie przecho-
dzita przez Gil: przez punkta E, B, C, F, day-
my do GH réwnolegte Ee, Bb, Cc, F/; ktora
spotkajg te ptaszczyzne w punktach e, b.c,f.
Z przyczyny réwnolegtosci liniy B6, GH,Cc. (i5,3)
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mie¢ bedziemy AH :He :iBG:GC :iAH :HDf
azateni (20.5) troykaty AHA, DHe, s3'podobne.
Mie¢ potem bedziemy Ae :eA:wmhE :EB: iD/:
fc ::DF :FC; azatem Aerebz :1)/ :fc\ albo skia-
dajac, bedzie Ae :\)f\ :Ab :De. Aze zprzyczy-
ny podobienstwa tréykaléw AHi, DHe, mamy
Ab :Dc :: AH :HD ; azatem Ae :D/::AH :HD:
nadto, poniewaz z przyczyny podobienstwa tych-
ie troykaglow AHA i DHe, kat HAp= HD/;
przeto Iroykaty Alle, DH/ sa podobne (20,5);
azatem kat AHe=DH/I Z teeo naprzéd wypa-
da, £e eH/, jest linija prosta; azatem ze trzy ro-
wnolegte Ee, GH, Fy leza na jedney ptaszczyznie,
ktéra zawiera¢ bedzie linije EF, GH: wiec te
lini/e przecina¢ sie musza wpunkcie M. Po-
wtére, z przyczyny rownolegtosci liniy Ee, MH,
Fy, mie¢ bedziemy EM :MF :: eH :Jiy::AH:HD.
Przez podobne wykres$lenie, odniesione do bo-
ku AB, dowiedziemy, Ze HM :MG ::AE :EB.

PODANIE XVII.

TWI1ERDZENIE.

Kat zawarty miedzy ptaszczyznami [MAN:
MAP (fig. 59) moze bydz mierzony, stoso-
wnie do opisania, katem NAP, jaki czyniag
z sobg dwie prostopadie AS, AP poprowa-
dzone na kazdey z tycli ptaszczyzn, doprze-
ciecia wspo6lnego AM.

Dla przekonani* aig o rzetelnosci tey miary,
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dowiesdz potrzeba ifl. ze jest ona stalg, czyli ze
liedzie tgz sama w kazdym punkcie wspdlnego
przeciecia, skad sie wyprowadzajg dwie prosto-
padte.

Jakoz, jezeli wezmiemy inny punkt M, igdy
poprowadzimy MC na ptaszczyznie MN, i MB
na ptaszczyznie. MP, prostopadte do wspdlnego
przeciecia AM; ledy. powiewaz MB i AP s
prostopadte do jedney linii AM, przeto sg réw-
nolegte sobie. Dla teyze samey przyczyny MC
jesl réwnolegte do AN: wiec kal BMC=PAN
(15): azalem obojetng jest rzecza, prowadzi¢ pro-
stopadte do punktu M tub do A, kal miedzy nie-
mi zawarty zawsze bedzie len sam.

2- Dowiesdz' potrzeba, ze gdy kat dwdch pta-
szczyzn powiekszy sze lub zmnieyszy w pe-
wnym stosunku, tedy i kat PAN, powiekszy sie
lub zirmieyszy w tymze stosunku.

Na ptaszczyznie PAN, zpunktu A promieniem
dowolnym, zakre$lmy luk ISIIP : ze $Srodka M,
promieniem réwnyir”®, zakre$slmy tuk CEB; po-
prowadZzmy dowolnie AD. Poniewaz dwie pta-
szczyzny PAN, BMC sa prostopadte do jedney
linii MA, przeto sgréwnolegte sobie (9): prze-
ciecia wiec AD, ME, tych dv\och ptaszczyzn
przez trzeciag AMD s rownolegte; azalem kat
BME bedzie rowny PAD (ib).

Nazwiymy na moment wegiet, kat utworzony
przez.dwie ptaszczyzny MP,MN. Teraz, gdyby kat
DAP byt rowny katowi DAN, tedy oczywiscie
wegiet DAMP, bytby réwny wegtowi DAMN;

6
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gdyz podstawa I'AD potozytaby sie zupeinie na
sobie réwng DAJN, wysokos¢ AM zawsze bytaby
taz sama: wiee te dwa wegty zupetnieby do siebie
przystaty. Widzimy nawet, iz gdyby kat DAL*
zawierat sie doktadnie pewng liczbg.razy w ka-
cie PAN, tedy i wegiet DAMP tylezby Sie ra-
zy zawierat w wegle PAMN. AZe ze stosunku
liczby catey wnosimy o stosunku jakimkolwiek,
jak tego w zupeinie podobnem zdarzeniu dowie-
dliSmy (17,2); azalem jakikolwiek bedzie stosu-
nek kata DAP do kata PAN; wegiet DAMP, be-
dzie w tymze stosunku zweglem PAMN : aza-
lem kat NAP moze l.ydZz wziety za miare we-
gta PAMN, czyli kata, jaki ez)nig dwie pta-
szczyzny MAP, MAN.

Uwaga. Toz samo jest z kgtami przez dw'e
ptaszczyzny utworzonemi, co i z kagtami utwo-
rzonemi przez dwie linije proste. Azalem, gdy
dwie ptaszczyzny wzajemnie sie krzyzujg, katy
w wierzchotku sg rowne, akaty przylegte ra-
zem wziete wazg dwa katy proste; azalem jezeli
jedna ptaszczyzna jest prostopadig do drugiey,
tedy ta wzajemnie jest prostopadig do pierwszey.
Podobnie w spotkaniu dwéch ptaszczyzn réwno-
legtych przez trzecig ptaszczyzne , zachodza tez
same réwnosci i tez same witasnosci, co iw, spo-
skaniu dwéch liniy réwnolegtych przez trzecia.
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FOD A NIE XVIII.
TWIERDZENIE.

Gdy linija AP jest prostopadta dopta-
szczyzny MN , wszelka ptaszczyzna APB
prowadzona przez te prostopadita AP. bedzie
prostopadtg doptaszczyzny MN (fig. 40),

INiech bed/.ie BC przeciecie ptaszczyzn Ali,
MN: jezeli na ptaszczyznio MN, poprowadzi sie
DE prostopadta do BP; linija AP, jako prosto-
padta do ptaszczyzny MN , jest prostopadig do
kazdey z dwoéch liniy BO,DE: aze kat APD,
utworzony przez linije PA, PD prostopadite ilo
wspoélnego przeciecia BP , mierzy kat dwocli
ptaszczyzn AB, MN; przetb, poniewaz ten kat
jest prosty , lwie ptaszczyzny sg do siebie pro-
stopadte (opis. 5).

Uwaga. Gdy trzy linije proste AP, BP, DI*,
sg do siebie prostopadte, kazda z tych liniy jest:
prostopadta do ptaszczyzny dwécli innych, a
trzy' ptaszczyzny sa wzajemnie prostopadie il6-
siebie,

6*
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PODANIE XIX.
TWIERDHNIK?®

Jezeli ptaszczyzna AB jest prostopadig
do ptaszczyzny MN, igdy na ptaszczyznie
pierwszey AB, poprowadzisie PA prosto-
padta do wspdlnego przeciecia PB; powia-
dam, ze PA bedzieprostopadta doptaszczy-
zny MN (fig. 40).

Jakoz gdy na ptaszczyznie MIS poprowadzi
sie PD prostopadta do PB, kat APD bedzie
prosty; gd\ z ptaszczyzny sy prostopadie do sie-
bie; -wiec linija AP. jest prostopadty do dwodch
liniy PB, PD, zatem sy one prostopadte doich
ptaszczyzny MN. t

Whniosek. Jezeli ptaszczyzna AB, jest prosto-
padta do ptaszczyzny MN, i gdy z punktu P
wspolnego ich przeciecia, wyniesie si¢ prosto-
padta do ptaszczyzny MN, powiadam, ze la pro-
stopadta bedzie na ptaszczyznie AB ; bo gdyby
ona niebyta na niey , moglibySmy poprowadzi¢
na ptaszczyznie AB prostopadty AP do wspol-
nego przeciecia BP, ktdéra bytaby razem pro-
stopadty do ptaszczyzny MN : azatem w jednym
punkcie bytyby dwie prostopadte do ptaszczyzny
MN; co jest niepodobieristwem (4).
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PODANIE XX.

TWIERDZENIE.

Jezeli dwie ptaszczyzny AB, AD (fig. 40),
sg prostopadte do trzeciey MN , tedy i
wspdlne ich przeciecie AP, prostopadle be-
dzie do tey trzeciey ptaszczyzny.

Ho gdy zpunktu P wyniesiemy prostopadli
do ptaszczyzny MN, ta prostopadta znaydowac
sie musi razem, tak na ptaszczyznie AB jako
i nn plaszczyznie AD (wnio. 39); azatem jest
ona wspolnym icli przycieciem AP.

PODANIE XXI.
TWIERDZENIE.

Jezeli kat brylowy utworzony jest przez
trzy katy ptaskie , summa jakichkolwiek
dwoch z tych katow bedzie wiekszg odka-
ta trzeciego.

Nalezy nam dowies$¢ tylko to podanie, griy ki)t
ptaski, ktéry z su;,iing d\voc.h innych poréwny-
wamy, jestwiekszy od kazdego 7tych ostatnich.
Niech wiec bedzie knt brytowy S (fig. 4i) u-
tworzony przez trzy katy ptaskie ASB, ASG. i m
BSC; i przypusémy 7Zc kat ASJ3, jest naywiek**

6**
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szy ze trzech katéw, powiadani ze mie¢ bedziemy
ASB<ASC + BSC.

Na plaszczyznie ASB zrobmy kat DSB = BSC;
poprowadzmy dowolnie linija prosta ADB, a
wzigwszy SC= SD, daymy AC, BC.

Dwa boki BS, SD, sgrowne dwom bokom
BS, SC; kat BSD = BSC; azalem dwa troyka-
ty BSD, BSC saréwne, wiec BD=BC. Mamy
za5 AB<AC -j-BC; odciggnawszy z jedney stro-
ny BD a zdrugiey strony BC réwne BD, o-
trzymamy AD<AC. Dwa boki AS, SD saro-
wne dwoém bokém AS, SC, trzeci AD jest
mnieyszy od trzeciego AC ; azatem (10, i) kat
ASD<ASC. Dodajagc BSD = BSC, mie¢ bedzie-
my ASD + BSD czjti ASB<ASC-j-BSC.

PODANIE XXII.
TWIERDZENIE.

Summa katéw ptaskich, sktadajgcych kat
brytowyjest zawsze mniejsza od czterech
katévv prostych.

Przelniymy kat brytowy S (fig. 4a) jakakol-
wiek pla«™.'zyzng ABCDE, zpunktu O wziete-
go na tey ptaszczyznie poprowadzmy do wszyst-
kich katow' liniie OA, OB, OC, OD, OE.

Summa katéw troykagtéw ASB, BSC i t. d. u-
tworzonycli przy wierzchotku S, réwna jest sum-
mie katow podobneyze liczby trojkatow AOB?
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BOC i t. d. utworzonych przy wierzchotku O.
Lecz w punkcie B, katy ABO, OBC, wziete ra-
zem czynig kat ABC mnieyszy od summy Kka-
tow ABS, SBC (21); podobnie w punkcie C,
mamy BCO -f~-OCD<BCS-j- SCD, toz samo jest,
ze wszystkiemi katami wietoboku ABGDE. Z le-
go -wypada, ze av troykatach ktérych wierzchot-
kiem jest O, summa katéw na podstawie jest
mnieysza od summy katéw na podstawcie w troy-
katack, ktorych wierzchotkiem jest S; azalem
summa katéw utworzonych przy punkcie O jest
wieksza od summy katéw przy punkcie S. Aze
summa katéw przy punkcie O jest réwna czte-
rem katom prostym (5, 1); azatem summa katow
ptaskich sktadajgcych kat brytowy S, jest mniey-
sza od czterech katéw prostych.

Uwaga. W tern dowodzeniu przypuszczamy
ze katbrytowy jestwypukty, czyli ze ptaszczy-
zna jedney Sciany przedtuzona nigdy przecigc
nie moze kata brytowego ; w przeciwnym razie
summa katow ptaskich metniataby granic, i mo-
gtaby bydz jakakolwiek wielkoscig.
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P ODAKU XXIIL
TWIERDZENIU.

Jezeli dwa katy brylowe zlozone sg
ze trzech katow ptaskich réownych , kazdy
kazdemu , tedy ptaszczyzny na ktérych le-
zg te katy réowne, bedg rownie do siebie na-
chylona

Niech bedziekagt ASC =DTF, kat ASB= DTE,
i kat BSC=ETF (fig. 45); powiadam, Ze dwrie
ptaszczyzny ASC, ASB takie mie¢ bedg nachyle-
nie do siebie, jakie majg i ptaszczyzny DTF, DTE.

"Wezmy dowolnie SB, i poprowadzmy BO
prostopadtg do ptaszczyzny ASC; z punktu O,
gdzie ta prostopadta spotyka ptaszczyzne, po-
prowadzmy OA, OC, prostopadte do SA, SC, i
daymy AB, BC; wezmy potem TE = SB; po-
prowadzmy EP prostopadtg do ptaszczyzny DTF;
z punktu P. poprowadzmy PD, PF prostopadte
do TD TF: nakoniec daymy DE, EF.

Troykat SAB jest prostokatny w A, atroy-
kat DTE prostokatny w D (6), a poniewaz kat
ASB = DTE£E, przeto takze kat SBA=XEB. Nad-
to SB=TE ; wiec troykat SAB jest rowny
troykatowi TDE (5. i); azatem SA = TD, a
AB = DE. Podobnym sposobem dowiedzie sie
7e SCNjW.'F, a BC= EF. Czworobok SAOC
jest rowny czworobokowi TDJP, bo gdy poto-
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zymy kat ASC najemu rowny DTF. tedy z przy-
czyny SA— TD.a SC= Ti', punkt A padnie na
1), apunkt C na F, aw tymze czasie AO, pro-
stopadta do SA, padnie na DP prostopadtg do
DT, ipodobnie OC padnie na OF; azatem punkt
O padtiie na punkt P, i bedzie- AO— DP. Aze
troykaty AOB, DPE sg prostokatne w O i P,
przeeiwprostokatna AB=DE ibok AO= DP;
przeto te tréykatysa rowne (18, 1); azatem Kkat
OAB=PDE. Kat OAB jest nachyleniem dwdch
ptaszczyzn ASB, ASC; kat PDE jest nachyleniem
dwoch ptaszczyzn DTE. DTF 5 azatem te dwa
nachylenia sg rowne sobie.

Uwazaé¢ tu jednak nalezy zZe kat A, troykata
prostokgtnego OAB, nie jest wtasciwie nachyle-
niem dwoch ptaszczyzn ASB, ASC, tylko w ten-
czas, gdy prostopadta BO pada, wzgledem SA.
z teyze samey strony, co i SC; jezeli ta prosto-
padta pada z drugiey strony, wowczas kat dwoch
ptaszczyzn bytby rozwarty, aprzytaczony do ka-
ta A tréoykata OAB, uczynitby dwa katy proste.
Lecz w tymze samym przypadku, kat dwéch
ptaszczyzn TDE, TDF , bytby takze rozwarty,
aprzytagczony do kata D, troykata DPE, uczy-
nitby dwra katy proste : azatem, poniewaz kat A
zawsze bytby réwny katowi D, wnieslibySmy
takze, ze nachylenie dwdéch ptaszczyzn ASB,
ASC jest: rowne nachyleniu dwéch ptaszczyzn
TDE, TDF.

Uwaga. Gdy dwa katy brytowe sgztozone
z trzecli katow ptaskicli, réwnych kazdy kazde-
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mu i gdy razem katy réwne czyli otipowiedne
sa jednakim sposobem roztozone w dwoéch ka-
tach brytowych; woéwczas te katy sg réwne
sobie , i przytozone do siebie przystana. Jakoz
widzieliSmy juz, .ze czworobok SA.QC moze bydz
potozony na jemu réwny TDPF; atak kfadac,
SA na TD, SC padnie na TF a punkt O ia
punkt P. Lecz zprzyczyny rownosci troyka-
tow AOB, DPE, OB, prostopadta do ptaszczyzny
ASC, jestrowna PE, prostopadtey do ptaszczy-
zny TDF : nadlo tu prostopadte sg skierow ane
w jedne strone; azatem punkt B padnie na E,
linija SB nalinija TE, idwa katy brytowe zu-
petnie do siebie przystang.

To jednak przystawanie wtenczas zachodzi, gdy
zaktadamy, ze katy ptaskie réwne sg roztozone
jednakim sposobem w obudwdch katach bryto-
wych ; bo gdyby, katy ptaskie rowne roztozone
byty w wslecznj ni porzgdku, albo co na jedno wy-
chodzi, gdyby prostopadte OB,PE, zamiast kie-
rowania sie w tez same strone wzgledem pta-
szczyzn ASC, DTF , byty skierowane w strone
przeciwna, wowczas niepodobne bytoby przy-
stawanie do siebie dwoch katow brytowych; lo
jednak niebytoby mniey prawdziwym, podiug
twierdzenia,, gdyby ptaszczyzny na ktérych sa
katy réwne , byty réownie nachylone do siebie,
tak , Zze dwa katy brytowe bytyby réwne, we
wszystkich swych czesciach sktadajgcych, niec-
ni oga¢ jednak do siebie-;przysta¢. Ten rodzay r6-
wnosci, .ktéry nie jest bezwzgledny, czyli przy-
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stawanie,zastuguje na rozréznienie przez szczegol-
ne nazwanie , my lo nazywa¢ bedziemy réwno-
$cig przez t.ytneirja.

I tak dwa katy brylowe, o ktérych jesl mowa,
utworzone przez trzy katy ptaskie réwne kazdy
kazdemu, lecz roztozone w porzadku wstecznym,
nazywac sie beda , hutami ruwnemi jirz-ez syme-
tryg, czyli krocey, fiatami symetrycznemi.

Ta sgma uwaga stosuje sie do katéw bryto-
wych, utworzonych z wiecey niz trzech katéw
ptaskich; i tak jeden kat brytowy utworzony
przez katy ptaskie A, B, C.D, I, i kat drugi
brytowy utworzony przez, te same katy w po-
rzadku wstecznym A, E, 1), C, B, moga bydz ta-
kie, ze ptaszczyzny na ktorych znajdujg sie te
katy réwne , sag rownie nachylone do siebie ; te
katy brytowe, ktore bedg réwne, chociaz przy-
stawanie ich jest niepodobne, nazywaja sie kata-
mi bryiowcmi ré<vnemi przez symetrya, czyli
katami brylowemi symetrycznemu

W ligurach ptaskich, Wiasciwie moéwiac, zgo-
ta niema rdéwnosci przez syinetrya, i Wszystkie
te rownosci,ktorebysmy tak nazywac chcieli, by-
tyby rownosciami bezwzgledncmi albo przy-
stawaniem: przyczyna tego jest, Ze mozna prze-
wréci¢ tignre ptaska, i bez. réznicy wzigé gore
za spod. Caltkiem inaczey sie dzieje w brytach,
gdzie trzeci wymiar moze bydz wziety w dwoch
kierunkach réznych-
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PODANIE XXI1V.

ZAGADNIENIE.

M ajgc clane trzy katy ptaskie skitadajag-
ce kat brylowy, wynalezé, przez wykresle-
nie ptaskie, Agz jaki dwie z tych ptaszczyzn
czynia z soba.

Niecli bedzie S (fig. 44) dany kat brytowy
-w ktérym znane sg trzy katy ptaskie ASB. A SC,
BSC; szukaymy kata jaki czynig' z sobg dwie
z tych ptaszczyli, naprzyktad ptaszczyzny ASB,
ASC.

Wyobrazmy zc zrobiliSmy to samo wykres$lenie
co w podaniu poprzecbh.ajgeém; kat OAB bedzie
katem szukanym, Chodzi "iec t\lko o znale-
zienie tegoz samego kata, przez wykreslenie pta-
skie, czyli kreslone na jedney ptaszczyznie.

Na ten koniec zrébmy na jedney ptaszczyznie
katy B'SA. ASC, B"SC, réwne katoin BSA,ASC,
BSC, w figurze bryto>\ey: wezmy B'S i B"S ro6-
wne w szczeg6lnosci BS figury brytowey. 7,pun-
ktow B' i B" spusémy B'A i B"C prostopadie
na SA i SC, ktore sie zbiega z sobg w punkcie O.
Z punktu A, jako $rodka, promieniem AB' za-
kreslmy potokregu kota B'&E; z punktu O wyr-
nieSmy Ob prostopadia do B'E , ktéra spotka o-
krag kota w b\ daymy Ab\ a kat EAb hedzie
nachyleniem szukanem dwéch ptaszczyzn ASC,
ASB, kata brytowego.
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Cata rzecz sie sprowadza do pokazania, ze troy-
kat AOb Zligury ptaskiey, jest réowny tréyka-
towi AOB figury brytlowej. Dwa troykaly
B’'SA, BSA, prostokatne sa w A, katy w S sa
rowne , azatem katy B' i B sg rowne. Aze
przeciwprostokalna SB' jest réwna przeciwpro-
stokatney SB, przeto te trédykaty sa]ré\vne, aza-
tem bok SA figury ptaskiey jest rowny SA figury
brytowrey, itakze AB', czyli jemu réwny AA,
w figurze ptaskiey, jest rowny AB w figurze bry-
towey;podobnie sie dowiedzie ze bok SC jest rowny
w jedney i drugiey figurze; skad wypada, ze czwo-
robok SAOC w obu tycli figurach jest rowny, a-
zatem ze AO figury ptaskiey jest rowny AO fi-
gury brytowey; wiec w obu tych figurach troyka-
ty prostokgtne AOG6,AOB, majg przeciwprostoka-
tug rowna i bok jeden réwny; wiec sg row ne sobie,
azatem kat EAZ>, znaleziony przezwykres$lenie pta-
skie, jest rowny nachyleniu, dwoch plaszczyzn
SAB, SAC w kacie brytowym.

Gdy punkt O pada miedzy A i B’ w figurze
ptaskiey. kat EAE staje sie rozwartym, i mierzy
zawsze prawdziwe nachylenie dwoch ptaszczyzn,
i dla tego to oznaczyliSmy przez EA& a nie przez
OAZ> nachylenie zgdane , w celu azeby toz sa-
mo rozwigzanie stuzyto wszystkim bez wyjgtku
przypadkom.

Uwaga. Mozna zada¢ sobie pytanie, azali bio-
ragc dowolnie trzy katy ptaskie, mozna utworzy¢
znich kat brytowy.

Na sam prz6d potrzeba ieby summa trzech ka-

7



tow danych byla mnieysza od czterech katow
prostych, bo bez tego nie moze bydz utworzony
kat brytowy (22)4 nadto, gdy wezmiemy dwa
katy dowolnie B'SA, ASC, potrzeba azeby trze-
ci CSB" byt takiey wielkos$ci, izby prostopadta
€B' na bok SC spuszczona, spotykata srednice B'E
miedzy jey koileaini B' i E. Granicami wiec
wielkosci kata CSB” sg to granice, ktére dozwa-
lajg spusci¢ prostopadta B'C do punktéw B'
i E. Z tych punktéw spusémy na CS prostopa-
die Bl i EK, ktére spotkajg okrag kota, na-
kreslony promieniem SB', w punktach 1 i K,
a granicami kala CSB" bedg CSI i CSK.

W trboykacie rownoramiennym LVSI, poniewaz
linija CS przedtuzona, prostopadia jest do pod-
stawy BT, mamy kat CSI= CSB'= ASC-j- ASB".
A w tréykacie rownoramiennym ESK., ponie-
waz linija SC jest prostopadig do SIC, mamy
kat CSK-kCSE. Nadto zprzyczyny rownosci
iroykalow ASE, ASB', kat ASE = ASB'j azatem
CSE czyli CSK = ASC — ASB".

Z tego wypada, ze zagadnienie bedzie podobne
tyle razy, ile razy trzeci kat CSB" bedzie mnicy-
*zy od summy dwoéch innych ASC, ASB', a iek-
szy od ich rozniej'. Jest to warunek zgadzajacy
sie zpodaniem xxi ; gdyz na mocy tego poda-
nia potrzeba zeby byto CSB"<ASC-f-ASB'; nad-
to potrzeba. zeby byto ASC <CSB'4-ASB' czyli
CSB">ASC — ASB".
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PODANIE XXV.
ZAGADNIENIE.

Majac dane dwa z trzech kgtow ptaskich,.
sktadajacych kat brytowy, oraz kat nachy-
lenit tych dwoch ptaszczyzn, znale$¢ trze-
ci kat ptaski.

Niech bedg ASC, ASB' (fig. 44) dwa katy pta-
skie dane, i przypusémy na moment, ze CSB",
jest trzecim katem szukanym. Gdy wiec zro-
bimy wykres$lenie to samo, co w poprzedzajgcem
zagadnieniu, kat, zawarty miedzy ptaszczyznami
dwéch pierwszych, bedzie EA&. Jako wiec de-
terminuje sie. kat EAi, za pomocg CSB", gdy dwa
inne sg dane, tak podobnie zadeterminowac
mozna CSB', zapomoca EAZ>; co rozwigze zaga-
dnienie podane.

Wzigwszy dowolnie SB', spuéémy na SA pro-
stopadta nieograniczong BE; zrobmy kat EAD
rowny katowi dwoch ptaszczyzn danych. Z pun-
ktu b, gdzie bok Ab spotyka okrag kota, nakre-
Slony z» Srodka A promieniem AB', 6puscmy
na AE prostopadlg Z0; z punktu O spuéémy na
SC prostopadtg nieograniczong OCB", ktérg tak
oznaczmy w B", zeby bylo SB"= SB'. Kat CSB'l
bedzie trzecim katem ptaskim szukanym.

Bo gdy utworzymy kat brytowy z trzech ka-
tow ptaskich B SA, ASC, CSB" nachylenie pta-
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szczyzn, gdzie sg katy dane ASB'. ASC, bedzie ro-
wne katowi danemu EA&.

Uwaga. Jezeli kat brylowy jest czworoscienny,
czyli ztozony zczterech katéw ptaskich ASB, USC,
CSD, DSA (fig. i 5); tedy wiadomos$¢ tych ostatnich
katow nie jest dostateczna do oznaczenia wzaje-
mnych do siebie nachyleh ptaszczyzn, na ktorych
katy ptaskie leza: gdyz z tychze samych katow
ptaskich, nieskonczona liczbe katow brytowych
utworzy¢ mozna- Lecz jezeli przyda jeden
warunek, naprzyktad, jezeli bedzie dane nachy-
lenie dwoch ptaszczyzn ASB, BSC, wowczas kat
brytowy catkiem jest oznaczony, i mozna znale$é
nachylenie dwéch jakichkolwiek jego ptaszczyzn.
Jakoz -wyobrazmy kat brylowy troyScienny, u-
tworzony przez katy ptaskie ASB, BSC, ASC;
dwa pierwsze katy sg dane, oraz dane jest nachy-
lenie ich ptaszczyzn;mozna wiec zadeterminowac,.
przez rozwigzane teraz zagadnienie , kat trzeci
ASC. Jezeli teraz zwazymy kat brylowy troy-
§cienny, utworzony przez katy ptaskie ASC, ASD?
DSC , te trzy katy saznane; alak kat brytowy
catkiem jest determinowany. Poniewaz katbry-
towy czworoscienny jest utworzony przez poiag-
czenie sie dwoéch katow trojsciennych, oktorych
teraz moéwiliSmy, azatem, poniewaz te katy cza-
stkowe sg znane i determinowane , kat catko-
wity podobnie znany i determinowany bedzie.

Kat dwoch ptaszczyzn ASD, DSC, wprost sie
wynaydzie za pomocg drugiego kata brytowego
czastkowego. Ca sie tyczy kagla dwoch ptaszczyzn
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BSC, CSD, potrzeba w kacie brytowym czgstko--
wym szuka¢ kata czwartego, zawartego miedzy
dwiema ptaszczyznami ASC, DSC, a w drugim, -
kata zawartego miedzy dwiema ptaszczyznami
ASC, BSC ; summa tych dwoéch katéow bedzie
katem zawartym miedzy ptaszczyznami BSC,
DSC.

Podobnym sposobem sie znaydzie.ze dla zadeter-
minowania kata brytlowego piecio$ciennego, po-
trzeba oprécz pieciu katéw ptaskich, sktadaja-
cych kat brytowy, zna¢ jeszcze dwa wzajemne na-
chylenia ich ptaszczyzn, aza$ trzeba zna¢ ich
trzy, w kacie brylowym szesciosciennym, i tak
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WIELOSCIANY.

OPISANIE.

I. Nazywamy bryta wieloScienng, albo kro-
ciey wieloSciancm, kazda bryte zakonhczong pta-
szczyznami czyli Scianami ptaskiemi. (Te pta-
szczyzny zakonhczone sa koniecznie linijami pro-
stemi). Nazywamy wszczeg6lnosci czworoscia-
nem, bryte majaca cztery Sciany; szescioscianem
bryte zakohczong szesSciu Scianami: osrnioscianem,
zakonczong o$miu $cianami: dwunasto$cianem, za-
koriczong dwonaslu $cianami: dwudziestoSciunem,
zakonczong dwudziestu Scianami, i tak daley.

Czworos$cian jesl nayprostszy z wieloScianéw;
gdyz do utworzenia kata brytlowego naymniey
trzy ptaszczyzny sg potrzebne: i te ptaszczyzny
zastawig mieysce prézne, ktére zeby byto zam-
kniete, przynaymniey jedney jeszcze ptaszczyzny
potrzebuje.

U. Wspdlne przeciecie sie dwdch Scian przy-
legty eh w wielosécianie, nazywa sie bokiem albo
krawedzig wicdoscianu.

111. IT iclosciunem foremnym nazywa sievten,
w ktérym wszystkie $ciany sa wielobokami fo-
remnymi rownemi, i ktérego wszystkie katy

brytowe sgroéwne sobie. tych wielo$ciandw jest
piec (p.:lrz dodatek do xiag vi, i vjj).
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IV. Graniastostup, jesito liryta zawarta Avie-
lu $cianami réwnolegtobocznemi, zakonczona z je-
dney i drugiey strony ptaszczyznami wieloho-
czneini réwnemi i rownolegtymi sobie.

Dla wykreslenia tey bryty, niech bedzie dany
ABCDE (fig. 48) jakikolwiek wielohok: jezeli
na jakiejkolwiek ptaszczyznie réwnolegtey do
ABC, poprowadzg sie linije FG, GH, HI, i t. d.
rowne i rownolegte bokom AB, BC,CD, i t. d
ktére utworzg wielobok FGHIK, réwny wie-
lohokowi ABCDE: jezeli potem potacza sie wierz-
chotki katow jedney ptaszczyzny z wierzchotka-
mi odpowiednich katéw drugiey ptaszczyzny,
linijami proslemi AF, BG, GH, it d. S$ciany
ABGF,BCHG it.d. beda réwnolegtobokami, a
bryta ABCDEFGHIK, tym sposobem utworzona,
bedzie graniaslostupem.

V. 'Wieloboki réwne iroéwnolegte ABCDE,
FGHIK. nazywaja sie podstawami graniasto-
stupu: inne ptaszczyzny réwnolegtoboczne wzie-
te razem , stanowig powierzchnig boczng czyli
wypukia graniastostupa. Linije rowne AF, BG,
Cll it.d., nazywajg sie krawedziami graniasto-
stupa.

V1. fVysokosc graniastostupa, jestto odlegtosé
dwoch jego podstaw, czyli prostopadta spuszczo-
na z punktu podstawy gdérney na podstawe dolna.

VIl Graniastostup jest prosty, gdy krawedzie
jego AF, BG, it.d. sgprostopadie do ptaszczyzn
podstaw : a wowczas kazda krawedz jest rowna
wysokos$ci graniastostupa. W kazdym innym
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przypadku, graniastostup jestpocliyiy, i wysokos¢
jego jesl mnieysza od krawedzi.

VIIl. Graniastostup jest troykainy, czworo-
kalny, pieciokatny. szeSciokatny t. d., podtug te-
go, jak podstawa jego jest troykatem, czworobo-
kiem , pieciobokie.m, szesSciobokiem i t. d.

IX. Graniastostup majacj- za podstawe réwno-
legtobok, wszystkie swe $ciany ma réwnolegto-
boczne, i nazywa sie rownokgtosgi&nem (fig. 49).

Roéwnolegtoscign jest prostokatnym.gdy wszyst-
kie $ciany jego sg prostokgtami.

X. Z pomiedzy rownolegtoscian6w prostoka-
tnych rozrézniamy szeScian, czyli szescioScian
foremny.zamkniety sze$ciu kwadratami rownemi.

X1. Ostrostup czyli piramida jestto bryta u-
tworzona z wielu ptaszczyzn troj katnych, wy-
chodzacych z jednego punktu S, a konhczacych sie
na rozmaitych hokach jedney ptaszczjrzny wielo-
boczney ABCDE (fig. 4s).

Wielobok ABCDE nazywa sie podstawg ostro-
stupa, punkt S wierzchotkiem , azbiér troj ka-
tow ASB, BSC it d. skiada powierzchnig wy~
puhlg czyli boczng ostrostupa.

X11. Wysokoscia graniastostupa jest prosto-
padta spuszczona z wierzchotka na ptaszcyzne
podstawy”, przcdiuzoney, jezelihy tego potrzeba
byto.

XI11l. Ostrostup jest trojkatny, czworokatny
i t. d. podiug tego, jak podstawg jego jest trdj-
kat, czworobok it d.

X1V. Ostrostup jest foremny, gdy podstawa
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jest wielobokiem foremnym, irazom gdy pro-
stopadta spuszczona z wierzchotka na plaszczy-
zne podstawy, przechodzi przez $rodek pod-
stawy: ta linija nazywa sie wowczas osig ostro-
stupa.

XV. Przekagtna wieloscianu, jestto linija pro-
sta, taczaca wierzchotki dwoéch katoéw brytowych
nieprzylegtych.

XVI1. Nazywaé¢ bedziemy ivielosciciiami sy-
metrycznemi, dwa wielosciany majace wspélng
podstawe, i podobnie zbudowane jeden nad, dru-
gi pod ptaszczyzng podstawy, z tym jednak wa-
runkiem , fewierzchotki katow brytowych od-
powiednich , potozone sg w réwnych odlegto-
Sciach od ptaszczyzny podstawy, na jedney linii
prostey prostopadtey do teyze ptaszczyzny.

Naprzyktad, jezeli ST (fig. 61) jest prostopa-
dig do ptaszczyzny ABC, i gdy w punkcie O,
gdzie la prostopadta spotyka te ptaszczyzne, jest
ona podzielong na dwie réwne czesci; dw a ostro-
stupy SABC, TABC, majgce wspolng podstawe
ABC, sa wieloSciananii symetrycznemi.

XVI1l. Dwa ostrostupy tréjkatne sg podobne,
gdy majg dwie $ciany podobne kazda kazdej',
podobnie potozone i réwnie do siebie nachylone.

I tak, gdy zalozymy, zc katy ABC = DEF;
BAC=EDF, ABS= DET, BAS= EDT, i gdy
nadto nachylenie ptaszczyzn ABS, ABC (fig. 64),
jest rowne nachyleniom im odpow iednych pta-
szczyzn DTE, DEF j ostrostupy SABC.TUBE
bedg podobne.
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XVIIl. Gdy utworzymy troykat i. wierzchot-
kéw trzech kagléw wzietych na jedney S$cianie,
albo podstawie wieloscianu, mozemy -wyobrazi¢
fewierzchotki réznych katéw brytowych wie-
b $cianu. potozone za ptaszczyzng tcy podstawy; sa
wierzchotkami tyluz ostrostupéw troykalnyeh,
majacych za podstawe wspolng troykat wzmianko-
wany, i kazdy z tych ostrostupoéw zadeterminu-
je potozenie kazdego kata brytowego wieloscia-
nu. wzgledem podstawy. To gdy zatozymy.

Dwa wieloSciany sg podobne, gdy maja pod-
stawy podobne, wierzchotki katéw brytowych
odpowiednych za temi podstawami sg determino-
wane przez ostrostupy tr.oykatne podobne kazdy
kazdemu.

XI1X. Nazywaé bedziemy wierzchotkami wie-
loScianu, punkta potozone w wierzchotku roz-
maitych katow brytowych.

KB. Wszystkie wieloéciany ktére rozwabaniy,sg wie-
loscianami o katach wyskakujacych, czyli wie-
loscinnami wypukiend. Nazywaé bedziemy tak
wielosciany, ktorych powierzchnia nie wiecey
jak tylko w dwoch punktach przez linija pro-
sta spotkana by li moze. W tym rodzaju wie-
loscianéw, ptaszczyzna przedtuzona jedney Scia-
ny, nie moze przecina¢ bryty; niepodobienstwem
wiec jest, r.bv wieloscian, byt wczesci nad
ptaszczyzna jedaey Sciany , a w czesci pod tg
ptaszczyzng: jest on catkiem z jedney strony tey
ptaszczyzny.
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PODANIE PIERWSZE.
twierdzenie.

Dwa wielosSciany nie mogg. mie¢ tez sa-
me wierzchotki ijednaka ich liczbe, bezprzy -
stania do siebie.

Jakoz przypusémy ze mamy wystawiony je-
den z wieloSciandw ; jezeli chcemy wystawi¢ dru-
gi. ktoryby miat teE same wierzchotki i o takiey-
& liczbie, potrzeba azeby nie wszystkie pta-
szczyzny jego przechodzity przez tez same punk-
ta jak w pierwszym wieloSoianie; bo inaczey nie-
roznityby sie niczem od siebie; lecz widocznie, iz
wowczas niektéro z nowych ptaszczyzn przecie-
tyby pierwszy wieloscian.; bytyby wierzchotki
nad temi ptaszczyznami, i wierzchotki pod tenii
ptaszczyznami; co niemoze sie godzi¢ z wieloseia-
nem wypukiym; azatem jezeli dwa wieloSciany
maja tez same wierzchotki i jednaka ich liczbe,
tedy te wieloSciany musza koniecznie do siebie
przystac.

Uwaga. Majac dane, co do potozenia swego
punkla A, B, C, K i t. d., majace stuzyé za
wierzchotki wieloscianowi, tatwo jest nakresli¢
sam wieloScian.

Obierzmy naprzdd trzy punkta bliskie sieb:e
D, E, Il (Fig. 46), tak: azeby ptaszczyzna DEH
przechodzita, jezeli to -bydZz, przez noAve punk-
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ta K, C, zostawuj je wszystkie inne z jedney stro-
ny, to jest nad albo pod ptaszczyzny; ptaszczyzna
DE1l czyli DEIIK.C tyrin sposobem zadetermi-
nowana, bedzie jedng Sciany bryly. Przez jeden
z jeybokéw EH poprowadzmy ptaszczyzne, i tak
jyobracaymy, az nie napotka nowego wierzchot-
ka F, albo kilka ich razem F, I; mie¢ bedzie-
my drugy $ciane FEH czyli FEHI ; ciagnac
daleyr tym sposobem prowadzenie ptaszczyzn
przez boki znalezione az poki bryta zupeinie
ze wszystkich stron nie bedzie zakoniczona, otrzy-
mamy bryte, ktoéra bedzie wieloseianem zgda-
nym; gdyz nic moga bydZ dwie, ktoreby miaty
tez same wierzchotki.

PODANIE 1.

TWI1ERBZEN 11.

dwoch wieloécianach symetrycznych,
§ciany odpowiedne sg réwne kazda kazdey
a nachylenie $cian przylegtych w jedney
ztych bryt, jest rowne nachyleniu $cian od-
powiednych w dn>gi»y.

Niech bedzie ABCDE (Fig. £7) podstawg wspol-
ny dwdcli wielo$cianéw: niech M i N bedy wierz-
chotkami dwdch jakichkolwiek katow bryto-
wych jednego z wieloSciandéw; a M1i IS odpo-
wiedne wierzchotki drugiego wieio$einnu. Po-
trzeba. podtug opisania, aby linije proste MJ\1,
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NN' byty prostopadte do ptaszczyzny ABC, i
podzielone na dwie rowne czesci w punktach vi
i n, w ktérych te ptaszczyzne spotykajg. To za-
tozywszy powiadam, ze odlegtos¢ MN jest réwna
odlegtosci M'N’.

Jakoz gdy obrdcimy trapez mMUn okoto mn
tak aby ptaszczyzna jego potozyta sie na pta-
szczyznie wWMNnN; tedy z przyczyny katoéw pro-
stych w m i 2 hole wjM' padnie na bok soliie
rowny niM, aza$ 7zN' na wN; azatem te dwra
trapezy przystang do siehie, i mie¢ bedziemy
MN =M'N".

Niecli bedzie P trzecim wierzchotkiem wie-
loscianu gdrnego, aza$ P' jemu odpowiednym
w dolnym; podobnie mie¢ bedziemy MP=MP',
a NP=NP'; azatem tréjkat MNP, taczacy ja-
kiekolwiek trzy wierzchotki wieloscicmu gérnego,
jest réwny trojkatowi MNP', taczacemu trzy
wierzchotki odpowiedne wdolnym wieloScianic.

Z pomiedzy tych tréykaléw , jezeli zwazymy
te tylko, ktére utworzone sg na powierzchni
wieloscianu , wnie$¢ juz mozemy ze powierzch-
nie dwoch wielosScianowr, ztozone sg z jednakiey
liczby tréykaglow rownych kazdy kazdemu.

Powiadam teraz, jezeli troykaty znaydujg sie
na jedney ptastezyznie powierzchni isktadaja je-
dne i lez same $ciane wieloboczng, tedy troyka-
ty odpowiedne, beda na teyze plaszczyznie na
drugiey powierzchni, i utworzg Sciane wielobo-
czng rowna.

Jakoi niech beda MPN, NFQ dwa troykaty

8
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przylegle, ktore zatézmy, iz lez;} na jedney pia-
szczyznie, i niech bedg M'P'N', N'P'Q' troykaty
ini odpowiedne: mamy kat MNP :=M'N'P'; Kkat
PNQ=P'N'Q', a gdy poprowadzimy MQ i M'Q’,
troykat MNQ bedzie réwny troykatowi M’'N'Q',
a lak mie¢ bedziemy kat MNQ= M'N'Q'; aze
MPNQ jest jedng ptaszczyzng, przeto kat MNQ =
MNP-f-PNQ; azatem mie¢ takze bedziemy
M'N'Q'=M'N'P'+ P'N'Q'. AZe gdyby trzy pta-
szczyzny M'N'P', P'N'Q', M'N'Q’', nie zbiegty sie
z sobg w jedne, utworzytyby kat brytowy, i mie-
libysmy (20,5), kat M'N'Q’<M'N'P' + P'N'Q’; prze-
to, poniewaz ten warunek nieznchodzi, dwa lIroy-
katy M'N'P', P'N'Q' leza na jedney ptaszczyznie.

Zostaje nam do pokazania, Ze nachylenie ja-
kichkolwiek dwdch $cian przylegtych w jednym
z wieloscianéw , jest rowne nachyleniu dwéch
$cian odpowierlnych w drugim wieloscianie.

Niech bedg MPN, NPQ dwa troykaty utwo-
rzone na krawedzi wspélney NP, na ptaszczyz-
nach dwoch Scian przylegtych: niech bedg M'P’'N'
N'P'Q’ im odpowiedne troykaty; w punkcie N
wyobrazi¢ mozem kat brytowy utworzony przez
trzy katy ptaskie MNQ, MNP, PNQ, aw punk-
cie N’ kat brytowy, utworzony przez Irzy katy
M'N'Q', M'N’P', P'N'Q’; azc juz pokazalismy le te
katy ptaskie sg rowne kazdy kazdemu, azatem.
nachylenie dwoch ptaszczyzn MNP, PNQ jest ré -
yyiie nachyleniu im odpowiadajgcych ptaszczyzn
M'N'P', P'N'Q' (22, 5).

W wielo$cianach wiec symetrycznych,$ciany sg
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réwne kazda kazdey, a plaszc7.y7.ny dwoch Scian
jakichkolwiek przylegtych w jedney bryle, maja
tez same nachylenie, co ptaszczyzny dwoch Scian
odpowiednych w drugiey bryle.

Uwaga. Tu postrzegamy, ze katy brytoweje -
dnego wieloscianu, sg symetryczne z katami bry-
towemi drugiego wieloscianu; ho gdy kat bryto-
wy N, utworzony jest przez ptaszczyzny MNP,
PMQ, QISIk i t. d. tedy jemu odpowiedny W,
jest utworzony przez ptaszczyzny M'N'P',P'N'Q’,
QN1l'it. d.. Te ostatnie ptaszczyzny zdajag sie
bydz roztozone w tymze samym porzadku co i
pierwsze; ale poniewaz dwa katy hrytowe sgw po-
potozeniu wzgledem siebie odwrdéconem, przeto
rzeczywisty ukiad ptaszczyzn sktadajacych kat
hrytowy N', jest odwrotny wzgledem uktadu pta-
szczyzn zachodzgcego w kacie odpowiednym N.
Nachylenia ptaszczyzn nastepnie po sobie idacych
sg rowne w jednym i drugim kacie.brytowym,
azatem te katy hrytowe sg symetryczne wzgledem
siebie [patrz, uwaga pod. xxm xie. v) Ta u-
waga pokazuje, iz wszelki wieloscign, jeden tyl-
ko mie¢ nioSe wieloscian sobie symetryczny. Bo
gdyby$my wystawili na inney podstawie nowy
wieloscian symetryczny z wieloscianem danym,
tedyby katy brylowe tego wieloscianu byty za-
wsze symetryczne z katami wielo$cianu podane-
go; azatem bytyby réwne katom wieloscian?- sy-
metrycznego wystawionego na pierw'szey pod-
stawie. Nadto, S$ciany odpowiedne bylyby za-
wsze rowne, przeto te dwa wieloSciany symetry-

8*
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C7ne, wystawione na jedney podstawie all>0 na
inney, miatyby $ciany réwne i kaly brylowe r6-
wne , azatem przytozone do siebie przystatyby,
i utworzytyby jeden i tenze sam wielo$cian.

PODANIE 1.

TWIERDZENIE.

Dwa graniastostupy sa réwne, gdy ma-
ja kat brytowy zawarty miedzy trzemapta-
szczyznami , rownemi kazda kazdey , ipo-
dobnie umieszczonemi.

Niech, bedzie podstawa ABCDE, réwna pod-
stawie nbcde (Yig. 48); réwnolegtobok ABGF
rowny réwnotegtobokowi ahgj, i rownolegto-
bok BGHG réwny rownotegtobokowi bchg\ po-
wiadam ze graniastostup ABCI bedzie réwny
graniastostupowi alei.

Jakoz, gdy podstawe ABCDE potozymy na pod-
stawie jey rowney abede, le dwie podstawy przy-
stang do siebie: aze trzy’katy ptaskie, sktadajace
kat brytlowy B, sg réwne trzem kalom ptaskim
sktadajgcym kat brytowy b. kazdy kazdemu, tojest
ABC = c£c, ABG = ubg, i GBC = g-fe; nadto te
katy sa podobnie umieszczone; przeto katy bryto-
we '3i b sg réwne; a nastepnie bok BG padnie na
jemu rowny bg. Widzimy takze, iz z przyczyny
réownotegtobokéw rownych ABGF, etbgf, bok
GF padnie na bok jemu réwny gf, i podobnie
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GH na gh ; azatem podstawa gorna FGHIK.
zbiezy sie catkiem z podstawy sobie rowng fghifr,
i dwie bryty zlejg sie w jedne , gdyz mie¢ bed™
tez same wierzchotki (i).

JVniosek. Dwa gruiuastostupy proste, majg-
ce podstawy i wysokosci réwne sg rowne sobie-.
Bo ie bok AB jest rowny ab, iwysoko$¢ BG
réwna bg, prostokat ABGF bedzie rowny pro-
stokgtowi abgf-, toz samo jest z prostokgtami
BGHG, bghc-, przeto trzy ptaszczyzny skiadajace
kat brylowy B, sarowne trzem piaszczyznom
*ktadajacj'm kat brytowy b. Azatem dwa ta-
kie graniastostupy sg réwne.

PODANIE V.
TWI1IKRDZENII.

TV kazdym roéwnolegtoscianie, ptaszczy-

zny przeciwlegte sg réwne i réwnolegte
sobie.

Podtug opisania tego gatunku bryty, podstawy
ABCD, EFGH (lig. 49) saréownolegtobokami ré-
wnemi, a ich boki sg réwnolegte; zostaje wiec do
dowiedzenia, ze tozsamo zachodzi i w dwéch $Scia-
nach przeciwlegtych, jak naprzyktad w Scianach
AEHD, BFGC. Bok AD jest réwny i rownole-
gty bokowi BC, bo figura ABCD jest réwnole-
gtobokiem; itla podobney przyczyuy bok AE jest
rowny rownolegty bokowi BF, azatem kat DAK

87\-*‘
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jesl réowny katowi CBF (i3, 5), a ptaszczyzna
DAE jest rownolegta ptaszczyznie CBF; aprze-
to takze rownolegtobok DAELl jest rowny roé-
wnol' ttobokowi CBFG : dowiedzie sie podo-
bnym sposobem, ze réwnolegtoboki sobie prze-
ciwlegte ABFEJjDCGH sgrowne i rownolegle.

TVnioseli. Poniewaz rownolegtoscian jest bry-
ta zamknietg szesSciu ptaszczyznami, z ktorych
sobie przeciwlegte sg rowne i rownolegte, prze-
to jakakolwiek i jey przeciwlegta moga bydz
wziete za podstawy réwnolegtoscia nu.

Uwaga. Majac dane trzy linije proste AB,
AE, AD, przez jeden punkt A przechodzace,
i czynigce z sobg katy dane, mozna na tych trzech
linijacli wystawi¢ rownolegtoscian. Natenkoniec
poprowadzi¢ trzeba przez koniec Icazdey linii
prostey , ptaszczyzne rédwnolegta do ptaszczyzny
dwéch innych: to jest przez punkt B ptaszczyzne
rownolegta do DAE, aprzez punkt D ptaszczy-
zne rownolegta do BAE, a za$ przez punkt E
ptaszczyzne réwnolegta do BAD. Wzajemne
spotkania sie tych ptaszczyzn utworzg réwnole-
gtoscian zadany.
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PODANIE Y.
TWIERDZENIE.

TV kazdym rdéwnolegtoscianie katy bry-
towe przeciwlegte sa symetryczne z soba;
aprzekatne, przez wierzchotki tych katéw
poprowadzone, przecinaja sie wzajemnie na
dwie réwne czesci.

Poréwnaymy,.napi'zyktad, kat brytowy A, 1je-
mu przeciwlegtym G (fig. 4g): kat EAB réwny
katowi EFB jest takze réwny katowi JIGC;
k"l DAE= DHE= CGFj akat DAB = DCB=;
HGF; azatem trzy katy ptaskie, sktadajace kat
brytowy A, sarowne kazdy kazdemu trzem
katom skiadajgcym kat brytowy G: nadto, tatwo
jest widzie¢ ze ich rozktad jest rézny w obu-
Jwéch tych katach brytowych: azalém ia dwa
katy brytowe A i G sgsymetryczne wzgledem
siebie (23, 5).

Powlére, wyobrazmy dwie przekagtne EC, AG,
obie poprowadzone z wierzchotkéw przeciwle-
gtych: poniewaz AE jest rowna i réwnolegta
CG, przeto figura AEGC jest rownolegtobokiem;
azatém przekatne EC, AG przetng sie wzajemnie
na dwie czesci rowne. Podobnym sposobem do-
wiedzie sie, ze przekagtna EG i druga DF przetng
sie takze na dwie czesSci rowne; azatem 2£ czte-
ry przekatne wzajemnie sie przetng na dwie cze-
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*ci rGwne w jednym punkcie, ktory uwala¢ mo-
zna, jako S$rodek roéwnolegtoscianu.

PODANIE VI.

TWI1IERDZKHIK..

Ptaszczyzna BDI1IF (fig. 50) przechodzg-
caprzez dwie krawedzie przeciwlegte i ré-
wnolegte sobie BF, DII, dzieli réwnoleglo-
ician AG na dwa graniastostupy tréjka-
tne ABDHEF, GIIFBCD symetryczne wzgle-
dem siebie.

Naprzod, te dwie brytly sg graniastostupami;
gdyi troykaty ABD, EFIt, jako majgce swe bo-
ki rowne i réwnolegte, sg rowne sobie; a za$
mvniey Sciany boczne ABFE, ADHE, BDHF sg
réownolegtobokami; azatem bryta ABDHEF jest
graniastostupem. Tozsamo jest izbrytg GHFBCD.
Powiadam teraz ze te dwa graniastostupy sgwzgle-
dem siebie symetryczne.

Na podstawie ABD, wystawmy graniastostup
ABDE'F'H', symetryczny * graniastostupem
ABDEFH. Podtug podania n, ptaszczyzna ABFE
jest rowna ABFE, aptaszczyzna ADHE"' jest ro-
wna ADHE: lecz gdy poréwnamy graniastostup
GHFBCD /graniastostupem ABDII'E F', podsta-
wa GHF jestrowna ABD; réwnolegtobok GIIDC,
ktory jest rowny ABFE, jest takze rowny ABI E
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arownolegtoLok GFBC, ktdry jestrowny ADHE,
jest takze réwny ADII'E': azalem trzy plaszczy-
zny, sktadajace kat brytowy G w graniastostupie
GHFBGD, sarowne trzem ptaszczyznom, sktadaja-
cym kat brytowy A w graniastostupie ABDIIEF',
kazda kazdey: nadto, te ptaszczyzny sgpodobnie
roztozone, azalem te dwa graniaslostupy sg réwne
(3) i moga do siebie przystaé. Aze jeden znich
ABDH'E'F' jest sy™metryrczny z graniastostupem
ABDHEF, przetodrugi GHFBCD, jest takie sy-
metryczny z ABDHEF.

PODANIE VI
PODANIE PRZYBRANE.

TW kazdym graniasiostupie ABCI (fig. 51i)
przecigcia NOLJQR, STVXY zrobione przez
ptaszczyzny réwnolegte, sgwielobokami ro-
wnani.

Jakoz, boki NO, ST sgrownolegte, jako prze-
ciecia dwoch plaszczyzn réwnolegtych przez
trzecig ptaszczyzne ABGF: tez same boki NO,
ST sa zawarte miedzy linijami sobie réwnole-
gtemi NS, OT, kldére sg krawedziami graniasto-
stupa; azalem NO jest rowne ST. Dla podo-
bney przyczyny boki OP, PQ, QIl it d., prze-
ciecia NOPQR , sg rowne odpowiednie bokom
TV, VX, XY it d., przeciecia STVXY. Nadto,
poniewaz boki rowne razem sgi rbwnolegte, prze-
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to katy NOP, OPQ, it d. pierwszego przeciecia,
*arowne odpowiednie katom STV, TVX, i t. d.
drugiego przeciecia. Azatem dwa przeciecia
NOPQR, STYXY sawielobokami réwnemi.
Whniosek. Wszelkie przeciecie w graniaslo-
itupie, rownolegte podstawie, jest rowne teyze
podstawie.

PODANIE VIII

TWIERDZENIE.

Dwa graniastostupy troykatne symetry-
czne ABDHEF, IJCDFGII (fig. 52) na ktore sie
rozktada roéwnolegtoscian AG, sag réwno-
wazne sobie.

Przez wierzchotki B i F poprowadzmy pro-
stopadle do boku BF, ptaszczyzny 3 adc,Tehg,
ktore spotykajg w jedney stronie w a, d, c,
w drugiey w ¢, h.g, trzy inne krawedzie AE,
DH, CG tegoz réwnolegtoscianu: przeciecia Badec,
Fe/ig beda réwnolegtobokami réwnemi. Prze-
ciecia te sg réwne , gdyz zrobione sg przez pta-
szczyzny prostopadie do jedney linii prostey, a-
nastepnie roéwnolegte sg sobie (7) : sg one ro-
wnolegtobokami , gdyl dwa przeciwlegte boki
jednego przeciecia aB, dc, sg przecieciami dwoch
ptaszczyzn réwnych ABFE,DCGH, przez tei
ptaszczyzne.

Dla podobney przyczyny, figura B«t'F, jest ro-



X 10 6A TL g5
wnolegtohokiem, tak jak i wszystkie inne $ciany
boczne BFgc, chdg: adhe , bryty liadcFehg)
azatem la bryta jest graniastostupem (opis 4), i
ten graniasto 'up jest prosty, gdyz krawedz BF
jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy.

To zatozywszy, jezeli ptaszczyzng BFHD po-
dzielimy graniastostup prosty Bh na dwa grania-
stostupy troykatne proste aBdeF/i BdcF/ig-} po-
wiadam Ze graniastostup troykatny pochyty
ABDEFH, bedzie rownowazny graniastostupowi
troykatnemu prostemu ABdeF/i.

Jakoz, poniewaz te dwa graniastostupy majg
jedne cze$¢ wspdlna ABD/ieF, przeto dosy¢ jest
dowiesdz ze pozostate czesci, lojest bryty BaADrf,
FeEIl/i saréwnowazne sobie.

Poniewaz £przyczyny rownolegtobokéw ABFE,
«BFr>, boki AE, ue jako réownc bokowi BF so-
bie rowmolegtemu, sg rowne sobie; przeto od-
ciggajac od nich cze$¢ wspdlng Ae , zostanie
Aa= Ee. Podobnie sie dowiedzie ze Dd=YlIh.

Dla wykonania teraz przystawania dwéch bryt
BaADrf, FbEHA, poto/.my podstawe Feh na jey
rowuey Bad: wéwczas punkt c padnie na a,
a punkt li na d: boki eE, //H padng na sobie
rowne aA, dD, bo one sa prostopadte do teyze
ptaszczyzny Bad. Dwie wiec bryty, o ktérych
mowimy, zupeinie zeyda sie z soba; azatem gra-
niastostup pochyly BADFEH jest rownowazny
graniastostupowi prostemu BadFeh.

Podobnym sposobem sie dowiedzie Zze grania-
slostup pochylty BDCFHG jest rownowazny
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graniastostupowi prostemu IBd¢Fhg. Lecz dwa
graniastostupy proste HadFeJi, TtdcFhg sg rowne
miedzy soba, gdyz maja tez same wysokos¢ BF a
podstawy ich BwJjBcfc sgpotowami tegoz samego
réownolegtohoku (3). Azatem dwa graniastostu-
py troykatne BADFEII, BDCFIIG réwnowaz-
ne graniastostupom réwnym, sg réwnowazne
sobie.

T-VmoseJi. Kazdy graniastostup troykatny
ABDHEF, jest potowg réwnolegtoscianu AG,
wystawionego *tegoz samego kata brytowego
A, i ztychze samych krawedzi AB, AD, AE.

PODANIE 1X.

TWIERDZENIE.

Jezeli dwci réwnolegtoSciany AG, AL (fig.
53), maja wspdélng podstawe ABCD, apod-
stawy ich gérne EFGH, 1KLM , leza na
jedney ptaszczyznie, zawarte miedzy temiz
linijami réwnolegtemi EK, IIL, takie dwa
rownolegtosciany sga réwnowazne sobie.

Tu zachodzi¢ moga trzy przypadki: albo EI
jest wieksze od EF , albo mnieysze, albo nako-
niec El rowne EF: lecz dowodzenie zawsze be-
dzie toz samo: i powiadam naprzéd, ze graniasto-
stup troykatny AEIDIIM jest rowny graniaslo-
stupowi troykatnemu BFK.CGL.

Jakoz, poniewaz AE jest réwnolegta do BF
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a HE do GF; kat ALI=BFK, HEIl= GFK.
a HEA = GFIlj. Z tych szesSciu katow, trzy
pierwsze sktadajg kat brytowy E, a trzy dru-
gie sktadaja kat brytowy F; azalem, poniewaz
katy ptaskie sg rowne kazdy kazdemu i podobnie
roztozone, katy brytowe E i F sg réowne. Jezeli
teraz potozymy graniastostup AEM na gronia-
utostupie BFL. anaprzdd podstawe AEJL na pod-
stawie BFlv, le dwie podstawy, jako rowne, przy -
stang do siebie; a poniewaz kat brytowy E jest
rowny katowi brytowemu F, przeto bok EH pa-
dnie na LeK sobie rowny FG. Niepotrzeha juz wieg-
cey dowodzie, ze dwa groniastostupy zeydg sie zso-
ba w catey swey rozciggtosci; bo podstawa AEI i
krawedz Eli determinujagrajiiasloslup AEM, tak
jak podstawa BFK i krawedz FG determinuja
graniastostup BFL (5): azatem tegramastostupy
sg réowne.

Lecz gdy odbryty AL odetniemy graniasto-
stup AEM, zostanie rownolegtoscian AIL: agdy
od teyzo bryty AL odelniemy graniastostup
BFL, zostanie rGwnolegtoscian AEG: azatem dwa
réwnolegtos$ciany A1L, AEG sagréwnowazna sobie.

PODANIE X.
TWIERJ>ZKMIK

Dwa réwnolegtosciany jcdnakiey podsta-
wy ijedney wysokos$ci sg rownowaine sobie.

Niech bedzie ABCD (fig. 54) podstawa wspélna
9
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dwoém réwriolegtoscianom AG, AL : poniewaz le
rownolegtosciany sg jedney wysokosci,przteto pod-
ttawy ich gérne EFGH, IKLM bedg na jedney
ptaszczyznie. Nadto, krawedzie EF i AB sgrowne
i rownolegte, toz samo i krawedzie 1K, AB; aza-
tem EF jest rowna i réwnolegta krawedzi IK.: dla
podbbney przyczyny, GF jest réwna i réwnole-
gta LR. Przedtuzmy krawedzie EF, I11G, oraz
krawedzie LIlv i IM, tak aby te przediuzenia,
przez wzajemne swe przeciecia sie, utworzyty
rownolegtobok NOPQ. Ten roéownolegtobok o-
czywiscie jest rowny kazdey z podstaw EFGH,
JKEM. Jezeli wiec wyobrazimy sobie trzeci
réwnolegtoscian na podstawie dolney ABCD, a
majacy za podstawe gérna réownolegtobok NOPQ;
len trzeci roéwnolegtoscian bedzie réwnowazny
rownolegtoscianowi AG (9): bo maja tez sarne pod-
*tawe dolng, azasgorne lezg najedney ptaszczyznie,
miedzy linijami réwno'egtemi GQ, FN. Dla teyze
przyczyny ten trzeci réwnolegtosécian jest réwno-
wazny' rownolegtoscianowi AL: azatem dwa ro6-
wnolegtosciany AG, AL, majgce tef snme pod-
Jtawe i wysokos$¢, sa rownowazne miedzy soba.
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PODANIE XI.
TWIERDZENIE.

Kazdy rownolegtoscian moze bydz za-
mieniony na rownolegtoscian prostokatny
rbwnowazny , majacy te§ sarne wysokos¢ i
pocls/awe rownowaznag.

Niech bedzie AG (fig. 54) réwnolegtoscian da-
ny : z punktéw A, B, C, D, poprowadzmy Al,
BK, CL, DM, prostopadte do ptaszczyzny podsta-
wy; tym sposobem utworzymy rownolegtoscian
AL, réwnowazny réwnotegtoscianowi AG, a
w ktérym $ciany boczne AK, BL il. d. beda pro-
stokgtami. Jezeli wiec podstawa ABCD jest prosto-
katem,réwnolegtoscian AL bedzie prostokatnym,
rownowazny réwnolcgtoscianowi podanemu AG.
Lecz jezeli ABCD nie jest prostokatem (fig. 55),
poprowadzmy AOy BN prostopadie do Cl): apo-
tem OQIiNP prostopadle do podstawy; a lak
mie¢ bedziemy bryte ABNOIKPQ, ktéra bedzie
réwuolegtoicianem prostokatnym. Jakoz zwykre-
$lenia, podstawa ABNO ijey przeciwlegta 1KPQ,
sg prostokatami; Sciany jey boczne sg takze pro-
stokgtami, bo krawedzie Al, GQ i t. d. sgprosto-
padle do ptaszczyzny podstawy; azatem bryta
AL* jest rownoleartoscianem prostokgtnym. A/.e
tc dwa rownolegtosciany AP, AL. uwazaé sie
mogg jako majace jcdne podstawe ABKI, i tez

9*
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Jeanie wysoko$¢ AQO ; azatem sg sobie réwno-
m\aSne; azatem rownolegtoscian AG zamieniony
naprzéd na rownolegto$cian sobie réwnowazny
A.L (lig. 54), zostat znowu zamieniony na roé-
swnolegtoscian prostokgtny AP (fig. 55) sobie roé-
awvnowazny, maj;jey (ez same wysokos¢ Al i pod-
stawe ABNO rownowazng podstawie ABGD-

PODANIE XI1I.

TWIERDZ UKIE.

JJiva réwnolegtosciany prostokatne AG,
AL (lig- 56), majace lez same podstawe
AIXD, majg sie do siebie jak ich wysoko-
sci AE,AY.

Przypusé¢my naprzéd, ze wysokosci AE, AY
majg sie do siebie jak dwie liczby catkie, na-
przyktad, jak i5 do 8. Podzielmy AE na ib5
czesci rownynh, jakicli Al zawiera 8; i przez
punkta podziatow x,y, z i ud. poprowadzmy pta-
szczyzny rownolegte podstawie. Te ptaszczyzny
podzielg bryte AG na i5 réwnolegtoécianow czg-
stkowych, réwnych miedzy sobg, jako majace
podstawy i wysokos$ci row ne:podstawy réwne, po-
niewaz kazde przeciecie zrobione w gra-
niastostupie rownolegle do jego podstawy ABCD,
jest rowne podstawce (7): wysokosci réwne, bo te
wyso.kosci sgsamemi podziatami Ax, xy, xz i t. d.
Poniewaz z tych i5réwnolegtosciauow réwnych,
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osm iesl zawartych w bryle AL: azatem hryin.
AG. tak sie ma do bryty AL, jak i5 do 8&:
czyli w ogolnosci, jak wysoko$¢ Ali do wysoko-
sci AL

Powtdre, jezeli stosunek AE do Al nie mo-
ze sie wyrazi¢ w liczbach, powiadam iz nie mniey
bedzie bryt. AG :bryt. AL :: AE :Al. Bo jezeli
ta proporeya niema mieysca, zatézmy tedy ii
jest bryt. AG :bryt AL :: AE : AO. Podzielmy
AE na czesci rdwne, z ktérychby kazda byta
mnieysza od Ol: jeden przynaymniey punk po-
dziatu m przypadnie miedzy O i 1. Niech,
bedzie P. rownolegtoscian, ktéry ma za podsta-
we ABCD, a za wysoko$¢ Am. Poniewaz wy-
sokosci AE, Am majijfcie do siebie jak dwie li-
czby catkie, przeto bedzie bryt. AG :P ::AE: Am.
.Lecz zzatlozenia mamy bryt. AG: bryt. Al. ::
AE : AO; stad wypada bryt. AL : P :: AO : Aw.
Aze AO jest wieksze od A/w, przeto. aby pro-
poreya byta prawdziwa, potrzeba zeby bryta AL
byta wieksza od P. Przeciwnie za$, jest ona
mnieysza : azatem niepodobienstwem jest aby
czwarty wyraz propprcyi brjt.A.G: bryt. AL::
AK :x, byt linija' -wieksza od AL Przez podo-
bne rozumowanie dow iedzie sig, ze'czwarty \\v-
raz nie-moze 'bydz mnieyszy od Al: azatem ro-
wny bydZ musi At: dwa wiec rdwnolegtoscij»y
prostokatne jednakiey podstawy maj;j sie ilo siebie-
jak. ich wysokosci.

9**
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PODANIE X111,
TWIERDZENIE.

Diva réwnolegtosciany prostokgtne AG,
AK (fig. 57), majace jedne wysokos¢ AE,
majg sie do siebie jak ich podstawy ABCD,
AMNO.

Postawiwszy ol>ok siebie dw'ie bryty, jak fi-
gura wystawia, przedtuzmy ptaszczyzne ONKL
az do spotkania sie z ptaszczyzny DCGH, podiug
linii PQ: mie¢ bedziemy tizeci rownolegtoscian
AQ, ktéry poréwnac¢ inozna z kazdym zroéwiio-
legtoscianow AG. Alv. Dwie bryty AG, AQ,
majace jedne podstawe AEI1D , majg sie do sie-
bie jak ich wysokosci AO, AB. Podobnie dwie
bryty AQ;AK, majace wspbélng podstawe AOLE,
maja sie do siebie jak ich wysokosci AD, AM.
A tak mie¢ bedziemy te dwie proporeye

bryt. AG : bryt. AQ :: AB:AOQO,
bryt. AQ :bryt. AK ::AD :AM;

mnozgc tc dwie proporeye wporzadku swoim,
i opuszczajac w wypadku, wspo6lny mnoznik
bryt. AQ, otrzymamy

bryt. AG :bryl. AK ::ABX AD :AOXAM.

Aze ABXAD wyraza podstawe ABCD, aza$
AOXxAM wyraza podstawe AMNO; azatom dwa
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réwnolegtpsciany prostokatne rowney wysokosci
majg sio do siebie jak icJi wysokosci.

r ODA NI E XIV.
TWIERDZENIE.

Dwa jakiekolwiek, rownolegtosciany pro-
stokgtne, maja sie do siebie jak mnogosci
z ich podstaw przez ich wysokosci: czylijak.
mnogosci z ich trzech wymiarow.

Bo umiesciwszy dwie bryty AG, AZ (fig. 57)
tak , aby ich powierzchnie miaty kat wspdlny
BAE, gdy przedtuzymy ptaszczyzny potrzebne do
utworzenia trzeciego rownolegtoscianu AK je-
dney wysokosci zrdwnolegtoScianem AG: mieé
bedziemy na mocy poprzedzajacego twierdzenia

bryt. AG : bryt. AK : :ABCD : AMNO.

A/.e dwa rownolegtosciany AK, AZ, majace tef
sarng podstawe AMNO, majg sie do siebie jak ich
wysokosci AE, AX; przeto bedzie

bryt. AK :bryt. AZ :: AE : AX.

Mnozgc przez sie w swoim porzadku te dwie
proporeye , i opuszczajgc w wypadku mnoznik
wspolny bryt. A K, otrzymamy

bryt. AG :bryt. AZ :: ABCDX AE : AMNO XAX.

W nneyscu podstaw ABCD i AMNO, potozy¢ mo-
zna ABXAD iAOXAM]j przezco otrzymamy
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bryt. AG:bryt. AZ::ABXA'DXAE::AOXAMXA'X.

Azalem dwa jakiekolwiek rownolegtosciany pro-
stokgtne majg sie do siebie il. d.

Uwaga. Stad wypada, i/, za miare rownolegto-
Scignu prostokatnego, wzigé mozna mnogos¢ jego
podstawy przez wysokos¢,, czyj i mnogosé z trzech

'Njfvo wymiarow. 1 na tymlo wiasjiic poczatku, o-
pieramy. obrachunek wszystkich bryt innych.

Dla wyrozumienia tey miary, przypomnie¢ so-
bie nalezy, co rozumiemy przez mnogo$¢ dwoch
lub wiecey liniy: mnogoJde liczb wyrazajgcych
»e linijc i tc liczby, zawiste sg od jednosci ii-
nijowcy, ktorg wzig¢ mozna od upodobania. Mjno-
gos¢ wiec trzech wymiarow réwnolegtoscianu ,
jest liczbg samg przez sie nic nieznaczacg. akto-
ra inng liydz mogta, gdyby$émy inna. wzieli je-
dnos$¢ linijowa, Lecz gdy sie pomnozg przez sie
podobnie trzy wymiary innego réw nolegtoscia-
nu, obliczone w teyze jednosci linijowey; dwie
mnogosci mie¢ sie beda do siebie jak bryty, ida-
dza wyobrazenie o ich wielkosci wzglednej.

Wielkos¢ bryty, jey objetos¢ czyli jéy roz-
ciggtosé, stanowig to co nazywamy brylowato-
tcig: i wyraz brylowatosr uzywa sie sz.ctfegol-
niey do oznaczcnia-miary takiey bryty; itak mo-
wi sie- ze brylowatos¢ rownolcgtoscianu pro.slo-
kutnc™.0 jest rowna mnogosci z jego podstawy
przez jogo wysokos$¢,czyli rwna mnogosci z trzecli
jego rozmiarow.

Trzy rozmiary sze$cianu, poniewaz agréwne
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sobie przeto jezali bok jest i, brytowatoso jego
bedzie ix i X i czyli i; jezeli bok jest 2, bryto-
watosc jego bedzie 2x2x2 czyli 8 jezeli bok
jest 5, brytowatos$e jego bedzie 5x3x5 czyli 27;
i tuk dalcy. A tak gdy krawedzie szeScianéw s$
jak liczby j, 2,5, i t. d.; same szeSciany czyli
ich brytowatosci sa jak liczby 1, 8, 27, i t. d.
Ztadto pochodzi, iz w Arytmetyce szeScianem
jakiey liczby, nazywajg mnogo$¢ wypadajaca
z trzech mnoznikéw, réwnych ley liczbie.

Gdybysmy zadali sobie zrobi¢ szescian podwoy-
ny wzgledem sze$cianu danego, potrzeba byto-
by, zeby bok szescianu szukanego miat sie do
boku szescianu danego, jak pierwiastek szescien-
ny z 2 do jednosci. Bardzo tatwo znalez¢ mo-
zna, przez wykres$lenie geometryczne, pierwia-
stek kwadratowy z 2; lecz nie mozna znalezé
pierwiastku szeSciennego, a przynaymniey przez
proste dziatania Gcometryi poczatkowey, ktore
zawisty od uzycia samych tylko liniy prostych,
ktérych znane sa dwapunkta, ikota, ktérych $rod-
ki i promienia sg determinowane.

Z przyczyny tey trudnosci, zagadnienie o po-
dwojeniu sze$cianu byto stawnein u starozytnych
geometrow, tak jak zagadnienie podziatu kata.
na trzy réwno czesci, ktére prawie jest tegoz
samego porzadku. Lecz od dawna juz znano roz-
wigzania, ktorym te gatunki zadah sg podlegte,
a ktdre, chociaz mniey proste, jak wykreslenia
Geomctryi poczagtkowey, nie sgjednak ani inniey
doktadno, ani inniey Sciste.
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PODANIE XY.
TWIERDZENIE.

Brytowalo$¢ rownolegtoscianu. a w ogol-
nosci, brytlowalos¢ jakiegokolwiek grania-
stostupa, jest rébwna mnogos$ci z jego pod-
stawy przez wysokos¢.

Jakoz, i° wszelki rowno'egtoscian jest rowno-
wazny rownolegtos$cianowi prostokagtnemu, maja-
cemu lez sarne wysoko$¢ i podstawe réwnowa-
zng (11). Brytowalo$¢ za$ tej- ostatniey bryty
jest rowna mnogo$ci z podstawy przez wyso-
kos¢ : azatem brytowalo$¢ pierwszsy bryty jest
podobnie réwna mnogosci z podstawy przez wy-
sokos¢.

2°. Wszelki graniastostup troykatny, jest po-
towag rownolegtoscianu jedney z nim wysokoSci,
a dwa razy wiekszey podstawy (8). Ze za$ bry-
towatos$¢ ostatniey bryty jest rowna podstawie
mnozoney przez j¢y wysokos$¢; azatem bryto-
watoso pierwszey bryty, to jest graniastostupa,
jest rébwna mnogosci z jego podstawy, potowy
podstawy réwnolegto$cianu, mnozoney przez je-
go wysokosg¢.

5°. Wszelki gramastostup moze bydz podzie-
lony na tyle graniastostupow troykatnych ma-
jacycli jedne wysokos$¢, ile utworzy¢ mozna troy-
katow w wieloboku stuzgcym mu za podstawe.
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Lecz brylowato$¢ kazdego graniastostupa troy-
katnego, jest réwna jego podstawie mnozoney
przez jego wysoko$¢; a poniewaz wysokosé jest
jedna dla wszystkich graniastostupéw , przeto
summa wszystkich graniastostupéw czgstkowych,
bedzie rdéwna summie wszystkich troykatéw stu-
zagcych im za podstawy, mnoZoney przez, wyso-
ko$¢ im wspodlng. Azatem brylowatos$é wszelkie-
go wielokatnego graniastostupa, jest réwna mno-
gosci z jego podstawy przez jogo wysokosé.
JVniosek. Gdy poréwnamy dwa graniastostu-
py majace jedne wysokos$¢ ; mnogosci podstaw
przez wysokosci mie¢ sic bedg do siebie jak pod-
stawy ; a zatem dwa grajiiaslostupy jednej wy-
sokosSci, majg sie do siebie jak ich podstawy: dla
podobnéy przyczyny, dwa graniastostupyjednych
podstaw maja sie do siebie jak ich wysokosci.

I*ODA NI E XVI.
TWIERDZENIE.

Gdy ostrostup SABCDE (fig. 58) przecie-
ty bidzie ptaszczyzna abd réownoleglg da
jego podstawy;

i°. Krawedzie SA, SB, SC,.., . i wysohoi¢
SO, beda podzielone proporcyonulnic w a,
b,c,... i o

»°. Przeciecie abede bedzie wielobohicm
podobnym podstawie ABCDE.

Jakol i°, poniewal ptaszczyzny ABC, alt sa
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réwnolegte, przeciecia ich Ali, ab przez trzecia
*SAB sg réwnolegte (10, 5); azatem troykaty SAB,
Sab sg podobne, i mamyte proporcyg SA :Sa::
SB : Sb: podobnie miec bedziemy SB:SA:: SC:S»
i tak datey. Wszystkie wiec krawedzie SA,
SB, SC i t. d., przeciete sg proporcjonalnie
wa, b, c, it. d Wysokos¢ SU jest takze prze-
ciete w punkcie o w takieyze proporcyi: gdyz
BO i bo sg rownolegte ; a zatem bedzie OS :
So:: SB : Sh.

2°. Bok ab jest réwnolegty do AB, bc do BC
aCD docdit. d., kat afe=ABC, kat bed— TiC.D,
i tak daley. Nadto, z podobienstwa troykatoéw
SAB, Sab inamy AB :ab::SB:Sb; a z przy-
czyny podobnych troykagtéw SBC , Sbc mamy
SB :Sb::BC :bc; podobnie mie¢ bedziemy BC :bc::
CD :cd-, i tak dalcy. Wieloboki wiec ABCDE,
abede maja katy rowne kazdy kazdemu i boki
odpowiedna proporcyonalne; azatem sg podobne.

W,nosek. Niech beda SABCDE, SX.YZ dwa
ostrostupy, ktorych wierzchotek jest wspolny, i
jedney sg wysokosci, czyli ktérych podstawy
potozone na jedney ptaszczyznie : gdy sie te o-
Htrostupy przetng ptaszczyzng réwnolegtg do pta-
szczyzny podstaw, wypadng ztad przeciecia abede,
xyz; powiadam, &przecieciu abede, xyz miec sie
beda do siebie jak podstawy ABCDE, XYZ.

Jakoz poniewaz wieloboki ABCDE, abede
podobne, przeto powierzchnie ich majg sie do
siebie jak kwadraty z bokéw odpowiednyeh AB,
fo\ *ic AB :a£::SA: Sa; przeto ABCDE; abede::
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SA' :Sa*“. Dla podobney przyczyny XYZ:.rjs::
SX*' :Sx,a. Lecz Ze nbcxyz jest jedng ptaszczy-
zny, przeto mamy takze SA:S«::SX:Sa-; a za-
t¢tm ABODE:abode:: XY Z:xyz. Przeciecia wiet
abode, xyz majy sie do siebie jak podstawy
ABGDE, XYZ. A zatem jezeli podstawy ABCDE,
XYZ sy rbwnowazne, przeciecia zrobione w ré-
wnych wysokosciach, sy takze réwnowazne.

PODANIE XVII
TWIERDZENIE.

Dwa ostrostupy troyhagtne, majgce pod-
ntawy rownowazne a wysokosci réwne, sg
sobie réownowazne.

INieoh bedy SABG, sabc (fis;. 59) dwa ostro-
stupy wysokosci jedney AT i o podstawach trdj-
katnych ABC, abc, rownowaznych, a ktére przy-
puszczamy, iz lezy na jedney ptaszczyznie. Je-
zeli te ostrostupy nie sy réwnowazne, niech be-
dzie sabc nayninicyszy, a Ax niech bedzie wy-
sokoscig graniaslostupa, ktéryby wystawiony na
podstawie ABC, byd rdédwny ich roznicy.

Podzielmy wysokn$6 wspélny AT, na czesci
*obie réwne, mnieysze od Aa?, i niech bedzie
A jedny z tych czeSci. Przez punkta podziatu
wysokoséci, poprowadzmy ptaszczyzny réwno-
legte do ptaszczyzn podstaw: przeciecia uczynio-
ne przez kazdy z tych ptaszczyzn w dwoch ostro-

10
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stupach bedg réwnowazne (i 6 wnio.), jak naprzy-
ktad DEF i def, GUI i ghi, it.J. Tozrobiw-
szy, natroykatach ABC, DEF, GJII it.d. wzie-
tych zapodstawy, wystawmy graniastostupy ze-
wnetrzne , ktoreby mialy za krawedzie czesSci
AD, DG, GK, it. d. boku SA; podobnie natroy-
katach def, ghi, kim, it d-, wzietych za podsta-
wy, wystawmy w drugim ostrostupie, graniasto-
stupy wnetane , ktéreby mialy za krawedzie
odpowiadajgce czesSci boku sa. Wszystkie te
graniastostupy czastkowe mie¢ bedg wysokosci
wspélng Kt

Summa graniastostupoéw zewnetrznych ostro-
stupa SABC, jest wieksza od tego ostrostupa; sum-
ma graniastostupéw wnetrznych ostro.stupa sabc,
jest mnieyszg od tego ostrostupa. Dlatycb dwoch
wiec przyczyn, réznica miedzy dwiema summa-
mi graniastostupow , powinna bydZz wiekszg od
roznicy miedzy dwoma ostrostupami.

Aze idac od podstaw ABC , abc, drugi gra-
niastostup zewnetrzny DEFG jest réwnowazny
pierwszemu graniastostupowi wnetrznemu defa;
bo ich podstawy DEF, def, sa rbwnowazne, a
majg wspolna wysokos$¢ X; dla teyze samey przy-
czyny, sa réwnowazne trzeci graniastostup ze-
wnetrzny GMIK i drugi wnetrzny ghid%czwar-
ty zewnetrzny itrzeci wnetrzuy, it.d., az do o-
statniego, jednych i drugich graniastostupow.
Azatem wszystkie graniastostupy zewnetrzne o-
strostupa SABC , wyjawszy pierwszy ABCD,
majg sobie réwnowazne graniastostupy wne-
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trzne ostrostupa sabc. Azatem graniastostup
ABCD jest ro6znicg miedzy summg graniastostu-
péw zewnetrznych ostrostupa SABC i summg
graniastostupéw wnetrznycb ostrostupa sabc: aze
ta réznica tych dwoéch sumni, jest wiekszg od
réznicy dwéch ostrostupéw, a zatem potrzeba
bytoby, aby graniastostup ABCD byt wiekszy od
graniastostupa ABCX ; lecz przeciwnie jest on
mnieyszj, poniewaz majg jedne podstawe ABC
a wysokos$¢ Ic pierwszego, jest mnieysza od wy-
sokosci Ax drugiego graniastostupa. Przypu-
szczenie wiec, od ktoregoSmy do tego wypadku
przyszli, nie moze mie¢ mieysca, a zatem dwa
ostrostupy SABC, sabc podstaw réwnowaznych
i wysokos$ci rownych, sg réwnowazne sobie.

PODANIE XVIII.
TWIERDZENIE.

szelki ostrostup trojkatny jest trzecig
cze$cig graniastostupa troykgtnego, majag-
cego teS sarne podstawe itezsame wysokos¢.

Niech bedzie SABC (fig. 60), ostrostup troy-
Katny, a za$ ABCDES, graniastostup trojkatny
jedney podstawy i wysokosci z ostrostupem; po-
wiadam , ze ostrostup jest trzecig czescig teso
graniastostupa.

Odetniymy od graniastostupa ostrostup SABC
zostanie bryta SACDE, ktdéra uwaza¢ mozna ja-
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ko ostrostup czworokatny, ktérego wierzchotek
jest w S, apodstawag jest rownolegtobok ACDE.
Poprowadzmy przekatng CE, idaymy ptaszczy-
zne SCE; ktora podzieli ostrostup czworokatny
na dwa ostrostupy troykglne SACE, SDCE. Te
dwa ostrostupy za wysoko$¢ wspo6lng maja pro-
stopadtg spuszczong z wierzchotka S na ptaszczy-
zne ACDE; majag za$ podstawy réwne, bo troy-
katy ACE, DGE sg dwiema potowami jednego
rownolegtoboku: azatem dwa ostrostupy SACE,
SDCE sagrownowazne sobie: lecz ostrostup SDCE
i ostrostup SABC, majag podstawy rowne ABC,
DES, majg takze rowng wysoko$¢, bo jest ona
odlegtoscig ptaszczyzn réwnolegtych ABC, DES:
dwa wiec ostrostupy SABC, SDCE sg réwno-
wazne; aze dowiedliSmy, Zze ostrostup SDCE
jest rownowazny ostrostupowi SACE ; a zatem
trzy ostrostupy SABC, SDCE, SACE, skiadaja-
ce graniastostup ABD, sgréwnowazne sobie. A za-
tem ostrostup SABC jest trzecig czescig grania-
stostupa ABD , majacego tez same podstawe i
wysokos¢.

Tl niosek- Brytow ato$¢ ostrostupa troykatne-
p:o, réwna jest trzeciey cze$ci mnogosci z pod-
stawy przez jego wysokos¢.
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PODANIE XIX.
TWIE*DZENIE

TFszelki ostrostup SABCBE (fig. 58), ma
za miare trzecig cze$¢ mnogosci z jego pod-
stawy ABCDE przez jego wysokos$é AO.

Jakoz, gdy przeprowadzimy ptaszczyzny SEB,
SEC, przez przekagtne EB, EC, podzielimy przez
to ostrostup wielotoczny SABCDE, na wiele
ostrostupéw troykatnych, majacych jedne wyso-
kos¢ SO. A Ze namocy poprzedzajgcego twier-
dzenia , kazdy z tych ostrostupow mierzy sie
mnogoscig kazdey z podstaw ABE, BCE, GDE,
przez trzecig cze$¢ jego wysokosci SO; azatem
summa ostrostupow troykatnych, czyli ostrostup
wicloboczny SABCDE , mieé¢ bedzie za miare
summe troykagtpw ABE,BCE, GDE, skitadajgcych
podstawe wicloboczng ABC DE, mnozong przez

SO; azatém wszelki ostrostup, ma za miare trze-
cig cze$¢ mnogosci z jego podstawy przez jego
wysokos¢.

Whniosek 1. Wszelki ostrostup jest trzecig
czes$cig graniastotupa , majacego tez sarne pod-
stawe i wysokosé.

//'niosek 11. Dwa ostrostupy jedney wysoko-
$ci, majg sie do siebie jak ich podstawy, adwa
ostrostupy jedney podstawy majg sie do siehie
jak ich wysokosci..
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Uwaga. Obrachowa¢ mozna brytowatol¢ ka-
zdego citta wielosciennego , rozkiadajac je na
ostrostupy, iten rozkiad wielu sposobami wy-
konaé¢ sie moze; nayprostszy jest ten, prowadzi¢
ptaszczyzny podziatlowe przez wierzchotek je-
dnego kata brytowego, awdwczas mie¢ bedzie-
my tyle ostrostupow czgstkowych, ile jest $cian
w wielosScianie , wyjagwszy $ciany skladajgce kat
brytowy , skad ptaszczyzny podziatlowe prowa-
dzilismy..

PODANIE XX.

TWIERDZENIE.

Dwa wielosciany symetryczne sg rowno-
wazne miedzy soba czyli réwne co do bry-

towatosci.

Jakoz i2 dwa ostrostupy tréykijtne symetry-
czne, jakiemi s3 SABC, TABC (fig. 6j), maja, za
miare wspdlng, mnogo$¢ apodstawy ABC prze*
trzecig cze$¢ wysokosci SD Ilub TO ; ana-
tem te ostrostupy sa réwnowazne miedzy soba.
2a Jezeli jakimkolwiek sposobem podzielimy
jeden z wieloScian6w symetrycznych na ostrostu-
py troykalne, mozna bedzie podzieli¢ podobnie
inny wielo$cian na ostrostupy troykglne syme-
tryczna; aze ostrostupy troykalne symetryczne,
sg rownowazne kazdy kazdemu; azatem i catko-
wite wieloSciany bedg réwnowazne miedzy soh™>
czyli réwne co do brytowalosci.
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Uwaga. To podanie zdawatoby sie wprost wy-
pada¢ zpodania ir, gdzie pokazano, ze w dwoch
wieloscianach symetrycznych , wszystkie czysci,
sktadajace jedne bryte, sgréwne czesciom skila-
dajacym druga bryte : lecz nie mniey potrzeba
bytoby lego dowie$dZz sposobem Scistym.

PODANIE XXI.

TW1IBRSZKHIE.

Gdy ostrostup przetniemy pilaszczyzng
rownolegta dojego podstawy, kloc, czyli o-
strostup S$ciety pozostaty po odjeciu mate-
go ostrostupa , jest rowny sumjtue trzech
ostrostupow, majacych za wysohos$¢ wspdlng
wysoko$é kloca, a za podstawy, podstawe
dolng kolca, jego podstawe gérng i $rednig
proporcyonalng miedzy temi dwiema pod-
stawami.

Niecli bedzie ostrostup ABCDE (fig. 62) prze-
ciety ptaszczyzng abd réwnolegta do podstawy;
niech bedzie TEGH ostrostup troykatny, kto-
rych podstawa i wysokos$é sgarowne albo 16wno-
wazne podstawie i wysokosci ostrostupa SABCBE.
Mozna zatozy¢ ze dwie podstawy lezg na jedney
ptaszczyznie: awolwczas ptaszczyzna abd przediu-
zona, zadetenninujo, w ostrostupie troykgtnym,
przeciecie Jgh, potozone w teyze odlegtosci nad
ptaszczyzng wspélng podstaw: skad znowu wy-*
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pada, ze przeciecie fgh ma sie do przeciecia abd,
jak podstawa FGH do podstawy ABD (16). A po-
niewaz podstawy sgréwnowazne, przeto lakierni
sg i przeciecia. Ostrostupy wiec Sabcde, Tfgh sg
rébwnowazne, gdyz majg jedne wysokos$¢ i podstawy
rownowazne. Dla.teyZesamey przyczyny ostrostu-
py SABCDEjIT GH sgréwnowazne: azatem kloce
AbDdab, FGItbjCg sa rownowazne , a nastepnie
dosy¢ bedzie dowiesdZ podania, wystowionego
tylko na przypadek kloca ostrostupa troyka-
tuego.- - : -

JSiecJi be;lz'ie F.GIIA/g-+(Fig. 65) kloc ostrostu-
pa troykai“ego o podstawach rownolegtych.
Przez trzy punkta F, g-,H, poprowadzmy pta-
szczyzne FgTI, odcinajacg od kloca ostrostup
troykatiiy gFGTI.’ T ‘'ostrostup ma zapodsla-
We , podstawe dolng FGH kloca, ma takze za
wysokos$¢, wysokos¢ kloca; .bo wierzchotek g, jest
-na ptaszezyznie podstawy gorney fgh.

Po odcieciu tego ostrostupa, zostanie ostrostup
czworokatny gf/illF , ktérego wn-rzchotek g,
jest na postawie j.hHF. Przez ; \ pvi>kla f.g, ii,
poprowadzmy ptaszczyzne Jg+i, Ktora pt dzieli
ostrostup czworokatny nadawa ostrostupy troy-
katne gFfll, gfhll. Ten ostatni ma za podstawe
gjh podstawe gérng kloca, a za wysoko$¢, wyso-
ko$¢ tegoz kloca; gdyz wierzchotek jego I1, nalezy
do podstawy dolriey: a lak mamy juz dwa z trzech
ostrostupéw majacych skiladac kloc.

Zostaje do rozwazenia trzeci ostrostup glFjll:
jezeli poprowadzimy glv réwnolegtg do /F | i
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gdy wyobrazimy nowy ostrostup /FHK, Kktore-
go wierzchotkiem jest K, apodstawg F/I11; te
dwa ostrostupy mie¢ beda tez sarne podstawe
F/H, mie¢ takze beda tez sarne wysokos¢,
gdyz wierzchotki i R potozone sg na linii
£-K réwnolegicy do /F, anastepnie rownolegtey
do ptaszczyzny podstawy : azatem te ostrostupy
sg rownowazne. Lecz ostrostup /FK.H moze byda
uwazany jako majacy swoOy wierzchotek w f\
a lak mie¢ on bedzie tez sarne wysokos¢ co kloc:
co sie tycze jego podstawy FKH , powiadam
re ta jest Srednig proporcyonalng miedzy podsta-
wami FGH, fgh. Jakoz troykaty FHK, fgh,
majg jeden kat rowny F=/, i bok réwny
FK=/g- ; azatem bedzie (24,3) FHK :fgh:.
FH :f/i. Mamy takze FHG : FlIK :: FG :FK
czyli Jg. Lecz troykaty podobne FGH,/g7* da-
ja FG :fg:: FH :fh; azatem FGH : FHK ::
FHK :fgh; atak podstawa FHK jest $rednig
proporcyonalngmiedzy dAiemapodstawami FGH,
fgh; azatem kloc ostrostupowy troykatny opod-
stawacli roéwnolegtych, réwny jest trzem ostro-
stupom, majagcym za wysoko$é wspolng, wysokosé
kloca, a ktérych podstawami sg, podstawa dolna
kloca, jego podstawa gérna i $rednia proporcjo-
nalna miedzy leini dwiema podstawami.
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PODANIE XXII

twierdzenie.

Gdy graniastostup trojkatny , ktdérego
ABC (fig. bo) jest podstaivq,przetniemy pta-
szczyzng DES nachylong do tey podstaivy,
bryta ABCDES wypadajgaca z tego prze-
ciecia, bedzie rowna summie trzech ostro-
stupéw> ktorych wierzchotkami sa D, E, S,
a podstawag wspo6lng ABC.

Przez trzy punkta S, A, C, poprowadzmy pta-
szczyzne SAG, ktéra od graniastostupa S$cietego
ABCDES , odetnie ostrostup troykatny SABC:
ten ostrostup ma za podstawe ABC a za wierz-
chotek punkt S.

Po odjeciu tego ostrostupa, zostanie ostrostup
czworokatny SACDE, ktérego S jest wierzchot-
kiem a ACDE podstawa. Przez trzy punkla
S, E, C, poprowadzmy jeszcze ptaszczyzne SEC,
ktora podzieli ostrostup czworokatny na dwa
ostrostupy troykatne SACE, SCDE.

Ostrostup SACE, majacy zapodstawe troykat
AEG a za wierzchotek punkt S, jest rownowa-
zny ostrostupowi EABC, majgcemu za podstawe
AEC a za wierzchotek punkt B.

Poniewaz te dwa ostrostupy maja tez sarne
podstawe, przeto majg tez same wysokos$¢; bo
linija BS; jako réwnolegta do kazdey z linir



X 1ICGA VI lig
AK, CD, jest rownolegta doich ptaszczyzny ACE;
a zatem ostrostup SACE jest r6wnowazny ostro-
stupowi EABC, ktory uwazany bydz moze, jako
majacy za podstawe ABC , a za wierzchotek
punkt E.

Trzeci ostrostup SCDE moze bydz naprzéd
zamieniony na ASCD, gdyz te dwa ostrostupy
majg tez sarne podstawe SGD ; majg takze one
tez same wysokos$¢, bo AE jest rownolegta do
ptaszczyzny SGD; azatem ostrostup SCDE jest
rownowazny ostrostupowi ASCD. Polem, ostro-
stup ASCD moze bydz zamieniony na ABCD,
gdyz te dwa ostrostupy majg podstawe wspol-
ng AGD; sg one takze i jedney wysokosci, bo
ieli wierzchotki S i B, lezg na linii réwnole-
gtey do ptaszczyzny podstawy.

A zatem ostrostup SCDE réwnowazny ostro-
stupowi ASCD , jest takze réwnowazny ostro-
stupowi ABCD; ten za$ ostatni moze bydz uwa-
zany jako majacy za podstawe ABC a za wierz-
chotek punkt D.

A zatem nakoniec, graniastostup $ciety czyli
klocowy ABGDES, jest rowny summie trzech
ostrostup6w, majacych za podstawe wsp6lng ABG
a za wierzchotki sobie odpowiedne punkta D,
E, S.

JJniosek. Jezeli krawedzie AE, BS, CD *j
prostopadte do ptaszczyzny podstawy, bedg one
razem wysokosciami trzech ostrostupow sktada-
jacych graniastostup $cietyj tak, ze hrytowalosc
graniastnstupa S$cietego wyrazi sie zawsze przes
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{ABCXAE + iABC,xBS + mABC XCD; ilos¢,
ktora sie przywodzi do jJABCx(AE-f-BS-f-CD).

PODANIE XXIIIL
TWIERDZENIE.

IV clwdch ostrostupach trdjkagtnych podo-
bnych, $ciany odpowiedne sgpodobne sobie,
a katy brytowe odpowiedne sg rowne.

,Podtug opisania, dwa ostrostupy troykatne
SABC, TDEF (lig, 64) sa podobne, jezeli dwa
troykaty SAB, ABC, sg podobne dwém troyka-
lom TDE, DEF ipodobnie umieszczone, to jest
jezeli kat ABS= DET, BAS—EDT , ABC.—

, BAC = EBF , igdy nadto, nachylenie
ptaszczyzn SAB i ABC, jestrowne nachyleniu
ptaszczyzn TDE i DEF: to zatozywszy, powia-
dam, ze te ostrostupy majg wszystkie Sciany po-
dobne kazda kazdey, i katy brytowe odpowie-
dne sa réwne.

Weizmy BN — ED, BII=EF, BI=ET. ipopro-
wadZzmy GH, 01, Il1l. Ostrostup TDEF jest ro-
wny ostrostupowi IGBH: bo wzieliSmy boki GB,
BH rowne bokom DE, EF, i kat GBII, z zatoze-
nia jest rowny katowi DEF: troykat wiec GBII
jest. rowny troykatowi DEF: azatem dla zdzia-
tania, przystawania dwoch ostrostopdw, mozna na-
prz6d podstawe DEF potpzyc' najoy rowndy GBH;
potem, poniewaz ptaszczyzna DTE, tyto jest na-
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chylona do ptaszczyzny DEF, ile ptaszczyzna
SAB do ptaszczyzny ABC:, przeto oczywiscie
ptaszczyzna BET padnie nieoznaczonym spo-
sohein na ptaszczyzne ARS. A ze 1z zalozenia
kat DET = GBT, wiec ET padnie na sobie ro-
wne BIl; aponiewaz cztery punkta D, E, F, T,
padaj;} na cztery G, B, II, I, przeto (i) ostro-
stup TDEF przystanie do ostrostupa 1GBII.

Poniewaz z przyczyny troykatéw rownych
DEF, GBil, kat BGH = EDF— BAG; wiec GlII
jest réownolegte do AC. Dla podobney przy-
czyny GI jest rownolegte do AS; a zatem pta-
szczyzna IG1l jestréwnolegta do SAC(i3,5). 7<tad
wypada; ze troykat I1G1l albo jemu réwny TDF,
jest podobny SAC (i5), i ze troykat. IBH albo
jemu-rowny TEF, jest podobny SBC: a zatem
dwa ostrostupy troykatne podobne SABC, TDEF
majg cztery $ciany podobne kazda kazdey: nad-
to, majg one katy brytowe odpowiedne rowne.

Gdyz umiesciliSmy juz kat brytowy E na je-
mu odpowiedny B, i toz samo zrobi¢ mozna
z dwoma drugiemi katami brytowomi odpowie-
dnemi; lecz w;prost widzimy, zc dwa katy bry-
towe odpowiedne sg rowne; naprzykitad, katy
T i S, gdyz one sg utworzone przez trzy katy
ptaskie rowne kazdy kazdemu i podobnie umie-
szczone.

A zatem dwa ostrostupy troykatne podobne,
majg $ciany odpowiedne podobne i katy bry-
towe odpowiedne réwne.

JVniosek I. Troykaty podobne w dwoch o-

11
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strostupacli, dnjg proporcya AB:DE::BC:EF::
AC:DF::AS:DT ::SB:TE::SC :TF ; a zatem
iv ostrostupach tréjkatnych podobnych, boki od-
powiedne sa proporcjonalne.

Il. Poniewaz mmaty brylowe odpowiedne sa
réwne, przeto nachylenie jakichkolwiek dwodch
$cian ostrostupa jest réwne nachyleniu dwdch
$§cian odpowiednych ostrostupa podobnego.

iii. Gdy ostrostup troykalny SABC, przetnie
sie plaszczyzng GIH, rownolegtg tlo jedney ze

§cian SAC, ostrostup czastkowy iiGIll, bedzie
podoimy ostrostupowi catemu BASC : bo troy-
kagly BGI, 1iOli sg podobne troykatom BAS,

BAG kazdy kazdemu, i podobnie sg umieszczo-
ne: nachylenie ich ptaszczyzn jest toz samo w o-
budwoéch; a zatem dwa ostrostupy sa podobne.

IV. W ogé6lnosci , gdy jakikolwiek ostrostup
SABCDE (lig. 58)przetnie sie ptaszczyzna abede
rownolegta do podstawy, ostrostup czastkowy
Snbcde podobny bodzie ostrostupowi catkiemu
SABCDE. Jakoz, podstawy ABCDE, abede sg
podobne, a gdy poprowadzimy AC, ac, dowie-
dliSmy teraz, ze ostrostup troykatny SABC jest
podobny ostrostupowi Sabc: azatem punkt S tak
jest determinowany wzgledem podstawy ABC,
jak punkt S determinowany jest wzgledem pod-
stawy abc (opis. 18): a zatem dwa ostrostupy
SABCDE, Snbcde sg podobne.

Uwaga. Zamiast pieciu rlatek potrzebnych,
poditug opisania, do podobieristwa dwéch ostro-
stupéw troykatnych , mozna za nie podstawie
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pie¢ innych, stosownie clo rozmaitych kombina-
cyy; a ztego tylez wypadioby twierdzen, z po-
miedzy ktérych to tylko rozrézni¢ mozemy: Diva,
ostrostupy tréjkagtne sgpodobne, gdy maja kra-
wvmedzia odpawiedne proporcjonalnae

Jakoz, jezeli mamy proporcyc (fig. 64) AB: DE::
BG:EF::AC :DF : AS:DT::SB:TE::SC:TF, co
zawiera piec warunkéw,tedy troykaty ABS, ABC
bedg podobne troykagtom DET, DEF i podobnie
umieszczone. JMieSbedziemy takze troykat SBC
podobny troykalowi TEF ; azatem trzy katy
ptaskie sktadajgce kat brytowy B, beda réwne
katom ptaskim, sktadajgcym kat brytowy E, kaz-
dy kazdemu; skad wypada, ze nachylenie pta-
szczyzn SAB, ABC jesl réwne nachyleniu sobie
odpowiednych ptaszczyzn TDE,' DEFj azatem,
ze dwa ostrostupy sg podobne.

PODANIE XXI1V.
TWIERDZEMIE.

Dwa wielo$ciany podobne, majg $ciany
odpowiedne podobne, i katy brylowe odpo-
wiedne rowne.

Niech bedzie ABODE (fig.. 65) podstawa wio-
losciami: niech M i N bedg wierzchotkami
dwocli katéw brytowych za tg podstawg, deter-
minowane przez ostrostupy troykatne MABC,
NABC , ktérych podstawg wspdlng jest ABC:

i*
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niech beda w drugim ostrostupie, abcélLe podsta-
wg, m in wierzchotki, odpowiedne wierzchot-
kom M i N, determinowane przez ostrostupy
mabc, nabc podobne ostrostupom MABC, NABC;
powiadam naprzdd, ze odlegtosci MN., rnn, s
proporeyonalne bokom odpowiednym AK, ab.

Jakoz, ostrostupy MABC, mabc, poniewaz sg
podobne , przeto nachylenie ptaszczyzn MAC,
BAG , jest réwne nachyleniu ptaszczyzn mac,
buc. Podobnie, poniewaz ostrostupy NABC,
nabc sg podobne, nachylenie ptaszczyzn NAC,
BAC, jest rowne nachyleniu .ptaszczyzn nac,
bac. Jezeli wiec odeymiemy pierwsze nachy-
lenia od ostatnich, zostanie nachylenie ptaszczyzn
NAC, MAC, rowne nachyleniu ptaszczyzn nac,
inne. Lcez z przyczyny podobienstwa tychze
ostrostupéw, troykat MAG jest podobny rnaa,
a troykat N AC jest podobny nac: a zatem dwa
ostrostupy troykatne MNAC, mnac majg S$ciany
kazda kazdey podobne , podobnie umieszczone
i rownie nachylone do siebie; a zate'm te ostro-
stupy sg podobne (21); krawedzie wiec ich od-
powiedne dajg proporeyg MN :rnn::AM :am.
Nadto, AM :am'". AB :ab) a zatem MN
AB :ab.

Niecli beda P i p, dwa inne wierzchotki od-
powiedne tychze wicloscianéw, a podobnie mie¢
bedziemy PN:ju«i:AB :ab, PM :pw,:AB :ab.
Wiec MN:"n PN ppn::PM :pm. A zatem troy-
hiit PNM, laczacy jakiekolwiek trzy wier&cliothi
wieloscianu, jest podobny troykalowi pmu ig-
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czgcamu trzy wierzchotki odpowiedne drugiego
wielo$cianu.

Niecli bedg jeszcze O i q dwa W'ierzchotki od-
powiedne; a troykat PON bodzie j>odobny troy-
katowi pgn. Powiadam nadto, Ze nachylenie
ptaszczyzn PQN, PMN jest rowne nachyleniu
ptaszczyzn pqn, pmn.

Bo gdy poprowadzimy 031, i cpn, mie¢ be-
dziemy zawsze troykat QNM, podobnytroykato-
wi gnm, a nastepnie kat (ONM réw 1y katéwy gnm.
Zwazmy w N, kat brytowy utworzony przez trzy
katy ptaskie QNM, QNP , PNr*l ; a W 1. kat
brytowy utworzony przez trzy kaly ptaskie gnm,
qup , pmrr, poniewaz te katy kazdy kazdemu sg
rowne, przeto stad idzie, iz katy brylowe sgro-
wne. A zatem nachylenie dwdch ptaszczyzn
PNO, PNM jestréwne nachyleniu im odpowie-
dnycli ptaszczyzn png, pinu: azatem jezeliby
dwa troykagty PNO, PNM byly na jedney pta-
szczyznie, w ktéorym to przypadku mielibysmy
kat ONM=QNP + PNM , mielibySmy, takze
qum-~qgnp A-p/im, i dwa troykaty qnp, pmn
bytyby takze na jedney ptaszczyznie.

To wszystko coSmy teraz dowiedli ma miey-
see, jakiekolwiek beda katy M, N, 13, Q poroé-
wnywane z so))ie odpowiednemi //, n, p. 3.

Przypusémy teraz, ze powierzchnia jednego
z wieloscianow jest podzielona na troykaty ABC,
ACD, MNP, NPQ it . d.; widzimy, iz powierz-
chnia drugiego wielo$Scianu zawieraé¢ bedzie ré-
wng liczbe troykatéw abc, ced, mnp. npq it. cL.
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podobnych i podobnie umieszczonych: a jezeli
kilka troykatéw, jak MPN , NPQ, it. d. naleza
do jedney S$ciany i sg na jedney ptaszczyznie,
tedy im odpowiedne mpn, iipg, it d. beda tak-
ze. na jedney. ptaszczyznie. A zatem wszelka $cia-
na wieloboczna w wieloscianie, odpowiadaé¢ be-
dzie $cianie wieloboczney podobney w drugim
wielosScianie; wiec dwa wielo$ciany bedg zam-
kniete jednaka liczbg ptaszczyzn podobnych i
podobnie umieszczonych. Powiadam nadto, ze
katy brylowe odpowiedne beda réwne.

Jakoz, jezeli kat brytowy N, naprzyktad, jest
utworzony z katow ptaskich QNP, PNM, MNK,
ONR, kat brytowy odpowiedny n, utworzony
bedzie przez katy ptaskie qnp, pnm, mnr, (jur,
A zc te katy ptlaskie, kazdy kazdemu sg ro-
wne , a nachylenie dwéch ptaszczyzn przyle-
gtych, jest rowne nachyleniu sobie odpowiednych
ptaszczyzn; wiec dwa katy brytowe sg réowne,
jakzeby mogty przysta¢ do siebie.

A zatem nakoniec, dwa wielosciany podobne,
majg $ciany odpowiedne podobne, a katy odpo-
wiedne rdwne.

Whniosek. '/, poprzedzajgcego dowodzenia wy-
pada , zc gdy z czterech wierzchotkéw wielo-
$cianu, utworzymy ostrostup troykatny , i gdy
utw orzymy drugi z czterech wierzchotkéw odpo-
wiednych wielo$cianu podobnego; te dw a ostro-
stupy beda podobne; bo mie¢ beda boki odpo-
wiedne proporcjonalne (21 uwag.).

Widzimy razem, ze dwie odpowiedne prze-



X 1 F 6 A VI 137
katne (17,2), naprzykiad AN, an, majg sie do
siebie, jak dwie odpowiednc krawedzie AB, ab.

PODANIE XXV.

TWIERDZENIA.

Dwa wielosciany podobne, mogg sie po-
dzieli¢ najednaka liczbe, ostrostupow tréj-
katnych, podobnych kazdy kazdemu, ipodo-
bnie umieszczonych.

Wiemy juz bowiem, ze powierzchnia dwoch
wielo$cianéw moze sio podzieli¢ na jednaka li-
czbe troykatéw, podobnych kazdy kazdemu i
podobnie umieszczonych. Zwazmy wszystkie
troykaty jednego wieloscianu, oprocz troykatow
sktadajacych kat brytowy A, jako podstawy ty-
11/ ostrostupow troykatnych, ktoérych wierz-
chotkiem jesL A: te ostrostupy razem Woziete zto-
za wieloseian. Podzielmy podobnie drugi wie-
loscian na ostrostupy, ktoreby miaty za wierz-
chotek wspoélny, wierzchotek kata a odpowiedne-
go katowi A. Oczywiscie ostrostup tgczacy czte-
ry wierzchotki wieloscianu, bedzie podobny o-
sti'Ostu|)Owi taczacemu cztery wierzchotki odpo-
wiedne drugiego wielo$cianu. A zatem dwra wie-
losciany podobne i t. d.
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PODANIE XXYlI,

TWIERDZENIE.

Diva ostrostupy podobne maja sie do sie~
bic jak szes$ciany z bokéw odpowiednycli.

Poniewaz dwa ostrostupy sa podobne, prze'
to mnieyezy moze bydz umieszczony w wie-
kszym tak, aby miaty kat wspélny S (fig. 58).
W 6 wczas podstawy ABCDE, abcde, bedg réwno-
legte; bo Ze Sciany odpowiedne sg podobne (aa),
kat Sab jest réwny katowi SA1?, oraz kat Sbc
rowny SBC; azatem ptaszczyzna abc jest rowno-
legta ptaszczyznie- ABC (i3,5). Niech teraz SO
bedzie prostopadtg spuszczong z wierzchotka S
na ptaszczyzne ABC, i niech o bedzie punktem
w ktoérym ta prostopadta spotyka ptaszczyzne
abcj mie¢ bedziemy; podiug tego co sie juz do-
wiodto (15), SO :Su:: SA:Sa:; AB :ab-a nastepnie

| SO :JSo:: AB :ab.

Lecz podstawy ABCDE, abcde, jako figury po-
dobne, dajag

ABCDE -.abcde'.'.AB 'ab .

Mnozac terminy odpowiedhe tych dwdéch pro-
poreyy przez sie, otrzymamy proporcya

ABCDE X £SO :abcdex "So0::AB :ab j
aze ABCDEXfSO jesl brytlowatoscig ostrostu-
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pa SABGDE (i18), a za$- abcdeX\So jesthryto-
watosci,-} ostrostupa Sabcdr; a zatem (lwa ostro-
stupy niaj.-j sie do-siebie, jak szesciany z ich
krawedzi odpowiednyeh.

P ODANIE XXVII.

TwlHDzIis I1E

Dwa wielosciany podobne viaja sie do
siebie jak szesciany z ich krawedzi odpo-
wicdnych.

Jakoz dwa wielosSciany podobne niog;j byds
podzielone najednakfj liczbe ostrostupdéw troyka-
Inycli, podobnych kazdy kazdemu (20). Lecz dwa
ostrostupy podobne APNM'. apnm (fig- 60), jnajsj
sie do siebie, jak szeSciany z bokéw odpowie-
clnych AM, am, albo jak szesciany z bokéw od-
powiednych AB, ab. Tenze sam stosunek zay-
dzie miedzy innemi jakiemikolwiek. ostrostupa-
mi odpowiednemi; a zate.m summa wszystkich O-
est.rostupéw, ktére sktadajg wieloscian, czyli sam
wielos$cian, ma sie do drugiego wieloscianu, jak
szeScian z jakiegokolwiek boku pierwszego wie-
loSeianu, do sze$cianu z boku odpowieduego wie-
loscianu drugiego. .

Uwaga ogolna.

Mozna wystawie w terminach algebraicznych,
to jest sposobem najzwie-zleyszym, powtdrzenie
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gtéwnieyszych podan tey xigzki, zamykajacey
brytowatosci wieloScianow.

iNiecli B wyraza podstawe graniastostupa, 11
jego wysokos$¢: hrytowatos$c traniastostupa, be-
dzie B XH czyli HU.

ftiecli 15 wyraza podstawe ostrostupa , a za$
Il jego wysokoé¢: bryto >vato$¢ ostrostupa bedzie
Bx "I, czyli HX”)5 czyli *Bll.

Niech bedzie Il wysoko$¢ kloca ostrostupo-
wego o podstawach réwnolegtych: niech A i B
wyrazajg podstawy jego: /Ali bedzie $rednig
proporcyonalng miedzy podstawami: a brytowa-
toscia kloca bedzie |IIX(A-f-B+ /AB).

Niech B wyraza podstawe kloca graniastostu-
pa troykatnego, II, IT, IT, wysokosci trzech je-
go wierzchotkow gornych : brytowatoscig' gra-
niastostupa $cietego, bedzie |B x (H-j-1I'+H").

Niech nakoniec P i p, wyrazajg brytowato6sci
dwdch wieloscianéw podobnych, A i a dwa bo-
ki albo dwie przekatno "odpowiedne tych wie-
losciandéw: bedzie P :p:: A5:ab.

koniec.



