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Le rapprochement de la geometrie et de lalgebre, répand
ty\]i5>uveaii jour sur ces deux sciences: les operations mtellec-

v ‘tuglles dc Tanalyse, rendues sensibles par les images de

la geometrie, sont plus faciles a saisir, plus interessantes
a suivre. Cette correspondance fait Tun des plus grands
cliarines attaches aux speculations niathematiques; et quand
1'observation realise ces images et transforme les resultats
riatheinatiques en lois de la nature; quand ces lois, en
ambrassatit l'univers , devoilent a nos yeux ses etats passes
et a venir; alors la vue de ce sublime spectacle nous fait
eprouver le plus noble des plaisirs reserves a la nature
huinaine.

La Place, dans les leeons de T'Ecole normale.
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PRZEMOWA.

PIETiWiASTKi nauki ktérg zowiemy Geomctryig, z Egi-
ptu i z kraiow wschodnych wnieéli do Grecyi Tales z Mi-
Iclu (i) i Pitagoras z Samos (2) : poznieysi uczeni Gre-
cy doskonalili ig i rozszerzali, Euklides Aleksandryyski
pierwszy napisat iey wykitad systematyczny , Archymedes
(3) poczynit w niey wiele vynalazkow a Apollonius z I‘er~
gamu (\ icst autorem traktatu sekcyy konicznycli kté-
rych odkrycie winnismy Platonowi (5) i uczniom iego
szkol v.

Diofantes z Aleksandryi, zyiacy w czwartym po Chrystu-
sie wieku™ pierwszy zalozyt zasady Algebry : w nastepnych
wiekach uprawiali Arabowie te nauke, w i5ym wniést ig
do Europy Kamil Leonard Toskariczyk , aw i5ym Viete z
Fontenay (6) nadat iey postaé¢ ogdlng. Takze w ib5ym wie-
ku zyli twércy Trygonoinetrvi Purbach =z Austryi i Jan
Miller Regiomontanus z Frankonii. Te sg znacznieyszé
epoki czasu w ktérym umyst tildzki od nayprostszych wia-
(tNiuosci wznosit sie do coraz wiecey zlozonych czyli po-
stepowal sposobem syntetycznym.

Z tak przygotowanego przez wiele wiekéw i geniuszow
stanowiska mogt cztowiek przeyrze¢ przestrzen nauk mate-
matycznych iaka za nim byta i iaka przed nim byé¢ mo-
gla. To stanowisko pierwszy zaigl Rene Descartes (7), kto-
ry uogdélniong przez Viete swego poprzednika algebre przy -
stosowat do geometryi liniy krzywych i utworzyt dzisiey-

(1) Urodzony r. 6/]0 przed Chfv (2) ur. r: 520 pr. Ch.
O) ur. w Syrakuzach r. 287. pr. Ch. (4) Ur. r. i50 pr- Cli.
(=) ur. r. /|38 pr. Ch. (5) ur; r. i5/]0.

(?) ur. r. i56 3i. Marca w Haie en Touraine.



sza analize geometryczng: moéwie do geomctryi liniy krzy-
wych, poniewaz przystosowanie algebry do pcczatkowey ge-
omctryi iest daleko dawnieysze i nalezy do analizy staro-
zytnych.

Pierwszy Descartes pomyslil i nauczyt iz zréwnan o-
g6lnych drugiego, trzeciego i czwartego stopnia z dwiema
iloSciami zmienneini, mozna wyprowad/i¢ liniie krzywe fo-
remne. Z liniy tym sposobem odkrytych naywaznieyszemi
sg te, ktoére mozna wykres$li¢ i poznaé¢ za pomoca ogbélne-
go rownania stopnia drugiego z dw'iema ilosciami zmien-
nemi, i ktére liniiami drugiego rzedu zowiemy. PoZuieysi
analisci dochodzili postaci i liczby powierzchni foremnych
za pomocg réwnan stopnia drugiego, trzeciego i czwartego
z trzema iloSciami zmiennemi. Z tych powierzchni , takze
naywaznieyszemi sg te, ktére mozna wyprowadzi¢ zrbéwna-
nia stopnia drugiego i ktére zowiemy powierzchniami dru-
giego rzedu. Obecny traktat obeymuie Geometryig anali-
tyczng liniy i powierzchni drugiego rzedu: rozumiemy za$
przez geometryia, badania $ciggaigce sie do odkrycia wita-
snosci iakie mie¢ moze rozciggto$¢ uwazana pod wzgledem
na iey posta¢ i wymiary.

Od epoki wynalezienia rachunku analitycznego, to iest

ré6zniczkowego i integralnego zmienili geometrowie podany
przez Descartes’a podziat liniy krzywych. Leibnitz (i) ob-
iat ie wszystkie w geometryi i iedne nazwat algebratcznc-

mi, drugie przcstgprieini. Pierwszemi sag te ktérych natu-
re wyraza réwnanie algebraiczne skorficzone, drugiemi te
ktérych rownanie sktada sie z nieskonhczoney liczby wyra-
z6w, iezeli nie iest rézniczkowem. Jakoz réwnanie ztozo-
ne z nieskohczoney liczby wyrazéw zawieraigcych rosnace
bez konca potegi ilosci zinienney iest rzedu ktory przewyz-
sza czyli przestepuie wszelki rzad skonczony.

Jakozkolwiek iest wazne i geuiuszu petne dzieto Descar-
tes’a, mata iednak liczba os6b mogta ie rozumieé¢ i wa-
znos$ciag itgo tresci przenikng¢ sie : z resztg bytoby to oso-
bliwe zdarzenie aby ludzie , dawny do ktérego przywykli
rozumowania spos6b rzucali od razu i zamieniali za nowy.
Przviaciel tego geometry, Flcrimoncl tle Bcaunc (2) , pier-
wszy upowszechniatl i uprawiat iego nauke. Po Beaunie
Hollendrom i Flainandczykom winna Geometryiag Kartezy-
iariska swoOy wzrost i wydoskonalenie: i tak , Franciszek

(1) ur. w Lipsku r. 1646. (a) ur. w Blois”™r. 1GOl.
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Sehooten ob-iasnit la uczonym kommentarzem , Christian
Huygens iest autorem liniy rozwinietych, (devcloppecs), Jan
cle Witt, minister rzeczypospolitey hollenderskiey i Gerard
Kinckhuyseri sg autorami traktatéow sekcyy konicznych : w
og6lnosci llollandyia w 17ym wieku wydata naywiecey ana-
listow i gcometro-sv, i pod tym wzgledem styneta u przodkéw
naszych, iakto widaé¢ 7 dziet matematycznych Stanistawa Sol
skiego w owym wieku zyigeego.

W roku iyo5 wyszta na widok, a wiatach 17?”~ i 1753
byta przedrukowang ksigzka , Application de i’ algebre iila
Geometrie par Guin.ee , zawieraigca teoryig tinjy krzywycli
algebraicznych i wy kreélenia ich réwnan wiecey rozwinie*
ta niz w Traite analytique des Sections coniques, Paris 1707,
VHopital'a. Takze w r. 1707 wyszta na widok w Londynie
Arithmetica universalis seu de resolutione et compositione
inatlie/natica obeymuigca algebre i iey przystosowania do
zadan geometrycznych. To wazne dzietlo Newtona wytto-
maczyt na iezyk francuski Noel Beaudeux i powiekszyt ie
przydatkami i ob-iasnieniami, w r. 1802.

Sg znowu autorowie z i8go wieku ktérzy sposobom sta-
rozytnych pisali dzieta matematyczne. Itak Piobert Simpson
Anglik Professor z Glasgowa , iest autorem traktatu sekcyy
konicznych z r. 1735 tym sposobem napisanego; w dzietach
swoich , ktére wyszty r. 1787 po iego $émierci , dopetnit
Simpson prac Euklidesa i Apolloniusa. Hutton Professor
artylleryi w Woolwich iest autorem dzieta Elements of Co-
mes Sections w tymze stylu, iasno i doktadnie napisanego.

Z drugiey strony miat ciggle Descartes stronnikow swoiey
analizy. | tak w r. 170G wyszto w Londynie z pod pidra
J-Newtona , Enumeratio linearurn tertii ordinis. Opisuie tu
autor postaé liniy 3go rzedu i dzieli ie na 72 klass. Eu-
ler napisat obszerny traktat liniy rzedéw wyzszych w dzie-
le Jntroductio in analysan injinitimorum, Lausannce 1747, w
Morem wynalazt wiele rzeczy i te z dawnieyszemi uporza-
dkowat. Tegoz rodzaiu traktat, z doktadnosci iz-iasnosci za-
lete maigcy wydal Kramer pod tytutem Introduction a
| analyse des hgnes courbes, Geneve, 1750. Podobne zalety
ma dzieto Mahlaurina Szkota De linearurn geornetricarum
proprietatibus principalibus traetatus. Ten znakomity geo-
metra odkryt wiele wiasnosci liniy trzeciego i czwartego
rzedu. Besout, cztonek Akademii francuskiey , w swoim
Cours tie Mathematiques, ktéry okoto r. 17SS zaczat wycho-
dzi¢ na widok, ob-igl takze Application de lalgebre ii Uarith-
metique eta la iiiomctric. W tym traktacie rozwiezuie !>e-
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sout za pomocg algebry niektére zadania geometryczne a da-
iry wyktada sckcyie koniczne algebraicznie lecz nie anali-
tycznie.

Wedtug rozmaitego sposobu uwazania, rozmaicie porzad-
kowali analisei liniie rzedéw wyzszych nad drugi. | lak ,
Newton naliczyt 72 gatunkéw liniy 3go rzedu, Euler 16
klass aKramer 4 ktére podzielit na 14 rodzaiow. Co do
liniy /(go rzedu, Euler dzieli ie na I/jG klass mogacych
mie¢ wiele podpodzialow , Kramer za$ na 9 klass ktérych
podziaty oznaczy¢ iest prawie niepodobienstwem. Moniu-
cla w swoiey historvi Matematyki pisze o nieiakim ksiedzu
Jlragelogne ktory wiele prac podeyinowat okoto teoryi li-
niy czwartego rzedu i préby badan swoicli zostawit w
zbiorze pamietnikéw Akademii francuskiey. Wedtug ksie-
dza Uragelogne wypadtoby liniy czwartego rzedu okoto 1GOO.
Z reszta badania tego rodzaiu nie sa ani polrzebne ani po-
zyteczne , bo w kazdym razie mozna, wediug danego ro-
wnania linii rzedu czwartego, doy$¢ postaci i wiasnosci li-
nii szukaney.

PowiedzieliSmy ze za pomocg réwnan slopni wyzszych
nad pierwszy z trzema iloSciami zmiennemi mozna odkry¢
posta¢ i wihasnosci powierzchni foremnych. Pierwszy ze zna-
mch Geometrow ktéry ich dochodzit tym sposobem , iest
wedtug Montncli , Lilot, ktérego rosprawa w tym zamiarze
napisana znayduie sie w pismach akademii francuskiej z r.
1733, i Herman ktérego takieyze treSci rosprawa znayduie
sie w pismach akademii Petersburskiey z roku 1782 i 1733.
Euler w spomnionern wyiey dziele z r. 1748 ob-iagl takze wy-
ktad analityczny powierzchni drugiego rzedu.

Pomimo badan i prac analitycznych Descartes’a, Newtona,
Eulera, Kramera i wielu innych geometrow, dzieta elemen-
tarne i8go wieku nizey staly niz postepy os$wiecenia a
autérowie elementarni nie ob ieli iescze ducha analizy nowo-
czesney chociaz swoie dowodzenia opierali na algebrze. Od
tego zarzutu dzieto polskie takze z i8go wieku Rachunku
Algebraicznego Teoryia przystosowana ilo liniy krzywych, w
Ktahowie 1783, Jana Sniaclec/aego , nie tylko wolne , ale
nawet tak zupeinie w duchu analizy nowoczcsney napisane
iest, iz pod tym wzgledem przewyzsza poznieyszc tego ro-
dzaiu niektore dzieta np. Essai dc Geometrie analilyque Bio-
ta, z roku i8;3 klorcgo plan nie iest zupetnie analityczny.
Uiot bowiem, naprzéd z przecie¢ ostrokregu wywodzi lini-
ie drugiego rzedu, potem opisuie ich wiasnosci a nareszcie
pod niewtasciwym dyskussyy tytutem wywodzi te liniie z
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réwnania stopnia drugiego z dwiema iloSciami zmienneroi i
koniczy rzecz na tem od czego zaczgé ig byt powinien. Za-
letami i doktadnoscig dzieta Jana Sniadeckiego tyle prze-
ieci iesteSiny ze ie man>y za wyzsze nad Owczesny stan
nauk matematycznych : ze iednak lo szacowne dzieto nie
dose w Polsce upowszechnione i uzyte zostato, pochodzi z
tey przyczyny sczegdlnie, ze w ciggu /jo lat od iego na $wiat
wyys$cia, nie zaigl sie autor, iego nowein wydaniem powie-
kszonem w-iednycli wzgledach a skroconem w drugich i
wiecey zblizonein do prostoty i obecnego stanu uinieietno-
$ci.. Dzieto to, tem iest w Polsce dla matematyki czem
Kopczynskiego dla oyczystey mowy : obadwa doznaty tego
losu Ze, w samem z-iawieniu sie oznaczone cechg doskona-
tosci, wiecey przez swych twércéow, mimo postepow os$wie-
cenia, nie byty tknietemi.

Epoke wielkiego postepu, ktéry nauki matematyczne win-
ne sg analizie nowoczesney , stanowi rewolucyia francuska
a w sczegblnoéci zatozenie w r. iyg5 szkoty politecliniczney
w Paryzu. Nic dziwnego ze ta epoka az po wielu wiekach
nastgpita. 'Jezeli bowiem, sg stowa Laplaceh (i) wznosimy
sie do prawd powszechnych , to tylko pAez poréwnanie
wypadkéw sczegélnych, ktére trzeba diugo i pod rozliczne-
Ini postaciami rozwaza¢ aby pochwyci¢ to co maig spol-
nego i odkryé w nich zrédlo tych wielkich teoryy ktore
zmiemaiag stan umieietnosci i sprawiaig epoke w-ich lii—
storyi Francuzi tedy od spomnioney epoki wydoskonalili
analize nowoczesng i przy iey wplywie uczynili w mate-
matyce postepy ktére im zapewnity w tym wzgledzie pier-
wszenstwo miedzy innemi ludami. To pierwszenstwo win-
ni sag geometrom Lagrange , Mo/ige, Laplace i innym kto6-
izy byli Professorami tub uczniami szkoty Politecliniczney.

t0S° instytutu wyszty zgodne ze wzrostem nauk mate-
matycznych dziela elementarne analizy nowoczesney i w
sczegolnosci geometryi analityczney. Gabriel Monge iedcn
z zatozycielow i pierwszych Professorow tey szkoty , wydal
w arkuszach r. 1795 dla iey uzytku analize przystosowa-
ng do geometryi. Z tych arkuszow pierwsze , zawieraty
rozwigzanie zadan tyczacych sie linii prostey i ptasczyzny.
"* roku 1801, Monge i Hachette wydali rosprawe opowie*

v.i) Lecons de Mathematiques donnees ii TEcole normale

1795. Cahier VII. ct VIII page 97 du Journal dc TEcolc
mojytechnique.
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rzchniach drugiego rzedu (i) ktére podzielili na dwie Has-
sy; icdne maigce Srodek i tych iest trzy, drugie nie maig-
ce srodka i tych iest dwie. W tymze roku wyszto dzietko
Essai sur la ligne droite et les courbes du second ilegre par
Lefrancais. W roku i805 wydal 115 Biot, Triite ana/yliqua
des courbes et des surfaces du second ordre. Antoni Charles
Poullet delisla iest autorem dzieta Application cle Valgebre a la
Geometrie z r. 1809, aJan Ludwik Jioucharlat wydancy po-
wtdére w r. 1810, Theorie des courbes et des surfaces du sc-
cond ordre, w ktérey wyiasnil i sproscil niektére materyie.
Te i inne traktaty Geornetryi analityczney doskonality sie
przez odnawianie wydan i przez ciagle prace szkoly Po-
litechniczney, iak to widzie¢ mozna w pi$mie peryiodycznem
Correspondance de I’'Ecolepolytechnique wydawanem, od cza-
sOw zalozenia tey szkoly, przez Profesora Haehette. Pier-
wszy llactiette dowiddt, ze réwnanie powierzchni rzedu dru-
giego moze byé przywiedzione do navproslszey postaci zlo-
zoncy z czterech wyrazéw (patrz 8 258 w obecnem dzie-
le). Bourdon Professor Liceum Karola W. r. 1811, dowio6dt
ze 9 niewiadomych ilosci ktére wchodzg w tylez réwnan
stuzagcych do wyznaczenia gtéwnych osi  powierzchni, sg
rzeczywistemi, a Biot wyiasnil te materyig. Jestto naywaz-
nieysze twierdzenie w teoryi powierzchni ago rzedu bo na
niein polega wyznaczenie Kklass, liczby i postaci powierzchni
tego rodzaiu. Jan Joachim Livct (2) odkryt kilka waznych
wiasnosci powierzchni 2go rzedu i wyiasnil formuty $eiag-
gaigce sie do przemiany uktadu spélrzednych trzech wy-
miaréw (3). Boucharlat prosciey iescze wylozyt te ostatng
materyig (8 78 i 82. tego dzieta). Przylozyli sie iescze-
swemi rosprawami do wzrostu Geornetryi analityczney Pa-

(1) 11 Cah. du J. de I'Ecole Polyteohnique.

(2J Jan Joachyin Livct urodzony w Morlaix, Deparlam :
Fmistere , byt uczniem szkoty Potitechniczney od r. 1802
a szkoty drég i moitow od r. i805. W roku i8ofi zostat
Repetytorem szkoly Potitechniczney a w r. 1808, przeniost
sie do Warszawy, gdzie byt Prolessorem w szkole Arlylle-
ryi i Jnzenieryi az do r. 1812 swego zawezesnego zgonu.
Znakomite tatenia tego geometry znata Francyia i nowa
iego oyczvzna Polska, a w sczegélnosci znali iego uczniowie
Polacy, dzi$ posiadaiacy znakomite stopnie. Oddawat Livet
pochwaty tym uczniom w swoiey korespondencyi z Paryzem
(Ob. cor. de I'E. P. Tom II. p. 120).

(3) Obacz Corr. de I'Ec. Pol. Tom 1. p. 28, i Cali XIII.
du Journal de I'Ec. Pol. page 270.
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wel i Jakob bracia Binet, tudziez Poisson i Dupin. Byly
Professor S. Pol: Pawel Binet, znany w Paryzu z rzadkich ta-
lentéow i z biegtosci w analizie, nie ogtaszat drukiem swych
odkry¢ analitycznych lecz tylko udzielat ie znaiomyrn. W tym
wzgledzie spoininaig go z chwalg w swych dzietach, Lacroix,
Biot, Francceur. Ja w sczeg6lnosci miatem pore, mieszkaigc
w Paryzu, poznania talentéw tego analisty. Jego przychylno-
$ci i pomystom winienem , spos6b ogdélny assymptot ktéry
opisatem w § i03 i io/|, tudzicz stycznych w § a3i — 235 i
tworzenia réwnan liniy lub powierzchni wedtug naznaczonych
Warunkow.

Taki iest rys historyczny umieietnosci, ktérey obecny trar
ktat -wypracowatem , i takie sg Zzrédta w ktérych czerpatem.
Zdanie o zaletach mey pracy w poréwnaniu z-innemi, zosta-
wiam publicznos$ci. Powiem tylko iz usitowatem tak sie ttoma-
czy¢ aby ci ktérzy znaig zasady geomctryi i og6lney algebry,
mogli mnie bez trudnosci rozumie¢. Nie ob-iglem trygonome-
tryi prostokreslney i nie poszediem w tym razie za przyktadem
Develeiu (i), Poullet delisle i lieynaud ~2) bo trvgonometryia
lubo potrzcbuie pomocy algebry, nie iest czescig lecz tylko na-
rzedziem analizy nowoczesney.

Poniewaz spoinnione wyzey dzieto Biota, Essai tle Geometrie
analytique, dla wielu zalet swoich naywiecey uzywane iest
w kraiu naszym i nadto przetlotnaczone na polski iezyk przez
Antoniego Wyrwicza w "Wilnie r. zblizylem sie do u-
kladu tego autora , z reszta rbéznig sie znacznie te dwa u-
Idady z przyczyn ktérych dotkneliSmy wyzey. Nadto traktat
moéy obszernieyszy iest od traktatu Biota. Dla os6b ktore
poznaig obadwa, o$mielam sie przytoczy¢ nastepuigce wy-
tazy z przemowy Biota. »Je nj'estimerai heureux si ce
» J«tit ouvrage, apres avoir ete utile aux eleves, donne nais-
«sance a quelgu’autre plus parfait , auquel je serais le pre-
» mier a applaudir.”

Co do skrocen i nazwisk, namienie ze luku lub kata x
wstawe oznaczam przez wstx, wstawe dopetnienia czyli do-
stawe przez thvs x, styczna przez stycz x. Systeme des coordon-
nces nazywam ultudem spétrzerlnych , abscisse__odcigta, or-
dowice— rzad,ng, directrissc__Merollnicg, diametres conjugues—
$rednicami sprzezonemi; te dwa ostatne nazwania sg Jana
Sniadeckiego. Parametru, asymptoty, nie nazywatem wedtug

(0 Application de ITAlgebro ala Geometrie par Develey
Lausanne 1816. (2) Traite de Tapplication de TAlgebre a la
Geometrie, par Reynaud. Paris 1819.
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tegoz autom, wiarg réwnania, Iedwonﬁaslycznq, bo te nazwa,
nia nie s3 od ogétu przyiete. Zamiast stéwa biegun uzywam
poi, 1)0 to réwnie za polskie iak tamto mozna uwazaé¢ (i).
Surface gauclie nazywam z Hrcczjng ttomaczem Geometry!
rysunkowey Potiera i z Professorein Uniw. Krakowskiego
Sapalskim powierzchnig wichrowata, zwazaigc na te okoli-
czno$¢ ze tein samem stowem nazywa lud polski tarcice wy-
krzywiona czyli spaczong (2), a w francuskim iezyku nazy-
wano zrazu, iak sie doczyluicmy w Montucli, powierzchnie o
ktérych méwimy, biaises, to iest wichrowatemi. Sko$nemi z
reszta, iak ie nazywa Professor Garbinski w swoiey rospra-
wic (3), moznaby nazywaé¢ powierzchnie i takie iak ostrokre-
gowe proste ktére iednak nie sg temi ktdére Francuzi zowiag
gaudies.

Trzymatem sie podziatu okregu na /joo stopni, a tego na 100
minut, idac za francuskimi autorami dziet matematycznych
ktére zdobig wiek XIX i koniec XV11l

Utozytem obecny traktat w roku szkolnym 187— mego
Professorstwa przy szkole Woiewddzkiey Krakowskiey w Kiel-
cach, a to w skutku o$wiadczonego zyczenia przez Kornmissyig
Rzathmg Wyznan Keligiynych i Os$wiecenia Publicznego.
Przesiany sobie manuskrypt zwrécita mi Kommissyia Rzado-
wa i reskryptem«swoim z d. 18 Kwietnia 1822 Piro L§3I za-

cliecila do ogtoszenia go drukiem dla uzytku kraiu.

Zachecony od moiey zwierzchnosci, i sparty uwagami sza-
nownych Professorow Ks. A. Dabrowskiego, Ks. R. Skolimo-
wskiego i Ka. GarlLinskiego , tudziez sczegélng pomocg
dawnieyszycli kollegow moicli Antoniego IFoelkiego Profes:
S Woiew. w Lublinie, Ks. Kolumbana Zagera i Albina Pin-
ia PPr. S. Woiew. w Plocku; wydatem prace moie na widok,
przez che¢ stania sie cho¢ w maley czastce pozytecznym kra-
iowi.

(1) Obacz. w Pamietniku Warszawskim z mies. Listopada r.
1822. stron. 25j).

(2) Obacz w stowniku Lindego,

(1) Tytut tey pozyteezney i uczacey rosprawy iest; Wy-
ktad syntetyczny wiasnos$ci powierzchni sko$nych z-ich przy-
stosowaniem do konstrukcvi machin , sklepien kamiennych
it p. przez Kaielana Garbinskiego, w Warszawie 1822.
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GEGMETRYIA.
ANALITYCZNA.

i. VJczac sie zasad Geometryi, postepowalismy o<
rzeczy znanych do nieznanych i za pomocy wiado-
mosci nayprostszych nabywaliSmy stopniami coraz
wiecey ztozonych, czyli uczyliSmy sie sposobem syn-
tetycznym. Uzywamy tego sposobu, gdy chcemy
siebie lub drugich przekona¢ o prawdach ktore sie
opieraia na inney pierwiastkowey (principium) lub
skadingd poznaney : tu kazdag nastepng prawde po-
znaiemy za pomocg poprzedzaigcey aw koncu znay-
duiemy te ktérey szukaliSmy. Tymlo sposobem utwo-
rzyli starozytni nauke Geometryi.

2. Jnakszy iest uczenia sie Geometryi spos6b ana-
lityczny. PoweZmiemy wyobrazenie o tym sposobie
z dwoch nastepuigeych przyktadéw.

tt) Niechbysmy twierdzili iz, dany maigc ieden pro-
stokata bok G'C (fig. i) ktéry nazwiemy b i kwadrat,
ktorego bok AD nazwiemy a, mozna znalez¢ drugi
bok prostokata taki, iz rdéznica miedzy prostokatem
z tych dwéch bokow' i kwadratem danym bedzie ro6-
wng kwadratowi ze znalezionego boku prostokata.

Oznaczywszy przez X bok szukany , twierdzenie
ktore utrzymuiemy wyrazimy roéwnaniem drugiego
stopnia

bx — a*= x*



2 GEOMETRYIA

a rozwiazawszy ie wzgledem niewiadomey ilosci X ,
otrzymamy
x=\b# Vib *~ a*

Ten wypadek oznacza naprzéd iz X madwie rézne
wartosci a zatem dwoiako mozna sprawdzi¢ zato/one
twierdzenie: powtore iz to twierdzenie wtenczas tyl-
ko iest prawdziwe gdy a*<”b¥*, to iest gdy kwa-
drat dany mnieyszy iest od kwadratu z potowy bo-
ku danego Z5 lub gdy mu iest réwny tak iz a*="b*;
falszywe za$ w przeciwnym razie, to iest gdy a>

b, wktérym iloé¢ V*+b*— a* bylaby uroiona.

Aby wykresli¢ znaleziong wartosé -jb £ ~\ b*— a*
dla X zatrzymuigc znak + , wyrysujemy Kkat prosty
dab, wezmiemy ad = a, promieniem db=.\b z pun-
ktu d iako ze $érodka odetniemy punkt b na drugiem
ramieniu kata i bedzie ab m= V+ b* — «’» nakoniec
promieniem bd z punktu b iako $rodka zakres$limy
potkole cdc i bedzie x=.ac czyli= cb + ba= \b
+ y/~b*— a’-. Wedtug tego wypadku rownanie za-
tozone bx — a2= x* zamieni sie¢ nacc X ac— ad*
= czyli dc* — ctd2= ac*ktére iak widzimy iest

prawdziwe. Zatrzymujac za$ znak — w wartosci dla
X, wypadnie X= cb — ab czyli x = ca, aroéwna-
nie zatozone zamieni sie na cd* — ad*— ac* kto-

re, iak widzimy, iest prawdziwe.

U). Na drugi przyktad bierzemy nastepuiace za-
danie. Wdany troykat BAC wpisa¢ prostokat réwny
kwadratowi danemu m*. (fig. a).

Niech wpisanym prostokatem bedzie DFGE, Kkto6-
rego iedna rozciagtos¢ FG = X rownoodlegty iest od
podstawy BC, druga FD ktérg nazwiemy / réwno-
odlegtg iest od AH wysokosci tréykata: trzeba wy-
znaczy¢ dwie niewiadome X, J w miarach iloéci wia-
domych, to iest, podstawy b = BC wysokoéciag =AH
i kwadratu m*. W tym zamiarze utworzymy naprzéd
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wedtug aatozenia, réwnanie Xy=m* powtére pro-
porcyiag HC: FG = AH: Al, czyli b:x = a: a—-y,
skad nx = ba — by czyli ax 4 by = ba, po czem
rozwigzemy dwa réwnania

ax + by= baixy=m

Rozmnozywszy strony drugiego przez ab, otrzy-

mamy réwnanie ax. by — ab. m1l ktére daie iloczyn
dwoch ilosci ax i by, summe zas tych samych ilo-
§ci daie réwnanie pierwsze, a zatem te dwie ilosci ,
iak -wiemy z Algebry mozna uwaza¢ za pierwiastki
réwnania stopnia drugiego

z* — ab.z + ab/n* = o

tak iz z= ax, z= by czyli X~~~y — ~

aze

Wiec X= - £ V e

4 b
Maimy wiec iuz wartosci zgadane dla .r, y: co sig
tyczy znakéw, z tych nie mozna braé¢ samych do-
datnych ani samych odiemnych, w pierwszym howiein
lazie wykres$lony prostokat bytby wiekszy niz w dru-
S'm, co by¢ nie moze dla tego ze ma byé réwny
naznaczonemu kwadratowi mX: trzeba przeto wzigé
w pierwszym wypadku znnk H-, w drugim za$ — , luli
w pierwszym — aw drugim + , atak mieé¢ bedziemy
dwa rozwigzania. Z resztg otrzymane wypadki uczg
nas iz
° Eﬂie_ me moozek-)mf-ﬁ—rQ*ani' En—l > kaczyI'i
« 4 £ 4 '
skréciwszy w obudwécli razach, nie moze byé m*
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ab . c )
—', co znaczy iz me moZe warto$é danego prosto-

kata by¢ wieksza od potowy - X powierzchni

troykata danego iezell w ten trdykat ma by¢ wpisa-
ny prostokat.

cib
2° Gdy m '= -, prostokat dany iest najwiekszy
iaki mozna wpisa¢ w troykat, wymiary za$ tego pro-
stokata sg X — Wpiszemy ten naywiekszy

prostokat, poprowadziwszy przez $Srodek O boku AB
liniia OK. roéwnoodlegtag od podstawy BG, az punktéw
0 i K w ktérych ta limia przecina dwa boki troyka-
ta spusciwszy na BG prostopadte OL, K.L', bidzie bo-
wiem RH — 4 AM iOK = * BG.

3° Gdy//j*<~~, wartosci dla X,y beda rzeczy-

wiste a rozwigzanie bedzie dwoiakie. Dla wykres$lenia

wartosci y, wykreslimy tyko ----(na co spo-

s6b wkrdtce poznamy' a znalaziszy wartos$¢ liniyng
pierwiastku te przeniesiemy od R do 1 wedtug zna-
ku + wchodzacego wwarto$¢ y, lub od R do S we-
dtug znaku — , i otrzymamy w pierwszym razie pro-
stokat DFGE, w drugim D'F'GE' wpisany w trdykat
1 réwnv kwadratowi ///*.

4° Gdyliy trzeba byto wpisa¢ kwadrat in* w troy-
kat dany; dostateczne bytoby réwnanie a.T-\-bj'=ctb,
to bowiem, dla lego ze a =Yy, zamienitoby sie na

x{a+b)— ab skad x — — co znaczy iz bok kwa-

dratu mogaiego by¢ wpisanym wtrdo\kat iest limig
czwartg proporcyionalng do siinimy dwoch wymiaréw,
do lednego wymiaru i do drugiego wymiaru troykata.



ANALITYCZNA.

3 Sposéb iakim rozwigzaliSmy le dwa przyktady ,
iest analityczny. Chcac u/y¢ togo sposobu w Ge-
oinetryi, przypusczamy naprzéd iz zatozone twierdze-
nie iest prawdziwe , lub ze naznaczone zadanie iest
rozwigzane: z takiego przypusczenia wyprowadzamy
wnioski iedne po drugich pétv poki nie doydziemy
do wypadku prawdziwego lub fatszywego gdy sie tru-
dnimy twierdzeniem; gdy za$ trudnimy sie zadaniem,
do wypadku z ktérego pomiarkuiemy czy mozna roz-
wigza¢ zadanie, czy nie. Aby teraz poréwna¢ dwa
sposoby syntetyczny i analityczny, powiemy iz w pier-
wszym zgromadzamy i wigzemy z sobg kilka prawd
a z-icb powigzania i zebrania wywodzimy nowa , za-
wsze pewng; w drugim rozbieramy czyli rozwiezuie-
iny podanie iescze niepewne na czesci ktore wszystkie
sg prawdziwe iesli podanie iest prawdziwe, lub tez
sg falszywe (cz\li iakiey prawdzie przeciwne) iesli po
danie iest falszywe; w pierwszym nareszcie postepujemy
od rzeczy wiadomych do niewiadomych, w drugim od
niewiadomych do wiadomych.

4- Starozytni Geometrowie sg twoércami takowey
matematyczney analizy: nazwano ig przeto analizg
starozytng rozrdzniajac od analizy nowoczesney, ktérg
Inzey poznamy. Wynalazek sposobu analitycznego
winnismy Platonowi i Uczniom lego Liceum. Nie-
kiedy Euklides (i) i Archymed.es a czesto Apollo-
nius, Pappus i wielu innych stawnych w starozytno-
§ci Geometrow uzywali tego sposobu. Aze Algebra
w tak uogélnioney iak dzi$ postaci (i nawet zdaie sie
wzadney) nie byla znang starozytnym, wiec ich ana-
liza do Geometryi wprowadzona nie byta tak snadnag, ia-
shg i w swem rozgatezieniu ptodng, iak kiedy iey nadano

('i) Pierwszy z powyzszych dwoéch przyktadéw naslado”
wanienj iest przyktadu Euklidesa. Propos. 37. et 28. Liby
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pcstae dzisiejsza. Algebra, lubo sie z-iawita w pia-
tym poi Chrystusie wieku; w szesnastym dopiero za-
czeta by¢ poznawang w takim ink dzi$ uog6lnieniu i
sktadzie, do takiego za$ uogolnienia i dalszego wzro-
stu tey nauki pierwszy krok uczynit Geometra fran-
cuski Fiele. I'o tey dopiero epoce mozna byto wpro-
wadzi¢ algebre do analizy geometryczney starozy-
tnych; gdy za$ to uczyniono, zaczeto nazywa przy-
stosowaniem algebry do Geometryi, to co nalezato
nazywaC analiza starozytnych, Tey analizie po$wie-
cimy Kkilka kart, tu za$ zastanowimy sie iescze ia-
kim sposobem, syntetycznym czy analitycznym, nau-
czyliSmy sie Algebry.

5. Dziatamy w duchu analizy gdy, znalaziszy pra-
wde iaka powszednig , otrzymmemy za iey pomocg
wypadki sczeg6towe i rozdrobnione, Ta prawda po-
wszechna raz pochwycona i w catey ohszernosci ro-
zebrana sta¢ sie moze podstawg caley budowy nauki
nayohszcrnieyszey , a do wzniesienia tey budowy nie
potrzeba wiekéw bo tu zawsze znayda sie gotowe u-
mystowe materyiaty. Stadto pochodzi Zze analiza no-
woczesna , w-iednym niespetna wieku z-iawita sie ,
wzrosta i wydoskonalong zostata. Przeciwnie, Geo-
metryia elementarna, dla tego ze ig syntetycznie two-
rzyé musiano, wzrastata wiekami. Takiego samego lo-
su doznata Algebra ho i ta nauka ze sczeg6low po-
czeta sie i wzrosta, bo tu takze od rzeczy poznanych
i prostszych postepowano do nieznanych i coraz wie-
cey ztozonych, bo nareszcie ukiad Algebry nie iest
poiedynezym gmachem na iedney podstawie wzniesio-
nym, a zatem w ogoéle sposdb uczenia sie tey umieje-
tnosci iest syntetyczny. Wedtug danego w 3. wy-
obrazenia sposobu analitycznego, pomiarkuiemy iz
Algebra w niektérych swoich czesciach i w niektérych
przyktadach, wyktada sie sposobem analitycznym, lecz
co do swego ogoOtu iest synteza.
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6. Oznaczywszy literami, iak w przyktadach § 2,

iloSci geometryczne wchodzace w zadanie; w koncu
otrzymuiemy formuty algebraiczne ktére trzeba
wykreslic geometrycznie. 1 tak wykresliliSmy ilosé
N ~b%—a* bo od razu mogliSmy byli postrzedz iz ta
wyraza bok troykata prostokgtnego ktorego przeciw-
prostokatna = \b a bok drugi = a. PostrzegliSmy tak-

- ,, ab .
ze 1z otrzymana wartosc — wyraza czwartq pro-

porcyionalng liniig do tych trzech a+b: a—b:, a
zatem wykreslenie tego wypadku mo/.na z tatwoscig
wykona¢. Przypadki takowycli wykreslen ilosci alge-
braicznych, w ktérych litery oznaczajg liniie, sg naste-
pujace

ic f-Fykre$lenie ilosci spotmiernych. Jlosci alge-
braiczne spd6tmierne oznaczajg albo liniie albo powie-
rzchnie albo bryty, czyli sg ilosciami iednego lub dwdéch
lub trzech wymiarow. | tak wyrazenia

ab abc abcd
j/ y ' o o o
oznaczaig kazde w sczegélnosci, liniia prosta. Pier-
wsze a iest prostem nazwiskiem linii prostey, drugie

--- oznacza czwartg proporcyionalng do liniy ¢, b ia:
~ abc ab ¢ _
wyrazenie czyli— x — oznacza takze czwartg pro-
. . *a t
porcyionalng do liniy e, Cl-fJ z ktorych ostatna wy-
abcd

kreslitaby sie naprzéd oddzielnie, nareszcie —
&S
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czyli—TI'x — oznacza czwartg proporcyionalng Jo

, abc
limy g, di—

] ~ abc abed abode
Wyraie.ua i, -p -, ...

oznaczaig powierzchnie, kazcie bowiem za pomocy
czwartych proporcvionalnych mozna przywies¢ do
navprostszego wyrazenia ab. | tak

abc ab ab

~ i gdzie P = -j

abed ab «cd ) ab cd
- -x -=P Q , gdzie P= -,Q =j
etc. etc.

Wyrazenie nayprostsze ilosci trzech wymiardw iest

oznaczaé ono moze brytlowatose réwnolegtoscia-

mi prostokatnego ktérego trzy krawedzie sg a, b, c:do

tey nayprostszey postaci bedzie mozna przywie$¢ u-
tomki

abed abede
_______ , -————=1T1, etc.

w ktérych liczba Iit%r Ii'czn‘i]ksé przechodzi trzema li-
czbe liter mianownika.
a ab abc
Utomki — , ~def>*’ > Wliczniki ktérych wcho-

dzi tyle liter ile w mianowniki, oznaczaig liczby wy-
padajgce z podzielenia linii przez linng, lub powierz-
chni przez powierzchnig etc.

7. Aby wykresli¢ ilos¢ spétmierng z kilku czesci
ztozong np.
abc+def+ageh ., abc+def+geh
....... .czyil—mm =
ph+ pr+ps p (q+r-\-s)

naznaczymy summe liniy q + /~+ s— k, 1wykreslimy
wedtug wskazanego sposobu ilos¢
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abc def ghl
pk 4 pk + pk’
otrzymany wypadek bedzie wartoscig liniyng danego
Wyrazenia.
Aby wykresli¢ ilos¢
abc + def+ ghl
¢ pni -+~ gn + rs
ktorey mianownik nie moze by¢é od razu rozebrany na
dwa czynniki, naznaczymy qn — pX, rs=py azna-
laztszy kazda czwartg proporcyionalna X, j do trzecli
wiadomych liniy, przywiedziemy dang ilo$¢ do takiey
postaci iak w poprzedzaigcym przyktadzie.
abcd + efgh i
Aby wykre$li¢ wyrazenie 'mn"'+ qrs">

naznaczymy (i'=mx i znaydziemy czwartg proporcy-
ionalng do trzech danych liniy m, q, r: mianownik
zamieni sie naprzod na m{jip-\-xs). Naznaczymy da-
ley Xs—ny i znaydziemy czwartg proporcyionalng do
trzech wiadomych liniy n, X, s: mianownik zamieni
sie namn[p+y) czyli mnk (wzigwszy p + y = k), a

« . ie i,abc‘gl efﬂp
dane wyrazenie przybierze posta¢c ymf + -~u w

ktorey mozna ie wykreslic.

W ogo6lnosci mozna wykres$li¢ kazde wyrazenie u-
tomkowe ktére da sie rozebra¢ na utomki czgstkowe
iednaz liczbe wymiaréw oznaczajagce. Nie mogliby-

abed+dbe abcd
sroy np wykres$li¢ wyrazania —— 77"“"“ czy”™--— —
dbe .
-1—— mponiewaz pierwszy z tych utomkow wyraza po-
/&

wierzchniag, drugi liniig prosta.

8. a0 Wykreslenie ilosci niespotmiernych. Zza po-
mocag witasnosci kwadratu z przeciwprostokatncy mo-
zna wykresli¢ ilosci
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I/a'-+bz, Vc'—b", \Zp*~ :rs, v'a’ +cib;

Ztycli pierwsza i druga zadney nie sprawi trudno-
$ci. Co do trzefiey, naznaczymy naprzod irs=x%#
i znaydziemy $éredng geometrycznie proporcyjonalnag X
miedzy fr i s, a potem wykre$limy \/p*— xz.Co do
czwartey naznaczymy takze ab= x'>i takimze sposo-
bem znalaztszy wartos$é dla X, wykres$limy i/a’-t-x*,
albo, nadawszy czwartey iloéci posta¢ i/a [a + D),
widzimy iz ta ilose oznacza linug styczng z kotem
ktorego $rednica= b\ przedtuzenie za$ tey $rednicy
az do przeciecia ze styczng za kotem iest= a.

Wyrazenie \/ab oznacza $redng geometrycznie pro-
porcyionalng miedzy dwiema ilosciami a i b. Gdy wiec
te litery oznaczaé beda dwie dane liniie , wykreslimy
ilo§¢ ifab wiadomym z Geometryi elementarney spo-
sobem. Aby takimze sposobem wykresli¢ ilos¢

\/abcd— ghef
przywiedziemy ig naprzéd do nayprostszey postaci
\/ab. W tym zamiarze, naznaczmy ba=ax, gk=ay,
ef=- az, i wykre$§lmy czwarte proporcyionalne X, j,
z: dane wyrazenie zamieni sie na
I/a*xd— a'jz czyli a\/xd — jz

naznaczmy daley yz = Xu i wykre$§lmy czwartg pro-
porcyionalng u: otrzymamy a\/x(d— u), po czem
pozostanie wykresli¢ Sredng geometryczng miedfcy dwie-
ma liniiami x i d— u.

Takaz samg posta¢ nadamy wyrazeniuy/!!'~— gd,

c
b*
naznaczywszy naprzéd — = p, gd = ax\ ata be-
dzie \/a(p — &), po czein pozostanie wykresli¢c $rc»

dnag geometryczng miedzy liniiami a i p __ X.
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9. Wyrazenie X m=\/a oznaczaigce pierwiastek kwa-
dratowy wyciggniety z linii prostey &, wykreslimy na-
stepujacym sposobem : (fig. 3).

naprzéd. Niech a bedzie linila AC mnieysza od
linii AD uwazaney za iednose. ZakresImy poétkole na
AB inko na $rednicy 1 z punktu C wyprowadzmy
prostopadta CD ktéra w punkcie 1) przetnie sig
z okregiem: linila AD bedzie pierwiastkiem kwa-
dratowym linii AC; gdyz AD = I/AC. Ali czyli (dlate-
go ze AC= < Al>— 1) AD = i/u- Widzimy ze
znaleziony pierwiastek AD wiekszy iest od linii AC uwa-
zaney za kwadrat i za utomek. Taz sama okolicznos¢
zachodzi z liczb;tmi: i tak pierwiastek, -j utomku - u-
wazanego za kwadrat wiekszy iest od swego kwa-
dratu.

Mozna daley wykres$li¢ pierwiastek Ar.°, 8b°, iGs®
stopnia linii a. | tak, zakres$liwszy promieniem Al) z
punktu A tuk DC' a z punktu C' wyprowadziwszy
prostopadta CD', bedzie AD' pierwiastkiem [\Z° sto-

pnia linii AC. Jest bowiem AD = i/AC' =z i/AD
—\/17« ~ \la, znaydziemy iescze AD"= Na,
f6
AD "=i/«, oic.
powtdre. Gdy przeciwnie dana linia a 1, wy-

kreslimy iey pierwiastek nastepujacym sposobem:

Mamy naprzéd a= --—-- , skad 1a —-e- , CO zna-
f-T v/ -

czy iz wykres$lenie pierwiastku kwadratowego z linii

a wiekszey od iednosci polega na wykresleniu pier-

1 .r
wiastkulinii — mnieyszcy od iednosci, a za-
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tem na rozwigzaniu poprzedzajgcego przypadku. Na-
reszcie wedtug formut

I?a— —,—--j---’ \?’a = | etc
Vioa v/k

wykreélimy pierwiastki Ao°, 8s° stopnia linii daney a
uwazaney za wiekszy od iednosci.

Niechby naprzyktad trzeba byto wykresli¢c \/ ™ 1 &;
d+e

b+c y
utomek oznacza tu linii.-j mnieyszg lub wieksza

od iednosci, wedtug togo czy b+ c d+ e, lub
b + ¢>d + e, a zatem trzeba bedzie wykresli¢ pier-

b+ ¢
ewiastek kwadratowy linii — stosownie do iednego

z tych dwoch przypadkéw, zadaniem ogdélnem obietych.
10. PoznaliSmy iuz w § 2. sposéb Avykreslenia
dwoch pierwiastkow réwnania stopnia drugiego, gdy
posta¢ rownania iest Xr— bx— a* (fig. 1). Jna-
ksze bedzie wykreslenie pierwiastkbw roéwnania
XZ= — ax + «’s item siewkrodtce (11) zatrudnimy,
teraz za$ wykreélimy wyrazenie X = ¢z*+ \/a3— ab-\-c*.
W tym zamiarze poréwnaymy liniie X, a, b, ¢ z pe-
wng dtugoscia k uwazang za iedno$¢ liniyna, i wyra-
X a b ¢
Zmyietak — , — , — m~ : dane wyrazenie przey-

dzie na
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widzimy dopiero ze Yy oznacza trzecig ciagto-pro-

porcyionalng d do kia, trzy za$ ilosci znakiem
pierwiastku obiete oznaczaig trzy prostokaty , ktore
zamieniwszy na kwadraty ; ostatne wyrazenie przey-
dzie na

X—d + ifex —/2+ cl
ktére podtug wskazanych sposobow wykreslimy-

ii- Tak przysposobieni przystepuiemy do rozwigza-
zania nastepuigcych zadan-

Zadanie i- Podzieli¢ liniia a— AB na dwie nie-
réowne czesci tak, aby wigksza, ktérg nazwiemy X, by-
ta Sredng geometryczng miedzy dana liniig a i czescia
innieyszg a— X (lig- 4)-

Wedtug zadania mamy proporcyig a: X ==X: a—X
skad Xxz= — ax + i X — — + \Z\a*-\-al.
Aby wykresli¢ te warto$¢ X , wyrysuiemy kat ABC
ktérego iedno ramie AB = a, drugie BG = \a i be-
dzie AC — \Z\a* + a7, a zatem += AC— BC
= AD=AE,a— x= AB— AE= EB.

Uskutecznilismy to wykres$lenie, zatrzymujac znak
wchodzgcy w ogélng warto$¢ dla X. Zatrzymuigc za$
znak— , warto$é— ~ci— |/~ < -f a* dla X bedzie
= — AD'- Przeniesiemy te odiemng warto$¢ AD'
na przedtuzenie linii AB od A do E' w Kkierunku
przeciwnym kierunkowi linii AE, tak iak znak tey li-
nii iest przeciwnym znakowi linii AE'- Mobwie te-
raz ze itendrugi wypadek iest rozwigzaniem zadania-
Jakoz z wiadomey proporcyi

AD : AB =3 AB : AD
wywiedziemyte: AD'+ AB : AD'=AB+AD : AB
czyli EB: E'A= E'A:AB
ktéra pordwnawszy z proporcyig przez pierwsze roz-
wigzanie otrzymang
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EB: EA,= EA: AB

widzimy iz réwnie punkt E iak punkt E czyni za-
dosy¢ warunkowi zadania: Wypadek ten, ktoérysmy
winni analizie, uczy nas iz wtasciwe i doktadne wy-
stowienie zadania powinno byto by¢ nastepuigce: zna-
lez¢ na kierunku daney linii AB punkt ktérego odle-
gtos¢ od konca A tey linii bytaby Jurng $rednag geo-
metryczni} miedzy dang i odlegtoSciag tegoz punktu
szukanego od drugiego konca B linii daney.

ia- Zadanie 2. Przecirjwszy dwa boki BD, DE
(fig. 5) troykata BED przez liniig AF rownoodlegta
od trzeciego BE, znalezé powinowactwo cze$ci odcie-
tych BA, AD, EF, FD.

Tréykat uwazany BDE iest prostokatny przy E.
Spusémy z punktu A liniig AC prostopadtg do Bii: ta be-
dzie réwnoodlegtg i réowng linii FE. Naznaczmy

ABé=c, AD= c\ XE czyli AC=b, FD= b,

BC =;a, AF— d.

W troykacie BCA , iest ¢' — + bl (i)
AFD, c* = d* + b* (2
BED, (c-\-éy=(a+dy +(6+b") *(J

wyrugowawszy z tych trzech réownan ilosci a, d wy-

padnie réwnanie z czterema ilosciami b, I ¢, c.

W tym zamiarze rozwiniemy réwnanie (3j i otrzy-

mamy

c2+ c*+ 2ct=a*+ d*+ b*+ b+ lad-t-2bb
czyli, na mocy réwnan (1) i (2),

‘cc—ad + bb\ skad a’d'=(cé—bby
afe rownania (1) i(2) daiga’'«'2= (¢'— bX) [c"— b*J

wiec (cc—bby-(c'— b") (¢*— b'*
czyli c*b* — 2ccbb’+ ¢c’'b2= o
czyli (cb— cby = o, cb—cb— o0
skad cb=cb,ic:c— b:b

to iest AB: AD = FE: ID

takie iest, wiadome skadingd, powinowactwo czesci
odciety cb AU, AD, EF, FD-
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ekatwo teraz mozna okaza¢ iz takiez samo powino-
wactwo mai¢} czesci HG, TIi), BA, AD dwdch bokéw
tréjkata nieprostokatnego GDB odciete przez liniig
HA réwnoodlegta od trzeciego boku. W trdjkacie
bowiem prostokgtnym

GDE; GH : HD=EF: FD
BDE; BA : AD— EF: FD
wiec GH : HI) — BA : AD

i3. Zadanie 3. Znalezé wyrazenie linii AD (fig-6)
poprowadzoney od wierzchotka A trdojkata do pun-
ktu ktéregokolwiek D boku przeciwnego BC , maigc
wiadomo; odcinki DB, DC tego boku i wszystkie trzy
boki troykata-

TNiech beda wiadome ilosci BC=¢7, AC=Z>, AR—¢C
BD= r, CD=/, niewiadoma AD = X: spus¢my od
wierzchotka A prostopadla AE na BC. W trdjkacie

ADB; c¢'= x*+s*+ 2jx DE (i)
ADC; b,=x'A-$*~ is X DE
Skad c"— — —y*+atJ+J) DE
C — b2— S* +<m
2(j+y)
Wstawiwszy te warto$¢ DE w réwnanie (i) otrzyma-
ny

DE

sb*-\-sc *+ ss'(s+ S)
X 2’ = -
S
Gdyby byto s=s', to iest, gdyby liniia AD dzielita
hok BC na dwie rowne czesci w punkcie D, mieliby-
smy

b'+c'— 2s*
X Fe oo e skad b*-hc=2X+ 2sx.

Gdyby nadto bjto b= c, to iest gdyby trdjkat ABC
hyt réwnoramienny, mielibySmy
bz:=xT+s*

to iest, liniia AD bytaby w tym razie prostopadta do
BC*
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i4- Zadanie [\ ZzZnalez¢ wyrazenie linii AD dzielg-
cey na dwie réwne czesci kat BAC , maigc wiadome
wszystkie trzy boki troykata BAG (fig. 6).
Oznaczywszy ilosci w to zadanie wchodzace temiz
literami co w poprzedzaigcem zadaniu, bedg do roz-
wigzania potrzebne trzy nastepujgce rdéwnania
cs=bs', s+s'~ay x7+ss=bc
z ktérych pierwsze i ostatne wyrazaiag wiadome z ge-
omelryi elementarney twierdzenia. Znalazitszy za po-
mocg dwoch pierwszych, wartosci odemkow
ac ab
S— J-—- S— m
eb+ c b+ ¢
i wstawiwszy ie w trzecie, otrzymamy

x'= ic{'-i£ S$r)
czyli +
czyli *<=
cad ac b ab
+-——IX=X:b—7—
ke ¢ b+ ¢ + C
czyli ¢ f-s :X=Xx: b—s

to iest: liniia, dzielagca kat trdykata zawarty miedzy
bokami ¢, b nadwie réwne czesci, iest $redng geome-
tryczng miedzy summa boku iednego i odcinka przy-
legtego a rdznicg boku drugiego i odcinka przyle-
gtego.

i 5. Zadanie 5. Przez punkt D (fig. 7.) dany
wséréd kata A poprowadzi¢ liniig BDG tak aby troy-
kat BAC byt réwny kwadratowi danemu w 1.

Nazwiymy z, Yy, niewiedome boki AB, AC troy-
kata BAC: przez punkt D poprowadzmy liniie, DE
réownoodleglta od AC i DF réwnoodlegta od AB:
niech bedg wiadome liuiie AE = a, DE = b: trze-
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ba znalez¢ wartosci bokow X, y za pomoc,'’} wiado-
domych ilo$il a, b, ni% i kata A, to ie*t trzeba
utworzyé dwa réwnania z tenii dwiema niewiado-
weini. Poniewaz wysokoscig troykata ABC iest

. . . s WStA
y.wst A, wiec icgo powierzchnia iest Xye— ~ aza-

tem wedtug zadania iest
Xy.wst A _ %
)
Aby utworzy¢ drugie rownanie, utozymy propor-
cyig
liii: ED =FD: FC czyli X — a:b=a :y— b,
im*
skad bx+ ay— xy czyli bx+ ay— 2)
Aby rozwigza¢ dwa réwnania (1) i (2 , rozmnozy
strony pierwszego przez ab i wyraze ie tak

2ab.n1*
bx.ay=---—--—-—--

to za$ pordéwnawszy z réwnaniem (2) widze iz dwie
niewiadome bx, ay sg pierwiastkami réwnania sto-
pnia drugiego

2mx lab ma
e V= N V'~ S
tak iz z — Dx, z= ay:
* /W 4 2abm*
ale 7 R N e
wstb. Vv Rl A (pwA
) z m* £+ mv'm* — 2«Z>h\jyA
wiec 0, = —fr~—
b. wstA
y — -Eeeee /< % |/m! — lab.wstk

Pozostaie teraz wykres$li¢ znalezione wartosci dla
a w wykresleniu trzeba (dla toy satney co w przy-
3
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ktadzie 8 2. przyczyny) wziaé znak -~ w wartosci
X 1 znak — w warto$ci y, Ilub znak — w pierwszym
razie a znak + w drugim.

Gdyby dany kwadrat m* byt mnieyszy od aab.wsth
to lest od podwdéynego rownolegtoboku AEDF;\vartosci
X, Y bylyby uroione czyli nie inoznaby zadania ro-
zwigzac.

Naymnieysza warto$¢ iakg mie¢ moze kwadrat m*
iest uab.wstA i boki troykata szukanego beda w
tym razie 2a, 2b powierzchnia za$ aab.wsl\: to
iest, naymnieyszy kwadrat réwny iest podwdynernu
rownolegtobokowi AEDF, boki za$ tréykata réwnego
temu kwadratowi co do powierzchni sg AB = aAF,
AC =: 2AF, bok nareszcie BC bedzie w tym razie
podzielony na dwie rowne czesci w punkcie D.

Gdy o.ab.wslS. |, wartosci dla x, y beda
rzeczywiste i dodatne: wyznaczywszy punkta G, G'
za pomocag dwoéch wartosci dla X, poprowadzimy li-
niie GH, GIF i otrzymamy dwa troykaty GAH,
GAH’ z ktérych kazdy réwny bedzie kwadratowi mz.

16. Zadanie 6- Znalez¢ powierzchnig troykata
niaigc wiadome wszystkie trzy boki. (iig. 8.)

Trzy wiadome boki s3 AB= ¢,BC = a, AC =b.
Spusciwszy od wierzchotka B prostopadia BD na
Lok AC uwazany za podstawe, powierzchnia troyka-
ta bedzie.

aze BD = vVcz— AD% czyli, dla tego ze
b -f-c¢c*x— az

\ZAb* c*— (b* + c*— a’)*

wiec powierzchnia ABC —a')z
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czyli =+ |@2bc+b'+c*—«') (2bc— b'—c'+<3%)j

czJli i ¥ ([b+cY—an (a*— (b—c*)j

czyli | 1/ N(Z)+c+a)(Z)+c— a)(a+£— £+c)j

Naznaczywszy 0.p=n+b+c,bedzieip—ia=b+c—a,
ip— 7.cza+b—c, op— 2b=a— b-\-c,
Wyrazenie za$ powierzchni tréykata ,

1/ p (p—n) [p—bj (p—c)

Gdyby byto b— c, trdykat bytby réwnoramienny a
iego powierzchnia bytaby (p—b) y/p ™ —aj

Gdyby byto b=c— a troykat byitby réwnoboczny
a iego powierzchnia bytaby (p—a) vp\p— a)

\~. Zadanie 7. Przez liniia EF réwnoodlegta od
AR podzieli¢ dany troykat ACB na dwa odcinki AEFB,
ECF ktorebv sie mialy iak dwie dane hniie LI,
IG czyli m i n. (fig. 9.)

Niech bedzie podstawa wiadoma AB=ra, a wyso-
ko$¢ CH— b, tréykata ACB: podstawa szukana EF— s,
a wysokos¢ CG = x trojkata ECF. Z proporcyi
AB : EF— CH : CG czyli a: z= b: X wywiedzie-
my réwnanie

ax = bz (\)

Z proporcyi AEFB: ECF = m: n czyli

a+z . ZX ,

— — (0—x):-N-~ m: n wywiedziemy rownanie
il @a+z) (b—x) — mzx (2

Wyrugowawszy 2z z réwnan (1) 1(1) otrzymamy

*= xx\/HL
m-A-n
Aby wykresli¢ te warto$¢, znaydziemy naprzdd trzen
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cig ciggto-proporcyionalng do m+n i b czyli do LG i

b*
GM (= 1c) i tg, niecli bgdzie GK = e Pp
wtdre Sredng miedzy N i -------- czyli 1G i GK. kto6-
1 : J m + n J

rg niech bedzie GC = .r. Przez wzglad na podwdy-
ng warto$¢ dla x, przeniesiemy GC na przedtuzenie
wysokosci HG od G do g i na te> wysoko$¢ od C do
G, dokonczymy w>kre$lenia wedtug wyznaczonych
punktow G i g i otrzymamy dwa rozwigzania z kto6-
rych iedno z dwoyga uzytem bedzie wedtug danego
stosunku m:n, Kktdiy moze by¢ iakikolwiek.

Gdy m=n, warto$¢ dla x wypadnie \/"Z | ktéra

mwykresliwszy, podzielimy tréykat na dwie réwne cze-
$ci przez liniig rownoodlegta od iednego z bokow.

18. Zadanie. S. Przez punkt O danv za okre-
giem poprowadzi¢ liniia przecinajaca koto lak aby
cze$¢ (fig. io.) GD tey linii zawarta w kole miata
dtugos$¢ naznaczona.

Niech bedzie CD = ¢, OC = x : poprowadziwszy
dowolnie limig OB=a i nazwawszy b iey czes¢ OA
za kotem, utozymy proporeyig

a: C+X—X : b. skad x* A-cx— ab,
i X=— \c * i/ ~c*+ ab.

Aby wykresli¢ pierwszg warto$¢ x, mamy naprzod
ab= OE% wyprowadziwszy wiec z punktu dotkniecia
E prostopadiag EF = c, bedzie

OF=i/*c*+ab, OF— EF=i/\c*-\-ab— ~¢

Promieniem UK=0OF— EF z punktu O przecinam
okrag dany w punkcie C, przez punkta O i C pro-
wadze limig OD: tey czes¢ CD zawarta w kole ré-
wng bedzie naznaczoney linii.

Aby wykresli¢ drugg warto$¢ X, przeniesiemy sum*
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me liniy OF i EF na przedtuzenie linii OC od 0 do
C i bedzie OC' — — ~c — \/~c*+ab : weZmiemy
OB=«, JA'=b a przez punkta A' G 15 zakre$liwszy
okrag, cieciwa GD bedzie rowng daney linii.

19. Zadanie. 9. Podzieli¢ powierzchniag DEBL
zawartg miedzy ¢éwierciami dwoch okregéw spotsrod-
kowych 1ich promieniami na dwie rowne czesci przez
trzeci tuk takze spoisrodkowy. (fig. mi.1

Niech AT bedzie promieniem szukanego tuku: ma
by¢ wedtug zatozenia

DAL — Z\T — ZAT — EAR
czyli, naznaczywszy AL — a, AB==3, AT=.r,
j ag% -——-\X’IZ- \X*TZ —-\ b OTT

) ,a’ + b\
czyli a*— X ,~ Xi—b%skad X— + y -

Aby wykresli¢ warto$¢ znaleziong dla X, popro-
wadzimy liniig DB = i/(a*+b*) i na niey iako na
$rednicy zakreslimy po6tkole BDG: od punktu G wzie-
tego wsérodku tego pétkola poprowadzimy do ktoére-
gokolwiek konca $rednicy liniig GD, ata bedzie pro-
mieniem kola szukanego. Jest bowiem

DG = i/DB*—BG*=V “— U

Promieniem wiec AT=DG z punktu A zakresliwszy
tuk Z1I’, ten podzieli powierzchniag E1LB na dwie
rowne czesci.

Il. ANALIZA NOWOCZESNA.

20. Do powziecia wyobrazenia o duchu analizy

nowoczesney postuzy nam rozwigzanie nastepujgce-
go zadania.

Znalez¢ dla niewiadomej X wchodzgcej w wyrazenie
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L/1x* -t- sz it

~X\—T7— warto$é taka, ktora sama, ze wszystkich
wartosci iakie niewiadoma X mie¢ moze, nadataby nav-
wiekszg warto$é liczebng danemu wyrazeniu.

Naznaczaigc dla X wszelkie warto$ci liczebne po-
czynajac od naymnieyszych np od iednoJci, a poste-
pujac do co raz wiekszych i te wstawiajgc koieyno
za X wdane wyrazenie, postrzezemy iz warto$¢ wy-
razenia bedzie z razu rosta a potem malata mimo co
raz wiekszych wartosci branych dla X. Stad wnie-
siemy i/, miedzy owemi wartoSciami dla X znaydu-
ie sie taka ktora nadaie warto$¢ naywiekszg wyraze-
niu. Aby znalez¢ takowg wartos¢ dla X, oznaczmy
przez Yy r6zne wartosci wyrazenia odpowiadaigce ro-
znym wartosciom X i zatézmy roéwnanie

. fox + 3 ax*+ 3x
— TT dg*=*"+f
dla oznaczenia iz warto$¢ y zawista od warsosci X,
sama za$ ilo$¢ X nie zawista od zadney inney: oko-
licznos¢ ktéra wyrazajg w ogolnosci réwnaniem
r—/=%,

oznaczaigccm ze Y iest funkcyig X, to iest ze wartos¢
ilosciy zawista od sczeg6lney wartosci wzietey dla X.

Zwigzek zachodzacy miedzy iloSciami y, X mozna
wystawi¢ za pomocg ukladu dwéch liniy OX, OY
(fig. 12) przecinajgcych sie pod katem prostym w pun-
kci¢ C), biorgc na pierwszey OX. diugosci C)A, OC,
OA', etc wyrazaigce wartosci dla X, na drugiey zasOY
wartosci odpowiadaiagce dlay to iest OB', OB, etc.
réwne wzglednie liniiom AM' CM. Te okolicznos¢,
ze wartosci dla y zrazu rosng a potem maleig, wy-
razic mozemy na figurze liniia krzywg MMM 13-
czacag konce liniy AM', CM, AM" oznaczajagcych war-
tosci dla vy.

Za pomocg takiego wykres$lenia postrzezemy, iz, do-
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poki y mie¢ nie bedzie naywiekszey wartosci, dopdoty
liniiy=z AM'— AJM odpowiada¢ beda dwie rdzne
wartosci X, to iest OA i OA'": gdy zaSy otrzyma
naywieksza wartos¢ CM w 6w czas X mie¢ bedzie po-
jedyncza OC, czyli dwie z razu nieréwne wartosci OA,
OA', przeyda , ze tak powiem, na dwie réwne OC,
OC. Stad wniesiemy ze, nadawszy ostatnemu réwna-
niu postac
= aX*+ 3x (a)

trzeba znalez¢ dla niewiadoniey Y w to rdwnanie
wchodzgce)' warto$¢ taka przez ktorg dwie wartosci
a; statyby sie réwnemi. Utozywszy wiec wzgledemX
réwnanie (aj w sposob nastepuigcy

(y*— 2Ir* — 3x-hAy2= o (b)
to musi mie¢ dwa pierwiastki rowne: warunkiem za$
tey okolicznos$ci iest, iak wiemy z algebry, aby poly-
nomy,

(y*— a™*— 3r+/j/\ i 2(y*— 2).— 3
miaty spolny dzielnik. Odbywszy dziatanie dla zna-
lezienia spo6lnego dzielnika, doydziemy do reszty dru-

giey \yz— A~~~ 'x 1*  zréwnawszy zero, zatozymy

warunek aby rzeczone polynomy mialy spélny dziel-
nik. Z tego réwnania warunkowego wypadnie

. sM y=—ii/— i
dwie uroione wartosci y znaczg iz liniig krzywa MMM ™
iest zamknietg, czyli Ze przeszediszy pewng granice
nie znajdziemy iui zadnych wartosci tliay odpowia-
dajacych wartosciom dla X : wezmiemy yviec tylko
dwie pierwsze wartosciy, z ktérychiedne, np +~, wsta-
wiwszy w réwnanie (b) otrzymamy X— 6: liczba wiec
(3 wstawiona za X wdane wyrazenie, nadaniu naj-
wiekszg warto$é = <&

21i. Dwie okolicznosci postuzyty nam do rozwigza-
nia tego zadania. l'ierwsza zeSmy uwazali ilosci X, Y
za zmienne czyli mogace mie¢ nieograniczona liczby
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wartosci, druga zeSmy te wartoSci, oznaczone tiniia-
ini prosterni, odcinali, poczynaigc zawsze od iednegoz
punktu O, na dwoch linilach OX, OY przecinaja-
cych sie pod katem prostym w punkcie O, tak i/, wzig-
wszy na OX pewng dtugos¢ liniyng dla X odcieliSmy
na OX odpowiadajgca warto$¢ dla y wyznaczong za
) _ /ox* + 3x

pomocg réwnania Yy = Yy

Takowy postepowania sposéb nale/.y do analizy
ilowcczesney. Gtownag cechg i podstawg tey analizy
iest zmiennos$¢ ilosci. Z takiegoio powszechnego sta-
nowiska, zaczeto w ostatnych czasach, wedtug mysli
rzuconych przez Lelbnica i Newtona, uwaza¢ nauke
matematyki , przechodzono od rzec/,y nayogolniey-
szych do sczegbétow stopniami drobmeyszyeh, odkry-
wano tym sposobem prawdy nieznane zrazu i nare-
szcie utworzono naypieknieysze teoryie tak czystey
iak przystosowaney matematyki.

Analiza starozytna w daleko $cisleyszych uogélnie-
nia granicach, niz nowoczesna, byta zamknietg, i dla
tego tyle ptodnag wodkrycia i rozgatezienia ile tao-'
statna, by¢ nie mogta.

2 2. l)wie gtdwne czesci: Geometryia analityczna
i rachunek analityczny, ktéry sie dzieli na rézni-
czkowy i integralny, skhadaig czysta matematyke ilo-
§ci zmiennych czyli analize nowoczesna.

23. W analizie dwéch wymiarow wykonywaig sie wy-
kreSlenia za pomocg ukladu dwodch liniy prostych
OX, OY (fig. 13) przecinaiagcych sie pod katem iakim-
kolwiek a naydogodniey prostym; w analizie za$ trzech
wymiaréow wykonywaig sie wykresSlenia za pomocg u-
ktadu trzech liniy OX, OY, OZ (fig. i\) przecina-
jacych sie w iednym punkcie, takze naydogodniey pod
kagtem prostym. W tym ostatnym razie mozna, dla
snadnieyszego poiecia rzeczy, uwazac¢ dwie limie OX,
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OY za horyzontalne, trzeciag za§ OZ za pionowy , ka-
zde za$ po dwie brane za potozone na ptasezyzme ,
tak iz phisczvzna XOY iest horyzontalny, ptasczyzny
zas§ XOZ, YOZ sy pionowe.

24 Za pomoc.) takowego uktadu liniy prostych mo-
zna wyznacz)¢ potozenie punktu uwazanego na pta-
Sezvzuie lu> w przestrzeni. | tak, wyznaczymy po-
tozenie puuktu M (fig. i3) na ptasczyznie XOY za
pomocy dwéch liniy OP, PM z ktérych pierwsza wzie-
ta na ()X nazywa sie odeiglty, druga, réwnoodlegta od
OY, nazywa sie rzedng punktu M. Wyznaczymy po-
tozenie punktu W (fig. i4) danego w przestrzeni za
pomoca trzech limy MP, Po, Pb, z ktérych pierwsza
rownoodleglty iest od OZ druga od OY trzecia od
OX. W kazdym z tych dwéch przypadkoéw, liniie ta-
kie iak OP, PM w im, MP, Pa, Pb w aSIm razie,
za pomoc,3 ktérych wyznaczamy potozenie punktu
odnoszonego do ukiadu liniy nieograniczonych OX,
OY w pierwszym razie, lub OX, OY, OZ w drugim;
nazywaj sie spotrzednemi, lunie za$ nieograniczone
OX, OY, Ilub OX, 0OY, OZ na ktéorych , poczynajac
zawsze od iednegoz puuktu O, odcinaiy sie spoirze-
dne; nazywaiy sie osiami spétrzednych Liniy. Punkt
O w ktérym sie przecinam trzy osi, nazywaé bedzie-
my zaczeciem uktadu osi.

§ ab. Uwazaiyc limie OX, OY za osi (fig. i3) li-
niy spo6trzednych dodatnyeh, bed,] OX', OY' osiami
liniv spotrzednych odiemnych: iako bowiem kierunek
osi OX' iest przeciwny kierunkowi osi OX, tak zna-
ki limy odcietych na OX muszy by¢ przeciwne zna-
kom odcietych na OX. Wzigwszy OY za o0$ rze-
dnych dodatnyeh, bedzie , dla podobney przyczyny ,
OY' osiy rzednych odiemnych. Wiec
spétrzedne punktu M, sy Xx m=+ OP,y = + PM

M, X — — OP,y = -f- Vni
M7, X= + OP, r = — PM
4
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M"™, X — — OP', 7 = — PM™
sp6trzedne punktu P, sa X — + OP,y = o0

P, ,x= —O'P,j — O

Q, X == o0, jr — + 0Q

Q, #— o, [/ — 0Q'

o, X — o, y = 0

Takaz sama okoliczno$¢ zachodzi'ze znakami spél-
rzednych punktu danego w przestrzeni, zwtaszcza (fig.
j4) co sig tyczy osi OX, OY uwazanych za hory-
zontalne. Co sie za$ tyczy osi OZ uwazaney za pio-
nowg wszelkie rzedne, brane wedtug tey osi nad pila-
sczyzng horyzontalng XY, beda dodatnemi, azatem
wszelkie rzedne brane wedtug teyze osi OZ pod pla-
sczyzng horyzontalng XY , bedg odiemnemi. Skoro
zatem %a dane trzy spO6irzedne punktu w przestrzeni
odnoszonego do takowego ukladu trzech osi, bedzie
mozna wyznaczy¢ potozenie tego punktu.

26. Mozna takze wyznaczy¢ dtugos¢ linii prostey
daney na plasczyznie lub w przestrzeni w funkcyi wia-
domych spoétrzednych iey koncow. Itak,, niech X,y
(fig. 13) bedg spotrzednemi punktu C, X y punktu
M, dlugos¢ linii zawartey miedzy temi punktami u-
wazaney na phisezyznie iza przekatng prostokata, be-

dzie i/CS* + MS2

czyli i/QT— 7 '+ — X)*
dtugosé zas linii OC przechodzacey przez zaczecie ,
bedzie

i/Y* + **

27. Aby znalez¢ diugos¢ linii prostcy MM' daney
w przestrzeni, zwazymy naprzod iz te liniig, ktorey
iednego korica M (fig. i4) spétrzedne wiadome sg X,
Y, z, drugiego M' sg X y Zz'; mozna uwaza¢ za
przekatna réwnolegtoscianu prostokatnego wystawio-
nego na trzech krawedziach X — X, y—y z—2z, a
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zatem wediug wiadomego ze Stereometryi twierdzenia
dtugos¢ tey linii bedzie

\/[X—~x/ H-()-—//" + —z'Y
Mozna iescze nastepujgcym sposobem znalez¢ ostatng
formute.(f. r5) Przez liniig dang MM’ poprowadzmy pla-
sczyzne prostopadig do XY i zawarty miedzy dwiema
linilami M'm'=z", Mm'=z prostopadtemi doXY. Siad
nim ptasczyzny MMm'tn na XY, iest wedtug poprze-
dzajacego § — \/(Xx— X'y + iy — yY'. Przez punkt
M' na ptaszczyznie M m poprowadzimy liniig INP ré-
wnoodlegtag od nim, troykat M'PM bedzie prostokatny
przy P, wiec MM' =i/M'P* + MP* aze MP=M/w—
Pm—z— z' wiec
MM'=i/(X—X)T-+ (j — (z— z)*
Gdy dana linia OM przechodzi przez zaczecie spoi-
rzednycli (fig. i/j) warto$¢ tey linii uwazaney za prze-
katng rownolegio$cianu prostokatnego wystawionego

na trzech krawedziach z, ktdre sg spotrzedneini
punktu M, bedzie
I/x*-t-y*~i- z*

28. Ptasczyzna M M m , wedlug ktorey zrzucili-
$my liniiag MM na XY nazywa sie zrzucaigca (plan
projettant), ptasczyzna za$ XY na ktorgsmy zrzucili
owa liniig nazywa sie ptasczyzna rzutdw (plan de
projection)- Liniia nim nazywa sie rzutem (projection)
linii MM, punkt ni rzutem punktu M'. Linia OP
(fig. i3j iest rzutem linii OM , linia Pd rzutem linii
MC na o$ OX.

29. Z tego co sie dotad wytozyto, wniesiemy ze,
gdybysmy mieli dane, czyto przez réwnanie czy przez
proporcyia, powinowactwospoélrzednych limy punktow
uwazanych i° na plasqzyznie i° w przestrzeni; mogli-
bysmy, nadaigc w pierwszym razie roézne wartosci dla
iedney ze spétrzedcych a wyznaczane drugg za pomo-
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ogt danpgo powinowactwa, lul> nadnigc w drugim ra-
zie rézne wartosci <lladwoch spoétrzednych a wyzna-
czane trzecia za pomoca danego powinowactwa; mo-
glibySmy, moéwie, wyznaczy¢ cigg nieprzerwany tych
punktéw ktérych mieyscem geometrvcznetn bytaby w
pierwszym razie albo linua prosta albo krzywa, wdru-
gim za$ powierzchnia. Ztych wzgledéw podzielony
iest. obecny traktat Geomelryi analityczney na trzy
nastepuigce czes$ci: pierwsza o linii pierwszego
rzedu czyli olinii prostev, dtuga o liniiach
drugiego rzedu, trzecia o powierzchniach dru-
giego rzedu.
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CZESC PIERWSZA

O LINII PIERWSZEGO RZEDU CZYLI O LINII PROSTEY.

ROZDZIAL PIERWSZY

O linii prostej uwazanej na /rfasczyznie.

% 30. Niech bedzie réwnanie pierwszego stopnia
Ajr+Bx=C~o0 (i)
z dwiema niewyznaezonemi ilosciami y , X+ Hadaigc
dla X rozne wartosci a wyznaczajgc Y za pomocg da-
nego réwnania w ktérem A, B, C oznaczaja ilosci sta-
te wiadome; daley, wartosci dla X uwazane za liniie
proste odcinajagc na osi OX y(fig, 16) wartosci za$
znalezione dla y odcinaigc na osi OY i przez pun-
kta a, b, c... dye,J'.. . tym sposobem wyznaczone po-

prowadziwszy liniie ag, bh, ci..,, dg, eh,Ji,... ré-
wnoodlegte wzglednie od osi OY, OX do przeciecia
spélnego w punktach g, h, i ; znalez¢ iaka liniia be-
dzie mieyscem geometrycznem punktéw g, h, i tym

sposobem wyznaczonych.
Aby to zadanie rozwigza¢ wywiedzmy z réwnania
(1) wartos¢ dla y, ktoéra iest
B C

X ~~X

B C
czyli, naznaczywszy — —=at——~ ~ Db}

y — ax-\b.
1
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Naznaczmy dopiero X=0, skad wypadnie y=Db i te
ilos¢ statg b odetniymy na OY od O do k. Popro-
wadziwszy przez punkt K liniig ku réwnoodlegty od
OX i nadawszy ostatneinu réwnaniu postaé

widzimy iz stosunki kl: Ig, km: itih, kn: ni sg réwne
kazdy w sczegojnosci ilosci statey a, a tem samem ro-
wne miedzy soba, skad wniesiemy ze troykaty Kklg,
W , kni... s3 podobne, a zatem ze punkta k, g, h, i
sg w linii prostey. RoOwnanie wiec
y=ax+ b,

za pomocg ktérego wyznaczyliSmy punkta k, g, h, iest
réwnaniem linii prostey.

31 Gdyby punkt A byt zaczeciem osi spétrzednycli,
ilo§¢ b bytaby = o, liniia Ki przechodzitaby przez
zaczecie spotrzednycli a iey rownanie bytoby )-=ax.

32. Aby wyznaczyé ilo$é statg a wchodzacg wro-
wnanie linii prostey, utozymy za pomocg ktdéregokol-
wiek troykata np, klg proporcyia

kl: 1g— i:styczmgkl, czyli x.y— i: stycz. gkl.

skad stjcz.gkl = —, aze wedtug poprzedzaja-

cego § iest a —

P+ gl

wiec a = stycz-gkl
to iest, ilo$¢ a oznacza styczng trygonometryczng ka-
ta ktory liniia dana przez réwnanie czyni z osig OX.
33. Sposéb geometryczny znalezienia réwnania li-
nii prostey przechodzacey przez zaczecie osi., iest na-
stepujacy.
Wszelkie punkta linii prostey OM (fig 13) odnoszone
do dwoch osi spotrzednycli maig te wiasnosé iz stosu-
nek spéirzednycli kazdego punktu tey linii, réwny iest
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stosunkowi ktdéregokolwiek innego punktu, to iest, ma
sie
OP: PM=0P": PM'=0< dC

aze warto$¢ ktoregokolwiek z tych stosunkow iest

= i: stycz. MOP czyli, dla skrécenia, = j:a
tak iz X:1j = i:a,
wiec y=ax
iest réGwnaniem linii prostey przechodzacey przez za-
czecie osi. Gdyby kat MOP byt — 50° styczna iego
bytaby lednoscig rownanie linii OM iest wtym razie

y=2zX.
Réwnanie linii OiN iest takze
j —ax,

lecz styczna a kata ni0 X iest w tym razie odiemna,
odcieta X punktu ktoregokolwiek tey linii iest takze
odiemng, a zatem iloczyn ax iest dodatny.
Réwnanie linii OM" iest
jr— —axx
w tym razie, a oznacza styczng kata M'OX' doda-
tna, X odcieta odiemng , wiec iloczyn ax iest odie-
mny.
Rownanie linii O M "iest
j = ~ax,
w tym razie a oznacza styczng kata M'OX odiemng, X
odcietg dodatng, wiec iloczyn aXx iest odiemny.

34- W kazdym z czterech ostatnych przypadkow
powiekszywszy ax iloscig statg b otrzymamy réwnanie
(fig- 17)* R

y=ax+b liniy AR i AR

y=—ax—b liniy AR" iA'B"
W ogo6lnosci réwnanie linii prostey , nie zwa/.aigc na
znaki iest y=ax-\-b.

35. Dotad odnosiliSmy liniig prostg do uktadu osi
spoOtrzednych prostokatnych, i w tein zalozeniu wy-
znaczyliSmy warto$¢ dla a. Tez samg postaé zacho-
wa rownanie ogo6lne linii prostey odnoszoney do ukita-
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chi osi spdétrzednych nieprostokatnych , wartos$¢ zas.
ilosci a znaydzieiny w tym razie nastepuigcym sposo-
bem.

Nazwiymy 6 k.jt osi YOX, a kat MOP, skad MOY
=£ — a i utézmy proporcyig (fig. iB)

OF: FM czyli x:y— wsl(&— a): wsta..
Otrzymamy rownanie linii prostey OM
wsi+J.
I = wsto—=a)f X

ktoremu nadawszy posta¢ prostszag Y~aXx, widzimy

1z
wstv.

wst{& — a)
taka iest w tym razie wartos¢, ktérg mieliSmy znalezg,
ilosci a.

liozumuigc iak w § a3 przekonamy sie iz réwna-

a

nie
wsta.
linii OM lub OM'iesty = R * X
! ! esty Wst{& )
Wsio. .
oM™ . OM" . S, W _
J WSt(g—a
36. Rownanie za$ linii nie przecliodzacey przez za-

czecie spotrzednych nieprostokatnych (fig. 19) podo-
bnie iak w § 3/|, w sczegdlnosci zas

- : wsta. T

linii AM 1 AM' |est,¥ — ““t_{g-""3~'X+0
W 'S ————K

: WsloC ,

A'M iAM" . 3/— ————————— 2 vX—D
wsi(b — a)

3/~ Odnoszac wiec do jakiegokolwiek uktadu osi
spo6trzednych liniig prosta, iey ogdélne réwnanie bedzie
w kazdym razie
Aj>-+B~r+C=o0
w ktore nie wchodzg ani iloczyny ani potegi ilosci
zmiennych X, Y. Z tego wzgledu wszelkie réwnanie
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ktéore mozna przywie$¢ do tey postaci, hazywa sie w
rachunku analitycznym rownaniem liniynem (i).

38. Wyznaczymy potozenie linii prostey na pta-
sczyznie za pomocy rownania Y = ax-\-b gdy dane
M g wartosci dla ilosci a, b, wchodzacych w to ro-
wnanie, lub warunki na ich wyznaczenie. Stosownie
do tych przypadkow, i uzywaiac uktadu osi prosto-
katnych iako naydogodnieyszego, zatrudnimy sie na-
stepuigcemi zadaniami.

39. Zadanie. Znalezé rownanie linii prostey prze-
cbodzacey przez dwa punkta ktorych spéirzedne sg
dane.

Oznaczmy przez X", y” i przez x\ Y spofrzedne
wiadome dwdch punktéw linii, ktérey rownanie ogél-
ne iest

y=ax-\-b (1)
Poniewaz liniig przechodzi¢ ma przez punkt pier-
wszy (X", Y") (2)« w'c iey réwmanie sprawdzi sie
gdy w nie wstawimy X" za X, i /' zay, i zamieni
sie na
y"'—ax"+b (2).
taz sama okolicznos$¢ zachodzi wzgledem punktu dru«»
giego (X' y), wiec
y'=ax'+b. (3)
Odciaggnagwszy stronami to réwnanie od poprzedzaja-
cego, bedzie
n "w v j—
y'— Y— a(Xx"— x") skad a= o
Mamy tedy warto$¢ dla a ktorg wstawi¢ trzeba w ro-
wnanie (1), czyli mamy wiadome potozenie linii :

Yy — Y, .
' co

(i) To nazwanie nie iest naystosownieysze, bo w analizie
*He tylko prosta lecz i wszelka krzywa foremna liniig ozna-
ka sie réwnaniem.

[= Wyrazenie punlt (,r*, y”) oznacza toz samo co punkt
ktorego dwie 6pélrzednc X" i y'\

5
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ze za$ trzeba iescze z tegoz réwnania wyrugowac Z
odciggniemy stronami réwnanie (i) od row: (2), skad
wypadnie y"—y=a(x"— x) czyli

S -r = (N—1):
takie iest rdéwnanie linii przechodzacey przez dwa
punkta.

Rozbierzmy teraz warto$¢ styczney kata pod iakim
liniia dana przecina 0§ OX, to iest, wartos¢

1° Wzigwszy w tey wartoéci y"=zy', wypadnie
a— 0. Pierwsze z tych ostatnych réwnan oznacza iz
liniia dana iest réwnoodlegta od osi OX, drugie iz
sie z nig nigdy nie przetnie.

20 Wzigwszy X" = X' wypadnie a = ' pierwsze
z tych réwnan oznacza iz liniia dana réwnoodlegtg
iest od osi OY, drugie iz iest prostopadtg do osi OX.
3° Wzigwszy y"=y\ x"=x', wypadnie a= ~co zna-
czy iz liniia przechodzi przez ieden tylko punkt i ze
mie¢ moze niezliczone potozenia wzgledem osi OX.

Mozna iescze sposobem geometrycznym znalezé ro-
wnanie linii prostey przechodzgcey przez ieden punkt
lub dwa punkta (fig. 20).

i° Aby znalez¢ réwnanie liniii AB przechodzacey
przez punkt A ktérego spotrzedne sa OC=x', AC=Yy,
obierzmy na tey linii punkt M i oznaczmy iego spot-
rzedne OE, EM przez X, Yy, przez a styczng kata
BAG ktéry AB czyni z osig OX. W troykacie AFM
mamy

AF:FM= 1l:a, czylix —x': / —y =1i;a,
skad
y—y ==ct(x — x)

réwnanie linii przechodzgcey przez punkt dany.

*A
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a° Oznaczmy przez X" y" spoéirzedne wiadomo
punktu innego B linii AB. W trdjkacie AGB ma-
n»y proporcyig
AG: GB = i:aczylix"—'xX:y"—y — i:a,
sM, a=4 , = 4

X'— X
Wstawiwszy te warto$¢ w rownanie poprzedzaigce-
go przypadku , wypadnie rownanie linii przechodza-
cy przez dwa punkta
o — r )

r—r = — _i~ (*— X)

4o. Zadanie. Znalezé warunek rownoodlegtosci
dwoch liniy.

Niech bedzie réwnanie linii
iedney y=ax-\-b
drugiey y=a'x+b’
aby te dwie liniie byly réwnoodlegte, muszg czyni¢
ieden/.e kat z osig QX czyli musi by¢ a=a\ przez
co réwnanie rownoodlegtey zamieni sie na

y=ax+b’'

4i- Zadanie. Znalez¢ kat dwoch liniy ktérych rowna-
nia a w sczeg6lnosci styczne trygonometryczne katéw,
pod iakiemi sie przecinaig zosig OX sg dane (fig. 21).

Niech bedg AB, AC dwie dane liniie przecinaigce
sig¢ w punkcie A: niech y, X, oznaczaig spotrzedne
lego punktu spdélnego obudwom liniiom, a ich réwna-
n'< y=ax-+-b, y—alx-\-b"..
Nazwiyiny a kat BA# ktéry AB czyni zosig OX, a
kat CA# ktéry AC czyni z taz osig: kat szukany BAC
bedzie a— a. Jest za$ podtug wiadomey formuty

stycz. a— stycz a i >
stycz (a— a) =: ; ,
Y 1 -f- stycz « stycz a
Czyli nazwawszy V kata — «', i wstawiwszy a' za

si/cz a, a za stycz a,
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| a—a

SJ’CZ V — f-aa

jo Gdyby te dwie liniie byty rownoodlegte , bytaby
styczV = o, azatem d =ma iest warunkiem ro-

wnoodlegtosci dwdch liniy.
2° Gdyby sie przecinaly pod katem prostym, bytaby
styczY = ~, wiec i + ad = o0 iest warunkiem aby
dwie liniie byly do siebie prostopadte. Jesli iedna z
dwdch ilosci a, d, na przyktad pierwsza iest wiadoma,
znajdziemy druga

a’' I

a

Odiemna warto$¢ styczney a oznacza iz gdy iedna z
liniy przecinajacych sie pod katem prostym czyni z
osig OX Kkat ostry, druga czyni Kkat roztwarty.
3° Znalaztszy styczng kata V znaydziemy iego wsta-
we i dostawe. Jest bowiem

a)dasY sieczy i/(i+st) cz*V)
A (i -i-aa)’
i A-ad
I/](i + ttay + (a'—ay]
aze (i+tady+(a'— a)*= i+az-f-a*+ a*d%
(i+a1) (i
i+ad

Ti«® oV (l +
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Mo/,na i geometrycznie znalez¢ warunek aby dwie
liniie przecinaty sie pod katem prostym CAB. (fig. aa.)
Niecli bedzie y—a'x+b roéwnanie linii AB,

y=ax + b . AC
a’iest=j//-czABX, a=slyczkCft: azcstyczhMX.= —

styczkV,C czyli = — dostyACB = -

1 , 1

a "VINe Q a
da. Zadanie. Wyznaczy¢ punkt spélnego przecig-
ta dwéch liniy ktérych dane sg réwnania
y=ax+ b, y= ax + Db
czyli w ktdrych ilosci a, b, a', b sg wiadome.
Poniewaz punkt przeciecia ma sie znaydowaé na
kazdey linii, wiec spéirzedne X,y , tego punktu

sprawdzg dwa ostatne réwnania, i znaydziemy spo6t-
rzedne punkta przeciecia
b'— Db ab'— ab
X ~ mm————— J— —_— ——————— -
a—a J a—a

43. Zadanie. Spusci¢, od punklu danego na pta-
sczyznie, prostopadia na limig prosta, i znalez¢ war-
tos¢ czesSci prostopadiey zawartg miedzy punktem
danym i hniia.

Wiech bedzie rownanie linii daney CD (fig. a3.)

y — ax + b (1)
niech bedg X, Yy spo6irzedne punktu danego okoto
tey linii, réwnanie prostopadiey, maigcey sie prze-
cia¢ z dang w pewnym punkcie, bedzie
y= ax+ b
maigcey za$ przechodzi¢ przez punkt dany, bedzie
y = ax'+ b
Odciggnawszy stronami to ostatne od poprzedzaigcego,
Opadnie réwnanie prostopadiey
y—y=zd —X) (@
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ktére wyraza te dwie okolicznos$ci, ze prostopadta prze-
chodzi przez punkt dany i ze przecina liniig dang: aby
za$ byta prostopadia do daney, ktérey roéwnanie iest

(i) musi byé (41) d ~ — -——O:-J wiec nareszcie ro-
wnanie szukane prostopadiey
iest jr—f = — x— x) O

Spo6frzedne punktu przeciecia linii daney z prosto-
padta, oznaczywszy przez x"7y", rownania (i) i (3)
przeyda w tym razie na

f — ax’+ b, f — /7 = — — (xX"— x)

Aby z tych ostatnych réwnan wyprowadzi¢ wartos¢
dla x", y", daymy pierwszemu posta¢ taka
y'—y = a(X"—x) + ax'+ b—ey
i rozwigzmy ie z drugiem wzgledem x"— X iy"— y',

znaydziemy

+b~y) axA-b—y

i tax Y Y- I+az
Nazwawszy D cze$¢ prostopadtey zawartg miedzy
punktem danym i iev przecieciem =z liniig danag,

hedzie

D=+ y'(X"— xp*-\-(y"—y’)z
czyli, wstawiwszy wartosci za/— X, y'— VY,

D -t ?_2(___':9:_']_
/(i +fl1)

Aby wiedzie¢ w-iakim razie wezmie sie ieden z dwdch
znakéw wartosci D, uwazymy naprzod, iz
o] P= x\ PM=y, PN= ax'-i-b
iezeli wiec PM > PN, to iest y ax'+ b; dany
punkt M z ktérego mieliSmy spusci¢ prostopadtg na
CD, hedzie miedzy liniig i osig OY, wiec ax'+b—y'’
iest wjtym razie iloscig odiemng, a tcm samem trze-
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ba wzig¢ znak — dla wartosci D czyli MK, aby ta
byta bezwzglednie dodatng, w tym wiec razie iest
ax+b—-/
MK=— ~xuyr —a}

Jesli przeciwnie punkt M' z ktérego spusci¢ marny
prostopadiag na CD, iest dany miedzy liniigi osig OX;
bedzie

PM'<sPN czyli/ < ax+b
wiec aX + b—y iestilo$cig dodatna, atem samem trze-

ba wzigé¢ znak + dla wartosci D czyli M'K', i wtym
razie
ax'+b—r
M K'= +
I/(i+a )
44.  Przystosuiemy formuty i rzecz § 43. do na-

stepujgcego przyktadu.

Znalez¢ wyrazenie summy prostopadtych spusczo-
nych od punktu C wzietego ws$rod obwodu na trzy
boki troykata OAB. (fig. 240

Aby to zagadnienie, ile mo/.na naydogodniey roz-
wigzaé, daymy podstawie OB troykata, ktdrg nazwie-
my b, potozenie na osi OX a iey koniec O weZimy

zaczecie osi.

Niech bedzie boku OA, przechodzgcego przez za-
czecie, rownanie

y — ax,
rownanie za$ boku AB,
y = ax + b.

Aby znalezé warto$é ilosci b\ uwazam iz liniia
AB przechodzi przez punkt B ktdrego spoéirzedne s$
X =zb,y = 0, ze zatem iey réwnanie zamieni sie
'v tym razie nao= ab 4- b'skad b'= — ab\ te war-
tos¢ b' wstawiwszy w réwnanie linii AB, wypadnie

y=ax-— b)
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i° Warto$¢ czesci CF prostopadiey spusczoney
z punktu C na bok OA ktdérego réwnanie jr — ax,
bedzie (podiug 43), nazwawszy X y spotrzedne pun-
ktu C ;

CF_ # -t 1—

Aby wiedzieé ktgry z dwoch znakoéw stuzy tey war-
tosci , uwazam ze, gdy w réwnanie y = ax linii OA
wstawie X za X, bede miat y — DN = ax\ aze CD
czyli jy'<”DN czyli y'<”ax\ wiec ax'—y iest iloscig
dodatng , a przeto w powyzszey wartosci CF trzeba
wzigé znak -+-, i

ax'— Vv
CF= + (,+«e)

X Wartos$¢ czesci Cli prostopaditey spusczoney
od punktu C na bok AB ktérego réwnaniey=a{x — b)
iest

I /(. +«m)

Aby wiedzie¢ ktory z dwoch znakéw stuzy tey war-
tosci uwazam ze, gdy w réwnanie linii AB wstawie
X' za X, warto$¢ wypadajagca dlay bedzie DIN' =
a'(x— b): a/,e DC< DN'czylij ' < al{x— b), wiec licznik
wartosci CE iest dodatny, przeto

a'(x— b)—y

CE= + -W T 2?2t
Postrzegtszy iz OB OD czyli b ~>x', ze zatem
X'— b iest ilosciag odiemng, moznaby wnie$¢ iz li-

cznik a'[x'— b)—y’ iest odiemny: lecz z drugiey stro-
ny postrzezemy iz d iako styczna kata roztwartego
iest odiemng; a wiec iloczyn d{x— b) iest dodatny.
3° Warto$¢ nareszcie prostopadiey CD spuszczo-
ncy od C na bok trzeci OB iest
CD = X
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Dodawszy trzy znalezione wartosci prostopadtych,
Wypadnie
ax'—y al(x—b)—y

cd+ cf+ ce—y+ -~TN + VvV (.+ "

Gdyby troykat byt réwnoboczny mielibySmy a'—
— a, iw tym razie

ab—iY
CD+CF+CE=y+

Ze ta warto$¢ iest iloscig stata bez wzgledu na
potozenie punktu G i réwng wysokosci trdoykata ,
dowiedziemy nastepujgcym sposobem.

Prostopadta AP spusczona od wierzchotka A na
podstawe troykata dzieli te podstawe na dwie réwne

b
czesci, odcieta punktu A iest wiec X == —p wsta-
wiwszy te warto$¢ X w rownanie y — ax linii OA,
ab
otrzymamy warto$¢ wysokosci AP = 1le
br a*b*
aze — OA*= OP* + PA*= -y + —
. I .
skad i= — 4- —~ czyli 4=1+a*
4 4
nareszcie a = /3
) bv'3. | N
Wiec AP = —7— (i)

Wstawiwszy znaleziong warto$¢ a w ostatne wy-
razenie summy prostopadtych , wypadnie

CD+-CF+ CE = - (2\),

a zatem wedtug réwnan (1) i (1), iest
CD+CF+CE= AP
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to iest: w tréykacie rébwnobocznym spusciwszy, od pun-
ktu wewnatrz troykata od upodobania wzietego, pro-
stopadte na trzy boki troykata, summa tych prosto-
padtych iest iloscig stalg i rowng wysokos$ci trdykata.

45, Zadanie. Maiac dane boki réownoodlegte (fig.
25) AC, BD trapezu ABDC i stosunek odcinkéw
AE, EB boku AB zrobionych przez linila EF ré6-
wnoodlegtg od dwéch danych bokow, znalezé wy-
razenie analityczne linii EF.

Niech bedzie AC= b, BD = Db, a stosunek od-
cinkow AE i EB = m:m', nazwiymy X liniig szu-
kang EF, przez punkt E pociggniymy liniig GH ro6-
wnoodlegta od DC do zeysScia sie z przedtuzong AG
w punkcie G i utézmy proporcyig
AE :EB — AG :BH czyli m: m= x—b :U—x,

mb + mb'
X m+ iri '~
. b+b'
gdy ni=. m\ bedzie x — ——
wypadek wiadomy z zasad Geometryi:
P b+ib’
gdy m = 2 irl, bedzie x g— -

Wystawmy sobie ze liniig AB obraca sie okoto
punktu A i dazy do wziecia potozenia linii AG;
czyli, co na iedno wychodzi, ze kat BAC staie sie
coraz roztwartszym. W tym razie punkta F i D zbli-
za¢ sie bedg do C, a gdy AB wezmie potozenie li-
nii AG, linile FE, DB wezmga potozenie liniy CE,
CB, (fig. 26.) i wedtug formuty (A) mie¢ bedzie-
my roéwnanie
nh.CA + m. CB

m+ m
czyli naznaczywszy CE = x, CA = b, CB= B

CE =




uwazanej ha plasczyznie. /|3

wypadek w ktérym stosunek m: m iest= AE : EB

i° Wedtug formuty (A.) bedzie mozna znalezié
spo6trzedne punktu N (fig. 27.) w ktorym liniia MM’
podzielona iest na dwa odcinki w stosunku danym
m : rri a ktérey koncéw rzedne sagy iy f odciete
X', X

Tu bowiem rzedna NQ punktu N odpowiada linii
EF na fig. 25, MP odpowiada AG, M P' odpowiada
BD, nareszcie MM' odpowiada AB wiec

ir. MP+m,M'P"'

N Q= m+ m )
_ rny' + my'
CZ}le Y — e
a° Aby znalez¢ odciet.-j OQ tegoz punktu N , uzyie-
my formuty (B). Tu mamy naprzéd PQ: QP' — rn:m,

Wiec podobnie iak laJig. 26, iest
m'. OP + vi. OP'

(6] = :
Q m+ m
. m'x -+ mx"
CZY||I =T —— f—
m+ m

Gdy m-m' to iest gdy punkt N iest w $rodku linii
MM', spo6trzedne Srodka tey linii beda
r _y_-+-___r__ x. X'*X

to iest, rzedna S$rodka linii rowng iest potowie sum-
my rzednych, a odcieta tegoz punktu réwna iest po-
towie summy odcietych, dwdéch koncow leyze linii.

46. Za pomocg formut § N5. dowiedziemy naste-
puigce twierdzenia :
10 Trzy liniie , prowadzone od wierzcholkow troyka-
ta do S$rodkow bokow przeciwnych , przecinajg sie
mty-iednym/.e punkcie.

Niech bedzie OMP tréykat dany, (fig. 28) wezmy
leden z-iego wierzcholkow O za zaczecie spdélrzednych,
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a 0§ 0X naboku OP: oznaczywszy przez X" odcie-
ta punktu P, przez X y spOirzedne punktu M; spot-
rzedne S$rodkow trzech bokow beda

punktu B
X
D.. o —
2
C
réownanie ‘wiec’linii ‘'OC iest y = ~30-->-/---C—O— X (39)
. BP Ly = -x7_—"i_3<__ X— X"
MD 2y i X'\
Yy~ = 3/

Aby znalez¢ odcietg punktu przeciecia spélnego dwdéch
pierwszych liniy OC, BP wyruguiemy Yy z-ich dwoch
réwnan, i znaydziemy

X + X" r
X — - Nemeee , skad y = ~ .

Znaydziemy tez same wartosci spolrzednych punktu
przecigcia spélnego liniy OC, MD, wyrugowawszy Yy
zréwnania jS° i 3s°, skad wniesiemy ze trzyliniie
OC, BP, MD przecinaig sie w-iednymze punkcie A

t r X'+ x" y
ktérego spétrzedne sa X =.— ~— | y=-~-. azeodcie-
X'+ X"
ta punktu C iest------------ , wiec odcieta punktu A
iest = 4 odcietey podwdyney punktu C, czyli od-

cietey punktu C, wiec punkt A znayduie sie na linii
OC poczynaigc od punktu O, lub naj teyze linii
poczynaigc od C.
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2° Wyprowadziwszy ze $rodkow bokow tréykata pro-
stopadte, te sie przetng w-iednymze punkcie A. (fig.
29 L . .

Dawszy potozenie troykagtowi i oznaczywszy spot-
rz?dne iego wierzchotkéw iak w poprzedzajacym ra-
zie, bedziemy mieli réwnanie linii OM przechodzacey
przez punkt O, ktoérego spétrzedne s y— o, X— 0,
i przez punkt M ktérego spoétrzedne sg ,X,j,

oM, j — e X
\'(/
podobnie linii MP, y = —r=;(#—#") 1(-)
. . . .0P y= o0

réwnanie wiec linii AB przechodzacey przez punkt
B ktérego spotrzedne podaliSmy w poprzedzajagcym przy-
padku i prostopadiey do OM, bedzie (43)

Yy x | X'
AB — — = —-AX
Y a yA\ 2
) - - y XII XI& XI+XII\
podobnie linii AC, r — 5T = ----)—/—, \X -------- 5 ————}
X"
AD, . X =m—
2

Wstawiwszy te warto$¢ X w réwnania liniy AB, AC ,
otrzymamy rzedne punktéw w ktérych dwie liniie
AH, AC przecinaig sie z liniig AD, aze w tym razie
kazde z dwdch powyzszych réwnan daie iednez war-
tos¢
J XX"— X*

y~- 2 ay
Uniesiemy Ze liniie AB, AC przecinaig sie z liniia. AD
W-iednymze punkcie ktérego spotrzedne sg

y xx — % x

2 2
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3° Spusciwszy od wierzchotkéw na boki tréykata, pro-
stopadte, te sie przetng w-iednymze punkcie.

Réwnania bowiem tych prostopadtych spusezonych
na liniie OM, MP, OP dane przez trzy powyzsze ro-
wnania (A) (fig. 28) sg (43)

>
-
e

x m=_ X
aze, wstawiwszy warto$¢ x wzieta z ostatnego roé-
wnania we dwa poprzedzaigce, otrzymamy tez same
wartosci dla y; wiec trzy prostopadte spusczone od
wierzchotkéw trdykata na boki przeciwne, przecina-
ja sie w-iednymze punkcie ktérego spoirzedne sg

4° Trzy punkta, wyznaczone w trzech poprzedza-
jacych przypadkach, znayduig sie na iedneyze linii
prostey.

Poprowadziwszy bowiem liniig prostg przez punkt
w pierwszym przypadku wyznaczony, ktérego spot-
rzedne sg

J X + oc
TT'® 1 3
i przez punkt w 2SIm wyznaczony ktérego spotrze-

dne sa
y X§<O— a?>’9.x

VA
2 ny 2
styczna kata ktory ta liniig uczyni z osig OX, bedzie

(a9)



uwalanej naptasczyznie. 47

y 'y &

X+x"_ x' 02 kil J(X"— 2.X)
3 2

Gdy znowu poprowadzimy liniig przez punkta pier-
wszego i trzeciego przypadku, znaydziemy takiez sa-
tto wyrazenie styczney kata ktory ta liniia uczyni z
°sig OX: skad wniesiemy Zze trzy punkta wyznaczo-
ne wtrzech sczegoélnych przypadkach, znayduig sie
na iedneyze linii prostey.

y*— P>X(XE X") .

47, Zadanie. Dane maigc spoétrzedne wierzchot-

kow troykata, znalez¢ iego powierzchnig, (fig. 30).
Wezmy wierzchotek troykata za zaczecie osi spoétrze-
dnych; i spusémy z tego punktu prostopadtg na pod-
stawe CB tréykata: powierzchnia szukana iest

OD x BC

2
Aby znalez¢ warto$ci analityczne Iliniy OD i BC ,
oznaczmy przez X ,Y spOirzedne punktu B, przez X
spo6trzedne punktu C; réwnanie linii BC przecho-
dzacey przez te dwa punkta iest (3g)
3 y _y 3 1S
r—y v ru x~x)
Cz)li, dodawszy y' po obudwdch stronach i przywiédt-
b do naykroétszego wyrazenia,
y y g X r Y "t
t — X —
y ~ .t Y o4 X7 Y
X --=-X X ----X
Poréwnawszy to réwnanie z rownaniem ogd6lnem linii
Prostey y = ax + 0, i uwazywszy iz dtugosé prosto-
Padtey spusczoney na te liniig od punktu zaczecia

kj' , ) £
torego spo6trzedne sa x=0,y =o0, iest— + — Fa”"

(N)j znaydziemy diugos$¢ prostopadiey OD gdy wsta-
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y k U f
wimy w to ostatne wyrazenie,-----—- —-——- - za b7
i >
~X¥T,—:——¥7— za a, 1 wypadnie

(n_

yX —yX

oD — ..
V({XI_XIy + IJII _ yIY/\

mamy daley

BC=z ¥ ((x'—x)z+ fy —y )*)
wiec powierzchnia trdoykata OBC iest
OD. BC y'x'— fx
1 1
Gdybysmy byli dali potozenie troykatowi takie , aby
punkt C znaydowat sie na osi OX, bytloby r'— o0 a

powierzchnia troykata wypadtaby --------

DODATEK DO ROZDZIALU POPRZEDZAJACEGO

O przemianie ukladu osi spétrzednych, dwaoct
wymiarow.

48. Rozwiagzalismy zadania rozdziatu poprzedzaig-
cego odnoszac punkta i liniig prostg do uktadu pro-
stokagtnego spotrzednych , iako naydogodnieyszego.
Lecz w dalszey analizie, iakoto w teoryi liniy i po-
wierzchni krzywych, zachodzi nieiedno zadanie kto-
rego rozwigzanie wymaga innego niz prostokatny u-
ktadu i innego, niz byto z razu, zaczecia osi. W takiin
razie trzeba mie¢ wartosci spétrzednych pierwiastko-
wych wJunkcyi spo6trzed/iych branych w nowym
uktadzie. Zatrudnimy sie rozwiazaniem tego za-
dania.
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N9, Z uktadu YOX (fig. 3i) przejdziemy do inne-
go, ktorego osi s} rownoodlegte o:l pierwiastkowych
OX, OY a tylko inne mai$ zaczecie, nastepui;joyna
sposobem.

0, iest zaczeciem pierwiastkowego uktadu w ktérym
brane spdhv.ediie oznaczymy przezx,y\ O, 0" O",
O"", s§ zaczecia nowych uktadéw: z tych wktérym-
kolwiek brane spo6trzed ne oznaczymy przeze, ~.-Na-
znaczmy odlegtosci nowych zacze6 od pierwiastko-
wego, 6ti=rt, Ob~—a, OC—b Oc— — b- Obie-
rzmy punkt M i znaydZzmy iego spolrzedne Of', PM
w funkcyi spotrzednycli innego uktadu.

10 W uktadzie ktorego zaczecie O, iest
OP— OB+BP czyli x— Ci-\-X'

PM=P/>-+-/?M . . J=Db+f
2° W uktadzie ktérego zaczecie O, iest
OP=—0c+0'/)’ =.—a+x’

P\I=—p'V+p'M. . y=—DbA]j
3° W uktadzie ktérego zaczecie O", iest

OP=A=—0 C+0 "p . x— —aA-x,

PM— Ip + pM . X= b+y
4° W uktadzie ktérego zaczecie O ", lest

OP= Q"e+0"p .x—a+x'

PM=—-pP+pM. . y=—bA-y
formuty te oznaczaj ze, aby przeysc z lednego u-
kladu spotrzednycli do innego rownoodlegtego, trze-
ba powiekszy¢ lub zmmeyszyé nowe spdlrzedne ilo-
$ciami wzglednemi a, b wijrazai.jcemi spolrzedne ie-
diicgo z nowych zacze¢ odnoszone do pierwiastkowe-
go, a wypadki bed$wartosciami dawnych spéirzednych
w funkcyi nowych. Widzimy nadto, iz ilosci a, by
S1 dodatne, odiemne Ilub mieszane weditug tego czy
ftowe zaczecie wziete iest w kacie osi pierwiastkowych
dodatnych, odiemnychlub mieszanych.

Przeydziemy z uktadu YOX do innego Y'OX',

7
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maigcego spoélne z pierwszem zaczecie O lecz inny
kierunek osi, nastepujagcym sposobem, (fig. 3a).
Naznaczmy spoétrzedne punktu M wziete w pier-
wszym uktadzie, PM =/, spotrzedne tegoz
punktu wziete w nowym, OP=.r' PM— ?". Popro-
wadziwszy przez punkt I* liniie P'Q, P'N réwnoo-
dlegte wzglednie od osi OX, 0O\, bedzie
i° PM czyli j=M Q + NP, OP czylia— PQ+ON.
Naznaczmy kat YOX=S, XOX=a, YOX =:a. W
troykacie MP'Q , na znalezienie MQ , utozymy pro-
porcyia
MP:MQ — wvfMQP': wsi MP'Q, czyli
Ne':MQz=ws&i wsid

Y.wsi a'
skad MQ = — — ¢
Znaydziemy tymze sposobem w tréykacie OP'N
X WaL
MF = - Wt~

"Wtréykacie MP'Q utozymy proporcyiag
MP': FQ=mv/MQP’ wsiM (==wslYOY")

czyli y: PQ— wsl& : wsl(E— )
i Y.WSIfS---x)
skad N
Znaydziemy tymze sposobem w troykacie OP'N
x".wsIfS— a)
ON =g

martosci wiec dla y, X s3
y'.wstd+x'.wsla

* = wsie — fA),
y.wsl[6— a.")+X.wst(§— a)

WSIE
a to gdy osi kazdego ze dwéch ukitadéw spdélne ma*
i3 zaczecie, i przecinaia sie pod katem nieprostym,
iak YOX, Y'OX' (fig. 3a).

X —
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a3 Gdy kat g=ioo°, lo iest gdy ukiad pierwiastkowy
os* iest prostokatny, nowy za$ iest nieproslokatny, be-
dzie
WWgrr i ,wst(6— a)=(f-stY OY — wst{i000— al)— dwsa!
Wsi($—a.)=:u'st YOK'=n\y" loo—a) = dwsa.
1 formuty (\j zamienig sie na
jr=zjr'.wstai-t-.x.wsta”™ x — y".dwsoL+x".dwsa..
takie sg wartosci spoOirzednych dawnych prostoka-
tnych w funkcyi spétrzednych nowych meprostoka-
tnyoh, gdy obadwa uktady spélne inaig zaczecie.
3° Gdy kat Y'QX' iest prostym , kat g iakimkolwiek
kyle nieprostym, bedzie a— a=:i00°, a=ioo+a
"Mec wslix=wst{iooD+ d)— dwsa.
wsl(g— a',— (tsl(g— ioo° — a)
=WSt — Jioco° — (g— a-d= — dWS(g— a)
1 formuty (A) zamienig sie na
y.dwsct + Xx'.\vslu.
~ WSt&
— y.du's{g — 'st(%— a)
X ~ Wi i
takie sg wartosci spdtrzednych dawnych nieprostoka-
tnych w funkcyi spo6trzednych nowych prostokatnych,
8dy obadwa uktady maig sp6lne zaczecie.
4° Gdy kat YOX==Y OX' czyli g=a — a

skad g— — a bedzie
y.wsta' + X".WSIx
n Wstg
— ywrl(g— a> + x'wst(g— a)
an— - ; .
t ' ' WSIZ

akie sg wartosci sp6trzednych dawnych nieprostoka-
n)ch w funkcyi spéirzednych nowych nieprostoka-
e , 1» o(y kat pierwszych réwny iest katowi dru-
fo a zaczecie obudwom spélne.
Gdy nareszcie kazdy z kntow XOY, X'OY' iest pro
y> bedzie
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g=rioo°,a'— a=ioo0°, skad a= i00°+ a, azatem
wsl&=i, wsld— wst'too® + a =dwsoc
wst(g— a)=wst(ioo®°— i00°— a)=— wsta
WsI{S— Xj— ivst(ioo° — cf— dwsa.
i formuty (A) zamienia sie na
y =y .dwsa.-\-x.u's/u, X = —y'.wsta.-\-x.dwsa.:

takie sg wartosci spotrzednych dawnych prostokatnych
w funkcji spéirzednych nowych takze prostokatnych,
gdy oliadwa uktady inaig spolm* zac/ecie.

5i. Przejdziemy z pkiadu yOx <lo innego (lig 3-i)
YO X' gdy ohadwa maig rézne zaczecia i rézne kie-
runki osi, dodawszy z-do$oi «, b, z ktoérych pierwsza
~— 0Od, druga=CM, pierwsza do warto$ci X druga do
wartosci y w kazdym z pieciu przypadkow § Do, i o-
trzymamy nastepuigce formuty

y.WStoi + X' wsia

R ¢ [ S — (i«g
r.wstiS— a') -+ x.wst (g — a)
t « + - B S - 1 1
20y — b+ y.wsla 4- x.wsla.,

x «<mma 4- y.dwsal 4 - x.dwsa.
y.dwsa. + X .wsta.

—vy.dwsfi— al+ x.wsl(S— a)

it= a+
ywstdL + X ‘.wsta.

5° y— b+y.dwsu. + x.wsla.,
X— a— y'wsta. 4- x.dwsx.

5a. Zastanowiwszy sie nad postacia dwoéch ogdl-
nych formut (A) to iest
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r.wsta+x.wslx,
WstE
yjrsl %— a)-]-x.<rst{6— a)

Y =

X wsl&

Wyczytamy w nich nastepuigee prawidio na przemia-
ne spo6trzednycli :

i° licznik wartosci y skiada sie z rzedney y rozmno-
zoney przez wslawe kata ktory czyni z osig OK, wte-
Cey odcieta X rozmnozonag przez wstawe kata ktéry
czyni z taz osia; mianownikiem za$ tey wartosci iest
"Wstawa kata ktéry czynia dawne spoétrzedne.

2° licznik wartosci X sktada sie z rzedney y, roz-
mnozoney przez wstawe kata ktory czyni zosigOY,
(liecey odcieta X rozmnozong przez wstawe kata kto-
ry czyni z tagz osig OY, mianownikiem za$ iest wstawa
kata ktory czynig dawne spotrzedne.

Prawidto to bedzie ogélnem gdy raz na zawsze be-
dziemy uwazali za dodatne , katy takie iak a;0OX ,
(fig. 33) potozone z-iedney strony osi OX, a za odie-
Wue katy takie iak X O X potozone z drugiey strony
osi OX; tudzie/, za dodatne, katy takie iak YOY po-
tozone z-iedney strony osi OY a za odiemne, laty
takie iak j~OY, potozone zdrugiey strony osi OY.

Wezmy, na pierwszy przyktad, osi OX, OY (fig.
33) za pierwiastkowe, a OX', OY' za nowe; a bedzie
odiennie i znaydziemy

y wslai — x-wsiQ
N wseG
y.ws/(S— a) + x. WSI(&+ a)

Wezmy, na drugi przyktad, osi O X, OY (fig. 34)
2a pierwiastkowe, OX',OY za nowe. bedzieX O X =— «,
YOK—a YOXz=g, YOY= — (€— «), i wypadnie
Wedtug ogélnego prawidta i zasady tyczgcey sie zna-
kéw
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y\wst(Z— a)— x.wsla.
y - WA= a)
—y"WSI(S— al) + x".wslal
wsi(a— a)

Wezmy, na trzeci przyktad, osi 0X , OY (fig.
35) za pierwiastkowe , OX', OY' za nowe ; bedzie
X'OX=-«; XOY= aX'OY'=:a"i wypadnie

y.wsl(al + a") — x.wsla!
wst(a.— al)

ft — el
WS|(a— «)

Wezmy, na czwarty przyktad. osi 0X , OY (fig.
36) za pierwiastkowe, OX', OY' za nowe, naznaczmy
X0Y =6, X'OY'— § YO Y= a wypadnie
y'.wsl(a+ 6) + x'.wst(400° — 6— a— g'e

WstS
y.WSt(a + 6) — x.wsl(&+ a+ 6
<K«
y.wstct + x'.wst(*+ £")

Owo zgota, trzymaigc sie powszedniego prawidta,
potrafimy w kazdym razie wyrazi¢ spéirzedne pier-
wiastkowe w funkcyi spéirzednych nowych. Prawidto
to, i warunek zwiekszania lub zmnieyszania iloscig
statg wartosci dla .r, j gdy zaczecia dwoéch uktadéw
sg rézne, stanie za to wszystko coSmy dotad o.prze-
mianie spotrzednych powiedzieli.

53. Wedtug tego prawidta rozwigzemy zadanie:
znalez¢ wartosci spotrzednych nowego wfunkcyi
sp6trzednych dawnego uktadu, ktore, iak widzimy ,
odwrotne iest wzgledem zadania § 43.

Gdyby z formut (A) (5o) trzeba byto wyciagnaé
wartosci dla X, y wfunkcyi X, y; musielibySmy roz-
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wigza¢ te dwa réwnania wzgledem niewiadomych Y\
X lecz tez same wartoSci daleko snadniey znaydzie-
niy za pomocg ogélnego prawidta. W tym razie, uwa-
zaigc osi OX', OY', (fig. 3a) za dawne, OX, OY za
nowe, znaydziemy
y.wst (S— a)— x wsta
N wst(ci— a); (A"
i Y ViEk(S — agg *+ xwstal
wsl(a'— a)
u°® Wzigwszy 6=100", bedzie wst{&— a)=dwsa
wstljo— a)=dwsa i dwie formuty (A) zamieniasie
na
N mt\ai— a) wst(ai— a)
3° Wzigwszy Y'OX' czyli a— a=ioo0°, skad
«=i00°+a, bedzie
wstfal — a) — I ; wst{£ — a’) wstfo— ioo — a)
= — wst[ioo® — (66— a) = — dws{fi — a): wsta!
=(#'~(ioo+a)="tja; iformuty (Aj zamienig sie na
y'=y.WSt(S — a) — X.wsta,,
x'= y.dws(&— a)+ x.dwsa
4° Gdy katy dwoch ukltadéw sg réwne, nie bedac
prostemi, wypadnie
ty-y'%tf-é_ CY) ol x.-wsta.,nlé y.wsta + st'ta-'_
wslfj wstE
5° Gdy obadwa uktady sg prostokatne , to iest gdy
&=i00°, a— a=i00°, wypadnie
y — y.dwsa — x.wsta, x'— y.wsta + x.dwsa
54. Gdy nakoniec dwa uktady maig rozne zacze-
cia i rdézne kierunki osi; z ktorych Y OX' uwazat
bedziemy za dany, yO'x za nowy, trzeba w poprze-
dzajace formuty wstawi¢ y-\-b za W x+aza Xx. | tak
formuty (A) przeyda na

fy — g — X.Wsta — y.dwst.a + x.wsta.’
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@ +b)wst(g— a)— (x_+a)wfta.

— »

wst\ a — aj
— + b) wstf& — a) + (£+ a)Wstet
. (v + D)wstlg — &) + £+ a)
\VSKv.---@

formuty 5° na

j = (y + b)dwsv.— [x+ d)»'st«.,

Xx = (j -+~ bwsie/. + (x + a)dwso.
znaki ilosci a, b moga sie zmieniaé stosownie do po-
tozenia zaczecia osi iak na fig 3i.

ROZDZIAL DRUGI
O linii prostej uwazanej wprzestrzeni.

55.  WidzieliSmy (a/j)  spotrzedne punktu wziete-
go w przestrzeni, na przykiad punktu Al , (fig. 14)
sg trzy prostopadie MP, MQ, spusczone na trzy pta-
sczyzny wzgledne XY, ZY, XZ przecinajgce sie pod
katem prostym : gdy wiec trzy spoirzedne MP, MQ,
MR, czyli z, y, X maig wartosci stale; to iest, gdy

Zz—¢C, y=Db, x=a
bedzie mozna za pomocag tych trzech spdéirzednych
danych , czyli za pomocg trzech réwnan, wyznaczy¢
potozenie punktu w przestrzeni.

Poprowadziwszy przez prostopadie MP (fig. i4)
ptasczyzne nieograniczong MR«P rownoodlegtg od
ptasczyzny ZY ; kazdy punkt tey plasczyzny bedzie
réwnooddalony od ptasczyzny ZY, czyli, odciete wszy-
stkich takich punktéw wedtug osi OX beda rowne ,
czyli kazdego punktu odcieta

X— a
to rownanie, samo w sobie wziete, iest rownaniem pta-
sczyzny MRoP.
Podobnie

y —b



iiwataney wprzestrzeni.

iest rownaniem ptasczyzny réwnoodlegtey od XZ;
z—¢

iest réownaniem piasczyzny rownoodlegtey od XY: trzy

zatem razem wziete ostatne réwnania nalezg do trzech

razem ptasczyzn, a przeto do punktu wszystkim trzem

piasezyznom spo6lnego, i przeto sg rownaniami pun-

ktu potozonego w przestrzeni.

Gdy punkt M przeydzie w zaczecie osi, trzy iego
spo6trzedne MP, MQ, MR stang sie zerem, w tym wiec
razie mamy rownania

Z— o0, 7=0, X=0,
z ktérych pierwsze iest rownaniem piasczyzny Y X
drugie pt. XZ, trzecie pt. XY, azatem wszystkie trzy
razem sga réwnaniami punktu spo6lnego tym trzem pta-
sczyznoni to iest zaczecia Osi.

56. Wezmy na linii MM®', poto/.oney w przestrze-
ni (fig. i5) i odnoszoney do trzech ptasczyzn spof-
rzednych prostokatnych, nieograniczong liczbe pun-
ktow i od kazdego spusémy prostopadta na ptasczy-
zne XY: wszystkie te prostopadite bedg sie znaydo-
waty na iedneyze plasczyznie prostopadiey do Y X,
poniewaz po dwie brane ktorekolwiek sg prostopadle
do ptlasczyzny Y X, a wiec iak wiemy z zasad Stcreo-
nietryi sg rownoodlegte i tem samem znayduig sie
na ptasczyznie. Stad wypada ze liniia mm, wedtug
ktorey rzuty wszelkich punktéow linii MM' padly na
ptasczyzne XY, iest prostg (§ 28).

57. Oznaczywszy przez Z kat OM/n (fig. 2f) kto-
ry czyni liniia OM=D zrzedng Mm==z czyli z osig
0Z, bedzie w tréykaeie 0 //zM prostokatnym przy m,

/>IM=0M x dwsOMm, czyli z=X5.dwsZ,
Oznaczywszy przez X kat ktory liniia OM czyni z
rzedng OP=j; czyli z osig O X; przez Y Kkat ktory taz
liniia czyni z rzedng niP=jr czyli zosig QY, bedzie

y=Y).dwsY, x— D,dwsX.
8
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wstawiwszy te wartosci X ,y, s w warto$¢ (8§ 27)
D= \/[x*+7*+ z!) wypadnie
D 2— D 2(dws2Z+ dws*Y + (w 2X)
skad wniesiemy iz
dws’ j+dws*Y+divs2X = 1

to iest: summa kwadratéw z dostaw katow, ktdre liniia
OM w przestrzeni potozona i przechodzgca przez za-
czecie czyni z trzema osiami, rowna iest iednosci.

58. Znaydziemy rownanie linii AM, (fig. 38) po-
tozoney w przestrzeni, nastepujagcym sposobem.

Liniia AM uwazaé mozemy za przeciecie dwdch pta-
sczyzn: iedney AMM' prostopadley do ptasczyzny XZ
tak , i/, poprowadziwszy liniig MM' réwnoodlegta od
AX, ptasczyzna AMM' bedzie zrzucajgcg a liniia ,rM’
rzutem linii daney na ptasczyzne ZX; drugiej AMM"
prostopadiey do ptasczyzny ZY, tak iz, poprowadzi-
wszy liniig MM" réwnoodlegta od Ay , ptasczyzna
AMM?" bedzie zrzucajgca a liniia jrM" rzutem daney
na ptasczyzne YZ. Rownania dwoch ptasczyzn zrzu-
cajacych, czyli, co iest toz samo, rzutow a?M' j>M",
bedg rownaniami daney linii AM odnoszoney do pta-
sczyzn spoétrzednych: aze réwnanie linii XM! potozo-
ney na ptasczyznie ZX iest, uwazaigc OX za 0$ rze-
dnych, OZ za o$ odcietych,

X=az+ «
réwnanie za$ linii ~M" polozoney na ptasczyznie ZY
iest, uwazaigc OY za o0$ rzednych, OZ za o$ odcie-
tych,
y:_bz+e>
awtych a=0x, a=stycz:z'xM', g= 0/, b= stycz
z"yM" wiec dwa réwnania razem wziete
X=az+ yr=zbz-\r& (A)

sg rownaniami linii AM potozoney w przestrzeni.

Gdyby liniia AM byta réwnoodlegtg od OZ, iey rzu-
ty XW, /M" bytyby takze réwnoodlegte od OZ (we-
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dtug § 27 fig i4) fikaty z'xM', z"jM" iich styczne
a, /5 zniktyby: wzigwszy wiec a=0, b=0 wrow. (A),
réwnania linii prostopadiey do ptasczyzny. XY czy-
li rownoodlegtey od osi OZ beda

X~a., 7— 6.

Gdyby liniia AM przechodzita przez zaczecie osi,
nie wzigwszy potozenia osi OZ; odlegtosci O j = s,
Oj-— g zniklyby: wzigwszy wiec a=o, 6 — 0 w row:
(A) roéwnania linii daney w przestrzeni i przechodza-
cey przez zaczecie spoOirzednych beda

X=zaz, y=bz.

Wyciagngwszy dla z z rownan (AJ wartosci

X— a jr— g
= e >7 = ———&-—>

kazda z nich oznacza¢ bedzie tez samg rzednag 2 pe-

wnego punktu: zréwnawszy ie wiec wypadnie

b t ab\
y = + —

réwnanie, ze sp6trzednemij*, o:;, linii daney a radziey
iey rzutu na ptasczyzne XY. Z trzech réwnan,

N N\
x:az+a.,j:b7z+6,,r: i (g —————— an\

<lwa ktorekolwiek sg dostateczne do wyznaczenia po-

tozenia linii w przestrzeni, a kazde iest wypadko-
Wem dwdch innych.

5Q. Gdy ilosci a, b, a, g wchodzace w réwnania

linii prostey
X= az+ a,jr= bz+ a

sa wiadome, i«dna tylko z-ilosci X, y, z, na przy-
klad 2z bedzie niewyznaczona: biorgc wiec ré/.ne
wartosci dla z , wyznaczymy w kazdym razie dwie
-nine spoéirzedne a tein samem nieograniczong liczbe
punktéw linii daney w przestrzeni. Okolicznos¢ le
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mozna wytozyé geometrycznie przez nastepujace wy-
kreslenie. (fig. 89.)

Za pomocg dwoch danych réwnan wykreslimy dwa
rzuty AM, A'M' na plasczyzny XZ, YZ. Poniewaz
Zz iest niewiadoma, wiedzie¢ nie mozna iak daleko
linilie AM, A'M' iedna od A ku M druga od A' ku
M' rozcigga¢ sie beda- wezmy wiec dowolnie z =
OR i wykonayiny wykreslenie na trzech plasczyznach
spéirzednycli tak iak ie figura wystawia: punkta M, M',
M" beda oznaczaty trzy rzuty punktu linii daney na
owe ptasczyzny, czyli MO, M"P beda szukanemi
spétrzednemi X, i V.

60. Powiedzielismy (58) iz liniia AM (fig. 38) u-
waza¢ mozna za przeciecie dwoch plasczyzn AMM',
AMM?", iedney prostopadiey doZ X, drugiey do ZY.
Wystawmy teraz sobie w mieyscu ptasczyzn AMM',
AMM" dwie powierzchnie krzywe, na przykiad dwie
powierzchnie walcowe: w tym razie , w mieysce linii
prostey j»M' weydzic pewna liniia krzywa, iako $lad
powierzchni walcowey na ptasczyzriie XZ; podobnie
w mieysce linii prostey rM" weydzie pewna liniia
krzywa, iako $lad powierzchni walcowey na plasezy-
Zznie YZ. Niechby nad to dane byty réwnania dwéch
S§ladow powierzchni krzywych na plasczyznach X Z,
YZ: te dwa réwnania bytyby rownaniami linii krzy-
wey, wedtug ktdrey przetng sie dwie powierzchnie.
Tu wiec, tak iak w poprzedzajagcym § naznaczywszy
wartos¢ iakakolwiek dla rzedney z , znaydziemy war-
tosci rzednych X,y punktu potozonego na linii krzy-
wey, wyznaczywszy za$ tym sposobem iak naywie-
cey punktéw, wyznaczymy tem samem potozenie li
liii krzywey. Liniia takowa nazywa sie linii'} po-
dwdjnej' hrzywosci (courbe a double courburej dla
tego ze dwie powierzchnie krzywe skiadajg sie na iey
utworzenie i ze ta przeto tgczy w sobie dwie rdzne
krzywosci.
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6r. Gdy ilosci a, b, a, g wchodzagce w réownania
linii pVostev, lub warunki na ich wyznaczenie sg da-
1le, mozna wyznaczy¢ potozenie linii w przestrzeni :
Stosownie do tych okolicznosci i u/.ywaiac ukiadu
°si prostokgtnego zatrudnimy sie nastepuigcemi za-
daniami.

Ga. Zadanie. Znalezé rownania linii prostey prze-
chodzacey przez dwa punkta w przestrzeni ktérych
spotrzedne sg dane.

Niech bedag x, y z\ x",y'\ z" spétrzedne dwéch
punktéw, i réwnania ogplne linii

x=zaz+a, y=bz+G (i)
Poniewaz la linila ma przechodzi¢ przez dwa nazna-
czone punkta; réwnania (i) sprawdza sie gdy w nie
za X ,Y, z, wstawimy spOtrzedne dane dwdch pun-
ktéw, to iest, bedzie

x'=az'+ v x'=taz"+cc\ R )
y=zb7-\-¢" da is y"=tfz"-f-dj>d1a 25 E)unktu.

te cztery rownania sg dostateczne do wyznaczenia
czterych niewiadomych ilosci a, b, a, g. Odciagna-
wszy naprzdéd stronami pierwsze od trzeciego, drugie
od czwartego réwnania, znaydziemy wartosci
X"— X y'—

« = —Zc:_)}“’ b= — A
i te wstawimy w row: (i). Aby daley pozby¢ sie ilo-
sci niewiadomych a, g, odciggniemy stronami row:(i)
od réwnan odpowiadajacych pierwszemu punktowi, a
'v otrzymane

X—Xx=a(z—12),y—y=b[z—2)
Wstawiwszy wartosci a, i b\ wypadng

N ___ 2(________-)5 ----- \Z.— Z)V
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rownania linii prostey daney w przestrzeni i prze-
chodzacey przez dwa punkta ktérych spoélrzedne
sg X", y" iednego, i x\ j' drugiego.

63. Zadanie. Znalezé warunki réwnoodlegtosci
dwoch liniy danych w przestrzeni przez réwnania

X=az+a) x=a'z+ dl .
y:tfz+ 6] ly y=.B'z+' gji 2Cy *Inu
poniewaz te rownania nalezy rzeczywiscie do rzutéw li-
niy (58), wiec rzuty tak iak dane linie, bedg réwnoodle-
gte od siebie, a zatem warunki réwnoodlegiosci sg (/jo)
a=a\ b—Db
przez ktére zamienig si¢ rownania drugiey linii na
x=az+ a, y—bz+S'
mvtych, a’g' zostaig niewyznaczonemi ilosciami, ponie-
waz nieograniczona iest liczba liniy réwnoodlegtych
od dwéch pierwszych.

64- Zadanie. znalezé¢ kat dwéch liniy prostych
danych w przestrzeni przez réwnania

X=az+* Xx=a'z+»!j
y—bz+ gj jr=bz-t~€)
w ktérych ilosci a, b, a b' sg wiadome.

Dwie dane liniie moga sie przecina¢ w przestrze-
ni, lub, nic przecinajgc sie, >¥¢ do siebie pod pe-
wnym katem pochylone: w kazdym razie wyrysuiemy
kat ich pochytosci poprowadziwszy, przez zaczecie O,
liniie OM, OM' (fig. 4°~ °d danych réwnoodlegte:
kat V dwoch liniy OM, OM' bedzie szukanym. O-
bierzmy na tych liniiach punkta M, M' i oznaczmy
przez /-, /¢ ich odlegtosci od zaczecia O, a przez D odle-
gtos¢ MM' samych punktow. W tréoykacie MOM’
mamy wedtug wiadomego z Geometryi twierdzenia

W to wyrazenie trzeba za r, D wstawié¢ ich war-
tosci w fuukcyi wiadomych ilosci a, b, a' b. Mamy
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za$, nazwawszy X, /, Z spoéirzedne punktu M; X,
j\ z' spoéirzedne punktu M,

ri=x7+ j7+z , r'7==x-hy" -+-2'a,

D2=(#—#)2+ (r—y)*+("—z)*
czyU D*=rz+r'2— 2(xx'+yy+2zz)

XX+yy+zz

wiec Y =N (X-+"NTz~TN+/2+ *%)
czyli, na mocy réwnan,

ItZ\)llnII oM, X Z\\ linii OM'
i +ad+bb’
du s\ -\-a7-\-b*)i/(i+a'7+ b 7)

Znalaztszy dostawe kata Y w funkcyi wiadomych ilo-
§ci znaydziemy i styczng tego kata, iest bowiem

I/(i — dws7y)
6'r“ v =
czyli
y/{(i*+a,+~)@E*+af*+ 3'»)—(i+araf+M*/}
j -A-aaA-bt)
czyli, wykonawszy skazane mnozenie i zwazaigc ze
«— iadA-a7={a—dy , — -ibb'7+b'*=(b— b’ x

a'b 7— icidbU -\-d7b*={ab'— «'£)*
1/} (a— a")7+ (b— b'Y+(ab'— ab)7J

J-K-V = - W+ M e
I° Wzigwszy kat Y za prosty bedzie styczV=%x a
zatem

i A-ad+bU— o

iest rownaniem warunkowem aby dwie liniie w prze-
strzeni przecinaly sie pod katem prostym.
a° Wzigwszy kat V— o, w ktérym to razie dwie li-
llllc sa réwnoodlegte , wypadnie

(a— d)7-\-(b— b")7-\-(ab'— ab)7— o.
ecz, aby summa trzech kwadratéw byta rowng o,
kazdy kwadrat w sczegélnosci musi byé = o, beda
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tedy roéwnania warunkowe roéwnoodlegtosci dwoch li-
niy w przestrzeni

a=a', b=U, ab'=db:
z tych trzecie, iako wynikajgce z dwoch pierwszych,
nie stanowi osobnego warunku.
3° Gdyby dwie liniie OM, OM' znaydowaly sie na
ptasczyznie XZ bytoby b=o0, £'~0, a styczna kata
tych limy bytaby, iak (4i),

a— ci
styczV = -

4° Nazwiymy X, Y , Z , katy ktére liniia OM czyni
z trzema wzglednie osiami OX, OY, 0z, a X', Y', Z,
katy ktére liniia OM' czyniztemiz osiami: i szukay-
my wartosci dostaw tych katow w funkcyi ilosci a, b
d, b wiadomych i wchodzacych w réwnania liniy.

Wedtug tego coSmy widzieli w § 67 a co i na fig.
40. wystawi¢ sobie mozna, mamy

dws't= —)Ifi dwsY = %/ , dwsh =

dws~X!=—rn dwsY' = e dwsX = —

czyli, wstawiwszy za X, Y, X' j wartosci wziete z ro-
wnan liniy OM, OM',

a'+t-), d'sy= V(Il+a>"F)’
“MYZ = m N -+T-+r]j
dws%- v/fi+n'+i-)’ ia‘\b")

dm2ZzZ
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5° Mozna iescze wyrazi¢ warto$¢ dostawy kata V
w funkcyi katéw X, Y, Z, X', Y', Z. W tym za-
miarze uzyiemy znalezionego wyzey réwnania

XX -+~ rr + z7'

dwsV = N
rr

ktére, wstawiwszy w nie za X, X\ y, ¥y, z, z' wartosci
wziete z réwnan (A), zamieni sie na
&u'jv=c/<vj X .t/ivaeX'+ dws\. dwsY +dwsZ.dws'E
Gdyby kat Y byt prosty, mielibysmy
divsX. dwsIL'+dwsY. dwsY'+dwsZ. divs”™=0
6° Poniewaz kat Z ktoéry liuiia OM czyni z osig OZ
iest dopetnieniem kata P ktéry taz linila OM czyni
2 ptasczyzng XY, wiec
dwsk = wsi?
i
d’ Z= ~(,+a-+*e) "UC *

«\y*P v/(i + a*+ b")
podobnie kat Y Kktéry linilia OM czyni z osiag OY
'est dopetnieniem kata Q ktory taz liniia czyni
2 ptasczyzng XZ: wiec

«'""Q =V (I+a.+j.j

nr>reszrie wstawa kata R ktory liniia OM czyni z pta-
sczyzng ZY, iest

65. Zadanie. Znalez¢é warunki i punkt spdlnego
Przeciecia dwoch liniiy prostych potozonych w prze-
strzeni.

Niech beda dane dwéch liniy réwnania

x=az+a.) z—a'z+ aj
J—bz+&) ' y—bzA&)
v ktorych iloéci a, a, b, 6, a, a £ sg wiadome:
9
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niech bedg x f 2Zz' spdtrzedne szukane punktu prze-
ciecia: aby te liniie przeciely sie, musi by¢
x'=az-\-a, r+bz+k,x'=dz'+ct f=b'z'+ g:
Cztery te rownania sg dostateczne do wyznaczenia
trzech niewiadomych X Yy z. Jest naprzdd
az z-t-a, bz -\-&=b'z'\G
a—a 9—2g

a zatem
(a—a) (E_£") — (a—a')(g—7)
iest rownaniem warunkowem aby sie dwie liniie prze-
ciety. Znaydziemy daley
«a'— aa , vbg'— £79

gdyby byto a=d, b=b' wartoéci x ,y', z! bytyby
nieskonczonemi, a liniie zatozone rdéwnoodlegtemi
(iak w 63)
Poniewaz kazde z réwnan

(a—a) (9—9)— {b— U) (a—a),

i+ ad-f-bb' =0 (64- i°)
z ktérych pierwsze wyraza warunek spdlnego prze-
ciecia dwoch liniy, drugie prostopadtosci; iest samo
przez sie prawdziwe; wniesiemy iz dwie liniie w prze-
strzeni moga by¢ prostopadte do siebie cho¢ sie nie
przecinaig: a zatem aby dwie liniie przeciety sie w prze-
strzeni pod katem prostym, dwa owe rdéwnania razem
i w-iednymze czasie musza sie sprawdzic.

66. Tego samego sposobu uzylibySmy na wyzna-

czenie punktow i warunku przeciecia sp6lnego dwoch
liniy krzywych danych przez réwnania. Aze limie
krzywe moga sie przeciag¢ w kilku punktach, zastano-
wmy sie czyby z danych réwnan limy krzywych nie
mozna znalezé liczby ich spdlnych przecie¢ w prze-
strzeni.

Zatozywszy iz réwnania liniy krzywych sg
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*=T7*|iey X:(ngjZQiey
y=Az) ]
rownania warunkowe przecie¢ beda
<pz=yz, bz=tyz (a)
Jezeli wroéwnania (a) nie wchodza wyrazenia pierwia-
stkbw poteg, przeniesiemy wszystkie wyrazy kazdego
r’wnania na iedng strone, a iezeli pierwsze strony tych
rwnari mie¢ bedg spdlny dzielnik, wniesiemy iz li-
nue krzywe przecinajg sie.
Niechby na przyktad dane byty réwnania
X=23(z— N+z
y=z {z— )+z*+ 1
X=zh\z— i)+ r.,..
y—z*(z— i)+ anglcy
A-by odkry¢ czy te dwie liniie przecinaig sie, zatozymy
2*(z2— 1)+ Z=-Z4(z—-1)+ I,
Z\z—1)+5*+ 1=z21(s—0+ 2
przeniesiemy wyrazy na iedng strone, i otrzymamy roé-
wnania
24 (z--1)—2Z24z---1)=0,
ZAZ--1)— Z (Z----1)+21-—-—-1=0.
Tych pierwsze strony maig spélny dzielnik z— r,
czj'li Zz= i iest ich pierwiastkiem: znaydziemy daley
A tak liniie krzywe przecinaig sie w-iednym
Punkcie, ktorego trzy spotrzedne sg z= L, x=1i,y — i.
W ogo6lnosci: i° iezeli réwnania (aj sg algebraiczne
a ich ilosci state, sg wiadome; oczys$cimy ie naprzéd
z wyrazen, iakie zawiera¢ moga, pierwiastkéw poteg,
Potem przeniesiemy wszystkie wyrazy na iedng strone
1 otrzymamy dwa rownania w postaci
Fz— o, Wz— o
daley szuka¢ bedziemy spolnego dzielnika fz miedzy
P'dynomami Fz, i Fz, zalozymy roéwnanie
fz— o
1 ftakoniec wniesiemy ze, ile wartosci mie¢ bedzie

ley linii krzywey
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niewiadoma z tego ostatnego réwnania , ktére moze
by¢ stopnia pewnego, tyle przecie¢ spolnych mieé
bedg dane limie krzywe. Gdy ilos¢ a bedzie iedna
z warto$ci z, wstawimy ig w wyrazenia .r=cpz,y="z,
i otrzymamy dwie inne spdétrzedne punktu przeciecia
spélnego.
2° Gdy roéwnania liniy krzywych przywiedzione do
postaci

@ X) — o’\iey , <M, z) =0

Hr» *)= °} IS(/e Z) — 0
zawiera¢ beda ilosci state a, g,j . .. ; bedziemy
mogli rozrzadzi¢ temi réwnaniami tnk, ze zniewola limie
krzywe do wziecia potozenia w ktérem przecinac sie
beda ieden, dwa, trzy ... w ogo6lnosci tyle rnzy,
ile bedzie owych niewyznaczonych statych ilosci.
W tyra zamiarze poszukamy spolnego dzielnika po-
lynomow

24, %), V(5 2)
i znaydziemy przedostatni} i ostatng reszte w postaci

2>ey

Z + F3z, i Fz.
poszukamy takze spélnego dzielnika polynomow
ty(y, z) f Cr, 2)
i znaydziemy przedostatng i ostatng reszte w postaci
y F,z +~Y,z,i Fz
Poszukamy nareszcie spolnego dzielnika polynomow
Fz i Fz (A)

a przypusciwszy naprzod iz te polynomy zawieraig
iedng tylko niewyznaczong ilo$¢ statg a; cel dziata-
nia naszego bedzie, znalez¢ warto$¢ niewyznaczonev «
taka, na mocy ktérey owe polynomy miatyby spoélny
dzielnik. W tym zamiarze doszediszy w poszukiwa-
niu spdélnego dzielnika poNnomow' Fz,F 'z, do reszt
przedostatney i ostntney pod postacig

Z f,a+ faa i fa
zatlozymy rownanie

fa=o
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i wyznaczymy iedng warto$¢ rzeczywistg ilosSci stafcy
a, ktorg wstawiwszy w polynom

f 2«
Z+ 7!<x
ten bedzie spélnym dzielnikiem polynomow (A). Wsta-
ta
wiwszy nareszcie warto$¢ s — — ~~ w rownania

XxF,2+Faz=o0, y¥iZ+1?Jz—o0 (B)
wyciggniemy wartosci dla Yy ktore beda spo6irzedne-
mi poiedynczego punktu przeciecia liniy krzywych.

Rozbierzmy powtére przvpadek w ktérym potyno-
my (A) zawiera¢ beda dwie ilosci stale a, g wcho-
dzace w rownania dwoéch liniy krzywych. W tym ra-
zie szuka¢ bedziemy spdlnego dzielnika miedzy poly-
nornami (A) poty, poéki nie dojdziemy do reszty pier-
wszego stopnia wzgledem niewiadomey 2z ktorato
reszte otrzymamy pod postacig

a’ g)
daley zato/ymy rownania

/m(a, g; — 0,/™a, 6} =0
i z tycli wywiedziemy wartosci dwoch niewiadomych

g. Powyzsza reszte pierwszego stopnia poprzedzi
reszta stopnia drugiego w postaci

g)+ -/ '3(ai 6 + / 41a’ g)

W te wstawimy znalezione wartosci a, g, zrownamy ig
zero, a rozwigzawszy to réwnanie, znaydziemy dwie
wartosci dla 2 ktoére, ieSli beda rzeczywiste, postuzg
do znalezienia wartosci podwoynych rzeczywistych dla
£,y za pomocag réwnan (B): beda wiec wyznaczone
spo6trzedne dwdch punktéw w ktérych sie przecinaig
dwie liniie krzywe.

Widzimy takze iz kazda warto$¢ rzeczywista zZ wy-
wiedziona z réwnania

i(«i £)+~ "~ (a>S)+"(a, S)= o
rozwigze roéwnania Fi=o, F'~=o0, poniewaz na mocy
znalezionych wartosci a; 6, trynom
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*(«, 6)

5*+ M«> e) X («N)
bedzie spdlnym dzielnikiem polynomow (A). Tez sa.
me wartosci dla z, tudziez wartosci dla X, y wywie-
dzione z réwnan (Bj rozwiozg réwnania zatozone li-
niy krzywych , poniewaz wartos$ci z uczynig binorn
N\
X + :Ii spélnym dzielnikiem polynomow <p(X, z),

(X, z), binom zasy + E>I_Z uczynig spdlnym dziel-

nikieni polynomow 2), ty'(y, 2).

Gdy potrzecie polynotny (A) zawiera¢ beda trzy
niewiadome a, 6 7; posuniemy szukanie spo6lnego dziel-
nika do reszty drugiego stopnia z niewyznaczong z

z'f\a, £ 7) + zf\(«, fi,7)+/,@ 6,7) "
wyznaczymy ilosci a, 8,7 za pomocg réwnan
Aa, 6, j)=o0,f,(x, g, 7)=°,/,(a, 6, T)=0
znaydziemy daley trzy wartosci dla 2 za pomocg ro-
whania
ZA(XAN)+2zY 4ce,Sy)+z/5a,S,j)+/6(a,S,j)=0
ktorego pierwsza strona oznacza reszte przedostatna.
Jezeli wartosci z wypadng rzeczywiste, wstawimy
ie w réwnania (B), z ktérych wywiddiszy wartosci
rzeczywiste dla X, Yy, otrzymamy spoéirzedne trzech
punktow w ktorych sie przetng dwie liniie krzywe.

Wyznaczywszy wartosci zZ i x za pomoca réwnan
Fz=o0, xF,z + F,z=0-, wartoéci te, iako pierwiastki
rownan e(x, z)= o, Z) = 0 rzutéw liniy krzy-
wych na ptasczyzne XZ, postuzg do wyznaczenia pun-
ktow w ktérych sie przecinaig rzuty. Takoz, war-
tosciag, z dane przez rownania Fz=o0, yF',z-i-F\z— o0
postu/a do wyznaczenia punktow w ktérych przetng
sie rzuty na ptasczyznie YZ. Te trzy przecigcia ,
naprzéd rzutdw na XZ, powtdre rzutéw na YZ, po-
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trzecie liniy krzywych w przestrzeni, lezy¢ beda na
iedney/.e ptasczyznie prostopadtey do osi OZ, ponie-
waz taz sama warto$¢ dla z rozwigze réwnania F,g =

i F's= o.

ROZDZIAL TRZECI
Optasczyznie uwazanej wprzestrzeni.

67- Wystawmy sobie w przestrzeni liniia EF (fig.
41i) 1do niey prostopadtag MN. Niech liniig EF obraca
sie okoto MN w punkcie niewzruszonym M, i wswym
obrocie niech bedzie do MIN zawsze prostopadig: tym
sposobem liniig EF zakre$li ptasczyzne. Zamierzmy
sobie znalez¢ rownanie plasczyzny ktéreby wy-
razato te gtéwng okolicznos¢ iz liniig ruchoma EF
iest w kazdem potozeniu prostopadta do linii niewzru
Szoney MN.

Oznaczywszy przez X',jr\ z' spdtrzedne punktu M,
przez A, 13 styczne katéw ktére rzuty linii MIS na-
ptasczyzny XZ, YZ czynig z osig OZ ; rownpnia linii
MN przechodzacey przez punkt M beda

X—x'=a(z—12"), r—r— — 2).
Oznaczywszy za$ przez A',B' styczne katow ktoére rzu-
ty linii EF na ptasczyzny XZ, YZ czynig z osig OZ,
réwnania linii EF przechodzacey przez punkt M be-

X—X'—S\z—2z), y—y'=B'(z— 2
Poniewaz dwie liniie EF, MN przecinaig sie pod ka-
te;n prostym wiec (6/1)

j+ AA'+BB'=o0.
Aby to réwnanie $ciggato sie nie do poiedynczev linii EF,
lecz do ptasczyzny przez nig utworzoney, trzeba wyru-
gowac ilosci A' B' zniewalajace liniig one EF do stalego
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e y 'y

potozenia: iest za§ A — --———-- ,BB'= - - M wiec wstawi-
n z— 12 z— 2
wszy te wartosci w ostatne réwnanie, to zamieni sie na

z— z'+ k[x—x)+B(y—/)=z0
i pod tg postacia bedzie réwnaniem piasczyzny utwo-
rzonev przez liniia EF obraciigcg sie okoto linii sta-
tey i prostopadiey MN.

Aby ternu réwnaniu prostsza nadaé¢ posta¢, wezmy
zamiast punktu M punkt C na osi OZ w ktérym prze-
dituzona EF przetnie sie pod czas swego obrotu
z tagz osig, bedzie bowiem w tym razie x'=o0, / — 0,
z'— OC czyli z— C, przez co powyzsze réwnanie
zamieni sie na

z+ Ar+ B/—C=o0

Gdvby limia tworzgaca EF przechodzita przez za-
czecie O, byloby C=o0, réwnanie wiec piasczyzny
przechodzacey przez zaczecie osi iest

z+A.r+B/ = o

IITozna iescze znalezé¢ roéwnanie ptasczyzny zjX
(fig. /]i) nastepujacym sposobem. Od zaczecia O sp6t-
rzednych spusczam prostopadta OM' na ptasczyzne
dana. Liniig OM' bedzie prostopadig do wszystkich
limy prowadzonych przez iey spodek M' na ptasczy-
znie daney, na przykiad do linii MM': wyrazenie ana-
lityczne tey wiasnosci , bedzie réwnaniem piasczy-
zny. Aby znalezé to wyrazenie tgcze liniig prostg
zaczecie O z punktem ktérymkolwiek M linii MM":
w troykacie OMM' prostokagtnym przy M', iest

MM'*— OM *~ OM'2
czyli oznaczywszy przez /s, r linile OM, OM', przez
X, Y, z, spOlrzedne punktu M,

(X— o1+ (r—y)2+ (z— z')*=/"m— T 2
czyli, wykonawszy dziatanie i zwa/aigc ze
X*-b-y*+z7*=r* X 2+ y 2+ z2'2—r2

XX +JJ+ zz—r* (P)
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1 to iest réwnanie ptasczyzny: aby temu réwnaniu
nada¢ posta¢ takg iak w poprzedzajagcym sposobie,
wywiedziemy f. niego wartosé dla z

X Yy rx
* o= . - x4 —
' ?
czyM, naznaczywszy X =A, ¥ = > 7=
z — — kx — Bjk+ C.
Uwazaymy, ii kat M'OX ktéry liniia OM' prosto-

padta do ptaszoyzny Xyz czyni z osig O X, prostopadia
do ptasczyznyZY réwny iest katowi pla&™zy7ll1Xyz i XY.
Kat bowiem liniy OM', OX réwny iest, iak wiemy
2 zasad stereoinetryi, katowi ptasczyzn do ktorych o-
We liniie s3 wzglednie prostopadtemu Z takiey samey
przyczyny kat M'OY = katowi pochytosci ptasczy-
2ny zjx .i pi' XZ. Kagt MOZ = katowi pochyto-
§ci ptasczyzn Xyz i XY. Nazwawszy teraz a, g, ¥
katy M'OX, MOY, MOZ ktoére czyni linila OM-
z trzema osiami OX, OY, OZ czyli ktére piasczyzna
Xyz czyni z trzema pt: wzglednie YZ, XZ, XY, be-
dzie

[

X y z
dwsa. = - «(W? — ol_r— > dwsy — -
przez co réownanie (P) zamieni sie na
X. dwsa. + y.dwsZ + z.dws™— r’
czyli ogolniey na
Ax+ By+ Cz= D
10 Pordwnawszy spoétczynniki ostatnych dwéch ro-
wnan, mamy
dwsu. A dwso B dws® C
“7— = 17" —p~= d '~ ~ = ©5*
skad rA — DA tfwa, rB= D.dws.Q, rGzzzD.dwsy
*C r*(A’+ Bl+ C’)=D '{dws cH-dws*g +dws*e)
podtug (8§ 57.) dwsW+ dwslg+ dws2*p=1
10



74 O ptasczyznie

D
W,eC r= " (At+ B*+C¥*j
znaydziemy daley dostawy katow, ktdére ptasczyzna
dana przez réwnanie kx+ lij'+C2=U czyni z trze-
ma ptasczyznami spétrzednemi,

dme°= ~A’+li'+c')’ ,hve= V(A'+B'+C")

d"'T= V(A-+B-+C")

a® Znaydziemy takze za pomocg tycli i powyzszych
formut spétrzedne x , y, z spodku M' prostopadiey
oM’

AD BD
A»+B'+C* "' ? — Al+ B*+C*’
CDh
z'~ A*+B‘+'gt
3° Wzigwszy przed oczy réwnanie plasczyzny
X' \Y r*
Ss= _y-*--r+ —,

i zwazywszy iz réwnania prostopadiey OM'

z' z'
Z == -gX, z = —r;
ostrzezemy_. ze réwnania
P Y9 2¢ ¢ 9 9
X z y z
z X ! z! \Y%
o X'z yz .
czyli-—- —+ 1l=0,—— -t-i= o0
J Z X zy

sg warunkami spetnionemi prostopadtosci linii OM'
do ptasczyzny: w ogdélnosci wiec aby do plasczyzny
ktérey rdéwnanie

z=A~+B/+C
byta prostopadty liniia prosta ktérey réwnania sy
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muszg sie sprawdzi¢ réwnania Aa+i=o0 B£-}-i=0i
4° Gdyby ptasczyzna Xyz byta prostopadtg do Y X,
liniig OM' lezataby na ptasczyznie XY, rzedne z zni-

ktyby i réwnanie ptasczyzny prostopadtey do XY by-
toby

kx-\-V>y— D =0 :
tymze sposobem znaydziemy réwnania ptasozyzn pro-
stopadtych, iedney do XZ, drugiey do YZ,
hx+Cz— D=0, lijM-Cz— D=0

5° Wzigwszy y=0 w row: — AX—:Bjk+C; otrzy-
mamy rownania $ladu Xz plasczyzny daney na X Z,
y—o0,z— — A™+C.

Podobnie réwnania, $laduyz na YZ sa
Xx=o0, z= — By-t-C,
Sladu Xy na XY sa
=0 —kx—Bj+C=o0
Wzigwszy X=0 w rownaniu pierwszego, jr=0 wro-
wnaniu drugiego $ladu, wypadnie w kazdym razie ie-
dna/. warto$¢ dla z, a zatem $lady na ptasczyznie ZX i
ZY przecinajg sie w-iednymze punkcie.
6° Ze rzuty linii OM' sa prostopadite do $ladow pta-
sczyzny Xyz, stad widac i/~ ptasczyzny zrzucaigce sa
prostopadle do ptasczyzn spéirzednych i do daney Xyz
zatem i do ich spélnych przecie¢ czyli do $ladow,
fe prawde okazemy analitycznie, za pomoca réwnanh
linii OM *
X—X—A(@z—2),y— w— B[z— 7)
1 réwnan Sladoéw
x=i——|z C,y= 'I%j-z+c

tu bowiem warunki prostopadtosci tych liniy Sprawdza-
ja Sie (41).

Uwazaytny iz réwnanie plasczyzny iest pierwszego
stopnia ze zmiennemi X.y,z. Byloby ono takze pier-
wszego stopnia, gdyby$smy zamiast prostokgtnego wzie-
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li inny uktad spétrzednycli: rdédwnania bowiem liniy
tworzacych EF, MN (fig. 4<), lub limy MM', OM'
(fig. I\i) bytyby zawsze pierwszego stopnia, zréwnan
za$ tvch hniy wypada, iak wiemy , réwnanie pta-
sczyzny.

68. Podobnym, iak w § 67, sposobem mozna zna-
lez¢ réwnanie powierzchni krzywey, utworzoney przez
linii;} krzywg Ilub prostg posuwajgca sie po inney li-
nii, prostey lub krzywey, wediug pewnego waruuku.
W tym biegu linii ruchomey po statey, pierwsza zdru-
ga musi sie zawsze przecina¢, aby sie za$ przecinaty
musi zachodzi¢ pewne réwnanie miedzy ilosciami sta-
temi a, g, 7... w réwnaniu dwoéch limy tworzacych
zawartemi, iakeSiny to w§ 66 wytlomaczyli, gdzie-
Smy widzieli iz owe ilosSci stale niewyznaczone muszg
mieé¢ takie wartosci iakie zniewolg liniia ruchoma do
wziecia potozenia w ktérem przetnie sie z druga. War-
tosSci te muszgsie zmieniaé za kazdem potozeniem li-
nii ruchomey; atak doszediszy do réwnania ktéresmy
w ogbélnym rozbiorze oznaczyli przez fa=o , lub do
rownan ktoresmy oznaczyli przezJ\ a,S)==:0,/, (a, 6)=0
(66); wstawimy w pierwsze za a, w drugie za$ za a i ¢
wartosci tych ilosci » funkcyi X,y, Z wywiedzione z
réwnan dwéch liniy krzywych lub prostych tworzacych,
a wypadkowe réwnanie w pierwszym razie lub dwa
réwnania w drugim, bedg nalezaty do powierzchni krzy-
wey. Dwa rdéwnania drugiego przypadku mozna ,
przez wstawienie wartosci, ktéreykolwiek zmienney
wywiedzinneyz-iednego réwnania w drugie; przywiez¢
do poiedynczego ktore bedzie szukanem réwnaniem
powierzchni. Rzecz ta wyiasniong bedzie przyktada-
mi w teoryi powierzchni krzywych.

69. Dowiedziemy iz réwnanie

Ax+B/+Cz+D—o0 (A)
nie moze naleze¢ do iuney powierzchni oprécz pta-
skiey.
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Obierzmy na powierzchni do ktérey to réwnanie
nalezy dwa punkta i zlgczmy ie liniig prosta : iezeli
dowiedziemy ie wszelki punkt wziety na tey linii
znnyduie sie i na powierzchni, ta bedzie tem samem
ptaska. Oznaczywszy przez X\ j\ X , y", spotrze-
dne owych dwoéch punktéw obranych na powierzchni,
réwnania linii prostey beda
w pierwszym razie X'—az'+9.,j—1)z+&

w drugim, Xx'—az'ta y—bz"+S
réwnanie za$ powierzehni bedzie w pierwszym razie
hx'+By+Cz'-hD=o0

czyli A(rtz'+a) + B'~z'+S)+ C~A+D — o0
czyli (A«+ BE+C)z'+ Aa+B6+1)— o0
w drugim (AaH-B£-t-C)z'+Aa+BE+D:=:0

odciagnagwszy stronami to réwnanie od poprzedzaig-
cego, wypadnie

(Ka+Rb+C){z— z)=-0
aze nie moze byé¢ z — z"=o0, wiec

Afl+B/N-i-C— 0. )
na mocy tego réwnania bedzie takze

Aa-1-Bg-t-D~o (1J
réwnania tedy (1) i (a'j s3 warunkami pod iakiemi li-
niia prosta mieé¢ bedzie dwa punkta spélne z powie-
rzchnig, dang przez réwnanie (A)

Wezmy dopiero punkt ktorykolwiek na linii prostey
majacej iuz dwa punkta spo6lne z powierzchnig i o-
znaczmy przez x" ,y", z" spétrzedne tego punktu:
aby sie ten punkt znaydowat na powierzchni musi spra-
wdzi¢ sie réwnanie

(ArH-B/'+C)z"'+Aa+BS+D=o0:
lecz to réwnanie sprawdza sie na mocy réwnan (1)
1 (2) wiec 6w punkt nowo obrany, spélny iest linii
prostey 1 powierzchni, aze byl" wziety dowolnie, wiec
Wszystkie inne punkta linii bedg na powierzchni,
wiec ta iest ptaska, wiec rownanie (A) nie moze na-
lezy¢ do inney powierzchni oprécz ptaskiey.
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70. Zadanie. Znalezé¢ rownanie ptasczyzny prze-
chodzacey przez trzy punkta naznaczone.
Posta¢ szukanego réwnania iest
—o0
aze plasczyzna ma mieé potozenie stale, to ipst prze-
chodzi¢ przez trzy punkta ktérych spéirzedne wia-
dome oznaczymy przez X, y\ z'; x",y", z"; x", y'\
z", wiec trzeba znalez¢ wartoséci spélczynnikow A, B,
C, D w funkcyi tych wiadomych ilosci. W tym za-
miarze rozwigzemy trzy nastepuigcadréwnania
AX +B/ «1Cz 4+DhH—o
Ax+ B/H Cz"+D=o
AN'"-}-B/"+Cz'"+D— a*,;
z czterema rzeczonemi niewiadomefni : uwazaigc za$
za niewiadome tylko A, B, C przypomniymy sobie z
algebry iz tylko w liczniki formut ogdélnych, daigcych
trzy niewiadome trzech réwnah pierwszego stopnia,
wchodzg ostatne wyrazy réwnan iak tu 13, a zatem
wartosci dla niewiadomych A, Bf C bedg mialy po-
staé
A— A'D, B=B D, Cr=C'D
w ktorych A', B', C'sa funkcyiami ulomkowemi spét-
rzednych wiadomych x', y\ z", x", y", s x", y", z".
Wstawiwszy te wartosci za A, B, C wrownanie ogél-
ne ptasczyzny, wyraz D zniknie i rownanie szukane
bedzie
AN+BN-j-C z4~1— 0
ktore uczyni zadosy¢ zgdanym warunkom.
71. Zadanie Znalez¢ rdéwnanie spélnego przecie-
cia dwoch ptasczyzn.
Niech bedg rownania dwdéch ptasczyzn przecina-
igcych sie
A.r+Bj+Cs+D=0, A'x+By+C'z -f-D— o
wyrugowawszy z nich zmienng z, wypadnie
(AC— A'C>+fBC'~-BC)r+(DG—D'C)=o0
réwnanie rzutu 1la XY przeciecia ptasczyzn.
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Podobnym sposobem znalezlibySmy réwnanie rzu-
tu, na YZ i XZ, przeciecia ptasczyzn.

Znalezliby$my spdélne przeciecie trzech ptasczyzn kt6-
rem iest punkt , wyznaczywszy trzy spOtrzedne X,y,z
punktu za pomocg trzech danych réwnan plasczyzn

AX +Br +Cz+ D =0
KX + Br -+-C'js+ 1) =0
A"x+B"j+ C"z+ D=o

72. Zadanie. Znalezé warunki réwnoodlegtosci
dwéch ptasczyzn.

Niech bedag rownania dwoch ptasczyzn

Axa-\\y+Cz+D =0, A'*+By+C'z+D"'=o0
Jesli te ptasczyzny sg réwnoodlegte, ich $lady na pta-
sczyznach spotrzednych bedg rdéwnoodlegte : aze roé-

wnania $ladéw, naznaczywszy z kolei .r=: j- —
z=0 w zatozonych roéwnaniach, sa
B D B' ° D'
*+ CA+C=°"*+ CN + G="°
A D A D'
Z + ¢cTx+ CT~°"z+ c7x+ a=0
A D A D'
y majfFx + - >t ‘PR x N 0

Wiec réwnania réwnoodlegtosci $ladéw (40) a tem
samem i ptasczyzn sa

B_B A_A A,

c~ cr C~C'™ B B'
czyli BC'=B'C, AC— A'C, AB'=A'B:
2 tych trzech réwnan dwa ktorekolwiek sg dostate-
czne, ho trzecie wypada z dwéch innych.

Mozna iescze znalez¢ tez same warunki nastepu-
jacym sposobem. OtrzymaliSmy w poprzedzaigcem za-
daniu réwnanie przeciecia dwéch plasczyzn

(AC'— A'C)tf+(BC—BC)/+(DC'— D'C)=0 ™
aze to przeciecie w przypadku rownoodlegtosci dwaéch
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ptasczyzn, iest nieskonczenie oddalone, wiec i pnnkt
na tein przecieciu wziety, uwazaigc potozenie dwoch
ptasczyzn takie iz kazda z nich przecina ptasczyzny
spotrzedne XZ, YZ, iest nieskoriczenie oddalonym, spot-
rzedne wiec X, Y tego punktu sq iloSciami nieskon-
czenie wielkiemi i réwnanie powyzsze zamieni sie w
tym razie na

(AC— AC)i+(BC'—BC)i+(DC'—D'C)=o0
czyli, podzieliwszy ohie strony przez na

(AC'— AC) + (BC'— BC) = o
aby za$ to rownanie sprawdzito sie, musi by¢

AC'=A'C, BG'=B'C:
te sg warunki rownoodlegtosci dwdch plasczyzn.

~3. Zadanie. Znalez¢é warunek réwnoodlegtosci li-
nii prostey od piasczyzny.

Aby liniia dana przez rownanie

X= az+ ay= bz+ 6
przecieta sie z ptasczyzng dang przez réwnanie
Ax+ B/+ Cz + D= o
warunkiem (69) iest rownanie
(Aa+ Bb+ B) z-+-Aa + BS+ D = o:
iesli dopiero liniia prosta iest rownoodlegta od pta-
sczyzny, punkt przeciecia bedzie nieskonczenie oddalo-
nym, wiec rzedna z tego punktu bedzie nieskonhczenie
wielka, i ostatne réwnanie zamieni sie na
(Aa+B¢-t-C)E+Aa+Bg+D:=o0
czyli podzieliwszy obie strony przez na
Aa-\-BZ>+C— o.
takie iest réwnanie warunkowe réwnoodlegtosci linii
od ptasczyzny.

74. Zadanie. Znalezé¢ warunki pod iakiemi liniia
prostopadtg iest do ptasczyzny i wartos$é czesci pro-
stopadtey zawarley miedzy punktem na niey wzietym
i plasczyzna.

Niech beda réwnania linii prostey
X-=az+a, y=bz+g
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a réwnanie piasczyzny

A.r+B/4+€Cz“4~D— o
i° Gdy liniig prosta iest prostopadia do piasczyzny;
rzuty pierwszey sg prostopadtemi do $sladéw drugiey,
sa za$é réwnania $ladéw, wzigwszy osobno J —mmo,
X =: 0 w réwnaniu piasczyzny,

A.r-+-Cz4-1)=0, B/+Cz+D=rro
wiec aby te liniie byly prostopadte kazda w sczegol-
nosci do rzutéw daney, ma by¢ f/]")

Ca Ch
- — + 1l=>» - ir + 1
czyli Ca — ACZ>— B
te sg warunki prostopadtosci linii do piasczyzny (8 67

3°)

20 Niech P, (fig. 43) oznacza spodek prostopadtey
do piasczyzny. iego za$ spélrzedne niech bedg X, VY,
zZ\ M, punkt wziety na prostopadtey, iego za$ spot-
rzedue niech bedg x\ z\ dtugo$é¢ prostopadiey PM
ktérg nazwiemy L iest (27J.

L— X—xy+(O—y)'+ (z—2)1(
Na znalezienie wartosci dla X—Xx', y— z— 7' W
funkcyi ilosci wiadomych wchodzacych w réwnanie

piasczyzny, mamy naprzéd réwnania linii PM prze-
cliodzgcey przez M itia)
X—x=a(z—12"), r—y=b~z—z){ 1:

aby utworzy¢ iedno iescze réwnanie z nievviadomemi
X —X, y— z— z1, wystawmy sobie ptasczyzne prze-
°hodzacg przez punkt M rownoodlegta od daney: iey
réwnanie

Ar+B/+Cs'+ E=o
°dciggnagwszy stronami oil réwnania daney, wypadnie

A(x—x)-\-B(>vy)+C(z—2z)+-D—E~o0
czyli K{x—x)+W ,j—y) + C(z—2z) + D+ Ax

+ liy+cjz— o n

naznaczywszy D-+-A.r-+-B/'+C.s'— D',
11
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A(X—Xx)-\-B(y—7)+ C (z— z')-+-D'=:0 (a)

Z trzech réwnan (i) i (a) wyprowadzimy

— D , — «P’
4 z Aa+ Bb+ C' X X Aa-+BEf t C
biy
r-y — Aa+ Bb+ C
, . L. ,.A B .
iub, wstawiwszy za a, bich wartosci — ' — wziete z
réwnan warunkowych poprzedzaiacego przypadku,
— CD’ ‘ — AD'
"~ A* +B' +C*» X X A-+ B2+ C*?
BD'
N~ r ~ A*+ B2+ C.t
warto$¢ wiec linii Pi\l iest
— DI—
A*mmB*+ C2)
D+A£+ B/ +Cz
AN L = - + B-+CT

znak podwdyny = znaczy, iz pierwszy braé¢ trzeba
dla linii PM gdy iey punkt M iest nad plasczyzua
dang, drugi gdy iey punkt iest pod ptasczyzna.

yS. Zadanie. Znalez¢ kat dwoch ptasczyzn danych
przez réwnania

Ao;+Bj-+Cz+D=0, AX-\-B'/+C'z+ D'=o0

Na sp6lnem przecigciu phisczyzn obierzmy punkt, i
mr obudwoch poprowadzmy przez ten punkt liniie pro-
stopadte do ich spdélnego przeciecia: k-t tych dwéch
limy iest katem pochytosci ptasczyzn, i spetnia dwa
proste z katem ktoéry czynig dwie prostopadte do pta-
sczyzn wyprowadzone z punktéw obranych na ramio-
nach pierwszego kata. Niech beda réwnania tych pro-
stopadtych

X— az-\-ot, y=bz-1-6, x— a’z-hu, y~b'z-\r£:
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warunki prostopadtosci tych liniy do ptasczyzn wzgle-
dnych sa
A=*C, B=6C, M=a'C: B— £C' (7/4):

oznaczywszy przez V kat dwoch prostopadiych, do-
stawa tego kata, a zatem i dostawa kata szukanego
spetniaigeego pierwszy i znakiem tylko rézniaca sie,
bedzie

H-rtfl A-hb'

+A)K ,+ a.+A.) (64

czyli, wstawiwszy za a, a', b, b ich wartosci,

AA'+BB+GC'

,hvVecy — LA B .

Jlosci D, D' nie wchodzg w te warto$¢ i wchodzie
nie powinny, poniewaz, wyrazaiac rzedne z kto-
rych spodki sg w zaczeciu osi, nie wptywajg na po-
chytos$¢ ptasczyzn.
i° Gdy dwie ptasczyzny przecinaig sie pod katem pro-
stym; dws V— o azatem

AA+BB+GC'=o0
iest rownaniem warunkowem prostopadtosci dwoch
ptasczyzn.
20 Gdy iedna z ptasczyzn, na przyktad ta ktorey ré-
whnanie

A.z+By~+Gz X o.
iest na ptasczyznie XY ktorey rownanie 2= 0; r6-
wnanie zalozone skréci sie. dla tego iz oprécz z— o,
bedzie D =ro (iako rzedna z maiagca spodek w zacze-
ciu); iprzeydzie na

A'.r+Bj>"=0
ktore aby sie sprawdzito, musi; by¢ A'— o, B'=o0,
nazwawszy wiec Y' kat ktoéry ptasczyzna pochyta czy-,
ni z ptasczyznag XY bedzie

C
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znaydziemy takimze sposobem dostawe kata V" ktéry
czyni taz ptasczyzua z pk XZ

dwsy '= /(AM:r+ c,) ™

imreszcie dostawe kata Y", ktory czyni z pfasczyzng

Yz,
A
fVSYT— ey

tez same formuty znalezliSmy w § 67. i3.

Nazwawszy U', U", U™ katy, ktére druga plasczy-
zna pochyta czyni z trzema ptasczyznami spotrzedne-
mi, znaydziemy

dsV'=V (k m+B-+ G -’

B'
diwvU" = i/(A*+B* + C'2)
dmV ~ v/(A™*-f- B* -} C'*)

wstawiwszy dopiero wwarto$é dla dwsY zaAA', BB',
CC' ich wartosci w funkcyi dostaw, otrzymamy

dwsV=divs'V.dwsX)'+dwsY".dws\}'+dwsy"".dwsXI" -
iak w§ 64-5°

76. Zadanie. Znalez¢ kat pochytosci linii prostey,
daney przea réwnania

x=az+a., y=bz-t-g,
do ptasczyzny daney przez réwnanie
AN4-B/+C2+D=o0.

Liniia dana i iey rzut na ptasczyzne dang two-
rzg szukany kat pochytosci , kat za$ z linii daney i
prostopadtey, od punUu na tamtey wzietego, spu-
sczoney na iey rzut iest dopeinieniem pierwszego.
Niech bedag réwnania tey prostopadiey

X~a'z+ a,j=zb'z+ 6%
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Warunek iey prostopadtosci do ptasczyzny, zawieraig
réwnania (=j4)

A=«'C, B=£C
dostawa kata tey linii i daney, czyli co iest to/, samo,
wstawa kata szukanego V, iest (64)

i -A-nn+bb’
/(i i/(i+d’'+'b’")
wstawiwszy wiec za a, b' ich wartosci; bedzie

Art+BE£+C

i-t-«*+'""*)|/(A* + BL+ C I)

i° Wzigwszy knit V=0 bedzie wsiV=0, azatem
\a\~BE+C— o
iest rownaniem warunkowem réwnoodlegtosci linii
prostey (,d ptasczyzny (j3/
a° Wzigwszy ptasczyzne XY za dana, ilosci C.s, i D
znikna z rownania ptasczyzny daney i bedzie tylko
A#+Bj=o0, skad A— o0, B=o0, wiec wstawa kata kté-
ry liniig prosta czyni z ptasczyzng XY, iest
i

wstVvV —

I/(i+ax+b?’
Poniewaz ta wstawa réwna iest dostawie kata Z, ktory
limia dana czyni z osig OZ, wiec takze

VS Z = e

Znaydziemy podobnym sposobem dostawy katéw kté-
re tai limia czyni z osiami OY, OX,

dws Y =  — oo _

dws X = — commemmmeee

. 17- Zadanie. Znalez¢ naykrotsza odlegto$é dwéch
Iny prostych danych w przestrzeni.

Aby to zadanie lak mozna naydogodniey rozwig-
ze, (fig. 44) wezmiemy iedne zliniy za os OZ; dru-
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ga liniia niech bedzie BC. Naykrotsza odlegtoscia
tych dwoch liniy iest prostopadta MN do obudwoéeh:
ze za$s mozna dwie liniie w przestrzeni dane potgczy¢
liniig do obudwoéeh prostopadly, przekonamy sie na—
stepuigcyin sposobem. Przecigwszy dwie liniie dane
ptasczyznami prostopndiemi do iedney , liniig prosta
prowadzona na ltdéreykolwiek z tych phnsezyzn przez
punkta w ktérych te ptasczyzne limie dane przecina-
i|. bedzie prostopadty do pierwszey linii az druga
czyni¢ bedzie kyt ostry lub roztwarty. Miedzy te-
mi ostatnemi katami raz mnieyszemi, drugi raz wie-
kszemi od prostego, znaydowaé sie musi kat prosty,
a w 6w czas linna tgczagca dwa punkta, w ktérych li-
niie dane przecinajg ptasczyzne iedng z réwnoodle-
gtych, bedzie prostopadty do obudwéeh liniy , a tein
samem bedzie ich naykroétsza odlegtoscia.

Aby znalez¢ wyrazenie analityczne tey naykroét-
szey odlegtosci , poprowadZzmy przez punkt N, ro-
wnoodlegty od OZ: linilg MN bedzie prostopadty do
dwéch liniy CB i ND, a zatem do pl'asczyzny CNI)
czyli CBEH przechodzgcey przez te duie liniie ('Eli
wyraza iey $lad na XY, Eli rdéwnoodlegta od 0OZ).
Spusémy z punktu O prostopadtg OG do siadu HE,
ta bedzie prostopadly do pl'asczyzny CBEIIl i rowna
linii MN, wedtug wykres$lenia: wyrazenie wiec anali-
tyczne diugosci OG bedzie tein ktérego szukamy. A/.e,
zatozywszy réwnanie $ladu 11E

yZ=\X+B ;
wyrazenie dtugosci OG prostopadley do $ladu i prze-
chodzycey przez zaczecie, ktérego spotrzedne sg Xx=o0,
y'=o, iest wedtug § /3.

B

1/(i+ A% n n
wiec takie samo iest wyrazenie naykrétszey odlegtosci
dwéch liniy prostych danych w przestrzeni.



DODATEK DO ROZDZIALOW ago i 3go.
1. O przemianie sp6trzednych, trzech wymiardw.

78. Wyrazi¢ sp6trzedne zrazu uzywane, w funkcyi
spotrzednych nowego uktadu , iest ogélne zadanie
ktérego rozwigzaniem tu sie zatrudnimy z powodow
w § /|8 wytozonych.

Niech bedzie punkt M (fig. 45 Tab. Il) w przestrze-
ni ktérego spétrzedne prostokatne s3 OV =x, PQ=y't
MQ=2: niech bedg OP— .z', PQ— Q'M
spo6trzedne tegoz punktu w nowym ukladzie maiacym
spOlne z pierwszym zaczecie O. Poprowadzmy przez
punkta P', Q', M ptasczyzny réwnoodlegte od XY: te
przetng rzedny z=M Q na trzy czeSci, z ktérych pier-
wsza bodzie rzutem odcietey X na o$§ OZ, druga rzu-
tem rzedney, Y trzecia rzutem rzedney z na tez sa-
mag o0$. A tak rzedna z bedzie réwng summie rzu-
tow trzech spdtrzednych X ,y\ z na o$ OZ. Nazwa-
Wszy wiec Z, Z', Z" katy ktére nowe spétrzedne X,
Tiz' czynig z osig OZ, hedzie

z=x".dwsk+y.dwszZ'A-z .dws7f (1)
Nazwawszy Y, Y" Y" katy ktére nowe spétrzedne X',
y', z' czynig z osig OY bedzie

y=x".dwsY+y dwsY'z-dwsY" (0.).
Nazwawszy nareszcie X, X', X" katy ktére nowe spot-
rzedne X ,y, Z' czynia z osig OX, bedzie

Xx— X clwsX+)".du'sX.'-\-z".dwsX." (3)
lez same formuty wypadtyby, gdyby obadwa uktady
byty prostokatne.

Gdyby nowy uktad spoétrzednych x',y', z' miat
osobne zaczecie ktérego trzy spétrzedne bytyby o, b,
¢, mieliby$my trzy réwnania (5i).

x=a+x".dwsX.-t-y".dwsX'-hz'-dwsX."
y~=b+x".dwsY + y'.dwsY'+z\dn'sY"
z~c-\-xl.dwszZ+y dwsZ'+ z'.dwsZ"
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79. Aby zatem znalez¢é spOtrzedne dawne w fun-

kcyi spotrzednych nowych i wiadomych, trzeba znac
dziewie¢ ilosci X,Y, Z, XY, Z; X", Y", Z". Dla
wyznaczenia tych ilosci trzeba mieé, oprécz trzech
ostatnych, iescze sze$¢ réwnan. Utworzymy ie naste-
puigcym sposobem,

Naprzod, poniewaz X, Y, Z, sg katy ktére o§ OX'
czyni z trzema w sczeg6lnosci dawnemi osiami; X', Y',
Z, katy ktére o$ OY', nareszcie X' Y ", Z" ktore o$
OZ' czyni z teiniz osiami; wiec ($7)

(divs'IL +d<vs'Y -A-dws'Z — i
(afc/w'j' X' +du's’Y'-\-dws' Z2'= 1
[dws* X"-+- dws' Y"+dws*7i = 1
Powtdre, oznaczywszy przez (X j), (X'z"), (f z) ka-
ty, ktére nowe osi czynig miedzy sobg, mamy (wedtug
§ 64 i 75),

=dws X.fAwX' A-dwsY.dwsY' -t-dwsZ. dwsTI
dws(x z")=-
=dwsX du'sX.1l-{-dwsY,dwsY"+ dws"L.dws7j":
.dwsiyz)—
~dn'sX'du\yX"4-du'sYdwsY’'+dwsZ'.dwsZ'
Te formuly zamienig sige, gdy nowy ukiad roéwnie
iak dawny iest prostokatny, na trzy nastepuigce
loz~dwsX.divs'K+dwsY.dwsY' -\-dwsZ.dwsZ'
(b)'o— dn>sX..dusX.'+dwsY .dwsY'+da>s'L.dwsZ"
\p— dws\'.dws'K'+dwsY'.dwsY"-t-divsZ.dwoZ'’
Za pomocy dziewieciu réwnan (1) (a) (5) (a) i"b)
moglibyS§my wyznaczyé dziewie¢ niewiadomych X,
Y, Z; X', Y', Z'; X", Z", gdyby V., 2, X Yy 1z
tudzie/. katy (xy), xz'\, (yz) byty dane. Gdyby
za$ obadwa uktady byty prostokatne znalezlibySmy
rzeczone ilosci za pomoca réwnan (1), (2), (3), (a),
(b). W tym ostatnym razie mozna wyznaczy¢ tez
same niewiadomedogodnieyszym sposobem ktory wkrot-
ce wytozymy.
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Gdyby dwie nowe osi OX', OY' Jezaly na pta-
sczyzme XY, a 0o$ OZ' schodzita sie z osig OZ, kat
Z" dwoch osi OZ, OZ'bjtby=o0, katy zas-X", Y"
ktére 0§ OZ' czyni z osiami OX, OY bytyby proste;
w tym razie

d(vsZ"=zi, dwsY"=0, dwsTL"=o0
katy takze ktore o$ OZ' czyni z osiami OX', OY' sj
proste wiec
dws(z'x') — o, dws {zy')~o
przez co dwa ostatne réwnania (Z'J zamienig sie na
dwsZ=o0, dwsZ'— o
daley réwnania (a) na
dws*X + das Y = i, dws'X+dwsly '=i.
z tycli za$ wypadnie
dwsY— wstX., dwsY'— wstK
rownania tedy (i) (a) (3) zamienig sie na
x-=x".dws'&.+y .dwsK, y==x .wstX+y.wsIX!
formutly tez same ktoreSmy w §. 50. 2° otrzymali,

80. Aby przeySe od uktadu spotrzednych X, VY, z
prostokatnego, do innegospétrzednych x", y” z'" tak-
ze prostokatnego , wyznaczymy potozenie nowych osi
oX", OY", 0z" czyli katy (fig. 46].

X, Y, Z, Kktore 0§ OX™

X', Y, Z', ktére o§ OY"

X", Y', Z", ktére o$§ 0Oz"
czyni z trzema dawnemi osiami OX, OY, OZ; naste-
puigcym sposobem.

Gdyby byto dane potozenie osi OX"', OY"' wie-
dzielibySmy potozenie osi OZ' iako prostopadiey do
dwéch poprzedzaigcych, rozwigzanie wiec tego zadania
zawisto od wyznaczenia potozenia osi OX", OY™*

potozenie bedzie mozna wyznaczyé za pomoca
50 kata O ktéry ptasczyzna X™Y'™ czyni z pt. XY,
a° kata  ktéry o$ OX czvni ze $ladem ptasczyzny
X"Y™ na XY
kata @ ktory nowa 0§ OX"' czyni z tymze $ladem.
12



go O przemianie

Zamienmy naprzéd osi OX, OY na inne prostokatne
OX', OY' flig. L\n) ktoreby lezaly na ptasczyznie XY
i wezmy $lad Oli ptasczyzny X'™Y'™ na XY za o$
OX': w tym razie kat X O X — t];, wiec wedtug § Ho.
50

y =y .dwsty+x'wslty, .'t— —y.wsA+x".dwsty (d)
Poniewaz ptasczyzng X'Y' iest taz sama co XY, wiec

z=12" (e)

Poprowadzmy prostopadtg OY" do $ladu OE pod
katem pochytosci do ptasczyzny XY réwnym O: li-
niia OY" lezy¢ bedzie na ptasczyznie X"'Y"', poniewaz
O iest takie katem pochytosci ptasczyzn XY, X'™y™
aY"OY' katem dwéch liniy prostopadiych do spélne-
go przeciecia OE tychze ptasczyzn, nadto liniie OY"',
OY" i 0§ OZ' czyli OZznayduig sie na iedneyze pta-
sczyznie, poniewaz liniig OY" mozna uwazac za iedno
z potozen linii OY' obracaigcey sie okoto OX' do kt6 -
rey zostaie zawsze prostopadia.

Na ptasczyznie YOY" czyli Y'OZ zamienmy osi
OY' i O0Z' (r=:0Z) na dwie inne prostokagtne OY",
0OZz", a poniewaz kat ktdéry czynig dwie osi OY', OY"
iest 6, wiec podiug tych samych co wyzey formUt (50
5°) iest

z'=7'-dws{) +y"wsl$, /7 = — z".wslI§+y"-dws§ (f)
nadto liniia OE iest prostopadtg do ptasczyzny Y OY",
Aviec zeydzie sie z trzecig osig OX" i

X'=x" (9).

Poniewaz liniia OY" roéwnie ink $lad OE schodza-
cy sie z osig OX" lezg na ptasczyznie X™Y'™, wiec
spotrzedne x", y" leza na ptasczyznie X'™Y'™, nadto kat
osi OX™ i OX" (=OE) iest<q wiec podtug tych sa-
mych co wyzey formut, iest

y'—y".dws<p+x".wst<pt X '= — y".wsty+x!"dws<f (h)
nareszcie, 0§ OZ" schodzi sie z osig OZ", wiec
z=z"" (i)

Wstawiwszy dopiero w formuty (d) i (e) wartosci
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wziete dla x',y\ z', z formut (f) i (g), w otrzymane
za$ wypadki wstawiwszy warto$ci wziete dla x",y", z'
2formut (h) i (i), otrzymamy
x=x"(d» .dws®— dwsb wsiA.wsi<)—
— y"(clws8.wsig=0wsy-A-dwsty.wst<p)-\rz".wsiQwst\
y=x" (wst\ dwscf -\-dws8.dwsfy-wsiy)-\-
\~y"ydwsA.dws  dwso— wWsA. welep'— z  .wsil) .dwty
z—x".wslO wsly+wsifj.dwso+z" mwsS.
Znaki wyrazéw tych formut moga sie zmienia¢ we-
dtug pochytosci katéw 6, <$ Gdyby na przykiad
osi OX', OY' wziely potozenie takie iak na fig. 48
pierwsza z przeciwney strony osi OX druga z prze-
ciwney strony osi OY'w poréw-naniu do fig. trze-
bal)y zmieni¢ znaki dla wsi 0 i wst”~ w formutach
ostalnych iw tym razie bytoby
x=x""ydwsb.dwsy+dwsty.wsl'b.wst®)+
+y"(dws8.wsl\.dwso}— dws”wstaf)+z"-wstO.wst.
y— X '(dwsb6 dws™.wsKp— wslIN-dws™)+
+/"' (dwsbedwsi/.dwsp  wstiyeslcp)+ z™ stQdwsty
zg-— x".wsl().wslgp— y".wsl() dwsy+z".dws§
Mozna tym formutom prostsza nada¢ posta¢ wzig-
wszy kat <p=o, to iest, wzigwszy $lad OE za o$ OX.",
w tym bowiem razie wsly=o0, dwsy=1,i formuty
zamienig sie na
x = Xx".dwsty+y".dws8.wslty+z".wslbwstty
y = — X", wst™ A-y".dws{) ,dws\-\- z".wsif).dws™
z= — y".wslb-+-z"-dwsft
Porownawszy przedostatne formuty z formutami (1)
(2) (3) 8 79 otrzymamy
dwsX— dwsQ. wsi”.wsly+dwsty .dwstp
dwsY=dwsb-dws”.wslo— wsi”™.wsi
dw sZ=— wsth.wslcp
drf'sX.'=dws(.).wstty.dwsp— dwsty.wsltg
dwsY'=dwsb.dwsty.dwsy+wslty.wsl<p
dwsZ'=— wslft.dwstp
dwsX'*wslb.wsl'i'
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dwsY"=wstQ .dwsty
dws71'=zdwss.

8j. Aby znalezé wartosci nowych spotrzednych x\
¥\ z\ w funkcyi danych, bioragc naytatwieyszy przy-
padek ukfadow prostokatnych, dos$¢ bedzie zastanowi¢
sie nad prawidtem wedtug ktérego sa utworzone ro-
wnania (i) (a) i (3) § 78, znaydziemy bowiem we-
diug tego prawidia,

X'— X.dwsX+y.dwsY + z.dwsZ

y ~ X .dwsX!+y.dwsY'+ z.dwsZJ]

z'=x.dwsXIl'+y.dwsY"+z.dwsX!'
zamiast sze$ciu réwnan (a) i (b") mamy sze$¢ nnste-
puigcych

dws2X.+dws* X!1+dws2X "= i

dws2y+dws Y'+dws*Y"=i

dws*Z-\-dwsl Z'+dws'lZ'= i

dwsX.dwsY+ dwsXldwsY'+dwsX.".dwsZt"'=z0

dwsX.dwsZ+dwsX.'dwszZ'+ dwsX".dwsZ"— o

dwsY.dwsZ+dwsY'.dwsZ!+ dwsY". dwsTl"— o

82. Gdyby zaczecia sp6trzednych byty rézne, gdy-

by na przykiad dawne byto po lewey stronie nowe-
go, spéirzedne X,y, z bylyby powiekszone wzglednie
iloSciami a, b, ¢ wyra/.aigcemi spotrzedne nowego za-
czecia odnoszone do dawnego, wstawiwszy wiec X+ a,
y+b, z~i~c za xfy, z, wformuly poprzedzajacego
§, bedzie

x'— {x+a)dwsX H- (y + b)dwsY+ (z+ c)dwsZ

y'= [x+ a)dwsX.'+(y-A-b)dwsY'-A- (2 -+ c)dwsZ*

z!={x+a)dwsX'+(j+b)dwsY"-+- (z+c)dwsZ"
Gdyby przeciwnie zaczecie dawne byto po prawev
strome nowego, wstawilibySmy x—a, y— b, z—c za
X, Y, Z w rzeczone formuty.
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83. i° na ptasczyznie. Potozenie punktu M (fig.
49) danego na plasczyznie, mozna wyznaczy¢ za po-
moca iego odlegtosci OM =r od punktu statego O
ktory sie nazywa polem, kata MOP = 0 ktory li-
niin MO zwana promieniem wodzacym, (radius ve-
ctor) czvni z liniuj, stata we wzgledzie potozenia, OX.
D wie ilosci 0 zowiag sie spotrzednemi polarnemi.

Niecli OX, OY oznaczajg osi spotrzednych prosto-
katnych: zamierzmy sobie znalezé wartosci spoirze-
dnycb X, y, w funkcyi spotrzednych polarnych r, 9.
Naznaczywszy OP =x, PM =y, bedzie wtroykacie
OPM prostokatnym przy P,

X — r.dwsti, y=rwstO, A-y"—r’\
za pomocg tych trzech formut potrafimy przeysé z
uktadu spoétrzednych prostokatnych x , j , do uktadu
spotrzednych polarnych r, O, i wzaiemnie z uktadu po-
larnego do prostokgtnego.

84. 20 w przestrzeni. Potozenie punktu danego
w przestrzeni mozna wyznaczy¢ za pomocg iego od-
legtosci od punktu statego ktory sie nazywa polem
a owa odlegto$¢ promieniem wodzgcym, i za pomoca
katéw ktore promien wodzacy czyni z trzema osiami
prostokgtnemu

Nazwiymy te katy a, £, -y, promien wodzacy R, i
obierzmy poi w zaczeciu spotrzednych prostokatnych.
Cztery ilosci ci, 6, 7, R sa spotrzednemi polarnemi.
Przeydziemy z uktadu spéirzednych prostokatnego do
polarnego za pomoca nastepujacych formut

X— J\.dwsa, y— Ll.dwsZ, z=Rdws-y
R=1/(x* + y' +2%)

85. Dogodniey iest, zamiast trzecli katéw a, g, 7,
uzywac tylko dwdch,iednego 6 ktory czyni rzut OP pro-
mienia wodzacego na ptasczyzne XY z osig OX ffig.
50) drugiego j ktéry promien wodzacy OM=11 czy-
ni z osig OZ: trzy ilosci R, Yy, 0, sa spotrzednemi po-
Wnemi.
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Aby w funkcji tych ilosci wyrazie dwsa,, dwsZ
mvwchodzace w formuty poprzedzajacego §, mamy w trdy-
kacie O™M prostokatnym przy q,

0q~ 0 }L.dws™AQrj. czyli Qg=R.dwsa.
w trojkgcie ONP prostokagtnym pr/y q,
Og=0NdwsPOq, czyli Og~"OP.dwsQ

P
skad R.dwsa=0N\dws'i, idwsa. = “j£" dws§

OoP
aie, w troyk: OPM prostok: przy P>~y£--—--Wsl7, wiec

dwsa— ws(y.dwsQ (1).
Aby znalezé warto$¢ dla dws€ uczynimy toz samo
co w ostatnym razie wykres$lenie, ztg rdéznicg iz tu
odniesiemy do osi OY cosmy tam odnosili do osi OX,
i ze, zamiast kata O, wezmiemy iego. dopetnienie POY,
czyli wsl§ za dwsb, wzigwszy nakoniec dwsS zamiast
dwsa, rownanie (1) zamieni sie na

dws™— wst™.wsn (2)

Wstawiwszy dopiero wartosci dla dwsa, dwsS, ktore
daig rownania (1) i (2), w formuly poprzedzaigcego
§, otrzymamy

x=N\.ws(*[dwstt, y — R.wst™.wsts™.z— R.dwsy

Kat 0 moze sie zmieniaé od o do 470° akat7 od
o do 200°.

Gdyby zaczecia spo6trzednych byty sczegélne dla ka-
zdego uktadu , powiekszylibySmy lub zmnieyszyliby-
§my wartosci spéirzednych prostokatnych ilosciami
statemi wyrazaigccmi spotrzedne nowego zaczecia wzie-
te w uktadzie osi prostokgtnym.



CZESC DRUGA

O LINIIACH DRUGIEGO RZEDU.

8G. V->dnoszac liniig prostg uwazang na ptasczyZznie
lub w przestrzeni do ukiadu osi spoétrzednych, zna-
lezliSmy réwnania za pomocg ktérych mozna wy-
znaczy¢ potozenie linii prostey. WidzieliSmy, ze te
rownania sg pierwszego stopnia i ze nalezag do samey
tylko linii prostey, ktora dla tego nazwalismy liniig pier-
wszego rzedu. WystawiliSmy sobie iz, przez obrot
linii prostey okoto mney do niey prostopadtey, two-
rzy sie plasczyzna: i tak znalezliSmy roéwnanie pta-
sczyzny ktore, iak widzieliSmy, iest takze pierwszego
stopnia z trzema zmiennemi. A poniewaz te réwna-
nia sg pierwszego stopnia; warto$¢ zmienney ktdrey-
kolwiek, inne zmienne wzigwszy za wiadome, iest za-
wsze poiedynezg; i gdy wartosci wszystkich zmiennych
beda wiadome, wyznaczymy za ich pomocg iedyny tyl-
ko punkt na ptasczyznie lub w przestrzeni.
Przypusémy teraz iz moga sie znaydowaé na pta-
sczyznie liniie takie ktérych natura i utwor zawisty
od réwnania stopnia drugiego z dwiema zmiennemi :
mowie z dwiema zmiennemi, poniewaz owe liniie u-
wazamy na ptasczyznie i przeto odnosi¢ ie bedziemy
do dwoch osi spétrzednych: aze utwér tych liniy
ma podlega¢ stalemu prawu zawartemu w postaci ré-
wnania stopnia drugiego, wiec owe liniie, ie$li sg ia-
kie, bedg foremne. Przyrodzenie stawia przed oczy
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nasze mnostwo liniy krzywych trafem utworzonych, i
te pod zadne utworzenia prawo, czyli pod zadne ro6-
wnanie, podciggniete by¢ nie moga. GdybysSmy w
przyrodzeniu nachodzili liniie ptaskie krzywe fore-
mne i gdyby liczba tych liniy byta stata i nain wia-
doma, moglibySmy od razu wzigé ie pod rozbior i tak
$ledzi¢ ich whasnosci. Aze,ani takowych liniy krzy-
wych foremnych ani ich liczby, nie znamy ; udamy
sie do analizy i usitowaé bedziemy rozwigzaé za ley
pomoca to og6lne zadanie-, znalez¢ za pomoca ogol-
nego rownania stopniadrugiego miedzy dwiema zmien-
nemi ilosciami liczbe i posta¢ liniy krzywych fore-
mnych ptaskich.

87. Ze réwnanie stopnia drugiego z dwiema zmien-
nemi zawiera prawo tworzenia linii krzywey, przeko-
namy sie z nastepujacego nayprostszego przykiadu.

Niech bedzie réwnanie stopnia aS°

y’'—'iaj \Vx— b9,
rozwigzawszy ie wzgledem Yy, otrzymamy

y=a ]/xx \z{a*x— £a).
Wykreslmy dwie osi OX, OY (fig. 5i) pod katem
prostym i wezmy na pierwszey warto$¢ OB dla
rownanie

y—a\/X
wyrazaé¢ bedzie liniig prostg OA przechodzacg przez
zaczecie O, a AB bedzie wartoscig dla a\/x, odcig-
m\s7y dopiero po obudwdch stronach punktu A na li-
nii DB czesci AD — X — bz) i AD'=
— V{a*x— £*), mie¢ bedziemy dwa punkta D i D'
nalezace do linii ktérey stuzy zatozone réwnanie. Gdy
daley naznaczymy dla X warto$¢ takg aby byto

a'x—b9%o;
cze$¢ wartosci catkowitey dlaj' zniknie, i pozostanie
poiedyncza wartosé¢ y— a \/x, aze

X— b*, wlec y— 8.
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wzigwszy wiec OF za wartos$é EX, bedzie FE= £
Wyznaczywszy wiecey punktéw takich iak D', E, 1) i
potaczywszy e liniig krzywa; tey stuzy¢ bedziej za-
tozone réwnanie stopnia drugiego, poniewaz za po-
mocg tego réwnania' wykreslong by¢ moze.

Liniie krzywe uwazane na ptasczyznie ktére za po-
mocg roéwnania stopnia drugiego z dwiema zmienne-
mi wykresli¢ mozna, nazywaig sie limiami drugiego
rzedu. Sposdéb analityczny doyscia ich liczby 1 po-
staci iest nastepuigcy.

DZIAL PIERWSZY

o POSTACI 1 LICZBIE LINIY DRUGIEGO RZEDU.

ROZDZIAt PIERWSZY

O wyznaczeniu postaci i liczby liniykrzywychpta-
skich za pomoca ogoélnego réwnania stopnia dru-
giego z dwiema ilosciami zmiennemi.

88. AbysSmy za pomocg ogblnego réwnania stopnia
drabiego z dwiema zmiennemi,
ky*+ WxyA-(Zx--f;Dy-1-E.r-+-F=0 (1)

Wyznaczyli posta¢ linii krzywey do ktorey moze na-
tozy¢, uwaza¢ bedziemy ilosci zmienne X, y, za dwie
spétrzedue prostokatne, i w tein zatozeniu rozwiaze-
my réwnanie wzgledem y: wypadnie

)X + 1)
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Wyraz pierwszy drugiey strony tego wypadku ozna-
cza rzedng linii prostey ktérey rownanie iest
Ber + D

Aby wykres$li¢ te linii?* prosta naznaczymy naprzod,
w-iey réwnaniu* X— 0; skad wypadnie y= — — —=
rzedney punktu w kéorym liniia prosta przecina o$ OY.
Wzigwszy Wi.QC 6A~ — 6?6\_ przeniesiemy owe rze-
dna od Odo A. (fig. 52) Naznaczymy daley, w tem-
ze roéwnaniu, 7=0, skad wypadnie X=-— — °d-

cietey punktu w ktorym liniia prosta przecina o$ OX.

Wzigwszy wiec OB = --—- — przenieSmy OB od O
do 1: a poprowadziwszy przez punkta B i A liniig pro-
* i N _
stg HV ley rc{wnanie l)edzie r= — —--2(--;'-&--]-)—- Ja-

koz, obrawszy na tey linii punkt N , mamy propor-
cyiag OB: OA=FB: PN czyli

D D D
b : nr~ x+ ~\z: ~~y»
.. . B# + 1)
skad wypada y ~ — - ——-- «

Otrzymamy dwa punkta linii krzywey odpowiada-
iace punktowi N linii BB' i wartosci X — OP, gdy
przeniesiemy, poczynaigc od punktu N, po obitdwdéch
stronach linii BB, odlegto$¢ NM i NM'ktérey wartosé
iest

1
— i/((B*_4AC>2+ a(BD~E>+ D1— 4AF}

punkta méwie M, M' bedg na linii krzywey. Biorac
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dopiero wartosci dla X mnicysze lub wieksze od OP,
wartosci dla y bgrlag tak/.e mnieysze lub wieksze od
PM, PM' a punkta wyznaczone tym sposobem beda
sie. znaydowaty na linii krzywey.

Poniewaz liniie takie iak HM, KM' sg w kazdem
potozeniu réwne sobie; liniig BB' przechodzaca przez
$rodki wszystkich liniy takich ink MM' w linii krzy-
Wey zawartych, nazywa sie $rednicg linii krzywey.

89. Trzy mogg by¢ sczeg6lne przypadki zréwna-
niem (A).
i° spotezynnik B* — 4AG ilosci X* moze by¢ odie-
mny, a° dodatny, 3°=0 Je/eli nie iest=:0, bedzie
mozna przywies¢ rownanie do postaci

Br+D !
~MI(B -4AG) (M- (M) [(B)
gdzie X\ X" oznaczajg pierwiastki polynomu znakiem,
niespétmiernosci objetego, te za$ znaydziemy nazna-
czywszy Ow poltynom réwny zero.
90. Co do pierwszego przypadku w ktérym
B'— 4~C<CO

Zwazymy iz czynniki X — X\ x — X” wchodzace w
druga strone réwnania (B) moga byc¢ i° rzeczywi-
ste i nieréwne i° rzeczywiste i réwne 3° uroione.

1° Gdy czynniki X — X\ X— X' sa rzeczywiste i nie-
réwne ; w 0w czas naznaczajac dla X wartosci zawar-
te miedzy o i oc} czynniki X — X', X— X" bedg miaty
znaki przeciwne a ich iloczyn bedzie odiemny , roz-
mnozywszy wiec ten iloczyn przez ilo$¢ odieinng
B'— 4AC, otrzymamy wypadek dodatny i tak dwie
wartosci dla y beda rzeczywiste. W tym razie ka-
zdey wartosci X iak na przyktad OP, zawartey mie-
dzy x'=.0V i ~c¢"=0P' odpowiada¢ beda dwa punkta
M, M' linii krzywey

Naznaczywszy OP’, albo X=X F OV, ilosé
zawarta pod znakiem pierwiastku zniknie, rzedne li-
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nii krzywey stang sie rowne rzednym linii prostey
i3B'. Poniewaz, biorgc dla X warto$¢ nie zawartg
miedzy OP', OP" wypadnie ilo$¢ pod znakiem pier-
wiastku odiemna, co uczyni warto$¢ dia y uroiong ;
wniesiemy iz liniia krzywa nie rozciaga sie po za rze-
dne P'IN"P"£!" a zatem' iest zawartg miedzy tcmi/. rze-
dnemi i tak ze wszech stron od M do IvI'i od !S do
N" iest zamknieta.

Gdybysmy byli rozwigzali réwnanie (i) wzgledem
X, otrzymaliby$smy ilo$¢, zawartg pud znakiem nie-
spoétmiernosci, ktérg moglibySmy przywies¢ do postaci

(B;—4AC)(r—y)(i— fy.
W tym razie biorgc dlay wartosci me zawarte miedzyy'i
y",iloczyn (Y— YY) (Y—-y")bytby dodatny, aze B*— /]AC
iest iloScig odiemna, wiec wartos¢ dla X, bytaby uroiong
skad wniesiemy zZe liniia krzywa iest ze wszech strou
zamknieta,
a® Gdy czynniki x— X', Xx— x" bedg rzeczywiste i ré-
wne, ich iloczyn bedzie {x— X'Y a warto$¢ dla y
Tiypadnie

B.r4-D i
r= -—-—- ja x£7a (*- *)w'fB- - 4ACQC)

z ktérey widzimy iz tylko na przypadek X~ X war-
tos¢ dla y iest rzeczywistg, to iest
Bx'-'r D

te wartosci dla %, y w funkeyi X sa wiec spoéirze-
dnemi punktu potozonego na $rednicy i w tym razie
réwnanie zatozone (i) nalezy do punktu.

3° gdy czynniki Xx — X\ X— x" bedag uroione, ich ilo-
czyn bedzie dodatny, ilo$¢ znakiem niespétiniernosci
obieta odiemnag a warto$¢ dla y uroiong i réwnanie
(i) nie bedzie wyrazato iadney linii krzywey.

91. Co dodrugiegoprzypadku w ktérym
B*— 4AC>o0
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Zwazymy iz czynniki X — X', X — X" wchodzace
w drugg strone réwnania (B) moga byc¢ i°® rzeczywiste
i nieréwne 2° rzeczywiste i réwne, 3° uroione

i° gdy czynniki x— x\ X— X" sg rzeczywiste i nie-
réwne , ich iloczyn , naznaczywszy dla X wartosci
zawarte miedzy X i X", bedzie odiemny, wiec roz-
mnozony przez ilo$¢ dodat.ng B2— 4AC przeydzie na
odiemny, warto$¢ dlay bedzie uroiong a liniig krzy-
wa rozcigga¢ sie nie bedzie miedzy punktami N', N"
odpowiadaiacemi odcietym X'— OI*x '~ OP".

Wzigwszy X=X, X— X" wyraz niesp6tmierny zni-
knie, i otrzymamy rzedne punktéow IN, IN'w ktérych
liniig krzywa przecieta iest od $rednicy.

Wzigwszy dla X warto$¢ rézng od tych ktore sg
zawarte miedzy X i X", iloczyn (X— X) (X— Xx") he-
dzie dodatny, wartos$¢ dlay rzeczywista, i liniig krzy-
wa rozciagac¢ sie bedzie z obudwdch stron liniy odcie-
tych tak dodatnych iak odiemnych , wedtug czterech
odnég N'Q , K"Q', i N'e',
u° gdy czynniki x— x', x— x" sg réwne, ich iloczyn
zamieni sie na (X— X')2, a warto$¢ Yy na

Bx-t-D , i

r = 70
ktora wyraza dwie liniie proste.
3° gdy czynniki x— X, X— x" sauroione, ich iloczyn
Jest dodatny i w tym razie bedzie mozna wykreslié
liniig krzywa: a poniewaz odciete X' X" sg uroione,
Bx + D ) ) ..
Wiec ilo$¢ —  -------- e w kt()r% wchodzi X, mieé¢ nie

moze wartosci rzeczywistej', to iest, zadna wartos$¢ y
konczy¢ sie nie bedzie na linii BB', czyli lir.iia krzy-
wa zadnego punktu ze $rednicg spélnego miec nie be-
dzie, i potozenie krzywey bedzie BMR, R MIi"™
92. W trzecim przypadku ktéry iest
B2—4AC— o
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réwnanie (A) zamieni si¢ na

TW-+D i
y= — — — * e i/j2(BD — 2AE)ar + D* — 4AF}
2A 2A 1
D*— 4~F
lub, naznaczywszy ~ — X, na
B.r+D i
y= — —— + — i/(2(bd— 2AE)(.r—"¢"))

Gdy ilos¢ BD — 2AE iest dodatng, trzeba wziac
za X warto$¢ wiekszg od ilosci staley x' aby ilu$
pod znakiem niespotmiernosci zawarta, byta dodatng
a warto$¢ dla y rzeczywistag. Gdy X</X, czynnik
X —X iest odiemny awarto$¢ dla y wuroiong. Liniia
wiec krzywa HNH' ciggnie sie nieograniczenie tylko
w-iedng strone poczynaigc od X — X': rzedna P'N' od-
powiadajgca tey odcietey iest styczng i granicg linii
krzywey.

Gdy ilos¢ BD — 2AE iest odiemnag , wypadki sa
tez same, z ta réznicg iz liniia krzywa ciggnie sie w
strone odcietych odiemnych: w obudwu razach x = X
da

Rr + D
y - ~ iD
réwnanie $rednicy linii krzywey.

Rozwigzawszy réwnanie wzgledem X, otrzymamy t<z
sanie wypadki: w tym razie réwnanie $rednicy wypa-
dnie

B/ H E

albo, wyciggnawszy wartos$¢ dlay ,
.t E
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B E

aze rownanie pierwszey Srednicy iest
B D

wiec dwie $rednice linii krzywey w tym ostatnym
przypadku odkrytey sg réwnoodlegte (3a i 40).

93. Ju/. tedy zadanie nasze iest rozwigzane. Znale-
zliSmy za pomoc;} ogdlnego réwnania stopnia drugie-
go (i) iz trzy sa gtowne lunie drugiego rzedu. Z tych
pierwsza MN M N' iest ze wszech stron zamknieta:
iey postaé zawista od wiasnosci spétczynnikéw A, B, C
réwnania vi) wedtug ktorey ilosé

B'— 4AC ma by¢ odiemng :
w tym razie spolczynnikt A, C muszg mie¢ znaki ro-
wne, to iest muszg by¢ albo obadwa dodatne, albo
oLadwa odiemne, aby ich iloczyn AC byt dodatny a
tetn samem ilo$¢ B2— 4AC odiemna: ten iest gtowny
warunek aby roéwnanie og6lne (i) nalezato do linii
krzywey zamknietey
druga ztozona iest z dwdch oderwanych lecz réwnych,
bo podiug iednego prawa wykreslonych, czesci QN"Q',
g'&'q ktére sie ciggna nieograniczenie w przeciwne
fcobie strony nie mogac by¢é zamkniete. Posta¢ tey
linii krzywey zawista od wiasnosci spotczynnikow A,
B, C réwnania ogo6lnego weditug ktorey ilos¢

B2— 4AC ma by¢ dodatng :
w tym razie spdlczynniki A, C muszg mie¢ znaki roé-
zne aby ich iloczyn AC byt odiemny a tein samem
ilo§¢ B2— 4AC dodatng : ten iest giéwmy warunek
aby rownanie ogélne [\) nalezato do linii krzywey kt6-
rg uwazamy.
trzecia HN Il ograniczona iest z-iedney strony, a dwie
ley odnogi N'lIl N'll' ciagng sie bez granic nie mogac
by¢ nigdy zamkniete. Posta¢ tey linii krzywey za-



-to/j O postaci i liczbie liniy

wista cci whtasnosci spotczynnikow A, B, C rdéwnania
ogblnego wedtug ktérey ma by¢
B« 4AC=o0:

rownanie to dnie naprzéd B* = 4AC, gdyby zatem
spOtczynnik B wyrazu Zawierajagcego Xy byt= o,
mielibySmy AC=o0, azatem iedna z-ilosci A, C kt6-
re sg spoOiczynnikami kwadratéow z-ilosci zmiennych,
bytaby. = p: ten iest gtéwny warunek aby réwnanie
og6lne (lj nalezato do linii krzywey ktérag uwaza-
my.

94. Tyle odkrywszy wilasnosci ogolnego réwnania
nn kazdy z trzech rodzaiow liniy drugiego rzedu, wy”-
pada nam z kolei rozwigza¢ nastepujace zadanie-, przy-
wies¢ rownanie ogolne drugiego stopnia z dwiema
zmienneini do postaci iak mozna nayprostszey, pod
ktorg nie przestatoby nalezy¢ do liniy krzywych kt6-
reSmy odkryli.

Jezeli potrafimy rozwigza¢ to rownanie pozosta-
nie na n tylko da¢ przyzwoite znaki spoétezyumkoin
poteg ilosci zmiennych X,y, wedlug ig°, i a?0 przy-
padku lub rozrzadzi¢ niemi wedtug 3s° przypadku
§ poprzedzajacego, a tak otrzymamy wiasciwe réwna-
nie kazilcy z trzech liniy krzywych, ktére w koncu
osobnemi bedziemy mogli rozrézni¢ nazwiskami.

tyj. Mo/na przewidzie¢ iz , zmieniaigc uktady osi
spo6trzednych, potrafimy rozwigza¢ zadanie,
Niech wiec dawne osi OX, OY (fig. 53) do kto-
rych odnosiliSmy roéwnanie liniy 26° rzedu
Aj2-1-Uxj+ C#'+ D/+ \Lx-+F-=0
wezmg nowy Kkierunek osi, prostokatnych OX’, OY',
nie zmieniwszy zaczecia: niech PM==y, OP=# ozna-
ozaig spOirzedne prostokatne punktu M linii krzywey
w dawnym uktadzie: spotrzedne nowe bedg M P =j/
OP'=tf': naznaczywszy kat XO X'=a, bedzie (50, 5°)
J — y.dst\ycc+x".wsta, X— —j .wsla.A-x".dwsa.
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wstawiwszy w réwnanie (i) zamiast X, j, ich war-
tosci, i oznaczywszy przez A' summe wyrazéw mnozg-
cych j'*, przez B summe tych ktére mnozg Xxy\
przez C', D, E' summy tych ktéore mnozg X % Yy, X\
otrzymamy rdéwnanie
Myl+B Xxj+Cx*+D'/+EV+F=o0

w ktorein B'=a(A— Q)wstu..dwsu.+\$.dws*a— B.wst*a.
Poniewaz a iest ilosciag zmienng, wyznaczymy iey war-
to$¢ przywodzaca spotczynnikB do zera, zalozywszy
rownanie

— B.wst*a + a(A— <wsla..dwsa \r\l.dws' a— o
czyli, podzieliwszy obie strony przez— XS.dws' a,

%(k— Cj
st)czza— ----—-—------ stycz&— I=0 (%)

ad sl A— (A—C\ \
L. N — — N I*
skad slycza. B 17\ 8=/ + U

Poniewaz ta warto$¢ dla stjczm iest rzeczywista, wnie-
siemy i7 nie zmieniwszy zaczecia ani prostopadtosci
osi, mozna zawsze znisczy¢ wyraz BXxy, czyli wy-
znaczy¢ dwa potozenia osi OX takie iz nowe réwna-
nie linii bedzie

Aj*$fCx 2I'J EX +E—o.
Nazwawszy «, a dwie wartosci dla stjcza ktére wy-
wiedziemy zréwnania (a) stopnia drugiego, ich ilo-
czyn bedzie roéwny ostatnemu wyrazowi réwnania, to
iest

cta=— i, skad rta'+i=o
formuta ad-\- i= 0o oznacza (4i. »°) iz dwie osi, we-
dtug X , dwéch nowych uktadéow sa prostopadie do
siebie, wiec te dwa uktady wychodzg na ieden: czy-
li, iedno tylko iest potozenie osi spotrzednyeli do kto-
rych odnoszac liniig krzywg, zniknie w réwnaniu po-
wyzszein wyraz Bxy.

Wyznaczywszy tym sposobem warto$¢ dla stjcza.

dodatng, wstawimy ig w formuty

i4
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AdWS<C=Z-----rc---r--== ,Weta, ~ — ==t !
1/ |A slycz a) T/(i+3/73X Q)

wartosci za$ otrzymane dla ¢/iwa, (pjla wspoiczyn-
niki A’, C', D', E', ktérych wartosci tym sposobem wy-
znaczone nazwawszy M, N, P, Q; rownanie ktérenas
zatrudnia zamieni sie, odrzuciwszy Kkreski iako iuz nie
potrzebne, na

M/*+N.T’ -t-P/+Q.£-f-F— 0

96. Zmienmy teraz zaczecie spOirzednych zacho-
wuige ten sam kierunek nowych osi OX', OY' réwno-
odleglty od osi OX, OY ktore na fig. 54 sg tez sa-
nie, to OX', OY' na fig. 53. Niech punkt O' be-
dzie tem nowem zaczeciem, a punktM iednym zpun-
ktow linii krzvwev, naznaczymy

MP=/, PPW, MP=/

OP— x, Q0=a, VO—x
skad yz=.y-\-b, x=x'+a:, wstawiwszy te wartosci za
X, Y w ostatne rdwnanie poprzedzajgcego § , otrzy-
mamy roéwnanie

Ml + N.r''+ (P-1-aMB)y'+ (Q+aNa).r'+F— o(c)
w ktérem F'=rMzZ>* -f-N«*-}-PA+Q~/N+F.

Wedtug tego co$my poznali w § g3, zwazymy iz,
iesli réwnanie (c) nalezy do iedney z dwoch pier-
wszych liniy w spomnionyin § rozrdznionych ; spot-
czynniki M, N oznaczaig pewne ilosci: ie/eli za$ ro-
wnanie (c) nalezy do trzeciey linii owego 8§ ; w Oow
czas ieden ze spoOiczynnikow M, N musi by¢ réwny
zero, poniewaz w réwnanie (C) nie wchodzi wyraz
zawieraigcy iloczyn zmiennych X'y.

IVpierwszym razie mozna wyznaczy¢ wartosci dla a,
£5 takie przez ktére zniktyby w réwnaniu (c) wyrazy
(P+aM~jr', (O+aNaW: zatozymy w tvm zamiarze
P+aM3=0, Q+aN«=o0
i rownanie (c) zamieni sie na
My *-+-Tte'*-}-F=0 (D)
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Wedtug tego cosmy wyzey postrzegli (g3), rownanie
to nale/.y do linii krzywey zamknietey iezeli znaki
spotczynnikow M, N, sg iednakowe, dawszy wiec ro-
wnaniu (D) postaé
M N $
(E>
M
kreski iako iuz niepotrzebne odrzuciwszy; ilosci — >

N
pT miisz™ byé odiemne, bo w tym tylko przypadku

pierwiastki réwnania (E) beda rzeczywiste: nazna-
M 1 N ' 1 ,

czmy przeto — = — >-jt— — -~7* a rownanie
(E) zamieni sie na

r

B1 A* 1
czyli

A 1= AlB1
ta iest nayprostsza postaé rdownania linii  krzywey
zamlinietey ktorgémy wyzey odkryli a ktora iest na-
zwana ELLIPSA.

Gdy znaki spotczynnikow M , N roéwnania (D)
bedg rozne (g3), réwnanie bedzie nalezato do linii
krzywey ztozoney z dwoch oderwanych réwnych cze-
Sci, ktore sie ciggna nieograniczenie w dwie przeci-
wne strony a nie moga by¢ nigdy zamkniete nazna-

M \ 'N 1

CczZywszy wiec -, == =" réwnanie (E)
zamieni sie na

Yy X X *

B 1 AT - 1
czyli na

A¥ 1— B\r'= — A’'B*:
la iest nayprostsza postaé¢ rownania linii krzywey do-
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piero opowieclzianey ktora iest nazwana IIlYPERBOLA.
JF drugim razie , gdy iedna z-ilosci M, N na

przyktad N iest rowng zero, nie mozna wyznaczy¢
ilosSci «, b za pomocg tych samych co wyzey réwnan,
lecz za pomocg réwnan

P+2M£=0, Mb'mi-P&+ Qa+ F=o0
z ktorych wyciggniemy

P NIE*+PE£ + F

b=~ aM’ a — — Q
wstawiwszy za$ te wartosci Z5 aw rownanie (c), toza-
mieni sie na

Q
N\T/a+ Q .r=0, czyli — X =.0:

ta iest nayprostsza posta¢ rownania linii trzeciey, kto-
rasmy wyzey (93) odkryli, aktéra iest nazwana PA-
RABOLA.

97. Te sa trzy gtéwne liniie drugiego rzedu: znali
ie starozytni Geometrowie, lecz dopiero nowoczesney
analizie winnismy te pewno$¢ matematyczng z-iakg
wyrzec mozemy iz takich liniy nie masz ani mmey
ani wiecey iak trzy. Poznaymy blizey nature réwnan
tych liniy.

98. Aby sie dowiedzie¢ co znaczgilosci A, B wcho-

dzace w roéwnanie ellipsy
Al *+Bx*=Kk 71B*

odnoszoncy do uktadu prostokgtnego osi (96") OX ,
OY; (fig. 55) naznaczymyy = 0, i znaydziemy punkt
myv ktérym ellipsa przecina 0§ OX: wypadnie x=*x A,
biore tedy OA:=+A, OA=:— A a przez punkta AT
A' osi OX przechodzi¢ bedzie ellipsa. Naznaczywszy
dnley X— 0, wypadniey=. * B, biore tedy OB=+Br
OB'=: — B, i przez punkta B, B' przechodzi¢ bedzie
ellipsa : zwazywszy nareszcie formuty
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B A
y— + ~i/(A*—a?),* = + — v/(Bs—/%)

z réwnania ellipsy wywiedzione ; wniesiemy iz ilosci
A, B -wchodzace w réwnanie elipsy oznaezaig potowy
Srednic ellipsy pod katem prostym przecinajacych sie
ktore zowig osiami. Osi te sg nieréwne tak iak
ilosci A iB: iednaz nich AA= 2 A nazywa sieosig wiel-
ka, dvugn' BB=aB zowie sie 0sig matg, punkt O
zowie sie Srodkiem ellipsy, rdéwnanie nareszcie Kkto-
re nas zatrudnia zowig réwnaniem odnoszonem do
Srodka i osi ellipsy.

99. Gdy;ilosci A, B to iest potowice osi sg réwne,
ellipsa iest liniig krzywag ktorgémy w zasadach Geome*
tryi poznali pod nazwiskiem okregu kota : rownanie
tedy kota z réwnania ellipsy wypadaigce iest

Yy -i-xX'— A*,
a tak koto iest ellipsa ktoérey obiedwie osi sg rowne.

Wzigwszy $rodek kota za zaczecie spétrzednych (fig.
56) bedzie Ob=x, ab—y, ab7-\-bo*=Qa* czyli

y*-’:-x*:Qa*,
to iest, w kole summa kwadratéw ze spOtrzednych
réwna iest kwadratowi z promienia: wiec A w przedo-
statnem réwnaniu oznacza promien kota.

100. Takim/.e sposobem znaydziemy iz ilosci A, B
Wchodzgce w réwnanie hyperboh
Ay —B**'— — A’'B*
oznaezaig potowice OA, OB osi tey linii krzywey (fig.
57), gdzie punkt O iest srodkiem hyperboli: wtym
razie znaydziemy
OA=A, OB==Bi/—1
pierwsza wiec 0$ A'A iest rzeczywista, druga B'B iest
Uroiong, i te tylko dla symetryi wyrazaig na figurze.

lor. Aby wyznaczyé punkta w ktorych parabola
(fig. 58] przecina osi spotrzednych prostokatnych do
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ktérych iest odnoszona, naznaczymy X=0, w-iey ro-
wnaniu

skad wypadnie 0o: aze réwnania y9=0, X= 0
nalezag do zaczecia spOirzednycli, wniesiemy ii ta li-
nila krzywa przecina os OX w zaczeciu a iest sty-
czng do osi OY w tymze punkcie. Aby za$ wyzna-

r = -

czy¢ ilosé Q w roéwnanie paroboli wchodzacga, nay-

dogodnieyszy bedzie spos6b nastepuigcy.

Obrawszy na ptasczyznie punkt staty F, (fig. 59)
liniig statg BL, tudziez punkta M, M' tak aby, spu-
$ciwszy z ka/.dego prostopadle MQ, M~ na liniig BL
i od tychze punktéw poprowadziwszy liniie MF , MF
do punktu statego F, byto MQ— MF, M'*=M"F,...
znalez¢ co za liniia krzywa iest mieyscem wszystkich
takowych punktow M, M', O.

Wedtug wystowionego warunku utworzenia linii
krzywey widzimy, iz z punktu F spusciwszy prosto-
padia FB, ktora nazwiemy p na BL i podzieliwszy
BF na dwie réwne czeSci w punkcie O , punkt ten
bedzie takze iednym z punktéw linii krzywey. Wezmy
punkt O za zaczecie osi spoOtrzednycli prostokgtnych
OX, OYr, i spusémy z M prostopadtg MP na OX : w
troykacie prostokatnym MFP, mamy

MF*=AiP*+FP *

czyli MFI= 75+ fo— P

a/le MF= MQ=0OP+0B—

wiec, (r+ ~) — 71+ (*— y)

czyli, przywiddiszy do nayprostszego wyrazenia,



y'—ipX.
Takiez samo roéwnanie otrzymalibySmy wzgledem in-
nego ktoregokolwiek punktu M: roéwnanie wiec zna-
lezione ceeliuic liniig pewng krzywag bedacg mieyseem
Wszystkich takowyych punktow: aze réwnanie para-

boli
r=fax

takgz iak znalezione ma posta¢ , wiec liniig krzywa

MM'O iest takze parabolg : a zatem ilos¢ bez
Wzgledu na znak iest — 2p = iloSci ktéra nazywaiag
Parametrem paraboli. Parametrem iest, iak widzimy,

bniia MW prostopadta do osi w punkcie statym F
ktéory nazywaig ogniskiem. Jest bowiem p czyli
IJF=~M'= M'F, skad 2/>=aM'F=M'm. RoOwnanie
Wiec paraboli tak opowiemy: kwadrat z rzedney réwny
iest prostokgtowi z parametru i odcietey.

JO2. Naywiekszag ze s$rednic ellipsy iest 0§ wielka
3 naymnieyszg o$ mata (fig. 60).

Aby to twierdzenie dowies$é, prowadze' przez $ro-
dek O S$rednice iakgkolwiek MM’ réwnanie iey be-
dzie

y=ax
Wstawiwszy te warto$¢ y w roéwnanie ellipsy
y*+RXx*=iVB’ otrzymamy
A’'B’
X* A’a'-f-B*
a zatem na mocy réwnania y'— a,X % bedzie
A’'B’a*
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(AaB*(il + «2)
MM'=:2 V/
( A s-+-B3
Aby znalezé naywiekszg i naymnieyszag wartos¢ iakie
mie¢ moze to ostatne wyrazenie, zatozymy izA>B,
wstawimy B za A w mianownik, i mie¢ bedziemy
A*B*(i -}-a%) A'Byi + «%)
A*fI*+B* X B*(i -+ a2 cz3~ <™
skad wypada ze MM' <C2A, to iest , wszelka $rednica
mnieyszg iest od wielkiey osi.
Wstawiwszy przeciwnie A za B w mianownik, wy-
padnie
A*B*(i + a s) ‘
ArariEy AP
skad MM' > mB
to iest, wszelka $rednica iest wigkszag od osi matey.
Aby sie przekona¢ /e w byperboli 0§ pierwsza iest nay-
nmieyszg ze Srednic dosy¢ iest uwazy¢ iz OM~> OP
(fig. 6i)atym bardziey OM”~> OB, skad aOM”™aOB
czyli MM' >BB.
io3. Za pomoca ogo6lnego réwnania
Af+Kxy+Cx' +Dy + Ea:-t-F="0o
liniy drugiego rzedu, mozna iescze odkry¢ uktad li-
my prostych , zwanych Asymptotami, przez swoie
wiasnosé osobliwych.
Rozwigzawszy zatozone réwnanie wzgledemy otrzy-
mamy
B.r+D
ItA
i/B2— 4AC\ /BD — aAE\ D* + 4AF)

SRR IRy g
Wedtug tey wartosci y , wykreslimy liniig krzywa
MDM"* (fig. Oa), iedng z trzech iuz wiadomych, wedtug
natury ilosci B’— 4-"0 (g3 Jest naprzod
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Rz+D

. - r = . .
rownaniem S$rednicy BB , w ktércm naznaczywszy
D

X=0, otrzymamyy — — A = OB, naznaczywszy
fy, — 1} _ R

zaSy =0, otrzymamy X — — 4 =0G: liniia prowa-

dzona przez punkla znalezione G, B bedzie S$rednicy

krzywey. Wzigwszy OP za warto$¢ x bedzie

PN — , wzigwszy jSM, N3F
/Bl — 4AC\ ,'BD — aAE> D* — 4AF,
=1/ (N — f + ]

mie¢ bedziemy punkta M, M' linii krzywey, punkt
nareszcie D wyznaczymy tym samym iak na fig. 52

sposobem.
To zatozywszy, naznaczmy
B' — 4AC BD— aAE D’ — 4AF

- - = =mr_ 0y =r

podzielmy i rozmnozmy przez X* ilos¢ obietg zna-
kiem pierwiastku; a wypadnie
B.r+ D f m p \
r = - jji- £* v\n + - +— ) )

Przypusciwszy dopiero iz x iest iloscig nieskoncze-

nie wielkg, rownanie (AJ przeydzie na

B.Z+ D .
Y — oo + x\/ni: (B)

oznacza ono iz za powiekszeniem odctetey ,r, rzedna
7 linii krzywey ktérey réwnanie iest (A), zbliza sie
coraz bardziey do rzedney linii prostey, oznaczoney
iednein  z réwnan (B). Uwazayiny, iz sp6trzedne
V, X , wchodzace w réwnania (Bj rézneini sg ocl
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tych fktére wchodzg w réwnania (A), 'ze“pierwsze na-
lezy do liniy prostych BS, BS', drugie do linii krzy-
wey MDM'.

Aby znalez¢ punkt w ktérym liniie BS , BS' prze-
cinaj o$ OY naznaczymy w-ich réwnaniach X = o,
a wypadek otrzymany

D

oznacza iz liniie BS, BS' przecinaj o$ OY, i $rednice

GBB' w-iedneyze odlegtosci — OB od zaczecia O.
Aby za$ znalezé punkta w ktérych liniie BS, BS'prze-
cinajg 08§ OX, naznaczymy 0o w-ieh rdéwnaniach
(B), a otrzymawszy wypadki
D _ D
X 2A1/0T— B’ 2AY ni£B "’

za pomoc,j pierwszego wyznaczymy punkt C, za po-
mocg drugiego punktE , poprowadzimy potem przez
punkta B i G iedng; przez B i E drugg liniig prostg
i bedziemy mieli dwie liniie BS, BS' oznaczone ro6-
wnaniami (B).

Aby rozebraé przypadek rowney odcietey X w roé-
wnaniach (A) i (B) , odciggniymy stronami drugie
od pierwszych: réznica z spo6trzednych linii krzywey
i prostey wypadnie

i = = (I/(»i+E£+E£m)-

Aby sie dowiedzie¢ iakiey zmianie, za powiekszeniem sie
X podlegnie ta warto$é¢ dla z\ rozinnozyiny j i podzie*

(. n p\
limy przez i/lm+ “ +-~-7-J4--\/ni, 1 otrzymamy

P
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widzimy dopiero ze im bardziey powiekszy sie X,

n
tym bardziey zmnieyszy sie — 1 — , tak iz warto$é

licznika zblizy sie do n, a mianownika do 21/m ,
i granica ré/.nicy inaleigcey rzednych linii prostey i
krzywey, bedzie

T

zZ = * 2Zni
a zatem liniig krzywa zbliza sie nieustannie do dwdch
liniy prostych lecz z niemi nigdy zeys$¢ sie nie moze.
Gdy wiec odciggniemy od drugich stron réwnan (BN

ilos¢ * - - , otrzymamy réwnania dwéch nowgch
m

liniy prostych réwnoodlegtych wzglednie od BS, BS',
aze na Ow czas zniknie granica zblizenia sie linii krzy-
wey i dawney prostey ktdérejkolwiek, wiec krzywa zev-
dzie sie z nowemi prostemiO-f O/, gdy & mie¢ bedzie
wartos$¢ nieskonczenie wielka, czyli zeydzie sie w odle-
gtosci nieskonczenie wielkiej'. To wystowienie anality-
czne, wychodzi na to proste, ze liniie Os, OV nigdy sie
nie zeyda =z krzywa * od tey wilasnosci nazywaig
sie one asymplotumis RoOwnania wiec asymptot sg

Bx-t- D n
= - — 7 +Xy'm + ———-
y aA. y 21/m
Bx+D _ 2mx— n
02,u r= _ ((®)
n -
Naznaczywszy X = otrzymamy iedng z rzednych

asymptot

aze takie smno rownanie stuzy $rednicy, wiec tak li-
niie BS, BS' iak O.r, OS$ jr .ccinaig sie na S$rednicy-
Naznaczywszy potem X=0, otrzymamy
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D J—n \
o~ 2A  V2i/m)

skad wniesiemy ze, aby znalezé punkta zeyscia sie
asymptot z osig OY, trzeba przenie$é¢, po obudwoch

stronach punktu B wierzchotka rzedney OB = --—-—-- =
, —n

dwie diugosci BI, Bil rowne I przez wyzna-

czone tym sposobem punkta | , H poprowadziwszy

\s, Hj réwnoodlegte wzglednie , od liniy BS', BS;
te beda zgdanemi asymptotami a punki spélnego prze-
ciecia O' bedzie ich zaczeciem.
Aby sie nareszcie dowiedzie¢ , ktérg iest z trzech
liniy drugiego rzedu liniig MDM', uwa/.ymy iz ilo$¢ m
~B*_ 4AcC ) ) )
iczyll . ,czyli, eona iedno wychodzi, B*— 4AC,
nie powinna by¢ ani odiemna ani = o ies$li réwna-
nia (C) nie inni;} wyra/a¢ asymptot uroionych : ma
wiec by¢ m”~>o czyli B*— /jAG™>0, aze ten warunek
cechuie hyperbole, (i)3) wiec sama tylko hyperbola z
liniy drugiego rzedu ma asymptoty.

104. Pozostaie nam wyttomaczy¢ réwnania
A/s-t-B.r/+D;r4-E.".c+F=o,
Dy+ Ex+ F=o,
pierwsze w ktérem braknie wyrazu z druga potega
zmienney X, drugie w ktérem braknie wyrazow z po-
tegami drugicmi zmiennych X,Yy
Przypadek pierwszy obiety iest poprzedzaigcym o-

B2
golnym, w ktérym C=o0; m= ——: tu wiec wykre-

Slenie bedzie podobne ink byto tam: roztwartos$¢ tyl-
ko kata asymptot i odnog hyperboli bedzie inaksza.
drugim przypadku, mamy
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F

E + -

E*+F X

r = - S+D“JI,->=-|:I d,
O:

przypusciwszy wiec iz zmienna X powieksza sie, u-

F D :
tomki 7% beda malaty awarto$é y przyblizaé sie
bedzie do — — nie mogac nigdy sta¢ sie tey ilosci

rowna, Aze réwnanie Yy = — — nalezy do linii ro-

Wnoodlegtey (fig. 63) od osi OX a przecinaigcey o0s
E

OY w odlegtosci — — od zaczecia O ; wniesiemy

ze , im barfe’ey X rosnagé, tym bardziey rzednal
linii krzywey przybliza¢ sie bedzie do rzedney linii
113 lecz zawsze te dwie rzedne rézni¢ sie bedg pe-
wng iloscig, azatem limia DB iest asym/jlolg krzy-
wey. Naznaczywszy X— 0 w réwnaniu linii krzywcy,
to zamieni sie na

F
F
Wzigwszy wiec O |— — wyznaczymy punkt | prze-

ciecia linii krzywey zosig OY.
Przywiddiszy rownanie Imii krzywey do postaci
Jix + F
r ~ 7 ir
B [x+ -

N przypusciwszy iz warto$¢ X przybliza sie do
D . 1 N )
jj- nie stawszy sie nigdy t™y nosci réwng ; nua-
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nownik B [X + bedzie malat a warto$¢ y be-

dzie rosta nieustannie: aze réwnanie
D
a = B

nalezy do linii réwnoodlegtey od osi OY ktora prze-
cina 0§ OX w odlegtosci od zaczecia roéwney OC

= — —; wiec rzedne linii krzywey bedg zawsze ro-

sty nie mogac nigdy zbiegna¢ sie z liniig CF, ta
wiec liniig iest druga asymptotg krzywey, zaskrzywa-iest
hyperbola wedtug ogdélnego wywodu asymptot.

iob. Zakonczymy ten rozdzial rozwigzaniem naste-

pujacego zadania. Znalezé¢ $rodek linii krzywey ktd-
rey ogélne réwnanie iest

Ay*+ Bxy-+Cx*+ Ety-f-E.r+F— o
Oznaczywszy przez X\ Yy spoéirzedne nowe punktu M
(fig. 6/] Tab. 3) linii krzywey odnoszone do $rodka
szukanego O', przez «, b spoétrzedne szukane tego
srodka: bedziemy mieli

x=a+x\ p=.Db-\ry!
mwstawiwszy te wartosci X, y, wrownanie zalozone,
to przeydzie na

Ay ' -+ Bx'y' -+- Cx"™ -}- [akb+V>a + D)y’

—+B"-{— ~x  Ab*llba-\-(~iaT\~i)b

Ea+F=o0.
Poniewaz to réwnanie ze zmiennemi X\ y iest odnie-
sione do S$rodka linii krzywey, wiec wyrazy z pier-
wszemi potegami X', f wchodzi¢ w nie nie powin-
ny (69): atak otrzymamy dwa nastepuigce, ha wyzna-
czenie niewiadomych a, b, réwnania

2AN-1"Bnt-|-D.— O, B”-|-2Crt-1"Ed:O0.
Rozmnozywszy strony pierwszego pzzez 2C, drugiego
przez B, i odciggngwszy stronami drugie od pierwsze-
go, wyruguiemy a z tych réwnan i wypadnie
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(4AC— B*)5-+-2CD— BE =0
BE— aCD

b— 4AC—B2

wyrugowawszy podobnym sposobem niewiadomy b,
wypadnie
BD — aAE

a-~ 4AC— B2
Otrzymawszy tym sposobem poiedyncze wartosci dla
spétrzednych a, b szukanego $rodka , wniesiemy ze
liniie krzywe drugiego rzedu ieden tylko moga mieé
Srodek.

Gdyby byto 4AC— B*=o0, wartoéci dla a, b byty-
by nieskoniczone, aze warunek 4AC— B2=o0 cechu-
ie parabole, wiec parabola nie ma $rodka, czyli ana-
litycznie mowigc, ma go w nieskonczoney odlegtosci.

Gdy nie bedzie 4-AC— B*=:0, co iest przypadkiem
ellipsy i byperboli, nadéwczas wyznaczony punkt O ,
bedzie $rodkiem szukanym. Jesli bowiem wartosci
Yy =g, X'— & sprawdza réwnanie odnoszone do $ro-
dka

A/'*+ B~y -+Cx'J + Ab* + Bba+ Cax

-{-DE+Ea+F=o0;
sprawdza ie takze warto$cij — — g, X'= — a: aze dwie
pierwsze wartosci nalezg do iednego z punktéw M ,
w linii krzywey, dwie drugie do iednego z punktéw
31 i ni iedneyze krzywey potozonego na przedtuze-
niu réwnem linii MO' lub mO, wiec wszelka liniia
prowadzona przez punkt O i maigca swe konce na ob’
wodzie krzywey bedzie podzielong na dwie rowne cze-
$§ci w owym punkcie , wiec ten punkt bedzie $rodkiem
ellipsy, lub byperboli, ktére same iak widzimy z liniy
drugiego rzedu maia Srodek.

106. Postepuige droga analizy w rozwigzaniu
zadania § 86. doszliSmy do nastgepuigcych , wszelka
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mnigcych S$cisto$¢ i pewno$¢ matematyczng,) wypa-
dkow:
i° gtownych liniy drugiego rzedu iest trzy, ellipsa,
hyperbola i parabola, kolo za$ iest gatunkiem ellipsy.
2° liniia prosta prowadzona ws$rdd linii ktéreykolwiek
drugiego rzedu przez S$rodek cieciwy , dzieli wszy-
stkie cieciwy réwnoodlegte od pierwszey na dwie ro-
wne czesci i dla tego zowie sie Srednica.
3° wellipsie naywiekszg ze $rednic iest o$ wielka, nay-
mnieysza 0§ mata, w byperboh za$ naymmeyszg ze $Sre-
dnic iest o$ pierwsza.

4° sama tylko hyperbola z liniy drugiego rzedu mo-
ze mieé¢ asymptoty.
5° tylko ellipsa i hyperbola maig $rodek.

ROZDZIAt DRUGI.

O WYKRFSLENIU LINIY DRUGIEGO RZEDU WEDLUG
DANYCH ROWNAN.

I. O wykresleniu ellipsy.

107. Za pomocg réwnania ellipsy odnoszonego do
ktadu osi spoétrzednycli prostokgtnych maiacych za-

czecie w $rodku, to iest réwnania
vyt  xXx
AZ*+R*a:*=A*fi, czyli — + — =1

mozna znalez¢ diugosci osi ellipsy, gdy dane réwna-
nanie bedzie liczebne. Niechby na przyktad takie

réwnanie ellipsy byto
2x'+3y*=6 :
podzieliwszy obie iego strony przez G, skad wypa-

dnie

u-
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postrzezemy iz 3 iest kwadratem z potowy osi liniy
odcietych, a 2 kwadratem z potowy osi liniy rzednych:
dwie wiec osi sg 21/3, 2/2.

Takimze sposobem znaydziemy iz osi ellipsy ktorey
rownanie [\x -\-d)y*=5, sg 1/5 i x/I'-

108. Aby utworzy¢é rownanie ellipsy odnoszoney
do osi spoétrzednych réwnoodlegtych od osi ellipsy
fhg. 65) naznaczymy spoétrzedne nowe OP' = X",
IVM=y"t spoéirzedne Sérodka OA— .r', OA~=y>i be-
dzie

OP=O0OP—O0OA, PM—PM— AO
czyli X=xX"—x\ y=y'—y
wstawiwszy te wartosci X, Yy, w j'Ownanie ellipsy, o-
trzymamy

A*(J"—r)*+B*(X'—X ) B
rownanie ellipsy odnoszoney do osi sp6trzednych pro-
stokatnych réwnoodlegtych od osi tey krzywey linii.

J09. W ogélnosci réwnanie takie iak
ay* -\~bx*-\-cy+dx—e (a)
nalezy do ellipsy odnoszoney do osi rownoodlegtych

od osi tey krzywey linii. Przywiodtszy bowiem to ré-
wnanie do postaci
c d
r + on-+
c

a potem dodawszy po obudwoch stronach,

cl*
& dla dopetnienia kwadratow, bedzie
( c c*\ ( d , d
+ TN) + +t! T*O

c* dl
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czyn LD IR GRS

c* d 1

==e+1& +Jb (A

spo6trzedne srodka ellipsy (108) sg wiec AO— — *

A.O'— — ~j. Podzieliwszy obie strony réwnania

Przeze+jz +i ¢’ Mzie

d_
r+sr 2b
c* d- + e c! of*
x) 11
a Naz® Nab B MRaft ox

- (e c* dx \
skad widzimy ii osi ellipsy sg 2 VAeN+ N7

/e c* dz\

Niechby na przyktad trzeba byto znalezé spéirze-
dne $rodka i osi ellipsy ktérey rownanie iest
2;r*+3/ z— Ax— i — 8:
postepuigc iak wyzey, przywiedziemy to rdwnanie do
postaci
(= V" =2
3 2
z ktérey widzimy iz S$rodka spo6trzedne sg i i 2, a
osi 21/2 i2i/3.
Tymze sposobem znaydziemy iz ellipsy, ktorey ro-
wnanie X z+2y*— nx— 3/ — 4, spotrzedne s$rodka sg

I, I aosi i — poczynaigc od a?.
* 1/2 2 P y 3

uo. W réwnaniu powyzszem (A), oznaczaigcem



ellip sy.

) ) Co9 «ct )
ellipse,ilosée-t- — —t-ie st dodatng: gdybyta ilos¢
byta odiemna roéwnanie nie oznaczatoby zadney linii
krzywey, poniewaz, summa dwoch wyrazéw dotatnych
nie moze bvé rowna ilosci odiemney , gdyby znowu
| C9 clI* byt f tob
iloé¢ e + — 4— a= o0, roéwnanie oznaczato

Aa- N6 Y y

C
punkt O' ktérego spoétrzedne bytybyy -f-— = o,

X + — o, znayduigcy siew zaczeciu osi. (fig. 65).

iii. Gdyby wrownaniu (a) spoétczynniki a, b po-
teg byly réwne , rownanie (A) w tym razie zamie-
nitoby sie na

c dv e c* dx
r+ 21 + (*+ g = a+t Na% i\a*
i nalezatoby do kota odnoszonego do osi spétrzednych
réwnoodlegtych od tych ktére ma>g zaczecie w $ro-
dku iego: atak roéwnanie'
ay*-{-ax’+ cj+dx=e

C
nalezy do kola ktérego S$rodka spotrzedne s — — ?
d . (e c* d*~
Tak na przyktad rownanie **+~*+4/ — 2~= 4

nalezy do kota ktorego Srodka spotrzedne sg— 2i + I»
a promien 3: réwnanie dane zamieni sie wiec na
(y+i)*+Cx—iyn=9-
Aby wykresli¢ koto do ktérego to réwnanie nalezy,
m\\eZmiemy OPr=:r, QQ— — a ffig. 66) przez punkta
Q poprowadzimy liniie rownoodlegte od osi, a
punkt spdlnego przeciecia C tych réwnoodlegtych be-
dzie $rodkiem kota ktérego promien = 30P.
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Aby sie dowiedzie¢ iaka liniiag oznacza réwnanie
Y, -\-x"— 2X-t-\=z0, przywiedziemy ie do postaci
y*+ (x— i)*—o.
Tu mamy pewny odlegto$¢ = o, dwa wiec konce tey
odlegtosci schodza sie w-ieden punkt , aze ostatne
robwnanie oznacza iz iest
y==o0, %==1i
wiec 6w punkt znayduie sie na osi OX w stronie do-
datnych X, w odlegtosci OP=r od zaczecia, (fig. 66).

i a. Aby wykresli¢ liniig krzywg ktdérey réwnanie
ax%-\-by* a-cx= o
a spotczynmki a xi b sg dodatne , nadamy naprzdd
réwnaniu postaé

dyx'+ ~ X)+by*=o

o

potem dodamy po obudwéch stronach a. j—X i he-*

dzie
T + 3 + br'= 45
| (O 2a *
czyli h =) 1 y
c c*
L\ax L\ab
réwnanie to a tein samem i zalozone nalezy do elli.
£
psy ktorey S$rodka spoOirzedne sg o, i ------—-- , a osi
c. C
~a ' T~ab (flg' Aby wykresli¢* te liniig krzywa,
wezmiemy punkt A na osi BX w odlegtosci AB=— —

od zaczecia L spéirzednych za S$rodek ellipsy , skad



ellipsy.

BB'= — : wezmiemy potem DD '=- ~ za druga o$

ellipsy, wyznaczymy nakoniec za pomocg danego ro-
wnania iak naywiecey punktow i tym sposobem wy-
kreslimy ellipse.
Ji3. Aby wykresli¢ ellipse ktérey réwnanie iest:
— 22Xy +2X,+ 2/-i-x+3=0

znaydziemy naprzdd

Yy~X— it i/(— X*— °iX— 2)
czyli Yy=X— 1% 1/— (#+ r)("+2)
poniewaz ilo$¢ znakiem pierwiastku obieta iest odie-
mng wiec zalozone réwnanie nalezy do ellipsy. War-
tos¢ rzedney Yy sklada sig z dwodch czesci, iedney
spétmierney, drugiey niespotmierney. Pierwsza czesé
y =X— 1 iest réownaniem linii prostey, w ktérein na-
znaczywszy ~”"=0, znaydziemy # =1 , naznaczywszy
za§ X— 0, znaydziemy y= — 1: owa przeto liniia
prosta przecina 0o$ OX w odlegtosci OB~=r (fig. 68)
od zaczecia, wzietey na stronie odcietych dodatnych,

a 0§ OY w odlegtosci O A =i od zaczecia, wzietey na
Stronie rzednych odienmycli , liniia wiec AB iest tg
ktorey réwnanie y=$ — i. Dopiero/., wedtug cat-

kowitey wartosci Yy, trzeba za kazdg wartoscig X do-
da¢ do iodcig¢ od rzedney linii AB cze$¢
— (x+ 1)~+2) j, a w kazdym razie otrzymamy
dwa punktalinii krzywey réwnooddalone od linii AB, kt6-
ra przeto iest srednicg krzywey. To zatozywszy widzimy
2e irn mnieysze bedg dtugosci ktére dodamy do i
odetniemy od rzedney linii AB, tym bardziey punkta
linii krzywey zbliza¢ sie bedg do AB , beda za$ spoi-
ne obudwom liniiom, gdy bedzie
I/j— (#+ i)(X -i- 0)\— 0. Zato/.ymy wiec
{x4- 1) x + 2) =0, iotrzymamy, X— — r =0OP
= — 2“ OP, azatem liniie PC, PC'rownoodlegto
od OY zamkng liniia krzywg w punktach C i C.
Poniewaz (~+1)”~+2) ma przed sobg znak odie-
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mny, wiec ta ilos¢ musi hyc rzeczywiscie odiemng
aby w obecnym razie stala sie dodatng: bedzie odie-
mnga biorac dla X wartosci zawarte miedzy PO i OP'
to iest miedzy — 2, i — 1; dodatng za$ biorgc dla X
wartosci albo mnieysze od — 2 albo wieksze od — 1:
w tym ostatnym razie warto$¢ dlay bedzie uroiona,
micc liniig krzywa nie ciggnie sie po za PC, PC', i
iest ellipsg. Aby znalez¢ rzedne iey $rodka O' ma-

my PC=2, PC'=3, wiec 0'Q = = 4 45):

2+ 1
mamy daley OI3— |li OP'=a, wiec OQ— —-— =m-,

Znalaztszy spolrzedne 0OQ, QO' $rodka, wyznaczymy
srodek O' i bedziemy mieli dwie $rednic , ellipsy CC',
mm'.

Znaigc potozenie i warto$¢ tych S$rednic, znajdzie-
my wielko$¢ i kierunek osi nastepuiacym sposobem.
Trzeba naprzod znalez¢ wyrazenie wartosci Srednicy
ktérejkolwiek DD, a potem naywiekszg inaymnieyszg
warto$¢ tego wyrazenia, te za$ bedg zadanemi osiami

Réwnanie linii OD' przecliodzacey przez punkt O'
ktérego rzedna = — -+ odcieta = — ~ iest
J-+7=Q(x+\)
gdzie a wyraza styczng kata klory liniig O D' czyni z
osig OX. Odlegtos¢ OD ktérg nazwiemy t iest
i/™~+ D '+Cr+l1)*]
czyli, wstawiwszy a{x+\) za y +
t=(x-\") \/(1+ax*)
skad wypadnie
t K ' at

a, naznaczywszy dla skréocenia 1/(1 + a*)=r,
t at
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mstawiwszy te wartosci X, Y w zalozone rdwnanie el-
lipsy, -wypadnie
/a'— 27n+2N0

czyli przywrociwszy wartoso I i znidstszy mianowni-
ki
4(fl*—ia-\-Nt*— (i+ « H=:0.
Réwnanie to iest zdwiema zmiennemi ti a: wiemy
za$ iz naywiekszey wartosci dla t odpowiada poiedyn-
cza warto$¢ dla a (20), czyli ze, utozywszy to ro-
wnanie wzgledem niewiadomey a, w sposob nastepu-
jmy
(4tx— i)<z*— 8/*rt+8~— 1=0 (c)

rownanie to mie¢ powinno dwa pierwiastki rowne.
Bytnos$¢ za$ pierwiastkow réwnych tego roéwnania za-
wista, iak wiemy z zasad Algebry od bytnosci spolne-
go dzielnika polynomow

(41'— 1)az— 8(*a+8t'— 1, (A(*— r)a— L\
Wykonawszy dziatanie dla znalezienia dzielnika spdlne-
go tych polynomow, znaydziemy iloraz

4tx . 16"
— , . rPszt,~ , 8 r-.-" —

a tak warunkiem bytnos$¢; spélnego dzielnika dla
dwéch rzeczonych polynomow iest réwnanie

r6/4
8'--«— 4r _ "= o0
czyli 16¢4— (8r — 1)(4/*— 0— 0 (D)
L 4tx . . .
iwoOw czas a— — -—- bedzie czynnikiem pierwszey
. . ¥*
strony réwnania (c), a iego pierwiastkiem , -

P°zostaie tylko znalez¢ warto$¢ niewiadomey t za

pomocag rownania (D). Rownanie to mozna obrécié
na
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167M—12£2+ 1=0
skad
t'—T=+1 1/5
to iest kwadrat z potowy wielkiey o>i — i(3+i/i)
maley osi '== 1(3— /j-)
wyciggnawszy pierwiastki kwadratowo z wyrazenh
3% i/| wedtug wiadomych z Algebry formut, znay-
dzieiny iz potowa wielkiey osi = 4-(i Y5
matey osi = ~(— i+ i/5)
114. Aby wykres$li¢ ellipse ktérey rownanie
y*— my-rix2— 2/+ 2x— 0
znavdziemy naprzéd
y=x+ixi/— (X*—1i)
zatozymy w réwnaniu $rednicy y =s X + 1 z osobna

y=0, X=0 i znaydziemy x = — 1, y = 1 Dlawy-
znaczenia granic linii krzywey, zatozymy réwnanie
X7— 1= skad ar=i, #= — 1

Aby wykresli¢ srednice biore OB=ri, O A=i (fig.
69; przez punkt B, A prowadze liniig BD' 1 ta bedzie
Srednicg. Co do granic biore OP =j, z punktu P
wyprowadzam prostopadta PD z punktu B prostopa-
dtg 18), w punktach B 1D' przecinaé bedzie $redni-
ca liniig krzywa i dwie prostopadte. Aby znalezé
punkta przecie¢ linii krzywey z osiami sp6irzednych,
naznaczymy z osobna w zatlozonem réwnaniu y = o,
X— 0: znaydziemy w pierwszym razie X— 0, X = — 1,
aze X=0 daie y(y— 2)=o0 wiec y = 0, 2; tez
same wypadki otrzymamy w drugim razie, wiec liniig
krzywa przechodzi przez zaczecie spdétrzednych iprze-
cina 0§ OK w odlegtosci OB = 1od zaczecia ao$O0Y
w odlegtosci OC=2.

Znalaztszy potozenie S$rednic BD', OC ellipsy, znay-
dziemy diugos¢ osi i styczng kata iey pochytosci
do osi OX, nastepujagcym sposobem. Roéwnanie linii
iakieykolwiek prostey przechodzacey przez punkt A
ktdrego spétrzedne sgy=1i, #=0, iest
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y— l=ax
gdzie a oznacza styczng kata pochytosci tey linii do
osi OK. Wyrazenie odlegtosci AU ktéra nazwiemy
t, iest

jr—i)*]

czyli, na mocy poprzedzajagcego rownania,

t=ix/(1+al)
skad, naznaczywszy 1/(1-\-ci’)=r, wypada

t at
X= —,r= i+ —:
r j r
wstawiwszy te wartosci X, Yy, w zatozone rdéwnanie,

Wypadnie

(a*— 2rt+2)¢*— (r+al)=o.
Naywieksza warto$¢ zmienney t tego réwnania odpo-
wiada poiedynczey wartoséci dla a czyli dwom pier-
wiastkom réwnym tegoz réwnania utozonego wzgle-
dem a, to iest

(ti—1 —ira+if— 1=0.
Postgpiwszy iak w poprzedzzigcym paragrafie znay-
dziemy

t‘l
a=-tztc ii— (**—")=0-
Rozwigzawszy ostatne rownanie wzgledem t, znay-
dziemy dtugos¢ wielkiey osi cllipsy = \/+
malcy osi = —

po czein znaydziemy styczng a kata pochytosci wiel-

kiey osi ellipsy do osi OX =

Waley osi 3= S WS
1— 5
II. O wykresleniu hyperboli,
iib. Za pomocg rownania hyperboli odnoszonego

Jo Srodka i osi tey linii krzywey
*7
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A*y2— B*.r*=— A*B* czyli "7 — JT = — 1

mozna znalez¢ diugos¢ osi gdy dane rownanie be-
dzie liczebne. Niechby na przykiad byto réwnanie

liyperboli

ax-— 3/* = — 6.

Podzieliwszy obie strony przez 6, skijd wypadnie
@
T~T = — 1

postrzezemy iz osi liyperboli s§2i/3 , 21/— 2 z kt6-
rych iedna iest uroiona.

ji6. Niechby teraz trzeba byto znalezé réwnanie
liyperboli odnoszoney do osi O X, OY (fig. 70) ro-
wnoodlegtych od osi tey linii krzywey. Nazwawszy
X", y" spbétrzedne punktu M wziete w nowym ukta-
dzie, X,y spoétrzedne $rodka ; bedg xX"— x, y"—-y
wartosci spotrzednych tegoz punktu w uktadzie O0si
liyperboli, ktéreto wartosci wstawiwszy za X, y, W
réwnanie poprzedzaiacego § otrzymamy
A2(/"—Yy)2— B2(X'— X')=— A2B2
réwnanie liyperboli odnoszoney do osi sp6irzednych
réwnoodlegtych od osi tey linii krzywey.
T17. W ogélnosci réwnanie takie iak
ax’' +by2-A-cx-\-dy=e.
w ktdrem spdtczynniki a, b inaig znaki rd/.ne,
nalezy do liyperboli odnoszoney do osi réwnoodle-
gtych od osi tey linii krzywey: zamienimy ie bowiem
podobnie iak w (109) na

d\2 / c

r + Tb) I* + 2a
dx e c2 d2
Nbx-3\ab a N\ab

aze a i b mai-j znaki przeciwne , wiec ie mai.-j takze
dwa wyrazy pierwszey strony rownania, wiec to na-
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d
lezy clo byperboli ktérey $rodka spo6trzednesg— — >

c (e c* ax ~
- - osi zaS§ s} ai/ [j+ N T + N~ f

/e c* </ \
2 + da*> 4~/

Gdyby w znl'ozonem réwnaniu byto a=G, dwie osi
byperboli bytyby réwne. Hyperbola ktérey dwie osi
sg roéwne, nazywa sie réwnoboczna.

Aby na przyktad znalezé spéirzedne Srodka i osi
byperboli ktérey rownanie iest

iX*— 3y z— [\x— 12/=—8
zamienimy ie, podobnie postepuigc iak w § 108, na
(x— i* (r+
9 - — 1
i postrzezemy ii sp6trzedne érodka sg X— i ijr=—2
aosi 6 i 2v/G.
Takimie sposobem zamienimy rownanie
X1—ar7— 2.r— 3r=-j-

n (f~hj)X X—1)*__ n
TT T
> wniesiemy iz t« spotrzedne $rodka sg — fi i, aosi

Réwnanie 7'— a;*— a.z— r=o, czyli/'— (.r-f-j)*— 0
skad f— ,r+i wyraza punkt ktérego spoéirzedne sa
=i, #— — i

jj8. -Latwo okaza¢ iz rownanie

ax’—by'+ cx=o
nalezy do byperboli. Zamieniwszy ie bowiem iak w
(u2) na

(9

Vi) (aad
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widzimy iz nalezy do byperboii ktérey $rodka spof-
i cC e C
rzedne sa X — — —,y = 0, aosi — 1-——7-
& " aa X a  \2\au)

119. Aby wykresli¢ hyperbole ktérey réwnanie
Yy % ixy— X2— 2y-hax+3~0
znaydziemy naprzéd
y=x+ 1x \/[i(x+ 1){x— 1)]
i wniesiemy ze znakn dodatnego ilosci, z ktérey trze-
ba wyciggna¢ pierwiastek, i/, zalozone réwnanie na-

lezy rzeczywiscie do byperboii. Naznaczywszy daley
y=z0 w réwnaniu

y=x+\
$rednicy, otrzymamy X = — T, naznaczywszy za§ X~ 0

otrzymamy Yy=r. Srednica wiec przecina 0§ OX
(fig. 71) w odlegtosci OH— 1 od zaczecia spoirze-
dnycb, ao$§ OY w odlegtosci OA = 1 i Srednicg be-
dzie liniig BR'. Biorgc dopiero za X wszelkie war-
tosci wieksze od + 1 lub mnieysze od — 1, trzeba
bedzie za kazdg takowg wartoscig x dodaé¢ do i od-
ia¢ od rzedney linii BB' cze$¢ = \Z[-x(X+i)(x— 1)],
a otrzymamy w kazdym razie dwa punkta odpowia-
dajace linii krzywey réwnooddalone od $rednicy IUV-
Znaydziemy potem punkta sp6lne S$rednicy 1 by-
perboii zatozywszy réwnanie \/[i(Xx-\-i){x—i)]=o0,
skad wypadnie XxX= — 1=0B, x= 1= OP, a lak
miedzy bniiami B'IJi BD ciggng¢ sie nie bedzie hy-
perbola, w punktach za$ B i B' przetnie $rednice. Punkt
A iest srodkiem byperboii ktérego spoéirzedne s AO
czyli 7— 1, ix:=o0, rzedna wigc B P punktu B'iesi=2.

Znalaztszy potozenie i warto$¢ Srednicy B'B znay-
dziemy wielko$¢ i kierunek pierwszey osi byperboii
sposobem nastepujgcym. Niech AC wystawia poto-
we S$rednicy ktéreykolwiek: réwnanie tcy linii prze-
chodzace}' przez, punkt A ktorego spoétrzedne sa
y=1i, X'— o, iest
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y —\— ax
gdzie a oznacza styczng kata ktory liniig AC czyniz
°si|] OX : odlegtos¢ AC, ktérg oznaczymy przez t, iest
t= yA(Gr—0*+**]
czyli na mocy poprzedzaigcego roéwnania i nazna-
czywszy 1/(1+<?*)=er

| = xr
. t at
skad X= —, r— l4—-
r r

m''stawiwszy te wartosci X, Y w zalozone réwnanie hy-
perboli, wypadnie

(@a*— 2a—i)y/*+ 2(i+a*)=o0:
z dwéch zmiennych t i a, wio réwnanie wchodzga-
cych, pierwsza ma mie¢ warto$¢ naymnieyszg, ponie-
waz ze S$rednic hyperboli 0o$ pierwsza iest naymniey-
sza (\02): w tym razie (n3) rownanie ufozone
Wzgledem a, to iest.

(t%+-2)«*— 2t*a— £*+2=0
ITiusi mie¢ dwa pierwiastki réwne. Bytnos$¢ pierwia-
stkbw roéwnych zawista od bytnosci spo6lnego dziel-
nika polynomow

(/+ 2)«—it'a—1"+ i, (f+i)a—r:
°dhywszy dziatanie dla znalezienia spo6lnego dzielni-
ka, otrzymamy lak w §. 113

r
a— i — 3M+ 4=0.

skad t— irt ;\/321+ 2

120. Takimze postepuigc sposobem wykreslimy hy-
perbole wediug nastepujacych réwnan.
y'—oxy— N+ 2=0. (fig. 72"
Y *— X'+ 2Xx—2yA 1=0 (fig. y3.)
— iX*— 2;'+6.r— 3=0 (fig. ™4-)
121. Zatrudnimy sie teraz wykreSleniem hyperboli
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miedzy asymptotami wediug danych réwnan licze-
bnych.
Aby wykre$li¢ hyperbole miedzy asymptotami kto6-
rey roéwnanie iest
yr— 2y— 2x*-{-6x— 3=0

znaydziemy naprzéd

y= 1z \/(ax*—6.r+4)
wykonamy potem poczatkowe wykreslenie iak na fig.
74. i znaydziemy AO— i, OP=ri, OP'=2 (fig. 76.)

Postepuigc daley drog| skazany w ogdlnym spo-
sobie, (io3) zatozymy

r = 1i x£x
i przypuscimy iz warto$é dla x wiekszg iest od wszelkiey
naznaczoney ilosci, przez co utomki ——, m— zbli-
y p o) o

zae sie bedg do zera a réwnanie ostatne do
1 dr X 1/2

Rownanie to nalepy do dwdch liniy przecinaiacych
sie w-iednymze punkcie S$rednicy AB, poniewaz na-
znaczywszy w niem X = o bedzie jy= r kazda za$
z dwéch pochylongi iest do osi AB pod katem spet-
niajagcym kat drugiey. Oznaczywszy przez z rbéznice
rzednych linii prostey i krzywey, bedzie

( 6 4 \'

pomnozywszy i podzieliwszy druga strone przez
f 6 4 \

bedzie

I/la+ 1/ a
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Gdy X miec bedzie warto$¢ wiekszg od wszelkiey ilo-

N6
sci naznaczoney, warto$¢ z przybnzy sie do £ — —
czyli =+ e i tak granicag zblizenia sie linii pro-
stey do krzywey iest ilos¢ + Gdy wiec od rze-

V %
dney, kazdey z dwéch liniy prostych, odetniemy te

granice i w odlegtosci = —— poprowadzimy dwie li-

niie rownoodlegte wzglednie od dwéch pierwszych ,
owe réwnoodlegte przetng sie z liniuj krzywag w pun-
ktach ktérych odcieta X bedzie nieskonczenie wielky ,
te przeto liniie sg asymptotami hyperboli a ich ro-
wnania sg

rqi.ri/2 --——-

W tych naznaczywszy X=-z dla znalezienia punktéow
w ktédrych ledna z asyroptot przecina rzedng PC',
otrzymamy dwie wartosci
i+ 1/2 —r+ i/2
N 1/2 N 1/2
szukaymy dopiero czwartey proporcyionalnev do
/2 : 1 -f- 1/2 = 1:j. Lniila CF= 1/2 poniewaz
Cc'=i, FG'=i: na przedtuzeniu wiec linii CF wezmy
CJ=iz=C I przez punkt | poprowadzmy 1IE réwno-
odlegta od OX, bedziemy mieli proporcyig
FC: FI=FC': FH, czyli 1/2: 1+1/2=1: Y,
a tak przeniesiemy FH czyli y od P' do K, przez pun-
kta O' 1 K. poprowadzimy limig O K, ata bedzie iedng
2 asyrnptot.
Szukaymy potem czwartey proporcyionalney do
1/72:— 1+ 1/2=1:Yy.
Poniewaz 0C=i/2, OI=0C—Cl=i/2— 1 bedzie



i3G O wykresleniu

OC: Ol=CP: PD, wiec y=PD=P'll: poprowadzi-
wszy zatem pezez punkta O' i ll liniig prosta, ta be-
dzie druga asymptota.
122. Aby wykreéli¢ asymptoty byperboli ktérey ro-
whnanie
YyZ— iXy— X2— 0.y+ix +3=o0
znaydziemy naprzéd
y=xX-\-1x I/("*x*— 2)
i wykonamy poczatkowe wykreslenie iak na fig. 71:
(119), przywiedziemy ostatne réownanie do postaci
r=x +t x£Xx v/2—7—
i powiemy : im bardziey X rosnal, tym bardziey

2
utomek _Cg_ male¢ bedzie, wiec rownannie

y=X-\-1+X 1/2

nalezy do dwoch liniy prostych przecinaigoy¢h sie w-
iednymze punkcie $rednicy BB' na osi OY (fig; 76.}
a tym punktem iest Srodek byperboli, skad wniesie-
my iz sg asymptotami.

Postepuiage drogg skazang w sposobie ogélnym (io3),
oznaczymy przez z réznice spotrzednych byperboli i
limy prostych o ktérych mowa; i znaydziemy.

z=x[ 1/2— i/( 2— -|r))

czyli, pomnozywszy i podzieliwszy drugg strone przez

+ A -jr )’

widzimy dopiero iz gdy X mieé bedzie warto$¢ wie-

ksz*2 od wszelkiey naziiaczoney ilosci, licznik — stanie
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sierr: o, granica zalem miedzy asymptotami i ich ré-
wnoodlegiemi iesl = o, wiec owe liiiiie proste prze-
chodzace przez O' sg asymptotami.
Aby wykres$li¢ te asymptoty, naznaczmy w-ich ro-
whnaniach
y=x+ i+x1/2, y—X+i—x1/2
m*=1, dla znalezienia punktow w ktérych przecinaig
rzedng DC: wypadnie
y=2+1/2, y— % 1/2
2 punktu B' iako ze $rodka promieniem BO'rr: i/a
zakre$lmy luk: dwa przeciecia C, C tego tuku z rze-
dng PC beda lemi przez ktére przechodzié¢ maig asym-
ptoty, iest bowiem
PC=rPB'+B'C=2+1/3
PC=PB—BC'rfra— 1/2
123.  Aby wykre$li¢ asymptoty hyperboli ktérey
réwnanie
jf*— 2xy— .r1+2=0,
znay4 zieniy naprzdéd
)'=x+; \Z(ix*— 2):
Skad wniesiemy ze y=zX iest réwnaniem S$rednicy ;
X==%:1 sa réwnaniami granic (Fig. 77), Srednica wiec
CC' przechodzi przez zaczecie i czyni z dwiema o-
Slaini spo6trzednych kat rowny potowie prostego: wzia-
wszy za$ OPr=(JP— 1, PC = PC'= 1, wyznaczymy
Srednice, iey $rodek O igranice hyperboli. Przywiodit-
by daley ostatne rownanie do postaci
2
X’
1 wyrozumoWawszy iak w poprzedzaigcych 8§, otrzy-
mamy réwnania asymplot
y=Xz%X s-X
Aby znalezé punkta w ktérych asymptoty przeci-
n a rzedng PC, naznaczymy X— 1, skad wypadnie
j— 1+ 1/2, y=i— l/a

y=X £ X1/ 2

18
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Z punkta C promieniem CO =i/2 zakres$limy tuk ko-
t,i, a przeciecia tuku z rzedng PC wpunktach D, D'
bedg te.ni przez ktére przechodzi¢* in.ug asymptoty.
i-IA. Aby wykres$li¢ asyinptoty tiyperboli ktérey roé-

wnanie

Y'+2XY—X*+iX-t-iy— 1=0
znaydziemy naprzéd

)m=— (e£+>) £\Z (ixx+ 1)
aze granice wypadaig w tym razie uroione wedtug
rébwnania X=z =1/ — 1, wiec rozwigzemy zalozone
wzgledem X i otrzymamy

X=y+1+ v/ 2j,+ /ijn:
z réwnania $rednicy Xx=YyA-1 (fig- 78), wywiedziemy
y= — 1 + 1; z rbwnania z»$ granic ~(74-2)— o
wywiedziemy y— o0, iy = — 2. Wedtug tych wypad -
ktw , granice linii krzywey na S$rednicy bedg C i
C'. Al>y znalez¢ kierunek asymptot przechodzacych
przez punkt O, nadaymy ostatneinu rownaniu postac

mXzz=y+t\ £y /N2 + —j

réwnania asymptot beda

X=y+ 1*xr1/2:
Naznaczywszy w tych réwnaniach / = — 2 dla znale-
ma punktéw w ktérych asymptoty przecinaig granice
D1), wypadnie

—i-+-21/2, =—1-2y'i

a zatem z punktu C' iako ze $rodka promieniem
= 10'G'=21/2 zakreslam tuk koti, a punkta D, D'
spblnego przeciecia zlung DD beda temi przez kto-
re przechodzi¢ maig asymptoty.

I11. O wykresleniu paraboli.

iab. Wiemy iz réwnanie paraboli odnoszone do osi
maigcych zaczecie w wierzchotku tey linii krzywey, iest
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"—ipX.

Aby znaleig r()wganie paraboli odnoszone clo 0siO X,
O0Y (fig. 79) rownoodlegtych od pierwiastkowych,
mamy

OP=0P—0Q, czyli X—X — a

PM=P'M— P'P czyli g
gdzie a, g wyrazal? spétrzedne wierzchotka O para-
boli: wstawiwszy wartoSci X, Y wzatozone, wypadnie

(/—¢,)'=ip{x—a)
réwnanie paraboli odnoszone do osi réwnoodlegtych
od pierwiastkdwyc li, ktérey wierzchotka O rzadna iest
-4-g—.0Q, aodcieta -+ «=0 Q.

iaG. W ogdélnosci réwnanie

ay *A-bxr-\-cy-\-dx—e
gdy w niem b, to iest, leden ze spétczynnikéw a, h
iest — o, nalezy do paraboli odnoszoney do osi ré-
wnoodlegtych od pierwiastkowyih. Przywioédiszy ie
bowiem do postaci

1 cV d(7 e
Ir + 77) “  Tad)

sposo liern w (109) skazanym, widzimy iz oznacza pa-
rabole odnoszony do ukiadu YOX, ktérey parametr

d . c
iest — — , rzedna wierzchotka-------- a odciet
a & 2a ¢la

J |3 | k(:a:d3: kierunek nareszcie odndg paraboli iest
taki iak na figurze 80 aby byla dodatng ilosc.
£( € \
~\x ~Ti - Addj
I t'ik, aby wykre$l.¢ parabole ktdrey réwnanie
2jr*— 3/ — .r=i;

zamienimy naprzod to réwnanie na
(/—t) ' =t(~+tt) ,
1 postrzezemy iz nalezy do paraboli ktorey parametr
rzedna wierzchotka =as 4- -y odcieta=a.-— -}



140 O wykresleniit

Aby wykres$li¢ parobole ktérey rownanie

y*— ixy-\-x*-\-x— o,
znaydziemy naprzéd

y—xdz i/'— x:
aby wartos¢ dla y byla rzeczywistg trzeba wzije X
za odiemng ilo$¢ i bedzie

y — —x = \/x.
y= — X est réwnaniem $rednicy, iey wiec potoze-
nie iest (fig. 81) w kacie odiemnych X, y. Nazna-
czywszy X=.0, w réwnaniu tak S$rednicy iak parabo-
li, wypadnie Yy = o, wiegc le dwie liniie przecinajg sie
w zaczeciu osi: biorgc dopiero nad i pod $rednicg cze-
$ci = \Zce réwnoodlegte od osi OY, wyznaczymy lak
naywiecey punktéw paraboli. Ody OD = X ozna-
cza¢ bedzie iedno$¢ liniyng , wszystkie wartosci X
mnieysze od OD bedg utomkami, wiec od O do D,
bedzie \/X, wiekszy od X i liniia krzywa bedzie prze-
chodzita naci osig OX , poczawszy za$ od D bedzie
schodzita pod o0S.

127. Podobnym postepuigc sposobem wykreslimy na-

stepujace réwnania

y*— Xy-\-x*A-"y =0 (fig. 89).

y*— 2Xy-A-xz-huy-hi— o (fig. 83).

Yy 2— 0.Xxy+x—iy—1=0 (fig. 84).

y2— 2Xy +X*— 2jy— ix— o0 (fig. 8>).

128. Zakonczymy ten rozdziat wykresleniem Kkilku
réwnan innego rodzaiu niz te ktéreSmy dotad uwa-
zali. Tak na przyktad z rownan

y3=ax, y3axz
pierwsze iest réwnaniem paraboli szeScienney pitr-
wszey, drugie réwnaniem paraboli szeScienney dru-
S iey-

Aby wykresli¢ pierwszg , uwazam iz za kazda do-
datnig wartoscig X, wypada warto$¢ rzeczywista do-
datnii dlay = y[ax): liniia krzywa ma wiec pierwsza
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odnoge taka iak OA (fig. 86J. Zatozywszy za$ wartosc
odiemng dla x , otrzymamy y = — 1/(ax), skad
"Wniesiemy i/, hniia krzywa takgz samg ma posta¢ pod
osig OK iaka nad osig OK: mozna wiec uwaza¢ odno-
ge OA' za potozenie linii OA iakie wzielta przezswoy
obrot okoto punktu O w kierunku od A do Y. OS$
OK iest styczni} w punkcie O do obudwoéch odnég
°A, OA.

Aby wykres$li¢ drug."}, uwazam iz zwartosci X tak
dodatney i;ik odieinney wypadnie zawsze wartos$édo-
datna y= y'fax’), wiec Imiia krzywa iest parabolg
Au A styczng do osi OX (fig. 87).

iqc). Aby iescze da¢ uczu¢ roznice miedzy liniia-
mi krzywemi ktdre wykresli¢é mozna za pomoc.-} roé-
wnan stopnia z dwiema zmiennemi , a liniiami
krzywemi ktorych posta¢ zawista od rdéwnan innego
Stopnia; wykreslimy linii;} ktérey royvnanie iest

_yz=zusi X (fig. 88"

Naznaczywszy w danem réwnaniu Yy =z 0, wypadnie
X=z0 , limia krzywa prze¢ bodzi wiec przez zaczecie
spétrzednych : naznaczywszy x=20u° yvarto$¢ odpo-
wiadajgca dlaj bedzie =0: wzigwszy za$ dla# wartosci
zawarte miedzy o0° i 200°, otrzymamy punkta M, M’ linii
krzywey: naywieksza rzedna bedzie odpowiadata war-
tosci X M= i00°, naymnieysza za$ yvartosci #=200° a tg
bedzie punkt J. Warto$¢ # = 300° da rzedng y— iup
°diemn;}, #=/]00° da punkt J od ktérego poczynajgc
Iniia krzywa znoyvu sie wzniesie na | 0§ OK i tak da-
ley ciggnaé sie bedzie, lez same otrzymamy wypadki
utozywszy dla X wartosci odiemne.



DZIAL DRUGI

O WL\SNOSCUCH LINIY DIIUGIEGO RZEDU*

i30. 0 posobesi analitycznym odkryliSmy postaé i li-
czbe limy drugiego rzedu. Starozytni trafili na tez
same liniie krzywe, przecinajgc przez pfasczyzne ostro-
krag i nazywali przecieciami oslrokregowemi te krzy-
we liniie ktére my zowiemy liniiami drugiego rzedu,
lecz nie mogli sie zapewni¢ czy, z rod/.mu liniy takich iak
ellipsa, hyperbola i parabola, znayduig sie icsczu inne
iakowe lub me.

Nim przystgpimy do wyktadu wiasnosci tvch trzech
liniy krzywych, poznamy owo skad ingd szacowne, od
starozytnjch zostawione nam twierdzenie, iz ellipsa,
hyperbola i parabola sg przecieciami ostrokregu. Aby
te prawde okazaé, przypomniymy sobie, iz powierz-
chnia znanego w zasadach Geometryi ostrokregu po-
wstaie z obrotu linii prostey opieraigcey sie iednym
ze swoich punktéw na innym punkcie statym i na
okregu kota ktory przebiega. Z takiego tey powie-
rzchni utworzenia widaé, iz sie skltada z dwoéch po-
wiok (nappes), przedzielonych punktem danym i ohey-
niuigcych przestrzen tym rozlegleyszg im sie daley
od owego punktu rozciggaja. Ten punkt nazywa sie
Srodkiem ostrokregu'. wystawiwszy bowiem sobie dwie
ptasczyzny w rowney odlegtosci od owego punktu i
rownoodlegte od siehie, czeie linii tworzacey w ka-
zdem potozeniu uwazaney zawarta miedzy temi dwie*



O wiasnosciach liniy drugiego rzedu. i/j3

nia piasczyznami bedzie podzielona na dwie roéwne
CZY&Cl w owym punkcie, ktéry przeto iest $rodkiem
wszystkich limy tworzgcych ateru samem powierzchni
i petnosci ostrokregu.

131. Niech bedzie SAB (fig. 89) powierzchnia ta-
kiego ostrokregu, S iego $rodek na ktorym opiera sie
bniia tworzgca SV, ACBI) koto ktérego okrag prze-
biega , nakomec C) $Srodek tegoz kota. Przecigwszy
ostrokrag ptasczyzng przechodzac.'} przez $rodek S i
przez S$rednice podstaw, ta przetnie dwie powiloki we-
dtug dwoch troykatow GSD, csd majgcych katy pr/.y
S rowne, lako wierzchotkiem przeciwlegte. Gdyby
plasczyzna przeciuaigca imata potozenie ACBJ1) ro6-
wnoodlegte od podstawy, przeciecie to, iak wierny
skadingd , bytoby kolein. Poczynaigc od tego poto-
zenia plasezyzny przecinaigcey, wystawmy sobie iz ta
obraca sie okoto 1111 1) C' lako osi i dazy do poto-
zenia CSD: bniia przeciecia oddala¢ sie bedzie .coraz
bardziey od okregu a zbliza¢ do tréykata 1
1° dopoki plasczyzna przecinnigca czyni¢ bedzie z
liniig tworzacg AS kat taki iak BA A mnieyszy od aoo®,
przecina¢ bedzie tylko m/.sza powierzchnia ASB , a
przeciecie bedzie liniig krzywg zamknieta coraz wie-
cey wyciagnieta.
2° gay plasczyzna przecinajgca uczyni z liniig AS kat
r= 2000, czyli gdy bedzie réwnoodlegta od AS; prze-
tnie tylko powierzchnig nizszg i zostawi na mey huiig
krzywa otwartg.
0° przeszediszy kat o 200°, plasczyzna ruchoma prze-
tnie obicdwie powtoki, utworzy na kazdey osobne
przeciecie z ktérych kazde ciggna¢ sie bedzie do nie-
skonczonosci w tez same strony co powiloki, a miedzy
obudwoma bedzie przerwa tym znacznieysza 1111 bar-

dziey plasczyzna przecinajgca bedzie oddalong od $rod-
ka ostrokregu.
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Postrzec!?: iuz mozemy wielkie podobiefistwo mie-
dzy temi trzema przeciec iami ostrokregu a Imiiaini dru-
giego rzedu. Proste uwazanie trojkagtéow doprowa-
dzi do rownan, cechuiacych przeciecia, takich samych
iakie nalezg (y6j do liniy drugiego rzedu i zobaczy-
my iz przeciecie w pierwszym razie iest ellipsg, w trze-
cim byperbolg, w drugim parabola.

i 3a. Niech liniig IMI' bedzie tg ktéra wypada z
przeciecia w pierwszym razie (fig. go' a Gil $ladem
ptasczyzny przecinaigcey zostawionym na plasezyznie
podstawy ostrokregu: niech ptasczyzna przecina ostro-
krag przez o$ tak, aby $élad AB troykata przecinajg-
cego ASB, zostawiony na podstawie ostrokregu, byt
prostopadty do $ladu GH plasczyzny przecinaigcey
Poprowadzmy dwie ptasczyzny FME/w, FME/«'r6-
wnoodlegte od podstawy ABCD: ich przecieciami z o-
strokregiem bedg dwa kota, a FE, FE' przecieciami tych
kot z ptisczyzng troykata ASB , nareszcie M/« , i\lin
przecieciami kot z piasczyzng przecinajacg : aze liniie
AG, GU sg do siebie prostopadte wiec takze ich ro6-
wnoodlegte FE, Mni, tudziez FE', Min', s3 do siebie
prostopadie. Dwa troykaty 1PE , 1PE, tudziez 1P1,
1P'F dadza proporcyig

IP: I'P'=PE: PE', i IP: IP=PF: PF'
skad IP x IP: 1P'X 1IP==PE x PF: PE'XPF"'
aze PEXx PF=PM% PE x P'F'=rPM*
wiec PM1: PM '=IPxIP: IP'xIP.

Liniig GI' iest prostopadlg do $ladu G il, poniewaz

mozna te liniig uwaza¢ za leduo =z potozen linii GB
prostopadiey do Gil obracaigcey sie okoto punktu G
na ptasczyzuie troykata ASB, Imiia za§ 1l lezy na
ptasezyznie troykata; wiec i limie PM, PM sg pro-
stopadte do U, a zatem mozna ie uwaza¢ za rzedne
prostokatne linii krzywey 1MMT ktére oznaczymy
przez Yy, Y . Wzigwszy dopiero zaczecie sp6trzednych
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wpunkcie 1, i naznaczywszy 11'=2A, IP=.r, IP'=="r,
bedzie rp==2A— X, IP'=2A— X', i ostatna propor-
cyia zamieni sie na

y X y'*-=("tA—.z\r: (2A—x")x’
sk'jd {7kXx—X X)Yy1+y*xX*=% \ y XX.
Réwnanie to nalezy do ellipsy odnoszoney do osi sp6t-
rzednych réwnoodlegtych od osi tey linii krzywey
(108), co tez iest przypadkiem obecnym: wzigwszy
za$ Srodek ellipsy za zaczecie spotrzednych trzeba be-
dzie za X wstawi¢ A— X w réwnanie znalezione, kt6*
I'Q wtym razie zamieni sie na

RAr'—x X)yl+ /'1x1= A *yl

i Y X X X
czyli e - £
ib.x-"~x"*)
i- *ptk
Czyh, naznaczywszy ——7F—-—-—-—-—= B% na
2an~t' | memg0
y* X*
TF + 1

ktére iest (98) rownaniem ellipsy odnoszoney do iey
s'odka 1losi. Gdy bedzie li=A przeciecie ostrokregu
bed/.ie kotem a iego réwnanie
Yy’ -\-xx= A2
133. Aby okaza¢ ze przecigcie wedlug trzeciego

Przypadku daie hyperbole; przetniemy ostrokrag przez
P'l'asczyzne rownoodlegty od podstawy, skad wypadnie
Mo ACBD, (fig. 911 poprowadzimy cieciwe CD pro-
st»padle do $rednicy AB, z punktu Q wyprowadzimy
prostopadia Q'QP do ptasczyzny kota ACBD przeci-

dwie powitoki w punktach P i P', poprowa-
dzimy nareszcie przez limie DC i Q'QP ptasczyzne
~Nora przetnie ostrokrag wedtug dwoch liniy krzy-
k i DPC i EP'F. Jest tedy DQ prostopadtg do
Ab i doPQ', aD'Q" do AB' i do PQ'. Troyk.-jty po-

*9
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dobne PQB, PQB', tudziez P'AQ, P'A'Q' dadzg pro-
porcyig

BQ: BQ'=PQ: PQ' i AQ: A'Q'M"PQ: PQ’'
skad BQ X AQ: BQ x AQ=PQ x PQ: PQ XPQ’

czyli DQ*: DQ"=PQxPQ: PQ xPQ.
Proporcyia ta, wzigwszy za zaczecie spo6irzednych punkt
P i naznaczywszy DQ— D PP=2A, PQ=.r

PQ'=a:', P'Q=aA+"”, PQ=aA+.z:'
zamieni sie na

Y X1y 'x= X (2A.+x): x'Mk+x)
slcad (aAN+a/" )N — mhx Xx= XKy 'xx.
To réwnanie nalezy do byperboli odnoszoney do osi
spoOtrzednych roéwnoodlegtych od osi tey linii krzy-
wev (i i6). Przeniéstszy zaczecie w punkt O' $rodek
linii PP'; bedzie PO =A adawne X czyli 1*Q zamieni
sie na U'Q— OP czyli XxX— A: wstawiwszy wiec o,— A
za X w ostatne réwnanie, wypadnie

{p.kX + X' XYYyX—-yxXX*= — AXy X
czyli
Y X X X
t kxrx \ HF “ 1
[aAa;' -f- X *)
A*/*
lub naznaczywszy = B*
yx _ _£
B2 A* ! 1

rownanie hyperboli odnoszone do iey $rodka i osi (roo).

i34. W trzecim przypadku w ktérym plasczyzna
przecinaigca rownoodlegta iest od boku ostrokregu
uczynimy wykreslenie podobne iak na fig, 90 i miec
bedziemy
PF=P'B (fig. 92).
IP: 1P = EP : AP
skad IP : IP'= PFXEP : PB x AP/
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czyli IP: IP~ PM* :FM'™
Wezmy | za zaczecie osi spOirzednych prostoka-
tnych i naznaczmy IP=.r, \\W=X' MP=j, M'P=/",

bedzie X: X = r*:r'*, skad y*= = X
. y %
czyli, naznaczywszy o = 2p,
J %LO.pX

réwnanie to (101) oznacza iz liniia krzywa MIm
iest parabola.

ROZDZIAL PIERWSZY

O ellipsie;

1. O Kole.

i 35. Réwnanie ellipsy ktérey osi sg réwne, czyli,
réwnanie kota odnoszone do osi prostokgtnych mam
igcych zaczecie w $rodku, iest (99)

W tein rownaniu czyta¢ mozna gtéwne wiasnosci ko-
ta. Aby na przykitad wyznaczyé punkta w ktérych
okrag przecina osi OY, OX, (fig. 9:9 weZmiemy z
osobna X— 0, y— 0 w-iego réwnaniu i otrzymamy w
pierwszym raziey = * H, w drugim .z=*R, co zna-
czy i£ Oa~0Oa', OB=0B'. Warto$¢ dla y> wyieta
zrownania kota
y =% v/(R*— X*)

oznacza i/,wzigwszy dla X warto$¢ mkakolwiek = — OP
bedzie PM =PM, czyli ze $rednica dzieli cieciwe, do
ktorey iest prostopadig, na dwie réwne czesci. Wzia-
wszy X >R, warto$¢ dla y bedzie uroiong, co zna-
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czy iz kolo zamkniete iest w granicach ar= + R,
yz=z+ R. Nadawszy ostatnemu roéwnaniu postne
j= £ W/[R+.r)(R—x)]

widzimy iz prostopadia od punktu okregu na S$redni-
ce spusczona, iest $redng geometrycznie proporcyio-
nalng miedzy odcinkami $rednicy. Nareszcie réwna-
nie kota, samo w sobie wziete , oznacza iz wszelkie
liniie proste prowadzone od $rodka kota do okregu
sa sobie rowne.

° 136, Dowiedziemy, za pomoca réwnania kota, iz
dwie cieciwy prowadzone od koncow $rednicy do pun-
ktu okregu, przecinajg sie pod katem prostym.

Oznaczywszy przez a styczng kata ktéry liniig B'M

(fig. q3) czyni z osig OX ; réwnanie tey linii prze-
cliodzacey przez punkt B' ktdrego rzedna y=o0, od>
cieta XxX'= — R, iest (39)

jr=o0(x~I1-Rj
réwnanie za$ linii BM przechodzacey przez punkt B
ktorego spétrzedne f=0, ~'=:+ R; iest
y=dW%—R)
Poniewaz te liniie przecinaig sie na okregu w-iednym-
ze punkcie, wigc sprawdza sie iedngz wartoscig dla y
te trzy roéwnania
j=a(x+'K)1lj= a ‘(x— R), y*-\-x*— pt*
czyli, wzigwszy iloczyn dwéch pierwszych, te dwa
y*=aa'(x*— R¥*), — (r*—R")
z ktorych wypadnie
aa'=z— 1, czyli aa'+ 1=0

réwnanie oznaczajgce iz dwie liniie, o ktérych mowa,

przecinaig sie na okregu pod katem prostym (40 -

137. Zadanie. Znalezé warunki spdlneg-o przecie-
cia dwoch okregow.

Wezmy O S$rodek iednego =z két (fig. 94) za za-
czecie spoOirzednych prostokatnych, i niech bedzie ro-
wnanie tego kola

X*~\- j3=:r* (i).
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Aby znalez¢ réwnanie drugiego kota, uwazam u.
Ml1,2+ AP’'=AIVP- czyli MP*+(AO—PO)*=AM *:
naznaczywszy wiec odlegtosé $rodkéw AO=x\ pro-
mien AM=/-'; réwnanie drugiego kota bedzie

y-\-(X—X)2=r1 * (2).
Pozostaie rozwigza¢ wzgledem X,y rownania (1) i
(a). W tym zamiarze odciggniemy stronami (1) od
(aj 1 otrzymamy

Xx‘atr*—r

wstawiwszy za$ te warto$¢ X w réwnanie (1) , wy-
padnie

r= % 15 \NAQV'® *— W o+ r* —r )],

Trzy moga by¢ przypadki z tg wartoScia y.

i° i/[4r\i'"*— (X! +r*—r'*)a]>o0, 20=0, 3° <0.
wpierwszym, warto$¢y iest rzeczywista a zatem dwa
kota przetng sie: aze L\r*x* (X* + r*— r1)*
czyli 3.rxX”>X'z-\-r" — /% wiec rx™">Xz— arx + r*
czyli r*A>(X—n)x czyli r*— (X— -r*~>0, czyli

(r+r—x) r+ x—r)>0.
Dwa czynniki tey nieréwnosci muszg mie¢ znaki ré-
wne, bedzie wiec
i° r'+/'>#" r+x"~>r

lub a° r+r</~x\ r-b-#'<>
Pierwszy podwdyny warunek przeciecia spélnego dwéch
K&t oznacza i/, summa promieni dwdch két ma byé
wiekszg od odlegtosci $rodkow, i ze summa promie-
nia kota iednego i odlegtosci Srodkow ma byé wie-
ksza od drugiego promienia. Drugi p6dwoyny wa-
runek iest z pierwszym sprzeczny, poniewaz, pierwszy
°*nacza bytnos$¢ troykata, adrugi tez bytnos$¢ za-
przecza: drugi tedy oznacza i/, dwa okregi nie prze-
tng sie gdy summa ich promieni mnieyszg iest od
Qdiegtosci srodkow i gdy summa iednego promienia
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i odlegtosci srodkow mnieyszg iest od drugiego pro-
mienia. Poniewaz, Y ma dwie réwne ze znakami ro-
znemi wartos$ci, znaczy sie to, i/, odcietey punktu
przeciecia dwoch kot odpowiadaj dwie rzedne ré-
wne znakami przeciwne , czyli iz linila tgczeca
Srodki dwoch ko6t przecinaiigcych sie iest prostopadly
do spo6lney obudwom cieciwy i dzieli ig na dwie ro6-
wne czesci.
«w drugim iest 0.rx'—Xx* + rx— r* skad y=0 , aza-
tem dwa punkta przeciecia schodzg sie w-ieden n;i
osi OK czyli dwa kola stykaig sie w tym punkcie:
z réwnania ostatnego wywiedziemy

r*=z(Xx— n*, r=z:zx (X'=#
skad X'=r+r, X'=zr— £,
pierwsze z tych dwoéch ostatnych réwnan iest warun-
kiem aby sie dwa kota stykaly zewnetrznie, drugie aby
sie stykaty wewnetrznie.
w trzecim warto$¢ y iest uroiona. Jakoz z nieroé-
wnosci

arx'snx* + r*— f* wywiedziemy
r*— 2rx'+. T*— r%>0. czyli (r—x'Y— /'">0
czyli (f— X'+r){r—x — r)y™>o
byéby wiec musiato /e+/e'>.z', rA>X+r
albo rA-r's”™x', r</™x'+r

w tycli obudwo6cb razach zachodzi sprzecznos$é: kola
wiec ani sie przecinaig ani stykaig czyto dla tego iz
sg'zbyt od siebie odddone , czy dla tago ze ledno
znayduie sie wewnatrz drugiego.

138. Aby utworzyé ro.wnanie kota odnoszone do
osi spoOtrzednycli prostokgtnych maigcycb zaczecie w
koicu O S$rednicy ; obierzemy na okregu punkt M
(iig. 95) uwazymy iz odcieta tego punktu iest
AP = OP — OA, czyli X— X — R: wstawiwszy wiec te
warto$é¢ X w réwnanie kota x*-t-r* = R’ otrzymamy*
opusciwszy kreski,
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réwnanie kota odnoszone do spdéirzednych prostoka-
tnych tnaigcych zaczecie w koncu Srednicy.

Podobnym sposobem znaydziemy roéwnanie kota o-
dnoszone do osi prostokatnych maigeych swe za-
czecie za okregiem: (fig. 96) naznaczywszy bowiem
sp6trzedne $rodka Oa=ct,Aa=g, spo6trzedne Om =x,
Mnz=y\ réwnanie AG*+ GM*=AM% wyrazimy

[X— «)*+(r— e)*=R*

139. Zadanie. Znalez¢ réwnanie linii prostey sty-
cznej z kotem.

Rownanie linii NM (fig, 97) przecinaigcey koto w
dwoéch punktach M, N ktérych spoétrzedne oznaczymy
przez X\ y iednego; XY _drugiego iest (39)

yt____y n
X" (m— V")
Poniewaz punkta M, N znayduig sie na okregu wiec
j-'=l/(R*“—x*),J — 1/(R2— Xx"X)
. o ; Ly — X
wstawiwszy te wartoscia’, y wspo’:czynmk—-—:@-:~ >

@
Wyrazimy okoliczno$¢ iz sieczna ma dwa punkta
spélne z kotem: aby za$ unikngé wyrazen niespél-
miernosei, mamy

_ Yy X—r"x
J X y + r*/
= ~ y+y m N
X + x' , o .
— T\~ " rO'vnanie wiec sieczney przeydzie
Xl + XII
na y-r'=— y.~

*Niech dopiero linila MN obraca sie okoto punktu M
Wychodzac z kota: Wtym razie punkt N zbliza¢ sie
bedzie do punktu M, a gdy obadwa zeydg sie w-ie-
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den , bidzie x'=x", y'=y", linia MN z sieczney stanie
sie styczna a réwnanie tey ostatney bedzie
X

f—r = — ~ (*_*){;‘)
lub, rozmnozywszy obie strony przez y i wzigwszy
R* za V1,

yy'-{-xx'=B.z.

Za pomocag tego réwnania styczney i rownania ko-

ta tatwo dowies¢ iz styczna ieden tylko punkt ma
spélny z kotem. Rozmnozywszy bowiem strony ré-

robwnania styczney przez 2 i odciagngwszy ie od
stron rownania kota X bedzie
X*— 2yy+y - 2XX= — R1

lub, dodawszy po obudwécb stronach X' +vy’,
{x—x-)a+ (y—y)*~x*+/"—R*
Poniewaz pierwsza strona tego réwnania iest doda-
tnag, wiec takaz musi bydz i druga, wiec
ezN+jrl>R*
aze X, Y sa spOtrzedne ktéregokolwiek punktu sty-
czney wyigwszy punkt M, wiec ostatny wypadek o-
znacza, iz wszelkie punkta styczney opro6cz punktu
dotkniecia sg za okregiem kola. Kie moze takze za-
den punkt styczney znaydowa¢ sie wsérod okregu,
poniewaz w tym razie byloby X'+y2- R'<”0 a
zatem i (X—X )y*+ (y— Y)*<”™° co by¢ nie moze: a
tak styczna ieden tylko punkt ma spélny z okregiem.
i/jo. Liniig prostopadta do styczney w punkcie do-
tkniecia nazywa sie normalna.

Znaydziemy roéwnanie normalney nastepuigcym spo-
sobem. Nazwawszy X, Y spOtrzedne ktdéregokolwiek
punktu M (fig. 97) w ktérym przecina okrag, rowna-
nie linii OM bedzie

y—y —d{x—x)
aze styczna trygonometryczna kata ktéry styczna do
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kota czyni z osig OX iest = — B(-(i3c)) wiec warunek.

/ : a'x
prostopadtosci normal: istyczney iest (4i)--—--- — +1— o0,

y
skad al — — i réwnanie normalney przevdzie na

r—r= (=)
lub, skrociwszy, na
jX'=y'x.
Ten wypadek wychodzi naj = C—a to iest, na

réwnanie linii prostey przechodzarey przez zaczecie
spotrzednych, normalna wiec przechodzi przez S$ro-
dek kota.

idi. Aby przez punkt za okregiem dany poprowa-

dzi¢ styczng do kota, trzeba bedzie, — oznaczywszy
przez X" y" spoétrzedne punktu danego, przez X\Yy
spétr: punktu dotkniecia, — rozwiaza¢ dwa réwna-
nia

Y'j'+ X"X'=ER% X*+ /=R *
dla wyznaczenia niewiadomych X, VY.
Aby za$ poznaé¢ okolicznosci zadania, odciggniemy
réwnanie pierwsze od drugiego i wypadek przywie-
dziemy do postaci

4

Rownanie to nalezy do kota krémego s$rodka spot-
X// J” ., fX 9._||_yffg€\

rzedne sg -— » — a promien = - —— j.  Ponie-

waz dwa zalozone rownania drugiego stopnia dadzg

podwoéyne wartosci dla X, y\ wniesiemy 11 od pun-

ktu danego za okregiem dwie styczne do kola po-
20
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prowadzi¢ mozna: aze styczna szukana ma swoie
punkta na obudwéch okregach, wiec ie ma w dwoch
przecieciach okregéw, przetng sie za$ okregi ponie-

waz odlegtos¢ ich Srodkow /] r mniey-

szg iest, co tatwo okaza¢, od summy promieni.
Wywiodiszy warto$¢ dla y z zatozonych roéwnan,
znaydziemy

a*/' _X +e /*— R?”)
J~ x* + f iz i (*"e+ /")
i wniesiemy ze warto$¢ f iest rzeczywista
gdy X"X--y'*—R*> o
lub —U— o

urciony za$, gdy X'/2-hj~"3— R*<”™ o:

w pierwszym razie mamy dwa punkta dotkniecia,
w drugim ieden i to na okregu, w trzecim nie masz
zadnego punktu dotkniecia a dany znayduie sie w $réd
okregu.,

i/;.2. Zakonczymy rzecz o kole odpowiedzig na
pytanie czy nie masz w kole ukladu osi spéirze-
dnych ukos$nych, zaczecie w $rodku inaigcych; w kté-
rym utworzywszy réwnanie kota, to zachowatoby zwy-
czayn.-j postaé, to iest same kwadraty ze zmiennych.

Nazwawszy «, a katy pochytosci nowych osi do
dawney OX, a X', Y\ spoétrzedne nowego uktadu:
mamy (50. 20)

y =y wsl«’-\-x"wsta., x=y.dwsa!+ x.dwsci.
Wstawiwszy te wartosci Yy, X, w rownanie kota
y*+x*=R™* wypadnie

y *+ {dwsal,dwsa + wstal. wsix)o.xj '+-x't= R z
aby w to réwnanie nie wchodzi! wyraz zawieraigcy
Xy \ musi by¢

dwscc .dwsa.+wstal.wsix =0
czyli slyczv!l.stycza. + 1=0.
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To ostatne rdéwnanie znaczy i/. dwie nowe osi sg do
siebie prostopadle {/ji. 2°), Zc zatem nie masz inne-
go uktadu osi do ktérego odnoszone réwnanie kota
zawieratoby same kwadraty ze zmiennych.

Zobaczymy, rzecz maigc o ellipsie i o byperboli, iz
réwnania tych krzywych , odnoszone do uktadu osi
ukosnego w S$rodku zaczynajacego sie, zawieraig sa-
me kwadraty ze zmiennych tak iak réwnania odno-
szone do osi tych liniy krzywych. Dwie takowe osi
ukos$ne spotrzednych , nazywaia sie Srednicami sprze-
zonemi (Diamelres conjugues). Srednice sprze/.one
kota przecinajg sie pod katem prostym i przeto za-
dnego nowego nie stanowig ukiadu.

I1. O ELLIPSIE
uwcizaney pod wzgledem na $rodek i osi.

143. Réwnanie ellipsy odneszone do $rodka i osi,

iest (98)

Ax'+ B’ '.z"A.’B* (1;.
Wzigwszy o0$ odcietych za o$ rzednych i wzaiemnie,
to iest wstawiwszy w zalozone réwnanie B za A, i
A za B, uktad rpéirzednych zostawiaigc ten sam, ro-
wnanie zamieni si¢ na

B'/'+ A".r— A-'B’:
skad widzimy iz postaé rownania ellipsy zostanie je-
dnakowa bez wzgledu ktora z-iey osi wezmiemy za
o$ odcietych (fig. 98).

144. Wzigwszy koniec A' (fig, 99) osi wielkiey, kt6-
ry sie nazywa wierzchotkiem ellipsy za zaczecie spot-
rzednych, odcigta dawna OP bedzie=A'P— A'0=x"'— A:
wstawiwszy te wartos¢é za X wrownanie (1), bedzie

k*y’
B*
skad yz= TT" {p-kx— «*):
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tnkie iest réwnanie ellipsy odnoszone do osi prosto-
katnych maigcych swe zaczecie w wierzchotku , z
ktorych iednag iest oS wiglka ellipsy. Naznaczywszy
X ,¥Y spo6irzedne innego punktu //z, bedzie

B1l ,
r'=jr {zkx—x')'-
skad x:y'=x(aA—x): a;'(aA— Xx")
czyli MP*: mp*=AP XA'P: ApxA'p

to iest: kwadraty z rzednych ellipsy maj sie iak ilo-
czyny z odlegtosci spodka kazdey rzedney od dwoch
wierzchotkow.

i/]5. Twierdzenie to prowadzi do nastepujcych
wnioskow. Wykresliwszy kilka ellips na spélney osi
A'A (fig. i00), bedzie

PM: PN: PO: PQ="~P'M: PN': PO": P'Q’
WMrtose bowiem kazdego z tych stosunkow iest taz sa-
ma.
2° Zakresliwszy koto promieniem =0 A=A (fig. ioi),
bedzie dla teyze przyczyny

OY: OB=PM: PQ czyli A: B=Y:y
to iest, tak sie ma potowa osi wielkiey do potowy osi
matey iak rzedna kota zakresSlonego potowa osi wiel-
kiey do rzedney ellipsy.
Jnaczey. Kwadrat z rzedney PM kota iest (fig. ioi)/

Y 2= A2 X1
zrzedney zas PQ ellipsy iest
B* 3
skad Y “:1yrz=k%B*
i A:B= Y.y
lub YO: BO=MP: PQ

trzy pierwsze wyrazy tey pioporcyi moga bye wia-
dome, znaydziemy wiec czwarty, to iest rzedng ellipsy
a tem samem punkt tey linii krzywey: wyznaczywszy
zas tym sposobem iak naywiecey punktéw, wykresli-
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my ellipse. Nadto, poniewaz YO BO , wiec i
MP >PQ: to iest, w tyra razie ellipsa znayduie si¢ we-
wnatrz kota- Gdyby$my zakredlili koto promieniem
OB=B, dowiedlibySmy podobnie iz to kolo znayduie
sie wewnatrz ellipsy.

14G. Dogodniejszy od poprzedzajgcego iest naste~
puigcy sposob wykreslenia ellipsy. Niech OA, OB
(fig. 102) beda dwie dane potowy osi, wezmy ichro-
znice OD i przenieSmy ig na ramiona kata AOH', o-
detniymy na iey przedtuzeniu cze¢ DM =0B=B, a
punkt M bedzie iednym z punktéw obwodu ellipsy:
Wykonawszy bowiem wykreslenie iak ie okazuic figura,
bedzie

OM: DM=QM: PM

czyli A:B= I/(A*—~Xx1: PM

B
skad PM = x |/(A*—

wiec PM iest rzedng ellipsy czyli punkt M iest na
obwodzie tey linii krzywcy. Aby wiec wykredli¢ za
iednym pociggiem ¢wier¢ ellipsy , bedziemy obracali
w kacie AOB' liniig O D, tak aby iey konce D i O
opieraly Sie zawsze pierwszy na osi OA drugi na OB:
koniec M linii O'M obracanev ku A zakresli tuk ellipsy
MA, obracaney za$ ku B zakresli tuk MB. Tym sa-
mym sposobem wykre$limy trzy inne c¢wierci ellipsy.

147- Wystawiwszy sobie trzy punkta na linii pro-
stopadtey do wielkiey osi ellipsy, z ktérychby ieden
znaydowat sie wsrod ellipsy, drugi na iey obwodzie,
ti'zeci za obw'odem, bedzie

B’ n*
w pierwszym razie Yy X= — X *)—

B1
W drugim r* = TA1;(4*—#2)

w trzecim y*— — (A*—Xx') —
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czyli w pierwszym, — AaB!= — T
w drugim , A*N*-}-B*a?*— A'B2~ 0
w trzecim k 9 %t+1&*x*— A’ B’ :=7j*

to iest: ilo$¢ k*y*+ \Sx'— A’Ba iest w pierwszym
razie odiemng, w drugim réwng zero, w trzecim do-
datna.

148. Poprowadziwszy od koncéw osi wielkiey do
punktu ktéregokolwiek obwodu ellipsy dwie limie
AM , AM (fig. ro3) ktére sie nazywaig cieciwami
spetniaigcemi i nazwawszy a, Ci styczne katéow ktore
te cieciwy czynig zosia OX; zamierzmy sobie znalez¢
réwnanie wyrazaigce warunek spdlnego przeciecia tych
liniy na obw'odzie ellipsy.

Roéwnanie linii A'M przechodzacey przez punkt A
ktorego spotrzedne sg x!— — A, y'=o0, iest (3g)

j=a(x+A),
réwnanie linii AM przechodzacey przez punkt A kto-
rego spélrzedne sg x'=k, J — 0 iest

j=a'(x—A).
Aby te dwie liniie przecinaly sie w-iednym punkcie
linii krzywey. musi iedneyze wartosci X odpowiadac

iednaz warto$¢ y w trzech réwnaniach
*

y—a{xA-k), jr=a'{x—A),y ~ -— (A*—x1])
czyli, rozmnozywszy stronami dwa pierwsze przez sie-
bie, wtych dwéch
/*= — aa(k*~x), y*= . (k*— x*):

z tych wiec wypadaiace rownanie
B’

wyraza warunek spoélnego przeciecia cieciw spetnia-
jacych na obwodzie ellipsy.

Warunkiem tey okolicznosci w kole, dla tego ze A=B,
iest rownanie
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1= — ad (i36).
B*
Otrzymany wypadek A = — aa' oznacza, iz gdy
iedcn kat MAX, ktérego styczna = a', iest rostwar-
ty; drugi MA'X iest ostry. Katy te spetniajg sie czy-
li wazg 200°, kiedy cieciwy przecinajg sie w koncu
B osi matey; wtym bowiem razie kat BAX z katem
BAA." czyli z katem BA A waza dwa proste.

149- Ze wszystkich cieciw spetniajagcych , te ktore
sie przecinajg w wierzchotku osi matey czynig kat
nay wiekszy.

Szukaymy naprz6od wyrazenia analitycznego warto-
Sci kata AMA (lig. i03) ktéry czynig dwie cieciwy
spetuiaigce dane przez réwnania w poprzedzaigcym §.
Styczna tego kata iest podtug wiadomey formuty (4ij.

a— a
styczM .= -=———————-- — '
' 1 + aa
czyli wstawiwszy wartosci &', a wziete z réwnan cieciw,
. aA
slycz~Mz=i ----------- F--mmmmm-
X*— A24-y%
czyli nareszcie, wstawiwszy za X *— A1l warto$¢ z ré-
j 1A2
Wnama ellipsy wyietg — ~ ~ >
) aAB*-
st3/ czki— —--—-—t—-
(B-— A2)/

Poniewaz B<”A, wiec i° otrzymana warto$¢ stycz M
iest odiemng czyli kat M iest roztwarty. 2° Ponie-
waz styczna kata roztwartego tym iest mnieysza im
taki kat iest wiekszy, wiec wzigwszy dla y wartos¢
ftaywieksza B, styczni bedzie naymnieysza a kat
A MA wezmie warto$¢ naywiekszg, czyli stanie sie ka-
tetn A'BA a iego
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kgt wiec ABA iest naywiekszy,
Takimze postepuigc sposobem, znaydziemy i/, kat cie-
ciw spetniajacych wykreslonych na osi malcy iest
ostry, z tych za$ katow naymnieyszy iest kat BAB'
ktorego wierzchotek A przypada w koricu osi wiel-
kiey. Warto$¢ styczney tego kata wypadnie

2AB

slyczV,kV>'= Az_B -

Poniewaz wartosci dla stycz ABA' i stycz BAB' sg ro-
wne i réznig sie tylko znakami, wiec katy ABA', BAB'
spetniaig sie czyli wazg dwa katy proste.

i50. Do odkrycia naywaznieyszych wiasnosci elli-
psy doprowadzi nastepujace zadanie. Znalezé na
ptasczyznie ellipsy punkt ktérego odlegtos¢ od pun-
ktu wzietego dowolnie na obwodzie ellipsy, bytaby
wyrazong spotmiernie wfunkcyi X.

Niech punktem takowym bedzie f :ffig. i0o4) ozna-
cziry spotrzedne iego przez X , j : obierzmy punkt
M na obwodzie ellipsy a iego spo6trzedne oznaczmy
przeze, r, kwadtat z odlegtosci M/’ iest (26)

M ={x—=x)*+(y—j )*
czyli rozwinawszy i za /* , Yy wstawiwszy wartosci
*
— (A2— x*),—B i/(A*
B'.rl

MFf7 — xX'-— iXX + X*+ B’'— X

ar'B
- - Fex)ty'’
wedtug zatozonego warunku ma by¢ M/J atym bar-
dziey Mf* iloscig spotmierna, w warto$¢ wiec dla
2/B
M/* nie powinno wchodzi¢ — — I/(A’—X"): nasta-

pi togdy bedziey =0, co oznacza iz punkt szukany

musi znaydowa¢ sie na osi AA', wezmiemy wiec na
tey osi punkt F zamiastf i otrzymamy



pod wzgledem na $rodek i osi. 1GL

A2— B2
MF* mmm X *— 2XX -\-X * B'

lub, wzigwszy A’'— B’= c 2, i wyciggnawszy pierwiastek,
(C%3CX \
MF=% i/|— —- + «'* -+ B2
\ A /

Aby warto$¢ MF byla spétmierng , musi summa wy-
razéw pod znakiem pierwiastku zawarta by¢ zupet-
nym kwadratem. Ryé to moze, poniewaz w te wyra-
zy wchodzi niewyznaczona ilo$¢ X, ktérey wartos$¢ do-
brana moze sprawi¢ iz rzeczona summa bedzie zupet-
nym kwadratem : odbywszy dziatanie dla znalezienia
pierwiastku kwadratowego summy

c*.r2
—At-—— 0-XX'+Xx' +B1,
CX AX
otrzymamy pierwiastek — - —j
A‘a/*
i reszte druga — —— -~ .r'*4-B2

Aby za$ rzeczona summa byta zupetnym kwadratem,
reszta druga musi byé = o, wiec rownanie
(A*—c*).z"*=Blc*
czyli, dla tego ze A*— c2=B 2,
X'— % ¢,
stanowi zgdany warunek. Podwdyna warto$¢ X ozna-
cza iz znayduig sie z dwéch przeciwnych stron dwa
punkta na osi A'A, wodlegtosci c— i/(A*— B*) od
srodka ellipsy. Wedtug tego zakreslimy z punktu B
iako srodka promieniem = A ‘tuk kola, a punkta F ,
F w ktérych ten tuk przetnie o$ wielkg bedg zada-
nemi punktami , bedzie bowiem X 2 czyli cl1l czyli
OF*=BF*— BO*— A’'— B2 mamy wiec, dla tego zc

*'= ¢,

21
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cX y
a/e ar<A, c<Awiec CX<IiA*, <C A, wiec ilos¢
_?A_,_r ------ A iest odiemng, aby przeto iey bezwzgledna

warto$¢ byta dodatng ; z dwoch znakéw wezmiemy
odieinny i bedzie

CX__
MF=A — —«
A
Wzigwszy znowu X'— — C wypadnie
CX

MFEF=A+ —
A

Dodawszy stronami dwa ostatne réwnania, wypadnie
MF+MF'=2A.
DoszliSmy wiec do tey wazney wilasnosci ellipsy, iz
na iey wielkiey osi znayduig sie dwa punkta F i F',
ktérych, odlegtosci od punktu wzietego na obwodzie
ellipsy summa, iest iloscig stalg i rowng osi wielkiey.
Punkta F, F' nazywaig sie ogniskami (foci), odle-
gto$¢ OF lub OF' mimosrodem, (excentricitns) odle-
gtoéci M F, MF promieniami wodzgcemi (vectorcs) T
nareszcie podwoyna rzedna rnn, prostopadia do osi
w ognisku, nazywa sie parametrem.
1  51. Aby znalezé warto$¢ parametru ellipsy ktéry
nazwiemy 2p, wstawimy w-iey réwnanie

y2— —z (A2— A2—B* za X,p zay i wypadnie

p— — ,skaajA :B= B:~,a2A:2B = 2B:zp :

to iest parametr ellipsy iest trzecig ciggtg proporcy-
ionalng do osi 2A, 2B.

W . , ..
Poniewaz — = -~7-; wiec rownanie ellipsy od-

noszone do S$rodka i parametru iest
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/= 7 (A*— **):
odnoszone za$ do wierzchotka i parametru, iest
y *= P HA X— «£%), czyli y*— -i.pX------

102. Z twierdzenia o ogniskach (>50) mozna wy-
prowadzi¢ nastepuigcg wiasnos¢ ellipsy.
Oznaczywszy przez z dtugos$é FM, bedzie

cX , /A1
Z— A — —,skad Az=c\~ —X
A v

i c: A—Z:A—Z—xﬁ)'

c

Aby znalezé warto$¢ czwartego wyrazu tey propor-
A*

cyi, uwazymy naprzod iz — oznacza trzecig ciagto-

proporcyionalng do ¢ i A czyli do OF i OA (fig.
i05) ktorg bedzie 0Q: a zateu;
A*

— — X= 0Q— OP = PQ= MN,

i proporcyig (i) wyrazimy tak

OF: OA=FM:MN,
aze OF<”OA wiec iFM M N : nadto punkt M wzie-
ty iest dowolnie, wiec takze

OF: OA=F/m : m/i— Fm': m'ri=FA: AQ.
Liniia QN ktorey poiozenie wyznaczy¢ mozna przez
proporcyia

OF: OA=FA: AQ
nazywa sie kierownicg ellipsy, (directrisse)

Podobna witasnos$¢ stuzy paraboli: byto tam (ioi)

MH=MF. Zobaczymy iz w hyperboli iest MN<"MF.

153. Aby wykre$li¢ ellipse maigc dang o$ wielkyg i
ogniska , wezmiemy dowolnie dwie cze$ci osi wiel-
kiey , i z ogniska ktdi-egokolwick zakreslimy luk iedn$
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z tych czesSci, a druga przetniemy go z drugiego ogni-
ska: punkt przeciecia tukow bedzie nalezat do ellipsy.
Kreslac tuki z obudwoch stron osi wielkiey, oznaczy-
my za iednym razem dwa punkta- Z resztg zatkng-
wszy kolcami dwa punkta na ptasczyznie i zawloki-
szy spodki kolcow nicia zamknieta tak diuga iak 0%
wielka , $lad zarysowany rylcem wiedzionym wediug
tey nici wytezoney, bedzie $ladem ellipsy.

154. Zadanie. Znalez¢ rownanie linii styczney z
ellipsg.

Réwnanie linii MX (fig. 10G) przecinaigcey ellipse
mw dwoch punktach M, N ktoérych spéirzedne ozna-
czymy przez .r', j-- X'\ j-'\ iest (39)

y — 1/ = f —f
Poniewaz punkta M, N znayduig sie na ellipsie
mMeC

- B B
y~A"NA'—x )»/— X ~MN(Al —
Y _ yn

Wstawiwszy te wartosci y, y" wspétczynnik OC; ————————
"wyrazimy te okoliczno$¢ i/, sieczna ma dwa punkta
z ellipsg spélne. Aby za$ unikngé wyrazen niespolt
miernosci, mamy

[/ — /" R* X*— X'
~ r +y ~ ~a* 'y +r"
Skad x — x? AZ y '~*\—j"
i rébwnanie sieczney zamieni sie na
R* xfH-x"
N N A* y + y "

Niech dopiero linilg MN obraca sie okoto punktu M
usitujagc wyyse z ellipsy: w tym razie punkt N zbli-
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za¢ sie hedzie do M , a gdy sie znim zeydzie he-
dzie x'=x", y'=y", liniiag MN zsieczney przeydzie
na styczng ML', tey za$ réwnanie hedzie
13%6c
y-Y=—jr- 0—»)
lub, znidstszy mianownik i pamietaigc ze
A’y *+ B’'X 1=.AlB2, hedzie
k zyy'-\-B2xx = A 2B 2.
Dowiedziemy teraz, iz styczna ieden tylko punkt ma
spblny z ellipsg. Rozmnozywszy strony ostatnego ro-
wnania przez 5 i odciggngwszy ie od stron réwnania
A*B% otrzymamy wypadek ktéry przy-

wiedziemy do tey postaci

A*(y—yy~bB*(x— X y*=A*y*+ B*x*— A*B*.
Tu X, Y oznaczaig spOlrzedne wszelkich punktéow sty-
czney wyigwszy punkt IN ktorego spdlrzedne sag x\ y\
azc pierwsza strona ostatnego roéwnania iest dodatna,
wiec nig iest i druga , wiec podiug (14  wszelkie
punkta styczney oprdécz’ punktu dotkniecia sa za elli-
psa.

155. Aby poprowadzié¢ styczng do ellipsy przez
punkt M (fig. 107) dany na iey obwodzie, trzeba i°
przez punkt M poprowadzi¢ Si-ednice MOM', 20 przez
koniec A' osi wielkicy cieciwe A N réwnoodlegta od
MM', 3° ztgczy¢ punkta N i A liniig prostg NA , [\
poprowadzi¢ przez punkt M roéwnoodlegta MT od
NA, i linilg MT bedzie szukang styczng.

Rownanie bowiem pierwszey linii OM przecho-
dzacey przez punkt M ktérego spotrzedne sg X', y\
iest

yz=zctx\ skad a —

rownanie drugiej linii A'Nprzechodzgacey pi'zez punkt
A' ktorego spélrzedne sg X = — A,~-— 0 iest (3q)
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rownanie trzeciej linii AN przechodzacy przez punkt

A ktérego spoéirzedne sg Xx=. + A, )'=o0, iest
j=a(x— A):

aze le dwie ostatne liniie przecinaj sie na obwodzie

ellipsy, wiec (rd")-

B* B'
aa= - r, skdJa= - —
B*#'
czylia— — -— —
AT

nakoniec réwnanie czwartej linii MT przechodzacey
przez punkt M ktérego spétrzedne sg x iy, iest

j —j=a’'(x—x)
czyli, za d wstawiwszy wartosé,

B2r’
r-r—--17 ("%
ten za$ wypadek oznacza 12 liniig MT iest styczng

(i 54).

Podobnie poprowadziwszy S$rednice mm rownoodle-
gte od NA a przez punkt m liniig réwnoodlegta od
MM'; owa liniig bytaby styczng z ellipsg w punkcie m.
Zobaczymy pézniey i/~ $rednice MM, runi réwnoodle-
gte od cieciw spetniajgcych sg te ktéreSmy nazwali
(i/p) sprzezone/ni: kat tych $relnic ;«OM iest =ka-
towi A'NA cieciw spetniajacych. Podtug takich sa-
mych prawidet rozwigzalibySmy zadanie ktére nas za-
trudnia, gdyby$Smy wzieli o$ matg za pierwszg, ponie-
waz rownanie ellipsy zachownie tez samg posta¢ gdy
ie odnosimy do osi inatey, uwazaney za pierwsza.

i56. Aby znalezé punkt w ktérym styczna prze-
cina o$ OX., czyli aby znalez¢ odlegtos¢ 01', (fig.

107 ); wezmiemy Yy = o0 w réwnaniu styczney
A,//+Blx#'=AaBt, i znaydziemy
A*

X CZY]“ OoT = )Tr
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, A AT —x'"2
skad PT=0T— OP— —omrmomX — oo

odlegtos¢ PT spodka rzedney punktu dotkniecia od
punktu w ktérym styczna przecina 08 OX nazywa
sie podstyczng: mamy wiec
A'— X'r
podstyczna PT = ---ememememeem-

Poniewaz warto$¢ podstyczney PT (fig. io8J nieza-
wista od drugiey osi B, wiec wszystkie ellipsy maia-
ce spolny $rodek i spoing o$ wielka z ellipsg ktorg
uwazamy, mnig wzgledem odcietey X tez samg pod-
styczng, chociaz ich styczne sag rdzne.

Poprowadziwszy zatem styczna Tm do kota ktdére-
go Srednicg iest 0§ wielka ellipsy i z tego punktu
tn' spuséciwszy prostopadtg do OA, punkt M ellipsy
bedzie znalezionym punktem dotkniecia, gdv punktT,
od ktérego ma by¢ prowadzong styczna , dany bedzie
na przediuzeniu osi wielkiey.

iSj. W ogdélnosci oznnczywszy przez X'\ y” spot-
rzedne wiadome punktu danego za obwodem ellipsy
od kléregoto punktu trzeba poprowadzi¢ styczng do
ellipsy; przez y spotrzedne szukanego punktu do-
tkniecia, bedziemy mieli dwa roéwnania
iedno ellipsy A'y'z +B*..r'8 = A 2BZ
drugie stycznev Ay~ xx"=ACli*
na wynalezienie warto$ci dwdch niewiadomych x\'y.
Znalaziszy

A'BI/+xAyVvV (A,/ ,+C’'a;"-A,B!")
X — ly '+ Bv~*

wniesiemy iz X a wiec iy maig dwie wartosci ; ze
zatem od punktu danego za ellipsg mozna poprowa-
dzi¢ dwie styczne do ellipsy : nadto aby wartos$¢ X
byta rzeczywistg, ilos¢ A y '+ B2x"2— A’B* musi
by¢ dodatng, to iest (r/)7) punkt dany musi sie znay-
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ilowne za obwodem ellipsy. Gdyby ta ilo$¢ byta od-
iemng, to iest gdyby punkt dany znaydowaf sie wsréd
ellipsy, warto$s¢ X bytaby uroiong ; co znaczy iz od
punktu danego ws$rod ellipsy nie mozna poprowa-
dzi¢ styczney do tey linii krzywey: agdyby nareszcie
owa ilo$¢ byta =r o, punkt dany znajdowatby sie na
obwodzie ellipsy , a warto$¢ dla X bytaby rzeczywi-
sta.

158. Zadanie. Znalez¢ réwnanie linii normalney
do ellipsy.

Niech bedzie punkt M (fig. t09) do ktdérego trzeba
poprowadzi¢ normalnag, to iest prostopadtg do czastki
obwodu nieskoniczenie matey ktéra za liniig prostg
mozna uwazac¢. Przedtuzywszy te czastke nieskon-
czenie mata, otrzymamy styczng MT do ktoérey pro-
stopadta MN, zowie sie normalng ellipsy. Aze rowna-
nie styczney iest

B*#’
r—J=— 1Ty (x—Xx),
(tu y, X sa spo6trzednemi punktu M dotknigcia) ro-
wnanie za$ normalney iest w ogdlnosci
y —y — alcc— x)

L Ay

Wx \ BV
A*/ /

wiec zadane réwnanie normalnev iest
Aty

r—=—

169. Aby znalezé liniig ON, ffig. 109) .czyli, aby
wyznaczy¢ punkt w ktérym normalna przecina o§ OX,
naznaczymy w réwmniu tamtey Y =0, skad wypadnie

Al— B*
X czyli ON = —— ——— X:
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Skad NP=0P — ON= X --mmmmmem — —omoee X

B*
czyli NP= — -X
odlegtos¢ NP punktu N, w ktérym normalna przeci-J
ha o§ OX, od spodku N linii MN rzedney punktii
dotkniecia M, zowie sie podnormalng. Warto$¢ pod-
normalney iest dodatng Ilub odiemng mmwedlug znaku
odcietey X .
iGo. Normalna MN ellipsy dzieli na dwie réwne
czesci kat FMt' dwodch promieni wodzacych FM <
FM.
ZnalezliSmy i/, promienie wodzace (<506)sg
_ éx cX
FM=A— — ,FM= A+ —r
A A
X\ y' oznaczaig tu spotrzedne punktu M dotkniecia;
¢ mimosrod. ZnalezliSmy nadto w poprzedzajagcym §

A*— B* cl
X czyli ON == — ——-emememe- X— —
A* Al
iest wiec
PN:OF_Olf:C— £ - = i (a_ N ): f EM
F'ir=OF-+OH=«+ -~ -= [ (A+ £D)=£. fm

S$kad wypada proporcyia

FN: FN=FM: F'M
ktora oznacza i/, kat F'MF iest podzielony na dtt'ie
rowne czesci przeznormalng MN. to iest, FMN=FMN;
Skad wniesiemy ze i kat FMT=Fponiewaz ka-
ty TMN, /MN sg proste.

~oprawka: Koricowa formuta § i58. ma hyc
’ Ayt
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101. Za pomocy tey wiasnosci ellipsy mozna po-
prowadzi¢ styczny do ellipsy przez punkt dany na iey
obwodzie lub za obwodem.

Niechby, naprzod, trzeba bylo poprowadzi¢ sty-
czny z ellipsy przez punkt M (fig. i10) dany na ob-
wodzie. Poprowadzimy promienie wodzyoe j\IF, IMF,
przedtuzymy pierwszy do K tak aby byto MK.=MF,
kat FMK. podzielimy na dwie réwne czesci przezli-
nily MT ata bedzie styczny z ellipsa, widzimy bo-
wiem ze kat FMT=F'M/.

Niech, powtdre, bedzie dnny za obwodem punkt
t, przez kléry trzeba poprowadzi¢ styczny do ellipsy.
Z punktu F' iako ze $rodka promieniem réwnym aA
zakreslimy okrag, a z punktu t promieniem /F prze-
tniemy go : dwa okregi w dwdcli punktach K ik
przetng sie dla tego ze F7 odlegto$é Srodkow mniey-
szy iest od summy promieni /K-t-F K. Poprowadzi-
wszy dopiero liniie FK, F/t, punkta M, m w ktoryeli
te liniie przetng obwod ellipsy, bedg punktami dotknie-
cia. Co do punktu M, mamy /F=t¥L i MF=MK. (dla
tego ze FM + SIR=FM +MF) wiec liniia /MT iest
wedtug zasad Geometryi prostopadig do FK, skad daley
w) pada ze kat FM T=F'M£, wiec/M iest styczny ellipsy.

162. Wiadomo z fizyki i/, ciatlo spadiszy na pta-
sczyzne w kierunku uko$nym, odbiia sie pod katem
réwnym katowi wpadnienia. Tez samy wiasno$¢ ma-
iy promienie S$wiatta i cieplika. Wystawiwszy wiec
sobie promien mogacy sie odbi¢, wypadajacy z-ie-
dnogo ogniska ellipsy i uderzajacy o iey obwod; pro-
mien ten dozna tego samego skutku iak gdyby odbit
sie o styczny ellipsy w punkcie dotkniecia, odbiwszy
sie wiec wpadnie w drugie ognisko, a iesli iedno z
ognisk iest srodkiem wiazki promieni Swietnych lub
cieplikowych, wszystkie promienie ztgczg sie w dru-
gic-m ognisku, Stadto pochodzi nazwisko tych oso-
bliwych punktéw ellipsy.
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uwazanej pod wzgledem na Srednice sprzezone.

iG3. Dochodzac postnci i liczby liniy drugiego rze-
du (88, etc.), przekonaliSmy sie iz wszelka liniia pro-
wadzona przez $rodek clipsy dzieli ig na dwie réwne
czesci, czyli ze ta liniia iesli ktorgkolwiek cieciwe ,
wiec i wszystkie inne cieciwy od tamtey rdéwnoodle-
gte przecina na dwie réwne czesci i dla tego nazywa
sie $rednica.

Gdy $rednica OX' (fig. 111) dzieli na dwie rowne
czes$ci wszystkie cieciwy réwnoodlegte od Srednicy
OY', nie idzie za tern iz nawzaiem $rednica OY dzie-
li na dwie réwne czesci cieciwy réwnoodlegte od OX':
gdy za$ dwie Srednice ellipsy maig takowa wiasnos¢ ,
zowig sie sprzezonemu Osi ellipsy sa S$rednicami
sprzezonemi, poniewaz kazda dzieli na dwie réwne
czesci cieciwy réwnoodlegte od drugiey. Jezeli wiec
oprécz tego znayduie sie inny iescze uklad S$rednic
sprzezonych w ellipsie ; réwnanie odnoszone do tego
uktadu musi mie¢ takg samag posta¢ iak rdéwnanie
odnoszone do $rodka i osi ellipsy.

Aby sie przekona¢ o bytnosci takowego S$rednic u-
ktadu nazwiymy a, a' katy ktore $rednica wedtug SS
i druga wedilug y czyni z osig OX, bedzie (5o, a°)

y=y.wsta!+x'wsl<x x =y .dwsa+x'.dwsa.f
gdziej', X oznaczaig sp6trzedne MP, PO punktu M
w nowym uktadzie. Wstawiwszy te wartosci Y, X w
rownanie ellipsy k*y’ X’ , wypadnie
(A*.wst2a+ B2.dws2a)x* + (A2.wsi2a'+ B2dws2a')yz
4 (QA\ wsta wsta' + sBV/irsa .dwsa.') X'y = A2B*,
Alty znalez¢ dla katéow a, a' wartosci przez ktére
zniktby wyraz tego rdéwnania zawierajacy XYy'; zato-
zymy
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A.lwsiQwsia'+B ".dwsa.dwsa.'=0, (a)
bo w tym razie bedzie
(A2.wsfa+ B 2.dws*aVv™* +
-b-(A2.wst2a'+ B *.dws2a')'= A 2Bt  fi)
Aby wyznaczy¢ katy a, a lub przynayinniey ich
powinowactwo, podzielimy obie strony roéwnania (a}
przez dwsoL.dwsx i wypadnie
B*
styczy., qtyczi == —" —

Poniewaz ¢, a sg dwie ilosci niewyznaczone, mozng
dla ledney z nich «> dla a wzie¢ warto$¢ dowolna,
a potem wyprowadzi¢ warto$¢ odpowiadajgcg dla a't
Jest wiec nieograniczona liczba uktadéw $rednic sprze-
zonych: aze oznaczywszy p”~zez a, d styczne katow
ktére czynig cieciwy spelniaiace z osig CJX, mamy rdi
wnanie teyze co powyzsze postaci, to iest (148J.
B2
dft == — -JT

tviec wzigwszy Styczv.— a, bedzie styczoL=a', co zna-r
czy iz dwie S$rednice sprze/.one sa réwnoodlegte od
dwoch cieciw spetniajacych. Poprowadziwszy wiec
dowolnie dwie cieciwy spetniajace , a przez Srodek i
m\Srod ellipsy liniie od nich rownoodlegte, te beda
Srednicami sprze/.onemi.

Jesli kat a iest ostry, siycza. iest dodntng , wiec*
ftycza! odiemna a kat & rostwarty , i wzaieinme ieéli
kat »' iest ostry, kat a iest rostwarty: gdy wiec iedna
% e $rednic sprzezonych czyni kat ostry z osig OX ,
druga czyni z nig kat rostwarty,

W zamiarze znalezienia wartosci potowic $rednio
A', B' naznaczymy z osobna X'=z0, Y — o w réwnaniu,
(i) i otrzymamy

A*B*
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A2B2
n A2.wst2d+ B’-,(lws2d )»
Wiec réwnanie (i), czyli
X"* y 2
A2B2 A2B’

A* .wsi*v.+ U\dws* x A 2wsi*a'+ B 2.dws’
czyli

czyli i, lub A'ty*+B'"*#'*=A"*B'»

iest réwnaniem ellipsy odnoszonem do $rednic sprze-
zonych.

j6/]. Za pomoca formut (a) i (b) dowiedziemy ze
prostokat z dwoéch osi réwny iest réwnulegtoboko-
Wi ze Srednic sprzezonych.
Rozmnozywszy przez siebie wartosci A'*, B 2j ma-
my
\4B4
[ Adwsi2a wsi2a" + B4.d«
\+A2B2(n"2«tf(if 'a’ + wst*d,dws’ a\
aie, podniastszy do kwadratu kazdg strone réwnania
(a)x iest

A'2B'l=

A 4wsl' @wsi2al + B 4clwsa.2.dnF 2a'

= — 2A2B2wsiw st (i. dwsa dwsg
wiec
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AB = AB.«J/(a— a)
pomnozywszy za$ obie strony przez 4» otrzymamy
4AB = 4A'B.(t"N(a'— a)
wypadek ktéry oznacza iz prostokat z osi ellipsy ro-
wny iest rownolegtobokowi ze $rednic sprzezonych
(fig. 112).

165. Dowiedziemy lescze ze A* + B2= A'l+B'.
W tym zamiarze wyruguiemy a, a' z trzech rownan

(aj i nastepujgcym sposobem. Wywiodiszy z (a)
Advst2OWA’a'=B4 2 a.dwsZ-,

A 4wjY2a

in.imy <* oL e» = o (>S*eie
k~wst’a

czyli - W l«'= -,
B 4¢/if\y2a

cad BVAVvj a

ska A4 2a+ljV/iwla

A 4. la
a zatem dws** —

k~N.wst a+ti .aws a

Wstawiwszy te warto$ci dla wsi'a i dws*a’ w war-
tos¢ B 2, wypadnie
A4 2a+B 4 2a
B 2—

A 2.wsi2a + B*.dW/S2a
dodawszy re warto$¢ B 2 do wartosci A'2, bedzie
A2B’ + A 4.({\s72a + B *.dws*cc
A 2.wsi*a + B2.dws*a
A*B*(«’st2a+ dws2a)+ A4d.wst2a+ B4dws2a
A2i~ra+ fi2.dws2a
_ B2(A2 *a+B2.dws' a) + A2(A2H.rt2a + B 2.t&p.f2a)

A2 wst2a+ B2 2a
czyli A'2+B"'=A’'+B2
a zatem 4A'2+4A'2=4 A +4B2
czyli NaA)*+(2BVI=(2A)1— (2B)2

A'l+B'l =

czyli ~
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to iest summa kwadratéw ze $rednic sprzezonych ré-
wna iest summie kwadratow z dwdch osi.

1G6. Doszediszy (163) ze kat $rednic sprzezonych
réowny iest katowi cieciw spetniajgcych iako rowno-
odlegtych wzglednie od $rednic; uniesiemy iz kat ta-
kich $rednic iest zawsze rostwarty, gdy cieciwy spie-
raig sie na koncach osi wielkiey, naywiekszy za$ ia-
ki hve moze rowny iest katowi cieciw przecinaigcych
sie w konicu osi matey (1/]9).

Ahy zatem poprowadzi¢ w ellipsie dwie $rednice
sprzezone, pochylone do siebie pod katem danym A
(fig. 113; ktoéry iak dopiero uwazalismy, ma by¢ ro-
stwarty po pewng granice, wyrysuiemy kat A'AD ro-
wny danemu, i uwaza¢ go bedziemy za kat odcinka
kola ktorego cieciwg iest 0§ AA'. Aby wykresli¢ ro-
wny mu kat w odcinku, wyprowadzimy z punktu A
prostopadita AS do AD ktérato AD ma by¢ styczng
kota szukanego: z punktu S promieniem SA zakre-
s§limy okrag ktory przetnie ellipse w dwéch punktach
M, M' i bedzie kat odcinka A'AD réwny katowi
AjYIA w odcinku. Otrzymamy tym sposobem cieciwy
spetniajace AM, AM przecinajgce sie na ellipsie pod
katem réwnym danemu: poprowadziwszy wiec przez
$rodek ellipsy Srednice od tych cieciw rownoodlegte;
te bedg sprzezone i pochylone do siebie pod katem
zgdanym.

Aby sie zapewni¢ ze okrag przetnie ellipse i to we
dwéch punktach; znaydzmy spétrzedne punktéw tym
dwom liniiom krzywymspdlnych. W tym zamiarze na-
rwawszy — a styczng kata danego rostwartego D AX
(fig. 113) réwnanie linii D A przechodzacey przez punkt
A ktorego spotrzedne sg o, .r=A, iest

— a[pc— A)
réwnanie za$ linii SA do niey prostopadtey, iest

r= + 77 (*—a;
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odcieta punktu S $rodka kota iest X— o, rzedna wigfi
OS, wzigwszy X=0 w tem réwnaniu, wypadnie

a
a zatem kwadrat z promienia iest AS'— OS*-}-©;l*

S = —mmmm , @ rownanie kota
al
. f A\* A"
+ + — . — A* -+
X y ald A ﬁ"
i, aAy
czyli cc+y’+ =A%

z tego i ellipsy réwnania A'y7+ Bsx,=A'IBd wy-*
i-ugowawszy X wypadnie

aAB*
(At— B *)r* - —J=-°
. sAB*
azatem i° r=o0, a° = —ccemmmmmmm—e- .
/ ’ J a(A*— B3)’

wyprowadzimy nareszcie z rownania ellipsy

(,_ __AA*B4 )

«'"(Ae— B2’/
Z tych czterech wypadkéw pierwszy i trzeci oznacza
i/, koto z ellipsg stykaig sie w korncach osi Vvielkiey,
drugi iczwarty iz te dwie liniie krzywe przecinaig
sie we dwoch punktach. Roztrzagsnawszy nareszcie
wypadki i° i 4° poznamy okoliczno$ci z przecieciami
dwoch krzywych potaczone (cf'iA(]).

Be zArrfcA, 4° v=+A i/

1G7. Aby znalez¢é sposob na wykreslenie dwadch S$re-
dnic sprzezonych réwnych, zré6wnamy naprzéd warto-
§ci A* i B2 (163) i otrzymamy
A*wst*a  B*divs'm=zA2.wsi*a + Bl.dws2a
czyli, wstawiwszy 1— wAsV a zadws*o¢, i I— H'f’ a' zadw*-d
(A’ — B*)Wst.2&— (A ”— B*) Wst*«
skad wniesiemy Zze
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wsio.— wsio! (1)
stad za$, 1 na mocy zatozonego roéwnania, Ze
dws"<z=dws’'a (0.,
Wstawiwszy wsta. za wsia' w réwnanie (a) warunko-
we osi sprzezonych (i63), wypadnie

A2
dwsa,dwsal= — 5 la,

skad widzimy, iz dwsa i dws% maig znaki przeciwne
a zatem z réwnania (a) wywiedziemy
dwsa. = — dwsoi :

co znaczy iz osi sprzezone roéwne, czynig katy a, a'
z osig OX. z ktérych ieden iest spetnieniem drugiego
do dwéch katow prostych : aze tez sama wiasnosé
maig (1/]8> cieciwy spelniaigce prowadzone od kon-
cem osi wielkiey do konca osi matey , wiec Srednice
sprzezone réwne beda te, ktére poprowadzimy od
tych cieciw rownoodlegte (fig. 114j.

Réwnanie ellipsy odnoszone do $rednic sprzezo-

nych réwnych iest wiec

X*'+ /o= A\
Stad, ze to roéwnanie ma tez sama posta¢ co rowna-
nie kota odnoszone do osi prostokatnych, nie wypa-
da iz kolo moze mie¢ oprécz prostokatnego inny
nieprostokalny uktad spétrzednych, w ktérym utworzo-
ne réwnanie byl-iby takie samo iak wtamtym. Niech
beda 11 przyktad OX, OY~fig. 110) dwie $rednice ko-
tt przec.maigce sie pod katem ostrym a, mielibysmy
dla znalezienia wartosci promienia OM, ktéry nazwie-
my A, réwnanie

A *z=zX' +jr* +'2 yx.dwscc.
Niechby daley x\, )'Y byly dwie $rednice sprzezone
réwne ellipsy: mielibySmy réwnanie

JL— x*-\-y*
ktore nie iest toz samo co poprzedzajgce , wiec nie

a3
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moze nalezy¢* do kota, wiec koto ieden tylko ma uktad
prostokatny spotrzednycli (i42)-

168. Rozwiazawszy réwnanie ellipsy odnoszone do
$rednie sprzezonych tak wzgledem j iak wzgledem
CC, wniesiemy z postaci wypadkow iz kazda ze $rednic,
takiak kazda z osi dzieli na dwie rowne czesci cie-
ciwy rownoodlegte od drugiey: nadto z réwnania

B

y - p -
mwywiedziemy tak iak (w 144) proporcyig

y*ijUr*=zyA +a;")(A'— X)) (A'+.r)(A'— X")
czyli PM1l: PM"™*=A'P."AP.AF. AP (fig. 116)
ktora znaczy iz kwadraty z rzednych branych wedtug ie-
dney ze S$rednic sprzezonych maig sie iak prosloka-
ty z odcinkow drugiey $rednicy zrobionych przez rze-
dne.

Za pomocg tey proporcyi wykreslimy ellipse maiac
dane ley S$rednice sprzezone i kat pod ktéorym sie
przecinaig. W tym razie wykreslimy na pierwszey
Srednicy 2A' iako na osi ellipse ktoreyby druga osig
byta érednica 2B. Wykres$limy ,daley rzedne NP ,
INP'" prostokatne, nachylimy nareszcie tez rzedne pod
katem boM = danemu, me zmiemaiagc ich ditugosci, a
punkta M, M' bedg nalezaly do ellipsy; proporcyia
bowiem ostatna bedzie sprawdzona.

iGg. Znaydziemy iescze powinowactwo katéw ktore
cieciwy spelmaigce AN, A'N (fig. 117) czynia zosig
spoOtrzednycli OX wzietg na iedney ze S$rednic sprze-
zonych.

Oznaczywszy przez 6 kat $rednic sprzezonych AA',
RB; przez a kat kléry cieciwa A'N czyni z osig AA'
przez a kat NAX; réwnanie linii A'N przechodzgcey
przez punkt A' ktorego spotrzedne sg/=o0, X— — A >
bedzie
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A"), wkto wsa 36

=a(x+ wktorem a= -—-r -

y=ag+Ay s O

réwnanie za$ linii AN przecinaigcey sie z pierwszg iest
wstac

j/:d(/X—A') w klérem «'= v_vstTg_—""éc)
Poniewaz te dwie liniie przecinaj sie z ellipsg kto-
rey rownanie
1Vs
r=Yr (A*—**),

wiec te trzy roéwnania czyli to ostatne, i rownanie
y *= —aa\A'o— x*)
Wypadaigce z rozmnozenia dwoch pierwszych przez

siebie, sprawdzone beda iedngz wartoscig dla Yy; aza-
tem

aa — —

iest rGwnaniem wyrazaigcem warunek, pod ktérym cie-
ciwy spetniajace w uktadzie Srednic sprzezonych prze-
tng sie na obwodzie ellipsy. Réwnanie to, gdy $redni-
ce sprzezone sg sobie réwne, zamieni sie na
aarz=— 1

kat iednak w tym razie A'NA nie bedzie prosty, po-
niewaz musiatby 1 kat g by¢ prostym, co by¢ nie
moze, (163 i 1/19).

170. Zadume. Znalezé rownanie styczney do elli-
psy w punkcie M ktérego spoOirzedne odnoszone do
Srednic sprzezonych sg dane (fig. 118).

Tu rozumuigc i postepmac zupetnie iak w § 154-
znaydziemy roéwnanie styczney

r—/=—T vy

17 1. Zadanie. Poprowadzi¢ styczng doellipsy przez
punktM, na iey obwodzie dany, nie znaigc aiu $rodka
ellipsy ani iey S$rednic sprzezonych.
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Znaydzierry naprzod $rodek ellipsy poprowadziwszy,
przez S$rodki dwéch cieciw ktoryrhkolwiek réwno-
odlegtych miedzy sobg, liriiig i t¢ podzieliwszy na dwie
réwne czesci: Sroilek O (fig. 1liqg) ley linii hedzie
srodkiem ellipsy. i°® Od punktu O do M poprowa-
dZzmy linii,j OM , 20 $rednice jakakolwiek DI)', 3°
przez punkt D liniig D'N réwnoodlegta od OM, I\°
liniia ND, nareszcie przez M réwnoodlegta MT od
ND i bedzie MT styczng zgdang w punkcie M.

Wystawiwszy bowiem sobie $rednice CC' sprzezo-
ng z DI)' do ktérych odniesiemyellipse; rownanie li-
nii OM przei hodzacey przez zaczecie O. bedzie

y=ax
Wf‘(torem a— \—4,—555 ————— — ra 6 oznaczag toz samo
wsl\J>— a)
cow § 169. Oznaczywszy przez X\'y' spdlrzedne pun-
y
ttu M brane w tym uktadzie , bedzie a— o
Réwnanie linii D'N réwnoodlegley od OM, iest.
j==a(x+A)
> i wstcL
linn zas DN, X—d(x— , w ktéren a'— ----—-F--——-- r
' \Y wsl g— a)

nakoniec linii M T, przechodzacey przez punkt M
ktérego spdlrzedne sa X, j\ iest

y—y'=d{x— x").
Aze DN, D'N sa cieciwami spetniaigcemi w uktadzie
$rednic sprzezonych, wiec (169)

B* B
<M =-rr.sk,d « m = _ _

. - ) Brx* .
czyli, na mocy wartoéci a; d = — réwnanie
wiec linii MT iest

Bl*xv

Ty (*—*0
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ktére nalezy do styczney (170) wiec MT iest styczna
z eJlipsa.

17a. Gdyby dwie $rednice sprzezone miaty sie
przecina¢ pod katem danvtn, nadwczas poprowadzi-
libySmy S$rednice lakgkolwiek DI)', (fig. ligi te uwa-
zalibySmy za cieciwe kola (iak w 166) ktéra z-inng
liniig DQ czynitaby kat D DQ réwny danemu , wy-
kreslilibySsmy kat w odcinku réwny katowi odcinka
) DQ , adwa punkta w ktorychby kolo przecinato
ellipse bytyby temi w ktorych przecinalyby sie dwie
par cieciw spetniajgcych: $rednice réwnoodlegte od
tych cieciw wzglednie bedg sprzezonemi 1 przetna sie
pod katem danym.

Jesli kat dany iest prostv, $rednice tym sposobem
Wyznaczone bedg osiami ellipsy, w 6w czas punkt S
Srodek kota padnie na punkt O S$rodek ellipsy. Za-
kresliwszy wiec koto na S$rednicy DI)', to przetnie
ellipse poniewaz potowa S$rednicy OD mnieyszg iest
od potowy osi wielkiey: punkt przeciecia kota z el-
hpsa bedzie punktem przeciecia spélnego cieciw spet-
niajacych od ktérych réwnoodlegte $rednice beda szu-
kanemi osiami. Gdyby koto promieniem OD zakre-
S§lone nie przecinato ellipsy lecz sie iey tylko doty-
kato w punktach D i D', w éw czas $rednica DD' by-
taby osig ellipsy.

IV. O réwnaniu polaniem ellipsy.

173. Z wikasnosci ellipsy, ktoresmy dotad odkryli,
nayznacznieysza iest ta , ze summa promieni wodzg-
cych réwna iest osi wielkiey.

Rozwigzmy teraz zadanie odwrotne, to iest, znay-
(zmy rownanie linii krzywey maiacey te wilasnos¢,

summa odlegtosci punktu M (fig. 120) na iey ob-
wodzie dowolnie wzietego od dwdéch punktow F , F'
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stalych na iey ptasczyznie potozonych iest ilosci."! sta-
ta i rowng 2A.

Wezmy $Srodek O linii FF, ktéra naznaczymy
— 2C za zaczecie osi spo6trzednych. Oznaczmy przez
X,]J, spoétrzedne PO, PM tego punktu a przez z, z
odlegtosci FM, FM: wedtug zatozenia iest

Z+ 1z 2A (1)
W troykatach MPF, MPF' mamy
z2*=y-+(c— N% 2'=y*+ (c+ XYy
zatem s'l— z* czyli (z'+z)(z'— z)~I\cx
1CX
a z—z = -£-(2;:,

odciggnawszy stronami réwnanie (2) od (1), wypadnie

wstawiwszy te warto$¢ z w réwnanie daigce z*, az
wypadajgcego wyprowadziwszy wartos¢ dla otrzy-
mamy
A cT
y%~ - A* — (A*~"1)
ilos§¢ A*— c2iest dodatng, poniewaz FFAFM+FM
czyli 2C\2A, c<A: naznaczywszy wiec A'—
mamy réwnanie
B*
r -7 7 (Al— r~;
z ktérego postaci wniesiemy iz liniia krzywa szukana,
iest ellipsa.

174- Wedtug znalezionego roéwnania potrafilibySmy
wykresli¢ liniig krzywa i przekonalibySmy sie iz iest
symetryczng , ma $rodek, osi, itd: Lecz rozwigze-
my tylko to zadanie, czy liniia krzywa, ktérey zna-
lezliSmy réwnanie, iest wklestg czy wypukia wzgle-
dem osi swoich.

Wartos$¢ rzedney ktéreykolwiek nad osig wielka iest
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B B
f — r [/(h*— x*), pod osig J==— " V/NAF— X*)
z tych pierwszg wyrazmy tak
r— Ni/[(A + @) (A — )]

zalébzmy Uu. X oznacza odcietg dodatng OP <A, (fig.
121): bedzie

~ /[(K+x){k=")]> j-U[(A—=Xx)[A—= *)]

czyli PM > y (A—X) (&

(<B
Aby sie dowiedzie¢co znaczy ilo$¢ — (A*—0C), poprowa-

dzmy od B do A liniig BA: rownanie tey linii prze-
chodzacey przez punkt A iest

y-=a(x— A) luby=a(k—x)

B B
aze a— —, wiecj czyli PN — — (A—X) i wyra-
zenie (a) przeydzie na

PM>PN.
Widzimy tedy iz punkta linii krzywey odpowiadnigce
punktom linii prostey BA znayduig si¢ nad ta liniig
iako nad cieciwg krzywey, a zatem krzywa iest wkle-
sta: aze sie skiada z czterech czesci symetrycznych ta-
kich iak AMB , wiec ta sama witasnos$¢ stuzy innym
trzem czeSciom i liniia krzywa iest w klestag wzgledem
°si swoich.

176. Dodawszy i odigwszy stronami rownania ”1)

1(2) 8 173 wypadnie w lym razie z— A + ex (a)

axc
'v 2gim z— A — — (b).
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Z tych kazde mozna uwaza¢ za roéwnanie ellipsy,
poniewaz za po tocg kazdego, biorgc dla X rézne war-
tosci, znaydziemy z a tem samem nowy punkt ellipsy.
Wezmy viec i° punkt F, (fig. 122) za zaczecie, bedzie
F'P — FO -~ OP czyli xX'~Cc + X, skad X = Xx — ¢
a zatem wedtug (a) iest
c(Xx—c)
z=A + — T i-

20 wzigwszy F za nowe zaczecie, bedzie OP=0F— PF

czyli Xx=c—x czyli x— — (X'—¢)
a zatem wedtug (b) iest
c(x'—c)
Z=A -+ A -

Te dwa ostatne wypadki oznaczaig, ze z'z=1z skoro
X'z=X: wzigwszy np. FP=FP', bidzie FM =FM, lub
wzigwszy FP= F 'P, bedzie FI\I=FM.

176. Ktoérekolwiek z rownan (a) i (1)) nazywa sie
rownaniem polaniem ellipsy, od tego iz tu spdirze-
ilue z ix, zwane polarnemi wychodzg z-iednego pun-
ktu F uwazanego za poi. Uzywaigc rdwnania polarne-
go do wykreslenia ellipsy, wyznacza sie punkt lakikol-
wiek tey linii krzywey z« pouucg spo6lnego przeciecia
dwot li limy z ktérych iedna iest rzedng mewyziiaczong
odpowuadaigcg odcietey daney X, drugg wartos¢ z.
Lecz, gdybySmy mieli dany kat pochytosci promienia
wodzacego z, moglibySmy sie obey$¢ licz odcietey X,
a W ouczas wyznaczanie punktow ellipsy bytoby sna-
dnieysze. Mazwiymy v ten kat pochytosci a yvzia-
WSzy raz na zawsze,

cxX ,.,
*= 4 — x (h)
za rownanie polarne, staraymy sie nada¢ mu postac
stosownie do okolicznosci o ktérey mowimy.
W tym razie wypada nam zacza¢ od naymnieyszych
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wartosci z, czyli, co na iedno wychodzi, od nay-
nmieyszych wartosci v a postepowa¢ do coraz wie-
kszych. Naymnieyszg z wartosci z iest FA (fig, 123)
coraz wigkszeini s3 FM, F///, F///, a to wedtug ro-
wnania ™). Wartosci z=F A odpowiada kagtv=o0,
ten kat iest ostrym od o az do ioo° to iest az do po-
tozenia z=F/n prostopadtego do OK w ktérem toz z
réwne iest potowie parametru. Przeszediszy Fm,
Z tworzyé bedzie katy v rostwarte z osig OK, etc.. .

Aby wiec zaczgé od naymnieyszych wartosci v,
wezmy s w potozeniu FM w ktorem v iest katein o-
strym, bedzie

Fp=z. dwsv

C
Wzigwszy ~— e C2’L c— ke, iest X czyli O~rrzOF

c
+ vp— he+z.dwsv; na mocy tych wartosci X i——

rdwnanie polarne (b) zamieni si¢ na

A(i — e?)

i-\-e.dwsv
ta iest zwyczayna posta¢ rowmania polarnego ellipsy
uzywana w mechanice analityczney i w astronomii.
W niey, cLvs\ iest odiemng gdy kat v iest rostwar-
ty lub zawarty miedzy 200° i 300° , dodatng za$
gdy kat v iest zawarty miedzy 300° i 400°. Zosta-
wiwszy tedy, dla uogb6lnienia, réwnanie polarne w ta-
kiey iak iest postaci, painietaymy iz mianownik i+e.dwss
Jst w wielu razach 1— e.divs\.

PowiedzieliSmy iz z ~ polowie p parametru gdy
kat v iest prosty: wtym razie dws\= 0 a réwnanie
(ID) zamieni sie na

\p= A(i—e’)
a zatem réwnanie polarne mozna wyrazi¢ tak
24
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i+ e.dwsx

A* B2 B*
iakoz i—e* ~ - —_ -
A*
*

. B
zatem A(i—e*)= — = \p (ib5i>

J77. Lubo w réwnaniu (P) mianownik, iakeSmy
powiedzieli, iest raz i-\-e.dwsv, drugi raz i— e.dwsv,
iednak warto$¢ dla z iest zawsze dodatng bo ilo-
czyn e.dwsv, ktérego obadwa czynniki sg utomkami;

iest utomkiem, a zatem i— e.dws\ stad za$ i wartosé¢
Z iest ilosciag dodatng. Zobaczymy teraz iz biorgc
poi wsréd obwodu gdziekolwiek, i naznaezaige dla v

wartosci od o do ZjooO, wartos¢ dla z wypadnie za-
wsze dodatng (fig. 12/1).

Niech O bedzie polem, OM — Zz promieniem wo-
dzacym, v katem pochytos$ci promienia do osi O X,
bedzie

r
= z
dws\ ’ wsl\
1° Wzgledem punktu M iest v i00° skad I/IV/™>0,
WSt\"=>0, X>0, 0, Wiec 2> 0.

20 Wzgledem punktu M' iest vA>ioo0°, skad dwsv<”/o,
ws\"*>o0, #<0, j~>0, wiec z">o.

3° Wzgledem punktu M" iest v >200°, dws\ <Co,
ws(\<”™o, #<0, / <™0, wiec 0.

4° Wzgledem punktu M™ iest v~>300°; skad dwsv >0
ws(\<™o, xj>0,j) <0, wiec z>0:

atak warto$¢ z iest w kazdym razie dodatng.

178. Zakonczymy rzecz o ellipsie wykitadem ogol-
nym roéwnan polarnych tey linii krzywey.

Oznaczywszy przez X , Y sp6irzedne punktu na
obwodzie ellipsy wzietego ; przez Y spotrzedne
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polu obranego dowolnie, wszystko odnoszgc do ukita-
du osi prostokatnego; przez v kat promienia wodza-
cego z i osi OX, bedzie (83).

x=x+z.dws\, y—y'+z.wslv:
Wstawiwszy te wartosci X, Y w rownanie

Wypadnie réwnanie ogélne polarne ellipsy

(A*wsi’ v+ V>*dws*v)z*

-t- 2'A7y".wst\ -+-B*x'.dwsv)z

_I_A*V*+ B*qj'*:A*B* (Q)
Poniewaz to réwnanie iest drugiego stopnia 7 nie-
wiadoma z , wiec ta ma dwie wartosci. Wzigwszy
(fig. 125) i° punkt P' wsérod obwodu za poi, dwie
wartoéci dla z bytyby Pni, Pn i w tym razie na-
znaczajgc dla v wszelkie wartosci odv=0 do v=400°,
Wartosci dla 2 wypadtyby zawsze dodatne (177), i
tak wyznaczylibyémy iak naywiecey punktéw obwo-
du ellipsy. a° Wzigwszy za poi punkt P ktérego
sp6trzedne sg X ,y, dwie wartosci dla z bedg Pm, i
Pn, a wartosci dla y bedziemy brali miedzy o° i 200°,
wieksze bowiem datyby z odiemne. Kktore przypa-
dtyby po drugiey stronie linii BG rownoodlegtey od
OX i bytyby przedtuzeniami pierwszych, 3° Wzig-
wszy za poi punkt m na obwodzie ellipsy; P/» stanie
sie zerem, Pn przeydzie na mn; x\ y' beda spéb-ze-
dnemi punktu m, nareszcie A*/'*-HB*#'a=A*B*, a r6-
wnanie (Q) zamieni sie na

fAN wsi*v+ B*.dws*Vv)z
+ 2(A*y'. wsly+ B2x .dwsv)z— o

2(Asy.wstv+ B 2x.dwsy)

Aawsi2v  Badws*v
Ta wartos$¢ dla z stanie sie zerem, gdy promien wo-
dzacy P/z bedzie stycznym z ellipsg, wiec w tym razie
A*y.wslv-1-B*x'.dwsv=0

a styczy— — Gt~ (wk w i54).
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Tu, iak w poprzedzaigcym przypadku , bralibysmy
wartoéci dla z tylko dodatne przypadajace po lewey
stronie linii styczney TP ~fig. i26), te bowiem, Kkto-
reby przypadty po drugiey stronie linii, bytyby prze-
dtuzeniami pierwszych. A tak obrawszy P za poi,
bra¢ bedziemy v czyli TP~c od v == TPic do
Vz=rTP.r-+- 200°.

Okoliczno$¢ odiemnycli z obia$nimy za pomoca ré-
wnan wyzey podanych

X y

z dwss'Z  wsl\
i za pomocg figur 124, 125,126. Liniig OX (fig- 124)
toz samo znaczy co na figurach 125, 126 liniie BG i
TT' ktére sa granicami promienia wodzacego, tak iz
ten promien z-iedney ktéreykolwiek strony granicy
czyni z osig 0X katy miedzy o° i 200° zawarte.
Zatozywszy ten warunek wzgledem figury 127, do-
wiedziemy iak wyzey iz wartosci dla z nad liniig
OX sg dodatne. Co sie za$ tyczy wartosci z przy-
padajgcych pod liniig OX, te sg odierane, iest bowiem
wzgledem punktu M" fig. 124

v< io0°, #<0,y <0 wiec z <™
wzgledem i00°, x*>0,y<”™0 wiec z <0
4° A tak obrawszy za poi koniec P (fig. 127) osi
wielkiey , bedziemy brali v tylko po lewey stronie
styczney TT' od v— 0 do v=zr2o00°: aze w tym razie
sp6trzedne punktu P sg y=0, X'=\ , wiec yyartosc
Z —
a(A* y\wstv+ B 5x .dwsv)
A*wsi2v+ B2.dws'v

zamieni sie na
aAB*.<f«\rv

A* wst*\+ B*.dwsxx
5° Wzigwszy nakoniec poi w ognisku , bedziemy mie-
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H spétrzedne tego polu y — o, x~ A e, réwnanie o-
golne (Q) zamieni sie na
(Az.wslz\ -+ B".dws2v)s2+ (2B’x.dwsy)z
--B2r'2=A2B2:
czyli, wstawiwszy za B2 wartos¢ = A2(i—e2) i po-
dzieliwszy wyrazy przez A2, na
(1— e2.dws2v)z *+ 2Ae(i—e2)dws\.z=A2(l— e2) z
za pomoc,j ktérego otrzymamy iak wyzey

A(i— 2
z 1+e.dws.\'
179. Aby ten wyktad przystosowaé do kota, we-
Zmiemy w réwnaniu ogélnem (Q) A=B, i otrzyma-

my
Z*+2(a:r.c/njv+y. (fjirv)z+('yl+ X'Z— A2)=o:
poniewaz ostatny wyrazy'z+ X'z— A2 nie zawiera
zmienney v, a iest iak wiemy iloczynem z dwoéch war-
tosci z, wniesiemy iz iloczyn z wszelkich wartosci z
>est iloScig stalg, a zatem wzigwszy P za poi, iest
(fig. 128) i (fig. 129).
Pc X I'o=:Pv X Vn— Vp X P/?2=PM2
PN X P/z— PC X Y*d— Vb x Pa = ilosci statey
tak iak wiemy z zasad Geometryi.
Obrawszy poi na okregu (fig. i30) ilo$¢y zA -xx— A1l
bedzie zerem a rdwnanie polarne przeydzie na
z z+o.{x".dws\+y'.wst\)zz=0
Wzigwszy nakoniec poi w érodku kota, bedzia x'— o0,
Yy =0 aréwnanie (Q) przeydzie na
Z7z— A2=0, a zatem z=A
t° iest , promien wodzacy iest w tym razie réwny
promieniowi kola.



ROZDZIAL DRUGI

O HYPERBOL L

I. O Hyperboli uwazaney pod wzgledem na iey
Srodek i osi.

180. Réwnanie hyperboli odnoszone do iey $rodka

i osi iest

Aj T — — A’'B\
Naznaczaigc w tein réwnaniu y = o, X— 0 z o0sobna;
przekonamy sie ye oS aA iest rzeczywistg, aB uroio-
na: albo, poréwnawszy roéwnanie hyperboli z odpo-
wiadaigcem ellipsy

A*/*-]-B  *=AJB*
i zalozywszy iz osi tych dwoch liniy krzywych sg
sobie réwne wzglednie; (fig. i3i) postrzezemy iz Bl
w ellipsie = — B* w hyperboli , czyli B w ellipsie
= =+ B1/— 1 w hyperboli: hyperbola nie ma wiec
drugiey osi, czyli, analitycznie moéwiac, ma o0$ dru-
ga uroiong: atak, wystawiwszy ellipse na pierwszey
osi hyperboli, 0§ druga ellipsy bedzie osig uroiong
hyperboli.

Hyperbola, ktérey dwie osi sg réwne, nazywa sie ro-

wnoboczng. Tey roéwnanie dla tego ze A=B, iest

y'— X = — A*.
Hyperbola réwnoboczna iest fem wzgledem hyper-
boli zwyczayney czem koto wzgledem ellipsy.

181. Wzigwszy koniec A' (fig. i3i) osi czyli wierz-
chotek hyperboli, za zaczecie sp6irzednych, odcieta
dawna bedzie

OP=A'P— MQ=x—A



O liyperboli pod wzgl. na iejsrodek i osi. 191

Wstawiwszy te warto$¢ OP za X w réwnanie liyperboli,
to zamieni sie na
Azjra— ]YX'— — 2AB X
*

azatem y*= — X(x— ik).

Naznaczywszy Yy, X spOirzedne innego punktu be-
dzie

B*
/= — x{& 2A)
skad y*: y'll=x(Xx— 2A): X'(X' —aAl
czyli MP': ;«y2=2 AP X AP: ApxA'p

to iest, kwadraty z rzednych 1llaig sie iak iloczyny z
odlegtosci spodka kazdey rzedney od wierzchotkow
liyperboli.

Wykres$liwszy zatem kilka hyperbol spoétsrodkowych
na spolney osi A'A (fig, i32), 1 poréwnawszy z sobg
rzedne odpowiadajgce odcietym OP, OP; bedzie

MP: M P=/zP: cP'=0P: 0'P'=QP: Q P'
"warto$¢ bowiem kazdego z tych stosunkow iest ta
sama.

182. Wzigwszy o0$ druga liyperboli za pierwszg
zatem o0$ odcietych za o$ rzednych, zostawiwszy ten
sam uktad spoéirzednych; i°— li2 réwnania

— A*B* (1)
zamieni si¢ 1la 4- B* a samo rdwnanie na
AN+ B’ *l— A*B*
2°,+A* zamieni sie 1la— A2 aostatne rownanie na
— + A2B*:
Wstawiwszy nareszcie 13za A i A za B, bedzie
-B 'f+ A 'x ™~ - A*B*
czyli — Asxl+ By = A JBs (2):
takie iest roéwnanie liyperboli na przypadek w kté-
rym o$ odcietych weZmiemy za o$ rzednych i wzaie-
nuiie. Pordwnawszy ie z réwnaniem (1), widzimy
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ze postaé obudwoéch réwnanh iest ta sama, znaki tyl-
ko iednego sg przeciwne znakom drugiego réwnania.
Gdy wiec réwnanie (i) oznacza hyperbole KAk\ IAI",
rownanie (2) oznacza hyperbole pbp', qb'q. Jakoz wzia-
wszy X~ 0 w réwnaniu ~2) wypadnie y =+ A; wzig-
wszy za$ y=o0, wypadnie x=:xI15\/— 1: nowa wiec
hyperbola ma o$ pierwszag czyli rzeczywista bb— 2A
wedtug OY, drugg czyli uroiong = 2B wedtug OX.

183. Wystawiwszy sobie trzy punkta na linii pro-
stopadtey do osi pierwszey przedlu/oney, z ktorychby
icden byt wsréd hyperboli, drugi na iey obwodzie,
trzeci za obwodem mie¢ bedziemy

* n*
w pierwszym raziey * = — (X*— A*)— —
Ba,
w drugim J1— 7Al — A¥)
B* «*
w trzecim 7 = — X*=A*)+ —
czyli w lym A2/ 1— B*#*+A*B*=:—rc*
w 2im A'jk*— B’z2+ A2B''=o0
w 3iin Alrl— B'.i;M-AIB'=m ':

to iest: ilos¢ A'j* — B'x'+A'B* iest w pierwszym
razie odiemna, wdrugim zero, w trzecim dodatng.

184. Poprowadziwszy od koncéw osi pierwszey do
punktu ktéregokolwiek hyperboli M (fig. i34) dwie
liniie AM, A'M ktoére sie nazywaig cieciwami spet-
niaigcemi, i nazwawszy a, a'styczne katéw ktére
czynig cieciwy z osiag OX, zamierzmy sobie znalez¢
réwnanie wyrazaigce warunek pod ktédrym przetng
sie te cieciwy.

Rownanie linii A'M iestj =a(.r+A)

AM y ~a(x— A):
aby te dwie liuiic przecinaty sie w punkcie linii krzy-
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Wey; musi iedneyze wartosci X odpowiada¢ iednaz
Warlo$¢ r w trzech réwnaniach
B*
y=a(x-\-A),y=a'(x—A),y ' =JI A*)
czyli, rozmnozywszy stronami dwa pierwsze réwna-
nia przez siebie, w tych dwoch

y %= ad (x* — Al), f- = — #* A*):

z tych zatem wypadaigce réwnanie
B’

iest warunkiem pod ktérym cieciwy spetniaigce prze-
tng sie na obwodzie hyperboli. Oznacza ono na-
przod iz katy ktérych styczne a ia maig znaki ie-
dnakowe, sjj obadwa oslre 1lul> obadwa rostwarte.
a° Gdy wiec katy MAP, MAP sag ostre, katy za$
Ma'P, MAP rostwarte; kat AMA Ilub AMA' iest
oslry. WidzieliSmy iz w ellipsie takowy kat dwéch
cieciw spetniajacych iest rostwarty (149"

3° W byperboli réwnoboczney , iest aa'= i, skad

a-~ —1: to iest, styczna kata iednego =dostyczney
drugiego , wiec dwa katy ktore cieciwy spetniajace
Czynig z osig OX waza ieden Kkat prosty.

18"). Do odkrycia naywaznieyszych witasnosci hy-
perboli doprowadzi rozwigzanie nastepujacego zada-
nia. Znalezé na ptasczyzme byperboli ptinkt ktore-
go odlegto$¢ od punktu wzietego dowolnie na ob-
wodzie hyperboli a maigcego odcietg X, ~bytaby
"Wyrazong sp6tmiernie w funkcyi X. *

Niech f bedzie punktem takowym (fig. 135): spotrze-
dne iego oznaczywszy przez X ,Y , punktu za$ M
Wzietego na obwodzie hyperboli przez Yy, kwadrat
a odlegtosci M/‘bedzie

aai
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M/7*=(x=Xy+ (J=yYy
czyli , rozwingwszy drugg strone a wzigwszy
B Ali\li B i/{a:*— A') zamiast y* iy,

B*x*

_______ _ V/(#* _ A*) 4_y * -

nze wedtug zatozonego warunku ina by¢ spotmierng
warto$s¢ M/,” wiec tym bardziey taka by¢é musi war-
tos$¢ kwadratu z My; wiec w te wchodzi¢ nic powinno
a/B v

N — V\X*— A*): nastgpi to gdyy bedzie= o, ta
za$ ostatna okoliczno$¢ oznacza iz punkt szukany
znayduie sie na osi AA, wezmiemy wiec punkt F za-
miast punktu f i mieé bedziemy

A" + B*
ME* = X r— 2xx'-i-x'*— B1
a naznaczywszy A’ + B *=c*,
(c*Xx1 ) , )
MF—-tyI A."—lxx-\mi——B’J

Aby ta wartos¢ MF byla spoitmierng, musi summa

wyrazéw znakiem pierwiestku obieta by¢ zupeilnym

kwadiatem. By¢ to moze, poniewaz wte wyrazy

wchodzi niewyznaczona X', klérey warto$¢ dobrana

moze owg summe uczjni¢ zupetnym kwadratem. Wy-

ciggnawszy wiec z tey summy pierwiastek kwadratowy
cX Kx'

A c
i otrzymawszy reszte drugg
A*xz
+ X X— B’;

— c*

te naznaczymy réwng zero i tak utworzymy réwnanie
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(c*— A’V*=B*c*
dla znalezienia /adaney wartosci X': skad, dla tego Ze
c*— A*=B% wypadnie

X = % cC.

Podwoyna warto$¢ C oznacza iz znnyduir) sie dwa
punkta na osi OX wodlegtosci e=~(A* + B*) z ka-
zdey strony Srodka hyperboli. Aby wykresli¢ te dwie
Wartoéci X zakre$limy z punktu O tako ze $rodka
promieniem = i/fA’ +B*-) luk kola a punkta F, F'
w ktorych ten tuk przetnie oS OX beda zadanemi
punktami-

Wzigwszy X'=z ¢ warto$¢ MF bedzie

ler
MF — = \JN— A

CX
aze ">A, c>A, skad ¢cx >A% — > A, wiec z

dwéch znakéw wartosci MF trzeba wzigé znak +
aby ta bezwzgledna warto$¢ byta dodatna, a zatein

CcX
MF = — — A
A
Wzigwszy znowu X = — C wypadnie
Y
MF' — 7-+ A
A

Odciggngwszy stronami pierwsze réwnanie od dru-
giego, otrzymamy wypadek
MF— MF=aA,
ktéry oznacza , iz na przedtuzeniach pierwszey osi
znayduig sitj dwa punkta F, F ktdérych odlegtosci od
punktu ktéregokolwiek na obwodzie hyperboli wzie-
tego rdznica, iest ilosScig stalg i rowng osi pierwszey.
Punkta F', F zowij sie ogniskami, odlegtos¢ OF'
lub OF mimosrodem , MF', MF promieniami wo-
dzacemi, nareszcie podwdyna rzedna nm przez ogni-
sko przechodzaca nazywa Si%parametrem.
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186. Znaydziemy warto$¢ parametru hyperboli kto-
ry nazwiemy ip, wstawiwszy A*-4-B* za x*,p za Yy,

B*
w rownanie hyperboli y X — (ocl— A*) : wypadnie
B*
P~T"

to iest, parametr hyperboli iest trzecig ciggtg propor-
cyionalng do dwéch osi 2A, 2B.

Poniewaz E = — wiec rownanie hyperboli

1

odnoszone do parametru iest

7*: £-(**-A*)

réwnanie za$ odnoszone do uktadu osi spo6trzednych
poczynajacych sie w wierzchotku hyperboli iest

/'=X
p XX
czyli y*— — + ——

187. Wedtug znalezioney witasnosci liyperboli, mo-
zna wykresli¢ te liniig krzywa, maigc dang iey o0$
pierwsza i dwa ogniska. WeZmiemy za promien li-
niig réwna summie osi pierwszey i diugosci dowol-
ney, tym promieniem zakre$limy tuk z-iednego ogni-
ska na przyktad F' (fig. 135) promieniem za$ ro6-
wnym dlugosci dowolney przetniemy tuk pierwszy z
drugiego ogniska , punkt spo6lnego przeciecia bedzie
jednym z punktéw hyperboli. Zakres$laigc tuki z obu-
dwdch stron osi, wyznaczymy za iednym razem dwa

punkta.
«88. Z twierdzenia o ogniskach hyperboli (i85)
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Wyprowadzimy iescze nnstepuigcnt wiasnos¢ tey linii

krzywey. Oznaczywszy przez z liniiij FM (fig. i36),
iest

CX f A*y
Z— ~r—A, a stadAz ~ CcX — —
A c N c
A
1 cCA— z: x — — fi).
cC v

A

Tu oznacza trzecig ciagt,j proporcyionalnij OQ

do ¢ i A czyli do OF i OA ; zatem
A2

X — < =OP—0Q=0P=.MN
a proporcyia (1) wychodzi na

OF: OA=FM: M§
aze OF*">0OA wiec i FM>MN. Nadto, punkt M iest
Wziety dowolnie, wiec tak/.e

OF: OA=FM :N\IN=F//2 : rnn=Fm': m'n’'

=AF: AQ

liniig QX ktoérey potozenie mozna wyznaczy¢é przez
proporcyi”

OF: OA=AF: AQ
nazywa sie Kierownica hyperboli.

189. Réwnanie linii stycznej z liyperliolri, wzig-

wszy B1/— 1 zamiast R w réwnaniu styczney z ellipsy
(i54), wypadnie

-]]7X7
r—r = jy (*—xp
lub A*jj'— R*j;.r= — A"B*.
2a pomoc,-j tego drugiego i byperboli réwnania
AQ 2— *= — A'R’

dowiedziemy iz styczna ma ieden tylko punkt spélny
1 byperbol”™.  Wzigwszy bowiem z réwnania styczney
Wartosc
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Alr'-B A" 4+ A'B* — oo “_ B*z*+ A’'B'

lub, sprowadziwszy do iednego mianownika i wstawi-
wszy w licznik, Ba.r*— A*B* za A y ,
Ay-1in"+ AHI' =
B4(XX— A*)*— (B*#*— AIB*)'B’N*— A*B¥*)
Alrl
czyli, wykonawszy dziatanie,

A*r*— B,a:l+A*B* = ool a

r 2
Ten ostatny wypadek oznacza f183) ie wszelki punkt
styezney oprocz punktu dotkniecia iest za obwodem
hyperboli.

190. \by poprowadzi¢ styczng do hvperboli prze
punkt M (fig. 1°7) dany na iey obwodzie, trzeba i°
poprowadzi¢ od tego punktu do $rodka O linii,} MO,
20 rownoodlegty A'N od OM do zeySeia $<* z livper-
bola w punkcie N. 3° liniif AN, f\° od tey ostatney
réwnoodlegta MT i ta bedzie styczng zgdana.

Réwnanie bowiem it?y linii OM przechodzacej
przez J)unkt M ktdérego spbéirzedne oznaczymy przez

X', y, iesty'=ax' skad a= " 2giey A'N , iest
cc

f— a(x+.\); 3ciey AN iesty—a'(x — A); 4dey TM
iesi y—y'=d(x— x). Aby wyznaczy¢ a' mamy z
drugiego i trzeciego réwnania to
y*=aa\x*— A*J,
a/.e liniie A'N, AN przecinaig sie na hyperboli ktérey
réwnanie iest
B*
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_ B* Bl B*' _
Wiec aa'=~ skad a=-— = — -r, i tak réwnanie
* ) A*

linii czwartey TM iest

r-y = =Xy (-«

ktére oznacza iz ta limia iest styczng z hyperbol$
(' 89).

Stad wniesiemy, iz mt rownoodlegta od AN iest
takze styczng z hyperbolg i rownoodlegta od pier-
'vszey MT : atak dwie styczne do koncow S$rednicy

sg od siebie rownoodlegte. Poprowadziwszy wiec
przez $rodek O réwnoodlegta od stycznych cz)li od
AN, ta nigdy me przetnie byperboii. Przez podo-
bienstwo iak w ellipsie liniig OB pewney dtugosci i
Srednica OM, zowig sie $rednicami sprzezonemi. Kat
BOM tych $rednic rowny iest katowi ANA cieciw
Spetniajacych.

191. Wzigwszy Y = 0 w rownaniu styczney
AXYY— B*Xx=— A’li’, wypadnie
a czyli OT = — (fig. 137)
A*
a zatem PT— OP— OT=x-
X X
X’*_ A*
liniia PT
X

nazywa sie podstyczng byperboii.

192. Réwnanie normalney MN znaydziemy takiin
samy 1l iak w ellipsie spos ibein ('58)

jr

Warto$¢ za$ podnormal/iey
)'x'

PN = STT —
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ig3. Aby poprowadzié styczna do hyperboli przez
punkt za obwodem dany klorego spoétrzedne wiado-
me nazwiemy X Y; trzeba, oznaczywszy przez X,y
spo6trzedne puuklu dotkniecia, rozwigzaé¢ réwnania

A*y* — — A*B*, A*yy— W xx'z=.— A5B%
a potem wykresli¢ znalezione podwo6yne wartosci dla
X iy.

igd- Styczna MT (fig. 138) byperbolli w punkcie
M, dzieli kat FMF promieni wodzacych nadwierd-1
wne czesci.

ccc cce
Wiemy i/. F M =5 7 A, FM — - A, (185).

Aby znalez¢ wartosci dla FT i FT , mamy naprzéod

(,9a) OT = i
Al 'Alcx
X" X \~A~
A’ AjCX
FT—FO—OT—C—)TH‘:-Xr(—A — A
czyli FT=: f\rFM, - AFM
X od

azatem FM: FM=F'T: FT

ta proporcyia oznacza iz kat FMF podzielony iest

na dwie rowne czeSci przez liniia MT, wiec
FM'T=FMT.

Stad wniesiemy iz normalna NM dzieli kat FM/
na dwie rowne czeséci: katy bowiem TMN i /MN
sg réwne inko proste, a/e TMF = /Al/', wiec i
FM'N==f MN.

igb. Aby zatem poprowadzié¢ styczng przez punkt
M (lig. j hyperboli, trzeba poprowadzi¢ promie-
nie wodzace FM, FM, wzigé FM =KM, a liniig fy-
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czaca punkt M i $rodek linii KF bedzie styczng hy-
perboli. W tyin bowiem razie kat FM T=FMT.

Odcigwszy na linii FM taczacey punkt M z ogni-
skiem F', linii.} FK roéwna osi AA i poprowadziwszy
od punktu K liniig K/, ktéra zawsze rdwng iest linii
*F, do punktu | wzietego na styczney, daley uwaza-
igc limie FK i ~K za promienie ko4, a punkta F'it
ia Srodki; kota teini promieniami zakre$lone przetng
sie we dwéch punktach, pohiewa/. summa ich promie-
ni czynigcych liniig ztamana F K/, wiekszg iest od li-
nii prostey taozacey dwa punkta F'it i bedgcey od-
legtoscig Srodkow.

Aliy zate u poprowadzi¢ styczng do hyperboli przez
punkt t dany za obwodem ; naprzéd , z punktu F'
promieniem rownym A A, zakreslimy tuk kota, z pun-
ktu za$ t promieniem /F zakreslimy drugi tuk, kto-
ry, wedtug tego coSmy dopiero okazali, przetnie sie
z pierwszym w dwoéch punktach K i K'. Przez ka-
zdy ztych punktéw i przez F' poprowadziwszy liniie
F'K, F'K' do przeciecia sie z hyperbolg w punktach
M, M’ te ostatne bedg punktami dotkniecia , przez
ktore i przez punkt t poprowadziwszy liniie te beda
stycznetni z hyperbolg. W tym bowiem razie iest
*K.:=/F, MK=MF, wiec Mt iest prostopadtg do KF
i dzieli kat KMF na dwie réwne czesci.

196- Punkt materyialny elastyczny lub promien
Swietny albo cieplikowy, wypadaigc z-iedncgo ogni-
ska i uderzaigc o obwod byperboli, odbiie sie podiug
linii prostey ktora przeydzie przez drugie ognisko:
3ze bedzie zatrzymany przez liniig krzywa, wiec
odbicie przypadnie w tey czesci linii krzywey, w kté-
rey znayduie sie pierwsze ognisko, i wedtug przedtu-
zenia promienia wodzgcego. Jesli iedno z ognisk iest
srodkiem wigzki promieni $wietnych lub cieplikowych;’
Wszystkie te ktére padng na obwdd hyperboli odbiig

26
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sie w kierunku takim snmym iak gdyby wypadly z
drugiego ogniska i z tego mogty przey.se wskro$ prze-s
liniig krzywag. Od tey fizyizney okolicznosci pocho-
dzi nazwisko ognisk hyperboji.

Il. O HYPERBOLI
Uwazanej pod wzgledem na S$rednice sprzezone.

197. Dochodzac postaci i liczby liniy drugiego rze-
du, przekonaliSmy sie iz wszelka liniia prosta pro-
wadzona przez $rodek do obwodu hyperboli, dzieli
ig na dwie rowne czesci, czyli ze ta liniia gdy iedng
cieciwe, wiec i wszystkie inne cieciwy , od pierwszey
réwnoodlegte przecina na dwie réowne czesci: Liniia
MOM (fig. i/jo) prowndzond przez $rodek hyperbo-
li, maigca taka wtasnos$¢, nazywa sie S$rednicg- Wy-
pada iescze z symetryczney figury hyperboli, iz liniia
MM podzielong iest na dwie rowne czesci w punkcie
O, tak iz OM = OM'" otey prawdzie mozna iescze
przekona¢ sie nastepujacym sposobem.

Roéwnanie linii OM iest

y=ax:
wstawiwszy te wartosé ] w rownanie hyperboli
A*yx— B'#1— — AaB* i wywiodiszy warto$¢ dla X,
znaydziemy
AB (AB

' = - Vi.ii- -A-«-y
Trzy moga by¢ przypadki z mianownikiem tych war-
tosci:
i° BMNA'tF, 20B* = A*«\ 3°B*<A’«*t
W pierwszym kazda warto$¢ tak X iak y iest rze-
czywista, a znak podwoyny * oznacza réwnos$¢ dwéch
odcietych OP, OP' i dwoch rzednych MP, MP' na-
lezacych do punktow M i M' w ktdérych liniia MM’
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przecina hyperbole: chva wiec tréykaty OMP, OM'P’
przystang do siebie azatem OM=0M"' W drugim
spotrzedne sg nieskonczone azatem S$rednica OB w
tym razie otrzymana nigdy nie przetnie liyperboli, i
dla tego iest granicg wszelkich s$rednic rzeczywistych:

tua= % *At-, to iest poprowadziwszy przez punkt A

prostopadta AB=B, do osi AA a przez punkta O i
B liniig OB, bedzie OA: AB = i: slycz BOA czyli

B
A :B = i: stycz¥>0OA skad slyczROA. — ~"— a’

Nako.iiec liniie prowadzone przez $rodek liyperboli
za liniia OB, bedg coraz bardziey oddalaty sie od
liyperboli: sg one ob-iete przypadkiem trzecim, i zo-
wig sie $rednicami uroioneini. Liniiag OB zwana asym-
ptola, iest takze granicg wszystkich stycznych. Gdy
A*
bowiem w formule O T = = ('94)? odcieta ostanie
sie nieskonczenie wielka; bedzie OT"0, a zatem sty-

czna MT zblizy sie nieskoriczenie do asymptoty OB,
ta przeto iest granicg stycznych.

198. OS¢ pierwsza iest z liczby $rednic rzeczywistych,
nie réownanie liyperboli odnoszone do osi rzeczywi-
stey i uroioney iest A*/*— B*.r*— — A*B% wiec ta-

ka/. posta¢ mie¢ musi réwnanie odnoszone do S$re-
dnicy rzeczywistey MM' 1 drugiey uroioney, ktore
sktadaig nowy uktad osi spotrzednych i zowig sie sprze-
zonemi. Aby znalezé takowy uktad $rednic, nazwiy.
Iny a, a' katy ktére Srednica weditug X adruga wedtug
y czyni z osig OX: bedzie (5o, i°)

j=y .wstoi+x.wslct, x—y'.dwsa.'+x' dwsa,
Wstawiwszy te wartosci = X w réownanie hyperboli f
Wypadnie
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(A 2wsi2«'— B 2dwsla)y 2
-1-(A’ 2a— B2dws*a;X 2+
-t-a(A2otffavwr/a— B 2dwsc/..dwsd)xX'y — — A2B2
Aby znalez¢ wartosci katéow a, a' przez ktore zniktby
wyraz tego réwnania zawieraigcy XY ; zatozymy
A 2wsla..wslz— B 2dwsa..dwsa'— 0 (a)
B*

skad styczc/.stycza'=

iest warunkiem aby réwnanie byperbob odnoszone
do $rednic sprzezonych miato zgdang posta¢. Zna-
leziony warunek oznacza iz katy a, « muszg by¢ oba-

dwa ostre lub obadwa rostwurte, poniewaz w kazdym
B2
razie ilos¢ slycza. slyczct' iest dodatng ir6vna+— . Fig

AN wystawia pierwszy, figura i/ja drugi przypa-
dek. Roéwnanie wiec byperbob odnoszone do $rednic
sprzezonych, iest

(A2wsi2a— B2dws2a''§'2

+ (A2wsi2a—B2dws2dx"™*——A2B2 ().
Trzeba teraz okaza¢ iz spdlczynniki kwadratow y 2, X 2
maig znaki przeciwne. W tym zamiarze wywiedzie-
my z réwnania warunkowego (a), nastepujace

Aiwsra..wsl*ct'
-B

do ktérego obudwécb stron dodawszy A*wst*al o-

trzymamy
A2wsi2a'— B 2dws*a’=
A2wsi’al ’ L
B dWs T Q/B dws7a— A2wsi20).
A2 2a'
Poniewaz w tym wypadku ilos¢ - j. — iest kwa-

dratem zupeinym, wniesiemy iz ilosci
A2wsiza'— Wdws”u, i Bxdws*a— A2wsl2a
maig znaki réwne: ieSli wiec pierwsza iest dodatnag
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takgz iest i druga, czyli gdy A*wsi'a— od-
iemng, K*wsl*oi — B*dws'd dodatng iest iloscig,a za-
tem spolczynniki kwadratéw /*, X'X inaig znaki prze-
piwne-

Przywiodiszy réwnanie (i) do postaci

- . =—1
A 2B* A*B*
A awst2a'— B*dws*ct A lwst*a— B2dws?2a

i naznaczywszy, stosownie do odkryley okolicznosci
znakow
A2B2

"~ A2wsizal— B2dws’ Ul

*

00.

— A'2= .
A*wsi*a— B'dws’a

réwnanie hyperboli odnoszone do $rednic sprzezo-

nych, bedzie
r'2 X 2
gT — a7™ - * czyl' Ajr*— B2r2a — A'B*
Wzigwszy wtem réwnaniu z osobna y'= o0, Xx'=0,
Vyp.idnie Xx'=xiY, y— £ B'i/— i: skad widzimy iz

satna tylko 0§ OX'przecina hyperbole w dwéch pun-
ktach odlegtych od zaczecia ilosciag A'. Liniie aA’,
sa Srednicami sprzezoneini hyperboli.

199" lakim samym iak w § 181 sposobem dowie-
dziemy, iz kwadraty z rzednych w uktadzie $rednic
sprzezonych inaig sie iak iloczyny z odlegtosci spod-
ka ka/.dey rzedney od koncow S$rednic. Aze ta sama
proporcyia stuzy hyperboli odnoszoney do swoich osi,
Wiec aby wykresli¢ hyperbole ktérey sg dane $redni-
ce sprzezone , trzeba ig wykres$li¢c na iedney $redni-
cy uwazaney za o0$ tey krzywey a potem rzedne pro-
stopacHe, nie zmieniajac ich diugosci, nachyli¢ pod ka-
le*n danym witasciwym.
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200. Rozmnozywszy przez siebie wartosci A'% B'%
bedzie
. — A4B4
ATV - - -
| Aiwst*ciwsl*a' 4- BY/tw’ a.rfu’i ' ttj
\— A 1B 2(wst2a dws 5a'4- wstla,.dws*a)J
aze réwnanie warunkowe (a) daie
A4wst2a . *a'4-B4¢ / *a.dws*OL
=2 A™B lwsia wstz.dwsoL.dwsd

wiec wstawiwszy, wypadnie

A*B*
A'*B* .
{wstoidwsa. — wst&dwsa)*
AB
skgd  AR' = R
a 4AB'wsl(a'— AB

to iest, rownolegtobok ze $rednic sprzezonych réwny
iest prostokatowi z osi byperboli.

201. Aby dowie$¢ ze A'*— B *=A* — B*, trzeba
wyrugowaé¢ a, a' z rownan (a) i (bj.
Z réwnania (a) wywiedziemy to
A"wst* a,wsi*a'= B 4d\s*adws' a'
= B 4¥Ynja— BWip.ra.H" a
B V7it'.f=a
A wst dws’' &

A"wst*u
a zatem dws*a. — — - ;
A wsi*dws*a.
te dwa ostatne wypadki zamienig warto$¢ B'* na
A4 W'Y «4-B 4 dws*x

A 2swst*a— B *.dws*a

skad wsi*a —

Odciggnagwszy te warto$é B * od wartosci A™ iprzy*
widdiszy wyrazy do naykrddszego wyrazenia, wypa*
dnie

A*— B'— A2— B*.
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Wzigwszy A=B wypadnie A'==B": a tak tylko hyper-
bola r6wnoboczna ma $rednice sprzezone rowne.

202. Gdv od koncow $rednicy wzietey za 0§ OX'
poprowadzimy dwie limie do punktu na obwodzie hy-
perboli obranego; réwnania tych liniy beda (35 i 3g)

y=a,x-f-A"), y=u(x— k)
skad YE~nd(x'— A'l)
aze réwnanie hyperboli, odnoszone do S$rednic sprze-
zonych, iest

B'*
B2
wiec aa'=— -
Ten wypadek oznacza ii S$rednice sprzezone pod ta-

kimze katem przecinajg sie co cieciwy spetniaigce. W
ogodlnosci, tez same wiasnosci stuzg Srednicom sprze-
zonym co i osiom hyperboli.

»03. Zadanie. Poprowadzié¢ styczng do hyperboli
przez punkt M na iey obwodzie dany, nie znaigc ani
$rednic ani osi (fig. 1NN).

Znaydziemy naprzéd S$rodek hyperboli, poprowa-
dziwszy przez $rodki dwéch cieciw réwnoodlegtych
I*niig prosta i iey czes$¢ zawartg miedzy odnogami hy-
perboli podzieliwszy na dwie rdéwne czesci. Od $ro-
dka O tey linii, ktory bedzie $rodkiem hyberbob, do
Punktu M poprowadzimy $rednice OM, potem Sre-
dnice ktorgkolwiek DD', daley przez punkt 1) réwno-
°dlegtg DN od OM, potem liniig DN, nareszcie MT
réwnoodlegta od DN, 1 MT bedzie zadana styczna.

Wzigwszy bowiem $rednice CG' za sprzezong z

i odnoszac hyperbole do tych S$rednic, iest ré-
wnanie linii OM
j—=ax
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Oznaczywszy przez X, Y, spoOirzedne punktu M, iest
y'=gx'sk-jcd a = ~

Réwnanie linii DN iest y=a(x-\-A")

DN jr—a'[x— A)
. wsio! L
gdzie a '= ""f —————— r, «=NDX: nakoniec réwnanie
WSI{— aj
linii MT iest
y—y'—d(x— X"
b'2 b* v, X'
aze aa= jnr (202), skad a'==-jr™ = ~ - w i?c

réwnanie linii MT iest *

W' x
y—r = 777 (*~0

ktore ink w 8189 oznacza ii ta liniia iest stycznej
z hyperbola.

1. O HYPERBOLI
uwazaney pod wzgledem na asyniptoty.

204. Zamierzmy sobie znalezé za pomocy réwna-
hia bjperboli odnoszonego do S$rodka i osi
Ay *— B*ifc*=— A’B*
inne odnoszone do osi spo6irzednycli nieprostoka-
tnych OX', OY', (fig. 143). Nazwiemy w tym zamia-
rze a i a niewiadome katy AOX' i AOY', X iy UG
We spOtrzedne, aza dawne X, Yy wstawimy w réwnanie
hyperboli ich wartosci (50. i°)
y—y.wsta + x.wsla, x'=y .dwsoL+x".dws*’,
i otrzymamy réwnanie
(A*.wsi2a— B2.dwsla)x'*
--(A2.wstla'— B2.dws*@Q)y *
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— 2(A*.wsia.wsid+ B 2.dwsa..dwsalLNjXy'z=z— A’ B*
Wzigwszy dopiero = zero spOtczynuiki kwadratéw
ijr'Y‘s mamy réwnania

A2wsi*a— B'dws2a=0, A2(Wi2a'— B2 2a=o0
na wyznaczenie niewiadomych a, a' a tem samem po-
tozenia uktadu nowego: przywiddiszy ie zas do po-
staci

A*slycz*a— B2=0, k*stycz*d—B'— o
postrzezemy, i/, stycza. i slyczd sg pierwiastkami ro-

wnania stopnia 2go Aaz* — Ba= o ktore daie
B
Z = * —, ze zatem iest
A
B . B
stycza. = —, stycza. ~ — —-

Wezmiemy wiec na CC' prostopadfey do osi pi¢r-4
Wszey AA' w wierzchotku A, liniigAC=B, i— AC'*=:B,
aliniie OC, OC' przedtuzone nieograniczenie beda
osiami nowego uktadu spoéirzednych w ktérein ro-
wnanie hyperboli, opusciwszy kreski, iest
A2B
N 2(A*wsla..wslal + dwsa.dwsd) ~
tu wartos¢ iloczynu Xy iest iloSciag statg, poniewaz
« i d maig, iak widzieliSmy, wartosci stale.
Aliy znalezionemu rdéwnaniu nada¢ prostszg postac,
poprowadzimy przez A liniia AD' rdéwnoodlegta od
OX." i AD od OY, Poniewaz otrzymaliSmy kat
I)OA=AOD"', wiec kat DOA —DAO a zatem bok
CD=DA ,to iest spo6trzedne punktu A w uktadzié
OX', OY sg rowne: oznaczywszy wiec kazdg przez
iest weditug rdéwnania (1)
A*B2
2(A wsta..wsteZ+dwsa..awsa3 @
1 Wedtug réwnan (1) i (2),
Xy— M*,

M 2—
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Aby znalezé nowag warto$¢ dla M’ w-ilosSciacli sta*
tych i wiadomych, uwazani iz boki AD. DC , OD
sg rowne: widzieliSmy bowiem iz OD=DA, aze kat
DAC (iako réwny OC'A) iest = ACD, wiec DA=DC,
i trzy linile OD, DA, DC s3 réwne, aze OC2= 40b)*
=4 M1=0 A*+-AC1= A"+ B1, wigc

M*=j (A*+ U%)
i réwnanie hyperboli odnoszone do asymptot, iest

xy—{ (v™r+B1.
Nazwawszy 8 kat Y'OX' asymptot; rozmnozmy obie
strony ostatnego roéwnania przez (fsIS: otrzymamy
wypadek

A" + B*

XY. WStE— ----- - wslg
ktéory znaczy ze rdéwnolegtobok OPNra iest réwny
kwadratowi uko$nemu ODAD'.
Wykresliwszy asymptoty hyperboli wedtug danych
réwnan (121 i nastep:J, do$¢ bedzie podzieli¢ kat
asymptot na dwie réwne czesSci przez lamag prosta
chcac znalez¢ o$ pierwsza.

aob. Gdy odcieta X réwnania
M*

iest nieskonczenie wielkg, rzedna odpowiadaigca f
stanie sie nieskonczenie matg, osi iednnk OX', OY
zey$¢ sie nigdy z liniig krzywa nie moga choc sie
bez granic do niey zblizg, gdyby sie bowiem zeszty
kwadrat ukosny ODAD' bytby réwny zero, co hyc-
nie moze.

W hyperboli réwnoboczney, Xy iest prostokatem ,
ODAD' kwadratem , a réwnanie hyperboli réwnobo-*
czney odnoszone do asymptot iest
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aoG. Zadanie. Znalezé rownanie linii styczney z
hyperbolg uwazang miedzy asymptotami.

Réwnanie linii przecinaigcey hyperbole w dwdch
punktach ktorych spdétrzedne oznaczymy przez X', y\

y" iest
i-vy = x- x"™
. M* *
lvstawiwszy w to rownanie —- zay, = ——zay ,
X X

wyrazimy iz sieczna ma dwa punkta spoine z hyper-
bolg: aze

"— Mifo"— x) — x")
N9 xX'x" x'x"
r—y"__ N\~
X — x" x'x'
Wiec réwnanie siecznev zamieni sie na
M*
r -/ = - (* - -o)o

Ody dopiero dwa punkti, przez obrot sieczney oko-
to iednego z nieb, zcydag sie w-ieden ; sieczna sta-
nie sie styczng (fig. i44) a tey réwnanie, wzigwszy
w ostatnem x'=.x", bedzie
M «
y—r=~— (=X

lub, dla lego ze M*=zx'y"

r—/ = ——m(*— *)m

207, Aby znalez¢ punkt wktérym styczna MT
(fig. 144) przecina 0$ OK', naznaczymy y~o W ro-
whnaniu styczney, i wypadnie

X — x'-=?x', czyli O/— OP=0OP, czyli P/=0P
to iest, podstyczna Pl punktu dotkniecia M rowng
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iest odcietey OP tegoz punktu. Aby wiec poprowa-
dzi¢ styczng z hyperbolg przez punkt dany M, prze-
niesiemy odcieta OP tego punktu od P do t, po-
prowadzimy przez punkta M i t liniig /M| , ata be-
dzie styczng. Widzimy nadto ze cze$ci MT, M/ sty-
czney zawartey miedzy asymptotami sg rowne.

208. Poprowadziwszy $rednice OM=A" (fig. 144)

i styczng MT do punktu M, mamy dowies¢ iz MT
iest Srednicg sprzezong wzgledem OM. W troykacie
OPM ; OM'=0OP*-}-PM*— 20P X PMiiWOPM aze
kat OPM iest spetnieniem, kata Y'OX'=g; tudziez ze
OP=rjr, PM=r> wiSc

OM2= X 2+ r 2+ 2xy.dws<o.
Takimze sposobem, zwazaigc iz P M P £ = 6 ; znay-
dziemy w tréykacie MPf

ThAr— x, -+y*— 2xy.dwsg

wiec O M 1---WIt*?=:[\xy.dws& ().
Kat ktéry kazda zasymptot czyni zosig OX iest
g, (204) wiec
g B
styez- = x
i i A
a dws — = ———- g
g . b apr
SIeCZ2 I/{l st 2/I
Wstg—dwsg-s czg A
2 - W shyez .
Wiemy z formut trygonometrycznych iz
g g A2— B2
d~r=du’s’--,'sr~ = _ B>

tu za$ mamy (204) [\xy~k'>+ B2
>viec wstawiwszy -wartosci dws% i I\Xy w réwnanie
(1), wypadnie
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A*— Mf=A* —B*
nze (aoi) A'a— B'"* r=A«— B*
wiec M/==B' czyli MT=B, to iest MT iest $redni-
cg sprzezong wzgledem S$rednicy OM.

309. Odnoszac hyperbole MAM' (lig- i/)5) do
asymptot ON, ON'; gdy poprowadzimy przez punkt
M gdziekolwiek na krzywey wziety liniig prostg NN’
do przecigcia asymptot w punktach N, N' akrzywey
w M i M' czesci MN, M'N' tey linii zawarte mie-
dzy krzywg i asymptotanu bedg roéwne.

Aby dowie$¢ te prawde oznaczmy przez X, wspot-
rzedne punktu M, a przez X',y spoéirzedne punktu
M' w ukladzie asymptot i poprowadzmy przez M
i M réwnoodlegte od asymptot. W troykataeh po-
dobnych PMN, MCM'; iest

MM’ CM'" r/M— gqC X—X_X
MN PM PM X X
W tréoykataeh podobnych PMN', MCM’'; iest
M M CM <rfMm qC_ y—y _ Y
M'j\'= P M P 1 ” y ~Yy

_ L ] x f

aze Xy=Xx'y' (20/1), wiec ;—V >
C MM MM
MN M'N"’

Wystawiwszy sobie iz liniig NN' posuwa sie ku
punktowi O zostaigc zawsze w potozeniu réwnoodle-
gltym od pierwiastkowego ; wniesiemy iz iey czesci
MN, M N', zmieniaigc sie, sg w kazdem poto/.eniu li-
nii ruchomey a wiec i wten czas rdéwne sobie gdy
punkta M, M' zeyda sie w-ieden, co znaczy iz cze-
§ci styczney zawarte miedzy punktem dotkniecia i
Osymplotami sg réwne iak w § ao”.

nareszcie ME=M N.



1v. O réwnaniu polaniem hyperboli.

210. Z wiasnosci hyperboli, ktéresmy dotad pozna-
li, nayznaczniejszg iest ta i/, réznica promieni wo-
dzacych réwna iest osi pierwszey. Rozwigzmy teraz
zadanie odwrotne: wyznaczy¢ liniig krzywag ktoraby
miata te wilasnos$¢ ze roéznica odlegtosci, punktu na
iey obwodzie obranego, od dwdch punktéw statych ,
bytaby iloscig stata i rowng 2A.

Niech bedg F, F' owe dwa punkta state, niech O
(fig- bedzie $rodkiem linii FF' ktérg naznaczy-
my — eXC i zaczeciem osi spétrzednych prostokatnych.
Niech jM bedzie iednym z punktéw linii krzywey ,
niech X, y, oznaczaig spo6irzedne OP, PiYl tego pun-
ktu, nareszcie z, z odlegtosci FM, FM. Wedtug
zatozenia iest

z—z= 2A ().
W tréjkagtach FMP, F'MP mamy

z*=y* —C)% z'*=y*+(x+c)%
odciggngwszy stronami pierwsze z tych réwnan od
drugiego, wypadnie

z2'1— z*=Acx, czyli (z'+z)(z— z)=Acx

1CX

skad z2'+z=—£— (2)

Odciagngwszy stronami rownanie (1) od (2), otrzy-
mamy

Wstawiwszy te wartos¢ z w réwnanie ktore daiez%
a wypadkowe rozwigzawszy wzgledem y % otrzyma-
my
c*— A*
y'— k*—~ca+ — ~N—

tu c¢'— A* iest iloscig dodatna, albowiem F'M— FM
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«“FF' czyli z’— z <2C, czyli A<C: naznaczywszy
wiec c! — réwnanie otrzymane przeydzie
na

B’ , B’

r — — B+ -p »czylij’= — — A")
ktoére oznacza iz liniig zatlozong maigca wiasnos¢ iest
byperbola.

Wedtug znalezionego réwnania, potrafilibySmy wy-
kresli¢ liniig krzywa i przekonalibySmy sie iz iest

symetryczna, i/, ma $rodek i dwie osi, iedng rze-
czywistg, druga uroiong. Chbcac sie dowiedzie¢ czy
limia krzywa iest wklestg czy wypukta wzgledem osi
pierwszey, trzebaby naprzdd znalez¢ roéwnanie linii
styczney z krzywg, aza pomocg lego réwnania mo-
znaby okaza¢ iz rzedna wszelkiego punktu styczney
wiekszg iest od rzedney byperboli gdy obiedwie rze-
dne odpowiada¢ beda iedney odcietey , ze przeto
liniig krzywa iest wklestg wzgledem osi pierwszey.
au. Réwnanie
CX

nazywa sie rownaniem polarnem byperboli: za iego
pomocg iedng tylko potowe byperboli MAM' (fig.
147) i to z pewnemi zastrzezeniami, ktére wnet po-
znamy, mozna wykreslié.

Wezmy F za zaczecie ukitadu polarnego i uwazay-
*ny odciete takie lak FP, brane w tym samym kierun-
ku co dawne, za dodatne , a za§ FA maigce przeci-
wny tamtym kierunek za odiemne. Zamiast odcietey

czyli OP wzigwszy OF FP czyli c+Xx czyli
¢+ z.dwsv, gdzie z oznacza FM a v kat PFM kto-
ry promieh wodzacy czyni z osig OX, i naznaczywszy
c
A~=e skad c= Ae; przywiedziemy réwnanie do po-

staci
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A(t— e2

i— e.dwsv
Poniewaz, e”>i, wiec licznik — A(t— e") iest iloScig
dodatna, a zatem trzeba dla v dobiera¢ takie warto-
$ci od 0° do 4o00° Itéoreby mianownik i — exlws'i

a zatem i warto$¢ z uczynity dodatnemi, z przy-1
czyn ktoresmy pod ellipsg wytozyli (177 etc). Wzig-
wszy naprzéd v=o0, bedzie dws\="\, i
s=— A(i— e).

Poniewaz w tym razie warto$¢ z iest odiemna, wiec
linila krzywa nie ma Zzadnego pnnktu tey wartosci
odpowiadajgcego, iakoz liniia krzywa MAM' nie prze-
cina osi za ogniskiem F. Poniewaz mianownik
i —e.dwsv iest odiemny gdy v = o0; wniesiemy, iz
takim bedzie poty poki nie stanie sie zerem, (bo ze-
ro iest przeyésciem od odiemnycb ilosci do dodatnych)
czyli péki nie bedzie

T
dffsv = —
e

atak od v=0 az po te granice, odnoga MAM' nie
bedzie miata zadnego rzeczywistego punktu. Poznay-
Hiy co znaczy ta granica.
Przywrociwszy warto$s¢ ewostatnem wyrazeniu;
A A

otrzymamy dwsv= - =
o

st = a

° 5
styczv—
y A

skad widzimy iz owag granicg iest asymptota (ao4)>
A tak, poniewaz wartosé dwsv iest naywiekszg gdy

v=0, a naymnieyszg gdy dwsv— — w przeciagu od-
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lemnycli wartosci mianownika \— e.clwsv, w ktérymto
przeciggu dws\ maicie czyli kat v ro$nie; mianownik

zacznie bye dodatnym w chwili w ktérey dwsy</™—
czyli styCZY<\A-, czyli kat v wiekszy od kata ktore-

go dostawa = L A—, czyh kt&rego styczna

= to iest od kata ktéry asymptota czyni z

osig OX: poczvnaigc od tey granicy , promien wo-
dzacy z przecina hyperbole.

Daley postepuigc gdy das\=ro; katv iest prosty,
a promien wodzacy prostopadty do osi OX i rowny
potowie parametru, ktéry nazwawszy p, wywiedziemy
z rébwnania polarnego nastepujace

Zp=—A(i—je")
a zatcin polarne mozna wyrazi¢ tak

1— e.dwsw

Postepuigc do A od v— ioo0° az do vr=200°, kat
v bedzie rostwarty a dws\ odiemng, aze e.dws\<” 1,
wiec mianownik iest dodatnym, warto$¢ z takze do-
datni} , a punkta wyznaczone sg rzeczywistemi. Ta
sntmi okoliczno$¢ stuzy dla przedziatlu od v= 200°
do v=Hoo0° czyli od FA do F/m'; w ostatnym razie iest
dwsv=o0 w przedostatnym dn's\=— 1, w tym wiec

z=FA=—A(r—e):

taka iest warto$¢ odlegtosci FA ogniska od wierz-
chotka A.

JSakoniec gdy v stanie sie ~>300°; dwsv bedzie
dodatng i takimie mianownik 1— e.dws\ az do war-

tosci d(vs\ = ~ ktéra odpowiada drugiey asympto*

28
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cic: za t/j granica ilo§¢ e.dwsv stanie sie ~>i , mia*
nownik odiemnym, promien wodzacy nieskoriczonym.

Tym sposobem wykreslimy odnoge MAM' linii krzy-
wey.

2 12. Aby znalezé rownanie polarne na wykreslenie
drugiey odnogi hyperboli , przemieniemy réwnanie
zwyezayne

A*y—B'x'=— A*B*
na polarne, biorac F za poi a kat v od zera czyli od
potozenia promienia FM na osi FX do v=/joo° ,
zatozywszy (83)

x=c+z divsv, y—z wslv
wypadnie

(A %vst*v— B *dws*v)z*

— 2B*c dw.rv.z— B*¢*=— A'B*
lub, naznaczywszy cz— A*=B~*;
(A*—c*.dws*\)z*—2c(c*—A dwsv-z— (c*— A'J'=0
skad

(c*— A*)(c.dws\+k) _ (c*— \*yc.dwsv— A)
z A*— c*dws*v Al— c*.dws*\
aze A*— c*.dws*y — [e.dwsv— A)(ci(Ov+A)
c* — A* c* — Al
wiec - ~N— c.dwsv' Z A+c.dws\
c
czyli, naznaczywszy — = e lub c~ke\
A(i— ex) _ A(i — e%)
~ i— e.dwsv’ i -{-e.dwsv

Pierwsze z tych réwnan , iest to samo ktoreSmy roz-
trzasneli i stuzy do wykres$lenia odnogi MAM'; dru-
gie, iak sie zaraz przekonamy, stu/.y do wykreslenia
drugiey odnogi odnoszoney do tego samego ogniska
F wzgledem niey zewnetrznego.
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Naznaczmy w niem naprzéd \=o0, czyli ¢/\fV— i,
a wypadnie
z=A(i—e).
Poniewaz e > i wiec ostatna warto$¢ z iest odiemng
i odnoga krzywey nie ma zadnego rzeczywistego
punktu na osi OX. od F ku X. Okoliczno$¢ ta za-
chodzi¢ bedzie pdéty poki mianownik i+e.dwsv be-

dzie dodatnyin , to iest az po warto$¢ dws\ = — 1
A/.e w poprzedzaiacym paragrafie znalezliSmy granicy

dws\ = - tu za$ dws\ — - é-; wiec tamten kat iest

spetnieniem Kkata tego tu , to iest w obecnym razie

dws\ = — — odpowiada asymptocie (fig. 1°7) OR
iako granicy.

Nazwiymy V' kat ROA , v kat ROA czyli R OA ;
bedzie v'= aoo°— v skad v=:200°— v', drugg gra-
nicg punktéw rzeczywistych bedzie v'+ R'Os' czyli
aoo°+v czyli 400°— v\ t° *st druga asymptota OS:

1
a tak miedzy OR' i OS' czyli miedzy v~r= — — i
v=/joo— v' zawarte sg punkta rzeczywiste hyperbo-
li. wszelkie za$ inne sa uroione.
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ROZDZIAL TRZECI

O PARABOLI.

I O paraboli uwazanej pod wzgledem na oS.

213. Réwnanie paraboli odnoszone do osi spOT-
rzednych prostokatnych poczynajgcych sie w wierzchot-
ku a z ktérych iedna przypada na osi tey linii krzy-
wey iest

y*=ipx (fig. 50)

gdzie 2p oznacza parametr M 7?2/, czyli, iak wiemy,
rzedng podwodyng przechodzacg przez ognisko F.
Znamy tak/e gtéwnag wilasno$¢ paraboli, iz iey od-
noga MOmM ciggnie sie tylko w iednag strone i ze
poprowadziwszy liniig BL prostopadle do BX w od-
legtoéci BO =: OP ktérato hniia zowie sie kierowni-
cg, daley z punktow M, IM spusSciwszy prostopadte
MQ, M'g na BL ado F poprowadziwszy liniie IMF,
M'F iestMF=MQ, M'F=M'"~, czyli MF=BP,M'F=BF
(ioij.

Dowiedziemy teraz ze parabola iest ellipsg nieskon-
czenie wyciagnietg (fig. i4~* Roéwnanie ellipsy od-
noszone do parametru i do csi spoétrzednych pro-
stokgtnych poczynaigcych sie w wierzchotku iest
(ioi). '

*

y* = 2 x b
przypusciwszy wiec iz o$ wielka A powieksza sie bez
granic, utomek P—Xl bedzie malat, stanie sie za$ ilo-

§cig nieskonczenie, mata gdy oS A stanie sie nieskon-
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czenie wielkg : w tym ostatnym razie ellipsa nieskon-
czenie wwcigepieta a iey rownanie iest
y*=.ipx.

214. WidzieliSmy (iot) iz znayduie sie na pta-
sczyznie paraboli punkt zwany ogniskiem, ktérego od-
legtos¢ od wszelkiego punktu tey krzywey iest wy-
razona spo6fmiernie w funkcyi x. Teraz, aby sie do-
wiedzie¢ , czy oOw punkt staiy znayduie sie konie-
cznie w ognisku, czy lez sg na ptasezyznie paraboli
*nne iescze punkta z takg sama wiasnoscig, przedsie-
Wezmy znalez¢ analityczni”™ taki punkt, ktoregoby odle-
gtos¢ od wszelkiego punktu linii krzywey maigcego
odcietg X byta wyrazona spo6imiernie w funkcyi X.

Niechby takowy punkt byty7(fig. 149): oznaczy-
wszy lego spdtrzedne przez X\Yy\ spoéirzedne zas pun-
ktu M przez X, jy4 iest.

MF2=(# —x)*-A- )'—y'Y
czyli, rozwingwszy drugg strone, a wzigwszy za r* i
J, wartosci o.px 1 \/{'jpx);
IYI/*=a:*— ixX -\-x* -f-ipx— 27-1/(2px)+y"
Aliy kwadrat z M/, byt iioscia sp6lmierng, musi by¢
0, w tym razie réwnanie poprzedzajgce zamieni
sie na
MFe— X 2— 2XX -t-2p X+ X™*

skad MF=x V(#*— IXX'+2.pX+Xr).
Szukany pierwiastek znaydziemy

x+{p—x)
1 reszte drugg — p*+ o0.px, ktérg zréwnawszy zero,

otrzymamy warunek pod iakun warto$¢ dla MF* be-
dzie zupetnym kwadratem; znaydziemy tym sposobem

X = —, azatem
2

MF=#+-£-o

Z dwéch znakow wzieliSmy dodatny, poniewaz war-
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tos¢ MF ma hyc bezwzglednie dodatng , atak ieden
tylko i to w ognisku znayduie sie punkt z zapowie-
dziang! witasnoscig.

21 5. Aby wykresli¢ parabole maigc dany parametr

ap, (fig. ibo) wezmiemy BO=OF:=r-y- i punkt O

bedzie wierzchotkiem paraboli, z punktu P ktoérego-
kolwiek osi OX wyprowadzimy prostopadta PM ,

promieniem BP z punktu F przetniemy i.j, punkt M
tak wyznaczony , bedzie iednym z punktéw paraboli,

iest bowiem FM=BO+ O P =— + Xx:
2

Wedtug teyze wiasnosci mozna wykresli¢ parabo-
le za pomocag wegielka i prawidta. Niech BR (fig-
la i) oznacza prawidto, EQR wegielek. WeZmiemy
nic EMF=QF i utwierdzimy ieden z-iey konhcoW
w ognisku F, drugi w rogu E wegietka. To wykona-
wszy , posuwaé¢ bedziemy wegielek wzdtuz prawidta
od B do R i przytrzymywaé ni¢ otowkiem przy QF:
zakreslona tym sposobem liniia krzywa OM bedzie
parabola, iest bowiem wzgledem wszelkiego iey pun-
ktu MF— MO.

2i6. Zadanie. Znalez¢ réwnanie linii styczney z
parabola.

Roéwnanie linii prostey przecinaigcey parabole
dwoch punktach ktérych spotrzedne oznaczymy przez

X\ r' i X%/'» est

j—j- = s
Aby wyrazi¢ iz ta liniia ma dwa punkta spélne z pa*
rabolg wstawimy w-iey rownanie, ipx i o.pxza y" 1
y"1, bedzie naprzod
"o I ' rno/o _ op(xu_ N
) J r + f - r'+ f



pod wzgledem na oj. aa3

skad L 7-= 7
X — X T+ y
zatozone przeydzie na

a zatem roéwnanie

\%

r =
gdy dwa punkta o ktérych mowimy zeydag sie w-ie-
den przez obrét sieczney okoto iednego z tych pun-

ktow, bedzie x'=x", y—y", sieczna stanie sige sty-
czna, rownanie wiec styezney iest

y—Y - J -
lub jy' = /?(.r+.r")

Aby dowie$¢ iz styczna ieden tylko punkt ma spoi-
ny z parabolg rozmnozymy strony ostatnego réwna-

nia przez a i odciggniemy ie od stron réwnania
Y *~zjjx\ wypadnie
/ z— zjy'= — *px, czyli (y'—y Y ~y'— opx

poniewaz tu ilo$¢ jrz— apx , iest dodatng, ay i X
sg spotrzednemi punktu ktéregokolwiek styezney o-
précz punktu dotkniecia; wniesiemy iz wszelki punkt

styezney oprécz punktu dotknigcia iest za obwodem
paraboli,

al7. Aby poprowadzi¢ styczng do paraboli od pun-

ktu za iey obwodem danego , trzeba, oznaczywszy
przez x", y" spoOtrzedne punktu danego , przez x, Yy
spo6trzedne punktu dotkniecia, rozwigza¢ dwa réwna-
nia

y *— px\yy —p(x"+x)
dla wyznaczenia niewiadomych x iy. W tym zamia-
rze wezmiemy warto$¢ px' z drugiego i wstawimy ig
w pierwsze: wypadnie

y *=ay"y— X"
nzotem y'~y' + V'(y"*— ipx™)

Stad wniesiemy i°:iezcli /'*— ao”™~'mo, punkt da-
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ny znnyduie sie na paraboli: 20 iezeliy "*— ipx'"">0
punkt iest za parabolg 1w tym razie mozna popro-
wadzié dwie styczne do paraboli:3° iezeliy "% 2px K.°\
punkt iest wéréd paraboli, awarto$¢ y wuroiong, czyli
od tego punktu me mozna poprowadzi¢ styczneydo
paraboli.

218. Wzigwszy y =0 w rownaniu styczney , wypa-

dnie
x= —x' czyli OP=QT (fig. ibo)

skad widzimy iz punkt O iest $rodkiem podstycznev
PT, czyli iz podstyczna rowna i<st podwodyney odcie-
tey OP. Wedtug tey wiasnosci paraboli mozna po-
prowadzi¢ styczng do tey linii krzywey przez punkt
na iey obwodzie dany.

219. Z réwnania linii styczney z parabolg

P £
r—r 17—*)
wywiedziemy rdéwnanie normalney
f
y—r— — — Xx— x}s

220. Wzigwszy y =0 w réwnaniu normalney, wy-
padnie
X —x'=p, czyli PN=y>
to iest, podnonnalna rdéwna iest potowie parametru.
Wedtug tey wiasnosci mozna poprowadzi¢ styczng do
paraboli przez punkt na iey obwodzie dany.

221. Poprowadziwszy w paraboli dwie liniie, iedng
od punktu dotknigcia do ogniska , drugag przez tenze
punkt dotkniecia rownoodlegte od osi ()X , te dwie
liniie czyni¢ bedg ze styczng katy réwne iig. i5

Mamy bowiem FM ="'+ FT=OT+OF==a:"-t-n"'
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%iecFM-F I\ nzatem FMT=FTM aze FTM=FMf,
wiec FMT— F'i\U.

Wedtug- tey wiasnosci paraboli mozna poprowadzi¢
styczny do tey krzywey przez punkt G dany zaiey
obwodem. Promieniem GF z punktu G zakres$limy
'luk i przetniemy kierownice w punkcie L , z punktu
L wyprowadzimy prostopadta LM do BL; punkt M,
w ktérym LM przetnie parabole, bedzie punktem do-
tkniecia, iest bowiem w tym razie kat TMF=/MF".

222. Poniewaz ta ostatng witasno$¢ paraboli mi
podobienstwo z witasnoscia odpowiadajaca ellipsy; uwa-
zajag punkt F' w meskonhczoney wziety odlegtosci za
drugie ognisko paraboli. Gdy zatem przez JVIO//1
rozumie¢ bedziemy zwierciadto paraboliczne, Swiatto
padaigce z punktu F po FM na powierzchnig zwier-
ciadta , odbite sie po MF' i wtym kierunku moze
byé widziane z nieskonczoney odlegtosci.

. 0 parabol!
uwazaney pod wzgledem na S$rednice.

2i3. Srednica paraboli , tak iak innych liniy
drugiego rzedu lila te wtasnos$¢ iz, iesli ktdragkolwiek
z cieciw wiec i wszystkie inne cieciwy od pierwszey
rownoodlegte , dzieli na dwie réwne czesci. O tey
prawdzie przekonamy sie bezposrednie, gdy rozwig-
zemy iiastepsngce zadanie : co za liniia tgczy $ro-
dki cieciw rownoodlegtych paraboli.
Rownanie linii prostey M M' (fig. 153) iest
j=ax'+b
Aby znalez¢ punkta w ktérych la liniia przecina pa-
rabole, wstawimy ax + b zay w réwnanie paraboli
¥*==ipX i otrzymamy
a’x x-\-xabeG-\-b%2=."i.px

*9
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o(ab— /Ar bx
cz&li X'-{-mmmm— — - — — 0.

O2nar7.yw.s7y przez X odcietg $rodka M cieciwy MM 5
przez X, X od<lete iey koneow JIM i M czyli j>ier-
\\Kistki réwnania stopnia drugiego, bedzie

XA-x' ) ab—p
————————————— czyli X — — - —
2 ax
wstawivszy te warto$é "wrownanie y := ax -J-b linii

M'M", wypadnie warto$¢ rzedney $rodka M
* y:._ _*

ten wypadek iest roéwnaniem linii prostey réwnood-
legte)’ od osi <)X, a zatem liniia tgczaca .Srodki cie-
ciw léwnoodlegtych paialudi ust prostg, rownoodle-
gli od osi OX. 1 oddalong od zaczecia O dtugosciag

) P
rowng —p

22 j. Aby zamieni¢ ukilad eo6irzednych prostoka-
tnych paraboli na ukiad spéirzedn\ch ukosnych, w
ktoryinby réwnmie ti*y Lilii krzywey tez samg mia-
to postaé, wstawiiny za y, x ich wartosci (5i, 2")
T—b+y .itsta+ x'us/a, x=u-\-y dwsa+x.dwsa
w réwnanie ~’=r2/jx i otrzymamy
wsi'a./7 iwslawslaxy + wsi*a.x *-+
\ b*— 2ap + 2[b wsta — p dwsa)/ -h
+ -i{b.wsla—p.dwsajx'— o\

zalozymy roéwnania
wstawslazzz o wst’a=o,
b wsta—p.dwsa— o b5 0.ap—0

i robwnanie paraboli zamienimy na

Y = wta

Drugie z ré.ynan warunkowych oznacza iz nowa o0$
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? * (fis- 15/0 mu by¢ réwnoodlegty od OX, atak
Srednica paruboli iest rownoodleglty od osi: dwa inne

b'— 2(rp, styczca= —m

oznacznia, pierwsze iz zaczecie nowego uktadu ma by¢
na paraboli, drugie i/, 0§ OY’ iest stycznrj z parabo-
la w punkcie nowego zaczecia (2 16'.

Naznaczywszy — P i opusciwszy kreski, ré*

wnnme paraboli odnoszone <lo $rednic, bedzie
y*— ip'x.
Aby znalez¢ warto$é parametru ip, wywiedziemy z

réwnania stcza~-Pr nastepuiijce

*
Wsi* a P
P" + %
czyli, dla tego ze b*=iap\ ’
. P
WSt*OL = —i—-
p-b 2a
wiecoP - L £*=p + 2*» + 1)

f*ze a + E. oznacza odlegto$¢ ogniska od punktu

paraboli ktorego odcietac=ra (215: wiec parametr
Srednicy réwny iest poczworney odlegtosci ogniska
od zaczecia S$rednicy.

Stjd wnies-emy ze aby wykres$li¢c parabole gdy pa-
rametr S$rednicy i kit pochytosci rzednych s]j dane,
wykreslimy naprzéd parabole na $rednicy iako na osi
wedtug danego |arametru, a potem naclivlimv rzedne
Wediug danego k;jta nie zmieniwszy ich dtugosci.

aab. Zresztg réwnanie linii styczney z parabolg
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odnoszong do S$rednic i wyrazenie podstyczney berli|
miaty tez sama posta¢ iak w 8§ ai(>i al8.

Aby wiec poprowadzi¢ styczng do paral)oli przez punkt
M dany na obwodzie (fig. i6/|) trzeba poprowadzi¢
rzedng PM réwnoodlegte od OY , wzia¢ ()T=QP, i
poprowadzi¢ przez punkta T i M limig prosta, ata
bedzie styczna.

I11. O réwnaniu polarnem paraboli.

aa6. Rownanie znalezione w § ai4
z==x+ ~ (i)
a

iest réwnaniem polarnem paraboli. Tfnzwiymy v
(fig. i55) kat ktéry promierr wodzacy z czyni z o -
sig OX, weziny ognisko F za zac/.ecie odcietych a z
tych uwazaymy za dodatne te ktére sie bra¢ beda
od F ku X, nazwiymy X odcieta Fp punktu M: be-

dzie OP— OF+FP= -—1-X cz¥li X ~ — +z.dws\.
a a

Wstawiwszy te wartos¢ X w zatozone, otrzvmamy
I'owngme polarne paraboli wzwyczayney postaci.

s = P
\ — dwss

Aby ie znalezé, zaczeliSmy od naymnieyszycb war-
tosci kata v. Wzigwszy v=0, warto$¢ z iest nie-
skonczong i parabola nie przetnie osi OX w-innym
punkcie oprécz punktu O. Jakgkolwiek wezmiemy
warto$¢ dla v , promien wodzacy wypadnie zawsze
rzeczywisty: im za$ wiekszg wezmiemy, tym mnieyszg
bedziedwsv, zatem tym wiekszym mianownik i— dws\,
a tym mnieyszym promien z. Gdy v=:ioo0 czyli gilv
promien z wezmie potozenie prostopadle Fm do osi
OX, bedzie z — potowie parametru —p. Od v~ioo°
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polarnem paraboli, aag

do v=r3o00°, iest dwsv odiemny, a rownanie polarne
w tvm przeciggu iest

P
Z= .= i —
I+ Uivsv
Pod tg postacig uzywane bywa w ogélnych przvpad-
lach. Miedzy v = 300° i v=400° ma znowu posta¢
poprzedzajaca.
Mozna wywie$¢ rdéwnanie polarne paraboli z polan
nego ellipsy (176)

0]
~ 1-\-e.dwsv
wzigwszy w niem e=1. Jest bowiem € = ---—----——-
| . S .
— — 1, wiec w paraboli e=1 dla tego ze

A=~

a?27. Aby wyprowadzi¢ réwnanie polarne paraboli
ze zwyezaynego Y'— ipX; weZmiemy spolrzedne po-
larne z i v zamiast prostokatnych j, X. Oznaczy-
wszy spéirzedne polu przez x\ y; bedzie (83)

X— X -t-z.cfasw, y =y +z.»'st\:
te wartosci dla X , y zamienig réwnanie y*-=.ipXx ,
la .

usl’ x.z* + iy u's/v—p.dws\)z-\-

+ y*— ipx'==0 (1).
Obrawszy poi na obwodzie paraboli, bedzie

/* — apx = 0,
w tym razie wartosci dla z sg
3tp.dn<s\— f. wsiv)

WS\

Gdy druga warto$¢ z stanie sie zerem, promien wo-
dzacy bedzie stycznym z parabolg; w tym razie z ro-
whania

Zr=ro, Z=




a3o O réw: poi: paraboli

p .dwsv—y .wsiv=o0
wywiedziemy

slycz\ = E? (jak w 216).

Wzigwszy poi w ognisku, hedzie j~ o, X' = P
a rownanie (1) zamieni sie na
wsi*v z*— =>pdws\. z=p *
p dwsv * p*dws*x + p*.wst*v)
T wst*v
D.AUJV +0 1 -f-f/1P.fv')
av ~j4- Uws\) {1— clws'i)

wiec zZ =

czyli 77— —
y 1 — dwsv

iak w poprzedzajacym 8§.



DZIAL TRZECI

PRZYSTOSOWANIA POPRZEDZAJACYCH TEORYT.

ROZDZIAL PIERWSZY.

O ogoélnym sposobie prowadzenia stycznych do
limy drugiego rzedu.

228. Spos6b pierwszy. Aby wyprowadzié¢ réwna-
nie Inni, htyrzney z ktorgkolwiek linng drugiego rze-
du, zréwnania slopnia drugiego z dwiema zmienne-
mi

ky' -+ Cx*+ Dy+ E«+ F=0 (1);
wystawimy sobie liniig prostg ktéraby przecinata krzy-
wa wdwoi li punktai li: oznaczywszy pr/ez X,y i

X', y' spo6trzedne tych punktéw brane w uktadzie
osi prostokatnym, réwnanie sieczney bedzie

r—r =7 7 " (x-%),

Aby wyrazi¢ okoliczno$¢ spolnosci dwoch punktow
sieezney i krzywey, wstawimy w to réwnanie za y\ y"
Wartosci tych rzednych wziete z réwnan

~Ky 74 -\\X'y+Cx*+ D/+ rz/+F=o0,

Ay"* + BX"Yy"-{~G.v*-t-D/'+E.r"'+ F— o.
W tym razie do$¢ iest znalez¢ wartos¢ ilosciy — y"
1 dla tego odciagniemy stronami ostatne réwnanie od
poprzedzajgcego, a uwazaiac izXy — X'y'— y'(Xx— x")
+x'(y'—y"), otrzymamy
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A(f *—f *)+B[/YX'—X") +X"(y —-Yy")] +-
-+-C(X *—x *) —y")+EK —Xx )=0
sk;jd wypadnie
v —By(Xx— —C(f!—.r11—i(x—x")
r y— A(y+y H B -h> " "
wstawiwszy te warto$¢ y—y" w réwnanie sieczney,
otrzymamy

r~~r==~~A(f-{-y) + Vx + i)
Gdy sieczna, obracaiijc sie okoto iednego zdwdch pun-
ktéow wychodzi¢ bedzie z Imii krzywey; dwa owe punkta
zbliza¢ sie beda do siebie, a gdy sie zeyd.j w-ieden,
sieczna stanie sie styczny: réwnanie wiec styczutyv
wzigwszy w ost'itnem Xx=x", y=y"”, iest

Br+ 2Cx - E
r-r=-W+2r+i) <**) W

W tern og6lnein styczney réwnaniu, licznik drugiey
strony iest sumin”™ wyrazéw w réwnanie (i) wcho-
dzacych. tam zawieraijjiyiti X, tu podzielonych przez
X; inianowink zi$ iest summ;} wyrazéw w réwninne
(i) uchodzacych, tam zawieiai./cych y , tu podzie-
lonych przez y, z tern zastrzezeniem iz drugi wyrat
tak licznika iak mianownika ma by¢é pomnozony
przez i.

We.ling tego prawidta , réwnanie styczney z liniig
drugiego rzedu danego przez rownai,ie

ix —bxy— ~y*— 3x — Ay=5f

iest

ii9. Z réwnania ogdélnego ~2) wywiedziemy ro--
wname styczney cio ktéreykolwiek linii drugiego rzeld
du odnoszoney do $rodka i osi
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i W hole iest A=f, C=rr, B—o, D=0, E=o0
réwnanie wiec styczney z kolem iest
cC

a° W ellipsie iest AAANC/~B*, B=tr,,D=0, E— o,
réwnanie wiec styczncy z ellipsy iest

B*x
y=y -~ —-p— (X=X)
3° W hyperboli 0= — R’ a reszta iak w ellipsie, ro-
wnanie wiec styczney z hyperboL-j iest
Wed
f—r — -jrp {x—x)
4° W paraboli A=i, E=—op B=o0, C=0, D=0,

réwnanie wiec styczney z parabolg oclnoszon.j do
wierzchotka i osi, iest

/ -/ =7

Odnoszac liniie krzywe do ukiadu osi rownoodle-
gtych od osi liniy krzywych; trzeba, oznaczywszy przez
K, 6 spotrzedne s$rodka limy krzywych, wréwnania
poprzedzane wstawi¢ X—a, X—a, Y— 6, Yy— 6 za

X\'y, Yy: wtym wiec razie réwnanie styczney

X— a
z kotem iest,j — -9 (X—Xx)
o, B’ X—a

z elhpsg y~jr—— *gt-p—- (x—x)

2 ﬁyperbolq y—y= — 7% x—x)

zparabola y—y— —- (x=x).

a3o. Poniewaz w rownanie (a) nie wchodzi 110$6

30
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F znayduigca sie w réwnaniu (i), wniesiemy i/, na-
daigc rozne wartosci dla ilosci F a nie zmieniaigc
A, B, C, D, E, réwnanie (2) styczney zostanie to
samo dla kazdey linii krzywey réznie wedtug roézney
wartosci F wy kreslone}', czyli wszystkie te liniie krzy-
we bedg miatly spoing styczng (‘fig. 156).

231. Sposéb drugi oparty nateorji pierwiastkow
réownych. Roéwnanie linii prostey ~fig. i5%) AB od-
noszone)' do ukladu osi spétrzednych prostokatnych,
iest

y—ax+ b (i).

Niech ta liniia przecina w dwdch punktach krzywga
ktorgkolwiek drugiego rzedu dang przez réwnanie
ze zmiennemi X, Y: wyznaczymy naprzod odciete
OI\ OF’ owych dw6ch punktéow wstawiwszy w rowna-
nie krzywey warto$¢ y (i), i rozwigzawszy ie wzgle-
dem x\ wyznaczymy za$ rzedne MP, M P tych pun-
ktow wstawiwszy dwie znalezione dla X wartosci w
rownanie (i).

Aby liniia AB z sieczney stala sie styczng , musi
styczna trygonometryczna a i odlegto$¢ b czyli OA
przybra¢ stosowne wartosci, dwie za$ wartosci dla
X musza sta¢ sie sobie réowne czyli punkta M, M’
zey$¢ sie w-ieden punkt. Gdy wiec w roéwnanie linii
drugiego rzedu

Ay*-1-Bjr+C=o0, (2)
ktérego spotczynniki B, i G zawieraig X , wstawimy
warto$¢ y wzietag z rownania (1) a otrzymane

A(ax+b)’ 4-B(ax+ b,4-C=o0
przywiedziemy do postaci

A'X + C'—o
ktérego spotczynniki A', B', C' zawieraig ilosci szu-
kane a i b, to ostatne réwnanie musi mieé¢ dwa pier-
wiastki réwne.

Wiemy z Algebry iz bytnos$¢ tych pierwiastkéw ro-
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wnyeh zawista od bytnosci spdlnego dzielnika mie-
dzy polynomami

AN+B'~-f-C’ i 2A"'.r+B"' (N)
posta¢ za$ tego spdlnego dzielnika bedzie X —-a. Aby
go znalez¢ podzielimy pierwszy polynom przez dru-

gi, idoydziemy do reszty drugiey w postaci
F(a, b).

lo wykonawszy, zatlozymy rdéwnanie
F(a, b)—o (4),

i wyznaczymy iedug z niewiadomych, na przykiad a
w fuukcyi b, weZmiemy daley dla b warto$¢ dowol-
na, nakoniec, wstawiwszy wartosci a i b w rdéwnanie
(i); otrzymamy réwnanie styczney z liniig drugiego
rzedu: wstawiwszy ie za$ w polynomy (N) , drugi
aA'a;-|-B, ktdrego postac iest

f'{a, b)

Na, ul
miesci¢ sie bedzie zupetnie w pierwszym, czyli hedzie
spélnym dzielnikiem polynomow (N).

Spélrzedne nareszcie punktu dotkniecia znaydziemy
za pomocg réwnania (i) i
{'(a, b)
o 'éa,-n)z ° (3

M{a, b)+t'(a, b), lub x+

a te beda
f-ra, b) T f(rt, i)
b/r~~ aga, ¢) h
<® Jezeli styczna ma przechodzi¢ przez punkt linii
krzywey ktorego spdlrzedne dane sg a;’, y; roéwna-

nia
. f'%, b) b
+ [ = = =+
X s 6)r o, y=ax

postuza do wyznaczenia niewiadomych a, b w lun-
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kcyi X' iy: poczem wstawiwszy znalezione wartosci
a i b wréwnanie (i), to przybierze postaé
r—/=<?2(*",y) (x—x)
(gdzie yfx\ y) wyraza warto$¢ a) i nalezyé bedzie
do styczney.
2° Jezeli a i b $¢ wiadome a w rownanie (2) wcho-
dzi dos¢ stata niewyznaczona r; wyznaczymy te ilos¢
r za pomocy réwnania F[a, b)~0 w ktérem znaydo-
vta¢ sie bedzie, tak za$ wyznaczona wstawiwszy w ro-
wnanie (2), to oznacza¢ bedzie iz liniia krzywa sty-
czny iest z prosty dany.

232. Przystosuiemy ten wyktad ogdélny, naprzdd do
stycznych z kotem.
Rownanie linii prostey iest j =ax-A-b (r)
kota y*~\-xx=rx (2).

Aby znalez¢ spoéirzedne dwoch przecieé linii prostey
z okregiem wstawimy w-iego réwnanie ax-\-b za y
i otrzymamy

(1 +a*™x*+ iabx=r*—bl:
utworzymy roéwnanie wynikle

(1 -\-a*)xA-ab=0 (3)
odpowiadaigce rownaniu (3) poprzedzajacego §, doy-
dziemy , smkaiyc spolnego dzielnika polynomow
(1 +rth)ci '+ iabx-r~{i'’x— b*) i K\ a*)x-t-ab, do
reszty drugiey i, te zréwnawszy zero, otrzymamy roé-
wnauie

r'[i-\-a’)— b*=0 (4).
W przystosowaniu czterech réwnan (1), (2), (3), 4);
cztery inogy by¢ przypadki zadania*
i° Gdy kyt pochytosci linii styczney do osi OX lub
iegd styczna a, tudziez promien r sy wiadome; znay-
dziemy za pomocy réwnania (4)

b-=zrv'{\ +«*)
i réwnanie linii styczney z kotem bedzie

y=ax+rv/(1 .
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Wstawiwszy wartos¢ b w réwnania ‘i) i (3" otrzy-
mamy spOtrzedne punkta dotkniecia.

ar
TG+ ey YT a7+ ax
2°, Gdy warto$¢ dla b ir iest dana, otrzymamy za

pomocg réwnania (Z)
I/(b'—r*)

X =

a zatem rdéwnanie stvczney iest
I/{b'—r")
=X

spo6trzedne za$ punktu dotkniecia s
r\/(b*—r*) r*
- - - Yy=rp

*

Aby warto$¢ a byta rzeczywisty, musi by¢ b r: to
iest, punkt w ktérym styczna przetnie 0§ OY powi-
nien by¢ za okregiem kota, w ktérego Srodku iest
zaczecie spoétrzednych.

J°, Gdy spéirzedne X, Yy punktu dotkniecia sg da-
ne, wstawimy ie za X, y w rownania (i) i (3), w
zamiarze wyznaczenia niewiadomych a i b: tych zna*
lezione wartosci

X , ’
o—z— b=y f — x
y y

wstawiwszy w réw: (i), wypadnie réwnanie styczney

Yy—==— -
2 kotem ktérego promien r=\/(x'x+y X),

Niech na przyktad bedy spo6trzedne punktu dotknie-
ciax=1i, y= 2. Promien kota, stycznego z liniig pro-
Sta w punkcie naznaczonym, bedzie \/(ix-Ai)=1i/5

wyznaczenie niewiadomych a i b mamy wedtug
rownan (i) i (3) dwa nastepuigee
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<x=a-hb, i-t-a'-hab—o
z ktérych wywiedziemy a— — *, b=1. Wedtug tych
warunkéw poprowadzimy liniig prosty, a z punktu na
niey danego wyprowadziwszy prostopadig =1/5, z-iey
za$ konca drugiego iiko ze $rodka promieniem = /5
zakresliwszy koto, to bedzie stycznym z liniig prostg
w punkcie naznaczonym.
4° Gdy wartosci a i b sg dane, a trzeba wykresli¢
koto styczne =z liniia prostg dang przez rdéwnanie
y=ax + b, znaydziemy naprzéd wedtug réwnania
(A) promien

b

Yot/ -Ha”)
wedtug za$§ réwnan (r) i (3) spétrzedne punktu du-
tkniecia

X— i+a*'r i -ha*'

a33. Powtdore do stycznych z ellipse.
Rownanie linii prostey iest, y—axA-b (i)
ellipsy A*/* -4-B*;r*:=A*B*: (a)
w to drugie wstawiwszy warto$¢ y wzietg z pier-
wszego, wypadnie
(A*a*+ K.'abiX+h.A~fb*— B*)=o0.
Aby to rdéwnanie mialo pierwiastki rowne; pierwsza
iego strona i wynikiego
(A'rt +B*;.r+A*«£=0 (3)
muszg mieé¢ spolny dzielnik. Szukaigc tego spolne-
go dzielnika, doydzieiny do reszty drugiey ktéra zro6-
wnawszy zero, otrzymamy roéwnanie
A’a*+ B*— b*=0 (4)
od ktérego bedzie zawist wyrazony warunek. RG e
wnania (\) (a) (3) (4) stuzga na cztery przypadki
zadania.
i° Gdy a iest dane, mamy z réwnania (4)
b— \/(Kxa'-hK')%
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Wiec réwnanie styczney iest

y=ctx-\- i/(A 2-t-Bl).
Za pomocg rownan (i) i (3) znajdziemy spdélrzedne
punktu dotkniecia

— S’ab B *b

X= T vTb77"'7 A*a* H- B* *
Gdy tat ktéry liniig dana czyni z osig OX iest=50°,
bedzie rt=i a zatem rdéwnanie styczney iest

y =X+ v/(A*-J-B*).
Aby wykresli¢ styczng naznaczymy, w-iey rownaniu,
T=o0, (fig. 158) skad j'=;\/(A2H-B2)= DC , i we-
zmiemy OE — DC- Naznaczymy daley y = o skad
X=z— i/(A'+B*) i wezmiemy OF— OE; liniig FE
bedzie styczna, z ellipsa, przecinajagcg 0§ OX pod ka-
tem =50°
a® Gdy b iest dane, znajdziemy za pomoca réwna-
nia (4)

V/(b*— B*>
" A
« zatem réwnanie styczney iest
\Z(b’'— Ba)
Y =X e e +

Aby warto$¢ a bjfa rzeczywista , musi by¢ b~>B ,
to iest punkt w ktérym styczna przetnie 0§ OY mu-
si by¢ za ellipsa. Znajdziemy nareszcie spOirzedne
punktu dotkniecia, za pomocg rownan (i) i (3)

_ — Ai/(b* — B¥) ya>_B*

Poniewaz warto$¢ Yy nie zawiera A wniesiemy Ze,
Wykresliwszy ellipsy (fig. 169) IiMA, DMA', BM"A",
bJVI"A™.. na spdélney osi OB ro6znigce sie tylko osia-
11 OA, OA', OA".. i z punktu D wzietego na prze-
diuzeniu osi OB poprowadziwszy styczne do tych
>6inyth ellips; punkta dotkniecia M, M', M", M™
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beda lezaty wszystkie na iedneyze linii prosley MM™
réwnoodlegtey od osi OA.
3° Gdy sij dane spoétrzedne X', y punktu dotkniecia;
mamy rownania

A'/'+BVA~ANA'B*, y'=max'+b.
Z tych w pierwsze wstawiwszy warto$¢ r' wziety z dru-
giego i utozywszy wypadkowe wzgledem X\ rdéwnanie
z wypadkowego wynikie bedzie

(A’a,+B Il)x'+k*ab=o0:
z dwoéch ostatnych wywiedziemy

A ax me— —
wstawiwszy nareszcie wartosci b i a w rownanie
y=ax+b, wypadnie réwnanie styczney
R*x'
(x—x)

4° Gdy warto$ci dla a, b s dane, atrzeba wyznaczy¢l
osi ellipsy styczney =z liniig prostg ktérey rdéwnanie
y— ax-\-b; wyznaczymy naprzéd, za pomocy rdéwna-
nia (4), icdn<j z osi w funkcyi drugiey, ktérey na-
damy warto$¢ dowolny. Tym sposobem bedziemy
mogli wykresli¢ szereg elhps stycznych z limig pro-

sta.
Poniewaz réwnanie warunkowe A'a* 4- B* = bxX
daie
b f
A= — — XT|,
b . , , . b
wniesiemy iz £>B, — > A : wyrazaig zas b i —

odlegtosci zaczecia spOtrzednych od punktéw w kto-
rych styczna przecina osi OY, OX.
Réwnanie ellips stycznych z linii,} prostg iest
A*/*-4-(£*— A*«*)a?*=A*(£*— A*rt’)
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spotrzedne za$ punktu dotkniecia , wediug rownan

(0 - 3 H
— AXa b* — Axa*

Aby znalezé¢ stosunek osi A i B, zatozymy iz el-
lipsa iest styczny z-inng iescze liniig prosty , ktdrey
réwnanie

y=a'x-\-b":
w tym razie bedziemy mieli dwa warunkowe réwna-
nia

Axax-[-Bx=b x, AV/a-t-B*=3'a
2 ktorych wyprowadzimy

a zatem rownanie ellipsy iest
Yy X Xr i

axb'x—bxaix bx— b'x al— a'*

spotrzedne za$ punktu dotkniecia z pierwsza linii,]
(bx— b'x)b axb'x— bxd x
X (a*— axa,= (a*—ax)b ,
2 druga liniig sg
(b'— B‘V£ axb'z— bxa'x
(a*—a?}ayy (a*— axb '
234. Poczwarte do stycznych z hyperbolg. Tu
rozumujac iak w poprzedzajacym §, utozymy cztery
Nastepujgce réwnania
y=ax+b (ij
A¥y*— B2al= —A2B2 (2)
(Axa%- B*)x-\-A*ab=0 (3)
Axax— B2—bxo (4
10 Gdy a iest dane, znaydziemy wedtug ii\)
b= \/[Axax—B3:
"*igc rownanie styezney iest

octtz —

3i
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y—ax+ i/(A'a*— B")

a sp6trzedne punktu dotkniecia sg
— A’ab — B'b

X~ A'az—B*'J '
Gdyby kat styczney z o0sig”?OX byi = 50° czyli«= i,
réwnanie styczney bytoby

J=Xx+ i/(A*—B’)
za pomocg tego réwnania mozna poprowadzi¢ styczng
do hyperboli.
2° Gdy b iest dane, znajdziemy

«= — i/(B*
wiec réwnanie styczney iest
I/(B*+£*)
Y~ X —  X-----e- h

nareszcie spo6irzedne punktu dotkniecia sg

— Ai/(B* + £%) * — B*

* = b

Poniewaz w ostatng warto$¢ Yy nie wchodzi A, wnie-
siemy iz, wykre$liwszy (fig. i60J hyperbole AM,
A M', A"M", A"M"' na osi spélney OB, ro6znigce sie
tylko osiami OA, OA' OA", OA",i z puuktu D wzie-
tego na osi B w stronie odiemnych rzednych w odle-

B
gtosci OD = — mnieyszey od B poprowadziwszy sty-

czne do tych hyperbol; punkta dotkniecia M, M, M%
M", beda lezaly na iedneyze linii prostey MM"' ré-
wnoodlegtey od osi OX.
3° Gdy spotrzedne Y punktu dotkniecia sg dane ;
mamy roéwnania

A'/'a—B'NI=-—A'B2, j=.ax'+b
z tych w pierwsze wstawiwszy warto$¢ y* wzietg z dru-
giego, bedzie z wypadkowego wynikite



prowadzenia stycznych.

(* a*— B*)x"” + A’ab—o.
Z dwoch ostatnych réwnan wywiedziemy
B 1™
b—y —ax,a— N j
2 tych za$ i z réwnania y— ax-{- b, réwnanie sly-
czuey

*X'
y~r = -jy {x—=x)
4° Gdy ilosci a i b sa dane, wyznaczymy podobnym
iak w ellipsie sposobem osi hyperboli i podobne, zna-

kami tylko réznigce sie, otrzymamy wypadki.

275, Poczwarte do stycznych z parabolg. Réwna-
nie linii prostey iest
y—ax+b (i)
paraboli  y*z=?.px (a).
Wstawiwszy warto$¢ y wzieta z réwnania (i) w ro-
wnanie (aj, wypadnie
a*x* ab—p)x-\-b*=;0
szukaigc sp6lnego dzielnika pierwszey strony tego o-
statnego réwnania i pierwszey strony wynikiego
a*x-\-ab—p =0 (i),
doydziemy do reszty drugiey , a te zréwnawszy zero,
mie¢ bedziemy réwninie warunkowe
p—iab (a).

i° Gdy a iest dane bedzie a ré6wnanie sty-

czney

J’:ax + f-f
2a

Znaydziemy daley spotrzedne punktu dotkniecia
P P
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Gdyby k-t styczney z osig byf= 50°, byloby a= i,

sk;jd X — Yy=p a rownanie styczney
P
y = X + — e
a° Gdy b iest dane, znaydziemy a= wiec ro-
wnanie styczney iest
px
r— b+ b
spotrzedne za$ punktu dotkniecia s}
P

0,
= — > :-P—/°1-+— b.
aal 4a N
3° Gdy spéirzedne X, y' punktu dotkniecia sy dane,

uzyjemy réwnan
y'% 2.px, yz=ax'+b, cfx'+ab—p—o:
wywiedziemy z dwdch ostatnych, wartosci
i=y -+t Aa=+¢%
a y
a te wstawiwszy w réwnanie y=aXx + b, otrzyma-
my

J—f = y (x—x)

réwnanie linii styczney z parabola.
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ROZDZIAL DRUGI

O geomelrycznem rozwigzywaniu réwnan trzeciego
i czwartego stopnia za pomoca spélnych prze-
cie¢ limy drugiego rzedu.

a36. Dwa z dwiema niewiadomemi réwnania, od
ktorych zawisto rozwigzanie geometrycznego zada-
nia , mozna uwaza¢ za réwnania dwdch liniy
krzywych przecinajacych sie w pewnych punktach
czyli maiacych spdlne spotrzedne pod wzgledem na
te punkta. Wyrugowawszy wiec rzedng y z dwoch
réwnan, otrzymamy rdéwnanie z samg niewiadoma
ate wyznaczywszy mie¢ bedziemy odcietg spélnego
przeciecia krzywych.

Wezmy na przyktad do rozwigzania stawne sta-
rozytnoscig swoig nastepuiace zadanie.

Znalez¢ szeScian dwa razy wiekszy od
dane go.

Niech bedzie a krawed 1 wiadoma szeécianu dane-
go, X krawedz niewiadoma sze$cianu dwa razy wie-
kszego szukanego: inamy réwnanie

x*=2a3

czyli, rozmnozywszy obie strony przez X,
Xx*=2.aX.

To réwnanie, naznaczywszy
x*=py (i)

gdzie p iest wiadoma dowolnie wzietg iloscia, y nie-
oznaczohga, zamieni sie na nastepuigce

Réwnania (i) i (2) nalezg iak widzimy do dwocb pa-
rabol odnoszonych do iednegoz uktadu osi prostokg-
tach (fig. 161) z ktdryclito parabol, pierwszey M'OM
iest OY osig odcietych,/; parametrem; drugiey MONT
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iest 0 X osig odcietych, —— parametrem: punkt na-

reszcie O iest spdlnym wierzchotkiem obudwdch,
Wykres$liwszy te dwie parabole wedtug ich parame-
trow wiadomych (ii5j, odcigta OP spélnego prze-
ciecia M obudwéch , bedzie szukana krawedzia sze-
$cianu dwa razy wiekszego od danego.

237. W ogélnosci , rownanie 4e° stopnia z-iedng
niewiadomg X mozna uwaza¢ za wypadek wyrugowa-
nia ilosci y z réwnan, dwéch liniy drugiego rzedu
ktorych spotrzedne dla punktow spélnych sg X, V.
Aze moze sig znaydowac¢ nieograniczona liczba ro6-
wnan drugiego stopnia z niewiadomemi X, Yy, z kto-
rychto rownan wynikngé moze zalozone przez wy-
rugowanie Y\ trzeba z nich obiera¢ nayprostsze.

Niechby na przykiad trzeba byto rozwigza¢ naste-
pujace czwartego stopnia réwnanie

X4—p XX— gX— r=o.
Naznaczymy

x'=ay (O,
tu a iest iloscia wiadoma, arownanie (1) nalezy do
paraboli M OM (fig. 162) ktdrey odciete biorg sie
na OY, rzedne na OX. Wstawimy ay za XX w za-
tozone, wypadnie roéwnanie

a,y x—pay— gqx— r=o
czyli

. _P_ -

3 ay a* a* 0

ktére takze nalezy do paraboli (126J. Nadawszy inu

z resztg postac
tk
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/ Pv I+ .S
?— m) + "1 T ; w
widzimy ii oznacza parabole ktérey wierzchotka rze-
dnafest + 7> odcr%(fa zas-——Ht21 4 paramefr ——
ia aq al

nareszcie OY iest osig rzednych, OX odcietych.
A tak rzedna PM, w ukiadzie YOX, punktu M pa-

N
raboli M'OM", r6zni sie iloscig P — PQ, od rze-

dney paraboli ktérey réwnanie (2.) gdyl obiedwie rze-
dne odpowiadajg iedneyie odcietey OP. Poprowa-

dziwszy wiec w odlegtosci T = QP=QA liniig OX"'

réwnoodleglta od OX ; wszelkie rzedne wykres$lone
Wedtug réwnania (2) beda krotsze od rzednych we-

dtug roéwnania (1) iloscig Przeciwnie , odciete

paraboli (2) bedag dtuzsze ilosciag — — od odcig-
tych paraboli (1): wzigwszy wiec na przediuzeniu li-
nii AX' od A ku O' dtugos$¢ AO' ="~— 7——

O' bedzie wierzchotkiem paraboli ktéra ma by¢ wykreslo-

ng wedtug réwnania (2) i wedtug parametru— ~7 : ta

parabola przetnie pierwszg w czterech punktach
M; M ', m, ni od ktérych spusciwszy prostopadle na OX
otrzymamy cztery odciete +OP',—OP',+OP ",— OP ',
1 te beda oznaczaly cztery pierwiastki zalozonego ro-
wnania stopnia 4go-

Gdyby liniie krzywe nie przecinaty sie w zadnym
punkcie, réwnanie miatoby same uroione pierwiastki,
to iest nie miatoby zadnych: gdyby sie przecinaty
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w dwoch tylko punktach , réwnanie miatoby dwa pier-
wiastki rzeczywiste a dwa uroione; gdyby sie stykaty,
réwnanie miatoby pierwiastki réwne rzeczywiste.

238. Przystosuierny ten ogdlny wyktad do rozwia-
zania zadania , ktére tak iak powyzsze o podwoynyin
szeScianie , starozytnoscig swoig i trudnosciami iakie
sprawito, iest stawne.

Podzieli¢ tuk kota na trzy rowne czeSci.

tuk (fig. i63) ktéry mamy podzieli¢ na trzy ro-
wne czesci, niech bedzie ADB, iego promien wiado-
my = r, icieciwa AB wiadoma — a. Aby rozwig-
za¢ zadanie, trzeba wyznaczy¢ cieciwe AD fuku kté-
ry iest trzecig czescig zatozonego. W tym zamiarze
przypuscimy iz luk ADEB podzielony iest na trzy
réwne czesci AD, DE, EB i poprowadzimy promienie
CA, CD, CE, CB. Nazwiymy X cieciwe szukang AD
i szukaymy rownania miedzy ilosciami X, a, i r.

Poniewaz tuki AD, EB sg rowne, wiec cieciwy
AB i DE sg réwnoodlegte, a katy DFA, FDE , iako
iednostronne sg roéwne : aze ADF = FDE , wiec
DFA=ADF, i AF=AD=.r, nareszcie troykaty ACD,
FAD sa podobne. Takimze sposobem dowiedlibySmy
izGB=EB=", wiec

a=2r+FG (A).
Aby znalez¢ FG utozymy proporeyig

CD: DE=CF: FG, czyli r: ~r=FC: FG
czyli, dla tego z2e FC=DC— DF~r— DF,

r- x=r—DF: FG iB)
aby znalezé DF, uwazam dwa troykaty podobne
DCE, FAD: w tych

DC: DE=AF: FD czyli r: x=x: FD

X X
skad FD=: a proporcyia (B) zamieni sie na
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(r* __x2)x
i FG = A———-— —  wstawiwszy te~wartos¢ FG w
réwnanie (A) i przywiodiszy wyrazy do iednego

mianownika, otrzymamy rownanie trzeciego stopnia
X 3— 3r*x+arz= o,

ktore rozwigzawszy wzgledem X; znaydziemy przy-

naymniey iedng rzeczywista warto$¢ X} to iest war-

to$¢ cieciwy szukaney AD.

Aby ie rozwigza¢ sposobem wytozonym w dwoch
poprzedzaiacych 88 , rozmnozymy obie iego strony
przez X i otrzymamy réwnanie

— "I x* -A-ar*x=oi
to za$, naznaczywszy
x*=pr 0),
zamienimy na
p*y*— 3r*py+ar*x=o
czyli, podzieliwszy obie strony przez i do kazdey

dodawszy ™ 7, na

* —
ir - ?tp} T pl o \a)
Pozostaie wykres$li¢ dwie parabole ktorych réwnania
sg (1) i (2). Z tych pierwsze (1) nalezy do para-
boli, ktérey odciete biorg si¢ na OY (fig. 164) rze-
dne na QX a parametr iest p. Ta parabolag niech
bedzie MOM'. Drugie (2) nalezy do paraboli M"0'M",

2

(V.

ktorey wierzchotka rzedna = --—--- = OP aodcieta
_ , —ar*
'—'4— , parametr zas = — e Aby uczyni¢ dru-

ga strone roéownania (2) dodatng, wezmiemy X na
stronie odiemnych odcietych od O ku X', atak ro-
wnanie (2) zamieni sie na
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wedtug tego réwnania wezmiemy odcietg wierzchot-

or*
ka— = OP, i wykre$limy parabole M"0'M"»

ktora przetnie pierwszg przynaymniey w-iednym pun-
kcie s.  Spusciwszy dopiero od punktu S prostopa-
dia j-K na OK; odcieta OR bedzie szukang cieciwg
tuku réwnego trzeciey cze$ci zatozonego 'fig. i63)
ABEB.

ROzZDZIAL TRZECI
O kwadraturze ellipsy, hyperboli i paraboli.

a3c). i° ellipsy. Zzakresliwszy kolo promieniem
rownym potowie pierwszey osi ellipsy i nazwawszy
y i Y (fig. 165) rzedne odpowiadajace iedneyze od-
cigtey, pierwsza w ellipsie druga w kole; bedzie (i45)
B
r= x y.-

Podzielmy o0$ pierwsza ellipsy na rdéwne czesci
AP, PP', PP', P"P", P"B i nazwiymy n iednos$d ii-
niyng. Wyprowadzmy z punktéw P, P', P", P" pro-
stopadle aby sie przeciety z dwiema liniiami krzy-
wemi w punktach N, M; N, M... a te potgczmy cie-
ciwami tak w kole iak w ellipsie: tym sposobem wpi-
szemy wielokaty w dwie liniie krzywe. Nazwawszy
Y, Y', Y"... rzedne PM. PM', P'M" kota; mamy

B ' B B
PN=— Y, PPN'=— Y, P"N"— — Y"
wiec powierzchnia trapezu PP'NN =-(PN-{-P'N")PF
B,N , B
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aze powierzchnia trapezu PP MM'= * (Y + Y')n

wiec PFIJSN': PFMM'=B : A.

Stad wniesiemy ii wielokat wpisany w ellipse ma sie

do wielokgta wpisanego w kolo, iak 0§ mata B do osi

wiclkiey A. Dwie ilosci sktadajgce pierwszy stosunek

wystowioney proporcyi , iakozkolwiek sie powieksza

przybierajgc coraz mnieyszg iedno$¢ liniyng n ; za-

wsze zostang w tymze co z razu stosunku = B: A, a

zatem mie¢ sie beda iak ich granice, to iest iak clii-

psa do kota, wiec takze miec sie bedzie
ellipsa:koia= B : A

czyli ellipsa: k”*r.— B : A

skad ellipsa — B.A.tt :

takie iest wyrazenie powierzchni ellipsy.

Wiemy iz, oznaczywszy przez a i a' katy, ktore sre-
dnice sprzezone A' i B' czynig z osig ellipsy wzietg
za 0$ odcietych iest AB=A'B'.("j/(a'— a) (i6/]),
wigc Powierzchnia ellipsy=A."B~,wst(a'— a1

Oznaczywszy przez m $redna geometryczng mie-
dzy A i B, bedzie AB=m!, skad ABr. — ih"z, to
iest powierzchnia ellipsy réwna iest powierzchni kota
ktorego promien réwny iest Sredney geometryczney
miedzy potowami dwéch osi ellipsy.

a/jo. 2°. Dowiedliby$my tym samym sposobem iz
cze$¢ powierzchni byperboli réwna iest odpowiadaia-
eey czesci powierzchni byperboli rownoboczney roz-

B
mnozoney przez stosunek — ; zresztg kwadratura by-
perboli nalezy do wyzszey analizy,

2/11. 3° paraboli. Opiszmy na paraboli wielokat
Jakikolwiek, tak aby boki iego bylty podzielone na dwie
rowne czesSci w punkcie dotkniecia: wykonamy to na-
stepuigcym sposobem. Poprowadzimy przez punkt T
wziety na osi OX (fig. 166) styczng M"T do paraboli,
1 tg mrzedtuzvmy do S tak aby byto TM™— M"S.
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Prze/ punkt S poprowadzimy inng styczng SM' i te
przedtuzymy do R tak aby byto SM'— M'R, itak da-
Jey. Wykre$Ilmy prostokat OBQP', przez punkta R
i M poprowadzmy roéwnoodlegte DL, CN od OX, i
naznaczmy OP— a, PM =g, OP'=.r', PQ—j"', Q\y— x',
P R=Yy. Przedtuzmy QR styczng przy punkcie M
do zeyscia sie z osig OX w punkcie T', bedzie OT— OP
(ais).

Roéwnanie styczney MT' przy punkcie M ktérego
spotrzedne X— @ jr=-g a przecbodzacey przez punkt
I T ktérego spoirzedne Xx— — a, JT=0j iest (3()

aze punkt R ktérego spo6trzedne oznaczyliSmy przez a:",

y ', i punkt Q ktérego spoétrzedne oznaczyliSmy przez
oC, r ; znayduiag sie na linii MT', wiec takze
] ]
r— 6= 4y C Y =6=5 V"_“}/
czyli g(V—a)=aa(y—g), g(a—x")=ia.(g—mw")
czyli PM.PP-20P.QN, PM.PP =aOP.MK

dodawszy te réwnania stronami, wypadnie

PM.(PP'-+-PP)=aOP(QN+MR)
czyli PM P'P"=aOP.QL
czyli Prostokagt NP"=2. Prostokagtom BK (1).
Poniewaz bok RQ podzielony iest na dwie réwne cze-
s§ci w M, dwa troykaty RGM, MNQ przystang do sie-
bie, i Prost. NP"— Trapezowi P'RQP'
Takze troykaty RMK, MQI przystang do siebie ,
wiec

Prost:BK=Trapez: BDRQ.

Na mocy tych dwdéch ostatnych réwnan, réwnanie fi)
zamieni sie na

Trap: P"RQP'=a Trap: BDRQ
a tak bok RQ wielokagta opisanego dzieli powierzchnig
B P' pa dwie czesci ktore sie maig iak 2 :1: aze
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wszystkie inne boki wielokgta takg samg maig wia-
sno$é, wiec caly obwod wielokagtny TSRQ dzieli po-
wierzchnig OBQP' w takiro/.e stosunku, a zatem i gra-
nica tego obwodu to iest tuk paraboli dzieli prosto-
kat OVZP' w takimze stosunku, wiec

Powierzchnia OM"M'MZP'=2Pow:OM"MMZV
aze Pow: OM'M 'M Z V Prostokata OVZP'
wiec Pow: OM"M'MZP'=f Prost:OVZP'

OP'.P'Z:

to iest, powierzchnia wycinka parabolicznego OMZP'
réwna iest powierzchni prostokgta z odcieley OP'
i rzedney P'Z.

A tak mozna skwadrowae powierzchniag paraboli
czyli znalez¢ kwadrat réwny iey co do powierzchni.
Nie ma tey witasnosci elhpsa, poniewaz w wyrazenie
iey powierzchni wchodzi ilo§¢ niespotmierna r, wy-
razajgca stosunek $rednicy do okregu kota.

ROZDZIAL CZWARTY
O wyznaczaniu mieysc geometrycznych.

i[\i. Zadanie. Przypusciwszy , iz liniia AB (fig.
167) odprawia bieg w taki sposéb iz opiera sie sta-
le konncami swemi na ramionach kata prostego YOX;
znalez¢ liniig krzywa iakg zakres$li punkt C, wziety
gdziekolwiek na linii ruchomey AB.

Odnoszac liniig prostg AB do uktadu osi prostoka-
tnego, iey réwnanie iest

y=ax+ b (i)
w ktérem a i b tak iak X i y, sg iloSciami zmien«»
neini. Naznaczmy dlugo$é wiadomag All=/, BC— /«
wspbirzedne zmienne punktu C nazwiymy Yy iX: ré-
whnanie z temi zmiennemi nie zawierajace ani a ani

b, bedzie réwnaniem linii krzywey przez punkt C zi-
ktcsloney,



ab4 O wyznaczaniu

Aby ie utworzyé¢, znaydziemy naprzéd diugos¢ OB
wzigwszy j=-0 w rownaniu (i): wypadnie

b .
X czyli OB=— ~ ;

znaydziemy daley dtugo$¢ CA wzigwszy X=0 w tem-
ze rownaniu i wypadnie
y czyli OA—>
W trdykacie prostokatnym AOB iest AO* +OB*=AB*»
czyli
. bx
b'+ T - Ir ka)
W tréykat: podobnych AOB, CPB iest AB:AO=CB:CP
czyli /- b=m:f skad
y'
b= - \(/31
wyrugowawszy dopiero z rownan (‘a), (3)i y'=ax +by
ilosci a, b, otrzymamy réwnanie szukane linii krzy~
wey ,

y* X'x

ml + (I— my 1
z ktorego postaci widzimy ii liniia krzywa zakreslo-
na punktem C wedtug zatozonego warunku, iest el-
iipsg ktorey potosi sg mil—m czyli BC i AC.

Wstawiwszy w rowuanie (r) wartoséci ai b wywie-
dzione z réwnan (2) i (3); réwnanie linii AB, bedzie

R LD
ni X

czyli,’ przywiodiszy wyrazy do iednego mianownika ,
mx'y+\l-— m) yx=Ly'X.

Oznaczywszy m przez 15 |— ni przez A, bedzie ré-

wnanie

ellipsy A/ '+ B 'x '™ 'B*

linii AB Ay'X + Bay :=(A+B\ry.
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Gdy punkt C bedzie ws$rodku M linii AT?; bedzie

m~Il—m czyli B=A aroéwnanie ellipsy zamieni sie na
X'0ry '— A*

ktére oznacza iz $rodek M linii rucbomey AB zakre-

$la kolo: w tym razie réwnanie linii AB iest
fx+x'y=zix'y'.

243. Aby wedtug otrzymanego wypadku wykresli¢
Elipse (fig. 168) wyrysuiemy naprzéd kat prosty
COF, wezmiemy dtugos$¢ statg OF, i na niey ode-
tniemy dwie nieréwne czesci OB, BF, z ktdérych wie-
ksza OB bedzie potowg osi wielkiey, druga BF poto-
wg osi matey : wezmiemy w cyrkiel liniig OF i damy
2y roézne potozenia fo,f o\f 0", natych odetniemy
czesci bj, VT', b"f" z ktérych kazda = BF a punkta

b, b" beda na obwodzie ellipsy; niech w tyin ra-
zie punkt b"™ bedzie ostatnyin ktéry mozna wyzna-
czy¢. To samo wykre$lenie uczynimy za pomocg li-
nii OG— OF, wzigwszy CG=A— OB, i wyznaczymy
punkta blizsze punktu C. Wykonawszy takie samo
Wykreslenie z trzech innych stron punktu O, wyry-
suiemy cata ellipse.

Wystowiong wiasnosé kota dowiedziemy iescze ge-
ometrycznie ( 169).

Wzigwszy potowe GB czesci iakieykolwiek AC pro-
mienia GC, i przez punkt B poprowadziwszy liniig
BF réwnoodlegta od CD do przeciecia okregu w pun-
kcie F, przez punkta zas$ A i F liniig AFD do prze-
ciecia przedtuzoney $rednicy w punkcie D ; bedzie
AD = S$redniey kota, punkt za$ F spoiny okregowi i
linii AD bedzie w S$rodku tey linii.

Spusciwszy bowiem z punktu F prostopadtsg FE na
CD, dwa troykaty ABF, FED przystang do siebie,
"lec FD=FA. Dwa tréoykaty AFB, BFC takze przy-
gng do siebie, wieco AF = FC, nakoniec FD = FC.
A tak mozna uwaza¢ okrag za mieysce geometry-



a56 O wyznaczaniu

czne punktu F S$rodkowego linii AD przebiegaigcey
kat prosty ACD tak iz zawsze na iego ramionach o-
piera sie swemi koncami.

244, Zadanie. Znalezé rownanie linii taezacey $ro-*
dki cieciw réwnoodlegtych ellipsy (fig. 170).
Réwnanie cieciwy ktoreykolwidk M"M* iest
y=ax+b (1)
wstawiwszy te warto$¢ r w réwnanie ellipsy
A*jr*H-B2ri= A 2B%

wypadnie
A*(a2 z-h'2abx-+-b*)-t-B*x*=A"Bx
_ 2abA* A*{b’'— B?2)
czyli Rt B2 X Az2eB2 T O (™

Dwa pierwiastki tego réwnania beda wartosciami od-
cietych dla punktéw M', M". Oznaczmy przez X, /
spotrzedne punktu M $rédka cieciwy M'M", przez

X',y i X", y" sp6frzedue punktow M' i M": to iest ,
niech hedzie
X= — OP #'=0OP', xX"=— OP";
y= PM,y=P'M"', /'= —P"M":
iest nareszcie (45. 20)
X|+X" l_\~
X = mmmemeee- 5r = X-:—y*
2 y 2
Wstawiwszy te warto$¢ X wrownanie (1), wypadnie
XI+X"
X = @----z---e-
2

Poniewaz X i X" sg pierwiastkami réwnania (2), wieC
iak wiemy z teoryi réwnan 28° stopnia, ich sumina

— iabA*
* + *M"=A'a- + ii;

X'+ x" ) —abAl v

a czyli X = — —-mmm- — , a tak warto$¢ dla 7
2 ' A + B

wypadnie
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Z-B2
y ~ A-a*+ L2
Znalaztszy tym sposobem wartosci dla spétrzednych
X, Y $rodka cieciwy M'M', wystawmy sobie iz tacie-
ciwa posuwa sie wsérod ellipsy réwnoodlegte od swe-
go pierwszego potozenia: w tym razie ilo$¢ a to iest
styczna kata ktéry M M" czyni z osiag OX. zostanie nie-
zmienng, lecz b czyli OD zmieniaé sie ciggle bedzie,
wyrugowawszy wiec b z réownan
— abK? £B*-

X A*«* -+~ B2 A -h B2’
réwnanie wypadkowe bedzie nalezato do linii tgcza-
cey S$rodki wszelkich cieciw rownoodlegtych od M M".
W tym celu podzielimy stronami réwnanie drugie
przez pierwsze i otrzymamy wypadek

ktory iest rownaniem linii prostey przechodzacej' przez
zaczecie spotrzednych : wiec liniig taczaca S$rodki
wszystkich cieciw réwnoodlegtych ellipsy iest liniig
prostg i $rednica.

9,45. Zadanie. Obrawszy na osi matey punkt staty D
(fig. 17 1) czyli wzigwszy odlegtos¢ OD=£, i poprowa-
dziwszy przez 6w punkt cieciwy w ellipsie ; znalez¢
co za liniig iest mieyScem $rodkow tych cieciw.

Réwnanie cieciwy ktéreykolwiek iest

y=ax+b,
b iest tu ilosciag stat3 = OD , a zmienna. Zna-
lezliSmy w poprzedzajacym paragrafie rownanie linii
prostey przechodzacey przez S$rodek cieciwy i elli-
Psy

B* D 'x

J &*aX,S a ' h*y'

wstawiwszy te wartos¢ a w rownanie (a44)
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EB, d ) AY byl
— wypadnie y =
A*«* -t- B yp y

luli, zniéstszy mianownik i podzieliwszy obie strony
przez y,

r

A + B*d?*=A Thy
réwnanie z ktérego postaci wniesiemy, iz liniia szuka-
na iest ellipsa.

Aby sie dowiedzie¢ czy znaleziona ellipsa przeci-
na zatozonag , zwa/ymy iz spOtrzedne punktéw prze-
cie¢ beda te same w roéwnania* li

A*Ta+ B*N*=A*B% +
skad wniesiemy ze

Ba
A*by— A*B.% astady = ~ :

wstawiwszy te warto$¢ Yy w rownanie zal'ozoney elli-
psy i wywiddiszy warto$¢ dla X, otrzymamy
A

aze OD<”™O0Y, wigc Z>-\B i wartos¢ iest nroiong
a tem samem nowa ellipsa nie przetnie sie z dawng-
Gdyby cieciwy ell.psy przediuzone przecinaly s:e
za ellipsa \v-iednvinze punkcie D osi ()Y (fig. 172),
na owczas b’ bytoby wieks/e od B* , a ellipsa no-
wa przecinataby dawng w dwoéch punktach ktorytli
odciete bytyby
A A
+ — B*)=0P, — y \S\p%- Bt)-- OP".

Aby w tym razie znalez¢ S$rodek i osi ellipsy nowey,
nadamy réwnaniu A’y r+ \\"X'= A rby postac
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21 X*
"+~ jy b7\
ai I A
i postrzezemy ze spOirzedne $rodka nowey ellipsy

czyli

sj X~0, Y= — >to iest, srodek ten znayduie sie na

osi OY wsérodku linii OD=Z> ktéra przeto iest osij
nowey ellipsy wedtug y\ drug;} zas osi.} iest— -

Rozwigzemy ieseze to samo zadanie nastepujgcym
sposobem.

Oznaczywszy pr/e/, a, g spOirzedne punktu I') fig.
it3); rownanie linii ktoreykolwiek DM przez ten
punkt przeclio I/.ijrey, be I/ie

y— 8-=a x—a), skad y= n\X—a)+ g:
Wstawiwszy te warto$¢ j w réwnanie ellipsy, wypa-
dnie

A'\a(x—"+6]" +Bra:*=\*15

czyli, rozwingwszy i ulo/.ywszy ro.vnanie wzgle-
dem X,

fA'a'au.— A’’R* -l-ar/ag— a*y.' — g*)
3 A’rt + B® X Art + B’

Pierwiastki X\ X' tej;o rownania beda wyrazaty od-
ciete punktuw M’ i AT, oznaczy\vs/.y za$ przez X od-
cieta punktu M S$rodka linii M M , bedzie

x— XA AANE-9

wstawiwszy te warto$¢ X w réwnanie y=.a{Xx— @) -t-g
i przywiodiszy wyrazy do miykrotsze®o wyrazenia ,
wypadnie

B’ frta— Q)
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podzieliwszy stronami réwnanie (i) przez (i), wy-
padnie
y — B7

- = — > skad a= — —
X A a Ay

wstawiwszy znaleziong warto$¢* a w réwnanie (2) i
przywiodiszy wyrazy do naykrotszego wyrazenia, wy-
padnie réwnanie
Ayl!l+B*r*=A*£r+Bag#
z ktérego postaci wniesiemy iz liniia krzywa szukana
iest ellipsg (109).
Aby wyznaczy¢ punkta przecie¢ nowey ellipsy 3da-
wna, poréwnamy dwa réwnania
A’/ 2-+-B*;r*=A*B% A,y*+ B-zl= A lg/-t-B*aa:
i wyprowadzimy z nich to
A2Sj+B*a~=A 'B*
o Ba(A2-a.r)
wartos$é¢ zaS y — --—--- — g---—-°

wstawiwszy w réwnanie dawney ellipsy i rozwigza-
wszy ie wzgledem X, otrzymamy
A ?B*a

X A'gcr+ B
* A -6 » + ~F a » t/ " 4e >(A»6 » + B -«>»-A »B »)].

Aby ta wartos¢ # byla rzeczywistg ; musi byé
A*g*+B*a*— A*B*~>0, to iest musi punkt D znay-
dowac sie za ellipsa. Gdy punkt D bedzie na ob-
wodzie ellipsy, ilos¢ A*S* + B2a* — A*B* zniknie i
warto$¢ dla X bedzie poiedynczag: gdy nakoniec punkt
1) dany bedzie ws$rod ellipsy, warto$¢ dla X bedzie
uroionag.

Aby znalezé $rodek i osi nowey ellipsy, nadamy iey
réwnaniu postac

B 3a*

6\* ( a\  A'g*
Mr-uo - BY?2-r) ="/ m4
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g\2 / aVv
i s r — T
caylt g* B'a?2 a' A2g2
4 4Aa1 4 4B*
spotrzedne sSrodka s;j wiec — i — > a osi
/ B2a2\ / AlgM

Rhy LV ey

246. Zadanie, Znalezé réwnanie linii taczacey
srodki cieciw rownoodlegtych hyperboli (fig. 174)'
Rownanie linii prostey MM' iest

wstawiwszy te warto$¢ wrow: A2r*— BX*— — A2B’
Wypadnie
‘ labk* A2Z2+ B2) .
X Zpt THEIX* aapzez -0 -
Dwa pierwiastki X tego réwnania sg wartosciami od-
cietych OI* i OP" punktéw M' i M". Oznaczmy
przez X i j\ spotrzedne punktu M $rodka linii M M7,

przez X X" ij" spoétrzedne punktu M' iM', be?
dzie (45, 2°)
X -4 x y-\- y"
i 1 ~
ahk2 — 7B
czyli X= - sk,dr = av,--b:

Aby wyrugowac¢ ztych réwnan zmienng i=0OD, po®
dzielimy stronami drugie przez pierwsze i otrzymamy
B*
y' "AZa X

mownanie linii tgczacey Srodki cieciw réwnoodlegtych
ktére oznacza iz taliniia iest prosta i przechodzi przez
srodek hyperboli.

‘Ajj. Zadanie. Obrawszy na drugiey osi hyperboli
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punkt D i od tego poprowadziwszy liniie proste prze-
cinajagce hyperbola; znalezé miejsce geometryczne $ro-
dkow' cieci w tym sposobem poprowadzonych (fig. 173).
Roéwnanie cieciwy ktéreykolwiek M M" iest
y=ax+b
tu iest a iloscirj zmienny, b stalg. Oznaczywszy przezy,
arspot: srodka cieciwy, znalezliSmy w poprzedzatbym §

\Vx — IVb
AT!? A — B*
. ,,, B\r . .
Wstawiwszy warto$¢ a = wzietg z pierwszego ,

w drugie ; wypadnie réwnanie
Alf’— B*,r*:=A *by
ktére oznacza (1 17) iz lirnia szukana iest liyperbola-
Aby sie dowiedzieé¢ czy przecina pierwsz.j, poro-
wnamy réwnania
A A "B% A’'jr}— B*X'=k*by
— B*
i postrzezemy ze ASby— — A’B% skad y = —"—
wstawiwszy te warto$¢ y w rownanie pierwszey hyper-
boli i rozwiagzawszy ie wzgledem X, znaydziemy odcie-
ta sp6lnego przeciecia

X — + — i/(Z>+B2).

tu warto$¢ dla x iest rzeczywista gdy b* > B* bib
gdy £*<[B*.
Aby znalez¢ $rodek i osi nowey hyperboli przywie-
dziemy iey réwnanie do postaci
( b\x h ' b*
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i Stnaydziemy iz $rodek O' nowey byperboli lezy w

Ab
$rodku linii OD, osi zas sg — ib.

a/j8 Zadanie. Wyprowadziwszy z wierzchotka O
paraboli prostopadtg OY do osi OX iod punktu natey
prostopadiey wzietego poprowadziwszy limie przecina-
lgei* parabole, znalez¢ mieysce geometrycznie $rodkow
cieciw tym sposobem prowadzonych w paraboli (fig. 176).

libwnftnie cieciwy ktorejkolwiek MM’ iest

jr=ax+b
tu, iest b iloscig stata, a odmienng. Nazwawszy X, Yy
spétrzedne $rodka M cieciwy, znalezlismy (izd)

p ab—p
Yy a X a*
Wstawiwszy warto$¢ a= — wzietg z pierwszego z tych
< ? .
rownan w drugie, to zamieni sig na
y*—by~px
r ( b m (
c [>'-~i=p[':+ P
Wypadek ten oznacza , i/, liniia szukana iest parabolg
- . L y) b oD b*
Uorcgl wierzchotka sEé’rrzedne sa— = ----- 1§ — a
u 2 Ap

parametr = potowie parametru dawney paraboli.

~49., Zadanie. Znalez¢ mieysce geometryczne kot
"'eding ktérych ilos¢ pewna ostrokregow dotyka sie
~wney ilosci bryt, zwanych ellipsoidami, utworzonych
P*'zez obré6t filips okoto spélney osi, na przedtuzeniu
ktérey znayduie sig Srodek spolny A ostrokregow (fig.
177 i +78/)

Wiemy iz ellipsy wykreslone na spélney S$rednicy ,
HIrlia wszystkie lednaz podstyczng gdy z-iednegoz pun-
lu A poprowadzimy styczne do tych liniy krzywych,
Pl*nkta za$ dotkniecia znaydowa¢ sie bedg na rzedney
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MM M prostopndtey do osi (i56). Wiech dopiero pé6tko-
le B'MB obraca sie okoto osi BB: wtym obrocie punkt
M zakres$li okrag, rzedna OM koto ktérego ptasczyzna
bedzie prostopadly do osi, punkta M i M" zakres$la o-
kregi spélsrodkowe z pierwszym i znayduiace sie na ley
samey co tamten ptasczyznie, a styczne a M, AM', AM"
utworzy powierzchnie ostrokregowe dotykaiyce sie el-
lipsoid wedtug okregow zakre$lonych punktami M, M’
M", wiec mieyscein geometrycznem zetknie¢ ostrokre-
gow z ellipsoidami iest ptasczyzna prostopadta do spdél-
ney osi.

250- Zadanie. Znalezé inieysce geometryczne kot
wedtug ktérych ostrokregi maiyce spélny $rodek B do-
ty kaiy sie kul spotsrodkowycb ‘fig. 179).

Poprowadziwszy od punktu 13do okregow spoétsérod-
kowych tylez stycznych BM, BM' BM", punkta dot-
kniecia bedag sie znaydowaty na okregu ktérego OB iest
$§rednica, poniewaz, za pomocy tego samego okregU
wyznaczy sie punkta dotkniecia M, M', M" wzgledem
danego punktu 1B Wystawmy teraz sobie iz poto-
kregi OCB, B'AID, B"M'D', B'M'D'tak iak sty-
czne BM, BM', BM" obracaiy sie okoto spdlney osi BB'.
W tym razie, punkta M, M', M" zakres$lg okregi wedtug
ktérych ostrokregi utworzone przez styczne dotykaiy
sie kul; aze okregi zakre$lone przez punkta M, M',M"
znayduiy sie na kuli utworzoney przez okryg OCB, dla
tego ze owe punkta zawsze na tym okregu zostaiy ;
wiec mieyscem geometrycznem koét wedtug ktorych o-
strokregi spolny maiyce $rodek dotykaiy sie kul Spot-
srodkuwycli , iest kula utworzona przez kotlo OCB za
pomoca ktorego znayduiy sie styczne kot bedacych
rzutami kul danych.
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CZESC TRZECIA

O POWIERZCHNIACH DRUGIEGO RZEDU.

abi. unoszac plasczyzne potozony w przestrzeni
do uktadu trzech ptasczyzn przecinajacych sie pod
Intern prostym, kazdy punkt owey ptasczyzny moze
by¢é wyznaczony za pomocy rownania stopnia pier-
wszego z trzema iloSciami zmiennemi
Aa:+Bj'-|-Cz-1-D— o
i dla tego réwnanie to nalezy do ptasczyzny, czyli do
powierzchni pierwszego rzedu (67).

Przypusémy teraz iz mogg sie znaydowae powierz-
chnie takie ktérych wiasnos$¢ i postaé¢ zawistyby od
réwnania stopnia drugiego =z trzema zmiennemi. Ten
warunek oznacza iz takie powierzchnie s$ foremne.
Przyrodzenie stawia nam przed oczy powierzchnie tra-
fem utworzone, i ktére pod zadne prawo utworu pod-
ciggniete by¢ nie moga: gdyby za$ potworzyto byto
powierzchnie krzywe foremne a tych liczba byta stata
>npam wiadoma, wzielibySmy ie pod wykiad anality-
czny, podobnie iakesmy to uczynili ze znaiomg wszy-
stkim ptasczyzna, i tak S$ledzilibySmy ich wlasnosci.
Lecz, ze ani takowych powierzchni krzywych ani ich
liczby nie nachodzimy w przyrodzeniu; dochodzié¢ ich

34
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droga analizy i usitowa¢ bedziemy rozwigzac¢ anality-
cznie to ogo6lne zadanie.
Znalezé, za pomocag ogélnego rdéwnania

stopnia drugiego ztrzeina zmiennemi ilo-
§ciami, posta¢ i liczbe powierzchni krzy-
wy c h.

DSIALi PIERWSZY

TEORYJA. OGOLNA POWIERZCHNI DRUGIECO RZEDU.

ROZDZIAL PIERWSZY

O dochodzeniu powierzchni za pomoca og6lnego
rownania stopnia drugiego z trzema ilosciami
zmiennemi.

2J2. Roéwnanie ogo6lne stopnia 25° z trzema zmien-

nemi, iest

Az*+ Ay*+A"X'+Byz+B'xz -l B'xy

—+-Gz—+~Cy .r-+-F— o (i}*
Uwazaymy whniem zmienne Y, Z za trzy spofrze-
dne brane w uktadzie trzech osi prostokatnych z kt6-
rych dwie wedtug X, Yy sa horyzontalne atrzecia we-
dtug z pionowa. Rozwigzawszy réwnanie wzgledem
z, otrzymamy

Bj+ B + C
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B/+B#+ C

e i/[(B1—4AA")/1+ 2 (BB'— 2AB")yx + (B't-4AA™)# *

+ 2(30 — 2AC)y + 2(B'C— 2AC")x+ C1—A4AF]

czyli, naznaczywszy

B*— 4AA'=a , 2(BB'— 2AB")="~, B'l— 4AA"= ¢

2(BC— 2AC")=nh?, afB'C— 2AC")=e, C2— 4AF=r/;
By-j- B'x + C

’

——ZA—i/{ayt+ bxy+cx%\-dy+ex+f) (2).

Nadajac dopiero dla X, y wszelkie wartosci, otrzy-

malibySmy za pomocg réwnania (2) odpowiadajace

wartosci dla z atem samem potozenie réznych pun-

ktow w przestrzeni, ktérych mieyscem geometrycznem

iest pewna powierzchnia oznaczona réwnaniem (j).
Aby te powierzchnig wykreslic , uwazaymy ilos¢
B/+B'a;+C

— e e za warto$¢ rzedney z pfasczyzny, kto-

rey réwnanie
Bj+ BXx + C

7= — Y Ga—
Wzigwszy Xr=o, 0, otrzymamy rzedng, punktu
w ktérym plasczyzng przecina 0§ OZ (lig. 1bo),
C
z= — — =0c.

Wzigwszy z— o, Y=0, otrzymamy rzedna, punktu w
ktorym piasezyzna przecina o$ OX,

X—— — =0a,

wzigwszy nareszcie z— 0, X=0, otrzymamy rzedng ,
punktu w ktéorym ptasezyzna przecina 0$ OV,
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i tak wyznaczymy potozenie pfasczyzny abc ktorag
oznacza to ktére uwazamy rownanie. Biorgc dopie-
ro dla X, j, wartosci iakiekolwiek wyznaczymy punkt
N tey piasczyzny i mie¢ bedziemy rzedng

PN — — ~ (Bj+B'~+C)

ktérey spodek P znayduie sie na ptasczyznie XY.
Chcac teraz otrzyma¢ punkta powierzchni krzywey
odpowiadajace punktowi IV piasczyzny abc ; trzeba ,
poczynaiac od N, przydac¢ z kazdey strony na przedtu-
zeniu linii PN odlegto$¢ NM, NM' réwng ilosci

— (aj'4-bxy+cx' +dy+ex+f'}

a punkta M, M' nalezy¢ bedg do powierzchni.

ab3. Lecz by¢é moga przypadki w ktérych rowna-
nie (i) zadney nie oznacza powierzchni. Nastgpi taki
przypadek gdy polynom

ayt+(bx+d)j-\-cjc*-A-ex-\-j' (3)
w réwnanie (0.) wchodzacy, bedzie iloscia odiemng ,
bo warto$¢ dla z wypadnie w tym razie uroiona: aze
dla y mozna nada¢ warto$¢ taka ze znak ilosci a be-
dzie znakiem polynomu niezalegle od wartosci X\ wiec
warto$¢ dla z bedzie uroiong gdy
o, czyli B*— 4~A'<o  (a).
Wiemy zalgebry ze polynom drugiego stopnia iest
iloczynem z dwoch czynnikéw uroionych gdy ma znak
pierwszego wyrazu: z polynomu wiec ktéry uwazamy
utworzywszy rownanie, wartos$¢
bxA-d
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bedzie uroiong, a zatem
bi— Aac<”™o (b).
Mozna znowu nada¢ niewyznaczoney X polynomu
(b2— 4ac)x*+ 2(<W— 2ae)x-+dz— i\af
Wartos¢ takg , aby znak tego polynomu byt ten sam
co znak spélczynnika b*— kaci w*ec takze warto$é
bd — 2ae

X b* — L\ac

I+

——% — V[(bd— 2ae)*— (b'— 4ac) (dz— 4~/)]

bedzie uroiong, a zatem
(bd— 2ae)z— (b* — Aac)(d*— 4«/')<° (c) O*
254- A tak rownanie (1) nie bedzie oznaczato za-

(*) Ob-iasnicnie. Gdy polynom drugiego stopnia p x 5-\-gx-\-r
iest iloczynem z czynnikéw uroionycli; zatrzyma zawsze znak
pierwszego wyrazu, biorgc dla x wszelka warto$¢ rzeczywi-
sta.

Albowiem podzieliwszy i rozmnozywszy wyrazy polynomu
przez lip a dodawszy i odigwszy bedzie

px*+.qx+ r= — @Ap'x'+bpgx+q'+hpr— qJ

— 3p [(ipx+qgY+hpr—q'}

Poniewaz polynom zalozony iest iloczynem z czynnikéw uro-
ionych, wiec iak wiemy z teoryi réwnan 2go stopnia, ilo$¢
q3 — t\pr iest. odiemna czyli fpr—q5 dodatng: aze (zpx-t-q)*
iest takze dodatng iloscig , wiec znak polynomu px*-\-gx-\-r

iest taki sam iak spélczynnika — czyli p.

I odwrotnie, gdy polynom dhljagiego stopnia miec bedzie zhak
pierwszego swego wyrazu px*, na 6w czas czynniki polyno-
niu beda uroione, w kazdym bowiem razie czyp bedzie do-
datng iloscig czy odiemng, bedzie (zpx+qY-\-t\pr—j ' a za-
terp kpr__q* dodatng czyli q-— [(pr odiemng iloscig; a skora
g J— N\pr iest odiemng, wiec pierwiastki réw: pxs-\-gx-+-r— o,
czyli czynniki polynomu p x3-\-gxA-r sag uroione.
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dney powierzchni gdy sie sprawdza warunki (a) (b)
(). Oznaczaia one iz ilosci u, ¢ .f czvli

B *-4AA', B'1—4AA", C*— 4AF
mai.} znak iednakowy, to iest odiemny. Skad wniesie-
my ze ilosci A, A, A", F maig takze, w razie ktéry u-
wazamy, znak iednakowy: gdy wiec zaydzie ta ostatna
okoliczno$¢ , réwnanie (i) zadney powierzchni ozna-
cza¢ nie bedzie.

255. Rownanie (i) oznacza punkt albo liniig pro-
sta w przypadkach w ktérych sie sprawdzg warunki
(@ (b) (c), czyli w ktoérych nie oznacza zadney po-
wierzchni.

Aby dowies$¢ te prawde, podzielimy i pomnozymy po-
tynom (i), to iest

ay* +{bx-\-d)y+cx' -+exAf
przez 4ci a dodamy i odciaggniemy (bx+d)*: bedzie

— \\a'Y*+~a{bx+(1)y+{bx-\-d)1

+t\acxx+[\aex-\-[\,cif— (J>x+dy]
czyli

— [Ray+bx+d)x— (bx— \ac)xx

— 2[bd— 2ae)x— (dz— hd)\
czyli, naznaczywszy bx— I\ac.r=d, bd— 2ae=-b\
d1— 4af— Cy

— [(Ray+bx+d)x— (dx* + ib'a:-\-{)\
aze podobnie

axx + -ib'x +c¢' = [(@'x + b)*— (b'*— a'¢)\ >

czyli a'xx+ 2bx'+ ¢ — Eﬂ(ci'x + bY)%— Q],

gdzie Q=2Z31— dc
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czyli nareszcie

i warto$¢ dla z wedtug réwnania (a) bedzie

2= — — (Bz+B.r+CJ

Whniesiemy dopiero ze, iezeli a, a , Q sg odiemne,
"wszystkie wyrazy pierwszey strony réwnania (4) sg
dodatne , azatem ich summa nie moze byé= o i
pierwiastki wzgladem ktorejkolwiek zmienney bedg
uroione. Jest za$

a=K*—hkk',d~b*—Actc, Q = £* — cic
z={bd— iaey— (b*— [\acH{d*—4af)
wiec gdy sie sprawdza trzy nastepujgce warunki

Bl- 4AA'<o0, b*— 4ac<o,

(hd— iae)*— (bz— 4aé){d*— N\af) <0
réwnanie (i) zadney powierzchni drugiego rzedu o-
znacza¢ nie hedzie.

Gdy bedzie Q =0, a i a' odiemne; réwnanie (4)
sprawdzi sie ie/.eli kazdy z-iego wyrazow rowny bedzie
Zero, skad wypadnie
iAz+Bjr+B'aH-C”o, iay+bx+d=0 ,ax+b=o0
trzy te rownania sa dostateczne do wyznaczenia
spbirzednych X, y, z poiedynczego punktu, w tym
wiec razie rownanie (1) wyraza punkt w przestrzeni.
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Gdyby oprécz Q = o, byto iescze a— o, b'— o,
mielibyémy tylko réwnania
2 A2 +B/+B#+ C=0,2 Ar+ fZ

ktore nalez.} do linii prostey potozoney w przestrzeni
i na spélnern przecieciu dwoéch plasczyzn: a tak ro-
wnanie (1) wyraza liniig potozong w przestrzeni gdy
iest Q=0, d—o, b'=0, czyli

(bd— Kie)'— (bx—4a¢)(d*—

b2— 4ac— o, bd— iae=o0
W edtug tych réwnan, ilosci a, c, e, f muszag mieé
znak iednakowy, aby za$ odkryé ten znak, nadamy
réwnaniu 2ay 4 bx+d= 0 postac

ya bx ) d
va ™ By T oqui™ ©
_ _ b d
cz¥]I| XVCI -1————2——]—/;x + >ija— ©

gdyby n byto iloscia odiemng, \/a bytby uroiona: a
zatein nie byloby ptasczyzny, ilos¢ a inusi wiec by¢
dodatng, azatem beda takze dodatnetni ilosci < e, f.
A tak ostatecznie, rGwnanie 11) oznacza punkt albo liniig
prostg w przypadkach w ktérych nie oznacza zadney
powierzchni.
256.  Pozostaie odkryé¢ przypadki w ktérych réwna-
nie
Az*+ A'r*+ A"#* B~r+ BXz + B"xy
+C5+Cy+C"a?if-F=r:o (1)
oznacza powierzchnig krzywa. W tym zamiarze na-
znaczymy = o0 w rownaniu (1) iednga ze zmiennych
X,Y,zZ, awypadek bedzie réwnaniem pewney linii
drugiego rzedu wedlug ktérey mozna przecigé szu-
kang powierzchnig: aze ta liniig krzywa moze by¢
(93) albo zamknieta albo nieograniczenie rostwartg ;
wiec takiemiz bedg i powierzchnie szukane. Zasta-
néwmy sie nad pierwszym z tych przypadkow.
Aby powierzchnia byta zamknietg, musi z-iey prze-
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Ciecia przez ptasczyzne wynikngé¢ liniig krzywa zam-
knieta. Wystawmy sobie liniig prostg ktoéraby po-
wierzchnig wskro$ przeszywata a wypadata z przecie-
cia spo6lnego dwoch plasczyzn wewngtrz powierzchni!
niecli bedg roéwnania linii prostey
x=lolz+ S, y=a'z-hg'
w ktérych a, a', g, g' sa ilosSciami stalemi- Za porno*
ca tycli réwnan i ich spoétczesnego (i), znaydziemy
warunki przypadku w ktéorym roéwnanie (i) nalezy
do powierzchni zamknietey. Wyruguieiny w tym za-
miarze X lu!) y z réwnania (i) awypadkowe wyra-
za¢ bedzie liniig drugiego rzedu, warunki za$ pod ia-
kiemi wypadkowe wyraza liniia zamknieta, beda te-
mi pod iakiemi rownanie (i) wyraza powierzchnig
zamknieta. Wyrugowawszy otrzvmamy
(A+ B'a-4-A"al)s *-t-(B+ B"a)yz + K'y *-f-
4-(C a+ 2A'ta+ C+ B'g)z+ (B'g+ C)YA-
+ ALg'’+Ce+F=o0
Czyli, dla skrocenia,
> a'z*-\-b'yz-\-¢y’ +dz+e'y-\-f—o.
Aby to réwnanie nalezato do linii drugiego rzedu
znniknietey, ilo$¢ — i\dc musi byé¢ odiemng (y3)
to iest musi by¢
(B+ B"a)'— 4(A+ B'a+A"a3)A'<o
Ozy li
(1V — AA'A"«* + 2(BB"— aB'A")«+B1—4AA'< 0 (5)
skad wniesiemy wedtug (a54) iz
B" — 4A'A"<o0 (d)
stad za$ iz spdlczynniki A' i A" niaig znak iedna-
kowy, np dodatny. Poniewaz polynom (5) zostanie
zawsze odiemnym niezalegle od wartosci rzeczywistey
< wiec zréwnawsszy go zero i rozwigzawszy wzgle-
dem a; pierwiastki wypadng uroione, i w tym razie
bedzie
('BB"— aA'B)*— (B*— 4\A")(B"*— 4A'A")<0 (e)
lub, rozwingwszy i skréciwszy

35
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AB"™ -1-A'B'* -}-A"Ba— BB'B"— 4AA'A"<0 (f)
z warunkéw (e) i Al) wniesiemy ze

B ;-4A A <0 (0) oo .
z tego za$ i (dj; iz trzy spélczynniki A, A', A
muszy mie¢ znak jednakowy a zaden znicli nie mo-
ze byé = o: a tak warunki (dj, (e), (g) stuzg na
przypadek w ktéorym rownanie (i) nalezy do powierz-
chni drugiego rzedu zamknietej'.

W j konawszy taki sam rozbiér réwnan fi) i
y=<xz+£", otrzymamy podobne wypadki: wtym ra-
zie dos$¢ bedzie w znalezionych przemieniwszy, ieden
na drugi, spélczynniki przewigzane do Xij)wzig¢
zamiast liter

A, A, A", B, B, B
odpowiadaiace

A, A", A, B’ B, B™
a wypadng te same trzy co wyzey formuty (d), ("
(f) i czwarta B'a— 4AA"<0 jY))
a tak tjlko cztery warunki (g) (g') '(d), (e) stuzag
na przypadek w ktorym rdéwnanie (i) oznacza po-
wierzchnig zamknieta.

Te cztery warunki sprawdza sie na rownaniu
X*+y*+z *=11* to wiec nalezy do powierzchni zam-
knietej’.

257. Dogodniejszym sposobem odkrjiemy cechy
rownan i powierzchni 28° rzedu tak zamknietych ink
nieograniczenie rostwartych , gdy przywiedziemy ré6-
wnanie (1) do prostszey postaci. Rozwigzemy to za-
danie, zinieniaigc uktad osi spotrzednych. Zmienmy
wiec naprzéd zaczecie osi, i nazwijmy a, £ " sp6t-
rzedne nowego zaczecia, a X , Y, z spotrzedne brane
w nowym uktadzie: bedzie (Tjy).

X—X -l-a, y==y +6, z™"z-\-y
wstawiwszy wartosci X, Yy, Z w rownanie (1), to za-
mieni sie na



powierzchni drugiego rzedu. 27*

'‘As'* 4- Ay* 4- A"#'* 4- Bsy 4-BzV 4-
4-BV/+ (2Ay + Bg + Ba+ C)z' 4~
4-(2Ag4-By 4- B'a+ C)/' 4-
4~2Aacd4~-By4~-Bg+ C 4~
4-Ay*4-Ag*4-A'a*4 -By§4-B'Yad- B ag 4-
4-CT+C'g+ C"a4-F=o.
Aby oczysci¢ to réwnanie z wyrazéw zawierajgcych x\
Y\ z zatozymy rdéwnania
2 A~N+Bg+B'a-HC— o0, 2Vg4-B-j+B"a4-C'=o0
2A'a+B'*+B'g4-C"=o0
i za ich pomocy wyznaczymy trzy'niewiadome a, g, Y,
ktérych wartosci wstawiwszy w fi) i oznaczywszy przez
L summe wyrazéw wiadomych, wypadnie
() Az'24-Ay *4-A"X'24-Bz'/4-Bz2'M4-B".ry'4-L— o.
Réwnanie to nie zmieni swey postaci gdy w niem
wezmiemy — X ,— / ,— z',za 4-x\ 4-f , + 7', a
zatem poprowadziwszy przez nowe zaczecie spoirze-
dnych liniig prostg, ktérey réwnania sg
X'—mz\y=nz,
punkta W ktdérych ta liniig przetnie powierzchnia, be-
da miaty spo6trzedne , ieden 4- X', 4~y, 4- z', drugi
—X,— vy, — z', wiec owa liniig wewnatrz powie-
rzchni uwazana podzielong iest w zaczeciu osi na
dwie réwne czesci, a to zaczecie iest $Srodkiem po-
wierzchni : i tak réwnanie (1) nalezy do powierz-
chni tnaigcyeh S$rodek.
Gdyby spo6lny mianownik
AB'24- AB'*4-A B2— BB B"—4AA'A",
wartosci wyznaczonych za pomocg réwnan (k) dla
spotrzednych a, g, < Srodka powierzchni wypadt =0;
réwnania (ki bytyhv, iak wiemy z Algebry, niedo-
rzeczne a spoétrzedne a, g. -y nieskonczenie wielkie: w
tym razie S$rodek powierzchni lezaltby w nieskonczo-
ney odlegtosci, to iest powierzchnie nie miatyby $ro-
dka. Gdyby iescze i liczniki znalezionych wartosci
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byty = o; iedno z réwnan (k) byloby wypadkowem
dwoch innych, w tym za$ razie mai,-jo dwa tylko ro-
wnania z trzema ilosciami niewiadomeini, te wypa-
diyby = ma wiec taka powierzchnia (na przyktad
walca), nieograniczony liczbe $rodkow , a tych miey-
scem geometrycznein iest liniia prosta ktdorey potoze-
nie mozna wyznaczy¢ za pomocy dwdch réownan. (**)

(**; Ob-iasnienie. Rozwigzawszy trzy réwnania z trzema
niewiadomemi

ax-\-by-\-cz—d, dx-\-b'y-\-dz—d5 a"x-{-b"y-\-c"z=tl":
gdyby wypadta kazda z niewiadomych = —1, albo — % i
z-iakich przyczyn pochodzityby takie wypadki ?

Rozmndziny obie strony pierwszego réwnania przez sp6t-
czynnik niewyzn;iczony t , drugiego przez | i odciggniymy
trzecie od summy dwoéch pierwszych; wypadnie

daymy na to iz spoélczynniki k i Linaig takie wartosci iz
1, kaA-la— a"=o0

KbAIb' . « kd+ht — d*
a, kbA-lIb'— b"— o skad ; — Ke\ole' — o
3, kaA-ld—a"~o
4 K | . M+M — </
, kc-A-lc—c"=.0 Kb+lb' — b
5, kb-\-Io'— b"— 0
kd+Id — d"
6, ke-\-lc'—c"=0
ka+la’— a"
Wartosci spélczynnikéw k il wchodzacych w warto$¢ z a

wyznaczonych przez réwnania 1 i 2, nie sg te saine co war-
tosci spoélczynnikéw temiz literami k, | oznaczonych, wcho-
dzacych w warto$¢”™ i przez réwnania 3 i 4 mogacych by¢
wyznaczonemi: to samo powiemy wzgledem wartosci x.
Gdyby sie zdarzyto naprzéd izby ieden z mianownikow
wartosci z, y, X, byl =0 naprzvklad wartosci z- na 6w czas
mianowniki dwodch innych niewiad imych y, x bytyby takie
=0, o czerh tatwo sie przekona¢ zastanowiwszy sie nad ukita-
dem réwnan i, 2, 3, 4*5, 6: wartosci wiec niewiado-

Uoraych <, }, z bylyby = — « W tym razie trzy zatozorK
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Zostawiamy nadal rozbiér powierzchni nie
mnigcych $rodki, tu za$ zatrudnimy sie powierzchniami
ktore maig Srodek i ktérych roéwnanie iest
A3*+ A/* 4-A'-r14-\\yz'+ B'x'zZ'+B"xy+L=0 (D).
Aby temu réwnaniu nadac¢ prostszg posta¢, zmienmy
kierunek osi spo6trzednycli na inny takze prostokatny,
nie zniieniaigc zaczecia ktore iest w $Srodku powierz-
chni a to w zamiarze oczysczenia rownania () z wy-
raz6w zawteraigcycb doczyny zmiennych ilosci X Yy, z.
Oznaczmy przez X", y", z" nowe spéirzedne; przez
X, Y, Z, katy ktére o$ wedhig X" czyni¢ bedzie z
trzema osiami X', y\ z\ przez X', Y', Z' katy ktore
o$ wedtug Yy", nareszcie przez X", Y", Z katy ktore
p$ wedtug z" czyni¢ bedzie z terniz osiami xX\'y , z'.
W tym razie (78)

x'=x". dii'sX +y".dws~X."-\- 2".dws X"
r'=x".dvsyY 4-yd* sY'4-z".d<'sy"
z'-x'-dws'L +y".dwsd-\-z".dws7J

réwnania bytyby niedorzeczne : dwa bowiem pierwsze da-
ig réwnanie

czyli, na mocy réwnan 1, 2, /,
d'x-\-b"y-A-c"z-=z./d-\-Id:
poi'ownawszy za$ z tein roGwnaniem trzecie
a"x4-Uy-\-c"z~d",
widzimy iz byéby musiato kd 4 - I<ter d", co by¢ nie moze
poniewaz w razie ktéry uwazamy zaden z licznikéw warto-
§ci X, r, z nie iest zerem, trzy wiec réwnania w przypad-
ku nieskoniczonych wartosci x, j, z, sa niedorzeczne.
Gdyby sie zdarzyto powtére izby iedna z wartosci x, vy, z,

byta = — , w 6w czas dwie inne niewiadome takze bytyby

= — , aze w tym razie bytoby kdA-ld'— d" = o, wiec, iak

wypada z poprzedzatgeego przypadku , iedno z trzech zato-
zonych réwnan bytoby wypadkowem dwéch innych , i
tak mielibyémy tylko dwa réwnania z trzema niewiadome-
bii.



O dochodzeniu

sk-jd
z'l=x ‘.dwslZA-j"2.dwslZ’+ z "*.divs5Z" -j-
+ 2.r"y".dwsZdwsZ!+ nx"z xlwsZdwsZx '-A
A-"+y'z ' xlwsladwsZI'
y'*F=x"*.dws*Y+y"*.dws*Y'+z"*.dws*Y"-\-
+ ix"y'.dwsYdwsY'+ix'z .dwsYdwsY"4-
+ 0o/'z".dwsY'dwsY"L
o:'*— .r"’ f/iviraX + /'] *X '+ Z"l.f/<W'1 7+
ix"y'.dwsXdwsH'+ ix z'.dwsXdwsX'+
-+ *iy"z".dwsX'dwsIL"
y 'z=x'2dwsYdwsZ-\-j"x".dwsYdwsZ mmm
+z 'x".dwsY 'dwsZ-t-x"y".dwsYdwsZ'+-
+ f' . *dwsY'dwsTj +y 'z"'dwsY"dwsZ' -t-
+ z'x".dwsYdwsZi'-\-y'z .dwsY'dws'L'+ z"2.f/Y'dZ’
X z = x" z.dwsXdwsZ-\~y"x".dwsX'.dwsZ+
z X "-dwsX."dwsZ+ x"y .dwsXdwsZ' +y"*,d%!dZi+
y'x"dwsX."dwsZ'+ z"x"dwsXd(ijZ "+
y"z"dwsX'dwsZ"+z"2dwsX'dwsZ"
X ) '— x " 2.f/it>sXdwsY-\-y"x!".dwsX'dwsY-f-
Z'V' Aty X 'Vu'jy -f- xUy".dwsXdwsY' -j-
+ / 2</jXV/iwY'+ / V' dwsX"davY +
FZ"ATC(FAXN =Y A L 2 N IXVIRY  F 2 2eX VI
Wstawiwszy te wartosci w réwnanie (1, wypadnie
(Affity 2Z-f-A'da’s 2Y -(-A"f/uf 2X -(-IFAWSY rArj Z-)-
mV/nEXdws Z-f-B™skw XdwsY)x" 1
+ (AfAiw 22'4-\'dws2Y '+ AV»w2X '+ B jYV.wZ'-J-
-+-lYdwsX'dwsZ'+I\'dwsX'dwsY")y"*
+ (AN f2Z"+AV/ (™ 2Y' + AfkI2X"+Bf/i<' fYVX-jZ' +
+BV/iwX"f/(VjZ"+B'V/({-iX"f/uvY"}z"*
+ [ 2AHUZE/Er)Z -j-1 AFANYIiESY -\
4-j-2 AVIit"XrlirvX'-f-1)' flu’iYVin'.cz-1- i
<-j-flir/Y'Arxj- Z2") -f- B'(f/itjX'f/(Vjz + < [’
I+dwsX<fwsZ') + Y>"{dwsVdwsY + [
f-|-f/(wXc/(wY") J
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+ 12 KdwsZdwsZ!E\-i A'dtvsY dwsY"-\-1
i+ aMdwsXr/d fX "-f 1i, fAr.vY'V/Z+
}-\-dwsYdwsVJI)-\-\\\du'swWdwsZ -f | x 'z,"

j rdwsXe/wsZ“)+Vi'XeblwsX"dwy + i
f-\-dwsXdwsY") |

fe2.\dws2,'d\fs7J'-\-jk'da’sY'dwsY"-\-\
\+2.\"divsX'dn'.vX"--flvda'sY"dZ'+
/+du-sY'd«-sk™)+\\'da sX!"dwsZ'-f\ j"z"

I-j-dn sX'-lwsZ" i-f li 1
[-\-dwsX'dwsY " )
-j-L=0 (m):

zalo/.ywszy réwnania
i mlAdwsZdwsZ'-]-2. A'dwsY dwsY'-\-i kI'dwsXdwsX’-\-
—{B[dasY'dwsZ-\-da'sYda'sZ")A-l i ' 'sHLdwsZA-
i A-dwslLdwsU )-\-b"(dnsX'dwsY-\-4u's*dwsY' — o
1 xh.da’'svV~dasz" h'da'sYdasY"-\-i k"daXda'yJ'-\-
- (M\ +13 dwsY'dwsZA-dwsYdwsZ") -\-W\dws\"divs7j\-
I A-dwsXdwsVJ' ,-xVXdwsX"dwsY+da'sXdwY")— o
i 2kdwsZ'dwsZ" -f-2 Ada sY'da’y "-\-ik"da XVv/(i'X"-j-
e -\-YS\dwsY"dwsZ'-\-da'sY'dwsZ")-\-te'(dws\!'dwZ'
\A-dwsKdwsZ")A-W\dwsX"dwsY'+dwXdwY"}==Q
i przydawszy sze$¢ nastepuigeyoh (79)
| dwsX. dwsX'-\-dwsY.dwsY'-\~dwsZ.dwsZ'=-0
I dwsUL-dwsTL' -\-dwsY.dwsY"-{-dwsZ.dws{d'— o
dws™.dwsX!'A-da>sY'.dwsY"-~N-dwsZ'.dwsZ"=0
m' jdws X ~\~di's’Y -\-dws*Z/=i
I dws2X' -\-dws*Y '-\-dws1Z'— 1
X"+rfu\f*Y"-f-~tf'S2z " = |
bedziemy mieli dziewie¢ réwnan na wyznaczenie
dziewieciu niewiadomych X, Y, zZ, X', Y', Z' X", Y",Z".
Wstawiwszy dopiero znaleziono dziewie¢ wartosci w
réwnanie (m); to zamieni si¢ na
Mtf"*+M>-/,+ M V'*+ L=o0 (p).
Aby do tey noyprostszey postaci byto przywiedzione
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réwnanie Tm); wartosci dla dziewieciu niewiadomych
ilosci powinny by¢ rzeczywiste: ze lakierni wypadty-
by, przekonamy sie naslypuigcym sposobem.
Poniewaz dziewie¢ roéwnan (n) (o) sg symetry-
czne, to iest zachowaig swe postaci gdy w kazdem
zamienimy X, Y, Z, na X', Y', Z'lub X', Y", Z i
odwrotnie ; wiec gdyby$smy mogli za pomoc.-} tych
réwnan utworzyé inne z sainemi X, Y, Z, pozostatoby
tylko doys$¢ czy te ilosci s;j rzeczywiste, bo leili le
wiec, wedtug symetryi réwnan, i innych szes$¢ ilosci
bed;) rzecz.t wistemi. Aby wyrugowaé¢ X', Y', Z, X",
Y", Z" z dziewieciu réwnan, rozmnozymy pierwsze
z réwnan (u) przez du’sY", drugie przez dwsY' i lo
od tamtego odciagniemy: wypadnie
(i AdasZ IWn\fY-+ Bc/irjX) x
s [dwsX.dwsY"— dwsZf.dwsY")-\-
w +(-i\"d*sX + WdwsZ + IY'dHsY) x
(dwsTC.dusY"— dicsX'.divsY) =o
Rozmnozywszy pierwsze z rédwnan (n) przez dwsX\
drugie przez dwsX' i odlawszy stronami drugie od
pierwszego wypadnie
(%I\..divsZ-\-TjdwsY+B'*/»\rX) x
, % {dwsZ'dwsX!'— dwsZ" dwsX!) -f-
N -f (@AVATrjY+IW (NZ+B'rt'tijX) x
(dwsY.dwsIL— du'sY”dn’sX') =o.
Rozmnozywszy takze pierwsze z réwnan (o) naprzod
przez dudy", drugie przez d\\sY', powtdre pierwsze
przez du'sX!\ drugie przez dti'sX' i odlawszy stro-
nami drugie od pierwszego, otrzymamy
(s) . dwsl£.(dii'sX.'"dusY '— ¢/tr.fX"¢/u\yY' +
-A-dwst. dil'sZdu’fY '— dwsVJdtrsY ) = o,
() dnsY(dn’sY'dnsXl— dwsY"dwsX!)+
-t-dwsZ(dwsZ'dn’'sX.'— dwsTl du'sX ) =mmo.
Wyrugowawszy z czterech rownan (q) (r) (s) (t) czyn-
niki w ktére wchodzg X, Y, Z kreskowane; otrzyma-
my dwa roéwnania z samemi X , Y , Z bez kresek.
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Aby tym dogoditiey to wyrugowanie wykonac¢, nazna-
czymy czynniki z-iloseiami X. Y, Z bez kresek
2 A dussZHwmiy + B {ujX — M
aA"du'sTL+ WdvsZ+ BA»wY=P
a\'dtvsY + YsdubL+ BVwWArX =N
czynniki za$ z kreskowanemi X, Y, Z,
dwslldwsY'— daesY'daszZ"=T,
di\sX 'du-sy 'm dirsY'dwsX."=U,
dwsTdwsX."-dwsX'dws7."— V-,
i réwnania (q! (r) (s) (I) zamienig sie na
1° MT+PU-=o0, 2° MV+NU-=o0
3° UdwsX+TdwsZ—o, A°VdwsY-+-VdivsZ=0
z ktérych trzeba wyrugowaé¢ T, U, V. Wstawiwszy
wartos¢ T wzieta z pierwszego w trzecie, wypadnie
M.cfn\yX— P.dwsZ— o
wstawiwszy warto$¢é Y wzietg z drugiego w czwarte,
Wypadnie
TsldwsY,— ~Ndws7i= 6
wyrugowawszy dwsZ z tych dwdch ostatnycli, wy-
padnie
Vdu'sY— NdwsX-=o:
trzv znalezione réwnania , przywréciwszy wartosci
dla M, N, P, zamienig sie na
12(A— A")dwsXdwsZ+ \\dws~YLdwsY+
I +B'(™N(vj*X— d.rs*7j)— B"dwsYdwsZz=0)
\ J2(A— A")dwsYdwsk-\-WdwsX.d\\'sY-\-
'U \  + B{/u\r*Y— dws*Z)— \Y,du-slie/asZ~oi
12(A"— A"dwsYdwsX-\-B'dwsTjdwsY+
\ -+R'(dws*Y— divs'X)— BdwsXdwsZ— oi
Sg one i réwnanie
dwsxX+4-dws$Jy + dws’ Z— i
temi ktére trzeba nam bylo znalezé. Z pierwszych
trzech dwa ktérekolwiek potgczone 1z czwartem bedg
dostateczne do wyznaczenia trzech niewiadomych
X, Y, Z< Aby te niewiadome wyznaczy¢ naydogo-
36
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dniey i razem przekonaé sie ze sy rzeczywistemi,
naznaczymy

da'sX=m.dws7j, dwsY— n.dwsZ
i, wedtug czwartego, otrzymamy

|
dwsTi =

skad wypadnie
w
/(i +/«* + «")
n
I/ ('+//7*+ «2)
pozostaie nareszcie wyznaczy¢ wartos¢ dla w, «, a
przynaymniey przekona¢ sie ze sy rzeczywistemi.

W tym zamiarze wstawimy warto$ci dwszZ, dwsY,
dws'S. w dwa pierwsze réwnania (u) iotrzymamy

a(A— A’ +B («*— i)+ B'/««— 13//7=0

a(A— A")/m+B'(/«*— i)+B/«« — B"«.=0 (V)
Z tych réwnan, pierwsze da iedna warto$¢ dla m,
drugie da icli dwie gdy n mie¢ bedzie poiedyncza:
to samo powiedzielibySmy o ilosci n: gdybysSmy
zatem wyrugowali z tych réwnan iedn8 z-ilosci rIn,
«; rownanie wypadkowe byloby trzeciego stopnia
wzgledem drugiey. Gdyby to rownanie ieden tylko
miato pierwiastek rzeczywisty, wartosci dla dwsX,
dwsY. dwsZ wypadtyby poiedyncze; gdyby ich mia-
to trzy, kazda warto$¢ wypadtaby potroyna. W
pierwszym razie tylko iedney, w drugim wszystkich
trzech, osi mo/.naby wyznaczy¢ potozenie.

Wiemy ze réwnanie 3s° stopnia ma ieden przy-
naymniey pierwiastek rzeczywisty: przypusémy iz o$
ktérey bySmy wyznaczyli potozenie za pomoca tego
pierwiastku iest. wedtug £’ i ye ma potozenie dawney
osi z: poprowadzmy dwie inne osi YN\ X" przez za-
czecie i na ptasczyznie prostopadtey do z", pod k$-

¢/INrX ==

dwsY —



powierzchni drugiego rzedu 283

tem prostym. Wzgledem tak poprowadzonych osi
X", y", z" wuczyniwszy takie samo rozumowanie iak
wzgledem osi X\ y', z; doydziemy do tycli samych
co wyzey wypadkéw, to iest do réwnan fu), znaki
tylko wypadnij rozne , lecz na te mozemy nie mieé
wzgledu. Poniewaz, o$ z" czyni, z dawng z, kat.= o,
z osiami za$ X, Yy czyni katy proste; wiec dwsZ— i,
difsX.=o, dwsY=o0, ipierwsze z réwnan (u) zamie-
ni sie na B'=zo, drugie na B=o0, azatem rownanie
As"1+ A'-"14-k'x"14-Bz"/'4-Miz"xX"+Wx"y'd-L=0
odnoszone do uktadu, ktéry uwazamy, przeydzie na
Az"14-Ay"14-A"X"1+ B"X"y"4-L=0.
Uczyniwszy iescze wzgledem lego roéwnania rozumo-
wanie iak w poprzedzajgcym przypadku, doydziemy do
rownan (ul. Rownania te bedzie mozna sprawdzic,
dawszy nowey osi wediug z potozenie prostopadie
do osi Zz": wypadnie dws7j— o0, i sprawdzg sie dwa
pierwsze réwnania (u). Dwa inne katy X, Y, ktore
czyni nowa o0$ wedlug z z dwiema innemi poprze-

dnie naznaczonemi , beda dane przez trzecie z ro6-
wnan (u) ktére, dla tego ze dwsZ — o, zamieni sie
na
2 (A"— M)dwsYdwsTL+ R”"(VAw2Y — dwslX ) = o

przez czwarte ktoére w tym razie iest
dws*X+(/(I'j 5Yr—:1

i tak pozostaie rozwigzaé¢ ten ostatny przypadek
Mamy naprzod

dwsY — + i— dws*X), czyli dwsY=xwstX
kat wiec Y iest dopeinieniem lub spetnieniem Kkata
X wedtug znaku iaki sie wutrzyma. Aby ten znak
odkryé, wstawmy wst\ za dwsY w réwnanie

2(A"— A)dwsYdwsXA-YF'(dw*Y —dws'X)— o

i podzielmy obie strony przez dws*X., wypadnie r6-
whnanie

a(All — AI)
styczxX 4- ——- Gr7---—-- styczX — i=ro
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ktérego ostatny wyraz poniewaz, iest odiemny, wnie«
siemy i° iz pierwiastki tego rownania s4§ rzeczywi-
ste, 2° i/, z dwéch k.jtow X ieden iest spetnieniem
drugiego wiec

dwsYL == — wstX, czyli dws~K=— dwsY
a tak mozna wyznaczy¢ katy Y, X iieden iest spet-
nieniem drugiego.

Mozna wiec po ostatney przemianie ukiadu wy-
znaczy¢ potozenie wszystkich trzech osi, bo trzy pier-
wiastki réwnania stopnia trzeciego ktére nas zatru-
dnia, s;j rzeczywiste, a zatem tak/.e rzeczywiste wy-
padng wartosci dziewieciu niewiadomych w dziewieé
réownan (p) i (o) webod/.rjcycli : nakoniec rdéwnanie
powierzchni aS° rzedu mai.jcycb $rodek, moze miec
nayprostsza postac

Msl+ M), I+M"i;l-I-L=0.
Gdvby w réwnaniu ogélnem (>) byto A= A = A"
Br=o R'=o0, li"— o, wypaditoby z rownan (v), m=
n= ~: a zatem powierzchnia ktérey rownanie

X'-hy'+z"' + —k ==0 ma nieograniczony iiczb'e u-

ktadow osi spditrzednych prostokatnych.

ROZDZIAL DRUGI

O powierzchniach drugiego rzedu uwazanych pod
wzgledem na ich osi-

abg. Réwnania (u) poprzedzanego paragrafu ma-
iff t¢ wilasno$¢ iz za ich po.noe.-j i zmieniane kieru-
nek osi spétrzednych mozna zawsze oczysci¢ réwnanie
Az*+A'/1-4-A"jj*+ Bzj+B'-zz+ B "Xy +
+Cz+Cly+Cx+F=Q (i)
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z wyrazow zawierajacych iloczyny zy, Xz, Xy. Gdy-
bySmy w poprzedzajacych §8§ byli zaczeli rozwigza-
nie zadania o zmianie ukladu osi spo6trzednych od
zmiany Kkierunku osi nie zmieniajac ich zaczecia; by-
libySmy doszli do tych samych réwnah (u), i oczy-
ScilibySmy réwnanie (i) ze spomnionych wyrazow: to
zatem przeszioby na
Mz +M"o;l-+-Kc+ K.y+K"a;+F=0 (y).
W tey postaci nalezy ono nie tylko do wszelkich
powierzchni ale i do plasczyzny gdy tylko bedzie
M=0 M'=0, M"— o: w sczeg6lnosci za$ nalezy do
powierzchni ktore maig $rodek i ktore go nie inaia.
W kazdym razie wystawimy sobie Zze zaczecie u-
ktadu osi do ktorych odnoszone iest réwnanie (y),
znayduie sie w $rodku powierzchni rzeczywistym lub
potozonym w nieskoriczoney odlegtosci. ZmieAmy do-
piero zaczecie , zostawiaigc ten sam kierunek osi i
oznaczmy przez a, a', a" spoéirzedne nowego zacze-
cia a przez z',y', X' spéitrzedne nowe: bedzie
z=2'-\-a, y=/-{-a, x=x'-\-a" i réwnanie (y) przey-
dzie na
M~A2+ My’'+ MV '+(2Ma-f-K)2'+
4- R+ (aMY + K'V-i}-
+ Mal+ Wa'm+M"a"*+ Ra+ KV +
-fKV'+F=0 (/)
ktore, iesli nalezy do powierzchni maigcych S$rodek
rzeczywisty, bedzie mozna przywies¢ do postaci
Mzl+M>*+ M"xa-+L=0
a to za pomocg réwnan
aMa+R”o, aM'flI'+R'=0, aM"«"+K"=o0,
i w tym razie beda rzeczywiste spotrzedne Srodka
K R’ ) R"
a— ~— aM; U = aM" ’
Jezeli za$ réwnanie (y'y ma nalezy¢ do powierzchni nie
maigcych $rodka, czyli maigcych go w nieskoriczoney
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odlegtosci; niektére ze sp6irzednych srodka bed-j. nie-
skohczenie wielkie, a tak bedzie albo M — o, albo
M '=o0, albo M" = o: to iest, rownanie (y'; nalezy¢
bedzie do powierzchni nie maigcych Srodka gdy w
niem brakna¢ bedzie iednego Ilub dwodch z trzech
pierwszych wyrazéw zawieraiacych drugg potege
zmiennych X, jr, z-

GdybySmy nowe zaczecie ktérego spotrzedne sg
a, a\ a” obrali na samey powierzchni, wyraz osta-
tny roéwnania (\'), to iest

Ma*+ M'a'l+ U"a"l+ Kfl+ KV + li.'a"+ F
znaczytby to samo co pierwsza slrona réwnania (y'),
a zatein bytby zerem i réwnanie (y) zamienitoby sie,
opusciwszy kreski i naznaczywszy

aMrt+K— H, aM'a'+tR— H', aM V+R'tE *
na

Mz'-f-M'/1+M"**+Hz+H'/-t-H"z:=0 (y")
to wiec ostatne réwnanie nalezy do powierzchni ze
srodkiem gdy ma trzy pierwsze wyrazy ; do po-
wierzchni za$ bez $rodka gdy z tych wyrazow iedne-
go lub dwoch braknie.

I. O powierzchniach maiacycli $rodek.

a6o. Poznamy powierzchnie maigee $rodek za po-

mocg réwnania
Mz*+ Myl+ *+L—o.

Rozwigzawszy to rownanie wzgledem klorevkolwiek
ze zmiennych X, Y, z; wypadng dwie wartosci réwne ze
znakami przeciwnemi: a zatem kazda z ptasczyzn spéi-
rzednych dzieli powierzchnig na dwie réwne i sy-
metryczne czesSci, zaczecie za$ sp6irzednych znaydu-
ie sie w Srodku powierzchni. Siady ptasczyzn spot-
rzednych na powierzchni, zowig sie przecieciami
gtownemi a osi powierzchni , ktére takze sa osiami
spétrzednych, zowig sie oskimigtdéwnemie
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Przecigwszy powierzchnig przez ptasczyzne ro6-
wnoodlegtg od ptas: XY w odlegtoéci z— ”, tudziez
w odlegtosci y=£ od XZ , nareszcie w odlegtosci
X~0C od ZY w kazdym razie rownoodlegte od pta-
sczyzn spotrzednych ; przeciecia bedg hniiami dru-
giego rzedu i postuzg do odkrycia postaci powierz-
chni. Przeciecia te bedg rézne wedtug réznosci zna-
kéw spotczynnikow M, M', M". Biorac raz na za-
wsze M za ilo$¢ dodatng, moga by¢

M' i M" i° dodatne, 20 odiemne-,

0°M dodatne, M" odiemne i odwrotnie:
aze w ktorymkolwiek z przypadkoéw a° i 3° dwa ze
spétczynnikow M, M', M' maig znak iednakowy, wiec
te dwa przypadki wychodza na ieden i dla tego dosé
bedzie uwaza¢ tylko dwa pierwsze, to iest i° 1i°.
Gdv M, M', M" bedg dodatne naznaczywszy z 0SO-
bna y~S, X=<X, réwnania przecie¢ powierz-
chni beda

MA*+My*+M'a’+L==0

Mz*-f-M"a;il+ M'6*+L=0 (A)

as*+MAN*+L=0

Przeciecia le sa, i;> widzimy, tlilpsami ktoérych $ro-
dki znayduia sie na osiach X, y, z. Wzigwszy zo-
sobna a=o0, £=0. 7— o0, otrzymamy rdéwnania przecie¢
gtéwnych

Mz*+My*+L=0, Mzj+M"~l+ L = o,

MV+M'**-}-L=o0
Gdyby L byto dodatng iloscia, przeciecia rownood-
legte od ptasczyzn spéirzednych a zatem i powierz-
chnia bytyby uroione. Gdyby L byto=: o, przecie-
cia bylyby punktem w zaczeciu potozonym. Rdéwna-
nie bowiem, na przykiad

Mz'+M'jf+M'Vrrzo
w ktéorym wszystkie wyrazy sg dodatne, aby sie spraw-
dzito, musi by¢ z==o0, y— o, a=o. Gdyby L bylo
odiemng iloscia, przeciecia bylyby rzeczywiste lecz
w tym razie, — L+ MV, — L-+-M6% — L + MT7*
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muszg by¢ odiemne, czyli L musi by¢ wieksze od
ka/.deg6 z wyrazow M"a% Mg% M~1. Gdyby byto
==M"a*, L— Mg2 L— M~™N przeciecia bytyby pun-
ktami. Gdyby nareszcie L bylo mnieysze od kazde-
go z wyrazéw M"«* , MS2, M-y2, przeciecia bytyby
uroione. Wszystkie te cechy stuzy powierzchni zam-
knietey: tak.} wiec iest ta ktory pozna¢ chcemy. Zo-
wie sie ona ELLIPSOIDA poniewaz iey przeciecia
sy ellipsami.

W'ziywszy razem /=0; s=0 w réwnaniu ellipso—
idy

Mz*+M>*+M".r*+L=0

w ktéorem L iest ilosciy odiemny, warto$¢ wypadaiyca
dla X bedzie = potowie osi OC wedtug X, ktéry na-1
zwawszy A, iest

a= x=i/5F

L L
skyd A*="p-, M "= — Wziywszy razem z = O,
X=0, nakoniec y— 0, X=0; otrzymamy w pierwszym
razie (fig. 181)

L L L
OD czyli B= + v/—, skydB2= —» M'=sr—

w drugim
OB czyli C = = C*x= — , M= ~-

wstawiwszy otrzymane wartosci dla M, M', M" w ré-
wnanie ellipsoidy, to zamieni sie na

z% £ fr_

C* + B* + A*“ 1
czyli na

A'B’z-2-V"A*Ct7* + B2C2jc* = A 2B 2C*
taka iest posta¢ zwyczayna réwnania ellipsoidy.
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Gdy A— B; wszelkie przeciecie od XY réwnood-
legte iest kotem, azatem z przeciecia wedtug osi OZ
wyniknie zawsze jednakowa ellipsa: w tym wiec razie
ellipsoida moze by¢é utworzony przez obroét ellipsy o-
koto osi Oz, 1 dla tego zowie sie obrotowa (de re-
volution), a iey rownanie iest

B'A +C’j "+C***—B*C\
Gdy nakoniec A=B — C; ellipsoida iest kuly a zatem
réwnanie kuli iest

X*+y'+z'~ A

261. Wzigwszy L za ilos¢ staly; C, B, A za zmien-

ne, widzimy wedlug wypadkow
1 1 1

M~ c* M~ T’ M
be spétczynniki M, M', M" maleiy gdy osi C, B, A,
rosny. Gdy wiec iedna z osi, na przyktad A, stanie sie
nieskonczenie wielka; bedzie M"=o0, ellipsoida zamie-
ni sie na WALEC a réwnanie lego powierzchni be-
dzie

Mz*+M>'*+L=:0.
Oznacza 0110 iz podstawa walca réwnoodlegta od
ptasczyzny ZY i kazde iego przeciecie, byleby nie we-
dtug iego osi, iest ellipsy.

Gdy M = M'; walec iest prosty, aiego podstawa
kotem. Gdy nareszcie M'= 0, réownanie Walca za-

¢
mieni sie na Mz*+E=o0, sk|dz=%xi/—: wtym

wiec razie mamy dwie liniie proste rownoodlegte od
ptasczyzny XY, z ktérych iedna iest nad, druga pod
ty ptasczyzny.

2G2. Rozbierzmy teraz przypadek odiemnych spét-
czynnikéw M'i M". W tym przypadku réwnanie po-
wierzchni iest

M2 *— My*— IVT.r + L— o
o 37
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rownania za$ przecie¢ rownoodlegltych od ptasczyzn
spotrzednych sag
Mz2— M'/'— M"a2+ L =0
Mz1l— *—~ M'g*+ Lr=.0 (A)
M'j1l+ W X1— M-y3— Lr=o0
z ktéorych dwa pierwsze oznaezaig hyperbole, tivecie
ellipse: nareszcie réwnania przecie¢ gtéwnych sa
Mz*—~M'y+L—o0, Mz'— M"x'2-f-L=0,
M>*+M"~2 L =o0o (B).
Wedtug dwdch pierwszych réwnan tak (A) iak (B) prze-
ciecia rownoodlegte od ZY i od ZX, tudzie/. gtéwne
swedlug tych plasczyzn sg zawsze rzeczywisteini hy-
perbolaini niezalegle od znaku ilosci L.

Wedtug trzeciego z rownan tak (A) iak (B), gdy na-
przod L iest iloscia dodatng, przeciecie ktérego ro-
whnanie

My-+ M"X2— (M-y2+ L)=0
i gtowne odpowiadaiace, ktérego réwnanie

My2+ Wx2—L" 0O
pierwsze rownoodlegte od XY, drugie na ptas. XY,
sg rzeczywisteini ellipsami.

A tak co do przecie¢ hyperbolicznych, tych o$ dru-
ga bedzie na Oz , (fig. 182} a potozenie takie iak
NN', nn!. Powierzchnig tu odkryty , nieograniczo-
ng, otaczaigcg w okoto 0$ OZ, przecinaigc ptasczyzna-
mi rownoodlegtemi od ZX 1 ZY; pozostate na niey
$§lady NN', nn' bedg hyperboticzne, przecinaigc za$
rownoodlegte od-XY przeciecie bedzie zawsze ellips;}.
Jestto powierzchnia HYPERBOLOIDY O IEDJNEY
POW-EOCE ( a une nappe).

Gdy powtdre L iest iloscia odiemna; przeciecia ro-

wnoodlegte od XY oznaczone réwnaniem
M'y*+M'V— (M72—L)=o0

sg rzeczywisteini ellipsami gdy M-y*~>L; sg punktem

gdy M-y'=L, sg uroione gdy M-y2<\L lub gdy -y o,
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mniec gtowne przeciecie ktorego réwnanie
MY * +L=0, iest takze uroiong ellipsa.

Atak dwa pierwsze rdédwnania (A) nalezg do hy-
perbol ktérych pierwsze czyli rzeczywiste osi sg na
0z (fig. 183), drugie za$ czyli uroione osi sg w pier-
wszym razie na OY w drugim na OX. Wedtug tak
odkrytych wtasnosci cechuigcych powierzchnia, wystaw-
my sobie hyperboloide ktérey przeciecia DBC réwno-
odlegte od XZ, i przeciecia D'B'C' réwnoodlegte od
YZ sa hyperbolami, przeciecia za$ rownoodlegte od
piasczyzny XY, byle nie miedzy punktami B i B'za-
warte, bo ta przestrzehn iest prézng, sag ellipsami. Jest
to powierzchnia 1IYPERBOLOIDY O DWOCH PO-
WLOKACH, (a deux nappes).

Aby roéwnaniu byperboloidy o iedney powtoce

Mz=— M>*— M"*a+ L =0

w ktorcm L iest iloscig dodatng, nada¢ posta¢ syme-
tryczng; oznaczymy iey poétosi przez A, B, C i, ro-
zumnigc iak w poprzedzajagcym §, otrzymamy ie

A= = AW .,c = £ 'y-W':

z tych, po6tos C wedlug OZ iest uroiong i rowna
C [/— 1: otrzymamy daley
l, L —L L

a zatem réwnanie byperboloidy o iedney powtoce iest

z* y* x1
cC2~ B2 A2= 1
lub A’'B*z2— A*C*y*— B*C'.r*=— AIB2Ct.

Gdy A=B, byperboloida iest obrotowa a iey rowna-
nie

B*z2— C*j’ —C'~*— — B2C2:
powierzchnia ta moze by¢ utworzong przez obrot
hyperboli okoto osi O Z, tak ii zkazdego iey prze-
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ciecia réwnoodlegtego od XY wypada koto, o Cem
z-iey roéwnania przekona¢ sie mozna. Aby takze ro-
wnaniu hyperboloidy o dwéch powlokach

Mz*— Mjk*— M"#*— L=o0
w ktéorem L iest odiemng iloscirj , nada¢ postaé sy-
metryczng , oznaczymy tak iak wyzey potosi tey po-
wierchni i otrzymamy ie

A— ~ "B= x /1M C* /"M

z tych dwie pétosi A i B sguroione aiedna C wedtug
OZ iest rzeczywista: réwnanie wiec hyperboloidy o
dwoch powtokach wypadnie

z* Y X X *
¢« IF ~ X' - 1
iib A'B'z’-A 'Cy—B'C'a™'B'C *,

obrotowey za$, gdy A=B,
B*z*— c*r*— C*:c*=BiC\
L
263. Wyrazenie A* = -rp oznaczaiz,gdyM'=o0,

0$ A wedtug X iest nieskonczona, a zatem hyperboloida
iest WALCEM HYPERBOLICZNYM, tego za$ ro-
wnanie

Mz*— M'/*+ L=o
le/.eli L iest dodatng, a

Mz*~ My*—L=0 lubM'j*~—Mz*+L=o0
iezeli L iest odiemna iloscia. Obadwa walce beda
miaty potozenie prostopadie do ptasczyzny ZY, lecz
w pierwszym o0$ wedtug z w drugim o$ wediug y sag
uroione.

264. Gdy ilos¢ L dodatna lub odiemng w wyraze-
nie C = wchodzaca, male¢, 0§ C zbli/.a¢ sie do

zera bidzie, zniknie za$ zupetnie gdy L stanie sie ze-
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rem. W tym razie odlegto$¢ BB'(fig. 183) punktem,
a hyperbole DBC, D'B'C' stall5 sie liniiami prostemi
poniewaz ich o$ rzeczywista iest punktem: hyperbo-
loida nakoniec stanie sie OSTROK.REGIEM ELLI-
PTYCZNYM a rownanie iego powierzchni iest

Mzt—Wy'—

265. Mozna i bezposrednie, dowies¢ iz réwna-
nie
Mzt— M'jl— W'Xx«+ L =0
nalezy do hyperboloidy. Przecigwszy powierzchni,j
szukany przez ptasczyzne, wedtug osi OZ pionowey
do YOX, i nazwawszy r $Slad OM (fig. 184) piasczy-
zny przecinal,ejcey na XY , réwnanie tey ptasczyzny
bedzie
y~X.Stycz®.
W troykacie OM/h iest x=r.dwsy, y=r.wsty. Wsta-
wiwszy te wartosci w rownanie zatozone, otrzymamy
M s2— rz(M'wst2ept W dws*9+ L=o0
réwnanie hyperboli odnoszone do spoétrzednych X ir,
przeciecie zatem iest hyperbolg a powierzchnia hyper-
boloida.
Gdy L bedzie zerem , réwnanie to zamieni sig
na
Mz*— r*(MV.rt’ o+ W dws*?)=o0

(Wwst*o+ W dws3®
skad z==+rvhA - —  — -

aze w tey postaci wyraza dwie liniie proste prowa-
dzone przez zaczecie na pilasczyznie MOZ; wiec
w razie ktéry uwazamy hyperboloida ostrokregiem a
iego powierzchni réwnanie iest
Ma*— M y — M"a:*=o.

Warto$¢ otrzymana dla Z oznacza iescze iz liniia
tworzgca ostrokrgg czyni z osiag OZ katy zmienne we-
dtug swego potozenia, czyli wedlug wartosci 9: ro-
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wnanie za$ ostrokregu, i/, przeciecie iego rownoodle-
gte od ptasczyzny XY iest ellipsa.

M
Lecz gdyby byto M — M'] warto$¢ 2 = =+ r 1/—

iiko niezawista od kata zmiennego < oznaczataby iz
liniig tworzaca, w ka/.dem potozeniu iednakowo iest’
pochylona do osi OZ, azatem ostrokrag iest prosty
1 kotowy.

266. Aby sie dowiedzie¢ w-iakiem powinowactwie
zostaie ostrokrgg z hyperboloid™ , oznaczmy przez z
rzedne punktu powierzchni ostrokregowey a przez z'
hyperboloidy, odpowiadaigc.e iednymze X iy. Zro-
wnan

Mza— My*— Mz*-~M'y'— W x'+ L=o0
mamy
M'r* + M".r* M'/e —L
» Z2'l— - e L L
M M
L
M(z 4- 27

Jezeli z~>7', ostrokragg iest opisany na byperboloi-
dzie a to gdy L iest iloscia dodatng, poniewaz ta-
ka iest z—z'. Je/.eli z <C z, ostrokrag iest wpisany
w hyperboloide, a to gdy L bedzie iloscia odiemng
poniewaz taka iest z—2z'. Jm bardziey powiekszg sie
ilosSci z, z tym bardziey zmnieyszy sie utomek
MG czy‘/Jll réznica z z sPo’rrzednych od
powiadaigcych ostrokregu i hyperboloidy : powierz-
chnia wiec ostrokregu wzgledem powierzchni hyper-
boloidy, iest tern czetn asymptota wzgledem hyper-
boli,

267. Zobaczymy nareszcie iz hyperboloida o ie-
dney powloce moze by¢ utworzong przez obrét li-
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nii prostey. Przeciywszy hyperboloide przez pta-
sczyzne rownoodlegta od ZY czyli prostopadty do
osi OX; przeciecie, iakeSmy widzieli, bedzie hyper-
holy ktérey réwnanie iest

M52— M'/2— M"a2+ L = 3.
Tu mogy byé dwa przypadki: i°,— M"a* + L">0,
20— M"a2+L=0. W pierwszym 0§ OY przeciecia
liyperbolicznego iest rzeczywisty, OZ wuroiong: w
drugim obwdd hyperboli przecinaiycey iest liniiy pro-
sty a tey réwnanie

M"

z— xyt/ (m)
Liniia ta znaydowa¢ sie bedzie na ptasczyznie ré6-
wnoodlegtey od ZY czyli prostopadiej do osi OX:
mozna wiec przeciy¢ hyperboloide o iedney powtoce
tak iz Slad przeciecia bedzie liniig prosty.

L
Z rébwnania — M"a2-j-L=o0, wypada a=* I/jypr’
L /
aze (262) wiec obwo6d hyperboli

przecinaiycey iest liniiy prosty wtenczas gdy a réwne
iest potowie A osi wedlug X : atak ptasczyzng
przetnie o$ X w-iey koncu C (fig. 182) i ten iest
zaczeciem spoétrzednych do ktorych odniesiemy ro6-
wnanie (in) : czyli liniia prosta tworzyca powierzehniy
hyperboloidy przechodzi przez punkt G , pod katem
pochytosci do piasczyzny XY  ktérego styczna

M .
= , nad i pod plasczyzny XY.

Warto$¢ podwdjna a oznacza iz takyz liniia pro-
sty poprowadzi¢ mozna na hyperboloidzie i przez
drugi koniec osi A , ta za$ liniia bedzie rownoodle-
gty od pierwszey poniewaz icdno roéwnanie stuzy o-
budwom.
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Chcac tedy sporzadzi¢ materyialng hyperboloide
obrotowg o iedney powioce, nakreslilibysmy dwa ko-
ta réwne na dwoch ptasczyznach od siebie réwnood-
legtych: podzielilibySmy kazdy okrag na 100, naprzy-
ktad, réwnych czesci: poprowadzilibySmy liniie pro-
ste od punktéow podziatu iednego okregu do pun-
ktow odpowiadajacych drugiego pod pochytoscig do-
brang i tak aby te liniie byly zawsze roéwnoodlegte
od iedney z ptasczyzn spdtrzednych pierwszych np ZY,
kota za$ zostaly horizontalne. ]Vlieyscem geometrycznem
wszystkich tych liniy, bedzie hyperboloida obrotowa o
iedney powioce.

Il. O powierzchniach nie maigcych S$rodka.

268. Powierzchnie nie maigce $Srodka wyprowadzi-
my zréwnania (259)
Ms* + M 'y +Hz+Hy+ H"x=o0.

WidzieliSmy, i/, w razie ktoéry uwazamy, ieden Ilub
dwa ze spoéiczynnikow M , VT, M" musza byé-— o.
Roztrzag$niemy wiec dwa przypadki: i° gdy ieden,
20 gdy dwa ztych spotczynnikow sa= o. Przypu-
§ciwszy iz Ms* zostaie w réwnaniu i ma zawsze znak
dodatny: rozbi6r nastepuigcy $ciggaé sie bedzie tylko
do spétczynnikow M' i M".

Pierwszy przypadek M"=o. WidzieliSmy (209)
iz zmieniwszy zaczecie spoétrzednych, zostawiajgc ten
sam kierunek, i nazwawszy rt, a', a" spo6trzedne no-
wego zaczecia iest

H=aMa+K, H'=aMV-{-K', H"=aM"a"+K".
Z tych réwnan trzecie daie M"=K" poniewaz M"~o0;
a zatem, po przemianie, wyraz zalozonego rownania
zawierajacy X utrzyma sie. Co sie tyczy dwéch in-
nych wyrazéw zawierajagcych z i Yy ; bedzie mozna
naznaczy¢ H czyli 2M«-+-K=o0, IF czyli 2,M'rt'4-K'=ro,
i rownanie zatozor.' zamieni sie na
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Ms*+ My + H".r=o.
Bioragc z osobna x , y, Z za ilosci state ; réwnania
przecie¢ rownoodlegtych od ptasczyzn YZ, XZ, XY
beda

Ms* -J-My*-J-H"a==0

Ms*-+-H".-r + M f6'— 0 (B)

My+ir* -i-M7*=o0
z ktérych dwa ostatne oznaezaig przeciecia paraboli-
czne i sg zawsze rzeczywiste: pierwsze za$ oznacza
przeciecie elliptyczne gdy ]\l i M' inaig znaki iedna-
kowe, hyperboliczne za$ gdy M i M' inaig znaki ro-
zne. Wzigwszy a—0, g— o, 7=0; rownania prze-
cie¢ gtownych beda

Mz*+My*=0, Ms*+H "fco, My*-{-H"o:=0

z ktérych pierwsze wyraza punkt gdy M i M' inaig
znaki réowne, lub dwie liniie gdy M i M' inaig znaki
przeciwne, dwa inne rGwnania wyrazaig przeciecia
paraboliczne.

i° M' dodatne. Gdy M iM'sg dodatne, H "aod-
ienine; pierwsze z réownan (B) wyraza ellipse, i w tym
razie H" i a muszg mie¢ znaki przeciwne. JeSii lil
iest dodatne , a bedzie odiemne, czyli powierzchnia
ciagna¢ sie bedzie tylko w stronie odieninych X. Gdy
H" iest odiemne, a bedzie dodatne, czyli powierz-
chnia ciggna¢ sie bedzie tylko w strome dodatnych X.

Wezmy ztyeh przypadkéw ten w ktérym Ii" iest
dodatne: powierzchnia ma w tym razie potozenie
takie iak BOB' (fig. 185), a iey przecieciem réwno-
odlegtem od ZY iest wedlug pierwszego z rownan
(BJ ellipsa B.rB', przecigciami za$ réwnoodlegtemi od
XZ, YX sa wedlug dwéch ostatnych réwnan (B) ,
parabole.

Gdy 11" iest odiemne, powierzchnia bedzie sie cig-
gneta w stronie dodatnych X nad i pod phsczyzng
XY z obudwdeh stron plasczyzny XZ : iey przecie-
ciem réwnoodlegtem od ZY iestellipsa EE', (fig. 186)

38
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przecieciami za$ rownoodlegleini od dwoch innych
ptasczyzn spdhzednycli sg parabole.
W obudwodch razach iest réwnanie
N\Lr2+ M > 2-J-H"o:=0
powierzchni PARABOLOIDY ELLIPTYCZNEY.
2° M' odiemne. Roéwnanie powierzchni w tym razie
iest
Mz*— M'/,+H"*=0:
réwnania przecie¢ rownoodlegtych od ptasczyzn ZY,
ZX, XY s3

MzZu—M>«+H"«=0
M*e*=o0
M'j*— H"#— My*— 0
z ktorych pierwsze oznacza iz przecigcie powierz-
chni réwnoodlegte od ZY iest hyperbolg MGN, men,
(fig. 187) drugie iz przeciecie réwnoodlegte od ZX
iest parabolg AOA' potozona w stronie odiemnych
X, trzecie iz przeciecie rownoodlegte od XY iest
parabolg ROB' w stronie dodatnych X. A tnk po-
wierzchnia PARABOLOIDY HYPERBOLICZNEY
ztozona iest zdwoch powilok AOA', BOB' stykaig«-
cych sie w punkcie O.
Réwnania przecie¢ gtéwnych sg
—My=0, Mz*4-H"#=0, Mly*— H"x=o0
z tych pierwsze daie
M
=+ ri/TI

*

i oznacza iz 7 przecigecia powierzchni przez pfasczy-
zne ZY wynikaig dwie liniie proste przechodzgce
przez zaczecie nad i pod osig OY. Niech bedg La-
kierni liniiami L/, L7: poniewaz katy wierzchotkiem
przeciwlegte, miedzy temi liniiami zawarte, sg rowne;
wiec powierzchnia ma dwie powiloki ciagnace sie w
strony sobie przeciwne. Co do dwoéch innych r6-
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wnan, iedno Mz" -j- \{'X — o oznacza iz przeciecie
gtowne wedtug ptasczyzny ZX daie parabole W stronie
odiemnych a:, drugie za§ M'y'— I".r=:0, iz prze-
ciecie gtowne wedtug ptasczyzny XY daie takze para-
bole w stronie dodatnych X.

Nareszcie, poniewazw réwnaniu Mz *-M'y*-\-Wa~o
moze a by¢ dodatny lub odiemng, H" zostajac doda-
tng iloscig; wiec hyperbole réwnoodlegte od ZY be-
dg miaty w pierwszym razie pierwszg czyli rzeczy-
wista 0§ CC/ rownoodlegta od OY, w drugim rzeczy-
wista 0§ AA' hyperbol PAP', p&p’ bedzie réwnoodle-
gta od OZ: odnogi PAP', p™'p zamienig sie na li-
niie prosie L/, L7'gdy przeciecie bedzie wedtug pta-
sczyzny ZY. Mozna wiec poprowadzi¢ liniie proste
na powierzchni parnboloidy hyperboliczney.

Nie mozna tak tatwo nada¢ postaé symetryczng
réwnaniom paraboloid iak ellipsoid i hyperboloid. R6-
wnania bowiem paraboloid, ktére nie maig ani $ro-
dka ani osi skoniczonych sa odnoszone tylko do osi
spo6trzednych prostokatnych poczynaiacych sie na po-
wierzchni , i dla tegoto obralismy w § iSg zacze-
cie osi spoirzednych na powierzchni chcac znalezé
réwnanie (y"). Z resztg w dziale nastepujacym mieé
bedziemy prostsze réwnania paraboloid.

269. Drugi przypadek 31'=0. M"= o. W tym

razie rownanie

Mz'-{-Mjr+M ~-fuz+iiy+H"~=o0
zamieni sie na

Mz'-fHV+H''teo (c)
bo H mo/.e znikng¢ iakesmy widzieli na pocza-
tku § poprzedzajagcego. Aby sie dowiedzie¢ iakie po-
wierzchnie to réwnanie oznacza, wezmiemy w niem z
osobna X, Yy, z za ilosci state i otrzymamy

Mz +liy+H"a =0
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M 3*-fu".r-fll'g = o

uy
réwnania przecie¢, powierzchni szukanvcli, wedtug pta-
sczyzn roéwnoodlegtych od ZY, ZX, YX, z ktorych
dwa pierwsze oznaczaia parabole, trzecie liniig pro-
sta, wiec rownanie (c) oznacza powierzchniag WALCA
PARABOLICZNEGO.

Roéwnania przecie¢ gtéwnych sg
MA+U'";— o, Mz!+11",i=o0. IIf-\-R"a:=0

dwa pierwsze, oznaczaig parabole, trzecie liniig pro-
stg. Styczna trvgonoaietxyczna tey linii prostey iest
zawsze = -?j—r, Wi.ec mozna uwaza¢ powierzchnig

ewalca parabolicznego za utworzong przez liniig prosta

obracaigcg sie okoto d\yéch parabol tak iz zawsze 8-

staie rownoodlegta od pierwiastkowego swego poto-

zenia pochylonego do osi OX pod katem ktorego sty-
li1

czna trygonometryczna -= -j-p"

Wzigwszy za o0$ spoéirzednych liniig réwnoodle-
gta od tey ktdéra tworzy powierzchnig walca, bedzie
mozna nadaé¢ prostszg posta¢ rdéwnaniu tey powierz-
chni. W tym zamiarze zmienimy osi OX, OY nie
zinieniaiac 0OZ, kata ani zaczecia , oznaczymy przez a
kat ktory ma czyni¢ nowa 0§ OX' z dawng OX a war-
tosci (5o. 5°)

x=x".dwsu.- y’WSta, y = x .wsta-\-yJdwsa
wstawiwszy w roéwnanie (c), otrzymamy

Mz 1-)-{Wdwsa_ 1

\-{\A.\vstoL-\-W!'dn'soi)x''=.0,
Aby to rownanie oczys$ci¢ ze zmienney X'; nazna-
czymy

WwslaA-Wdwsa— o

11
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Ten wypadek oznacza iz nowa o0$ OX' iest réwno-
odlegtg od linii tworzgcey: w tym razie roGwnanie wal-
ca parabolicznego iest

M z2-{-(H'"~iwa— li"wsiot)y=o0
czyli krocey

M za+jSy=o0.

270. W ogo6lnosci sposoéb dochodzenia postaci po-
wierzchni drugiego rzedu za pomocg danego réwna-
nia, polega na odkryciu linii krzywey iaka wypadnie,
przecigwszy przez ptasczyzne powierzchnig szukang.
Spos6b ten mozna iescze tak wytozy¢.

WidzieliSmy (8§ 80. str. 91) i/.,, chcac przeys¢ z u-
Hadu spotrzednycli X, y, z prostokatnych, tlo inne-
go spotrzednycli a', y\ z' takze prostokatnych , wy-
znaczenie potozenia trzech nowych osi .zawisto od
dwoch nastepujacych ilosci: i° kata O ktéry ptasczy-
zna X'Y' czyni z pt. XY, a° kata ™ ktéry o§ OX czy-
ni ze S$ladem pt. X'Y' zostawionym na ptasczyznie
XY i wzietym za nowg o0$ OX' : zaczecie nareszcie
zatrzymawszy to samo, znalezliSmy sp6trzedne dawne w
funkcyi tych ilosci i spétrzednycli nowych

x=x".duWjf+y".dwse6(rj/-A-Z wstQwszty

J— — .wstty+y.dwsftdwsty+z'. wsi Jdas>

Z = — y.wst™M+z.dws”.
To zalozywszy, weZmy na plasczyznie, przecinaigcey
powierzchnig i przechodzgcey przez zaczecie, 0si no-
we OX', OY' trzecig za$ OZ' do tych prostopadta,
liownanie piasczyzny przecinaigcey iiey $ladu na po-
wierzchni, bedzie

zZ'—o
a zatem trzy ostatne réwnania, zmieniwszy nadto za-
czecie ktorego spotrzedne nazwiemy a, b, c, przey-
dzic na

x=a+x"',dws\.dwstiwstty

y — b— X .wslty+y'.dwstydwsty

z—c—y.nsto
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Wstawiwszy te wartosci X, Y, Z w réwnanie

M« 1+ M> e+ M"**+ Hz+ H>-+W 'x=0
otrzymamy nastepujace linii drugiego rzedu, wedtug
iakiey mozna przecia¢ powierzchnig szukang, réwna-
nie
(M. wst’ 0-+-M'".dws*8dws’ -+-W.dws’' OH\n" 4')/1

+ — MDd™NdMWAXY

-+-[7aM"'Vz+11")dlj @3+ (5M ' Z"+H ")« G~-(aM c'+11jH 0]/

4-Mcl-f-M'E1+ 1+ \\c+\\b -}{"a=0
ktéore ma te samg posta¢ co réwnanie ogo6lne (88)
A/* -t-Rv'/-1-Cx'* + Dy'+Ex'-+ F=o0

liniy drugiego rzedu : mo/na wiec wyznaczy¢ po-
sta¢ linii krzvwcy wypadaigcey z przeciecia powierz-
chni ptasczyzng i posta¢ samey powierzchni. Mo-
zna tak/e wynalez¢ dla katéow O i i °d ktorych
zawisto poto/eni¢ plasczyzny przecmaigcey, wartosci
potrzebne do otrzymania takiey linii drugiego rzedu
iaka wypas¢ moze z przeciecia powierzchni. Aby na
przyktad ta liniig byt okrag kola; muszg spdéitczynni-
ki kwadratéow y'z, z'* by¢ réwne co do wartosci i co
do znakéw, rownania wiec

M.wst’ 0+ M'efwsatidws' {+I>V'dws *Owst*~-M'<w/ '~
— Wdws’'§=.0

dws”™dwshwst™— o
postuza w tym razie do wyznaczenia wartosci katéw
O i & Sprawdzi sie drugie wzigwszy dI\BQ:Z:o skad

wstO =i, i pierwsze zamieni sie na
M — — M'.¢/uj’ t]j=0
czyli M (i +slycz'if)— M'slycz*—]\I"=o0
IM"™ — M\
skad stycz™ — _ M-

A tak aby z przeciecia powierzchni wynikto koto, mu-
si kat O pochytosci ptasczyzny przecinaigcey do pfa-
sczyzny X.Y by¢ prosty a styczna kata ~ ktory czy-
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fw — H\
ni o6 0X' zosig O0X ma byé¢ = la zan

styczna bedzie rzeczywistg gdy ilos¢ —----- —, iest do-

datng. Nie moze wiec by¢ M"=M' poniewaz owa
ilos¢ bytaby odiemna: aze roéwnanie jVP'r™M' ozna-
cza powierzchnig obrotowg okoto osi OZ, wiec w ra-
zie obecnym r.ie mozna przecia¢ powierzchni obro-
towey wediug kota, chyba ze bedzie M— M '= M",
bo w ten czas wypadnie slyczty=o0, skad t|/=o0 albo
ij/r=200° , co znaczy iz tylko kule mozna przecigé
ptasczyzng wedtug iakieykolwiek pochytosci do XY a
zawsze 1z przeciecia wyniknie koto, albo, iz tylko w
tenczas otrzymamy koto =z przeciecia powierzchni o-
brotowey iakieykolwiek, gdy przeciecie bedzie réwno-
odlegtegie od pt. XY czyli prostopadte do osi obro-
tu OZ.

Przez podobne rozumowania, moznaby dowies¢ ze,
z przeciecia ostrokregu prostego, wypadng, wedtug
réznych pochytosci ptasczyzny przecinaigcey do pta-
sczyzny XY, ellipsa, hyperbola i parabola.

ROZDZIAL TRZECI

O ptasczyznie styczney z powierzchnig drugiego
rzedu.

27 [+ Poniewaz liniia styczna ieden tylko punkt ma
spolny z liniig krzywag drugiego rzedu; wypada z po-
znanych witasnosci powierzchni tegoz rzedu ze
przez punkt wziety na powierzchni tego rodzaiu ,
mozna prowadzi¢ nieograniczong liczbe liniy prostych
ktore ten tylko iedyuy punkt mie¢ beda spélny z
powierzchnig. Aze mozna ten punkt dotkniecia u-
waza¢ za punkt fizyczny, wiec owe liniie styczne
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prostopadtemi sg do iedney/.e linii prostey, a icli miey-
scem geometrycznem iest ptasczyzna, ktéra takze ie-
den tylko 6w punkt ma spé6lny czyli iest styczny z
powierzchnia.

Aby znalezé¢ réwnanie takowey ptasczyzny, ozna-
czymy przez X\ Y\ z' spoétrzedne punktu dotkniecia ,
i w tym razie réwnanie powierzchni 2SO0 rzedu

Az*-f-Ay*-t-A 2IH-Cz+Cj+0"~+L~"0o (1)
przeydzie na

Az”'+ \y-*+ AV*+Cz'+C'/+CV+L=0 (2
Poprowadzmy przez punkt dotkniecia liniig prostg
pod iakiemkolwiek nachyleniem: iey réwnania beda

Xx—Xx'=a(z—1z), y—-y— b[z— 27"

a w tych a, b oznaczajg styczne trygonometryczne
katéw ktore, rzuty linii prostey ua ptasczyzny XZ ,
YZ, czynig z osig OZ.

To zatozywszy, szukaymy réwnania ze spoéfrzedne-
mi X, Y, Z punktu ktéregokolwiek powierzchni i x\
Y, Z punktu dotkniecia a znaleziony rdéwnanie, wyra-
zaigc powinowactwo miedzy punktami powierzchni i
punktem dotkniecia, bedzie nalezatlo do ptasczyzny
styczney. W tym zamiarze wstawimy warto$¢ L wzie-
ta z rownania (2) w roéwnanie (1) i wypadnie ro-
wnanie

Afz*— 2" N+ AY /*— y*)-\-A"(XF— * o) +

+Ciz—s'j+C'(r_/)+C'Y*—*>=0 (3)
ktorego summe wyraz6w dodatnych naznaczywszy
= 0; otrzymamy réwnanie powierzchni 2SO rzedu ze
zmiennemi X, Y, z za pomocg ktérego mozna wyzna-
cza¢ punkta powierzchni nadaigc zmiennym X, Y war-
tosci state. Takze summe wyrazéw odiemnych na-
znaczywszy = O otrzymamy rownanie potrzebne do
wyznaczenia punktu dotkniecia. Ztgczenie wieo tych
réwnan w-iedno, to iest réwnanie (3) oznacza liniig
prostag ktora przez owe dwa punkta przechodzi i po-
wierzchnig przecina. A poniewaz spOtrzedne X, VY, z
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ay zmienne; X\ /, z state, wiec (3) iest rownaniem
wszystkich siecznych , czyli ich mieysca geometry-
cznego, ptasczyzny przecinaiycey powierzchnig. Aby
réwnanie (3) wyrajato te okoliczno$é iz wszystkie
sieczne lezy na iedney ptasczyziiie, nadamy mu po-
stac
Alz+2") (2= Z)-\-A(y+y) (Y — 7)o+ A’ (X+X") (X—= X')
+c(z—2)+C[r—y)+C\x- x')—o0
wstawimy w nie wartosci X—X, Yy — Yy wziete z ro-
wnan linii prostey, i podzielimy przez z— z! obie-
dwie iego strony: wypadnie
A(z+s')+ AN(/+/)+A'V/(a;+a:)+-
C+C />+C"¢Z=:0
réwnanie ptasczyzny przecinaiycey powierzchnig i u-
tworzoney przez obroét linii prostey okoto punktu sta-
tego. Niech dopiero ptasezyzna, obracaiyc sie oko-
to punktu dotkniecia wychodzi z giebi powierzchni.
W tym razie spoOtrzedne X,Yy, z bedy sie zblizaly do
Spétrzednych x\ y , z\ agdy im stany sie wzglednie
réowne; plasezyzna styczny a tey rownanie bedzie
aAz'4-aMby + aA"ax'-+C+ CV;-f-C"a—6
czyli, wyrugowawszy ilosci a, b, za pomocy réwnan
linii prostey,
(aA,s'+C)(z— z)A-{ikf+C)(y—/)-}-
4-(aA"xX'+C'y")(x—x")~0
czyli nareszcie, rozwingwszy i uzywszy rownania (aj,
(aAz'-+-C)z+ (@A'Y'H-C)y+ (aA"x'+C")X -t-
ACZ\-Cy -4-CX -tal>=0 7))
ta iest nnyogdlnieysza posta¢ roéwnania pt sczyzny
styczney z powierzchnie aS° rzedu.

Gdy powierzchnia ma $rodek a ten wezmiemy za
zaczecie osi sp6trzednych; bedzie C=o0, C==o0, C''=0
a zatem rdéwnanie ptasczyzny styczney z taky powierz-
chniy iest

Azz'-j-Ay/+A"~'-j-L=0 (5).

*9
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27a. Aby utworzy¢ réwnanie linii normalney Ja
powierzchni, zwazymy naprzéd i/. ta liniig ma prze-
chodzi¢ przez punkt dotkniecia ptasczyzny styezney ,
a zatem rownania normalney sa w ogdlnosci
X—x'=a\z—z'\ y—y'=I>"(z— z")
powtére iz ma by¢ prostopadta do teyze ptasczyzny
daney przez rownanie (4), a zatem sprawdzi¢ sie mu-
sza warunki prostopadtosci (74, i°)
a\"x'-hC"—a'(2Az'+C'), aAy+C'~r'(aAz'+C):
z ktérych wypada
aA".r'+c" f_ aA>'+C’
a aAz'+C '~ 2Az'+C
Wstawiwszy wartosci d i b’ \sréwnania normalney ;

te zamienia sie na
aﬂ\f& t+' I:FP f

= -3aTTc's - z>
. "AY + C ”
r-t = TaTTec
i°. Gdy powierzchnia roa $rodek, rownania normal-
ney sa

a"x' ’ ay

X~=X>~ ~(z—s")
2° Gdy nadto powierzchnia iest obrotowg okoto osi
OY; iest A"=-A, a zatem rownania normalney sg

xh AV
X—X — —(z—2z), y—y'=s~, (z—12").

Z tych pierwsze, dla tego ze ie mozna obroci¢ na
N
* = 7 * !
oznacza iz rzut normalney na plasczyzne XZ prze-
chodzi przez zaczecie , sama za$ normalna przez
0o$ obrotu OY, atak normalne do powierzchni obro-»
towey, przedtuzywszy ie, przetng o$ obrotu.



z powierzchniag drugiego rzedu. 307

3° W rownaniu powierzchni kuli iest A=A'=:A", a
zatem rownania normalney do kuli sg

X— x'= ’B’{z—zf),r—'/— 7~2> (z— 2"

czyli
, X' /
Xxz'=x'z,yz'=/z,skad x = = 1z, ~ =X z
y a = y 2
nareszcie wyrugowawszy z , Yy — %/[b' Trzy osta-

tne wyrazenia oznaczaig iz rzuty normalney na pia-
sczyzny spoétrzedne XZ, YZ, YX, a zatem i normal-
na, przechodza przez zaczecie wziete w $rodku kuli.

273, Aby dowie$¢ ze powierzchnia hyperbeloidy o
iedney powtoce dotknietg iest przez ptasczyzne sty-
czng wedtug dwoch liniy prostych; z czterech nastepu-
igcych rownan

i° Az*x — A'j* — A"'X* +L=o0
a° Azz'— kKyy— A"xx'+L—o0
30 Az — A/* — A'X'™* -j-L=0
4° y—y=a[x—x")
(z ktérych ostatne wyraza rzut na ptasczyzne XY li-
nii prostey taczacey punkta spolne powierzchni hy-
perboloidy i ptasczyzny styczney, iesli ich wiecey nad
ieden maig) wyruguiemy x, Y , Z w zamiarze otrzy-
mania réwnania ze spO6irzednemi ,Y', 2" punktu
dotkniecia. Za pomocg tak otrzymanego réwnania
bedziemy mogli odkryé wiasnosci punktéow dotknie-
cia. Rozmnozywszy wyrazy réwnania (2) przez— 2
i dodawszy ie do summy odpowiadajacych wyrazéw
1g° i 3s°; wypadnie
A(z— z2)1— A'(r—yY — A"(Xx—xD*=0 (A).
Odigwszy stronami réwnanie (3) od (2), wypadnie
Az {z-z')— Aly<y—y)—K'x\x — af)— o,
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Kr aycr—/)+ a"x\x-x")Y
skad A(z-z)-:[y )TZ?XX )1

wstawiwszy te warto$¢ A(s— z')z w réwnanie (A), o-
trzyraamy

[AYy (y— y)+ Al'x\x— #)]*

— AA'Z" [y— y')x— AA"Z* (X— X")*=o0:
wstawiwszy nakoniec w to réwnanie warto$¢y — Yy
wzietag z rownania (4), otrzymamy z samemi X\ y\ z
réwnanie

(A'ay + AV ) *— AA'a2z'2— AA"z'2= 0
ktore, utozywszy wzgledem o, przeydzie na
A'(A'/2— Az'Haz2+ aA'A"y'x’a+ A"(AI'KX’2— Mzl) =0
czyli, na mocy réwnania (31, na

A'(L— A"«'")a* + aA'A'yVa-f.A"(L— A'y *)=0
i da
-AAY X': i/[AATL(Ayl+ AV 2— L]
a -~ A\L— AV 2
czyli, na mocy réwnania (3),
— A'A”y'x"+ \/(AA'A"L2'2)
~ A\L— A"X"")
Ta podwoyna warto$¢ a iest rzeczywista bo iloczyn
AA'A' tak iak iL sg dodatne: a zatem réwnanie
(4) stuzy dwom liniiom prostym rzeczywistym po kto-
rych prowadzona plasczyzna dotyka sie powierzchni
hyperboloidy o iedney powtoce.

274- Aby poprowadzi¢ ptasczyzne styczng z po-
wierzchnig drugiego rzedu przez punkt za powierz-
chnig dany ktérego spétrzedne oznaczymy przez X",
yN z", musielibySmy rozwigza¢ , oznaczywszy przez
X', Yy, z'spbétrzedne punktu dotkniecia, dwa ro-t
wnania
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4i'+Cc)/+(aV/+C>"+(aAV+C>"-t-

—+4-Gz +Ly-\-C x -(-alj*"o,

Az'*-tmhly | ((Ax 2~HZx -t-Cy~|-C y-j-L™oi
aze te nie 3§ dostateczne do wyznaczenia trzech
niewiadomych X', y', Z\ wiec przez punkt dany za
powierzchnig mozna prowadzi¢ nieograniczonag liczbe
ptasczyzn stycznych z powierzchnig drugiego rzedu,
W tym razie , mieyscem geoinetrycznem wszystkich
punktow dotkniecia bedzie liniia 26° rzedu. Wy-
rugowawszy bowiem Xf lub y z réwnan fi) i (2)
otrzymalibyS§my w pierwszym razie rdéwnanie rzutu
tey linii krzywey na ptasczyzne ZY, wdrugim na
ptasczyzne XZ te za$ wypadkowe rdéwnania bytyby
20° stopnia. Liniia krzywa dotknie¢ iest ta sama
wedtug ktérey dotykataby sie powierzchnia powtoki
ostrokregu utworzonego przez liniig prosta opiera-
igcg sie na punkcie danym zewnetrznym i przebie-
gaigcg punkta dotkniecia.

Mo/.na wyznaczy¢ potozenie ptasczyzny styczney, gdy
bedzie dany drugi punkt przez ktéry ma przechodzi¢.
Oznaczywszy bowiem przez X", y", z" sp6trzedne
tego punktu, mamy réwnanie

(2Az'+C)z"'+ 2k'y+ C)y"+ (2AV + C")x"-b

+ Cz+Cy+GV+2L==0
ktére i dwa poprzedzajagce postuza do wyznacze-
nia niewiadomych x\ vy, z.

Mozna otrzyma¢ podobne wypadki, zatozywszy iz
ptasczyzna styczna ma przechodzi¢ przez liniia prostag
dang przez réwnania

X—x"=a(z—z"),y—y"=bCz— 7"
w ktérych a i b sg wiadome. Poniewaz X", y", z
maig sprawdzi¢ rdwnanie plasczyzny styczney (4) ,
wiec warunkiem pod iakim liniia dana znayduie sig
na ptasczyznie styczney iest réwnanie (yb)
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Az + \'b/-+A"nx'=0
ktore i dwa powyzsze sg dostateczne do wy-
znaczenia niewiadomych X', y’, z , aze réwnanie
(4) iest ago stopnia, wiec dla X\ y, z' wypadng po-
dwojne wartosci, czyli przez dang liniig prostg mo-
zna poprowadzi¢ dwie ptasczyzny styczne z powierz-
chnig a8° rzedu.



DZIAt DRUGI

O TWORZENIU ROWNO WYRAZAIACYCH NAZNACZONA.

WEASNOSC POWIERZCHNI DROGIEGO RZEDU.

'«a»Wa » ----—---- —

275, mE*by rzecz, ktdrag przedsiebierzemy, zaczg¢ od
nayprostszego iuz skadingd wiadomego zadaniai nadac
iednostayno$¢ wyktadowi obecney materyi ktora iest
odwrotng wzgledem materyi dzialu poprzedzaigcego;
utworzymy naprzéod wediug naznaezoney wiasnosci,
réwnanie powierzchni pierwszego rzedu czyli pia-
sczyzny.

Niecb bedg BD i CD (fig. 188) dwie liniie w prze-
strzeni, przechodzgce przez punkt D obrany na osi
OZ. Przez punkt M wziety na ptasczyznie zakon-
czoney temi dwiema liniiamii , poprowadzmy in.ig
ptasczyzne ABC rdéwnoodlegltag od XY : iey $lad BC
bedzie réwnoodleglty od XY. Mozna wiec uwazat
ptasczyzne CDB za utworzong przez liniig prostg od-
prawiaigca bieg po liniiach DB, DC tak, iz w kaz-
dem swoiem potozeniu iest rownoodlegta od XY , a
zatem réwnanie linii tworzgcey BC za rdwnanie
ptasczyzny.

Aby znalez¢ réwnanie linii BC naznaczmy spot-
rzedne punktu M, AP=.r, PM=~* AO=s. Nazna-
czmy daley AB=.r', AC= f': réwnania $ladéw DB ,
DC, bedg wedtug tego naznaczenia
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z=ax'-\-c, z— by'A-c (r)
w ktérych ¢ oznacza rzedng OD, Rownanie linii
BC przechodzacey przez punkt B, ktérego spotrze-
dne y=0, xz=zx', iest

y=a{x—x)
a, inko przechodzacey przez punkt C, ktorego spoi-
rzedne ¥/ =Yy'j X— O iest

y— y—a'X, skad am r-;(y
gdy te warto$¢ a' wstawimy w réwnanie poprzedzaja-
ce, otrzymamy

r= X+r
w to za$ wstawiwszy wartosci X\ y' wziete z réwnan

(i), otrzymamy réwnanie ptasczyzny
z— by-\-ax-\-c

I. POWIERZCHPfin WALCOWE.

276. Wystawmy sobie w przestrzeni dwie liniie
zB i z'C, (fig. 189) ktoreby przecinaly o§ OZ w
punktach z iz, i prowadzmy pi'zez nie ptasczyzny

ABC réwnoodlegte od XY. Liniia CB tgczaca dwa
punkta C i B w ktérych ptasczyzna ACB przecina
dwie liniie zB i z'C, bedzie rownoodlegtg od pt. XY.
Wedtug tego zatozenia niech liniia GB odprawia bieg
po liniiach zB i z'C, na ktérych sie opiera, tak iz
w kazdem potozeniu iest réwnoodlegta od ptasczy-
zny XY: wtym biegu zakres$li w przestrzeni pewna
powierzchnia krzywa.

Powierzchnie krzywe utworzone przez liniig pro-
sta, ruchomg wedtug pewnego prawidta, iak na przy-
ktad w obecnym razie, nazywaig sie powierzchniami
wichrowalemi (surfaces gaudies). Zmieniaigc gatu-
nek i potozenie liniy zB, z'G byleby te zawsze prze-
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cinafy 0§ OZ w dwdch punktach , zmienia¢ sie be-
da i powierzchnie wichrowate, utworzone przez liniig
prosty odprawiajacg bieg po liniiach zB i z'C pro-
stych lub krzywych na ktorych opiera sie tak ii
w swym biegu iest zawsze roéwnoodlegtg od ptasezy-
zny "XY.

Zatozywszy iz liniie zB i z C sg proste, przedsie-
wezmy doy$¢ co za powierzchnia utworzona iest tym
sposobem przez liniig prostg CB. W tym zamiarze
oznaczmy przez X\ odcieta punktu B, przezy rze-
dna punktu C: réwnanie linii

.SB iest z— ax'+c
z'C * z=i>y+¢c'

cB — ("273)

X, Y, Z oznaczaig tu spdlrzedne jakiegokolwiek pun-
ktu M powierzchni. Wstawiwszy w ostatne réwnanie
wartosci Y\ X wziete z dwoch poprzedzajgcych; o-
trzymamy réwnanie powierzchni
Z1— byz— axz— (e\-¢)z+ bcy+aéx+cc'=o (A)
ktére oznacza iz powierzchnia szukana iest drugiego
rzedu. Porownawszy to réwnanie z ogdinem

Az*+ A'y*+ M'x'+ Blyz+ B'xz-+~B"xj -{-

+Cz-hG'f~+-G"x+F==0
postrzezemy ze A=i, A'=o, A'—0,B=—Db,B'=—a
B"=o, C=—(c+c'), C'=bc, C"=ac\ F—cc.
PrzenieSmy zaczecie spoOtrzednycli w srodek powierz-
chni ktorego spotrzedne oznaczymy przez a, g, 7: i
w réwnanie ~A) wstawmy X'-t-a, z2’+ 7 za xt
Yy, z: wedlug (237) otrzymamy na wyznaczenie nie-
wiadomych a, g, 7, trzy rownania

27—mS—aa— c—c— o0, — by-fbc=o,

— a~i+ac'=o :
aze z dwéch ostatnych wypada 7=0, -4—cr; wnie-
siemy iz trzy otrzymane roéwnania sa niedorzeczne,

4o
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czyli ze powierzchnia szukana nie ma S$rodka. A tak
me zmieniwszy zaczecia, zmienimy tylko Kkierunek osi
spo6trzednych, zatrzyinuiac zawsze uklul prostokatny,
i znikng w réwnaniu (A) iloczyny spotrzednych. W
tym razie réwnania (§ 25q. str. 282)

a(A— AN+ B(«l—i

20'A— A")/«+B'(/«*— i1)+B/««— B"/i=0
zamienig sie na

m — bili*— i)— amn— o

2 m— a[jn*— i)— bum— o
z ktorych trzeba wyprowadzi¢ wartosci niewiadomych,
7fl, 4 w funkcyi ilosci wiadomych a, b. W tvin za-
miarze wyruguiemy m z tych réwnan rozmnozy-
wszy wyrazy drugiego przez on* , a w rozmnozone

wstawiwszy warto$¢ amn wziety z pierwszego, i wy-
padnie
(a*+b*)n*— ibn— b't=a
skad n=ix"+ < "'"+i>)
a*+b’
atai/(i+a*+bi)
m m a*+b*
Wstawiwszy te wartosci N i m w wyrazenia (str. 282)
dwsX m
WS = G bt )
n
dwsY =2

/(i -\-m* + n *)
i

V/(i+m* +n*)1
znaydziemy wartosci szes$ciu niewiadomych dwsX ,
dwsY, dwsz, dwsX', dwsY', dwsZ' a tein samem
katy ktére uczynig osi OX', OY', zdawnemi OX, QY,
OZr Wzigwszy wiec wedtug tych wypadkéw nowe
osi OX', OY' na ptasczyznie XY, oS nowa OZ zey-
dzie sie z dawng OZ. A tak bedzie mozna oczysci¢

dwszZ =
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rownanie (A) z wyrazéw zawieraigcych zy, Xz , to
za$ — zwazai|C ze w og6lnem réwnania (m) (§ 208 str.
378) iest dwsZ"=\, dwsX"=0, dwsY"— 0, dla te-
go ze 0$ OZ' schodzi sie z osig OZ, i uzywszy ro-
wnan stronicy 277, —.zamieni si¢ na
{dws*Z —b.dwsYdwsZ— a.dwsXdwsZ)x'7+
-\-(dws’' z'— b.dwsY'dwsZ'— adwsX'dwsZ')/* + z* +
4- (ac'.dwsX.+bc.dwsY— (c+¢)dwsZ)x'-\-
-+ (a¢.dws\'-\-bc.dwY'-(c-\-c")dZ")y ~(c-\-€)z +c¢=o0
Przypusciwszy iz ptasczyzna XY przechodzi przez
punkt z' réwnoodlegte od swego pierwszego potoze-
nia bedzie ¢' czyli Oz'=o0, iest za$ nadto dwsZl— o,
dwsZ mmm dla tego ze o OZ' schodzi sie z osig OZ;
wiec ostatne réwnanie przeydzie na
z'x+bc.dwsY.y'+ bc.dwsY.x'— cz'=o

i teraz C oznacza zz'. Mamy wiec ten sam przy-
padek ktérySiny rozebrali w § 269, gdzie byto M'=o,
M" =0 : i otrzymane rdwnanie, wzigwszy zaczecie

na powierzchni, bedzie mozna zamieni¢ na
z'+ I'r+U"x=0
ktore nalezy do waitc* parabolicznego , takg wiec
powierzchnig oznacza réwnanie (A): to iest, liniig pro-
sta BC odprawiaigca bieg po liniiach prostych z'G,
,zB danych w przestrzeni i wswym biegu zawsze ré-
wnoodlegta od ptas: XY, zakre$la powierzchnig walca
parabolicznego. Przeciecia tego walca wediug pta-
. sczyzn rownoodlegtych od ZY Ilub od ZX zosta-
wiaig naiego powierzchni parabole, przecigcia za$ we-
dtug ptasczyzn roéwnoodlegtych od XY zostawiajg ,
na teyie powierzchni, liniie proste.

277. Po liniitach krzywych BE, CF (fig. 190) po-
tozonych w przestrzeni, niech liniig prosta BG odpra-
wia bieg taki. iz zawsze zostaie rownoodlegtg od XY: w
tym biegu zakre$li BC pewng powierzchnig. Aby
znalez¢ roéwnanie tak utworzoney powierzchni, ozna-
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czmy réwnanie rzutu linii krzywey BE na ZX
przez

Z=fx" (ij,
rzutu FG na ZY przez

z==7
réwnanie linii tworzacey CC, iest (aja)

c\li , [ = - (3)

Wstawiwszy w rownanie (3) wartos¢y i X wzietg z
dwéch poprzedzajacych (i)i (@), otrzymamy szukane
rownanie powierzchni. W tym zamiarze przywiedzie-
my naprzéd réwnanie (2) na mocy réwnania (3) do
postaci

aw to gdy wstawimy warto$¢ & wzietg z pierwsze-
go: otrzymamy rdwnanie powierzchni w postaci

278. Gdy liniie krzywe BE, CF sg parabolami, ich
réwnania beda
z'=px\ zx==qr"
z tych wzigwszy warto$¢ dla X' i / i wstawiwszy w
réwnanie

otrzymamy
z*=qy+pXx
rownanie powierzchni walca parabolicznego (276).
279. Niech liniia prosta DN (fig. 191) opiera-
jaca sie stale na ellipsie CNB i na osi OZ, odpra-
wia bieg, zostnigc zawsze rownoodlegtg od ptasczy-
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zny XY. Powierzchnia tym sposobem zakreslona
przez liniig ruchoma 1)N, nazywa sie powierzchnig
konoidy zakonczonej- sklepieniem wichrowatem (sur-
face du conoide de la voute d’arrete en tour ronde)

Aby znalezé rownanie tey powierzchni nazwiymy
A potowe AC wielkiey osi, ellipsy BNC, réwnood-
legley od OY, B polowe AB matey osi réwnoodle-
gtey od OZ, y' odcieta Ap punktu N w ktérym
linilg tworzaca DN schodzi sie z obwodem ellipsy:
weditug tego naznaczenia réwnanie ellipsy DNC iest

Poniewaz wszystkie przeciecia powierzchni réownood-
legte od ellipsy GNB sg elliptyczne; otrzymiAny ich
og6lne czyli powierzchni réwnanie, wyrugowawszy Y
z ostatnego. Mamy za$ réwnanie , rzutu Op linig
DN

y~=a.Z
czyli, wzigwszy *"r=0A=« skad y=Ap=y\
y'=za.a
) IO/
tak iz a— Y 1 X = y_o; nareszcie
a a
N X

wiec, wstawiwszy te warto$¢ y' wrownanie ellipsy,
otrzymamy

ary % 5*
A'x~ + B* 1
réwnanie powierzchni konoidy wichrowatey.
A tak wszelkie przeciecia konoidy réwnoodlegte od

zato/.oney ellipsy BC sg ellipsami, ktérych poloniami
AX

Sl o----- i B: a poniewaz zmienna & wchodzi w war-
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tos¢ wielkiey osi, wiec miedzy warto$ciami X znay-
duie sie taka, ze
AX

a
iwtym razie przeciecie konoidy iest koltem. Tako-
wag warto$¢ X znaydziemy przez proporcyig z osta-
tnego roéwnania wyprowadzony

A:B=rt :X
rownanie za$ kota iest

/*+z*=B\
Uwazaymy iz powierzchnia konoidy wichrowatey iest
czwartego rzedu, ho iey roéwnanie iest czwartego
stopnia.

280. W ogolnos$ci, odkryiemy réwnanie powierz-
chni wichrowatey, utworzoney przez liniig prostg
GB, odprawiaiacq bieg po dwéch krzywych EB i FG
(fig. 190) tak Ze zawsze iest rownoodlegtg 0J pewney
ptasczyzny daney, nastepuigcym sposobem.

Oznaczywszy przez x\ ¢/, z' spolrzedne punktu B,
przez X', z" punktu C; beda réwnania linii

EB, z'=fx\ /= fzx""
FC; z"=%x\ r"— V\x"

Z— r"
tworzgceyCB; z—z', z=2z2",y—/==m__ ' (X—X'):
(3) * * :

z tych siedmiu réwnan wyrugowawszy sze$¢ ilosci
Y, z\ x'\y”, 2"\ wypadkowe bedzie szukanein réwna-
niem powierzchni. Réwnania (3) przeyda naprzéd na
/> "—F,x"
z~fx\ z=Yx",y—fxf— — -r— (Xx—Xx'j
e o

po czem , z tych trzech pozostanie wyrugowac¢ X i
X"\ aze z pierwszego wywiedlibySmy warto$¢ w po-
staci x'=(?z, z drugiego x"="1z; wiec , wstawiwszy
ie wrownanie trzecie, otrzymamy szukane powierzchni
réwnanie w postaci
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y— <p'-z=<p,z(.t— <pz).
Niechby na przykiad limie Eli, FC byty liniiami pro-
stemi, ich réwnania beda
y'-=-ax -\-b, z!-=zéx -\-d\ iy"=a%"-]-£, z" =yx ' §
z ktérych i zréwnan (3) wyrugowawszy .,z
x", y\ 2", otrzymamy roéwnanie powierzchni.
Drugie i czwarte z réwnan liniy prostych zamie-
nie sie naprzéd na
z=cx'+d, z—yx"+%
a ostatne z rownan (3) na
ax'— ax"+ b— 6.

y—(ax+ b)= -———--t— t—-- iXx—x):
X «
pozostaie -wyrugowaé X' i X"z tych trzech réwnan : aze
. J— VAN

pierwsze dwa &aie X'— Z d » # '::Z— —————— wiec osta-
tne przeydzie na

—d)

c

ay(z— d)— a.c(z— &)+-|r(E— Q)'
R . i *0
jfz— d)— c[z— <) \ 7/ ¢

to réwnanie iest drugiego stopnia a zatem oznacza

powierzchnie drugiego rzedu, to iest walca parabo-
licznego (276)

281. Takim&e sposobem znalezlibySmy rdéwnanie
powierzchni utworzoney przez liniie proste DC (fig.
192) biegaiece po trzech krzywych DD’ BB', CC'
tak iz w kazdem potozeniu iest rownoodlegty od da-
ney ptasczyzny.

Niech bede X, y\ z' 9pdtrzedne punktu D

X" YN € B
", 20"\ C

7"— fx', z'=fx"' réwnania krzywey DD'
r=<px", z"— <p, X" e BB’
=AM 2 A cc'
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réwnania nareszcie linii tworz,sjcey CD przecbodzijcey
przez trzy punkta C, B, D, sg

) y _y" f z— 7z
j—r = Ty 2~z = = - (x—x)
f'"—r = 2" —z= XzfM™X"—X)

Wyrugowawszy X.y\ z\ x", y", z"; x"',y", z" 2z
tych dziesieciu réwnan; réwnanie wypadkowe bedzie
szukanem rownaniem powierzchni.
Gdyby na przyktad trzy liniie DD', BB', CC' byty
proste, ich réwnania bytyby,
pierwszey, y'=ax'+a, z'— bx'+b’
drugiey y'—cx"+c\ z"~dx"+d’
trzeeiey jy"'=ex"'+ e, 2"~gx"+g
z ktérych i z czterech poprzedzajagcych wyrugowa-
wszy dziewie¢ wymienionych ilosci, otrzymaliby$Smy
szukane rownanie powierzchni z trzema zuiienueini
/, =

282. Utwér powierzchni walcowych; zwilascza zam-
knietych , mozna iestze wytozy¢ nastepujagcym spo-
sobem.

Niech liniia prosta MM' (fig. 193) obraca sie¢ o*
koto krzywey BM'C ; na ktdrey sie opiera, tak aby
zawsze byta rownoodlegty od linii prostey daney OA:
mamy znalez¢ réwnanie powierzchni walcowey tym
sposobem utworzoney. Niech bedij

XxX=az, y—bz
rownania linri prostey OA; X,Y, Z spoirzedne pun-
ktu M na powierzchni walcowey, X, y',z' punktu M1
wzietego na linii krzywey CM'B, ktérey réwnania ozna-
czymy przez

fov, y, z)=o0, F(X', v, Z)=o0:
réwnania nareszcie linii MM', sg

X—>— ci(z—2"), y—y'— b[z~-2").
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Wyrugowawszy X',y , z' z czterech ostatnych ré-
wnan otrzymamy réwnanie powierzchni ze zmienneint
X, Y, Z.
Aby skaza¢ dziatanie wyrugowania , przywiedzie-

my dwa ostatne réwnania, do postaci

x'=az -Ax—az, y'=bz +y—Dbz
dwa za$ poprzedzaiyce , naznaczywszy X — az — P,
y— bz'=Q, do nastepniycey
tfaz'-\-P, bz'+Q, z")=0, F(az'+P, bz'-hQ, z')=o0.
Widzimy dopiero ze gdy z tych dwoch réwnan wy-
ruguiemy z'; wypadkowe zawieraé, bedzie tylko P,
Q z-ilosciami zmiennemi ar, y, z , wiec Q iest pewn$
funkcyi.-j P, czyli

Q=?p
czyli y — bz— yix— az).
taka iest posta¢ rownania powierzchni zafozoney.

a83. Niechby na przykiad trzeba byto znalezé ré-
wnanie powierzchni sklepienia walcowego elhptyczne-
go utworzoney przez linii.'’} MM' obiegaiyey obwdd
ellipsy BM'A (fig. iq4) tak iz zawsze zostaie réwno-
odlegty od OU.

Dla utatwienia rozwigzania, zatlozymy iz 0$ pozio-
ma OX przechodzi przez Srodek C ellipsy, tey za$
ptasczyzne wezmiemy za pionowy i do osi OX pro-
stopadty. Oznaczymy daley przezuj, z spéhze-
dne punktu M powierzchni, przez X\ y’, z! spdirze-
dne punktu M' ellipsy, naznaczymy OC==A, CA=:B,
CIE=C, i mie¢ bedziemy rownania, ellipsy \%

X—a 21 i
«+“ A" B* + C* -~
linii twoérz,jcey MM’
z— 2'— b\x—x"), y— y'=(t(x—x)i
z tych czterech rdéwnan wyrugowawszy x\ y't a'; u-

trzymamy réwnanie powierzclini walcowey ellipty-
czney. )
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\y—a(x — AJ]* [z— b{x—A) T*

B * + c * ~ 1
Il. POWIERZCHNIE OSTROKREGOWE.

284. Powierzchnia ostrokregowa nioze by¢ utwo-
rzong przez liniig prosta MM' (fig. 1g5) opieraigcg
sie na punkcie statym D i przebiegajagcg obwod li-
nii krzywey AM'B.

Aby znalezé réwnanie tey powierzchni oznaczmy
przez X, Y, Z spoéirzedne jakiegokolwiek punktu M
wzietego na powierzchni, przez x\ y\ z' punktu M’
linii krzywey AM'B przez a, b, ¢ spdtrzedne punktu
statego 1). Wedtlug tego naznaczenia rownania linii
M'D sa (62)

X —a y—b
X-a= Ar___c(z c), ¥ b X (z— o).

Naznaczmy daley réwnania kierownicy AM'B

f(x', r, z)=o0, FX,y, z")=o:
z tych czterech réwnan wyrugowawszy X, y, z' otrzy-
mamy réwnanie powierzchni krzywey. Aby to wy-
rugowanie wykona¢; wywiedziemy z réwnan przedo-
statnych wartosci

(s'— ¢) y'=b+(z'—cj~"c,
te wstawimy w réwnania kierownicy, a oznaczywszy
X— a y— b . .
— -— przez P, =-——- przez Q, otrzymamy rdéwnania

f [a~\-(Z— <?)P, hA-(z2'— ¢)Q, z']—o.
F[rt-(-(z— cjP, b-\-(z—¢)Q, z"\—o.
Z tych nakoniec wyrugowawszy z\ wypadnie z-ilo-
Sciaini P, Q rdéwnanie powierzchni ostrokregowey w
postaci

Q=7P
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czyli
Y—b X— av
z— ¢ ~M\z—Cj

a85. Miedzy powierzchniami ostrokregowemi u-
miescimy mstepuigca:

Wystawmy sobie koto, ruchome w ten sposdb, ze
iego Srodek M' (fig. 196) przebiega liniig krzywa
M'A' a okrag posuwa sie po inney linii krzywey M"A"
tak , iz to koto w kazdem potozeniu zmienia swoy
promien, iego za$ ptasczyzna iest zawsze rownoodle-
gtg od daney. Powierzchnia tym sposobem utworzo-
na przez koto ruchome zmieniaigce swéy promien ,
bedzie miata podobienstwo do powierzchni zgietey
ostrokregu: mamy utworzy¢ rownanie takiey powie-
rzchni.

Naznaczmy rownanie ptasczyzny kota

z-f-A~+B/—C
Z' spbétrzedne punktu M' linii krzywey M'A.

V5 2T M" . . . . M"A"
XTI X, Z e M okregu

nareszcie, wyrazenie analityczne rownania MM'=M"M"
iest

X=X+ (y—yy+ (z—2y==

.+ r/ -y jr+(*"-2")*  co.

Poniewaz ptasczyzna kola przechodzi przez punkt M#
wiec

z'+ Acc'+ B/'=C
odiawszy-stronami to réwnanie od naypierwszego, wy-
padnie

z— 2'+A(Xx—x")+B(/—y)== (a)
rownanie oznaczaigce iZ ptasczyzna kota przechodzi
przez punkt M'. Takze rdéwnanie

Z'—z'+ Aix"—Xx)+ B(r'—r)=0 (3) .
wyraza iz ptasczyzna kola przechodzi przez M". Niech
nareszcie bedag réwnania
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Jx'=fz, / —f,z" linii A'M’
W (x"=Fz",/=FIZ" . A'M"
z tych siedmiu réwnan wyrugowawszy X',y , z';
y'\ z"\ wypadkowe ze zmiennemi X, Yy, z bedzie szu-
kanem réwnaniem powierzchni.

I11. POwiEUZCHME OBROTOWE.

a86. Gdy liniig A'M' (fig. 196) iest prostg i pro-
stopadli} do ptasczyzny kota M"M, powierzchnia u-
tworzona przez obrot plasczyzny zakohczoney liniig
krzywa A'M" okoto linii prostey A'M' iako osi, be-
dzie z rodzaiu tych ktére nazywajg obrotowemi (de
revolution).

Aby znalez¢ réwnanie og6lne powierzchni obroto-
wey trzeba wyrugowaé¢ 6 ilosci x'ty, z'; x",y”, z z
siedmiu nastepujgcych réwnanh

1 x=Az'+a, y'=Rz'-\-b, linii A'M"
i a°, —#)*-jr(r— /) +(z—2")' =

(X'—x)* " \A{"—2z)*

3°, (z—z2'+A(x—x )-+B(y—y';—o0

4°, 72"— 7'+ A(X"— r™-4-BN-"— y ) =0

5°, x"—Vz\ y"=Fiz"
z ktorych pieé ostatne byly znalezione w poprzedza,
igcym paragrafie.

Nadamy naprzéd rdéwnaniu (2) na mocy réwnan
(1) posta¢

(X— AzZ'— r—Bz—by+[z—2")%
={x'=xy+(y'-/y+{z'-2)*
czyli
M—rt)+(jr—by+2z%iz'(hx+By-\-z)+
-f-a(Art-)-BM)jz'-t-(A* B*-f-1)5'*=
—tkn__ /)*+(*"_*-)‘+
powtdre réwnaniu (3) postaé
2-|-A#-)-Bj=2'+ A#'+B/
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a oznaczywszy (X — — b)' f. z* przez 1,
z-\-A.r-+-B/ przez Q; sieflin rownan z ktérych trzeba
wyrugowaé sze$¢ wymienionych ilosci, sa

=(x"=xy+ (y=/)*+(z"=2z)’
x'=kz'-\-a, y'=Bz+b
Q=z'+Aa;'-t-B/
2"—z + —x)*+Bly'—y)—"°
x"=%z\ f=\\z".
Rozwingwszy dopiero 6 ostatnych réwnan wzgle-
dem x, y\ Z- x", y\ z", te ilosci bedg wyrazone
w funkcyi Q : wiec wstawiwszy ie w rdwnanie pier-

wsze to zawiera¢ bedzie tylko P i Q i przybierze
postac tak;j
P=2?Q:

przywréciwszy wiec warlosci P i Q, réwnanie 0gol-
ne powierzchni obrotowych iest

(«— m«)*+(/— b y+z r="{kx-irBy+Z)

Gdy A'M' bedzie osig OZ; réwnania tey osi o-

brotu bedg a' =0, y'=z 0, azatem a = o, b= o,
Z—z=1272", rownania za$ z ktérych mamy wyrugo-
wac¢ spomnione ilosci, sa

X* +y % x"*-\-y"', z—z', z—2z"

z"=%x", f =Xx".
Wyrugowawszy naprzéd z, z'\ x'\ y", wypadnie

X*A-r'==xrl-f-(F,x")*, z— Fx"
z tych za$ wyrugowawszy X", otrzymamy réwnanie
powierzchni obrotowey w postaci

Z=<f(x'+J")

287. Gdy liniig A'M' (fig. 19G) iest prosta i pro-
stopadtg do ptasczyzny ktorey réw: z -t-A.r+Bw=C:
gdy takze hniia A"Al" iest prosta a iey réwnania s;i

X'=M zr-ya\ yz=Wz'-\-b’;
znaydziemy roéwnanie powierzchni utworzoney przez
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tg ostatni} liniig, wyrugowawszy x\'y, z; x\y", z”
z siedmiu nastepuigcych réwnan
{X—x'Y + (y—/)"-x(z—z2")'={x"—x'y +
*Kr'—r'Y+(z"~2'y
(z— 2)-+-A(X—x)+B(~—y~"=0
z —72'+ A{X"—x)+B(/'—/)=0
x'=Az+a, y'r=Bz'+b
x"=Mz"+a\ y"— Bz"-\-b'.
Aby to wyrugowanie utatwi¢ , wezmiemy o$ obrotu
A'M' na osi OZ, wtym razie bedzie Xx'=0, y'=0
skad A=o0, B—o, a—o, b=o0, siedm za$ réwnan
poprzedzajgcych zamienig sie na
X*+.r'+{z—z")'=*r'+ /'t+(z"—2z'y
Z—s'—o,s'+—27=o0, x"~kz"+a
yw=B'z"+b'
z ktérych, wyrugowawszy z\ x", y", z”; wypadnie
X"+/*=(B'z+a"')* +{B'z+b'Y.
Gdyby nadto liniie A'M', A"M" byly réwnoodlegte,
mielibySmy A=A', B=B', to iest powierzchnia by-
taby walcowg i miataby réwnanie
a:ll+jr,= (AB-+-«'; +(Bs-+ bpz.

a88. Zatozywszy iz liniie A'M', A"M" (fig. 196) sg
proste i przecinaig sie w punkcie ktdrego spdlrzedne
sag ci, b, ¢; wyruguiemy x\y, 3 x", y", z" z sie-
dmiu réwnan
(X—x3J*+ (y—y')*+ (z—z2)*=(x"~x)*f
+ (/'-/7)'+(z"-2'Y
z—s'+ k[Xx—x\-+-B(/—y')—o0
2"— 72+ AX"—x)+\\{y—f)=o0
X —a=A(s'—¢c), y— b=B(z—¢)
x"—a=\"(z"— o), £=B'(s"— C)
a wypadkowe bedzie nalezato do powierzchni ostrokre-
gu prostego kotowego.
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289. Wystawmy sobie nieograniczony liczbe para-
bol takich iak BMC (fig. 197) ktorey wierzchotek
znayduie sie na linii prostey BO, przechodzgcey przez
zaczecie spotrzednych i polozoney na plasczyznie
ZOX. : niech ptasczyzna tey paraboli bedzie prosto-
padly do osi OZ czyli rownoodlegta od pt X\ ,
niech iey 0§ BA lezy takze na pta: ZX rownoodle-
gte od osi OX, niech nareszcie kaf.de z-iey ramion
iak na przyktad BC przecina ramie OC, inney para-
boli potozoney na ptasczyznie YOZ maiycey 0$ na
OZ, a wierzchotek w zaczeciu O. Mieyseem geome-
trvcznem wszystkich paraboloid takich iak DMC
iest powierzchnia paraboloidy paraboliczney.

Aby utworzy¢é roéwnanie tey powierzchni, nazna-
czmy spoéirzedne ktéregokolwiek punktu M na niey
wzietego, AP PM=r, AO= 2z, punktu za$ Br
AB =#"'; punktu C, AC=/'. Wedtug tego nazna-
czenia roéwnanie linii OB iest

)

(1) x'=pz
w ktérem p— slycz BOA; paraboli OC
0) /'=qz>
paraboli CMB,
y*—r(Xx— Xx)
w ktéorem X — .r=PB; wzigwszy tu X = o0, a zatem

/ 2
Y=y ; znaydziemy /m— %c7_ i zamienimy rownanie

paraboli CMB na

3 r; (*-*)

wyrugowawszy dopiero 'y i X z rownan (1), (a), (3
otrzymamy rownanie paraboloidy paraboliczney
v* X

a + P
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ktore oznacza walec paraboliczny (278). Ze otrzy-
mane réwnanie oznacza walec paraboliczny mozna
bezposrednie okaza¢ nastepujagcym sposobem. RO-
wnanie ogo6lne powierzchni walcowych (282) iest
y —qz— W& —pz)

w ktéorem y— z— 0, X— Pz = o0 sg rownaniami linii
tworzacey powierzchnig walca : aze rdOwnanie para-
holoidy paraboliczney

r =-y/t ~(pz—x)

ma takag sama posta¢ jaka poprzedzajace roéwnanie
powierzchni walcowey , wiec obadwa oznaczaig ie-
dnakowag powierzchnig : w sczegdlnos$ci wiec ostatne,
czyli

oznacza powierzchnig walcowg utworzong przez li-:
niig prostg Kktdrey rdéwnania sg y=o0, 0G— /jz— o0 :
iako/. te réwnania stuza linii (JB, wiec liniie proste
rownoodlegte od OB prowadzone przez punkta G
lub M powierzchni, lezg na tey powierzchni.

290. Powierzchnia PAUABOLoinv elliptyczney (fig
198) mo/.e by¢ utworzong przez ellipse ruchoma
BMA , rownoodlegtg od ptasczyzny ZY , opierajaca
sie na dwéch parabolach OB, OA z ktérych iedna
lezy na ptasczyznie XZ druga na XY, a otiedwie
maig spoing o$ OX. Mamy utworzy¢ roéwnanie po-
wierzchni tym sposobem utworzoney.

Nazwiymy X odcietg O.r punktu M dowolnie wzie-
tego na obwodzie ellipsy czyli na powierzchni , y
rzedng \X punktu A ktora iest osig ellipsy, z rze-
dna B# punktu B ktora iest drugg osig ellipsy. Niech
hedzie rownanie paraboli OA,



paraboloid.

S'=p'x (i),
paraboli OB
z*—qg*x (2)
w ktérych parametry w postaci kwadratow sy wyra-
zono na znak iz sy dodatne.
Oznaczywszy daley przez z, y dwie inne spétrze-
dne punktu M ellipsy AMB, iey réwnanie iest

z* Y %

7T+ Tr==
gdy w to wstawimy wartosci z\ / wziete z réwnan
(1) i , otrzymamy rownanie paraboloidy ellipty-
czney

z% ra

-~ + — — @

q p

291. Powierzchnia parabololdy HYPERBOLiczNEY
moze by¢ utworzony przez hyperbole MB (fig. iqc))
lezycy na ptasczyznie Aa?B rownoadlegtey od ZUY,
odprawiaiycy bieg taki, iz iedna , z-iey zmiennych
potosi, Bo; iest rzedny z punktu paraboli Oli lezy-
cey na ptasczyznie ZX , druga Ax iest rzedny y*
punktu inney paraboli OA le/.agcey na ptasczyznie
YX. Mamy utworzyé rownanie tey powierzchni.
Roéwnanie paraboli OA iest y,>=:p*x

1 . .0B, Z'*— g*x
Z* '}'*
hyperboli MB, yi — y z= 1
W to ostatne wstawiwszy wartosci z i / wziete z

dwoch pierwszych, wypadnie réwnanie paraboloidy
hvperboliczney

£ ZI
q* p-
292. Wiasnosci paraboloidy hyperboliczney sy na»

4.
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stepuiace. Naprzod: gdy w-iey rownaniu weZzmie-
my X = o, otrzymamy
z* j !
— — ~ ,czyliz= =
9

to réwnanie nalezy do dwoéch liniy OC , OC' (fig*
199) przechodzgcych przez zaczecie O i lezgcych
na plasczyznie ZY, ta wiec ptasczyzna przecina po-
wierzchni;} paraboloidy hyperholiczney wedtug dwoch
liniy OC, OC” ktére z osig OZ czynig katy rowne
Z00, zoc\

Powlorc: warto$é

/

Tl

z = % o r v‘]io%P—lx\

p '\ qr
wywiedziona z réwnania paraboloidy hyperholiczney
oznacza i/, gdy rzedna y bedzie wzrastata, a X za-
trzyma wartos$¢ stalg , rzedna z powierzchni bedzie
sie coraz bardziey przyblizata do rzedney ptasczyzn

a
COX, C'OX ktorych réwnania z— *: ~ Yy arzuty

na ptasczyzne ZY sg OC, OC': te wiec ptasczyzny
sg Rsymptotycznemi powierzchni, czyli ta zamknietg
iest miedzy ptasczyznami COX , C'OX. Ptasczyzna
wiec B;rA przecinajgca powierzchnig wedtug liyper-
boli MH, przecina¢ bedzie dwie ptasczyzny asympto-
tyczne weditug dwoéch liniy prostych xV), x\)' a iak
powierzchnia bedzie utworzong przez hyperbole BM
tak ptasczyzny COX' C'OX przez iey asymptoty a.T),
XT>'.

Potrzecie: dawszy odcietey X warto$¢ odiemng — X
(fig. aoo) rownanie powierzchni paraboli/idy hyper-
bjliczney bedzie

-~ q
Oznacza ono iZ przecigwszy powierzchnia ptasczy-

— X



ellipéoidj'

zng BVA' réwnoodlegly od ZY , w odlegtoéci — x'
od zaczecia; zostanie na powierzchni hyperbola A'M’
ktérey poétosi s3 Mx i Bo-", aich wartosci p\/x ,
g\/x': z tych pierwsza przecina hyperbolg w A', a
obiedwie sg rzednemi dwodch parabol , oznaczonych
rébwnaniami

i rownych dwom parabolom OB, OA lecz w przeci-
wng strone obréconych. Paraboloida hyperboliczna
sktada sie wiec z dwéch powtok réwnych, stykajgcych
sie w punkcie O i zawartych miedzy plasczyznami
asymptotyczneini COX, C'OX.

V. POWIERZCHNIA ELLIPSOIDY.

sg3. Powierzchnia fitipsoldy moze byé utworzo-
ng przez ellipse NUM (fig. 200 odprawiaigcg bieg ,
rownoodlegte od plasczyzny XY, opieraigcg sie sta-
le na dwdch réoznych ellipsach ca, cb z ktérych iedna
znayduie sie na ptasczyznie ZX , druga na plasczy-
Zznie ZY. Mamy utworzy¢ rownanie tey powierzchni.

Oznaczywszy osi Oa, Ob, Oc przez a, b, c; odcietg
PM punktu M przez X a rzedng PN punktu N przez
j, bedzie réwnanie

eilipsy ac,

cb

Niech X oznacza odcieta PQ punktu R ellipsy two-
rzacey NRM, y rzedng QR tegoz punktu: poniewaz
pétosi tey ellipsy sa PM==s£', PN — y\ wiec iey ro-
whanie iest -
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gcly w to ewstawimy warto$ci X iy wziete z dwdch
poprzedzajacych, wypadnie
* r
a*
czyli
rownanie powierzchni ellipsoldy.

i°. Gdy On — Ob czyli a= b, ellipsoida obrotowg
wzgledem osi OZ a iey réwnanie bedzie

X'+yz z1
0z © " Ci '
czyli e*.r*+cfy*+ £*£a= £ Ic*

2°. Gdy Ort— Ofc=0c czyli a=b=c, ellipsoida kulg,
rownanie za$ kuli iest
X*+yz+z'=a\

V1. POWIERZCHNIE HYPORBOLOID-

294- Powierzchnia iiYPi-itEOLdIDT 0 iedney pow#o-
ce mo/e by¢ utworzona przez elhpse DMC (fig. ao-a)
odpriiwinigcg bieg réwnoodlegte od ptasczyzny XY, a
opteraiarg sie stale na dwoch réznych hyperbolach Ca,
D£ z ktdrych iedna lezy na ptasczyznie ZX, druga na
ZY. Mamy utworzyé réwnanie tey powierzchni.

Oznaczywszy po6tosi Oa, Ob, Oz hyperbol przez cl,
b, c; odcieta punktu C przez.r', rzedng punktu D przez
y'\ bedzie réwnanie

X'%
liyberboli aC, m—p

r‘* Z*
. . e ND> “ — = »e

Oznaczywszy przez X , Y, Z spolrzedne punktu M
fllipsy tworzacey DMC, iey rdéwnanie bedzie
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X y_

X'X y'l
gdy w lo wstawimy wartosci X', Yy' wziete z dwéch
poprzedzajgcych, wypadnie

X X Y X

a* + IP ~ ~ox~ 1
czyli

i'c’f'+fl'cy'—a*b*z’=a,b*ct
czyli

a’b’z°— axcy 7— b’'c'x*— — a*b*c*
réwnanie powierzchni hyperboloidy oiedney powtoce.
Gdy a— b\ hyperboloida obrotowa wzgledem osi
OZ, aiey réwnanie iest
Zz 2— C*y2— C’X* = — b*cx.
Qg5. HYPKItJBOLoiDA O DWOCH POWLOKACH 1l10ze
by¢é utworzong nastepujacym sposobem (fig. 203).
Niech bedg EC, E'C' dwa ramiona iedney liyper-
boli; ED, E'D' dwa ramiona drugiey. Powierzchnia,
iedney z powtok hyperboloidy bedzie utworzong przez
ellipse DMC odprawiajacg bieg réwnoodlegte od XY
i opierajaca sie ciagle na ramionach EC i ED dwdch
ré/.nych hyperbol; drugiey za$ przez ellipse DM'C’
odprawiaigcg bieg wediug takiego samego prawa iak
w pierwszym razie. Mamy utworzyé réwnanie tey
powierzchni.
Oznaczywszy przez X\ Yy odciete punktow C i D;
przez X, Y, z spoétrzedne punktu IM ellipsy tworzacey
DMC; bedzie réwnanie

hyperboli EC, E'C'; ~ i

Z*
ED, E'D' — =t

ellipsy DMC , x f- ~ ==
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w to ostatne wstawiwszy wartosci X\ Yy wziete z dwdch
pierwszych, wypadnie

ZX y % X*

c* Za ~a 1
czyli

a'b'z*—a’'ca/ a—eb*c’x*=a’',b'cn
czyli

3acara-+a*c*y*— a*b*z*— — arb'c*
rownanie liyperbolouly o dwéch powtokach.
Gdy a =b, hyperboloida obrotowy aiey réwnanie
iest
y + x*
6'a Q a 1

czyli
a'z7— c*y*— c*x*=a’c*.

KONIEC.

Uktadal J6zef Pitatowski, ze Szczegotnem autora
uk ontentowaniem.
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