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W S T Ę P .

Exystującc dotąd teorye sklepień i podawane wzory dla 
wyznaczenia* grubości sklepień, są nietylko niedostateczne, ale 
widocznie wadliwe. Technicy, proponujący te teorye i wzory, 
albo opierali rozumowanie swoje i obliczenia na niewłaściwych 
założeniach, albo nieprzyjmowali na uwagę bardzo ważnych da­
nych, jak to: ciężaru, jaki ma znosić sklepienie, rodzaju materycilu, 
zktórego sklepienie ma być zbudowane, krzywej linii sklepienia, 
i t. p. Cała zatem dotychczasowa praca specyalistów, studjują- 
cych sklepienia, daje nam bardzo słabe pojęcie o tego rodzaju 
konstrukeyach i nie budzi zaufania do wzorów przez tych spe­
cyalistów podawanych; wszystkie zaś wykonane sklepienia mniej­
szych i większych rozmiarów widocznie pobudowane zostały na 
zasadzie empirycznych wiadomości, lub inspirac-yi budowniczych- 
- artystów.

Takie położenie rzeczy wywołało konieczną potrzebę bliż­
szego zbadania warunków równowagi sklepienia, i wyprowadze­
nia racyonalniejszyeh wzorów dla oznaczenia grubości sklepienia. 
Skutkiem tej potrzeby poświęciłem dużo pracy celem rozjaśnienia 
kwestyi sklepień; o ile zaś dopiąłem tego celu, zostawiam uzna­
niu techników, którym tę moją pracę ofiaruję.
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TEORYA SKLEPIEŃ.

W k ażdym sklepieniu, jak wiadomo z praktyki, są dwa pun­
ktu załamania, po jednym z każdej strony. Dwa te punkta, dzielą, 
sklepienie na trzy części: jedną część wierzchnią, znajdującą się 
nad punktami załamania i dwie części boczne, znajdujące się pod 
punktami załamania.

Część wierzchnią można uważać jako belkę, posiadającą wszyst­
kie trzy składowe elementy, a mianowicie: pas górny tćj belki 
stanowi samo sklepienie, pas dolny zastąpiony jest działaniem bo­
cznych części sklepienia, nadmurowanie zaś sklepienia zamienia 
sztraby.

Tę wierzchnią część sklepienia nazywać będziemy sklepie* 
mem — belką. Dwie części boczne sklepienia, stanowiące opór rozpy­
chającej sile sklepienia—belki, mogą być uważane jako przyczółki 
i dla tego każdą z tych części nazywać będziemy sklepieniem— 
-przyczółkiem.

Postawiwszy tak zadanie będziemy wstanie teoryę zwyczaj­
nej belki i przyczółka zastosować do sklepień i objaśnić własno­
ści tego rodzaju konstrukcyi. Zastosowanie to zrobiemy do różne­
go rodzaju sklepień: pólokręgowycli (en plein cintre), spłaszczonych 
(surbaissées), podniosłych (surhauss\ées), gotyckich, eliptycznych, para■ 
bolicznych, hyperbolicznych i kopuł.

Spłaszczonem i podniosłem sklepieniem nazywać będziemy 
takie sklepienie, którego podniebienie utworzone jest z mniejszej 
lub większej części półokręgu, to ostatnie sklepienie nazywa sie: 
niaurytańskiem.



I. Sklepienia półokręgowe.

a) Ślepienie półokręgowe równoobciążone po linii 
poziomej Im (fig. l).

Sklepienie przedstawiać będziemy, dla uproszczenia zadania, 
jedna linią krzywą clabcg.

Oznaczymy przez:

r, promień koła sklepienia. 
a, kąt załamania boc,
X  i Y  współrzędne punktu załamania o,
X  — r sin «,
Y  =  r cos «,
p, ciężar na l ś(,; długości linii Im, równo rozłożony po tej linii. 
A, ciśnienie pionowe sklepienia-belki nbc na sklepicnie-prz} - 

czółek.
A = -p X ,
Y.XY, summa momentów sił, działających w poprzecznym 

przekroju bo, przechodzącym przez klucz sklepienia.

Równanie równowagi sklepienia będzie:

£ X Y ~ A X
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Wstawiając wartości za i  i I j  otrzymamy:

E X Z = —  
2

sinice, (2)

Dzieląc zaś Y,XY przez (r—I7) Avysokości belki w przekroju 
otrzymamy Q', ciśnienie w kluczu sklepienia.

Q' 1 X Y
( r - Y )  

albo

Q' =  y  ( l+ « w « ) > ...............................(8») ’)

Moment i)/', obalający sklepienie przyczółek, wyrazi się:

m  =  qm ;

albo
2

i / '  =  (1 -}- cos «) cos « , .......................... (4)
u

Moment M", pochodzący od oporu gklepienia-przyczółka, wy- 
razi się:

n 1
M" — A (?’—X) p I (r—x)dx, . . . . (5)

J  x

Rozwiązując powyższe równanie i wstawiając odpowiednie 
wartości, otrzymamy:

M" COS'a, (6b)

') Numer z literą w nawiasie odsyła do odpowiedniego przypisku w końcu niniej­
szej Teoryi.
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Dzieląc M" przez Y, otrzymamy Q", siłę oporu sklepienia- 
-przy czółka,

albo:

Q" —  y  COS a , ............................................. (7)

Różnica sił Q'— Q" będzie:

0 '- Q "  =  f ..................................................... (8)

Różnica zaś momentów:

Af~M"--^-J— c o s a , .....................................(9)1

Mając wyrażenie dla Q! ciśnienia w kluczu i dla A, ciśnienia 
pionowego sklepienia-belki na sklepienie-przyczółek, możemy -ozna- 
czyć T, siłę ciśnienia w jakimkolwiek punkcie c, (X, Y). (fig. 2).

T  — Q! cos a - f  A sin a,

Dla największego znaczenia T, należy brać największe Q1 
i największe A, a mianowicie:

max Q! — pr, 

max A  — pr sin a,

podstawiając w wyrażenie powyższe, otrzymamy:

T  — pr (cos « +  sin2u) ..........................(1 Oc)

Zestawiając wszystkie wyrażenia sił i momentów sił, działa­
jących w sklepieniu:

1) Ciśnienie poziome w kluczu sklepienia
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Q! —  ~- (1 -j- COS a), . . . . . . .  (11)
u

2) Ciśnienie poziome sklepienia-przyczółka w punkcie za­
łamania

Q" cos a , .........................................(12)
u

3) Różnicę sił powyższych w punkcie załamania,

Q ' - Q " = ^ , ......................................... (13)
u

4) Ciśnienie po stycznej koła w jakim kolwiek punkcie («):

T  — pr (cos -j- sin2a ) , ............................... (14)

5) Moment sił, obalający sklepienie-przyczółek,

2
M  =  ~  (1 4- COS «) COS a , . . . . . (15)

2

G) Moment oporu sklepieniu-przyczulka,

M" =  l— cos2 a, .........................................(16)
¿i

7) Różnicę momentów powyższych, 

pr2
M' — M" — -y- cos u , ............................... (17)

okazuje się:

1) Ze Q\ ciśnienie w kluczu sklepienia jest największe pi’zy 
o, to jest gdy punkt załamania będzie w samym kluczu,

max Q' =  p r , ..............................   (18)

Q' jest najmniejsze przy a —  90°, to jest gdy punkt zała­
mania będzie na łożysku opornem g (fig. 1).
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(19)• r\\ J-mm. id — ~2~>

2) Że Q", siła opora sklepienia-przyczółka, jest największem
przy « =  o,

max Q" y > .........................................(20)

Q" jest najmniejszem, przy « - 90°

min Q" =  O , .............................................. (21)

3) Że Q'— Q" różnica sił poziomy cli w punkcie załamania 
jest stałą, niezależną od «.

Różnica Q'— Q]' pokazuje, że samo sklepienie nie jest w sta­
nie zachować równowagi i dla tego potrzebuje oddzielnego wzmo­
cnienia: albo odpowiedniego zamurowania pach sklepienia, gdy 
sklepienie jest z muru, albo odpowiedniego uzbrojenia sklepienia, 
gdy takowe jest z drzewa, lub żelaza, złożone z łukóio. Uzbroje­
nie to powinno być wykonane za pomocą dodatkowych ferm, 
zbudowanych na bokach łuków.

$

Moment łamania sklepienia, pochodzący od siły poziomej 
W — Q" jest następujący:

(Q '-Q ")  — ^  Y,

albo, podstawiając odpowiednie wartości,

pr
- y  (1~ cos u) cos a , .........................  . (22)

Wyrażenie powyższe jest największe przy

« =  6 0 ° ,................................................... (23d)



to jest w punkcie, odpowiadającym katowi « =  60°, sklepienie 
jest najsłabsze i dla tego kąt «, równający się G0°, w sklepie­
niach półokręgowych, obciążonych równo po linii poziomej, na­
zywa się zwyczajnie kątem załamania. Takich kątów załamania 
sklepienie posiada z obu swych stron po jednym.

4) T, ciśnienie po stycznej do krzywej kola sklepienia, 
jest największe, gdy

« -  6 0 ° , .............................................. (24 e)

a  wtenczas A vyrażen ie  max T  b ę d z ie :

max T  — 1,250 p r , .................................... (25)

Z czego okazuje się, że sklepienie w punktach, odpoAviadajacych 
katoAvi załamania « ~  60°, poAvino posiadać najAviększą grubość.

5) Różnica momentoAV, pokazuje, że moment skle­
pienia - przyczółka nie może zrównoAvażyć monentu sklepienia- 
belki, a ztąd Avypada, że sklepienie samo, bez zamurowania, lub 
uzbrojenia, nie może pozostać av rÓAvnowadze',

Jakie siły i momenty sił działają av sklepieniu przy ró­
żnych n, kątach załamania, objaśnia Tablica następująca:
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T A B L I C A .....................(26)

Siły Przy kącie załamania « =

i momenty sił 0° 30° • 45° 60° 90°

1) Q', ciśnienie 
poziome w klu-
czu . . .  — Pr 0,93301p- 0,85355 pr 0,15pr 0,50p

2) Q" , ciśnie­
nie poziome skle- 
nia-przyczółka w 
punkcie załam a-
nia . . .  — 0,5 pr 0,44301 pr 0,35355 pr 0,25pr 0

3) Q' — Q", ró­
żnica ciśnienia po-
zioinego av pun­
kcie załamania ~ 0,50 pr 0,50 pr 0,50 pr 0,50 pr 0,50pr

4) T, ciśnienie 
po stycznej koła 
w jakim kolwiek 
punkcie («) . — pr 1,11620 pr 1,20710 1,250 pr pr

5) M', moment 
s iły , obalającej 
sklepienie - przy­
czółek. . . ~ opr 0,80802pr20,6035 6pr20,375pr2 0

6) M", moment 
oporu sklepienia- 
przyczółka . — 0,5 pr"- 0 375 pr2 0,25pr* 0,12 5pr~ 0

7) M '-M " ,  ró­
żnica powyższych 
momentów . — 0,5 pr" 0,43302pr2 0,35355pr2 0,25 pr2 0

o \fl !./"'>
hl O"s

Si
35

%ńv^'
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Mając powyższe wyrażenia sit i momentów sił, działających 
w sklepieniu, przy różnych kątach załamania «, można wyznaczyć 
grubość sklepienia i zamurowania.

b) Sklepienie póło kręgowe, nierówno obciążono po linii po­
ziomej Im (fig. 3) a mianowicie, gdy na jednej połowie skle­
pienia ciężar p '-\-p" na 1.ść długości jest równo rozłożony po 
linii poziomej ib, na drugiej zaś połowie tylko ciężar p' na 

l ść długości równo rozłożony po linii bm.

Równanie momentów sił, działających w przekroju bo, jest 

Y X Y = A X  - ~ - X \ ...............................(27)Ji

w którem:

p "  p "
A = - p ' X  +  1l - X = ( p '  +  Pi ) X ,

X  —  r sin <*,

podstawiając w (27), otrzymamy:

l X 7 = ’~ ( p '  +  P~ ) , i n 'c ........................ (28)

Wyrażenie powyższe tern się tylko różni od wyrażenia (2),
p "

że zamiast p, ma p' Ai

Wszystkie wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu otrzymamy zatem ze wzorów (11), (12), (13), (14),

. . p"
(15), (16) i (17), wstawiając tylko (p' +  —) zamiast p. Wyraże­

nia te będą następujące:
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Q! =  y  (p' -r  ) ( l +  cos «),
*

Q " = '^ . '(p ' - t ^ f )  • •

« ' -  Q" =  j  W  +  v2 ), ■

__  p"
T  — r (p' —j—- -) (cos « -[- sin2 «)Jj

M  —  y  (pr +  y )  (1 + C O S  « )  CO,

i)/" =  — (p' +  y  ) CCS2«, .

2 //
M'—M" == y  (p' -\-P2 ) CCS a,

Z powyższych wzorów widać, że wszystkie rozumowania 
i wnioski, jakie były zrobione przy rozpoznawaniu wzorów dla 
sklepienia (a), równo obciążonego po linii poziomej, będą te sa­
me, z tą tylko różnicą, że zamiast stałego czynnika p, wzięty bę-
, . , p"

dzie czynnik p -f- —; z tego znowu się okazuje, że sklepienie

(ó), nierówno obciążone po linii poziomej siłą p' i p' p", podle­
gać będzie mniejszemu działaniu sił i momentów sił wewnę­
trznych, aniżeli sklepienie równo obciążone siłą p' ~\-p" po linii 
poziomej.

c) Sklepienie pólokręgowe, równoobciąźdne po linii 
krzywej dabcf sklepienia (fig. 4).

Równanie momentów sił, działających w bo poprzecznym 
przekroju sklepienia, jest:
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X
ZXY=--AX -  Jpx ds, (30)

w którem: p, ciężar na l ść długości linii krzywej

r xA ■= I p ds,

podstawiwszy w (30), otrzymamy:

JL „X
Z X Y = 2> X jd s - p J x d s , ......................... (31)

albo
• X

2 Z F  —pr Xaresin (— ) — pr (r — V r 2—X 2), . . . (32 f)

Dzieląc zaś iiX Y  przez wysokość belki w przekroju bo, otrzy­
mamy Q', ciśnienie w kluczu sklepienia:

Q!
IX Y

albo,

Q' =
pr X  acr. sin (—-)r

r -  V r 2 -  X 2 

albo,

pr,

Q' =  pr

Ab
X  arc. sin (—)

1
L r -  V r 2 -  X 1 

podstawiając w (33) zamiast X  jego wartość,

(33)

^ “  sra  a  ,
Q '=zpr[- ----------- — l ) ,  . .1 — cos « '

Teorya sklepień.

(34)

/ B»B L o  r , K A ’
v- y:: •.

' arc; i;
c fy A & *
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31' =  Q1Y 

albo,

Moment 31', obalający sklepienie-przyczółek wyrazi się:

31
« Sin a

' =  w?’2 ----------1 cos c c , ..................... (35)1 4 — cos«* v '

31", moment przeciwdziałający momentowi powyższemu 31', 
pochodzący od oporu sklepienia-przyczółka; wyrazi się:

31'‘l" =  A ( r - X ) + p f ( r  
J  X

Rozwiązując nitegrały, otrzymamy:

71
31" —pr2 (-y — « sin cc — cos cc),

v) ds,

. ( 3 6  g )

Dzieląc 31" przez Y, otrzymamy Q", siłę oporu sklepienia- 
-przyczółka,

Q" = Y

albo,

TC

Q"=P r [-¿—  1], • • • • (37)

Różnica sił Q! — Q" wyrazi się:

Q! — Q" — pr [7
a Sm a 71

L( l — cosec) cos cc 2 COS-cc1’ 

Różnica momentów 31' — 31" bedzie:

. (88 h)

31' -  31" =  pr- [j
a sin cc 

—  COS cc

TT
-o l. ( 3 9 )
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Mając wyrażenie dla Q', ciśnienia w kluczu i dla A ciśnie­
nia pionowego sklepienia-belki na sklepienie-przycółek, możemy 
oznaczyć T, siłę ciśnienia po stycznej do koła w jakimkolwiek 
punkcie załamania (Y, X) (fig. 4).

max T  =  Q! cos cc —[- A sin «,

a ponieważ
max. Q' — pr 

A pr «
Zatem:

max. T  ----- pr (cos « -f- sin «), . . . . (40)

Zestawiając wszystkie wyrażenia sił i momentów sił, działa­
jących w sklepieniu:

« sm cc
Q ' = p r [   ---------------1], .1 — COS CC J

Q " — Pr [ J 7 ^ ~  *]> • •

i . 1
L1 — COS cc 2 J CiCOS “

T  —- pr [cos « -j « sin «], 

« sin cc
M' =  pr* [r

COS CC
1 ]  COS « ,

J L
M "  =  pr* [ —  cc sin cc — cos «], .

« sm cc

(41)

W  -  M" =  pr* [:----------- ---  - ] ,
1 —  COS CC 2  J

okazuje się:
1) Że Q', ciśnienie w kluczu sklepienia będzie największe 

przy takim które będzie czynić zadość równaniu:
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d . « sin «
-  1) =  0 . .................... (« )J a  1 — COS «

Rozwiązując równanie (42), otrzymamy

a ■=. 0, (43 i)

to jest, że przy a — o, Q! jest największe a mianowicie

max. Q' =  pr, (44 k)

2) Różnica sił Q' — Q" pokazuje, że samo sklepienie nie 
jest w stanie zachoAvać równowagi, i dla tego potrzebuje oddziel­
nego wzmocnienia: albo odpowiedniego zamurowania pach skle­
pienia, albo odpowiedniego uzbrojenia sklepienia, gdy ono jest 
z drzewa, lub żelaza, złożone z łuków. Uzbrojenie to powinno 
być wykonane, jak to już wyżej powiedziano, za pomocą dodat­
kowych ferm, zbudowanych na bokach łuków.

Moment łamania sklepienia, pochodzący od siły poziomej 
Q! — Q", jest następujący:

czyli, podstawiając odpowiednie wartości:

a  sin « 5T ( l — COS «)

albo:

pr2 [a sin « —  yr (1 — cos a) ] , . . . . (45)

Wyrażenie (45) jest największe przy kącie załamania

a — 60°, 50', (40.1)

Z powyższego widać, że w punkcie odpowiadającym kątowi 
u — 60°, 50', sklepienie jest najsłabsze, i dla tego kąt ten w skle­
pieniach półokręgowych, obciążonych równo po całej swojej
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krzywej linii, nazywa się zwyczajnie kątem załamania. Takich ka­
tów sklepienie posiada z obu stron po jednym.

3) Różnica momentów M —M" wskazuje, że moment sklc- 
pienia-przyczółka nie może zrównoważyć momentu sklepienia- 
- belki, a ztąd wypada, że sklepienie samo bez zamurowania lub 
uzbrojenia, pozostać w równowadze nie może.

Jakie siły i momenty sił działają, w sklepieniu przy różnych 
kątach załamania «, objaśnia Tablica (47).

T A B L I C A ..........................(47)

>>-t-.c
2 is

Przy kącie załamania « =
in o m

2 
• rH 0° 30° 45° 60° 90°

Q! — pr 0,95491 pr 0,89613pr 0,81380pr 0,5708 pr

Q" - 0,57080 pr 0,51139 pr 0,43499 pr 0,32636 pr 0

Q!-Q!'= 0,42920 pr 0,44352 pr 0,4G114pr o 'k- G
O 0,5708 pr

T pr 1,12783 pr 1,26247 pr 0,40690pr l,57080pr

M' = pr2 0,82698pr20,63419pr- 0,4072 6pr2 0

M' = 0,57080pr* 0,44287pr 0,3081 lp r20,16354pr2 0

M —M" 0,42920pr20,3841 lp r20,32608pr20,24372pr1 o’
1 _ |

Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu, przy różnych kątach załamania «, można. wjTzna-
czyć odpowiednie grubości sklepienia i zamurowania.

- - *
1 1 !
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d) Sklepienie półokręgowe, nierówno obciążone po linii krzy­
wej dabef (fig. 5), a mianowicie, gdy na jednej połowie sklepie­
nia p ' + p '! na 1śó długości jest równo rozłożony po linii 
krzywej dal, na drugiej zaś połowie tylko ciężar /  na 1 

długości równo rozłożony po linii bef.

Równanie momentów sił, działających w przekroju bo, jest:

X
szr — a x J p' x ds,

w którem:

A =  p 'J d s  + 1~f(r~ x) • (48)

rozwiązując powyższe, otrzymamy:

p" r
A —  p 'r  a -j---- — [« — (1 — cos «)], (49 m)Z

zas
j

J*p' x ds =  p 'r2 (1 — cos «) . • (50)

Podstawiając (49 m) i (50) w pierwsze równanie, otrzymamy:

o  „,2

£Z R  — [asina — (1— cos a)] [p'r'2, -j- l—~— sin «), . . (51)

Dzieląc zaś 2 ZR  piszcz wysokość belki w przekroju bo, otrzy­
mamy Q' ciśnienie w kluczu sklepienia

Q'
2Z R
r — Y

albo,

Q '  =  [ j
asina p"r .

-  1] [P r +  “TT sm «)i (52)cos «

Z powyższego widzimy że dla wyznaczenia sił i momentów, 
działających w sklepieniu nierówno obciążonein po linnii krzy-
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wej, dostatecznem jest we wzorach (41) zamiast pr, podstawić
W V

{p'r +  -Tf sia “) a z otrzymanych wtenczas wzorów okażę się, że

sklepienie (d) nie równo obciążone po linii krzywej silą p' i p'-\-p" 
na l ś(5 długości, podlegać będzie mniejszemu działaniu sił i mo­
mentów sił wewnętrznych, aniżeli sklepienie równo obciążone siłą 
p' p" na l ść długości po całej linii krzywej.

e) Sklepienie półokręgowe, przyjmując, że ciężar sklepienia 
jest równo rozłożony po linii krzywej sklepienia, a ciężar do­
datkowy—po linii poziomej przechodzącej po wierzchu sklepienia.

W tym przypadku wyrażenia sił i momentów' sił, działają­
cych w sklepieniu, otrzymane będą z połączenia wzorów (11)....  (17)
i (41), przyjmując, że p' jest ciężar dodatkowy na l ść długości 
linii poziomej p"  jest ciężar sklepienia na l ść długości lini krzywej- 

Wzory te będą następujące:

Q! — (1 -f- cos a) -j- p"r  [-
« sm a

COS a 1]. •

p r
+  l>"r [

71
— a tgCOS Ci Jj 2 COS a

yi _  p'r -i- r « sin a n „
— y ]L ~ 2 +  P 1 Lj — COS « COS «

T  — p'r (cos ct sm2«) -j- p"r (cos « -j- « sin «),

71 j  i  V 1 / 1 i \ i i / 2 r a n 11M  — ~2 ~ l 1 T  cos «) cos« T  V r — — ------1J cos«,-COS a

— ~2“  cos2 a -|- p"rz — « sin « — cos «],

p'r2
M'—M" — ~2~ cos u -{- 2>"r2 [y « sm u 

— cos u
TC

]. ■ •

(53)

Siły i momenty sił, działające w sklepieniu przy różnych «, 
uątach załamania, objaśnia Tablica następująca.



T A B L I C A

Siły
i momenty 

sił

I *  r  z  y  k ą c i e

0° OO O o

Q' = P'r 4  p"r 0,93301]?'?’ 4  0,95401])"?’

Q" — 0,5p'r +  0,5708]/V 0,43301]?'?’ 4  0,51139]/V
IIo>1c? 0,5 p'r +  0,4292]?"?’ 0,5])'?> 4  0,44352])"?’

T  = p'r +  p»r 1,1162]/?’ 4  1,12783]/'?’

M' = p 'r2 4  p"r2 0,80802])V2 4  0,82G98]/V2

M" = 0,5p'r2 +  0,5708p"r* 0,375p'r2 4  0,44287])"?-2

M'—M" = 0,5]?V 4  0,4292]/'?’2 0,43302])V2 4  0,38411]?"?-2

z'
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(54)

z a ł a m a n i a a =

45° 60°

oO0
5

0,85355pV +  0,89613p'V 0,75p'r +  0,81138p'V 0,50pV+e,5708p'V

0,35355p'r-f 0,43499/'r 0,25pV +  0,3263 Gp'V 0-1-0

O,50p'r +  0,46114'p'V 0,50)p'r +  0,48744p'V 0,50pV+0,5708p'V

1,2071/r-j- l,26247jp"r l,250pV +  l,40G9p'V p 'r  +  1,5708p'V1

0,60356pV2 +  0,63419pV 0,375pV2 -J- 0,4072 6j;'V2 O - j - O

0,25pV2 - f  0,308lip"V2 0,125pV2 -f  0,16354p'V2 0-1 -0

0,35355//r2-f0,32608p'V 0,25//r24-0,24372p'V2 0-1-0
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f)  Zastosowanie powyższych wzorów dla oznaczenia 
grubości sklepień półokręgowych murowanych i gru­

bości zamurowania sklepień.

1. Grubość sklepień.

Przypuszczając, że ciężar samego sklepienia jest równo roz­
łożony po krzywej sklepienia, a obciążenie sklepienia jest równo 
rozłożone po linii poziomej, przechodzącej po wierzchu sklepie­
nia, równanie równowagi sił, działających w kluczu sklepienia, 
będzie:

Q! —  144 Re, 

albo:

(p +  óe) (r +  | ) — 144 Re, . . . .  (55)

w którem:

p, jest obciążenie sklepienia w pudach, przypadające na każ­
dą stopę długości i równo rozłożone po linii poziomej, przecho­
dzącej po wierzchu sklepienia.

4, oznacza ciężar w pudach jednej stopy sześciennej skle­
pienia.

e, grubość sklepienia w kluczu, w stopach, 
r, promień podniebienia sklepienia, w stopach.
Uwaga; Stopy tu przyjęte, są angielskie.

rów

Q, siła ciśnienia w kluczu, wyprowadzona na zasadzie wzo- 

(54), z tą tylko różnicą, że zamiast r, wzięto (r -f- —), a to

dla tego, że przy obliczaniu sił, działających w sklepieniu, dla 
uproszczenia rachunku, sklepienie uważane było, jako linia koła, 
którego promień był r; obecnie zaś, kiedy -sklepienie posiada 
grubość e, należy do rachunku przyjąć linię koła, którego pro­

mień jest (r -j- ), to jest takie koło, które prawie przechodzi

przez środki ciężkości sklepienia.
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R, współczynnik wytrzymałości materyału, z którego skle­
pienie ma być zbudowane. Współczynnik ten wyraża się w pu­
dach na l en cal kwadratowy poprzecznego przekroju sklepienia.

Dla obliczenia naszego przyjmujemy jeszcze, że długość skle­
pienia, licząc w kierunku prostopadłym do rysunku (fig. 1), jest 
jedna stopa.

Rozwiązując równanie (55), otrzymamy:

Dla oznaczenia e', grubości sklepienia av łożysku, odpowiada­
jąc cm kątowi załamania « — G0°, przy którym T, ciśnienie na to 
łożysko, jest (Tabl. 54).

T  =  1,25Oj? (r +  y )  +  1,40G9Je' (r. +  ~ )
• «

albo:

T —  (l,25j? +  'l,4069<Je') ( r +  y )  

weźmięiny równanie równowagi:

(l,25p -f  1,4069 de') ( r +  y )  =  144 Re'.

Rozwiązując to równanie, otrzymamy:

e' == -  [r +  0,444 y  — 102,35 y ]  dh

±  \ / ~ [?’+  0,444 — 102,35 y  ] 2 — 1,777 2y  . . (57. o)

Dla oznaczenia c'1, grubości sklepienie w łożysku, odpowia­
daj ącem kątowi załamania « — 90°, przy którcm T  ciśnienie na 
te łożysko jest (Tabl. 54).
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T  =  V (<• +  j )  +  1,5708*" (r +  

albo

2, =  ( P +  1,5708 * " ) ( , • +  C')

weźmiemy równanie równowagi:

(p +  1,5708 Se") (r -f- y )  — 144 

Rozwiązując to równanie, otrzymamy:

e = — [ r - f  0,3183 -  91,673 | ]  -

Uwaga. W równaniu powyższćm, wyrażenie pod znakiem pierwiastka  
nie może być odjemne, a najmniejsze znaczenie jego może 
być tylko zero, a mianowicie:

[r -f  0,3183 ^  -  91,673 y ]  2-  1,2732 ^ ’ =  0,

Przypuszczając, że p - o, to jest że sklepienie wcale nie jest 
obciążone i ma znosie li tylko ciężar swój własny, wtenczas ró­
wnanie będzie:

r —91,673 =- 0...................................(59)

Z równania (59) możemy oznaczyć największe promienie, 
jakie mogą być dane sklepieniom, nieobciążonym żadnym cięża­
rem, a znoszącym li tylko ciężar własny.

Największe te promienie zależą od gatunku materyalu, z ja ­
kiego sklepienie ma być zbudowane, to jest od wytrzymałości li 
i ciężaru J tego materyalu (59).

Tablica następująca objaśni ten stosunek.
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T A B L I C A .....................(GO)

Materyał

z którego sklepienie 

zbudowane

R
, 

w
sp

ół
cz

yn
ni

k 
w

yt
rz

ym
ał

oś
ci

 
m

at
er

ya
łu

, 
w

 p
u­

da
ch

 n
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1 
D

 c
al

<1, 
ci

ęż
ar

 j
ed

ne
j 

st
op

y 
sz

eś
ci

en
ne

j 
m

at
er

ya
łu

, w
 p

u­
da

ch

r, 
na

jw
ię

ks
zy

 
pr

om
ie

ń 
po

dn
ie

­
bi

en
ia

 s
kl

ep
ie

ni
a,

 
w

 s
to

pa
ch

,

C e g ła ..................... 1,6 2,7 54,08

Kamień wapienny . 12 4,5 244,45

G ra n it .................... 15 5, 275,01

Drzewo sosnowe 12 1, 1100,04

Żelazo kute . . . 260 13,31 1791,23

Żelazo lane . . . 420 12,5 3080,11

Dla sklepień murowanych z cegły w równaniach (5G), (57) 
i (58), należy zamiast R  i 5 podstawić ich wartości, a mianowi­
cie: R  =  1,6, i (i =  2,7; a wtenczas otrzymamy:

1) Dla e, grubości sklepienia w kluczu:

Przy różnych p, obciążeniach sklepienia i różnych r, pro­
mieniach podniebienia sklepień, otrzymamy różne znaczenia dla e, 
jak to tablica (62) objaśnia.
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grubości sklepień w kluczu, murowanych z cegły, przy rozmaiteni 
obciążeniu i różnych promieniach.

T A B L I C A .....................(02)

■s □ci  ̂
H

f g

e,
gru

boś
ć w

 klu
­

czu
 w 

sto
pac

h

r ,  w s t o p a c h

2 5' 5' 10' 20' .30' 40' 50' 60' 70' 80'

2 e = 0,03 0,05 0,11 0,24 0,43 0,68 1,09 1,87 4,05 V - i
5 5J 0,06 0,12 0,26 0,68 1,03 1,70 2,81 5,18 | / - 1

10 Jł 0,12 0,22 0,51 1,18 2,12 3,55 5,07 13,08
20 n 0,24 0,55 1,05 2,48 4,50 7,89 15,50 |/=1
30 ii 0,37 0,78 1,62 3,84 7,21 13,44 | / - 1
40 >> 0,50 1,03 2,22 5,37 10,41 22,03
50 n 0,64 1,32 2,87 7,15 13,27 V~1
60 » 0,78 1,63 3,59 8,94 19,29
70 ii 0,93 1,96 4,31 11,08 26,89
80 1 1 1,10 2,30 5,12 13,55 J/-1
00 1? 1,28 2,68 6,00 16,50

100 11 1,43 3,08 6,95 20,17
110 11 1,66 3,50 8,00 25,17
120 V 1,98 4,28 9,94 ł / - l
130 11 2,09 4,46 10,46
140 55 2,33 4,91 11,96
150 55 2,58 5,59 13,64
160 55 2,87 6,23 15,65
200 5» 4,24 9,91 I /-1

312,85 55 J /~ l ( / - l

2) Dla e', grubości sklepienia w łożysku, odpowiadającein 
kątowi załamania « = . 60°, z równania (57, o), podstawiwszy 
R  1,6, a 4 — 2,7, otrzymamy:

e' =■— (r +  0,164^— 60,65) -  J /(r  +  0,164p -  6 0 , 6 5 ) 0,66pr
(63)
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Przy rożnem p , obciążeniu sklepienia i różnych r promieniach 
podniebienia sklepienia, otrzymamy różne znaczenia dla e' jakto 
Tablica (64) objaśnia.

T A B L I C A ........................(64)

grubości e' sklepienia murowanego z cegły w łożysku, odpowia- 
diijącem kątowi załamania « =  60°, przy rozmaitem obciążeniu p 

i różnych r, promieniach podniebienia.

T,
w 

pu
da

ch
na

 1
' 

□

w
 s

to
pa

ch »5 w s t o p a c h

2,5' 5' 1 0 ' 2 0 ' 30' 40' 50' 60'

2 e '= 0 ,03 0,OG 0 ,1 6 0 ,33 0,GG 1,45 3 ,96 | / = I
5 1) 0 ,08 0 ,1 6 0 ,3 4 0 ,8 4 1,71 3,G3 I / = I

10 ?ł 0 ,15 0 ,31 0,G8 1,74 3 ,65 9 ,15

20 J) 0 ,31 0,G3 1,42 3 ,73 8 ,59 V ~
30 n 0 ,47 1,13 2 ,23 6,0G 17,49

40 ł? 0,G5 1,68 3,11 8,91 |/= T
50 55 0 ,8 4 1,78 4 ,09 1 2 ,G3

GO 55 1 ,04 2 ,22 5 ,19 18 ,27

70 55 1 ,26 2 ,59 G,43 V ~ l
80

55 1 ,50 3 ,2 3 7 ,89

90
55 1,75 3 ,81 9 ,55

100 V 2 ,0 3 4,4G 1 1 ,GO

150 55 3 ,92 9 ,40 | / = I
20 0 5> 7,G7 |/= 4

2 34 , G5 55 i / - l

3) Dla e", grubości sklepienia w łożysko, odpowiadającem 
kątowi « — 90°, w równaniu (58), podstawiwszy li =  1,6, oraz 

=  2,7, otrzymamy:

e" — (54,09 -  r -  0,118p) — J/(54,09 0,118p) 2-  0,47 lpr,
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Przy rożnem p, obciążeniu sklepienia, i różnych r, promie­
niach podniebienia sklepienia, otrzymamy różne znaczenia dla o' , 
jakto Tablica następująca objaśnia.

T A B L I C A ...................... (64)'

grubości e" sklepienia, murowanego z cegły, w łożysku, odpo- 
wiadającem kątowi « — 90°, przy rozmaiłem obciążeniu p, i ró­

żnych r, promieniach podniebienia.

p,
w pudach
na T □

e"
w stopach

r, w s t o t a c liJ

2 ,5 ' 5 ' 1 0 ' 2 0 ' 3 0 ' 4 0 ' 5 0 '

2 e" = 0 ,03 0 ,0 5 0,11 0 ,28 0 ,6 0 1,44 | / ~ 1

5 5 ?
0 ,06 0 ,13 0 ,18 0 ,72 1,56 3 ,60

10 55
0,13 0 ,25 0 ,56 1,45 3 ,33 V ~ 1

20 >5
0 ,23 0,51 1 ,15 3 ,02 7,97

30 55
0,37 0 ,78 1 ,79 5 ,05 l /= T

4 0 55
0,51 1,08 2 ,48 7 ,33

50 55
0 ,65 1,39 3 ,22 10 ,20

GO 55
0,81 1,72 4 ,04 13 ,20

70 55
0 ,97 2 ,08 4 ,9 6 3 2 ,2 4

80 55
1 ,14 2 ,46 5 ,95 l / = i

90 55
1,43 2,87 7 ,09

100 55
1,51 3,31 8,41

150 55
2 ,7 2 6 ,25 \ / ~ l

200 55
4 ,5 0 8,85

2 8 2 ,3 1 55 l /= T K - i

Z dwóch Tablic (64) i (64)' biorąc największe i możliwe zna­
czenia dla e'" grubości sklepienia, otrzymamy następującą Tablicę:
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T A B L I C A ...................................( 6 4 )"

p,
w pudach 
na r  □

e’"
w stopach

r, w s t o ł a c h >

2 ,5 ' 5 ' 1 0 ' 2 0 ' 3 0 ' 4 0 ' 5 0 '

2 e " '~ 0 ,03 0 ,0 6 0 ,16 0 ,33 0 ,66 1,45

5 ł? 0 ,08 0 ,16 0 ,3 4 0 ,8 4 1,71 3 ,36

10 łł 0 ,15 0 ,31 0 ,6 8 . 1 ,74 3 ,65 ! / = I
20 łł 0,31 0 ,63 1 ,42 3 ,73 8 ,59

30 łł 0 ,47 1 ,13 2 ,23 6 ,06 | / - 1

4 0 łł 0 ,65 1 ,68 3 ,11 8 ,91

50 łł 0 ,8 4 1,78 4 ,09 12 ,63

GO ił 1,04 2 ,22 5 ,19 18,27

70 łł 1,26 2 ,59 6 ,43 l / ~ l
80 łł 1 ,5 0 3 ,23 7 ,89

90 ; łł 1,75 3,81 9 ,55

100 łł 2,03 4 ,46 11 ,60 r
150 łł 3 ,92 9 ,40 V ~ i
200 łł 7,67 V ~ i
2 3 4 ,G5 łł | /= T

Z Tablic powyższych otrzymujemy niektóre grubości tak 
małe, że sklepienie jest pozbawione sztywności.

Wiadomem jest z praktyki, że warunek równowagi słupa 
gniecionego jest pewien stosunek grubości słupa od jego wyso­
kości. W razie niezachowania tego stosunku, słup może się zgiąć 
i w następstwie się złamać.

Sklepienie, będąc gniecione w całej swojej długości, [licząc 
tę długość po krzywej sklepienia pomiędzy punktami załamania 
u ~  — GO'2 i cc — -(- 60°], może być uważane za krzywy gnie-

2
eiony słup, którego długość będzie - n r, a grubości — e, grubośćO
sklepienia.

Teorya sklepień. 3
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Dla uniknienia zgięcia się sklepienia, to jest, dla zachowa­
nia sztywności, potrzeba aby był pewien zachowany stosunek 

2
pomiędzy — rc r, długością sklepienia, i e, jego grubością.O

Stosunek wysokości do grubości słupów murowanych z cegły 
może być przyjęty następujący:

Przy ciśnie­
niu w pudach 
na 1 cal kw.

Stosunek

1,60 12

1,20 18

0,80 24

0,60 36

.0,50 42 ■

0,40 48

0,30 72

0,20 96

Przyjmując pod uwagę powyższy warunek sztywności, jak 
również przyjmując najmniejszą grubość sklepienia na 0,5 stopy, 
czyli na pół cegły, poprawione Tablice grubości sklepień będą na­
stępujące:
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TA B LIC A  ( p o p r a w io n a ) .  . . . .  (6 5 )

grubości e w kluczu sklepień murowanych z cegły, przy 
rozmaiłem obciążeniu p, i różnych r, promieniach 

podniebienia.

■SD

ci * C

@9
w 

sto
pa

ch r, w s t o p a c h

2,50' 5' 10' 20' 30' 40' 50' 60' 70' 80'

2 e ~ 0,50 0,50 0,50 1,50 2,50 4 6 8,50 12 |/= i
5 99 0,50 0,65 0,82 1,80 3,00 5 7 10 1/-1

10 59 0,50 0,70 1,13 2,25 3,50 6 8 13,08
20 99 0,50 0,80 1,44 3,00 4,50 7,89 15,50 |/= i
30 99 0,50 0,80 1,75 3,85 7,21 13,44 |/ - 1
40 99 0,50 1,03 2,22 5,37 10,41 22,03
50 99 0,64 1,32 2,87 7,15 13,27 I /-1
60 99 0,78 1,63 3,59 8,94 19,29
70 99 0,93 1,96 4,31 11,08 26,89
80 59 1,10 2,30 5,12 13,55 I /-1
00 59 1,28 2,68 6,00 16,50

100 55 1,43 3,08 6,95 20,17
110 95 1,66 3,50 8,00 25,17
120 99 1,98 4,28 9,94 l/= i
130 95 2,09 4,46 10,46
140 95 2,33 4,91 11,96
150 55 2,58 5,59 13,64
160 55 2,87 6,23 15,65
200 5» 4,24 9,91 K - i

312,85 99 V -1 I /-1
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największej grubości e'" sklepień, murowanych z cegły, w łożysku 
odpowiadającem kątowi załamania « 60°, lub u =  90°, przy
rozmaiłem obciążeniu p, i różnych r, promieniach podniebienia.

TA B LIC A  ( p o p r a w io n a ) .  . . . .  (66)

c i

a - s  ^
^  p *

c e

£  £

w stopach

r ,  w s t o p a  e h

2 ,5 ' 5 ' 1 0 ' 2 0 ' 3 0 ' 4 0 ' 5 0 '

2 e'" = 0 ,5 0 0 ,5 0 0 ,5 0 1,50 2 ,50 4 | / = 1
5 55 0 ,5 0 0 ,65 0 ,82 1,80 3 ,0 0 5

10 55 0 ,5 0 0 ,7 0 0 ,1 3 2 ,25 3 ,65

20
J J 0 ,5 0 0 ,80 1,44 3 ,73 8,59

30 55 0 ,5 0 1 ,13 2 ,23 6 ,06 [ / - l

. 40 55 0 ,65 1 ,68 3,11 8,91

50 55 0 ,8 4 1,78 4 ,09 12 ,63

60
55 1,04 2 ,22 5 ,19 18 ,27

70
55 1,26 2 ,59 6 ,43 i / = l

80 55 1 ,50 3 ,2 3 7 ,89

90
55 1,75 3 ,81 9 ,55

100 5? 2 ,03 4 ,46 11 ,60

150 55 3 ,92 9 ,40 V ~
•200 5 5 7 ,67 | / = i

2 3 4 ,6 5 55 !

Objaśnienia użycia Tablicy (66).

Weźmy naprzyktad sklepienie, którego promień podniebienia 
r 30 stóp; a obciążenie sklepienia jest p — 20 pud, odpowie­
dnia grubość sklepienia z Tablicy (6G) będzie e' — 8,59 stóp.
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Z uwagi, że sklepienie z cegły murują się zawsze jednej 
grubości po całej linii krzywej, zatem do użycia praktycznego 
wyłącznie służyć będzie, dla oznaczenia grubości sklepienia, 
Tablica (66).

Dla nadania sklepieniu sztywności w kierunku poziomym, 
należy długość sklepienia, którą przyjmujemy w kierunku pro­
stopadłym do rysunku (fig. l) dać nie mniejszą od r, to jest: 
sklepienie półokregowe pełne należy budować takie tylko, które­
go długość nie będzie mniejszą od połowy jego otwartości.

2) Grubość zamurowania sklepienia.

Grubość zamurowania otrzymaną będzie z równania równo­
wagi dwóch momentów: jednego obalającego

M '-M "  =  0,5 (p +  ł.) (r +  { f ,  

a drugiego momentu oporu zamurowania (fig. 6)

() (r +  e) -2-  >

Równanie to będzie:

0,5 (p +  Se)(r +  ~ )‘ =  S(r + « )-£>  . (07) 

W równaniu tern:

p, oznacza obciążenie sklepienia w pudach równo rozłożone 
po linii poziomej, przechodzącej przez wierzch sklepienia, 

ciężar l ści objętości muru w pudach. 
e, grubość sklepienia w stopach.
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r, promień podniebienia sklepienia w stopach.
I, grubość przymurowania w stopach l =  mn, (fig. 6).

Rozwiązując równanie (67) otrzymamy:

Do równania (67), (68), nie jest wprowadzony moment nad- 
sklepienia bragc. Ciężar tego nad sklepienia pójdzie zatem na ko­
rzyść równowagi stałej.

Przyjmując, że sklepienie i przymurowanie są wyprowadzone 
z cegły, należy w równaniu (68), zamiast <5 podstawić jego wartość 
to jest (i ~  2,7 pud., a wtenczas otrzymamy:

Dając różne znaczenia dla p i r, dla e zaś biorąc wartości 
odpowiednie z Tablicy (66), otrzymamy różne wartości dla /, co 
bliżej Tablica następująca (70) objaśnia.
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T A B L I C A ...................................(7 0 )

grubości l przy murowani a z cegły (fig. 6) przy sklepieniach muro­
wanych też z cegły, przy rożnem p, obciążeniu sklepienia 

i e różnej grubości jego.

p
w

 p
ud

ac
h

l,
w stopach

r, w s t o p a c h

5' 1 0 ' 2 0 ' 3 0 ' 4 0 ' 5 0 '

2 l -=z stop. 2 ,52 3 ,50 6 ,64 10 ,00 13 ,86 K - 1
5 55 3,51 5 ,10 8 ,57 12 ,07 16 ,57

10 . y> 4 ,6 5 6,97 10 ,77 14 ,95 | / = 1
20 55 G,37 9,43 14 ,86 21 ,95
30 55 7 ,84 11 ,55 18,65 V - i
40 55 9,11 13,40 2 2 ,0 0

50 55 10 ,25 15 ,18 2 5 ,52

00 51 1 1 ,24 16,87 3 4 ,37
70 55 12 ,26 18,49 ] / = i t
80 55 13,21 19 ,35
90

55 14 ,14 21,71
100 55 15,11 2 3 ,7 0
150 55 2 0 ,56 K - i
2 0 0 55 K - i

Uwaga. Gdyby naprzykład sklepienie złożone było z żela­
znych łuków, to dla zrównoważenia siły Q' — Q"t 
jak to wyżej, powiedziano, należy uzbroić łukbza 
pomocą, dodatkowych ferm, zbudowanych na bokach 
łuków.



II, Sklepienia okręgowe spłaszczone.

a) Gdy ciężar jest równo rozłożony po linii poziomej, 
przechodzącej przez wierzch sklepienia (fig. 7).

Wyrażenie dla Q', ciśnienia w kluczu sklepienia, będzie ta­
kie same jak (3a), a mianowicie:

Q -  ^ ( 1  +  COS a ) , .............................................(7 1 )

M', moment zaś obalający sklepienic-przyczółek:

M' =  Q ' ( Y -  n)

albo
2

M ' — k j -  (1  -j- cos ct) (cos a — cos a) . . (7 2 )
u

M", moment oporu przyczółka-sklepienia, będzie:

M" — A (g — X) - f  p j (§ — x) dx
J  x

albo:
p r 2

M” — —  (sin2a — sin2a), . . .' Jj ■ • (73 p)
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Zatem:

Q", siła oporu sklepienia przyczółka:

M." nr
Q" =  -7T—  =  — (cos a - f  COS a) . . . (75)

Y — *i 2

zaś:

Q '-Q "  -  ę  (1 -  cos a ) , .................... (76)A

T, siła ciśnienia w sklepieniu po stycznej do koła będzie, 
jak w (10 c), a mianowicie:

T  — pr (cos « -j- sin2a ) , .......................... (77)

Zestawiając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działa­
jących w sklepieniu, otrzymamy:

Q '-Q "  — y  (1 -  cos a), (78)

T  pr (cos a -|- sin2a), .

M '-M "  = ^ -  (cos a -  cos a cos a cos « +  cos2a, .

Z powyższego okazuje się, że:

1) Q', ciśnienie w kluczu jest największe, przy « — 0.
2) Q' — Q", jest stałą wielkością niezależną od «.
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Moment łamania sklepienia, pochodzący od siły poziomej 
Q' — Q", jest następujący:

Ir— Y )

Moment ten jest największy przy

cos a
1 -j- cos a 

2 ’ (79 q)

to jest, że w punkcie, odpowiadającym kątowi «, sklepienie jest 
najsłabsze. Punkt ten znajduje się na połowie wysokości sklepie­
nia, jak to widać z wyrażenia (79 q).

3) M '—M", różnica momentów pokazuje, że samo sklepie­
nie nie może pozostać w równowadze, i że dla zachowania ró­
wnowagi potrzebuje zamurowania, lub uzbrojenia.

Dla bliższego objaśnienia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu okręgowem spłaszczonem, przy różnych kątach a 
i różnych kątach załamania «, podajemy następującą Tablicę (80):



43

co

1-3

o
O02
1ll
a

<L
^  a<

O O k o>0̂  KO ^
o" cT

- - 0 R - -  - - R - -  -

O
OCJD

II
a

£  s  s  *»
<=> °  i—r ©

R* a  ^
^  a , ^
10 ^  S  °'C  ®i £
O  O r-T

0 0 0 R R -  -  ~

O
O

! II
a

5~ S- 
Sh s. ^  A,

¡g a< r-H »o
S  o  i r  «2? iO O CO S  " (M O 
®~ °  r-T »  
°  o

Ł «S a a^  Ł SiH Sj
s  ^  ^  t -

S  ^  °  t : 5  c i  ®1 §
cT  rH cT

Ł  ^O  iO _.
^  i-_ oco co ^
»o ®GO r-J ^
cT o" ^

. . . .

O
Occ

II
a

s. n
^  t. sŁ, 

^  a< o  ^

«  s  2  50co „ '—' co02 O r-1
o" -  o"

Ł  ^  ^^  a  a ,
S  ^  <N ^

02 O  - o  
o~ rH o"

. n^ C ^
^  a^ a,

2  SCO OO ~  CO
00 ^  _J

i—i  ̂ o  
o~ o" ^  o"

a  . a , ^  ^
—1 02
g  S  «  O
co CO 1—1 
02 o  r"Jv 
cT o" ^

OO
II
a

cl
a  a< k a , 
a , »O ę^' »o 

cT o '

ci-—- r*s

a , S  *a, ™
° "  5 -

a  n
^  Ł, 

- ¡2 - °  
Sh ó  Sh £

r-t  o  
O  o"

“ . Cl
a , a .

Ci
ś  02 Ł. 02a^ co a , oo 

co o  
° .  o  
o  o~

S
ił

y 
i 

m
om

en
ty

II ll 
Jl q ? II ^
C? | Es |

c? ^

II II
II = ii -ł  

j '  o  J 1 2
a  | Es | 

CS ^

li Jl 

II b  II ^
CS | ^  | 

C? ^

II II 
ll

CS 1 Es \ 

CS

e O o o o O O O O O o o O o o o o+3 O o  o  o o  o  o  o xO vO vO *0 o  o  o  O02 02 02 02 CO CO co CO tH ^  ^ co co co coi—1



44

b) Sklepienia okręgowe spłaszczone, równo obciążone po 
linii krzywej abc sklepienia (fig. 8).

Q', ciśnienie w kluczu sklepienia wyrazi się tak samo jak 
(34), a mianowicie:

« sm «
Q' —  pr  ( - ----------------------1)1 — C O S  CC ' • • • (81)

M', moment obalający sldepienie-przyczółek, będzie:

M' Q! (Y  -  n)

albo,

« sin cc
W '  =  p r " COS CC ~  ^  ( C0S a ~ C 0 S a ) ’ - • • • (8 2 )

ii/", moment oporu sklepienia-przyczółka, wyrazi się:

M" — A (g — X) -j- p  f  (g — a) ds,
J X

rozwiązując, otrzymamy:

4/" — £ir2 (« sm a — cc sin « -j- cos a — cos «), .

Różnica tych momentów będzie:

M '—M" — nr2 [L---------- ~ a sin « — a sin a\ ,
1 L( 1  c o s e c )  J

(83 r)

(84)

Różnica sił poziomych Q'—Q" w punkcie załamania a, będzie:

M '-M "
Q '-Q '

Y - ę ’

albo:

(1 — cos a)
Q1— Q! — pc t;-----------\ « sin cc — « sin a 1L (1 — cos «) J cos« — coso

(85)



45

Ciśnienie poziome sklepi enia-przy czółka w punkcie załamanie

Q" =  p r [ ? —  - - - - - I ] , . . . (86)1 L cos « — cos a J

Ciśnienie T  po stycznej koła jak wzór (40).

T  — pr (cos a -f- u sin « ) , .......................... (87)

Zestawiając wszystkie wyrażenia sił i momentów sił, działa­
jących w sklepieniu.

Q! — pr (
u sin «

1 — cos « 1 ),

Q " = p r  [

Q '- Q " = p r [

a sm a — « sm « 
cos cc — cos a

a sin «

1],

L(1 —  COS Cl)

T  =  pr (cos a -j- u sin2«), . .

a sin ci

(1 — cos a) — a sin a] ,

(88)

iii' =  pr2 (- 1) (cos « — cos a), .'1 — cos a

M" =  pr2 (a sin a — ci sin « -j- cos a — cos «) , .

■ p Ą  [
u sm u 

(1  —  COS u) (1 — cos a) — a sin a\ , .

okazuje się:
1) Że Q', jest największe przy « =  0, i ze wzoru (44 k),

max. Q' — pr

2) Różnica sił Q'— Qr, oraz różnica momentów M1 —M" po­
kazują, że sklepienie samo zostać w równowadze nie może i że 
równowaga ta osiągniętą być może przez odpowiednie zamuro­
wanie sklepienia, i odpowiednie uzbrojenie łuków sklepienia.

Dla bliższego objaśnienia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu óJcręgowem splaszczonem przy różnych kątach a i przy 
różnych kątach załamania «, podajemy następującą Tablicę (89).
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III. Sklepienia okręgowe podniosłe 
(maurytańskie).

Do obliczenia przyjmuje się, że obciążenie sklepienia jest 
równo rozłożone po linii krzywej koła (sklepienia), (lig. 9).

Dla sił i momentów sił tego sklepienia będą wzory wszyst­
kie te same, jakie są dla sklepienia okręgowego spłaszczonego (88), 
z tą tylko różnicą, że dla sklepień podniosłych kąt a jest większy 
od 90°, we wzorach zaś dla sklepień spłaszczony cli kąt a jest 
mniejszy od 90°.

Wyrażenia sił i momentów sił, działających w sklepieniu 
okręgowem podniosłem będą następujące:

, u siu «
Q — pr (f----------------------- 1),1 — COS u

r a sina — « sm «
Q" p r ------------------------- 1 , .

COS a  —  COS a  

a  sin u
Q'— Q" —pr [------------(1 —cosa)

L1 —  COS u '  '

T  — pr (COS a -j- u sin2a), . . .

asm a\ cos u — cosa
• (90)

« sin a
M' — pr2 [ (i--------------------1) (cos u — cos a)],1 L 1 — COS u ' v ' J
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M ' — pr2 [a sin a — « sin « -f- cos a — cos «],

« sm «
M '—M" — pr2 [---------- (1— cos a) — a sin a\.

1 — COS U  v '  J ł

I. . (90)

Przyjąwszy, że a —  120°, wzory główniejsze będą, nastę­
pujące:

a sm «Q' — pr (-— -------- — 1),
1 — cos « '

f,.. .1,8138 — a sin u  ,
Q =2>r ( ^ Z r Z -----rTno- -  1),COS a  — 0,50

r,. ,1,5 « sin « 1
Q '-Q " = p r ( f - - - -  -  1,8138)

COS CC cos a — 0,50’ 

T  — Pr [ ( i ------1) cos cc +  « sm2«],. . .-L CC/o CC

a  sm CC

M - M ' =  pr2 -  1,8138],
L 1  —  COS CC

'• ■ (91)

Dla bliższego objaśnienia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu maurytańskim, przy kącie a 120°, a przy różnych 
u podajemy Tablicę (93).
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Uwaga. Przy « -- a =  180° będziemy mieli:

Q! — —  pr 

Q" =  pr 

Q'— Q" — 2pr 

T — — pr 

M '-M "  =  0.

Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu, przy różnych kątach załamania «, można wyzna­
czyć odpowiednie grubości sklepienia i zamurowania.



IY. Sklepienia gotyckie.

Utrzymując te same znaczenia dla wszystkich liter, jakie 
były użyte przy rozpoznawaniu sklepień półokręgowych i przy­
puszczając, że sklepienie równo jest obciążone po linii krzywej 
sklepienia, równanie momentów sił, działających w przekroju bb' 
sklepienia (lig. 10 i 11), będzie:

,, r sin «
'¿iXY — Ar (sin « — sin u) — p  I (x — r sin u) ds,

" r sin u

Rozwiązując powyższe równanie otrzymamy:

2 X 7  =  pr2 [ (« — n) sin a — (cos u — cos «) ], . . . . (95, s)
$

Dzieląc Y,XY przez wysokość belki w przekroju bb’, otrzy­
mamy Q’, ciśnienie w kluczu sklepienia:

Q’=

Q ' = p r [

r (cos u — cos «) ’ 

albo:

(« — u) sin a
cos u cos « 1], • • (96)



Moment M’ obalający sklepienie - przyczółek, Avyrazi sie:

M1 =  Q'y,

albo:

, „ „ r(a — u) sin « , ,JW =  pr f-------------------- 11 cos " . . (97)cos u — cos « J v '

M", moment, działający przeciwko momentowi M!, Avyrazi sie:

M" — Ar (1 — sin «) + J> C(r — o;) t/s,
r sin «

rozAviązując pow yższe równanie, otrzymamy:

7T
M" = p r 2 [ ( ^ - — «) — (« — «) ¿'W « — tos «], . . . .  (98, t)

-  52 -

Dzieląc jl/", przez Y, otrzymamy Q", siłę oporu sklepienia- 
-przy czółka.

Q"
M

albo:

Q" —  pr [ ( y  -  u) -  (a — u) sin u -  cos cc]

albo:

Q" — pr [
( y  — u) — {cc — U) S%\sm cc

COS cc
(99)

Różnica zaś sił Q' — Q", będzie:

/-W r \n  .{cc— u ) sin a  COS U ń  1 sQ'— Q" — pr [------------------------- (’o* -  « )]------- , • (100, u)
1 y  C O S  U —  C O S  cc v 2  '  J  C O S  c c ’
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Różnica momentów M —M" będzie:

, „ r (a — u) sin a cos U ,
W  [ ~ 77777---- IT7T-------( y  — u) ]> (1 0 1 )

COS U —  COS U

Mając wyrażenie ciśnienia Q' i A, ciśnienia pionowego skle- 
pienia-belki na sldepienie-przyczółek, możemy oznaczyć T, siłę 
ciśnienia po stycznej do koła w jakim kolwiek punkcie (i«) (lig. 10).

Ponieważ:

m Aa — u) Sin amax. Q — nr --------------— — 1 Lcos u — cos a

w którem, a —  (50°

A — pr (« — u),

otrzymamy:

T — max. Q' cos a -j- A sin a, 

albo

T max. Q  cos a -j- pr (« — u) sin a . . . . (102)

Zestawiając wszystkie wyrażenia sił i momentów sił, działa­
jących w sklepieniu:

Q1
r (« — u) sin u 

— p r  [ ;------ - — 1 ],cos u — cos « J

Q" =  pr [

n
(~n — u) — (« — u) sin a

COS a

&  -  Q " =  p r  _  , »1 *- /»no ot — /»no // ' Z

1], • • • 

1
( 104)

i)]COS U — COS u 'Z  ' J cos a

T  — ?nćw\ (2' cos a -j- pr (« — m) sm « , .....................

... „ r (u — u) sin aM' — pr2 [ -------------------------1] cos a , ..........................................
COS U —  COS u
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M " ~ p r 2 [ ( y —  u )  — (« — u )  s i n  a  —  c o s «]>

a*i ji| ■ 

1 r(“  — U) s i n  a  c o s  u  f n
?i)]>L COS u — COS a  V 2

okazuje się, że:

1) Q', ciśnienie poziome w kluczu sklepienia, przy a — u,
jest najmniejsze, a mianowicie Q! — o; największe zaś jest przy 
« 9 0 ° , .............................................................. (105)

2) Q' — Q", różnica sił poziomych w punkcie załamania «, 
jest odjemną przy a u, a dodatnią przy u — 90°, iak to wi­
dać z Tablic (106) i (107).

3) — różnica momentów sił jest przy jednych « od­
jemną, przy drugich « dodatnią, jak to widać z Tablic (106) 
i (107). Momenty dodatnie mogą być zrównoważone momentem 
zamurowania, momenty odjemne mogą być tylko zrównoważone 
momentem od ciężaru dodatkowego P  (fig. 12), umieszczonego 
w kluczu sklepienia.

Dla objaśnienia bliższego sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu gotyclciem, przy różnych kątach załamania «, ułożo­
ne zostały dwie następujące Tablice (106) i (107). Dla Tablicy 
pierwszej przyjęto, że u —  30°; dla Tablicy drugiej, u —  45°.

F



(1
06

)
55

œcáNOÖ<v
>

O
»O . .
c o S ,

II 0 5
11 •o o
Ö

CO
C<l

S3 c T
Ł II

11
CC
Oí

• r—i <3?

Q ?
s i
53

«T 5

2
S

cden
cd
$



Uwaga. 
ma,v. 

Q' jest przy « =
 78°,30', i w

tenczas

5G

i-3

te
f
i—<
O
►*-

(107)



57

Z powyższych wzorów i Tablic widać, że sklepienie gotyckie 
nie może pozostać w równowadze, bez wprowadzenia dodatko­
wych odpowiednich sił. Dla zrównoważenia momentu odjemnego 
j\F — M" potrzeba w kluczu sklepienia zawiesić pewien ciężar P, 
dla zrównoważenia zaś momentów dodatnich potrzeba zbudować 
przy sklepieniu odpowiednie zamurowanie.

Ciężar P, powinien być tak wielki aby moment M  — M" nie- 
byl odjemnym (fig. 12).

Przypuszczając, że sklepienie jest równoobciążone po liniach, 
krzywych sklepienia, równanie równowagi momentów sił, działa­
jących w bb' przekroju poprzecznym sklepienia będzie, (vid. 95 s.):

p
2X F  — — r (sin u — sin u) — pr2 [ (u — u) sin « -- (cosu —cos «) j,

(108)

Dzieląc EYF przez wysokość belki w przekroju bb', otrzyma­
my Q', ciśnienie w kluczu sklepienia:

Q1

V X Y
r (cos u — cos «) 

albo:

+  Pr [
(« — u) sin u
---------1-----------1 , •cos u — cos « . (10J)

Q!

P (sin a — sin ii) 
2 (cos u — cos «)

Moment M', obalający sklepienie-przyczółek wyrazi się:

M' =. Q'Y

albo:

W  = Pr (sin u — sin u) cos « 
2 (cos u — cos u) +

■ „ r ( u  — u) s i n  u -i
+  Pr [ _  — 1] cos a,COS u —  cos a ( 110)
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M", moment oporu sklepienia-przyczółka, wyrazi się (98, t):

P t ' _ TC
M" ~  — (1 — sina) -f-jpr2 [ ( ^ — u) — (a—u)sinar— cos «],... (111)

Dzieląc M" przez F, otrzymamy Q", siłę poziomą oporu 
sklepienia-przyczółka, a mianowicie:

Tl/"
Q" == >

(i'

T C

[ ( 2 ~  u )  ~
— ( «  — u )

albo:

P  (1 — .sin «)
2 cos «  

sin « — cos * 1 ................................................( 1 1 2 )J co.s « v 7

Różnica sił poziomych — (2" w punkcie załamania będzie:

Q !-Q !

(u — u) sin a cos u st
+  l)r [ t„nB.______ . . „ Y  ~ ( j

p  1. COS a ( 1 — sin u)1—cos u 1(1 — sin it)
2 1_ (cos u — cos w) cos « +

« ) ] ----- , • • • (113)
J COS U x(cos u — cos «)

Różnica momentów M! — M", będzie:

, ,, Pr r (sin u — sin u) cos « ,, . , , .
M — M" =  1----------------- 1---------- (1 -sin  a) +2 cos ii — cos «

, (u—u) sin u cos u
+  P* [ -  ( y  -  “) ]■ •cos u — cos «

. . . (114)

było:
Aby M  — M" było dodatnie, potrzeba, aby przynajmniej

M1 — M"
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z czego wypada, że:

( ~— - u) (cos u — cos u) — (u —u) sin a cos
' pr

(sin « — sin u) cos « — (L—sin «) (cos u — cos «)
] ,  (1 1 5 )

P, powinno być takiem, aby ono zadość czyniło warunkom 
równowagi sklepienia przy każdym kącie załamania «. A po­
nieważ największe Z3jest przy « _ u, jakto widać z równania (115)
zatem, max, P  będzie:

n
2 pr [ (~,y — u) —- cos u ] sin u

max. P  — __—— ----------T------------------, .................... (I IG, w)
1 — sin u

Dla każdego sklepienia gotyckiego P należy oznaczyć z ró­
wnania (116).

Tablica następująca objaśnia, jakie ma znaczenia P  przy ró­
żnych kątach u, na zasadzie równania (1 IG).

T A B L I C A ..........................(J17)

przy u = P  =

0 0
30° 0,3G234 -pr
45° 0,37794 pr

45°,10' 0,37888 pr

 ̂© 'io
 

o 0,37902 pr

45°,30' 0,377G0 pr
60° 0,3049G pr
90° 0
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Z Tablicy powyżczej widać że P jest największe przy

u —  45°,20'.

Mając wyrażenie dla Q', ciśnienia poziomego w kluczu i dla 
A, ciśnienia pionowego sklepienia-belki na sklepienie-przycółek, 
możemy oznaczyć T, siłę ciśnienia po stycznej do koła w ja ­
kimkolwiek punkcie koła, odpowiadającym katowi załamania «. 
(fig. 10).

T  =  max. Q' cos u A sin a,

podstawiając odpowiednie znaczenie zamiast Q! i A, otrzymamy:

P
T  ±= max. Q! cos « -j- [ --— \- pr (« — «)] sin «, . . . . (118)

u

Wyrażenia wszystkich sił i momentów s ił, działających 
w sklepieniu gotyckiem, mającem już dodatkowy ciężar P. (fig. 
12), będą:

P — 2 pr

j i

[ ( V  — u) ~~ cos 11 ] s*n
(1 — sin u)

_  P (sin a — sin u) , r (« — u) sin a 
Q! =  W i---------------- T +  pr --------- 1----------1 ,2 (COS U —  COS CC) cos u — cos «

P  (l — sin u)
Q" 2 cos ■ +

TC+  pr [ (-g---- u) — («—u) sin a — cos ci ] ------ ,
cos u

0! -  Q" - . fP  (1 — sin w) cos cc — (1 — sin «) cos u 1
cos u — cos « C O S  U

+  p
r (« — u) sin a cos u n
1 n, . _ .. ( oCOS U  — COS a .<)]

cos «

(119)
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P
T  =  mcur. Q' cos « -j- [ -f- pr (« — u) ] sin u .

, , ,  Pr (sin a —  sin u) cos «M ’
2 (cos u — cos «)

, , r (“ — ?i) sin n , i
+  ^ -  1 ] cos a> • •

+

cos u — cos «

ió
-li" =  -T - (1 — sin cc) -j-

7t
-j- p r  [ (~2 — u) — (« — u) sin « — cos «], . . . .

, Pr r (sin cc —  sin u) cos a
M - M "  =  —  V---------------- 1------  1 -  sin a) +L "nc> “ — cos cc '  ;  j i

+  l»'2 [

2 L cos u — cos 

(a —  u) sin u cos U cc
cos u — cos « ( j  — “)]>

• ( 1 1 9 )

Dla bliższego objaśnienia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu gotyckiem, przy różnych kątach załamania «, ułożo­
ne zostały następujące dwie Tablice (123) i (124).

Dla sił i momentów sił av pierwszej Tablicy przyjętem zo­
stało, że kąt u ~  30°, dla sił zaś i momentów sił w drugiej Ta­
blicy przyjętem zostało, że kąt u —  45°.
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Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu, gotyckiem, przy różnych kątach u i różnych ką­
tach załamania «, można Avyznaczyć odpoAviednie grubości skle­
pienia i zamurowania, oraz oznaczyć wielkość obciążenia odpo­
wiedniego w kluczu.



Y. Sklepienia eliptyczne.

a) Sklepienie eliptyczne równo obciążone po linii 
poziomej fg. (fig. 14).

Przyjmując, że:

X,Y, są współrzędne punktu załamania,
A, ciśnienie sklepienia-belki na sklepienie przyczółek, 
j), obciążenie sklepienia na l śi długości linii poziomej, 
-X V , summa momentów sił, działających w przekroju 

[»rzecznym oY, przechodzącym przez klucz sklepienia,

równanie równowagi będzie:

Z X Y  =  A X  -  1—  
2

A ponieważ:

(125)

równanie zaś elipsy,

A  == pX,

x ■- =  “ (i,-- -  n
b

Zatem równanie (125) będzie:
Teorya sklepień. 5
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S Z r  =  | Ł ( ł . _ n ........................ (126)

Dzieląc zaś YtXY przez wysokość belki w przekroju o 
otrzymamy Q' ciśnienie w kluczu sklepienia.

Q'
2 X Y

~  b — y ‘‘

albo,

<?=-§--fr <»+■ n............  ■ (>27)
Moment M', obalający sklepienie-przyczółek wyrazi sie:

M' — Q'Y

albo,

u  =  - f - ^  (4 +  r) r , .......................... (i28)

ii/”, moment oporu sklepienia-przyczółka, wyrazi siy:

a 
(a 

X
M" = M (« -  X) +  p f  (a -  x) dx, . . (129)

J  X

albo,

J /
p a

T  7 - n . . . . (130, x)

Dzieląc i)i” przez D, otrzymamy (3”, siły poziomą opo 
sklepienia-przyczółka.

Q" -
AT
Y

albo,

Q" -  Z .  °X .Y  
^  — 2 b2 ’ . (131)
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Różnica sił poziomych w punkcie załamania będzie:

Q' -  Q"
p  a 2

T  ~b~ ’
(132)

Różnica momentów

2

M  -  M" =  -f- 4 -  Y , ........................(133)

Mając wyrażenie dla Q' i A, możemy oznaczyć T, ciśnienie 
po stycznej do krzywej sklepienia, a mianowicie:

T — max. Q! cos « -f- A sin «, . . . (134)

Zestawiając wszystkie wyrażenia sił i momentów sił, działa­
jących w sklepienieniu otrzymamy:

p a

Mn

2 Ir

- JL
oa

2 1F

Q"

max. Q'

V
o>a

' 2 (r (

. A . a2

p a
Y  T

2 !r

( 135)
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Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu eliptycznem, przy różnych kątach załamania «, mo­
żna wyznaczyć grubości sklepienia i zamurowania.

b) Sklepienie eliptyczne spłaszczone, równo obciążone 
po linii poziomej fg  (fig. 16).

Wyrażenie dla Q', ciśnienia w kluczu będzie takie jak (127), 
a mianowicie:

2

\  ~j/ .......................... (136)

Moment Al', obalający sklepienie-przyczółek, będzie:

M  =  Q' ( Y -  n)

albo

Al'
p a

T  6ŚT (b +  Y ) { Y - n ) ,  . • • (137)

Moment zaś oporu sklepienia przyczółka, AL" będzie:

M'
J D

(o — x) dx, 
X

AL" — — —  7 FJ Z ~~ 2 ó2

albo:

r ) ,  • • (138, z)

Różnica tych momentów di' — Al" będzie:

i i  -  M ' =  ( r  -  i) («■ -  v), . (139)
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Q", siła oporu przyczółka-sklepienia w punkcie załamania:

Q" =
M"

Y - n

albo:

Q' l f r ( r + ?), ( 1 4 « )

IS

. (141)

T, ciśnienie po stycznej w punkcie («) będzie takie jak (134). 

Zestawiając powyższe wyrażenia otrzymamy:

a  =  T  F (* +  r )> • • •

Q'—Q" =  - f  (ł  -  ?).

T  =  m ax. Q ' cos a A  sin . / • (143)

« '  =  4  -t t  (s +  JO ( r  -  i), ■2 />

• • •
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Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu, przy różnych kątach załamania «, można wyznaczyć 
grubość sklepienia i zamurowania.

c) Sklepienia eliptyczne (pełno), równo obciążone po linii 
krzywej sklepienia, (fig. 17).

Równanie równowagi będzie:

X
2 X 7  — A X -  p x d s , .................... (14G)

po podstawieniu odpowiednich wartości, otrzymamy:

n2 3n4
+  (1 “ T “ 64)5' Sm>' +

W powyższem równaniu n r-

Dzieląc zaś 2 X 7  przez wysokości belki w przekroju oo, otrzy­
mamy Q!, ciśnienie w kluczu sklepienia.

albo

b (1 — cos y)
(148 ac)
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Moment M', obalający przyczółek-sklepienie, będzie:

M' — Q'Y,

albo

M' =  1 X Y COS y
(1  —  COS y) ........................................( 1 « )

M", moment oporu sklepienia-przyczółka, wyrazi się:

M" =  A (a—X) +  p j* (a—x) ds.

albo:

M" =  pa2 ( 1 - 4 - 64 ’ pa2 (1
n
OO

n
n r -  I X Y ,  

(150 ad)

Różnica momentów będzie:

M  -  M" — 1 X Y
1 — cos y pa2( 1

n2 3 n \ n
5T)TT- +

i 2 n  n  n  \
+  pa ( 1 ---- 3“ —15" )> ’ •

4 64 '  2

• . (151)

Q", siła oporu sklepienia:

Q" =: M"
b COSy’

Różnica zaś Q '~Q ":

(152)

Q ' - Q 1 Z X Y M'
b (1 -  cos y) b cos y • (153)
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T, siła ciśnienia działająca po stycznej do krzywej sklepie­
nia przy punkcie («), będzie:

T  —  max. Q'cos u A  siu a, . . . .  (154)

Mając wyrażenia sił i momentów sił, działających av skle­
pieniu, przy różnych kątach załamania a, można wyznaczyć od­
powiednie grubości sklepienia i zamurowania.



YI. Sklepienie paraboliczne.

a) Sklepienie paraboliczne, równoobciążone po linii poziomej 
oX, przechodzącej przez wierzch sklepienia, (fig. 18).

Przyjmując że:

X, Y, są współrzędne punktu załamania «,
A, ciśnienie sldepienia-belki, na sklepienie-przyczółek. 
p, obciążenie sklepienia na l ść długości linii poziomej X, 
%XY, summa momentów sił, działających w poprzecznym 

przekroju oY, przechodzącym przez klucz sklepienia.

Równanie równowagi sklepienia będzie: ,

!XY=r-AX-tĘl,
u

A ponieważ:

A =~-pX,

X  — V  2qY, równanie paraboli,
podstawując zatem av równanie równowagi otrzymamy:

(165)SX F =  p , , r ,  . .
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Dzieląc zaś h X Y  przez wysokość belki w przekroju Yo, otrzy­
mamy Q', ciśnienie av kluczu sklepienia:

albo:

(l' =  P 9 , ........................................................ ( 1 5 5 )

M',. moment obalający przyczółek - sklepienie, wyrazi się?
( f ig .  1 8 ) .

M  =  Q' (b — Y )

albo:

M  =  po (b -  Y ) , ...............................(15G)

M", moment oporu sklepienia-przyczólka, wyrazi się:

a
M" — A (a — X )  -}- p ( (a — x) dx,

J  X

czyli

M" =  pQ (b — Y ) , ..........................(157, ae)

Dzieląc M" przez (b— Y), otrzymamy Q", siłę poziomą oporu 
sklepienia-przyczółka.

M"
1 ~  b - Y  

albo

Q" =  PQ, .......................................... . (158)

Różnica sił poziomych Q!— Q" w punkcie załamania, będzie: 

Q '-Q "  =  < 3 , ......................... ..... (159)
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Różnica momentów:

. . (160)

T, siła ciśnienia po stycznej do krzywej sklepienia w pun­
kcie («) wyrazi się:

Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu przy różnych kątach załamania «, można wyznaczyć 
grubości sklepienia.

Sklepienie paraboliczne, równo obciążone po linii poziomej, 
niepotrzebuje zamurowania, ponieważ ()' — Q" — 0, a także 
M  -  M" _  0.

h) Sklepienie paraboliczne, równoobciążone po linii 
krzywej sklepienia (fig. 19).

Równanie równowagi będzie:

T  =  Q! cos « +  A sin a,

czyli:

p o  ( 1  +  2 7 ) (161 af)
K i  +  2qY

albo:
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Dzieląc zaś l X Y  przez Y, wysokość belki otrzymamy Q\ 
ciśnienie w kluczu:

^  SX F
Q' =  — ................................................(163)

M1, moment obalający sklepienie-przyczółek będzie:

y v y
^  ............................... (164)

Moment oporu sklepienia-przyczółka M", będzie:

a, oznacza połowę otwartości sklepienia, (fig. 18). 

Rozwiązując równanie powyższe, otrzymamy:

=f t«1A+| +, % (f + 1/T7|) i -
-  f  e* [ (1 +  £ )  -  1] -  S Z U  . . . .  (165, ah)

(2”, siła oporu sklepienia-przyczółka, wyrazi się:

M "
=  ................................................(166)

Różnica momentów będzie:

M - M ”, ..............................................(167)

Różnica sił poziomych w punkcie załamania:

S Z 7  M "
Q '-Q " 1 b — Y  ’ • (168)
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T, ciśnienie po stycznej do krzywej sklepienia, w punkcie 
cl bydzie:

T  =  mace. Q! cos « 4~ A sin (169)

Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w sklepieniu, przy różnych kątach załamania a, można oznaczyć 
odpowiednie grubości sklepienia i zamurowania.



VII. Sklepienie ŁyperMiczne.

a) Sklepienie liyperboliczne, równo obciążone po linii 
poziomej gi, przechodzącej przez wierzch 

sklepienia (fig. 20).

Oznaczymy przez:

X, Y, współrzędne punktu załamania d,
A, ciśnienie sklepienia-belki na sklepienie-przyczółek, 
p, obciążenie sklepienia na l ść długości linii poziomej gi.
I, połowę otworu sklepienia,
YiXY, summę momentów sił, działających w poprzecznym 

przecięciu, przechodzącem przez klucz sklepienia
Sklepienie uważa się, dla uproszczenia rachunku, jak to miało 

miejsce i przy poprzednich sklepieniach, jako linia krzywa (obe­
cnie hyperbola).

Równanie równowagi będzie:

pX 2
2 Z 7  =  A X  — ,

I -

a ponieważ

A —  pX
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a równanie hyperboli:

b y 2  2 ^.272a x — a b

:í  W - “2)

zatem:

£X Y  = 1 7 ^ • (170)

Q', ciśnienie w kluczu, wyrazi się:

2X 7
QI _

Y  - a  

albo:

79
ff  =  T  V  ( y +  “) , ................... (171)

21', moment obalający sklepienie-przyczółek, będzie:

M  — Q! (h -  7)

albo:

,1 [  (Y  +  a) (h -  Y),. . . (172)
Aj tí

21", moment oporu sklepienia-przyczółka będzie:

J
21" — A ( l - X ) + P  1(1—  a) dx,

J X

albo:

21' P V
2 a-  ( / i 2 — 7 2) , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (173, ai)
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Q", opór przyczółka-sklepienia

Q!' —
M"

h -  Y ’

albo:

Q" = 1L
2

Ir
~T (A +  l7). • • (0 4 )

*
Różnica sił i momentów sił będzie:

v b2
— (« — *), • ■ • • (175)

M - M "  =  f -  (* -  <*) (J7 -  /<). • (176)

Z powyższego widać że Q' — Q", oraz M' —M", są odjemnć 
podobnie jak w sklepieniach gotyckich.

T, siła ciśnienia po stycznej do krzywej 
kcie («) będzie:

sklepienia, w pun-

T  =  max. Q' cos « -f- A sin a, . . • (177)

Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
av sklepieniu, przy różnych punktach załamania można oznaczyć 
grubości sklepienia i zamurowania.

t
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b) Sklepienie liyporboliczno, równo obciążone po linii 
krzywej sklepienia, (fig. 20).

Równanie równowagi

r X
I X  Y  =  A X  - p i  xds 

J  o

albo:

<p' sin <p' cos ip' +  <p'
W  =  Va X [ n tg 9 ' - - 2n

sin <p' cos3 </>' -f- 1,5 sin <p' cos y>' -f- 1,5 <p' 
64 ?i5 -  •••] -

, r n t log. cos cp' r cos2 cp' cos4 <p' , 
l>ab L 2 <P' +  h  1 6 ~H F  +  " 6 4 ^  +  • • •

n 1
2 16 n3 64 n*

W powyższem równaniu:

n

•• ], •

a2 -f- b2

. (178 al)

tg  <p '
X

Mając wyrażenie (178) łatwo oznaczyć Q' ciśnienie w kluczu.

2 X 7
......................................... C1™)

M', moment obalający sklepienie-przyczółek, 

y XV
M' — r (h -  Y ) , ..........................(180)

( 7 - « )
Teorya sklepień.
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l
(l

X

M", moment oporu sklepieńia-przyczółka będzie:

M" -  A ( l - X )  +  p  j ( l  -  x) ds =

J l
— pl J ‘ĉs — V f  x(ls ~  SZT,

nazywając

otrzymamy:

/
i l /> l
ds — p  I xds

M" — B — S Z F , ............................... (181)

Różnica momentów wyrazi się:

M  -  M" =  2 Z 7 ^ - ^  B  +  2 Z F  
(Y —a)

li — a 
Y  — a 2 Z F  -  B, ( 182)

Q", siła oporu sklepienia-przyczółka w punkcie załamani

Q" =
B -  2 Z F  

h -  Y  ’ (183)

Różnica sił poziomych w punkcie załamania:

Q! -  Q" —
2 Z F

(Y - a ) (h — Y) ' (li — Y)
B I X  Y

+

( h - Y )
( Y - a )  ( h - Y ) I X  Y-

B
— y ,  . . ( 184)
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T, ciśnienie po stycznej do krzywej sklepienia w punkcie («) 
wyrazi się:

T  ~  max. Q! cos « -f- A sin «, . (185)

Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił działających 
w sklepieniu, możemy oznaczyć grubości sklepienia i zamu­
rowania.



VIII. Kopul a .

Przyjmujemy, że kopuła stanowi powierzchnię półkolistą, i że 
jest równoobciążona po całej swej powierzchni (fig. 2 1).

Dzieląc całą kopułę na wycinki abc, przyjmując dolny bok 
bc każdego wycinku za l ść, i utrzymując poprzednie znaczenia 
dla tychże liter, otrzymamy równanie równowagi jednego wycin­
ka kopuły.

w którem, p' oznacza obciążenie jedności długości wycinka przy 
punkcie (X , Y). Nazywając przez p, obciążenie 1 stopy □  
powierzchni kopuły, otrzymamy

podstawiając w równanie (186) i rozwiązując takowe, otrzymamy.

Q!, ciśnienie w kluczu kopuły na jeden wycinek, przy kącie 
załamania «, będzie:

1 X Y  =  A X  -  p' xr ds, . . . .  (186)

H XY  [(«2—2) sin « -f- 2 a cos « ], . . (187, arn)
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Q'
2X7

Y ’

albo:

7X
[ (a2—2) sin « -f- 2 a eos«] (1 —eos «) ’

1
( 188)

Chcąc się przekonać jakie ma znaczenie Q', przy kącie za 
łamania a — 0, należy wziąść drugą pochodną licznika i miano­
wnika w wyrażeniu (188):

Pochodna l sza będzie:

u2 COS a 
sin a

Pochodna 2sa:

(2 — tg «) a,

wyrażenie to jest zero, przy a — 0, z czego się okazuje, że 
Q' —  0, przy « — 0

M  moment obalający sklepienie - przyczółek odcinka, wy­
razi się:

M  — Q'Y,

albo:

— -— [ (a2—2) sin a 4" 2 a COS a] TT--------- r , . (189)
71 J J (1 — cos a )  '  7

cos «
] (1 —cos «)
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M", moment oporu sklepienia-przyczółka odcinka, będzie:

rozwiązując powyższe równanie, otrzymamy:

,, 2nr2 r a2sin cc pr2ir ,
M  —  •----  \sin a — a cos u ------- --------i I +  —— , . (190, an)Tt L 2 4

Q", siia oporu sklepienia-przyczółka odcinka w punkcie za­
łamania., wyrazi się:

M "
Q" =  - Y ’

albo:

Q" =
2 pr «“ , .[ sin a — cc cos u — — COS a— 1 ] - j-

71 C O S  « 4 cos u ’ (191)

Różnicy sił i momentów, Q' — Q", M' — M" , znajdziemy 
z wyrażeń (188), (191), (189) i (190).

Jakie siły i momenty sił działają w sklepieniu-odcinku przy 
różnych kątach załamania a, objaśnia Tablica (192).
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Z powyższej Tablicy okazuje się, że Q'—Q", różnica sił po­
ziomych, oraz M '—M ', różnica momentów sił są odjemne, jak 
to ma miejsce w sklepieniach gotyckich, i dla tego równowaga 
kopuły, bez dodania obciążenia av kluczu, jest niemożliwą.

Zwyczajnie obciążenie to daje się w praktyce w kształcie 
wieży wspartej na pierścieniu, (fig. 22) lub w kształcie samego 
pierścienia.

Przyjmując, że kopula jest obciążona w kluczu ciężarem /', 
w kształcie wieży z pierścieniem, lub samego pierścienia, równa­
nie równowagi wtenczas będzie, (fig. 23).

1 X Y (-------1- A) (X  — r sin u)2 nr '

Rozwiązując powyższe równanie otrzymamy:

P m 2
=  —  (sin a —  sin u) - |---------[sin a ( a 2 —  ir  —  2 )  -J -

-j- 2 (a cos a -J- sin u —  u cos u) ] , . . (193, as)

Q', ciśnienie wycinka u wieży przy kącie załamania «, będzie:

Q!
1 X Y

r (cos U —  COS a) ’

M', moment obalający wyrazi, się:

. . (194)

■ ■ ■ ■ («*>

i)/" moment oporu, wyrazi się:

M" : r  ( J L  +  A) (r -  X) +  r fp '  (r -  ,r) ds 
z nr ,J ^
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rozwiązując powyższe równanie, otrzymamy:

2], (196, ap)

Q", opór od sklepienia-przyczólka wycinka:

r cos « ’
(197)

Aby różnica momentów sił była dodatnią, potrzeba, aby 
przynajmniej:

Z równania (198) można znaleść max. P, to jest takie P, które 
przy każdem «, czyniło by M —M" dodatniem. Z Tablicy (192) 
widziemy, że im mniejsze ma znaczenie «, tern większe ma od- 
jemne znaczenie M —M", a zatem dla otrzymania max. P (198) 
należy przyjąć: a —  i zatem:

Dla każdej kopuły P, ciężar wieży, lub samego pierścienia, 
nic może być mniejszym od P, oznaczonego ze Avzoru (199).

Tablica następując objaśnia znaczenie jakie ma P  przy róż­
nych u, z równania (199).

M - M "  —  O, (198)
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T A B L I C A ..........................(200)

przy u — P  —

0 0
14°,28'39" 0,2 7 G18 pr2

30° 0,57272 pr2
45° 0,74779 p ’1
60° 0,71953 pr2

oOC
S 0

Q' — Q", różnica sił poziomych w punkcie załamania («) 
znajdzie się z wyrażeń: (194) i (197).

Q! -  Q" =

T, ciśnienie

^ X Y _________ M"
r  (cos u — cos u) r  cos a  ’

po. stycznej do krzywej linii kopuły,

(2 0 1 )

wyrazi się:

P
T  —  Q  cos a  -f- (-------(- A ) sin  a ,2 n r

albo:

T  =. max. Q' cos « -j- ~L ~—' (“2 — w2) ] sin a, . . (202)

Dla bliższego objaśnienia sił i momentów sił, działających 
w każdym odcinku kopuły przy różnych « kątach załamania, 
ułożoną została następująca Tablica (203), przyjmując, że 
u — 14°, 28', 39", to jest, że średnica Avieży jest czwartą częścią 
średnicy kopuły.
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Uwaga 1. max. Q' jest przy «■= GO0, i wtenczas 

max: Q' =  0,20752 pr.

Uwaga 2. Jeżeli ciężar wieży ze swoim pierścieniem, lub 
ciężar pierścienia, zbudowanego bez wieży, będzie 
większy od P  Tablicy (204), w takim razie do 
wzorów powyższych należy przyjąć ciężar rzeczy­
wisty. Ciężar P  jest ciężar tylko minimalny.

Mając powyższe wyrażenia sił i momentów sił, działających 
w kopule przy różnych kątach załamania «, można wyznaczyć 
grubości kopuły i zamurowania, odpowiednio do największych 
sił i momentów.

W razie budowy kopuły z żelaznych łuków, zamiast zamu­
rowania należy projektować w różnych przekrojach poziomych 
kopuły pierścienie żelazne, równoważące Q' — Q', siły w wy­
cinkach.

Grubość pierścienia w kierunku poziomym oznaczyć można 
ze wzoru:

Q"i 
" Rh ’ (205, ar)



IX. Wyznaczenie grubości przyczółków, 
podtrzymujących sklepienia, (fig. 24).

Nazywając przez:

Q!, ciśnienie największe w kluczu sklepienia, 
r, promień podniebienia sklepienia, 
e, grubość sklepienia,
H, wysokość przyczółka,
S, ciężar 1ŚC1 objętości muru przyczółka,
P, ciężar nadsklepienia.
I', odległość środka ciężkości nadsklepienia do linii piono 

wej cd.

Równanie równowagi będzie następujące:

e dl2 H
Q! ( H - J ) =  P ( l ' - l )  +  -1 -

Rozwiązując równanie powyższe, i przypuszczając, że 11= ^  
otrzymamy:

(206, as)
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Wzór powyższy może być zastosowany do przyczółków, pod­
trzymujących jakiekolwiek sklepienie, byleby Q' było wzięte naj­
większe, jakie być może w danem sklepieniu.

Zastosujmy wzór (205) do przyczółków murowanych z cegły, 
podtrzymujących pół okręgowe sklepienie, z cegły, przy rożnem 
p  obciążeniu sklepienia i przy różnych r, promieniach podnie­
bienia.

We wzorze (205) wstawiając zamiast Q' odpowiednie zna­
czenie,

Dla różnych p  i r, odpowiednie e będziemy brać z Tablicy 
(G6) przytem przyjmując, że S - -  2,70 pud., otrzymamy ze wzoru 
(207) różne wartości dla l, grubości przyczółków, wymurowanych 
z cegły, jak to bliżej Tablica następująca (208) objaśnia.

Q' =  (p +  (r +  y )

otrzymamy:

. . (207)
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T A B L I C A ..........................(208)

grubości przyczółków murowanych z cegły, podtrzymujących 
sklepienie okręgowe również murowane z cegły, przy różnych r 
promieniach podniebienia i różnych p obciążeniach sklepienia.

p ,
w pudach

l

w stopach

r , w s t o p a c h J

2 , 5 ' 5 ' 1 0 ' 2 0 ' 3 0 ' 4 0 ' 5 0 '

2 l 2,G1 3 ,6 0 5 ,04 9 ,62 14 ,20 19,93 i / = !

5 3 ,GO 5 , IG 7,46 12,11 17,48 2 4 ,13

10 ił 4,81 6,86 10,11 15,86 2 1 ,G4 l / ~
20 >1 G,G0 9,42 1 3 ,7G 22,08 3 3 ,1 3

30 li 8,00 11,G8 17,23 28 ,13 | / = T
4 0 11 9,36 13 ,90 2 0 ,3 8 34,71 f

50 11 10,64 15,43 23 ,35 4G,36

GO ił 11,86 17,29 2G,29 4 8 ,39

70 11 13,06 18,96 29 ,26

80 1) 14 ,23 2 0 ,8G 32 ,37

90 1) 15,40 2 2 ,GG 3 5 ,G2

100 51 IG,58 24,51 39 ,22

150 11 2 3 ,02 35 ,48 l /~ l
200 11 3 2 ,2 0 V ~ 1

2G5 11 l / = T

Przy projektowaniu przyczółków należy mieć na uwadze 
osadzenie się przyczółków w skutek ich ciężaru i ciśnienia skle­
pienia, oraz ściśliwość gruntu, na którym przyczółki mają być wznie­
sione. Osadzanie się to winno być pionowe, równe i jednostajne 
dla obu przyczółków; w przeciwnym bowiem razie sklepienie bę­
dzie się rysować i pękać.





P R Z Y P I S K I .

S X Y  pr* •»->
?’— F  2 r (1— cos «)

P ’
2 (1 +  cos

(6 b).

p - -3T -  *>X> +  yr (r -  X) -  (r* -  X»)

P , o ™  P ’ 2V (ra -  A 2) =  —  cos2«.

Teorya sklepień.
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Ciśnienie T  w punktach zaś załamania («), p rzy  Q

(10, c).

temu kątowi załamania, będzie:

T = cos “ +  •/I s m  « =

II H-1 + COS «) cos « -|- pr sin2«

II (co s « --  cos a“ +  2) —

pr
~  2"; (1 + cos « -}- s m 2« ) .

Wyrażenie

pr

(23, d).

(1 — COS «) cos «.

jest największe przy «, zadość czyniącemu równaniu: 

* —  [ (1 — cos «) cos «] =  0, 

z czego wypada, że

1
COS a = =  —  ,Jj

czyli że,

« =  G0°.

odpo-



99

(24, e).

Wyrażenie

T  — pr {cos « -|- sm2«)

będzie największe wtenczas, gdy « będzie czynić zadość równaniu

d
—  (cos «  4 -  sm 2«) =  0

Różniczkując to równanie otrzymamy:

— s*n « -f~ 2 s{n u, cos « — 0 

1
STO <* =

2

*a ponieważ,

ds — j / R r  -j- dy2,
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a z równania

podstawiając

podstawiając

H XY =

koła mamy

du — -------dx,
y y

albo:

x2 dx2
d» = p = p )  ’

w wyrażenie tfs,

r d ( ^ r )

w pierwsze równanie, otrzymamy:
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(36, g)

M" — [r— X) +  pJ ( r  -  x) ds, . . .  (a)
X

a ponieważ:

¿ 1  = :  p  r  a

x  ̂ x
[ r arc sin (—) ] — [r arc sin (—) ] =

o r o

r n . ,x,—-----r arc sm (—)l  ' r

n 
r ( 9 — a) (c )
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„ X
i x ds — I % ds — 1 x ds
X J o J o

r  X
[ — r V  rl —■ x2 ] — [ — r X r l — x l ] =

o o

— r 2 +  r X^t1 — A'2 — r2 — r V  rz — A 2, ..........................(d)

podstawując (c) i (d) w (b), otrzymamy:

podstawiając zaś (c) w równanie (a) otrzymamy:

M" — pr^ct (1 — sin a) -J- 2>r2 ( ^  — « — cos a),

albo: /

j t f ' —  2>r2 ( g — « sm « — cos u)

(38, h)

Q '_Q " =  F (t
asm a 
— COS « 1 “  2 cos « +  K- ^  “ +  1} 1



103

pr [
. s i n  a. COS a 4 -  a. sin a (1  —- COS cc)

(1 —  COS u) COS a 2

a s i n a TT
Pr [j L — cos cc) COS cc 2 COS a J

=•

2 cos

(43, i).

i  C - ^ - - l )  =  O
da 1 — cos a 

czyli,

d a. sin cc 
da 1

=  o
COS a

sin a -J- a COS a a Sin a
1 —  COS cc (1  —  COS « )

7, =  0

sin CC (1  —  cos a) +  CC COS a (1  —  COS cc) —  a Sm2«) * 1
(1  — COS a Y

— o

s i n  u  (1 — COS a) —  cc (1 —  COS a) ^  

( 1  —  COSic) '“

sm a —  «

1 — cos =  0.

.Aby zadość uczynić równaniu powyższemu, potrzeba, żeby
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s i l i  a  — « — O 

czyli,

a  — 0.
*

-tm , . . ., . . s i n  a  — aDla przekonania się, czy rzeczywiście wyrażenie —------—

przy a  — 0, jest też o , weźmiemy drugie pochodne licznika 
i mianownika tego wyrażenia; a mianowicie:

—  s i n  i i  

c o s  a  ’

Wyrażenie (f) przy « — 0, jest równe o , a zatem i wyra- 
. s i n  a  — a  . ,

żerne -----------  icst równe o, przy a =  0.1 — cos Cl

(44, k)

Dla oznaczenia rzeczywistego znaczenia Q', przy « =  0,

a  S in  a
Q' = jp r  ( -  1)1 — c o s  «

należy znaleść znaczenie wyrażenia

u sm «
1 — c o s  u ’ • (g)'

Wyrażenie to przy « =  0 jest nieokreślonem.
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Nazywając licznik wyrażenia (g) przez F  («), a mianownik 
przez f  («), otrzymamy:

F (" )
f  (“)

a Sin a 
1 —  COS a

biorąc pierwszą pochodną licznika i mianownika, będziemy mieli:

F '  (a )  S in  a  -j- « COS

T F ) = ~ sm u

. F '  (a )  .
wyrażenie - , , przy a — 0, jest meokreślonein. Biorąc zaś

/  w
drugą pochodną licznika i mianownika otrzymamy:

F "  (« )  2 cos a  — a  sin
T V )  = COS a

Wyrażenie powyższe przy « =  0, jest:

F" (a)
f"  («)

=  2

Zatem wyrażenie

u sm «
1 — cos a 

przy a 0

== 2

(h )

Czyli, że Q' będzie największe przjy « — 0, i znaczenie jego będzie:

max. Q! ~  pr.
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Wyrażenie

(46, 1).

pr~ [ cc sin u — y  (1 — COS a) ], . . . . (i)

jest największe przy « =  60°, 50', jak to widać z następującej 
tablicy:

Przy cc
Wyrażenie 

0) =

0 0

30° 0,05136 pr2

45° 0,09534 pr2

60° 0,12150 pr2

60°, 20' 0,12159 pr2

60°, 30' 0,12172 pr 2

60°, 40' 0,12179 pr2

60°, 45' 0,12183 p r2

60°,50' 0,12185 pr2

60°, 55' 0,12181 pr2

61° 0,12168 pr2

90° 0
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(49, m).

p  X  v "  p X

A  7 l ’ ' J d s +  i ~ J . < ? - * )
ds

„ X X  rx
p' f (ls +  2 r [rf d s — J x d s ] ,  . . (i)

Z (32 f) biorąc rozwiązane integrały i zamiast X  podsta­
wiając jego wartość, X  — r sin «, otrzymamy:

/ '

X
ds — r «

r x
I x ds — r2 (1 — cos a).

Podstawiając w równanie (i), będziemy mieli,

p " r
A  —  p ' r a  Ą------ g— [ «  —  (1 cos u■))>

(56, n).

(p+fc) (r -j- - | )  =  144 Re,

$
2~ e~ 4 ~  4 4  —  14:4: R ) e — pr,
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*2+ 2 ( r  + P_ 
2 ô

2 pr

(57, o).

(1,25p  +  J,4069 de')(r  +  - - )  =  144 i?e'

1,25 pr  +  1,40G9 Se'r +  0,625 pe +  0,70345 <V2 =  144 Tle' 

e'2 - f  e (2r +  0,8885 -  204,705 -y) — —  1 ,7768^’

(e +  r +  0,444 -  102,35 y ) 2 =

=  (<• +  0,444 £■ -  103,35 § ) > -  1,777 f

e =  — (r +  0,444 -  102,35 y )  ±

±  [ / ( < ■ +  0,444 ¿  -  102,35 -)■  -  1,777 f  ■
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(73, P)-

a ze:

M' A (§ —■ — x) dx,

A = p X ,

(e -  * )  - (B2 -  X 2)

=  o- -  B *  +
X 2

(B -  X ) 2
2

Podstawiając w wyrażenie M", otrzymamy:

U" =pix -pX' +  -f- (s -  xy ,

Y  (8s — X'-) =  y - (sm*a — sin®«).

to jest, że

i / ” =.= 2 sm'ti — sm"«)•
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(79, q).

M'", moment łamania sklepienia:

M "  =  (Q'-  a  ") -  ,)

a że:

r Q '-Q "  =  P~ (1 -  cos a)
u

r — Y  — r (1 — cos «)

Y  — rj — r (cos « — cos a) 

r — i] =  r (1 — cos a),

podstawiając powyższe w wyrażenie momentu łamania, otrzymamy

p r 2
M!" =  —  (1 — cos a) (cos u — cos a)Z

M"', będzie największe wtenczas, gdy « będzie czynić za­
dość równaniu:

^  [ (1 — cos «) (cos « — cos a) ] =  0.

Różniczkując to równanie, otrzymamy,

sin « (cos « — cos o) — (1—cos «) sm « =  0

1 -j- COS rt
cos « 2
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M " =  A ( E ~  X) +  p C°(5 -  w) ds 

A ponieważ:

A =  pr «

5 =  ?’ s*n a 

X  — r sin a

(E — X )  — r (sin a — sin «)

(83, r).

k Js r (a — «)

x ds =  r2
A

(cos a — cos a),

»

podstawiając w l i ”, otrzymamy:

J i"  —- pr2« (sin a — sin «) -f- pr2 [sm a (a — «) — (cos « —

albo:

cos o)]

Hi” -  p r2 (a sm a — « An « -j- cos a — cos «),
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(95, s).

~r sm ci
YiXY — A (r sin u — r sin u) — p  \  (x — r sin u) ds,

*V sin u

albo:

~r sin ci r
X  Y  — Ar (sin a — sin u) — p \ x ds -f- pr sin u V i

*b' s in  n  *b>

V W
r sm u

,r sin a 
ds

'r si/i u

ponieważ:

„r sm ci
A — p  \d s  =  pr (u — u) 

*V sin u

/» (« x dx _
\  x ds =  r \  ... ~  — — r V r 1
0 J l / r * * *

sm ct r sin ci
\ x d s — [ — r IAr% — x2] — r2 (cos u — cosa). 
*V sin u r sin u

Podstawiwszy w pierwsze równanie, otrzymamy:

'¿XY =  pr2 (u —u) (sin « — sin u) — pr2, (cos u — cos “) +  

-f- pr2 siu U (a — u),

albo,

AT =  pr2 [ (« — li) SZU « — (cos M — COS a) ].
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(98, t).

M" =  Ar (1 — sin «) -)- p  i'(r  — x) ds —
*V sin te

~r sin« pf
=  r (1 — sin te )  p \ ds - j -  pr \  ds — p V x ds =  

*V sin u *V sin te «V sto te

—  F ’“ i 1 “  s^n  “ )  ( “  —  u )  +  p r 2 ( y  —  t e )  —  p r 2 COS te,

a l b o :

l f  / =  pr2 [(^- — u) — (a—u) sina — coste]

(100, u).

Q '-Q " F ’
( te  —  í í )  SOT te 

COS U —  COS te
1 —

i i )  —  (te  —  « )  STO te

COS te
+  1] =

(te  —  u ) s in  a  c o s a  - | -  ( te  —  « )  STO te ( c O S  W —  COS te)

F COS i i  —  COS te

T e o r y a  s k le p ie ń . 8
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n 1
— ( i r  — u) ] -----  —2 ' J cos «

•  ,
(« — u) sin Ci cos u .n  1
-------- --------------- — (ir  — u) -----.

COS U ^  COS cc '  Ł ' J COS cc

(105, v).

Tir . (a — u) sin ccWyrażenie ---------------- , przy « =  u, iest nieokreślone. Dlacos u — cos cc1 1 J J
oznaczenia wartości weźmiemy pierwszą pochodną licznika i mia­
nownika, a mianowicie:

d
-7-  [ ( «  —  u) s in  cc , \ „  1 •d cc 1 '  ' ( «  —  U) COS cc sm a

~r (cos u — cos cc) dcc } >
sm cc

Wyrażenie powyższe przy a — u, równa się l ści, a zatem 
przy cc — u, ciśnienie poziome w kluczu

Q' =  0.

(116, w).

rnax. P — 2pr

d 71
u )  (COS U— COS cc)

dcc f ( T  - —  (cc— u ) s m  K cos  i i ]

d

dcc
[ ( s in  cc— s in  u )  cos cc —  (1  -— sińce )  (cos u — cos  <?)]
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albo:

max. P  =  2pr [
(“o' — u) sin « — (« — iij eos « eos

eos'2a — (sm « — sm «) sm a -f-

— sm ce eos u

+  eos « (eos u — eos «) — (1 — sm «) sm «

Podstawiajac u zamiast «, otrzymamy:

maj:. i J =  2]«’ [-
(y  — u) ŝm u — sm « eos u

cos2u — (1 — sin u) sin u 

albo:

max.
re

P — 2pr [ (-g- — u) — eos u ] —sin u
sm u

( 1 3 0 ,  x ) .

/»&
— .p X  (a — X ) pa \  dx — p \  x dx —

¿X

=  y  (<*! -  - n
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a ponieważ, równanie elipsy:

o

otrzymamy:

M" = P a~
lY Y 2

(138, z).

a ponieważ

A =  pX,

podstawiając w równanie pierwsze i całkując to równanie, otrzy­
mamy:

M " = p X ( E -  -X) +  z>B a (B2 A-).

A że równanie elipsy jest:

a ,
■T =  y  (* “~ 7 2)

b =  -Ti- (/> --  r ) ,
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podstawiając w M", otrzymamy:

M" =  f

(147, ab).

r Y
2 X 7  =  ¿ X  -  p  \  x  ds, . .

W powyższem równaniu:

r x
1) A =  p \  ds.,

ds — V  d x 2 — d y 2,

albo:

V* = V  1 +

Z równania elipsy, mamy:

dy
dx

bx

V  d 2 -

■ • ( k )

0)

(m)

. (-)

Podstawiając (n) w (m), otrzymamy:
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Niechaj, x — a sin y 

dx — Ci COS y dy

o  9  o / l  • 9  \  ‘2  2a~ — x =  a2 (1 — sm y) =  a cos y,

zatem:

I /  b2 s in \
ds =  1/  1 4 -  —5---- — a cos y dyr 1 a2 cos2y

albo:

c/s =  ]/a2 — (a2 — 62) sm2/. c/y 

Niechaj rt2 — b2 — a2 n2,

c/s =  a K  1 — sm2)'. c/y. . . . . .  (o)

Podstawiając (o) w (1), otrzymamy:

A =  pet C(/ i _  n2 siny. dy 
Jo

albo:

pY i
A — pa V (1 — n1 sin"-y) 3 dy —
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CY 1
= J M  S i 1 "  T

, • a 1 1n sin y ---- — — n‘ sm‘y ---------- - sm"y —
2 4 2.4.U

4 • 4. U « '  .

1.3.5. nB
2.4.6.8 smsy — . . . ] dy,

albo:

A — pa  ̂ [1 — 0,5 n3 sin2y — 0,125 n* sin*y — 0,0625 ne siney —

— 0,03906 n8 sinsy — . . . . ]  dy . . . (p)

Dla rozwiązania integrałów w równaniu (p) weźmy ogólne 
wyrażenie:

p m
\  sin y dy,

Całkując częściami, otrzymamy:

p m
V sin y dy =  — , (m~2>

S171 y COS y - f -  (m ) \  sin y C0S2y dy,

albo:

$ “sin y dy —
, (m-l)

sin y cos y
O ' (m—2)

-j- (m — 1) \  sin y dy —

S
m

sin y dy,



1 . 2 0

żyli:

(m-l)

sin y dy sin y cos y , m — 1 f  . (m ------- ---------— -j- --------  V sm
m m

Podstawiając zamiast m różne liczby, otrzymamy:

przy m — 1, V sm y dy — 1 cos y,

przy m == 2 , ^ sin2y d y
y s m  y COS y

2 2 1przy m =  3, \ sm3y dy — --- — — cos y ---- — sin2
J n 3 3 O

. c? . 4 i.3 i.3 .przy m — 4, \  sm y dy =  —— y — —  sm y cos y

— •— sm y cos y, 
4

przy m =  5,  ̂sm3y dy = 2.4 2.4
3J5 375

cos y — -r— sin 7  
3.5

- sm4y cos y, 5

2)
y dy.

7 cos y,

cos y —
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n
Podstawiając powyższe w (p) i przyjmując tylko wyrazy do 

z uwagi na znaczenie ułamkowe n, otrzymamy:

A =  pa [y -  0,5 n2 ( |  -  -  0,125 n4 ( H  y

U sm y cos y.
—  sm y cos y — 4 ■] . • • •  (q)

 ̂a* ds — a2  ̂sin y (1—n2 sin2/) 2 dy —

r  [ sin y — ~ ■ s n 5sm y — •—- sm y — 
2 / 2.4 • ] dy =

0 r , w2 . 2 sin2y cos y 2
[  1 —  COS y -  y  ( y  - 3 ' ¥

/2.4 sin4y cos y 4 2.4
3.5 5 3.5 sin 7  cos y - ”¥ 5

Podstawiając (<j) i (r) w (k) otrzymamy:

V, „ r  ̂ . y sin y cos y. , , 1 3\ A Y  = p a  [y -  0,5 n2 ( y ---------------) -  0,125 n4 (—  y

P3
¥ 4 sm y cos y

sm y cos y,
~ T ) ] sin y — pa2 [ 1 — COS y
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2 sin*y cos y 2 rík 2.4
° ’5 n~ f e ---------3--------- T “ S),) -  § 3  f e

sin'y eos y 4 , >2.4
— J---------« « , « » , - g - J «». , ] ,

albo:

/j4 , n2 1 3 n4.
- p a 1 L160 smąy cosy +  (12 + 960 ' sm2;

\
n2 3 n4. . n2 n4,

~  T -  e j ) y sm y + (1 3' ~~ 15'

n2 n \— (1 — y 15'-]•

e2 y2 -f- &2 
liśmy wyżej, że:

(148 ac).

a2 ó2, równanie elipsy, a ponieważ przyję-

x =  a sin y,

podstawiwszy w rÓAvnanie elipsy znaczenie x, otrzymamy:

y — b cos y.



123

=  Aa

— ap

zatem:

(150, ad).

M' — A (a—X )  -j p \  [a — x) ds —
JX

— Aa — A X
ę>Cl /* (l

pa \  ds — p \  x ds —
J J y

/* A /%a

— A X  -j- pa \  ds — pa \  ds — p \  x ds -f p \
.X

x ds 
'o

, X  s*a p X  *a  /»Al
\  ds — A X  -j- pa V ds — pa \ ds — p \ x ds -f- p  \  x ds,
” o ^ o  ^o  ^ o  * o

S
CI *(1
ds — p \x d s  — SAT7, . . . (s)Mn

M ^90°
j  ds — a  ̂(1 - n2 sin1-/) - dy, [vid. (o)].

J ) 0 ° .  2 4
\  ds — a \  (1 — ~ sin2y — sin*y) dy =  
J0 \  2 2-4
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r d  , y sm y eos y
— a  [ y — 2  ̂2 2 ^

n4 3 y oO s i n  y  e o s  y
90°srn3y eos y N 1

2.4 ^2.4 2.4 4* 0

TV ?¿2 7T 3 n4 n
— a 2' 2 2.4.8 2 J’

albo:

n2 3n4J  J O  r- ^  1 0  U I O

' s ~~ a Y  *■ ~  T “ ” 6 Í ■ ■ (t)

f a _ /.90o
\ « tis =  a2 V (1 — n2 siny) sin y d y , [vid. (r)].

*a rd . n4
U ’ d s  —  a 2 V ( s i n  y  s i n 3y — —— s i n 5y  )  d y  =
Jo Jo 2 2>4

n2 sm2y eos/ , 2
=  « [ — eos y +  y  (------ g---------h -g- eos y) +

?i4 sm4y e o s  y  4 2.4 •
+  §7Í <-----5-----  +  SÁ  rC0Sr +  1 7

90°
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czyli że,

=  a2 [1 —
n2 n k.
3 15-

,a f>n
x ds = 
0 = “ t 1 “ T ‘“ T Í  ’ ‘

. (u)

Podstawiając wyrażenie (t) i (u) w (s), otrzymamy: 

M" =  pa2 ^ ( \ 64

(157, ae).

a
M" — A (a — X )  -j- p I (a — x) dx —

J  X

v  a -  i 2 v  Pa% i 1)X'pXa — pX°- +  pa — p a X ----- -- +  —

V / 2 T.r2\
9 (« — A )

albo:

M" — po (5 — Y).
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(161, af).

a ponieważ:

T  — Q! cos u Ą- A sin «,

Q! — pa

A  =  p  V  2 qY.

Z równania zaś paraboli x2 =  2qY  otrzymujemy:

dy
tg a =  £  =  J / 2  ( r .

« 1 /  2<?z
r l  +  2<?7’

cos «
I 1 +  2<>Z’

podstawiając w wyrażenie T, otrzymamy:

pa (1 -f  2 7) 

V  1 +  2<?7 ’

(162, ag).

£ Z 7  =  J Z V \X
x ds. 
o
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a ponieważ:

A =  p \ d s , .............................................. (w)

a z równania paraboli x2 — 2qy,

dy x
dx Q

podstawiając (x) w (w), otrzymamy:

Całkując częściami:

mnożąc zaś i dzieląc wyrażenie (y) przez

V 1 +  ( f )!’
otrzymamy:



albo:

A = p  [Q log [' V 1 +  (7)1
x

+

clo.dając (z) do (ab), otrzymamy:

2/1 — p \x j / "
------------- X
1 +  (“o )2] +  P [ ? ^ ( t  +  

' 0 c K 1 +  G ) 2] ,

czyli:

+
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ix  y

V J  xds =  p Jx  | /  i +  (“ )2 dx.

2 V> 2 ^ 2

»fy + jX ^ ^ ĵ y =

=  t f  ( ‘ +  7 ) ]

Z

czyli żc:

X
p I x ds 

o ę a  +  ^ - i r ,o ę O
. (ad)

Podstawiając (ac) i (ad) w równanie równowagi, otrzymamy

: (  [ ^ '  +  TT +  +  j / "

T t C + f ) 4 - 1

Teorya sklepień. 9
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(165, ah).

/.a
M" A (a — X) +  p \  (a—x) ds =

r.X /»te /»A
— A X  +  pa V ds - - pa \i ds — p \  x ds Ą- p  \  x

*0 ’o ^0 ”0

„a »a
=  p a \d s  — p \ x

J0 ^o
ds — S Z 7 , . . . (ae)

A ponieważ (vid. 162 ag).

Va 5 * = f [ « | /  1 +

+  f  t « %  ( f  +  ( =

=  y  I “ ] / "  i +  -^  +  e % ( ^ + ] /  i +  7 > l ' -  (af)

Y2
«a <‘ + £ )

O

zaś:
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=  l -  o  +  Ä-,)
a \  2 P e ,

Podstawiając (af) i (ag) w (ae), otrzymamy:

> +  7 )]

1] -  SA 'F .

(173, ai).

M "  — A  i l  —  A ) ■; j ,  f ( l  — d. e =

=  § X { l ~ X )  +  p  ( l x - ° f )  =

=  pX(I -  A') +  p  ( P -  -  I X  +  =

=  f- ( ¡ * -X * ) '

czyli:

il/" =  -£■ (i* -  x%
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Zamiast l i X  podstawiając ich wartości, otrzymane 
byperboli:

b2
P =  - % (A2 -  a2) 

b2
X 2 =  —i (F 2 — a2) a

otrzymamy:

p  P  P
M "  =  V  [ 2 (A2 -  a 2) -  2 ( 7 2 -  a 2)  ]2 L a ' a '  J

f  ̂  ^

(178, al).

.Z
S Z 7  =  AA -  p \  xds, 

'o

A ponieważ:

A =  V

z równania

równanie hyperboli:
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7 2 2  2 2  o / 2b y  — a x  =  a o ,

o
(t  vC

b2y
a x 
h \ / ( f  _)_ gfl ’

ds =  I' dx~ -)- dy'1 = V 1 +
a x~

Ir (b* +  x*)
dx,

Zatem:

2 2 a x
A V ' V  1 +  62 (62 +  a:2)

cZi’,

Przyjmując żc:

,r — A ty rj ,

b d <p
dx -— — ~ >

COS“(f

A = P V i +
a2 t(f(f b d cp

Ir (l +  cos2(p

’V

1> \  V  +  «’)
d(p

a cos w —— ,
COS f/)



niech n2
4- bz

S

<J>' 

(1
COsV

n
(lip

COS2(p

pan
1 COŜ y 1 COSi(p
2 2~4 "^T_

1,3 cosK(p 
2.4.6 ;z°

d<p
cos'<j

=  pa [ r/
( /  1  /5 m  f// cos <p' t <p\

2n 8n”  ̂ 2 ^ T '

3 sin <p' coss(j>' t 3 sin <p' cos <¡' i
48n~5 4 ^ T  2 ^ 8

albo:

A — pa [ ntg <p'
(p siji <p' cos (p1 +  <p' 
2n 16 n3

sin <p' cos3(p' -J- 1,5 sin (p1 cos <p 4" 1>5 <p'
64 n
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f x  r
p V X ds — pabn I  [1 —

cos2<p 1 
2 ń2 2A.ri‘ COS (p

L3 C 1 *9 9 ,cos (p — . . .  J — ï— d(p =■2.4.G n C0S2cp

— pabn \  [ — r- —
sin (p 1 sin (p 1
C0S3(p 2n2 cos (p 2,4n‘ sm (p cos (p —

1.3
— 2 X g^  Shl y COsS(f> ~  Ï <l<f =

: pabn [ -
C0S2cp

=  pabn [
1

2 cos2<p7 +

log. COS (p
+

C0S2<p
+

3 cos4f/>
2 <>n 2.4.2 n4 2.4.6.4 nG

log. cos <p'
+

COS2(p
+

3 cos4«/
2 on“ 2.4.2 n4 2.4.G.4 n'ii +  • • •

1 1 1
2 16 u* ~  G4 ił" ]

Czyli że:

,X n log. cos p1 C0S2(p' cosl<p'Ç . n loa. cos <p cos~<p' , cos p ,
V \ x d s  = Vab +  ' 2 „ +  31T» +  êïY * ■+

n i  1
2~ ~~ 16 n3 64 n5
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Zatem:

YiXY — pa X  [ntg rp'
i<!'

2 n
sin <f>' cos (p1 -|- f// 

16 u3

sin <p’ cos3 <p' -f- 1,5 sin </>' cos cj/  -f- 1,5 <p'
64 n'\

n log. cos (/>' t cos2 <p' t cos4 cp'
-  Pah t +  ' 2 n +  ¥ 7  +  " 6 4 ^

ii 1 1 ,
2 16 n3 64 ?i5

(187, am).

1 X Y =  I X ‘ J* p'ceds,

w którem

, 2P*
P =  —

X J y r  rfs =  ^  f ,  c/s

2 pr rP
7T 2
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czyli że:

2pr* Ca .s sin s cis

2 pr2
TC

(sin s — s cos s) =  
o

2 pr2
(sm « — «cos a)

Podstawiając w równanie pierwsze otrzymamy:

, iłf- „ . •£A"F — -— [u- sin a — 2 sin « 2 « cos «1
TC L J

albo:

ilAM' - - -  [ ( « 2— 2) sin a -j- 2 « cos « ].

(190, on).

d/' ż l (?• — A )  - f  r  f  ]>' (r — .«) </s 
•' A
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A ponieważ z (187, ara. Przypiski).

zatem:

r-X

II to i 1 rX  \ p'ds r2 V p'ds
”0 J0 Jo

„X cx

1C*1 \  p'x ds -f- r \  p'x ds
"0 "0

cx  ,%T cr-  r X  \  p'ds +  rr  \i p'ds -  r \P 'x ds -j- r
*0 Jo

A ponieważ z (187, am. Przypiski).

P'
2 pa

X
p'x ds, 

o
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•X

p'x ds — {sin a — « cos «)
71

X  — r sift a,

71

p'ds — 1 A üs ds = p 71
71

jo

71
T

2 prp'x ds — —X  1 s sm s c/s' 2 pr

podstawiając w wyrażenie M", otrzymamy:

2 P ' 2 r  ■ “ a  . i n  p r * 7 TM — ----- [sin « — a cos a ---- — sm a — IJ -|---- -— ,Tt

(193, ao).

J
'LXY — (— --- \- A) (X  — r sin u) — r f;p' (x — r sin u) ds,

2nr J r s t nu
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a jiomeważ

A r |  p'ds =  |  s ds =  (ic — u~)

' X

71

r sm u

X  —  r sin

rx
\ p ' ( x - r sin n) ds =
Jr sin u

r1 p'x ds — r" dH “ U  *
Jr sin u Jr sin u

2pr~ \  . . 2pr2 .* s sm s ds — 1
TC

sm u 1 s ds
TC

2pr2 . . s».‘
------  .stos — s cos s — sm u  ---

T T  L  V  J

2 pr' r • . «[•sto « — « cos u  — sm u  ~ęT — sm u  -j-

u
-j- u cos u -)- -¡r sin u j
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podstawiwszy w równanie otrzymamy:

P vr2
IjX Y  ~  2 n (®*'n “ — u) 4" ~  [s n̂ tt (“ 2 — u1 — 2) -f-

2 (« cos « -p sin u — ii cos ii) ].

(1!)G, ap).

M" -
^  ~~ X -* Vf  V'~ ^s’-A.

a ponieważ:

-4 =  — («2 -  ii2)
7 T  '  ^

X  — r sin et

X

TC

Y
2 pr s (r — r sin s) cis

TC

T
2pr \ \  s ds — 1 s s in s ds] —

cc a
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TC

TC

2pr2 r. s2 2

„  i■ y — sin s s cos s J -
a

TC2 a2
t y  ■-  i ~ y -f- sin cc — a

podstawiając w równanie momentu,

M" =  [ 2^ +  “  (“* -  «’) ] (1 -  »» “) +

2 pr , 2  -77-2

-|- —— [ -g- — 1 — ~2~ -f- sili a  — a  COS «]

jP . W 2
(1 — sin cc) -j- —  [sm « (2 -]- u2 — «2) — 2 «cos « -j-2x

+  — - « *  - 2t

(199, aq).

P_
2tc

p r
(sin cc — sin u) -f- —  [sin cc (cc2 — «2 — 2) -j-

-f- 2 (cc cos cc -j- sin u — u cos u) ] j
COS cc

cos u — COS CC
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P  nr2
~  2n ^ 1 ~  Siil K) — V  isin a (2 +  u~ — ft2) “

TT2
— 2 ft cos a -j- — u2 — 2]

Przy M  -  M" =  O 

P
“2 [ {sin « — sin u) cos K — (1 — sin «) (cos ii — cos «) ] -p

+  _pr2 [«2 sm a — u1 sin « — 2 sin « ~p 2 (ft cos « -j- 

+  sin u — u cos u] cos « — jjr2 [2 sin « > ~p ił2 sin « —

n2
— ft2 sin « — 2 « cos « -p —■■ 2 — m2j (cos n — cos <*) — 0.

P  =  2 p r2 [ sin « cos w (2 -f ii2 — ft2) -f- cos « (2 -)- n2 — sin n + 
sin ft cos u -p

J  Ł . ł

+  2  u  cos U  — 2 K cos U  — -£-) -f- COS ii (-7- — 2 — ii2) 

-p cos « (1 — sin n) — cos n. ]

Ponieważ Avyrażenie powyższe przy a — u, jest równe %, wzią­
wszy zatem pierwsze pochodne licznika i mianownika, otrzymamy:

„ rC0S CC cos U {2 - p  li2 
P  =  [--------------^ -2 — — ft2) — 2 « sin « cos ii — sin « (2 ~p

COS Ci COS U  —

-p ii2—2 sin n ~p 2 u cos u—2 « cos u cos a cos u 
------------- ]

— sin cc (1 -- sin ii)
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a przyjmując, żc a — u, otrzymamy:

P
2 pr2 sin u 
(1 — sin u) [ 2 (sin u — u cos u

(205, ar).

Przyjmując, żc:

l, pozioma grubość pierścienia w przekroju poprzecznym, 
li, grubość pierścienia w kierunku pionowym,
R, współczynnik wytrzymałości materjału, z którego pier­

ścień zbudowany,
r, , promień pierścienia.
d , długość na którą pierścień został ściśnięty, mierząc po 

promieniu r, ,
qn , siła pozioma, ściskająca pierścień i działająca na 1 

długości koła pierścienia,
napiszemy równanie równowagi pierścienia

Rlh [2 nr, -  2 n (r , - ) < ? ]  — 2 nr, q,

czyli, że

7 -  li lii  
" Rh ’

A ponieważ,

Q"
7/ sin u>
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otrzymamy:

Q" znajdziemy ze wzoru (191), w którym « — u.

(206, as).

Q' (H ~  y ) = P(i' + 0 + 2

2 PI 2Q « 2PZ'
4 (1 ~  2iP ~  SH

przyjmując, że H — cs? , otrzymamy:

Teorya sklepień. 10
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