r/t *

%
D15CYZYA .IASNIE WIELMOZNEGO MINISTRA OSWIE-
'GENIA NARODOWEGO PRZEPISANA L)0 UZYTKU.
W SZKOLACH OKRFGi; NAUKOWEGO
WARSZAWSKIEGO , | NAKLADEM
/ TEGOZ OKREGU WYDANA.

C3ESC |I.
NA KLASSE IV ”~’
odejmujaca:

Wiadomos$é: wstepne; dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dziele*

nic ilosci algebraicznych ; wyktad réwnan stopnia pierwszego z je-

dng lub wiecej niewiadomemi; wyktad nieréwnosci i rozdziat do-
datkowy z zagadnieniami dla wprawy.

] N ——
ij Cena e_femplarta " oprawa tak w Wartsatbie \
jak i na proicinini., kop. sr. 35.

WARSZAWA

1859.



ALGEBRA.



yo 576 reve >r Q.3633

ALGEBRA,

DECYZYA JASNIE WIELMOZNEGO MINISTRA OSWIE-
CENIA NARODOWEGO PRZEPISANA DO UZYTKU
W SZKOLACH OKREGU NAUKOWEGO
WARSZAWSKIEGO , | NAKLADEM
TEGOZ OKREGU WYDANA.

CZESC 1.
KLASSE IV*

OBEJMUJACA :

Wiadomosdci wstepne; dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dziele-

nie ilo$ci algebraicznych; wyktad réwnaii stopnia pierwszego z je-

dng lub wiecej niewiadomemi; wyktad nieré6wnosci i rozdziat do-
datkowy z zagadnieniami dla wprawy.

WARSZAWA



Wolno drukowa¢, pod warunkiem ztozenia w Komitecie Cen-
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JW. Kurator Okregu Naukowego Warszawskie-
go polecit mi utozy¢ ,,Zasady algebry,” wedtug no-
wego planu wprowadzonego do gimnazyow Okregu.

Wywigzujac sie z takowego polecenia, obratem
za podstawe mej pracy dzieta francuzkicli autoréw,
jakoto: PP. Catalan, Sonnet, Cirodde, Jariez, Mayer
i Choquet i innych. Zachowalem przyjety u nas
na klassy rozktad przedmiotéw i wzgledna obszer-
nos$¢ réznych ustepéw poczatkowej algebry; stara-
tem sie nadto o dobdér dowodzenn odznaczajacych
sie tatwosciag, jasnoscig i zwieztoscig. Nie poprze-
stajac na opisie szczegotowych sposobow, przyta-
czatem ogodlne rozumowania, ujete w jezyk mate-
matyczny, jako przysposabiajgce umysty uczacych
sie do tatwiejszego pojecia dowodzehn Awvyzszej ma-
tematyki.

Dla dogodnosci nauczajacych, do kazdego ustepu
dodane zostaly pi‘zykiady lub zadania odznaczaja-



ce sie rozmaitoscig, swej tresci. Uwazatem za rzecz
zbyteczng, zamieszczac znacznej liczby przyktadow,
bowiem zebrane juz poprzednio z polecenia JW.
Kuratora, i wydrukowane przyktady i zadania al-
gebraiczne, majg byc¢ i na przysztos¢ przez nau-
czajgcych uzywane.

Praca niniejsza zdotata zyska¢ uznanie Wiadzy
Edukacyjnej w Krolestwie Polskiem, i decyzyg. JW.
Ministra Os$wiecenia Narodowego, przepisana do
uzytku w szkotach Okregu Naukowego Warszaw-
skiego, naktadem tegoz Okregu wydang zostata.

Felix Beneveni,
Nauczyciel Matematyki.



ROZDZIAL .

Wiadomos$ci wstepne.

1. Rozwigzujac rozmaite zagadnienia w arytmetyce,
otrzymujemy zadany wypadek, ktory oprécz wartosci na
ilos¢ niewiadoma w zagadnieniu, nie ma dla nas zadnej
innej wagi. Nie pokazuje on bynajmniej drogi jakg po-
stepowalismy, aby go otrzymac; ztad gdy zajdzie potrze-
ba rozwigzania zagadnienia zupetnie takiego jak poprze-
dnie, w ktérem jednak wielkosci ilosci danych zostalty
zmienione, musimy znowu drogg rozumowania przycho-
dzi¢ do zadanego wypadku.

Niedogodnos¢ te tatwo usung¢, ktadgc w miejsce liczb
znaki ogoblne np. gtoski—a dziatania jakie na danych ilo-
Sciach odbywa¢ mamy, oznaczajac takze pewnemi znaka-
mi; wdwczas po rozwigzaniu zadania, otrzymamyr wypa-
dek ogolny, pokazujacy jakie dziatania z ilosciami wiado-
memi odby¢ potrzeba dla otrzymania ilosci niewiadome;j.
Taki wzor postuzy nam juz do rozwigzania wszystkich
zagadnien jednego rodzaju; potrzeba tylko w miejsce ilo-

Algebra, Czes¢ 1. 1



§ci. danych oznaczonych og6lnie, gtoskami, podstawic
wartosci ich liczebne dane w zagadnieniu, a nastepnie wy-
kona¢ dziatania znakami wskazane.

Wezmy naprzyklad takie zadanie: Jaki jest procent po-
jedynczy od kapitatu 5200 rs. po latach 6-ciu przy stopie
procentu 4%°?

W arytmetyce rozwigzujemy to zadanie tak:
Z proporcyi:
1:4=6:x
znajdziemy
X=2i
procent od 100 za caty czas: nastepnie znalaziszy wyraz
niewiadomy proporcyi:
100 : 24=5200 :y tojest:
y=24X52= 1248

otrzymujemy liczbe 1248, ktora jest szukanym procentem.

Jezeliby kapitatl, stopa procentu i czas zmienity sie,
wowczas szukajac procentu nalezatoby przejs¢ catg po-
wyzej wskazang droge rozumowania, aby znalez¢ tenze
procent. Lecz wiasnie oznaczajagc dane ilosci ogolnie
gtoskami, mozemy znalez¢ ogdlne prawidto, wskazujace
nam, jakie dziatania z danemi ilosciami wykona¢ nalezy,
aby ilo$¢ niewiadomg otrzymaé. |tak: oznaczmy dany
kapitat przez K, stope procentu przez S, liczbe lat przez
G, szukany za$ procent przez P.

Stopa procentu jak wiadomo jest procentem od 100 za
rok; procent wiec roczny od jednosci kapitatu jest 100
razy mniejszy, czyli jest:

S_
100
za lat wiec C, procent od jednos$ci kapitatu musi byé G
razy wiekszy, czyli:
CS
1005



ze za$ dany kapitat ma jednosci K, zatem szukany pro-
cent:
P_KC8
100
Wyrazenie powyzsze pokazuje nam, ze dla otrzymania
procentu od jakiegokolwiek kapitatu przy danej stopie
procentu i za pewng liczbe lat, nalezy: kapitat dany po-
mnozy¢ przez liczbe lat i przez stope procentu, za$ iloczyn
ten podzieli¢ przez 100.
W samej rzeczy w poprzedniem zagadnieniu ticzebnem
mielismy:
A'=5200, 8=4, C=6
wiec:

5200X4X6 _
100 =1248.

Korzys¢ jakg osiggamy postepujac tym sposchem jest
znakomita; nie potrzebujemy bowiem przechodzi¢ catej
drogi rozumowania, prowadzacej do rozwigzania danego
zagadnienia, dosy¢ mie¢ jedno zagadnienie rozwiazane,
aby wszystkie inne tego rodzaju za rozwigzane uwazac.

2.  Przedstawienie wszelkich ilosci ogdlnie gtoskami,
oraz wskazanie dziatan znakami, stanowi tak zwane licze-
nie algebraiczne.

Do oznaczenia ogo6lnie ilosci uzywa sie gtosek tacinskie-
go lub greckiego abecadta. Jednozgodnie nadto przyje-
tem jest, ze ilosci dane oznaczajg sie poczatkowemi gto-
skami, jak: a, b, c, d, ... ; niewiadome za$ koncowe-
mijakoto: x,y, z. Oprdcz tego ilosci rézne, lecz zosta-
jace w pewnym miedzy sobg zwigzku, znaczy sie czesto
temiz samemi gtoskami, a dla odrdznienia daje sie nad
gtoskami pewne znaki; tak wiec piszemy: a, a', a", a"'
i t. d. co sie wymawia: a, a pierwsze, a drugie, a trzecie.

W liczeniu algebraicznem kiedy mowimy: ilos¢ a, b, c,
i t. d., to znaczy: ze te ilosci mogg mie¢ wszelkg dowol-
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ng warto$¢ liczebng i tak: moze byé a réwne 10, 500,
1000, 1587, 10000 i t. d.

5. Juz w arytmetyce poznaliSmy znaki do oznaczenia
rozmaitych dziatari uzywane, dla przypomnienia jednak
powt6rzymy je tutaj, i tak:

+ (wiecej) znaczy ze dwie ilosci maja. by¢ dodane,

— (mniej) » odejmowanie,

X lub . ,  mnozenie,

" lub— »  dzielenie.

1/ .»  Ppierwiastek potegi m z ilosci pod

pierwiastkiem bedacej,
»  ze dwie ilosci sg sobie réwne,

> . zejedna ilos¢ jest wieksza od dru-
giej ,

< » Zejedna ilos¢ jest mniejsza od dru-
giej-

i. Doda¢ nadto nalezy:

1° ze dla wskazania iz ilo$¢ a ma by¢ pomnozong przez
ilos¢ b. dosy¢ jest napisa¢ ab;

2° lloczyn z m czynnikdw rownych jakiej ilosci b, ozna-
cza sie piszac bm, co wyraza ze b podniesione jest do po-
tegi mj gdzie m jest wyktadnikiem potegi (iiOKa3aieM.
CTeneHii).

3° Naivias (cko6ku) znaczy: ze wszystko co on w so-
bie zawiera, ma by¢ uwazane za jedne ilo$¢, i tak:
(a+ ii—c)d wyraza ze do a nalezy dodac¢ b, od summy tej
odjag¢ c, a dopiero roznice ?tad powstalg pomnozyé
przez d.

5m Wyrazeniem algebraicznym (a.ucflpawiecKoe Obipaxe-
uie) nazywamy kazde wyrazenie, w ktdrein gtoski zaste-
puja miejsce liczb; gtoski te badz same, badz potgczone

ab N
znakami dziatan, jak tip. a, a-\-b, T 1/ a Et. d. stanowig

wyrazenia algebraiczne.



6. Rownoscig algebraiczng ((IAieGpaimecKoe paeeucmeo)
zowiemy pofaczenie dwoch wyrazeh algebraicznych zna-
kiem réwnosci; np. a+b=c—d-, x —a i t. d.

7. Nieréwnoscig algebraiczng (uepaeeHcmeo) zowiemy
potaczenie dwoch wyrazen algebraicznych znakiem nie-

rownosci > lub < itak: a+b>c—d;J/at c<6 it. d,

8. Wzdr algebraiczny (a.ue&pamecKafi (fiopmyAa) jest to
réwnanie, ktérego pierwsza strona jest iloscig niewiado-
ma, za$ druga jest wyrazeniem algebraicznem ztozonem
z ilc£>éci d%nych w zagadnieniu. Np. wyrazenie x —a-\-

+ j -y d jestwzorem algebraicznym,ktory oznacza:

ze dla otrzymania wartosci niewiadomej, znajac ilosci da-
ne w liczbach, nalezy: do ilosci a doda¢ czwartg czesc ilo-
§ci ¢, a od summy tej odjagé pierwiastek potegi m z ilo-
sci d.

9. Wskazanie sposobow jakiemi otrzyma¢ mozna wzo-
ry ogdlne na ilosci niewiadome w zagadnieniach, zbadanie
wiasnosci  réwnan i nieréwnosci jest wilasnie zadaniem
i celem algebry.

Algebra wiec jest to nauka wzoréw réwnan i niero-
wnosci.

W nauce tej rozwigzujgc zagadnienia, badajac wiasno-
§ci rownan i nierébwnosci nie zwraca sie bynajmniej uwa-
gi na warto$¢ liczebng danych ilosci, przedstawia sie je
ogolnie, a wypadek otrzymany pokazuje tylko: jakim
zmianom uledz powinny dane ilosci, jakie dziatania na
nich odby¢ potrzeba, aby warto$¢ niewiadomej otrzymac.
Tutaj dopiero warto$¢ liczebna danych ilosci koniecznie
jest potrzebna. Zaden algebraiczny wzér nie bedzie w zu-
petnosci rozwigzany, dop6ty, poki w miejsce glosek t. j.
bezwzglednych ilosci nie wstawimy wartosci liczebnych,
zagadnieniem objetych.

10. Wyrazem lub jednomianem (oghoh\Hhi> nazywamy
wyrazenie algebraiczne nie zawierajagce w sobie Zzadnego
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ze znakow + , —, =, > i <e Np. a, ab, iz~
81/ ab it ti-
Il. Jednomian algebraiczny sktada sie z trzech cze-

ci: z wspotczynnika, gtosek i wyktadnikow.

Wspotczynnik (KOscfxfmnieuim) je.-t to liczba z lewej
strony jednomianu stojgca i oznaczajaca ile razy dany je-
dnomian ma by¢ do siebie dodany. Tak wiec: w jedno-
mianie 5 ab, wspotczynnik 5 oznacza, ze jednomian ab
ma by¢ 5 razy do siebie dodany, to jest: bab—ab+ abA-
ab+ab+ab. — Jednomiany bez wspétczynnikéw mozna
uwaza¢ jako opatrzone wspdtczynnikiem jednos¢, i tak:
a=l.a\ ab=1 abit. d.

Gloski (6yK8bt) w jednoinianie sg to ilosci ogo6lne nie
majace zadnej naznaczonej wartosci liczebnej.

Wyktadnik (nona.ianu’™M cmenenu) znaczy: ile razy gto-
ska w skifad jednomianu wchodzaca ma by¢ wzieta za
czynnik. Tak wiec a!—u.a.a.a.a.

Gtoski nie majace zadnego wyktadnika, mogg by¢
uwazane jako majgce za wyktadnik jednos¢, t. j. a~ ul
b=blit. d.

18. Jakkolwiek w algebrze uzywajgc gtosek w miej-
sce liczb, nie-zwracamy bynajmniej uwagi na wartos¢ li-
czebng ilosci z ktéremi rozmaite dziatania odbywamy,
jednakze odrdzniamy dwojakie ilosci, mianowicie: dodutne
(no.Whiume.v,iLbui Ko.muecmoa) i odjemne (omjnmame.it,mm).
Trudno jest poczatkujagcym pozna¢ doktadnie roznice, jaka
miedzy temi iloSciami zachodzi; p6zniej z postepem nauki,
poznanie to samo z siebie przyjdzie; tutaj wiec postaramy
sie da¢ o ile moznosci piei-wsze, elementarne pojecie
0 tem: co w algebrze rozumie sie przez ilosci dodatne
lodjemne. W tym celu rozwigzmy nastepne zadanie:

Podrdzny jadac z pewnego miejsca po linii prostoj, ujechat
mil a, lecz zmuszony okoliczno$ciami wrocit siepo téjze linii
mil b. Jak daleko jest od miejsca z ktorego wyjechat m



Oczywistg jest rzecza, ze w razie gdy a jest wieksze od
b, odlegto$¢ zadana oznacza¢ bedzie roznica a—b. Lecz
jezeli przeciwnie b jest wieksze od a, tojest: jezeli po-
drozny wrocit sie wiecej mil niz ujechat, wéwczas od a nie
mozna odja¢ b\ odwrotnie wiec od b nalezy odja¢ a, i r6-
znica ztad powstata, pokaze nam, o ile mil podrézny znaj-
duje sie od miejsca swego wyjazdu, lecz z przeciwnej
strony, tojest: ze wracajac sie, musiat przejecha¢ przez
miejsce z ktorego wyjechat.

Chcac wiec ogolnie wypadek podobnego rodzaju ozna-
czyé, w algebrze zatrzymujemy zawsze wyrazenie wynikte
w pierwszym razie, tojest a—b\ lecz nie mogac od a odjgé
b, odejmujemy odwrotnie a od b, za$ réznicy np. ¢ dajemy
znak—; piszemy przeto a—b = —c; co nam dostatecznie
wyjasnia: ze podrozny wrocit sie wiecej mil niz poprzednio
ujechal, ze musiat przejezdza¢ w powrocie przez miejsce
swego wyjazdu, i ze obecnie znajduje sie od tego miejsca
o mil ¢, lecz z przeciwnej niz poprzednio strony. To jest
poczatek i og6lne znaczenie ilosci odjemnych. W tym
samym wypadku znajdujg sie: zysk lub strata kupca, po-
$piech lub opdznienie sie zegaru, ciepto i zimno i t. d.

Kazda wiec ilos¢ moze by¢ w dwojakim stanie: dodatnim
lub odjemnym. Jezeli wiec za ilosci dodatne uwazaé be-
dziemy majatek, zysk, pospiech zegaru, ciepto i t. p.,
wowczas dtugi, straty, opOznienie sie zegaru. zimno i t. p.
bedg ilosciami odjemnemi.

W algebrze ilos¢ dodatna poprzedza sie znakiem -(-,
ilos¢ odjemna znakiem—; ilosci za$ niemajgce przed sobg
zadnego znaku uwazajg sie za ilosci dodatne.

Kazda ilos¢ zanim ze stanu dodatniego przejdzie
w odjemny, musi sie zmieni¢ w zero, 0 ozem z poprzedza-
jacego zadania przekona¢ sie mozemy. Dajmy bowiem,
ze podrozny wrocit sie tyle mil ile poprzednio z miejsca
danego ujechat, czyli ze a—h: chcac wiec dojs¢ w jakiej
jest odlegtosci od miejsca swego .pierwotnego wyjazdu,
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szukamy rdznicy a—b, ktora jest oczywiscie zerem, czyli
ze podrdézny wrdcit sie do samego miejsca wyjazdu i wniem
sie znajduje.

Wiemy, ze gdy npmmajgtek jakiego kupca uwazamy za
ilos¢ dodatng, diugi jego sg ilosciami odjemnemi. Lecz
kupiec zmuszony jest zacigga¢ dtugi wtenczas dopiero,
kiedy straci caty swoj majatek. Majgtek wiec jego coraz
maleje, az nareszcie musi przyj$¢ do zera; jestto stan
w ktorym znajdujac sie kupiec nie ma wcale majatku, lecz
tez nie ma i zadnego dtugu. Nastepnie tem jest biedniej-
szy, im wiecej ma dtugow.

Z powyzszego rozumowania wnioskujemy: ze zero jest
granicg miedzy ilosciami dodatnemi i odjemnemi; ze kazda
ilos¢ dodatna tym sposobem jest wiekszg od zera, za$ ilos¢
odjemna jest mniejsza od zera; nareszcie: ze ilo$¢ odjemna
tem jest mniejszg, im wiekszg posiada liczebng wartos¢.
Bo oczywiscie kupiec lepiej stoi pod wzgledem finanso-
wym, gdy ma majgtku zero, niz gdy majatek jego wynosi
— 6000 rsr.: tojest—6000 < 0. Woli znowu kupiec miec
dtugu 6000 rsr. niz 10000 rsr. czyli—6000 > — 10000.

15. W skiad zatem kazdego jednomianu algebraiczne-
go wchodzi takze i znak (anaKi,) + lub —, stosownie do
tego, czy jednoinian ten jest dodatuy lub odjemny (*).

li. Jednomiany podobne (nOAoGubie o”itoujieubi), sg ta-
kie, ktore rdznig sie tylko znakiem lub wspétczynnikiem,
gtoski zas i wyktadniki odpowiednich gtosek sg wnich tez
same. Tak wiecjednomiany: + 5a 3£3i —38alb3
oraz 6a64ci— 8 ab* csg podobne.

(*) £+ Caucliy- matematyk francuzki, odrézniajac ilosci Jodatne
i odjeinne, zrobit taka uwage: ,znak + lub — przed wyrazem
algebraicznym bedacy, okre$la nam jego stan i przymiot tak do-
ktadnie, jak przymiotnik okre$la rzeczownik przed ktérym jest
potozony,”



1.5* Jednomiany algebraiczne potaczone znakami +
lub — sktadajg wielomian (MHOZOH.iem), ktory stosownie
do liczby jednomianéw w sktad jego wchodzacych, zowie
sie: dwumianem (ABy‘ueHT>), trojmianem (Tpexg.iemb) i t. d.
Wyrazenia przeto: 6a26 + 7c3d—8a3c/ oraz 8ab5c—

J/a b, sg wielomianami; pierwszy z nich jest tr6jmianem,
drugi dwumianem.

1.6. Wymiarem jednomianu (U3MVpe/ue,ui ojnou.te/ia)
nazywamy summe wyktadnikéw gtosek w sktad jednomia-
nu wchodzacych. Jednomian wiec a 2b c jest wymiaru 4s°,
a 3 2c3—8s°it. d. Jezelijednomiany w sktad wielomianu
wchodzace sg jednego wymiaru, wéwczas wielomian przyj-
muje nazwisko jednorodnego (o,anopo/fimii Muoiou.ieuhj.
| tak wielomiany: a 2+ 2ab+b 2a3+ 3a 3+ 3ab2+63
sg jednorodne.

17. Rozmaite sg rodzaje wyrazen algebraicznych, i tak
jezeli wyrazenie algebraiczne nie zawiera w sobie zadnego
znaku pierwiastkowego, wowczas zowie sie xcymiernim

fpaniona.ibnoe Ko.imecmoo). Np. Sa:]bc-\—Cd. W przeci-

wnym razie zowie sig nieioymierndm (uppagiona.ibnoe)
w

jako to: J/ab —e”=. ROdznica ta ztad pochodzi: ze gdy

w wyrazenie algebraiczne zamiast gtosek wstawimy liczby,
to kazde wyrazenie nie zawierajgce znakéw pierwiastko-
wych, zawsze w zupetnosci rozwigzane by¢ moze; wprze-
ciwnym za$ razie bardzo czesto nie mozna go w zupetno-
Sci rozwigzaé, wiemy bowiem ze nie wszystkie pierwia-
stki sg wymierne.

Wyrazenie algebraiczne zowie sie calkowitém (ifi.ioe ko-
.imecmoo) gdy nie zawiera znakéw dzielenia, inaczej zo-
wie sie ulamkowfon f/jpoduoe Ko.mnecmao).

18. Zagadnienie: Znalez¢ wartos¢ liczebng danego
wzoru algebraicznego.
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Niech bodzie wzor:
j_kai) 619 —& J=tg (era) - cl
| (a2+2>2+c2)2
Aby znalez¢ wartos¢ liczebng dla niewiadomej x, przy-
pusémy ze a—5, b='6, f=2; wobweczas:
T (8X5—9) (5X7—4) _ 31 X31_ 3/31\»_
} K25+9+4)3 f383 ~ 2'38" _
_ 3V 96l _ 2883
2 1444* 2888
Zagadnienie powyzsze dostateczne jest do obznajmienia
uczacych sie ze sposobem, w jaki majgc dang wartos¢ li-
czebng gtosek sktadajacych wzor algebraiczny, znajduje
sie wartos¢ liczebna dla niewiadomej.

A G EABANLZ 9.2 Hunf »-

1. Korzysci z gtosek uzytych w miejsce liczb i ze wskazania
dziatan zamiast ich wykonania.— 2. Liczenie algebraiczne. —
3, 4. Znaki.— 5, G, 7, 8. Okreslenia wyrazenia algebraicznego,
réwnosci, nieréwnosci i wzoru.— 9, Cel algebry.—10, 11. Wy-
raz algebraiczny i czeéci jego sktadowe.— 12, 13. Rdznica mie-
dzy iloSciami dodatnemi i odjemnemi.— 14. Wyrazy podobne.—
15. Wielomiany algebraiczne.— IG. Wymiar jednomianu, wielo-
miany jednorodne.— 17. Rdzne rodzaje wyrazen algebraicznych. —
18. Warto$¢ liczebna wzorn algebraicznego.



ROZDZIAL II.

19. llosci algebraiczne ogolne, rdwnie jak i arytmetycz-

ne, moga by¢ dodawane, odejmowane, mnozone i dzielone;
nalezy wiec pozna¢ jakim sposobem wykonywajg sie te
dziatania. PowiedzieliSmy juz wyzej, ze dziatania alge-
braiczne dajg tylko wypadek ogdélny, bezwzgledny i wte-
dy dopiero w zupetnosci uskutecznione by¢é moga, gdy
w miejsce gtosek podstawimy liczby. Dziatania wiec z ilo-
Sciami algebraicznemi moga by¢ tylko wskazane lub nie-
CO uproszczone.

Dodawanie ilosci algebraicznych.

20 Aby doda¢ do siebie kilka jednomianéw, nalezy
tylko wskazac to dziatanie, tgczac dane jednomiany zna-
kiem + i tak:

Summa jednomianow a, ab, 02 df, jest a+ ub+c- +df.

Pamietajac za$, ze algebra przypuszcza ilosci dwojakie:
dodatne i odjemne, nalezy w wypadku pisac ilosci z wia-



Sciwemi znakami. Aby wiec otrzymaé¢ summe ilosci
a2+ (—6)-{-(+ c)+(—8a2, napiszemy: a2—b+ c—8u2

Zkad wynika, ze summa algebraiczna nie zawsze wyraza
powiekszanie; z tego powodu wypadkowi z dodawania
ilosci algebraicznych, dajg zwykle nazwe summy algebra.'
iczn¢j dla odrdznienia od summy arytmetyczni], ktora jest
zawsze zbhiorem, w Scistem znaczeniu tego wyrazu, ilosci
danych do dodania.

Uproszczenie summy z dodania jednomiandw powstatej,
moze mie¢ miejsce tylko na wyrazach podobnych, i tak:
aby do +5ab doda¢ 4Sab, nalezy (pamietajac na znacze-
nie wspotczynnikéw) wspotczynniki 5 i 8 dodaé, i sum-
me 13 wzigé za wspotczynnik jednomianu, ktorego gtoski
pozostajg te same, wiec:

bab-)-Sab=13ab
gdyz: 5ab~ab + ab+ ab-f-ab+ ab
8ab= ab-\-ab+ab+ab + ab tab-\-ab+ab
tojest: 5ab+ 8ab=13ab.

Rdéznica jaka wykazaliSmy miedzy iloSciami dodatnemi
i odjemnemi, prowadzi nas do wypadkow:

8ab-{-{—5ab) —Sab— 5ab—'¢ab

5ab+ (—8ab)= 5ab— Sab= —3ab

— hab+ (—8ab)—— 5ah— &b= — 16ab,

zkad wyprowadzamy takie prawidto: ze aby doda¢ do
siebie ilekolwiek jednomiandw, nalezy je wypisa¢ obok niebie
z ictasciwemi znakami, nastepnie uprosci¢ wyrazy podobne,
ktore jezeli majg znaki jednakoioe, wotuczas wspotczynniki sie
dodajg i pisze sie znak wspdlny, jezeli zas majg znaki rézne,
wspotczynniki sie odejmujg i pisze sie przed roznicg znak
wspotczynnika wiekszego. Gloski za$ wyrazow podobnych
przy ich uproszczeniu pozostajg bez zmiany.

21. Znajac prawidto na dodawanie jednozmianéw, ta-
two jest wskaza¢ spos6b dodawania wielomiandw, i tak:
dajmy ze do wielomianu (a+b—c) doda¢ mamy wielo-
mian (d—f+g)- GdybySmy do wielomianu a-\-b—e mieli



l=

doda¢ tylko jednomian d, wowczas otrzymaliby$my sum-
me a+b—c+d mlecz summa ta bytaby za wielka, bowiem
doda¢ martiy jednomian d zmniejszony o jednomian f
summe wiec pierwszg nalezy zmniejszy¢ o f czyli pisac:
a+b—c-fd—jf;
ta znowu summa jest za mala o g, gdyz mieliSmy dodac
nie d— lecz d—f+ g, dla otrzymania wiec zgdanej sum-
my powiekszamy poprzedzajgcy wypadek o g, bedzie
wiec:
S—a+b—c+d—f+g-

Ztad wnosimy: ze aby doda¢ do siebie diva wielomiany,
nalezy wypisac je obok siebie z wlasciwomi znakami i naste-
pnie uprosci¢ wyrazy podobne jezeli sie w zadaniu znajduja.

32. Przyktad 1. Znalezé Summe nastepujacych wie-
lomiandw :

A= — Sad+ 2ad— 2az2+|la™+ Ib4
J3=  2a4+ 7ad— 5a*h2--20ab3+ m i
C= 13a4—9ail6 - 2ailr + -labs—17b4
5= T7a4 — oa-b2— bab3

Widzimy, ze zamiast wypisywa¢ dane wielomiany do
dodawania jeden za drugim, dogodniej jest pisa¢ je pod
sobg, jak w dodawaniu arytmetycznem, starajgc sie przy-
tem umieszcza¢ wyrazy podobne pod sobg, ulatwia sie
bowiem przez to ich uproszczenie.

Przyktad 2. Dodaé¢ do siebie wielomiany:

A= lab3—5ad4+ 8a&5—&&«Z
B ——8a63+5 a®b4—1lab” + SiabJ
C= 2ab3—7ad4+ 4a65+%9a&a
S— ab3—7ab4+ ab5+ abed+8abd.

Odejmowanie ilosci algebraicznych.

*i& Odejmowanie algebraiczne tak jak i arytmetyczne jest
dziatanie, za pomocg ktdrego znajac summe i jedne jij cze$é
znajdujemy czes¢ drvgq.

Algebra, Cxe$¢d. * 2
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Dla wyprowadzenia prawidta na odejmowanie jedno-
mianéw, przypusémy ze od jednomianu a marny odjac je-
dnomian b.

Wiemy, zea=a—b+b, odrzucajgc z obu stron +b, po-
zostaje a—b, tojest a—(+&) = «—6;

odrzucajgc za$ —b, otrzymamy a+b, tojest:

a—(—6)=a-f-6.

Ztad prawidto: aby dwa jeclnomiany od siebie odjac¢, na-
lezy 10jednornianie danym do odjecia czyli w odjemniku prze-
mieni¢ znak na 'przeciwny i napisa¢ go obok odjemnij.

Jezeli jednomiany dane do odejmowania sg podobne,
wowczas prawidta podane wyzej na ich uproszczenie
w zupetnosci sie stosuja.

24. To co sie wyzej o odejmowaniu jednomiunéw po-
wiedziato, utatwi nam wyprowadzenie prawidta na odej-
mowanie wielomianow.

Dajmy ze od wielomianu P. mamy odjaé wielomian P’m
Oznaczmy zbiér wyrazéw dodatnych w wielomianie P.
przez A, zbiér wyrazéw odjemnycli przez B, zbiér wyra-
z6w dodatnych w wielomianie P' przez G za$ zbior wy-
razow odjemnycli przez D; idzie wiec o to, aby od A—B
odjg¢ C—D. GdybySmy od A—B mieli odja¢ tylko C,
otrzymaliby$Smy réznice A—B —C, ze za$ nie mamy odjaé
C, lecz ilos¢ o D mniejszg od C, wiec rdznica otrzymana
jest za mata o J); aby miec réznice prawdziwg, nalezy do
poprzednio otrzymanej doda¢ D, czyli bedzie:

A—B—C+n.

Widzimy wiec, ze w wielomianie danym do odjecia,
wszystkie wyrazy dodatne sg wziete ze znakami odjemne-
mi, za$ wszystkie odjemne bierzemy ze znakami doda-
tnemi.

Ztad prawidto: aby dwa wielomiany od siebie odjg¢, na-
lezy io wielomianie danym do odjecia, przemieni¢ znaki na
przeciwne i w tym stanie napisac¢ go obok icielomianu beda-
cego odjemna.



— 15 —

Rozumie sig, ze uproszczenie jakieby na wyrazach po-
dobnych uskuteczni¢ mozna, powinno by¢ zrobione na za-
sadach wyzej wskazanych.

25m Przykiad, 1.

Od wielomianu 2a3—3a%-(-4a&2—663

odja¢ wielomian  a3—5a%-(-7flfr2+ 4&3

Wedtug prawidta wyzej wskazanego w odjemniku zmie-
niamy znaki na przeciwne i tak zmieniony wielomian pi-
szemy pod odjemng dla tatwiejszej redukcyi, bedzie wiec:

e 2a3—3«H+ 4a£2—(G63
— a3+ 5a¥—7a>8—ib3

a uskuteczniwszy uproszczenie na wyrazach podobnych,
otrzymamy na zadang réznice:
a3+ 2az%—3ab2—10&3
Przyktad 2.
Od wielomianu 7as +8a46—9a3®-f-1064
odja¢ wielomian Ila 46+ 7a3%2—861

postepujac jak wyzej jest:
7a5+ 8ad—9aPp2+ W
~U aib—la32+ 8b3

a po uproszczeniu otrzymamy na zadang reszte:
7a5—3ad4A—16aH2+ 1064+ 803

Mnozenie ilosci algebraicznych.

26. Mnozenie algebraiczne lak jak i arytmetyczne jest to
dziatanie za 'pomocy ktorego majgc mnozng (MHOWHOE) | mno-
znik (MHO/KiimeM) szukamy iloczynu (njjousee”euied, ktdryby
tak powstat z mitozn&j jak mnoznik powstat z jednosci do-
datnij.

27- Wiemy z poprzedzajgcego, ze kazdy jednomian
sktada sie ze znaku, wspotczynnika, gtosek i wyktadni-
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kéw; zastanawiajac sio wiec nad mnozeniem jednomianow,
wyprowadzimy prawidia na kazdg z powyzszych czesci je-
dnomianu.

38- Prawidto na znaki:

Dajmy ze jednomian a mnozy¢ mamy przez jednomian
b. Natrafimy w tym razie na cztery przypadki:

1) +aX+6
2) —aX+b
3) +aX—b
4) —aX—b

W pierwszych dwoéch przypadkach mnozenie nie przed-
stawia zadnych trudnosci, i tak: pomnozy¢ +a lub —a
przez +6, znaczy +a lub —a doda¢ do siebie tyle razy:
ile +6 ma w sobie jednosci, tojest: b razy. Dodajac
wiec b ilosci dodatnych —+a, summa musi by¢ dodatna
i rbwna sie A-ab. Dodajgc znowu b ilosci odjemnych
= m-a, summa musi by¢ odjemna i réwna sie m—ab.

W trzecim i czwartym przypadku chcac mieé iloczyn
z +a lub —oX —b, uwazamy, ze —b powstato z dodania
do siebie jednosci dodatriej b razy, lecz w summie prze-
mieniono znak na przeciwny, iloczyny wiec szukane mu-
szg takze powsta¢ z dodania do siebie brazy +a lub —a,
lecz w summie + ab lub —ab nalezy przemieni¢ znak na
przeciwny; otrzymamy wiec:

+aX—b=—ab
zas —aX —b=A-ab-

Toz samo otrzymamy dla trzeciego i czwartego przy-
padku, przypominajac sobie znaczenie ilosci odjemnych.
| tak: —b uwaza¢ mozemy za wypadek z odejmowania
m—n, gdy n wieksze jest od m o ilo$¢ 4; zkad wypada, ze

Chcac teraz mnozy¢ 4-aX—b, pomnoézmy -)-a przez
warto$¢ nadang dla - b, tojest mnézmy:
+ « X («-n).
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GdybySmy mieli mnozy¢ -|-aX+>»> otrzymalibySmy
iloczyn +am, lecz ze nie mieliSmy mnozy¢ przez +7n,
lecz przez ilo$¢ mniejsza od +m o ilos¢ n, przeto ilo-
czyn otrzymany jest za wielki o ilo$¢ a powtorzong n ra-
zy czyli o an, aby wiec byt prawdziwy, trzeba od niego
odja¢ an, czyli: '

a[m—n)—am—an
podstawiajac za n warto$¢ znaleziong w réwnowaniu (1)
otrzymamy:
a(m—n)=gm—a(m+6),

czyli wykonywajgc mnozenie a()n-|-£) widzimy, ze od am
trzeba odjg¢ am i ab, czyli:

a[m—n)—am—ani—ab lub tez a{m—n)——ab
ze zas a(m—n)=+aX —b, wiec:
aX —b——ab
Gdy nakoniec w czwartym przypadku, —a mnozy¢
przychodzi przez —b, zatézmy jak i poprzednio:

—b—m—mn.

Gdzie n wieksze jest od m o ilo$¢ b, czyli:

zamiast nastepnie mnozyé —aX — mnozymy e—a przez
wartos¢ nadang dla —b, czyli mnozymy:

—ti X (»»--«)e

Rozumujac jak poprzednio, mnozymy —a przez m i uwa-
zamy ze iloczyn tym sposobem otrzymany —am jest wie-
kszy od prawdziwego o ilos§¢ —a powtorzong n razy, czyli
0 —(in] nalezy wiec od—am odjg¢ —an, czyli zmieniajac
w odjemniku znak na przeciwny:

aX(m—n)= « am-Fan;
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podstawiajgc wartos$¢ za n znaleziong w rownania (2) otrzy-
mamy:

—a(m—n)——am+ a[m-b);
pomnozywszy a przez m+b, widzimy, ze do —am nalezy
doda¢ am i ab, czyli:

—a(m—n)——am+ am4-ab,

am dodane i odjete zniesie sie i jest:
—a[m—n)= +ab
a ze —a(m—n)——-aX—b
wiec—ay"—b—-{-ab.

Rozbierajgc wiec cztery przypadki, na jakie w mnoze-
niu jednomianow natrafi¢ mozemy, co do znakéw otrzy-
malismy, ze:

+aX+b=+ab

_aX_
+aX —b=—ab
$X b=—ab

zkad prawidto:

Jeldi dwa jednomiany dane do mnozenia majg znaki je-
dnakowe, iloczyn jest dodatny, jednomiany za$ ze znakami
przeciwnemi, wydaja iloczyn odjemny.

39. Praioidlo na wspdtczynniki.

Clicac jednomian 5a pomnozy¢ przez jednomian 3b,
przypusémy, ze 5a pomnozy¢ mamy tylko przez b; wow-
czas nalezatoby 5a powtdrzy¢ b razy, czyli otrzymaliby-
$my (5a)b\ lecz ze mnoznik nie zawiera w sobie b jednosci,
lecz ilos¢ 3 razy wiekszg od b, przeto i mnozng nalezy po-
wtdrzy¢ nie b razy lecz 3b razy, czyli iloczyn poprzednio
otrzymany jest 3 razy za maty, powiekszajgc go wiec ma-
my: (5a)6X3, a zmieniajac porzadek mnoznikow:

5aX36=5.3ab=15ab
ztad prawidto: wspotczynnik iloczynu dwdch jidnomia-
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mow, réwna sie iloczynowi wspétczynnikéw danych jedno-
mianow.

50- Co sie tyczy glosek, to oczywistg jest rzeczg, ze
wszystkie gtoski tak w mnoznej jak i w mnozniku znaj-
dujace sie, napisa¢ nalezy obok siebie w dowolnym po-
rzadku; wiemy bowiem z arytmetyki, ze porzadek czynni-
kow iloczynu nic zmienia.

51. Nalezy nakoniec wskaza¢ prawidto na wyktadniki.

Dajmy, ze aimnozy¢é mamy przez a-.

Wiemy, ze: a3=a. a. a.
za$ 02=a. a

a mnozac, mamy a3X«2=«. «e=«'
ztagd wnosimy: ze w mnozeniu jednomiandw, wyhladnilci
tych samych gtoselc dodajg, sie, i summa taka pisze sie
w iloczynie za wyktadnik tejze gtoski.

52- Przyktad. Pomnozy¢ przez siebie jednomiany:

5a2lcX 7adb3 —-\-?>haibicd
—8aX/’X 9abf* ——72adbcfs
SiaPdgy™—7ad*g ——63a3d*g2
—Gahe X —7a2x2= A-iStaPb’t?.

55.  Znajac prawidlo na mnozenie jednomiandéw, tatwo
jest wyprowadzi¢ prawidto na mnozenie wielomiandw,
i tak: dajmy ze wielomian (a+ 5—c) mnozy¢ mamy przez
jednomian d.

Gdybysmy mieli tylko a pomnozy¢ przez d, woéwczas
iloczyn bytby ad; lecz ze nie mieliSmy a mnozy¢ przez d,
lecz summe dwoch iloSci a+ b, przeto iloczyn otrzymany
za maly jest o ilos¢ d wzietg b razy czyli o bd: dodawszy
wiec otrzymamy ad + bd; ten znowu iloczyn jest za
wielki, gdyz nio chcieliSmy mnozy¢ aA-b przez d, lecz
ilo$¢ mniejszg od a-\-b 0ilos¢ c, i za wielki jest mianowicie
o0 ilo$¢ d wzietg ¢ razy czyli o cd, co odjgwszy, otrzyma-
my, ze:

(a+b—c)d—ad+ bd—cd,
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ztad wypada: ze aby wielomian pomnozy¢ przezjednomian,
nalezy kazdy wyraz wielomianu pomnozy¢ przez jednomian,
majac wzglad na znalci; a summa algebraiczna ztad po-
wstatych jednomianéw daje wielomian, ktory jest iloczynem
zadanym.

Oczywistg jest rzeczg, ze iloczyn otrzymany z pomno-
zenia wielomianu przez jednomian, jest wielomianem, i za-
wiera tyle jednomiandw, ile ich miat wielomian dany do
mnozenia.

Wielomian lazb—6a%2+ 10a53—8J4 pomnozyé
przez jednomian 6ab.

Mnozac kazdy wyraz wielomianu przez dany jednomian,
i pamietajgc powyzej wskazane prawidta na mnozenie je-
dnomiandéw, otrzymamy na iloczyn wielomian nastepujacy:

42a452—3(ja¥3+ 60a284—48ab5

55- Pozostaje nam wreszcie wskaza¢ prawidto na
mnozenie dwoch wielomian6w.

Dajmy, ze dane sg do pomnozenia dwa wielomiany P
przez P'. Oznaczmy zbiér wyrazéw dodatnich w wielo-
mianie pierwszym przez A, zbiér wyrazéw odjemnych B;
zbior wyrazéw dodatnich w wielomianie drugim C, za$
odjemnych D; otrzymamy:

P —A—B

P'=C—D
idzie wiec o to, aby pomnozy¢ (A—B) przez (C—2), gdy-
bysmy (A—B) chcieli pomnozy¢ tylko przez G, otrzyma-
libysmy:

(A—B) C=AC—BC;j

lecz iloczyn ten bytby od zadanego za wielki o (A—B)
wziete D razy, nalezy go wiec otylez zmniejszy¢, czyli
odja¢ od niego iloczyn z (A—B) przez D, czyli odjgé
AD—BD, zmieniajagc wiec w odjemniku znaki na prze-
ciwne, otrzymamy:

{A—B) (0—D)=A C—B C-~AD+ BD-,



poniewaz wielomiany A i Cmajg wszystkie wyrazy ze
znakami dodatniemi, wiec iloczyn AC jest oczywiscie
zbiorem iloczynéw czastkowych otrzymanych z pomno-
zenia kazdego wyrazu dodatnego mnoznej, przez kazdy
wyraz dodatny mnoznika. lloczyn BC pokazuje nam, ze
kazdy wyraz odjemny mnoznej pomnozyC trzeba przez
kazdy wyraz dodatny mnoznika, i zbior tych iloczynéw
czastkowych odja¢ od pierwszego iloczynu AC; od roznicy
tej odja¢ znowu wypada iloczyn trzeci AD, ktéry powstat
z pomnozenia kazdego wyrazu dodatnego mnoznej przez
kazdy wyraz odjemny mnoznika. Nareszcie doda¢ wypa-
da iloczyn ostatni BD, powstaly z pomnozenia kazdego
wyrazu odjemnego mnoznej przez kazdy wyraz odjemny
mnoznika.

Wiedzac to, wezmy dwa wielomiany:

P=2ai+ 3aib—iab*—5b3
P'=7a2+5ab —2P
w wielomianie P:
A=2a3 +3ab
B=iab?2+ 5b3
w wielomianie P :
C=4a2+ 54
D —252 wiec
A C=280?+12adb+ 1Qa'b +15a3h?2
B C—16a3Sa+ 20d234- 20a?b3+ 25ab*
AD=4a32+bax9
BD = $ab4+ IQb\

Pamietajac, ze od iloczynu czastkowego AC trzeba
odjg¢ dwa iloczyny BC i AD i doda¢ iloczyn BD, otrzy-
mamy na catkowity iloczyn dwoch wielomianéw P i P’
(zmieniajac w iloczynach BC i AD znaki na przeciwne)
nastepujacy wielomian-

8a5-f 12alib+ 10ad4- 15ah—16a E2—
—20a‘b3—20asi 3—25a&4—4a3P —
— Ga%s+8a/1>4+ 107,



' Tak otrzymany wielomian powstat z pomnozenia kaz-
dego wyrazu mnoznej przez kazdy wyraz mnoznika; na-
lezy w tej summie algebraicznej wszystkich jednomianéw
uprosci¢ jeszcze wyrazy podobne, co uskuteczniwszy,
otrzymamy:

PXP'=8abt+ 22a4i- 5 a 32—460*J>-17 ab4+ 10b\

Z poprzedzajgcego wynika: ie aby '‘pomnozycprzez siebie
dwa wielomiany, nalehy kazdy wyraz mnohiij pomnozy¢
przez kazdy wyraz mnoznika ze wzgledem na znaki, te ilo-
czyny czastkowe zebra¢ w summe algebraiczng, w ktdrej
uprosci¢ tylko wypada wyrazy podobne dla ukonczenia
dziatania.

Zwykle dla dogodniejszego uproszczenia wyrazw po-
dobnych, mnozenie algebraiczne wykonywa sie jak w ary-
tmetyce, tojest piszg sie iloczyny czastkowe pod sobg,
z tg jednak rdznica, ze dziatanie rozpoczyna sie nie z pra-
wej lecz z lewej strony czynnikéw.

Oto wzdr podobnego dziatania:

P =2a3+ 3alh— 4ab2— 5b3
P'=4a2+ b5ab — -

8ab+ 1 2a4b—10a352—20a283
+ 10a46 + 15a3%2—20" P —206ab4
— dash-—6ab3 + 8aS4+ 10&r

iloczyn 8a5+ 22a46— 5ad2—46ah3—17ac4+ 10&]

Uwaga. — Wielomian zowie sie uporzgdkowanym po-
dtug poteg malejacych jakiej gtoski (no yMem.iuaioinuMcti

gtoski w wyrazie pierwszym jest najwiekszy i nastepnie
zmniejsza sie az do ostatniego. Jezeli za$ w wielomianie
wyktadnik jakiej gtoski w wyrazie pierwszym jest naj-
mniejszy, nastepnie powieksza sie az do wyrazu osta-
tniego, wowczas mowig: ze wielomian uporzgdkowany
jest wedtug poteg rosngcych tej gtoski (iuiorcueni, pac-
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lloczyn wiec powyzej otrzymany 8a’+ 22«42—7a"bl—
—46a2 3—17a54+ 10¢5 uporzadkowany jest podtug poteg
malejacych gtoski a, a podtug poteg rosngcych gtoski b.

Wielomian otrzymany z pomnozenia dwo6ch wielomia-
now, posiada dosy¢ wazne wiasnosci, ktore tu podacé wy-
pada.

56. Twierdzenie .— Jezeli iloczyn i czynmld z kto-
rych powstal, yporzadlcowane sg ‘podtug poteg tejze samj
gtoski, wowczas pierwszy wyraz iloczynu roéwna sie iloczy-
nowi pierwszych wyrazéw czynnikdw, za$ wyraz ostatni
iloczynu réwny jest iloczynowi ostatnich, wyrazéw czynnikow.

Dla okazania tej prawdy, wezmy pod uwage- iloczyn
otrzymany powyzej z pomnozenia dwdch wielomianow
P iP', uporzgdkowanych podtug poteg malejgcych gto-
ski a. W kazdym zjednomianéw czastkowych, np. wjc-
dnomianie —16a®a, wyktadnik gtoski a rowny jest sum-
mie wykfadnikéw tejze gtoski w czynnikach —4ab" i 4a2,
summa ta bedzie najwieksza, gdy wezmiemy za czynniki
dwa pierwsze wyrazy 2aili4a2 iloczyn wiec z tycli dwdch
wyrazow, tojest 8ar; nie moze mie¢ sobie podobnego je-
dnomianu i uprosci¢ sio nie da, a porzadkujac iloczyn po-
dlug poteg malejgcych gtoski a, bedzie pierwszym jego
wyrazem, co bylo do okazania.

Toz samo dowodzenie stosuje sie do iloczynu ostatnich
wyrazéw danych czynnikéw.

57. Twierdzenie.—Liczba wyrazéw iloczynu dwdch wie-
lomianéw, réwna sie najmniej dwom wyrazom, a najwiecej
iloczynowi z liczby wyrazéw wielomianéw danych do mno-
zenia.

Pierwsza cze$¢ tego twierdzenia jest wnioskiem z po-
przedzajacego; powiedzieliSmy tam, ze wyrazy pierwszy
i ostatni iloczynu nic moga mie¢ sobie podobnych, inne
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za$ wyrazy jezeli majg sobie podobne i gdy summa wspo6t-
czynnikdéw dodatnych bedzie rowna summie wspotczyn-
nikéw odjemnych, zupetnie mogg sie poznosi¢; wiloczy-
nie wiec pozostang tylko dwa wyrazy i mnigj ich by¢ nie
moze.

Druga czes¢ twierdzenia staje sie widoczng, skoro we-
Zmiemy pod uwage: ze dla otrzymania iloczynu dwdch
wielomiandw, mnozy sie kazdy wyraz mnoznej przez kazdy
wyraz mnoznika. Jezeli wiec upraszczajgc wyrazy podo-
bne, takowe sie nie zniosa, woweczas liczba wyrazéw w ilo-
czynie réwna sie iloczynowi wyrazéw danych czynnikdéw,
co byto do okazania.

58- Twierdzenie. — lloczyn dwdch wielomiandw jedno-
rodnych jest jednorodny, a wymiarjego roicna sie summie
wymiaréw danych czynnikdw.

Z prawidta wskazanego powyzej, na wyktadniki w mno-
zeniu jednomiandw wynika: ze wymiar kazdego iloczynu
czastkowego, jest summag wymiaréw danych czynnikéw;
ze za$ wszystkie wyrazy mnoznej sg jednego wymiaru,
i takiemi sg wszystkie wyrazy mnoznika, wiec skoro dane
wielomiany sg jednorodne, iloczyn ich. réwniez jest wie-
lomianem jednorodnym, i wymiar jego jest summg wy-
miaréw danych czynnikdw.

&9. Przyktady mnozenia:

1) a+£ 2) a—lI 3) a-\b
a -\-b a—b a—b
a2+ ab a2— ab a2+ab

+ ab+b2 — ab+b2 —ab—b2

a2+ 2ab+b2 a-—2ab+ b2 al — b2

co znaczy: kwadrat z summy dwoch wyrazow réwna sie
kwadratowi z wyrazu mpierwszego, wiecdj podwojny iloczyn
Z wyrazu pierwszego przez drugi, wiec& kwadrat z wy-
razu drugiego; kwadrat z roznicy dwdch wyrazéw, réwna
sie hvadralowi z wyrazu pierwszego mniij podwdjny iloczyn
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Z wyrazu pierwszego przez drugi, wiecSj kwadrat z wyrazu
drugiego.

lloczyn z summy dwoch wyrazéw, przez ich réznice réwna
sie roznicy kwadratéw z tycliie wyrazow.

Uicaga. — Porzadkujac wielomian podiug poteg jakiej
gtoski, zdarza sie czesto, ze kilka wyrazéw danego wielo-
mianu zawiera w sobie tez gtoske wjednej potedze; w wy-
tazach takich gtoska porzgdkujgca wyrzuca sie za nawias,
a w nawiasie pozostaje summa pozostatych czesci wy-
razow.

| tak, porzadkujac wielomian:

2a3+4 a-b—a2+ 5ab2—2ab—4b3

podiug poteg malejgcych gtoski a, widzimy, ze dwa wy-
razy: 4a-b i —a2 zawierajg tez gtoske w potedze drugiej;
dwa wyrazy znowu: 5ab2i—2ab w potedze pierwszej,
zamiast wiec wielomianu danego, piszemy wielomian upo-
rzagdkowany w ten sposoéb:

2az+ (ib—\) a2+ (5i2—2h) a—ib\
Nawiasy @2—1) i (5b1—2b) zowig sie wspdtczynnikami
wyrazéw wielomianu uporzadkowanego, a nie mogg nigdy
zawiera¢ w sobie gtoski, podiug ktérej wielomian jest
uporzagdkowany.

Zwyczajnie jednak miejsce nawiasu zastepuje linia pio-
nowa; po prawej jej stronie pisze sie potega gtoski, po-
dtug ktorej wielomian sie porzadkuje, za$ z lewej strony
pisze sie jedna pod druga czesci pozostate wyrazéw, z kto-
rych taz gtoska jako wjednej i tej samej potedze bedaca,
wyrzucong zostata. Tak wiec wielomian poprzedni napi-
sa¢ mozna w ten sposob:

a3+4b |a2+5b2 a—\bz
— | —
Wskazemy tu, jakim sposobem mnozg sie dwa wielo-

miany tak uporzadkowane. Dajmy, ze:
Algebra, Czesc I. 3
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mnozna jest:
2 a3+dl» a24-%2 a—W
—1 —2b
mnoznik zas$:
5a2+2b a—32
-3
10 as+ m a4+ 25b2a3—20b3a2— 8b* 0+ 12
— 5 —10b  + 1063 + 12b3
+ 4p + Sb2 — 453 —1zA4
— 6 — 2b —15A2 +Gb3
—12A + lib
+ 3 —12b3
— 62 + I8

czyli po uproszczenia wyrazéw podobnych bedzie:

10 ab+24Z> 14+ 27/>2 a3—22b3 o*—284* a+127>5
-11 —24bh —16A2 —187
+ 3 + &

Dla otrzymania bowiem iloczynu dwo6ch wielomiandw,
mnozy sie kazdy wyraz mnoznej przez kazdy wyraz mno-
znika; fak wiec cala. mnozng mnozy¢ musimy przez 5a-.
W tym celu mnozymy przedewszystkiem potegi gtoski a,
w wyrazach mnoznej przez a2 i otrzymamy:

1a5 |a4 |as |«2
nastepnie mnozymy przez 5 wszystkie wyrazy mnoznej
z lewej strony linij pionowych znajdujace sie, i mamy:
10 + 206 +2562 —2043
— 5 —106
a fagczac tak otrzymane wspdtczynniki z odpowiedniemi
potegami gtoski u, wypadnie na pierwszy iloczyn czast-
kowy:
10 05+206 1a4+2562 a3—2063 al
—5 1 —106
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Drugim wyrazem mnoznika, tojest wyrazem

mnozymy znowu cala mnozng. Dlatego przedewszyst-
kiem mnozymy przez a wszystkie potegi tej gtoski w mno-
znej; lecz mnozac a3przez a, otrzymamy a4, potege gtoski
a, ktora juz znajduje sie w poprzednio otrzymanym pier-
wszym iloczynie czastkowym; dlatego wiec mnozymy
tylko wspotczynniki, tojest 2 ¢(Z—3), a iloczyn Ab—fi pi-
szemy w dalszym ciggu z lewej strony linijki oddzielaja-
cej ad Wspotczynniki znowu (2b—3) i (4b—1) mnozymy
przez siebie, iiloczyn 8A2—1Ph—"2b-\-3 piszemy w dal-
szym ciggu z lewej strony linijki oddzielajgcej w poprze-
dnim iloczynie czgstkowym a3 tym sposobem dwa ilo-
czyny czastkowe tak sie przedstawig:

a5+206 a4+ B22 a3—20b3 a2— 8b*

— 5 —10b + 10b3  + 12b3
+ 4b + 8£2 —iP
— 6 —12b — 1529

— 2b + 6b

+ 3

Postepujac podobnie, otrzyma¢ mozemy inne iloczyny
czastkowe; te faczac z sobg poditug poteg gloski a, znaj-
dziemy powyzej wskazany iloczyn catkowity, w ktérym
uprosci¢ tylko wypada wyrazy podobne.

Dzielenie ilosci algebraicznych.

rO. Dzielenie algebraiczne tali jak i arytmetyczne, jest
to dziatanie, za pomocag ktdrego majac iloczyn i jeden
z czynnikéw, szukamy czynnika drugiego.

Wypadek z dzielenia zowie sie ilorazem (uacTHoe).

i'l. ZastanawiaC sie przedewszystkiem bedziemy nad
dzieleniem jednomiandw, i wskazemy prawidta na znaki,
wspotczynniki, gloski i wyktadniki.



A2, Prawidto na znaki.
Dajmy, ze jednomian a dzieli¢ chcemy przez jednomiau

b, zachodzi¢ .tu moga cztery przypadki:

+«
1) +/»
+ff
?)
3 2
~+h~
—a
4) b

W pierwszym przypadku dzielagc +a przez +b, i pa-
mietajac, je dzielna jest iloczynem z dzielnika przez iloraz,
szukamy ilorazu, ktéryby pomnozony przez +b, wydal
+« Ze za$ iloczyn jest dodatny, gdy oba czynniki sa
jednego znaku, a tu jeden z czynnikéw +b jest dodatny,
wiec i szukany iloraz musi by¢ dodatuy, tojest:

+a
+i=+e

W drugim przypadku dzielac A-a przez —b, szukamy
ilorazu, ktéryby pomnozonym przez —b, wydal +«,- lecz
ze iloczyn dodatny powstaje z pomnozenia dwdch czyn-
nikow jednoznakowych, a tu jeden czynnik —b jest odje-
mny, wiec i iloraz ¢ musi by¢ takze odjenmy, tojest:

Takim sposobem dalej rozumujgc, wsparci na prawi-
dfach wyprowadzonych dla znakéw w mnozeniu, otrzy-
mamy:

+ «

+r4C
‘i ( '



-—b

Ztad wynika, ze: gdy dzielna i dzielnik majg znakije-
dnakowe, iloraz jest dodatny; jezeli za$ dzielna i dzielnik
sg znakéw przeciwnych, ilorazjest odjemny.

43. Prawidto na wspotczynniki.

Dajmy, ze 8a podzieli¢ chcemy przez Aa. Wspotczyn-
nik dzielnej 8, jest iloczynem z wspotczynnika 4, przez
szukany wspotczynnik ilorazu. ldzie wiec oto, aby majac
iloczyn i jeden z czynnikéw, znalezé czynnik drugi; do
tego dojdziemy dzielagc 8 przez 4, otrzymane 2 bedzie
wspotczynnikiem ilorazu szukanego.

Wspdtczynnik wiec ilorazu otrzymuje sie: dzielgc wspot-
czynnik dzielnej przez wspoétczynnik dzielnika.

W . Wyprowadzone powyzej prawidto na wyktadniki
przy mnozeniu jednomianow, okazuje: ze jak w mnozeniu
jednomianéw dodawalismy wyktadniki tych samych gto-
sek, tak w dzieleniu wyktadnik gtoski w dzielniku odjgé
nalezy od wyktadnika tejze sam¢j gtoski w dzielnij, aby
otrzymac wyktadnik w ilorazie. Oczywiscie bowiem dzie-
lac abprzez a3 szukamy ilorazu, ktoryby pomnozony przez
a3 wydat ah

Mamy wiec 5, summe dwdch ilosci ijedne znich 3,
szukamy ilosci drugiej; ta wiec réwna sie:

a5
5—3=2, tojest —=a5-3=ai.
a3

Jezeli jednej i tej samej gtoski wyktadniki w dzielnej
i wdzielniku sg sobie rowne, woéwczas wyktadnik tejze
gtoski w iloi-azie bedzie 0, bowiem:



Jezeli za$ wyktadnik jakiej gtoski wdzielnej mniejszy
jest od wyktadnika tejze gtoski w dzielniku, wowczas

w ilorazie gtoska ta bedzie z wyktadnikiem odjemnym,
i tak:

45 « Twierdzenie. — Kazda ilo$¢ wpotedze 0 réwna sie
jednosci.
PowiedzieliSmy wyzej, ze:
(fi A\
ab
lecz z arytmetyki wiemy, ze iloraz dwdch ilosci réwnych

jest jednoscig, wiec.
G%:l.... @
«

faczac roéwnos¢ pierwszg z drugg, wynika, ze «°=1, co
byto do okazania.

4 6. Twierdzenie—Kazda ilos¢ w potedze odjemnej ro-
wna sie utomkowi, ktory ma za licznik jednos¢, a za mia-
nownik tei samg ilo$¢ wpotedze dodatni).

Wiemy, ze:

g=di~f=a~2 1)

podzielmy oba wyrazy utomku Ct—przez a3 wartos¢ jego

sie nie zmieni, i otrzymamy:

a3
Nl 2
ab— ab a1l ©)
a3

poréwnywajac za$ wyrazenia (1) z (2), mamy, ze:

a2
co bylo do okazania.
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W . Co sie tyczy prawidta dla gtosek w dzielenia je-
dnomiandw, to poniewaz dzielna jest iloczynem z dzielni-
ka przez iloraz szukany, a nadto, jak powyzej okazalismy,
poniewaz w iloczynie zawierajg sie wszystkie gtoski jakie
sg w danycli czynnikach,oczywistg przeto jest rzecza, ze:
dla otrzymaniu gtosek ilorazu nalezy z dzielnej wyrzucic¢
wszystkie gtoski wspolne z dzielnikiem, i posiadajacej je-
dnakowe wyktadniki: pozostate za$ gtoski beda gtoskami
ilorazu, i tak:

---------------------- add.
abc abc

48. Na mocy tego, mozemy wyliczy¢ przypadki, w kt6-
rych dzielenie jednomiandw, nie moze by¢ uskutecznione,
jezeli nie chcemy mie¢ w ilorazie ani wspotczynnikow
utamkowych, ani wyktadnikéw odjemnycli; przypadki
te sa:

1) Gdy wspotczynnik dzielnika nie miesci sie bez re-
szty w wspotczynniku dzielnej.

2) Gdy dzielnik zawiera takie gtoski, ktoérych niema
w dzielnej, i nakoniec:

3) Gdy wyktadnik jakiej gtoski w dzielnej, mniejszy
jest od wyktadnika tejze gtoski w dzielniku.

Jezeli wiec dzielenie dwaéch jednomianow nie moze byc¢
uskutecznione, wowczas to dziatanie ogranicza sie nawska-
zaniu go w postaci utamku, ktdrego licznikiem jest dziel-
na, mianownikiem za$ dzielnik.

Nastepnie utamek ten mozna przywies¢ do prostszej po-
staci, pamietajac, ze przez rozdzielanie dzielnika i dzielnej
przez jednakowsg ilos¢, iloraz sie nie zmienia.

Majac np. jednomian 9ad2 podzieli¢ przez jednomian
m-ia?bXxd, otrzymamy iloraz utamkowy:

W b\__ 8a?ab-c __ jte
—iaZd Aa-.bdb.cd 4bd5

lub chcac podzieli¢ —3ab przez -ku?be bodzie;



—Sab_ —3ab  —3
4aPbe Aa.abc 4ac

r<t9. Dzielenie wielomianu przez jednomian wykonywa
sie dzielgc kazdy wyraz wielomianu przez jednomian; to
usprawiedliwi¢ mozna przez nastepujgce rozumowanie:
Dzielna jest iloczynem z dzielnika przez szukany iloraz,
w kazdym wiec wyrazie wielomianu bedacego dzielng za-
wiera sie jednomian ktory jest dzielnikiem, chcac przeto
wynalez¢ iloraz, nalezy kazdy wyraz dzielnej podzieli¢
przez ten jednomian, i tak:

8ad62+ 12/;323—1@’@4: 423+ 6226 batil,

Nie zawsze jednak wszystkie wyrazy dzielnej dadzg sie
zupeknie dzieli¢ przez jednomian, ktéry jest dzielnikiem,
w takim razie ograniczy¢ si¢ nalezy na wskazaniu dzie-
lenia.

50. Dzielenie jednomianu przez wielomian nigdy usku-
tecznionem byc¢ nie moze, ato z tej przyczyny:

Dzielna ma by¢ iloczynem z dzielnika przez iloraz,
dzielnik jest wielomianem, a wiec iloczyn z wielomianu
chocby przez jednomian musi zawiera¢, jakesmy to wy-
zej okazali najmniej dwa wyrazy: ze za$ tu dzielna jest
jednowyrazowa, przeto niepodobna aby byta iloczynem
z danego dzielnika przez szukany iloraz; ztad wynika: ze
iloraz z takiego dzielenia nie istnieje. Podobne wiec dzia-
fanie moze by¢ tylko wskazane; a wyrazenie ztad otrzy-
mane zowie si¢ utamkiem algebraicznym. | tak npe wy-
razenie :

8ad
basb + 7adh~ Cab

jest utamkiem algebraicznym.

51. Dzielenie dwdch wielomiandw.
(Jala teorya dzielenia dwoch wielomiandw wyptywa



z powyzej podanych wiasnosci iloczynu dwoch wielomia-
néw uporzagdkowanych. Aby je przypomnie¢, pomnézmy
nastepujgce dwa wielomiany uporzadkowane:

a2—Sab —W
a2+ m>— P

iloczyn czastkowy 19 a4—3ah—3a2
2p  + 5a3—15a%63—15a03
3d — ad2+ 3ai3+ 364

iloczyn catkowity ad+ 2aP—19ab2—12a&3+ 364

Wiemy, ze pierwszy wyraz a4 w iloczynie catkowitym,
powstat z pomnozenia pierwszych wyrazéw czynnikdw
i nie ma sobie podobnego;—ostatni za$ wyraz 3b* jest ilo-
czynem ostatnich wyrazéw czynnikdw i takze uproszczo-
ny by¢ nie moze.

Uwazmy nadto, ze odjgwszy od iloczynu catkowitego
pierwszy iloczyn czgstkowy, wyraz pierwszy reszty po-
zostatej jest 5adp, i powstaje z pomnozenia pierwszego
wyrazu mnoznej przez drugi wyraz mnoznika. Odjawszy
znowu od catkowitego iloczynu dwa pierwsze iloczyny
czastkowe, reszta miataby za wyraz pierwszy jednomian
—n32 powstaty z pomnozenia pierwszego wyrazu mno-
znej przez trzeci wyraz mnoznika. Poniewaz dzielng
uwaza¢ mozna za iloczyn z dzielnika przez iloraz, wiec
uporzadkowawszy tak dzielng jako i dzielnik podtug po-
teg jednej gtoski, pierwszy wyraz dzielnej powstat z po.
mnozenia pierwszego wyrazu dzielnika przez pierwszy
wyraz szukanego ilorazu. Odwrotnie, chcac wiec znalez¢
pierwszy wyraz ilorazu, nalezy, pierwszy wyraz dzielnej
podzieli¢ przez pierwszy wyraz dzielnika.

lloczyn z tak otrzymanego pierwszego wyrazu ilorazu
przez caly dzielnik, da nam pierwszy iloczyn czgstkowy,
ktdry odjety od dzielnej, da na reszte summe pozostatych
iloczyndw czastkowych. Pierwszy wyraz tej reszty przed-
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stawia nam iloczyn, z pierwszego wyrazu dzielnika przez
drugi wyraz ilorazu. Dzielgc wiec ten pierwszy wyraz
reszty przez pierwszy wyraz dzielnika, otrzymamy drugi
wyraz ilorazu. lloczyn z pomnozenia catego dzielnika
przez tak otrzymany drugi wyraz ilorazu, jest drugim ilo-
czynem czastkowym, ktory odjgwszy od pierwszej reszty,
otrzymamy drugg reszte, bedacg summg pozostatych ilo-
czynéw czastkowych i t. d.
Zastosujmyr to do podzielenia iloczynu:
ad+2adh— 19adh2-12ab3+3b4

powyzej otrzymanego przez dzielnik a2—3ab— 3b2; dzia-
fanie talc sie przedstawia:

a4A-2adr—1dab2—12ab3+3b4 a2—3ab—3b2
—ad+ 3aPb+ 3a32 <2-f-5a6— P2
5ab—1&Gb2—Tlab3 rj-3b4
—5a%+ 15ab2+ 15a&3

— a2b2f 3ab3+ 34
+ a2b2+ 3ab3+ 34

0

Jakoz na mocy powyzszego, dzielagc pierwszy wyraz
dzielnej a4 przez pierwszy wyraz dzielnika a2 otrzymamy

iloraz —2= a2na pierwszy wyraz ilorazu: mnozac naste-
a

pnie caty dzielnik, przez a2 wypadnie pierwszy iloczyn
czastkowy:

BRI —HD2,
ktéry odja¢ wypada od calej dzielnej, w tym celu zmie-
niamy w odjemniku znaki na przeciwne, upraszczamy
wyrazy podobne i otrzymamy:

5a3d—16ah2—12ab3-f 364
na pierwszg reszte, bedacg summg pozostatych iloczynéw

«



czastkowych. Pierwszy wyraz 5ad tej reszty dzielac przez
pierwszy wyraz dzielnika, otrzymamy:
5_a§: ' ab
a
na drugi wyraz ilorazu. Mnozac caty dzielnik przez 5ab,
wypadnie na drugi iloczyn czgstkowy wielomian:

had - 15«62—15a63;

aby go odja¢ od pierwszej reszty, zmieniamy znaki na
przeciwne, upraszczamy wyrazy podobne; tym sposobem
powstanie druga reszta: —arb2-{-Sab3--3t4 kt6ra jest sum-
ma pozostatych iloczynéw czastkowych. Pierwszy wy-
raz —atb* drugiej reszty dzielagc przez a2 pierwszy wyraz

—aw
dzielnika znajdziemy ———= —b? na trzeci wyraz ilora-

zu. Mnozac'—P przez ¢aly dzielnik, otrzymamy wielo-
mian —a-b2+ 6ab3+3b4. Wielomian ten odejmujemy od
drugiej reszty, zamieniajac w nim znaki na przeciwne,
upraszczamy wyrazy podobne i otrzymujemy na trzecig
reszte 0. To znaczy, ze wielomian <r-(-5a6—b- jest ilora-
zem zupetnym danych dwoch wielomianéw.

Mozna wiec poda¢ nastepujace prawidto na dzielenie
dwoch wielomiandw.

Aby dwa zoielomiany przez siebie podzielié, nalezy tak
dzielna jako i dzielnik uporzadkoica¢ podtug poteg tejze samgj
gtoski', nastepnie podzieli¢ pierwszy wyraz dzielnej przez
pierwszy wyraz dzielnika, a iloraz otrzymany bedzie pier-
wszym wyrazem ilorazu. Mnozac tale otrzymany pierwszy
wyraz ilorazu, przez caly dzielnik, iloczyn ztad powstaty
odejmuje sie od catej dzieln¢j dla otrzymania pierwszej re-
szty. Dzielgc znowu pierwszy wyraz tij reszty przez pierwszy
wyraz dzielnika, otrzymuje sie drugi wyraz ilorazu. Tym
wyrazem mnozy sie caly dzielnik, iloczyn odejmuje sie od
pierwsz&j reszty, ztad powstaje druga reszta, ktorc¢j pierwszy



wyraz podzielony przez pierwszy wyraz dzielnika da trzeci
wyraz ilorazu i i. d.

53-  Jezeliby pierwszy wyraz ktdrejkolwiek reszty nie
byt podzielny przez pierwszy wyraz dzielnika, wdwczas
dzielenie jest zatrzymane; oznacza to, ze w takim razie nie
mozna otrzymac ilorazu zupeinego danych dwoch wielo-
miandw.

Niech bedzie np. wielomian a2—3az>{|-62 do podzielenia
przez a—b, uskuteczniajgc dzielenie mamy:

a2—3a&A{-&a—b

a“ ab [o 2b

—2ab+ V <
+ 2ab 4;2i2
b*

ostatnia reszta -m b2 nie jest podzielna przez a.

lloraz wiec danych dwdéch wielomianow, réwna sie a—2b
wiecej resztg —bl podzielong przez dzielnik; czyli ré-
wna sie:

1 # t
d/ielenie _b nie moze by¢ uskutecznione; widzieliSmy
a_

bowiem ze jednomian nie inoze by¢ podzielny przez wie-
lomian, dziatanie w tym razie moze by¢ tylko wskazane.

Z tego co poprzedzito, wnioskujemy: ze uporzgdkowa-
wszy dzielng i dzielnik, podtug poteg jednej gtoski, dziata-
nie nie moze by¢ uskutecznione, gdy pierwszy wyraz
dzielnej, nie jest podzielny przez pierwszy wyraz dziel-
nika.

53. Podamy teraz wzor dzielenia dwdch wielomianow,
uporzgdkowanych podiug poteg tejze samej gtoski. Itak,
uskutecznijmy nastepujace dzielenie:



Poniewaz dane do dzielenia dwa wielomiany uporzadko-
wane sg podiug poteg malejgcych jednej i tej samej gto-
ski. wiec dla otrzymania pierwszego wyrazu ilorazu (pa-
mietajac ze dzielna jest iloczynem z dzielnika przez szuka-
ny iloraz), dzielimy 30ba* pierwszy wyraz dzielnej, przez
6a3 pierwszy wyraz dzielnika, a iloraz otrzymany 5ba jest
pierwszym wyrazem szukanego ilorazu dwdéch danych
wielomianéw. Tym pierwszym wyrazem mnozac caty
dzielnik i odejmujac wielomian ztad otrzymany (jako pier-
wszy iloczyn czastkowy) od dzielnej, réznica ztad powsta-
fa jest pierwszg reszta.

Pierwszy wyraz —48hds reszty dzielgc przez 6a3 pier-
wszy wyraz dzielnika, jednomian —  jest drugim wyra-
zem ilorazu. Tym wyrazem mnozac cala dzielng, iloczyn
drugi ztad powstaty, odejmujemy od pierwszej reszty

Algebra, Czeacl, 4



i otrzymujemy na drugg reszte 0. Co znaczy ze dane wie-
lomiany sg zupetnie podzielne, a ich ilorazem jest dwu-
mian 5ba—~8b.

54. Moze sie zdarzy¢, ze dzielnik nie zawiera wcale tej
gtoski, podtug ktérej uporzadkowaliSmy dzielng. Aby
dzielenie w tym razie mogto by¢ zupetne, tojest bez re-
szty uskutecznione, potrzeba: aby wszystkie wspotczyn-
niki tej gtoski w dzielnej podzielne byly przez dzielnik.
Dajmy bowiem ze dzielna jest wielomianem:

Aa3+Ba!3-{-CaA-D
(gdzie A, B, Ci D sg wielomianem lub jednomianami nie
zawierajgcemi w sobie gtoski a). Niech bedzie M dziel-
nikiem, ktéry gtoski a w sobie nie zawiera. Skoro dzielnik
nie zawiera w sobie gtoski a, to szukany iloraz musi za-
wiera¢ tez gtoske w takich potegach, w jakich jg zawiera
dzielna: tojest szukany iloraz zupeilny przedstawi sio
w postaci:
A'a*+B'a?+C'a-{-D'
a ze dzielna jest iloczynem z dzielnika przez iloraz, wiegc:
Aa3+ Ba-+ Cat+t D= (Aa*+ B'ar+ Ca+D")M=
= A'Ma*+B'Ma?+ CAla+B'm
zkad znowu wypada, ze:
A—A'mj B=B'm; C—Crgy D—D'm
czyli
Al=—-B'=—; =
M’ M M M
co byto do okazania.

55- Warunki podzielnosci summy lub réznicy jednako-
wych poteg dwdch ilosci, przez summe lub rdznice tychze
ilosci.

Zachodzi¢ tu moga cztery nastepujace przypadki:



1) gdy am—bm dzieli¢ mamy przez a—A

2) , am+bm » . a-b-,
3) , am+bm ” , a+b;
4) , am—bm v ,» atb.

ldzie o wskazanie, kiedy w kazdym z poprzedzajgcych
przypadkéw, dzielenie moze by¢ uskutecznione bez re-
szty.

Co do 1-go:
Podzielmy am—bmprzez a—b bedzie:

um_ jjm a_l/j
~am+am'b am'-Vam ‘b

am-Ilb—bm
—am~lb+amibl

am~ibir-bm

Z pierwszej reszty am~lb—bm wzigwszy b za nawias
otrzymamy:
b[am~I—bm- 1)
z drugiej reszty wzigwszy IP za nawias, mamy te druga

reszte w postaci:
b\am~3—b™*)-

fatwo widzie€ jaki jest ksztatt reszt nastepujacych; wy-
ktadniki gtoski b przed nawiasem bedacej o jednos¢ sie
powiekszaja, za$ wyktadniki gtosek a ib w nawiasie,
0 jednos¢ sie zmniejszajg. Zatem reszta n,a bedzie w po-
staci :
bn(am- n—bm- n),

aby wiec dane dzielenie mogto by¢ uskutecznione bez re-
szty, potrzeba aby reszta ta byta podzielona przez a—b.
Lecz ilos¢ bn nie jest podzielona przez a—b\ dla podziel-
nosci wiec danych dwumianow, koniecznie potrzeba aby
druga czes¢ tej reszty, tojest am~n—b"‘~n byta podzielna
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przez a—b. Majac jednak na uwadze, ze wyktadniki gto-
sek a i b w nawiasach zmniejszajg sie, przyjdziemy ko-
niecznie do reszty bm~\a~b), ktéra jest podzielng przez
a—b, przeto ipoprzednie reszty sg rowniez podzielne
przez a—b:a wiec i dany dwumian am—bm zawsze jest
podzielny przez a—I).

Takie wiec dwumiany jak a2—b2 «3—bs, 04—24i a'—V'
sg podzielne przez a—b.

Co do 2-go:

Chcac dojs$¢, czy am+bm da sie podzielic bez reszty
przez a—b, rozpocznijmy to dziatanie i otrzymamy:

am+bm a—b
—am+am~ib amA+ am~'d

pierwsza reszta am~X-\-bm
—am- b+am-22

druga reszta am~22+bm
pierwszg reszte, biorgc w niej b za nawias, mozna przed-
stawi¢ w postaci:
b{am 1-\-bm-r)
druga, biorgc w niej b2za nawias jest ksztattu:

b2(am~2+bm-2)
w ogolnosdci reszta ntajest:
bn(am~n+bm-n).

Ze .za$ wyktadnik gtoski b przed nawiasem rosnie,
a wyktadniki gtosek ai b w nawiasie malejg, musimy prze-
to przyjsc¢ do reszty:

bm-l(g-+b).

Zaden z czynnikow tej reszty nie jest podzielny przez
a—b, wiec icata reszta nie jest podzielng, a ztad i dany
dwumian am+bmnie da sie nigdy podzieli¢ bez reszty
przez dwumian a—b-
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Wiec dwumiany, jak: ab+bs, aG+be, tr-+-£3i t. d. nie
sg podzielne nigdy przez a—b.
Co do 3-go:
Dzieli¢ chcemy am+ Imprzez a+b, rozpocznijmy dzia-
fanie; bedzie:
am+bm a+b
—am+zam~'b d1k—am-d+am &2

reszta pierwsza —am-I+bm
+am~ b+ nm~2D2

reszta druga a™-33+bm
—am~—b~+ am—3

reszta trzecia am- 3b3-f-b"\

z pierwszej reszty wzigwszy —b za nawias, otrzymamy:
—bam-1—m 1)

z drugiej reszty wzigwszy ¥ za nawias, mamy:
+ b2(am~3+bm~-)

i wogdlnosci tatwo jest dostrzedz, ze kazda reszta ntajest
postaci:

— bn(am n— bm~n)
gdy n jest nieparzyste, lub ma ksztaitt:

bn(am~n+bn n)
gdy n jest parzyste. Wiedzac to dajmy, ze m jest niepa-
rzyste; wowczas dojdziemy koniecznie albo do reszty
—bm~2(a2—b2) lub tez do reszty + 6m-3(a+ 6), bo jezeli n
jest takze nieparzyste, to ré6znica m—n dwaéch ilosci nie-
parzystych jest parzysta: lecz jeden z czynnikow kazdej
z tych dwdch reszt czy to a2—b2czy tez a+b, podzielny
jest przez a+b. wiec i dany dwumian a“+b** podzielny
by¢ musi przez a+b, ale to wtenczas, gdy m jest niepa-
rzyste.
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Gdy bowiem m jest parzyste, wlOwczas ostatnia reszta

bytaby albo ksztattu:

—bm~\a—b), lub +émV +& 2
ze za$ zadna z nich nie jest podzielng przez a-\-b, przeto
i dany dwumian am+bmwrazie gdy m jest parzyste nie
jest podzielny przez a bez reszty.

Dwumiany wiec az+b3 a5-\-bf, a?A-V' i t. d. podzielne
Sq przez a+ 6; za$ a4+ 64, a6+b6 a*+b* a8+ 6s nie sfi po-
dzielne przez a+b.

Co do 4-go:

Rozpocznijmy dzielenie dwumianu a@*—bm przez dwu-
mian a+ b, bedzie:

a"t—bm aA-b
—amtam b a™*1—aad+ a”l- 12

pierwsza reszta «—am~Ib—bm
+am- Ib+am-22

druga reszta +am-a02—bm
+ am~23+am~ D3

trzecia reszta —am-3H3—bm
it d.

pierwszg reszte mozna przedstawi¢ w postaci:
—b{am~x+bm- 1)
druga za$ w postaci:
+ bam*—bm 2
oczywistg przeto jest rzecza, ze kazda reszta nu bedzie
ksztattu:
—bn(am~n |- bm~n)
gdy njest nieparzyste, albo tez:
+ = {am- n—bm- n)
w razie gdy n jest parzyste.
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Wiedzac to, przypusémy ze ni jest parzyste; uskute-
czniajac wtedy dzielenie, ostatnia reszta bedzie ksztattu:

—&'n-,(a+6)
lub tez:
b= 2{a2— P)
a ze obie te reszty sg podzielne przez wiec i dany

dwumian am—b"* da sie podzieli¢ przez a-\-b-
Jezeli za$ m jest nieparzyste, to dojdziemy do reszty:
—bm 2{a2+b2)
lub tez:
+ bm~2(a—Db)
z ktérych zadna nie jest podzielna przez a+b, nie jest
wiec takim i dany wielomian am— bm.
Wiec dwumiany:
ad4—i4, a6—h6, a?—b~, as—b*
sg podzielne bez reszty przez a+b.

| tak, otrzymalismy: ze: am—bmda sie zawsze podzieli¢
bez reszty przez a—b, a"*+b"* nic da sie nigdy podzieli¢
bez reszty przez a—b\ am-\-bm w tedy jest zupetnie po-
dzielne przez a+b gdy m jest nieparzyste i nakoniec
am—bm da sie podzieli¢ przez aA-b bez reszty, lecz gdy m
jest parzyste.

50. ZajmowaliSmy sie dotad dzieleniem wielomianow
uporzgdkowanych podtug poteg jakiej gtoski; jezeli dane
wielomiany nie mogg by¢ w taki sposéb utozone, lub gdy
uporzadkowawszy jak mozna najlepiej dzielng i dzielnik,
pierwszy wyraz dzielnej nie daje sie podzieli¢ przez pier-
wszy wyraz dzielnika, wéwczas dzielenie nie moze byc¢
uskutecznione i ograniczamy sie tylko na wskazaniu dzia-
fania, ktére na danych ilosciach algebraicznych wykonaé
nalezato.

Ztad powstajg utamki algebraiczne (a.izeOpamecKin /]po-
6u). Utamki sg tylko wskazaniem dzielenia, ktérego usku-
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teczni¢ nie mozna. Licznik utamku (inaiiiTe.ib) jest dziel-
na, a mianownik (su1aMeuaTe.1.) jest dzielnikiem- Wszystkie
wiasnosci utamkéw podane w arytmetyce dadzg sie wprost
zastosowa¢ do utamkéw algebraicznych, i tak: z dwoch
utamkOéw majgcych liczniki jednakowe, ten jest wiekszy,
ktérego mianownik jest mniejszy i odwrotnie; chcac utam-
ki algebraiczne do siebie doda¢ lub odjg¢, nalezy je spro-
wadzi¢ przedewszystkiem do jednakowego mianownika.
Mnozenie utamkéw algebraicznych tak jak i arytmetycz-
nych dokonywa sie mnozac przez siebie ich liczniki i mia-
nowniki i t. d.

Nie bedziemy tu dowodzi¢ tych wiasnosci, wskazemy
tylko pare przyktaddow dla w prawy uczacych sie w dziata-
nia z utamkami algebraicznemi; i tak:

Dodawanie-
"la  5a—222 2aX3ab6 + (5a2—2b2)(a—bh)
a—b oab (a—"h) 3ab
Gab+ 5a3—2ab2—06a?h+ 2b3 5a3+ adb—2ab2+ 2b3
'‘6ah—b6ab?2 3ub—3ab2
2 ) “+ 1 x2+1
X X
b2 a2—ab+b2
3 ) 0

+
(a—b) a—b
d 3cd 5d_ 8d abdA-3bcxd+5d+Sad
4) a]; +t st agﬁf’t ab2 a2

W ostatnim przyktadzie chcgc dane utamki do dodania
sprowadzi¢ do jednakowego mianownika, uwazamy: ze
wszystkie mianowniki mieszczg sie bez reszty w miano-
wniku a2, mozna wiec go wzigé¢ za wspdlny mianownik;
nalezy tylko oba wyrazy pierwszego utamku pomnozy¢
przez ab, drugiego przez b, trzeci utamek pozostanie bez
zmiany, oba za$ wyrazy czwartego utamku mnozy¢ przez
a, otrzymamy wiec ua summe nastepujacy utamek:
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abd-r 3bcd + 5d-\-8ad
ax2

Przy sprowadzaniu utamkow algebraicznych do jedna-
kowych mianownikéw, stara¢ sie nalezy o wyszukanie naj-
mniejszego wspolnego mianownika, do czego postuzyc
moze prawidto, podtug ktérego w tym razie postepujemy
w arytmetyce, t. j. w najmniejszym wspo6lnym mianowni-
ku danych utamkéw, miescic sie powinny bez reszty wszy-
stkie mianowniki danych utamkéw.

Odejmowanie.
3a bab—1 12ab2—10ab~c-\-2bc  Gab—5abcA-c

Do a 8h3: abx
8a+ 7c  6ac-+-26
2) 2 ab b2—ad
Sabh2+ 7b2c—Sadh—Fadbc—2r2abc—4ab2
_ 2ab3— 2ad2 =
4a8&2+7&\—8ak-19ake
2ab3—2a%h?
Mnozenie.

2a  5a™—26-_ 2a(5aa—262 _ 2(ha?-2b2 10a-—462
a—b Sab oab(a—hb) 6b(a—h) 3ab—3v*
a+bra—b <—/p

......................... 7+d
Dzielenie.
2a  5az2—2//- 2a'X3ab Galj
D A 2 (sa—2Zetb) (a—b)(50s—29
_ 6az»
5a3—2ab™—bad/+27Z»1
atA c—d a—»b2
2)

c+rf «—2% c2— '
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ROZDZIAL III.

57.  Z arytmetyki wiemy, ze rbwno$¢ (paBeucrBo) jestto
potgczenie dwoch ilosci znakiem —.

W algebrze jednak réwno$cig zowig potaczenie znakiem
rownosci takich dwach ilosci algebraicznych, ktére sa
jednakowe po wykonaniu wskazanych w nich dziatan, lub
t¢z w skutek prawd poprzednio juz dowiedzionych. | tak
wyrazenie;

(a+b+c) (- a+b+c)=—a-+Db-+2Dc+c-
jest réwnoscig, bo wykonawszy wskazane na pierwszej
stronie mnozenie dwoch wielomianéw, i wiloczynie upro-
Sciwszy wyrazy podobne, otrzymamy strone drugg tej
réwnosci.

Rownos¢ przyjmuje nazwe tozsamosci (moniAecmed) gdy
obie jej strony sgjednakowe, lub stajg sie takiemi przy
pomocy bardzo prostego przeksztatcenia. Itak, wyrazenia:

a=a; a+b=a+h; 0=0; (a+b) (a-b)-a'2b-,

sg tozsamosciami.
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Jezeli za$ rownos$¢ algebraiczna przechodzi w tozsa-
mos$¢, dopiero za nadaniem pewnej wartosci liczebnej,
szczegOlnej (gtosce w jej siclad wchodzacej) wowczas
rownos¢ taka zowie sie réwnaniem (ypaeneme).

Roéwnos¢ naprzyktad:

2x+ 3®=9—ix
jest réwnaniem, bo wtedy tylko gdy ®= 1, rownos$¢ po-
wyzsza zmienia sie na tozsamosc:

2+3=9—4.

1los¢, ktorej nadawac trzeba pewne szczeg6lne wartosci,
aby réwnanie na tozsamo$¢ zamieni¢, zowie sie niewiado-
ma réwnania (ueu30Vcimian).

58. Stosownie do liczby niewiadomych réwnania sg
zjedng niewiadomg, z dwoma, z trzema, i t. d. niewiado-
memi. Niewiadome te, zwykle sie oznaczajg koricowemi
gloskami tacinskiego abecadta; tak wiec z dwdcli réwnan:

3«+7®=18—2®
i hx—8&/=17 + 4/
pierwsze jest zjedna niewiadomg, drugie z dwoma.

59. Wymiar wyrazu, w ktéorym summa wyktadnikow
niewiadomych w réwnaniu jest najwieksza, stanowi sto-
pien réwnania; i tak, réwnanie

6x+ by=17
jest stopnia pierwszego, gdyz niewiadome wchodzg tylko
w stopniu pierwszym; réwnania za$
8x + 5®y=16
i 3,j2+7xy—4y1-5
sg stopnia drugiego; bo chociaz w pierwszem z nich, niewia-
dome wchodzg tylko w stopniu pierwszym, lecz ze wyraz
Xy jest wymiaru drugiego, wiec i rbwnanie jest stopnia
drugiego. Tym sposobem réwnania:
8x2+ 5x-y=18—5y
i ax-+bxd +y- —c
sg stopnia trzeciego i t. d.



— 49 —.

60.  Jezeli rébwnanie zawiera w sobie jedne tylko nie-
wiadoma, wéwczas pierwiastkiem (nopenb) réwnania jest
wartosc liczebna, ktéra podstawiona za niewiadomg, spraw-
dza réwnanie, tojest przemienia je na tozsamos$¢. Pier-
wiastkami wiec réwnania;

@2+ 6=5#
sg liczby 2 i 3, bowiem
22+6=5.2 tojest 4+ 6= 10,
oraz 3a+ 6= 15 tojest 9+ 6= 15.

Pierwiastkami rownan zawierajgcych kilka niewiado-
mych X, y, z,... zowiemy system wartosci, dla tych nie-
wiadomych, ktére réwnanie zamieniajg na tozsamosc; i tak
réwnania:

x2+'0xy=£.
2Xy+yz —x=2
majg dwa systemy pierwiastkéw;
W pierwszym:
X —I
y=i
tojest:
1+3
2+ 1—1=2;
w drugim:
X —2
y=o,
wiec:
(—2)a+3(—2)0= 4
2(—2)0+2—(—2)=2,
czyli:
4+ 0=4
0+0+2=2.

61- Rozwigza¢ rownanie (ptuiunib ypaeueuie), znaczy

znalez¢ taka wartos$¢ dla niewiadomej, ktora podstawiona

w réwnanie, zamienia je na tozsamos¢.
Algebra, Czes¢ I, 5
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Sprawdzi¢ réwnanie, jestto przekona¢ sie, czy rzeczy-
wiscie wartosci otrzymane dla niewiadomych wstawione
w to réwnanie, zmieniajg je na tozsamos¢.

Wiasnosci réwnan, na ktérych zasadza sie ich rozwigzanie.

62- Wiasnosc¢ ‘pierwsza:

W kazdim réwnaniu nie zmieniajac wartosci niewiado-
mych, mozna do obu stron réwnania doda¢ lub odjg¢ jedna-
kowg ilosc.

Jezeli bowiem w réwnanie dane A—B podstawiajgc
wartosci, za niewiadome X, y, z.... zawarte w wielomianach
A i B, otrzymujemy tozsamos¢, to wartosci ktore podsta-
wi¢ nalezy w réwnania AA- G=B-\- Glub A—G=B —C,
aby je takze zamieni¢ na tozsamos$¢, niczem sie od po-
przednich rézni¢ nie moga.

65. Z tej wihasnosci wyptywa prawidto na przenosze-
nie wyraz6w w réwnaniu, ktore brzmi tak:

Aby pewien wyraz przenie$¢ z jednij strony réwnania na
druga, nalezy go na tij stronie skresli¢ a na drugiej napisac,
lecz z przeciwnym znakiem.

Niech bedzie bowiem réwnanie:

2X+bx—4=4*+8.
Dodajmy po obu stronach tego réwnania po 4, a odej-
mijmy po 4x, otrzymamy:
2X+57—4+4—4x=4x+8—4x+4,
czyli 4 dodane i odjete na pierwszej stronie, oraz 4x do-
dane i odjete na drugiej stronie rdéwnania zniesie sie
i bedzie:
2x+ 5x—ix=8 + 4.

Widzimy wiec, ze 4 ktére byto na pierwszej stronie ré-
wnania ze znakiem octjemnym, jest teraz na stronie drugiej
lecz ze znakiem dodatnym; za$ 4x przeszto na strone pier-
wszg, lecz takze z przeciwnym znakiem.



64. Wiasnos¢ druga:

Nie zmieniajgc wartosci niewiadomij, mozna pomnozy¢
lub podzieli¢ obie strony rownania przez jednakowg ilos¢,
byleby tylko ta ilos¢ byla niezalezng od niewiadomej, tojest
nie zawierata j¢j w sobie-

Przeniostszy wszystkie wyrazy danego réwnania z dru-
giej strony na pierwsza, réwnanie to przyjmie ksztatt:

A=o0..... (1)
gdzie A jest wielomianem zawierajagcym wszystkie wy-
razy danego rownania.

Przypusé¢my, ze m jest pewna ilos¢ skonczona nieza-
lezna od niewiadomej, wiec iloczyn:

niA=o.... 2
wiemy bowiem, ze iloczyn jest zerem, gdy jeden z czyn-
nikow jest zerem, a tu wtasnie A=o.

Poréwnywajac réwnanie (1) z (2), mamy:

A —7A,
co nam pokazuje, ze tez same wartosci dla niewiadomych,
ktére sprawdzajg dane rownanie (1), sprawdzg takze ro-
wnanie (2) i odwrotnie:

Uwaga. — Dzielgc obie strony réwnania przez ilos¢
zalezng od niewiadomej, pierwiastki tego rownania ulegajg
zmianie. | tak, réwnanie:

X2—4x+3=7—1,
ma za pierwiastki 1i 4; podzieliwszy za$ obie strony tego
réwnania przez x —1, otrzymamy nowe réwnanie:
x—3=1.
ktore ma za pierwiastek tylko 4.

65. Opierajac sie na powyzszej wiasnosci, wyprowa-
dzamy nastepne prawidto na znoszenie mianownikow
w réwnaniu.

Chcac w réwnaniu wyraz utamkowy zamieni¢ na catko-
wity, nalezy wszystkie ivyrazy, wyjawszy wyraz utamkowy,
pomnozy¢ przez mianownik utamku.
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Niech bodzie réwnanie:
‘] 7 8X t)
+ —=0.
3iC o) 0

Dla zniesienia mianownika 3, pomn6zmy obie strony
réwnania przez 3, otrzymamy:

3. 3®*+ 7 Ab" E6. 3,

3 ktére mnozy i dzieli drugi wyraz réwnania, zniesie sie
i pozostanie:
9«2+ 8« = 18.

Widzimy wiec, ze -przez zniesienie mianownika 3,
wszystkie wyrazy, oprécz utamkowego, pomnozone zo-
staty przez ten mianownik.

W ogélnosci, dla zniesienia ilukolwiek mianownikow
nalezy wszystkie wyrazy réwnania mnozy¢ przez ilos¢
podzielng przez kazdy z tych mianownikow.

W réwnaniu np.

L I IR et -5 T o
mnozac wszystkie wyrazy przez 24, mamy nowe réwna-
nie:

IGaj+IS®—14#-4-13=9*+ 24,
rowne poprzedniemu, lecz nie zawierajgce juz miano-
wnikow.

66. Wiasnosc trzecia:

Majac dwa rownania z ilukolwiek niewiadomemi, mozna,
nie zmieniajgc wartosci dla niewiadomych, dane réwnania
zastgpi¢ przez dwa inne, z ktdrych pierwsze jest jedném
z danych réwnan, a drugie jest summa, lub roznicg danych
rownan (*).

(*) Doda¢ lub odja¢ dwa réwnania, znaczy doda¢ lub odjaé
odpowiednie strony tych réwnan: itak dodajac do réwnania A ==B
rébwnanie C=D, otrzymamy.na summe réwnanie AA-C—BA-D.
ll6zuicg znowu dwoéch réwnan A—B i C—D iest rdéwnanie
A—C=B—D.



Dla okazania tej prawdy, przypusémy, ze w obu danych
rownaniach, wszystkie wyrazy z drugiej strony przenie-
$lisSmy na pierwszg, tak, ze na drugich strong danych ré-
wnan pozostaty zera. Dane wiec réwnania sg postaci:

pierwsze: B —o.... D

drugie: A—o..... 2
gdzie A i B sa wielomianami zawierajgcemi niewiado-
me X, y, Z

Chcemy dowies$¢, ze dwa dane rownania, nie zmieniajac
wartosci dla niewiadomych, zastgpi¢ mozna przez dwa
inne takie:

A=o0... €))
A+B=o0... @

Oczywistg bowiem jest rzecza, ze kiedy przy pewnych
wartosciach dla niewiadomych x,y,z... kazden z wielomia-
now A i B sprowadza si¢ do zera, to i summa ich, tojest
AA-B, przy tychze samych wartosciach dla niewiadomych
jest takze zerem. Z drugiej znowu strony: jezeli summa
AA-B, ijedna cze$¢ tej summy, tojest A, przy pewnych war-
tosciach dla niewiadomych x, vy, z... jest zerem, to i druga
cze$¢ tej summy, tojesti?, przy tychze samych wartosciach
dla niewiadomych musi by¢ takze zerem. Mozemy wiec
rownania (1) i (2) zastapi¢ przez (3) i (4), bez zmiany
wartosci dla niewiadomych. Toz samo dowodzenie stuzy
i dla drugiego przypadku, gdy réwnania sie odejmuja.

Rozwigzywanie rownan stopnia pierwszego zjedng
niewiadoma.

67. Wezmy rownanie:
|# + Yx—& x+ ||aj=|» + |
stopnia pierwszego zjedna niewiadoma.
Chcac go rozwiazaé, tojest znalez¢ taka wartos¢ dla
ktéraby podstawiona w réwnanie, zamienifa je na toz-
samos¢:
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1) ZnieSmy mianowniki znajdujace si¢ w tem réwnaniu:
tego dokonamy mnozac obie strony rownania przez 24
i bedzie:

16*+18*—14*+13=9*+24.

2) PrzenieSmy wyrazy zawierajgce niewiadoma na pier-
wszg, za$ wyrazy wiadome na drugg strone réwnania,
wypadnie:

16*+1&c—14*—9*=24—13.
3) Upraszczajagc wyrazy podobne, mamy:
107—11.

4) Dzielagc nakoniec obie strony rownania przez wspét-
czynnik niewiadomej x, tojest przez 11, otrzymamy ro-
whnanie:

* = l’
rowne zupetnie danemu i zamieniajgce sie na tozsamosé
gdy *=1; wiec pierwiastek danego réwnania takze jest 1,
bo podstawiwszy te wartos¢, mamy:
« 13 17_LI3_3j_ 1
33_U7
24~ T
czyli: 11 _11<
n 7
Tym sposobem rozwigzaliSmy dane réwnanie.
Niech bedzie jeszcze rdwnanie:
AN* + 20— i3 —E x = |[E*+7—3*
dane do rozwigzania.

Wedtug poprzedniego otrzymujemy:

1) Znoszac mianowniki:

105*+144®—54—16*=33*+1260—540*.

2) Przenoszac wyrazy zawierajgce niewiadoma najedne,
a wyrazy wiadome na druga strone:

105*+144®—16*—33*+540*=1260+54.

3) Upraszczajgc wyrazy podobne:

740*=1314.
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4) Dzielgc obie strony przez wspétczynnik przy x:
_1314_657 _
740" 370

Z powyzszych przyktadéw wynika nastepujgce pra-
widto:

Aby rozwigza¢ réwnanie stopnia pierwszego zjedna nie-
wiadoma, nalezy:

1) Znie$¢ mianowniki.

2) Przenie$¢ wyrazy zawierajace niewiadoma na jedna,
a wyrazy wiadome na druga, strone réwnania.

3) TJproscic icyrazy podobne-, — nakoniec:

4) Obie strony réwnania podzieli¢ przez wspotczynnik
przy niewiadomej, a iloraz tym sposobem otrzymany bedzie
pierwiastkiem danego réwnania.

6 8 . Przyktad pierwszy:

Rozwigza¢ rownanie:

2X 29a X 15a2 . 4b
10— *a—b 2b(a—b) a—b’
najmniejszy wspélny mianownik jest 2b (a—b), mnozymy
wiec obie strony rownania przez ten mianownik, i mamy:
Sx (a—b)+ 2b(a—b)+29ab—2bx+ 15a- + Sb'2
ztad: [3(a-*)-2A]®=15a2+8~—2b(a-b)-29ab
[3(«—Db)—2b]x=15a2+8h3—2ab+2b2— 2%ab
(3a—bb)x—15a2+ 10%2—31lab
(= 15a2+10A2—Slab

I

Przyktad drugi:
Znalez¢ warto$¢ dla niewiadomej w réwnaniu:
2ax—bx+2ab=4a'—ab—Sax.

Poniewaz tu nie potrzeba znosi¢ mianownikow, wiec
wprost przenosimy wyrazy z niewiadoma na jedne, a wy-
razy wiadome na drugg strone, i jest:

2ax—bx+Sax—ia?—ab— 2 ab,
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ztad:

5aX'—bx=4d2—3ab,
czyli:

(5a—b)x=lia‘—Zab,
i nakoniec:

4a2—3ab

dla sprawdzenia, podstawmy warto$¢ znaleziong dla® w ro-
wnanie dane, przez co zamieni¢ sie powinno na tozsamosc.

Mamy wiec:

wykonywajac wskazane dziatanie, i sprowadzajgc wszyst-
kie wyrazy do mianownika 5a—™b, jest:
gas—barb—4ad+3ab2+10ab—2ab-
5a—~b
_ 20a3—4ad—5adb + ab>—1%s+ 9ad
5«—b
po uproszczeniu wyrazéw podobnych otrzymujemy toz-
samos¢:
Sa3+ ab2 Sas+ ab2
5a—b 5a—b
wiec réwnanie dobrze jest rozwigzane.
Przykiad trzeci:
Rozwigza¢ réwnanie:

Zdawatoby sie na pozor, ze to réwnanie zawierajace
niewiadomg w mianowniku, nie moze by¢ podiug zasad
wyzej wskazanych rozwigzane; jednakze tak nie jest, bo
zniéstszy mianowniki, mamy:
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2(1+30) + 1(1—x) [\+x)—x[\—x)
czyli:
2+2x+ | —x2—X—X-,
ztad:
2X—X 2+ X=X ——1—2
a po uproszczeniu:
x=—3.
Warto$¢ dla niewiadomej sprawdza dane roéwnanie, bo
wiem:

2 —3
I+3+ “1-3

czyli:
#="3="

Rozwigzanie réwnan stopnia pierwszego z dwoma
niewiadomemi.

69. Niech bedg dwa réwnania:
1) Tc+ 3y=36
2) 11®—5y= s.

Chcac znalez¢ wartosci dla niewiadomych x iy, ktoreby
sprawdzity dane rdéwnania, staramy sie z dwoch danych
rownan otrzymac¢ jedno, zawierajgce jedne tylko niewia-
domag, a ktdére rozwigzemy sposobem wyzej wskazanym.
Dzialanie to zowie sie rugowaniem jednej niewiadomej
i dokonywa sie trzema sposobami: przez mpordwnanie, pod-
stawienie i dodawanie lub odejmowanie.

70. Usuniecie niewiadomejprzez -poréwnanie.
Kazde z powyzszych rownan (1) i (2) rozwigzmy na X,
przyjmujac y za wiadome, bedziemy mieli z pierwszego:

/1



poréwnywajac te dwie wartosci otrzymane na x, wypa-
dnie réwnanie:

36—3y 8+ 5y,
7 = 1
zjedng tylko niewiadomgy. Rozwigzujac je, znajdziemy:
y=>5.

Wai'tos$¢ nay podstawiona wjeden z powyzej otrzyma-
nych wzoréw na x, daje:
8+5.5 8+25
X= n =— *
71. Usuniecie niewiadomej przez podstawienie.
Z réwnania pierwszego znajdzmy warto$¢ na x, poczy-
tujgc y za wiadoma, i warto$¢ te:
36—3w
X~ ~7
podstawmy zamiast x w rdwnanie (2), otrzymamy réwna-
nie:

zawierajgce jedne tylko niewiadomagy. Rozwigzujac je,
mamy y = 5. Warto$¢ ta wstawiona we wzor:

LBy

daje:
36-3.5_36-15_ 21
I A A

72. Usuniecie niewiadomej przez dodawanie lub odej-
mowanie.

Uwazmy przedewszystkiem, ze gdy wspotczynniki tejze
samej niewiadomej, w danych dwoch rownaniach sg sobie
réwne, tatwo wyrugowac niewiadomg, dodajac albo odej-
mujac od siebie odpowiednie strony danych réwnan, sto-
sownie do tego, czy wyrazy majace wspotczynniki, réwne
sg ze znakami jednakowemi lub przeciwnemi.



Wiedzac to, pomnézmy obie strony réwnania (1) przez
11, tojest przez wspo6iczynnik niewiadomej & w réwna-
niu ); obie za$ strony tego ostatniego réwnania pomno-
zymy przez 7, tojest przez wspoétczynnik tejze niewiado-
mej x w réwnaniu (1), bedziemy mieli:

7.1la+ 3. 1ly=36.11
i 11. 7®—5. 7y=8. 7
odejmujac odpowiednie strony tych dwoéch réwnan, prze-
mieniamy w odjemniku znaki na przeciwne, i znajdziemy:
(3. 11+ 5. 7)y=36.11—8. 7.... ©)]

Na mocy twierdzenia powyzej dowiedzionego (s6), dane
réwnania moga by¢ zastgpione przez réwnanie (3), i przez
jedno z danych np. (2). Lecz z réwnania (3) mamy:

36.11—8.7 36.11—8.7 9.11—2.7_85_7
y= 3.11+5. 7 ~ 68 “ 17 ~17_
a warto$¢ ta podstawiona w réwnaniu (1), daje nam x —'i.

Pierwiastki wiec danych réwnan sa:

X —2
y=5.

Uwaga.—Gdy wspotczynniki niewiadomej, ktorg usungé
chcemy, nie sg liczbami pierwszemi wzgledem siebie,
wolwczas sprowadzamy je do najmniejszej liczby wielo-
krotnej; i tak, niech beda dwa réwnania:

60®—777=488
48®+35y=4
ktére przez rugowanie niewiadomej y rozwigza¢ chcemy.

Tu poniewaz najmniejszg liczbg wielokrotng wzgledem
tych wspotczynnikéw jest 77X5=35XH> przeto zamiast
mnozy¢ pierwsze réwnanie przez 35, a drugie przez 77,
mnozymy pierwsze z tych rownan tylko przez 5, a drugie
przez 11, i otrzymamy:

60. 5x—77.5"=488. 5 3
i 48.1la+35. lly=4. U )]
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a ze wyrazy w ktérych poréwnywalismy wspétczynniki
niewiadomej y sg ze znakami przeciwnemi, wiec rdwnania
(3) i (4) dodajemy, i wypadnie:
(60.5+48. 11)®=488. 5+ 4. 11
dzielac wszystkie wyrazy przez 4
(15.5+12.11)®=122. 5+ 11,

lub:
3(25+44)®=621,
ztad:
._ 207 O
X 69

Niekiedy niewiadomg z danych rownan rugowa¢ mozna
jeszcze innym sposobem.

Niech bedg dwa réwnania:

s®— 5y=25..... (i)
3®+25y=90..... @

Chcac niewiadomg y wyrugowac, fatwo dostrzegamy,
ze pomnozywszy rownanie (1) przez 5 wspétczynnik
przy niewiadomej y wtem réwnaniu, bedzie rowny wspot-
czynnikowi tej niewiadomej w rownaniu (2). Mnozac wiec,
mamy:

40®—25y=125..... 3

i 3®+25y=90..... 4
Rownania (3) i (4) dodajac, znajdziemy:

(40+3)®=(125+90)

czyli:
43®=215
215
*~ 13- 5

warto$¢ te podstawiwszy za x wjedno z danych rownan,
marny: .
y=3.
75- Powyzej rozwigzywane rdwnania stopnia pier-
wszego z dwoma niewiadomemi, byty zawsze trzy wyra-
zowe; na pierwszej stronie rownania byly dwa wyrazy,
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z ktorych jeden zawierat niewiadomg x, drugi niewiado-
may, druga za$ strona réwnania byta iloScia wiadoma
jednowyrazowa.

Lecz jakiekolwiek bytoby dane réwnanie, zawsze prze-
noszac wyrazy zawierajgce niewiadome na jedne strone,
a ilosci wiadome na drugg strone réwnania, nastepnie
zbierajac wyrazy podobne, otrzymamy réwnanie trojwy-
razowe, rowne zupetnie z poprzedniemi.

Ogolny wiec ksztatt rownani'stopnia pierwszego z dwo-
ma niewiadomemi, jest:

ax+by—c
gdzie a, b i ¢ sg ilosciami wiadomeini, jednomianami lub
wielomianami; za$ x iy sg niewiadome, ktorych wartosci
szukamy.

74. Przypusémy, ze sg dwa rownania:

ax-{-by—c (1)
a'x+b'y—c', (2)
ktére rozwigza¢ chcemy.

Dla usuniecia znich jednej niewiadomej, vp. x, zasto-
sujmy jeden z trzech podanych wyzej sposobdw, np. usun-
my niewiadomg x przez dodawanie lub odejmowanie.

W tym celu obie strony.réwnania (1) mnozymy przeza',
obie za$ strony réwnania (2) przez a, i bedzie:

aa'x+baly=ca' (0)
i aa'xt_b'ay—da 4
odejmujac réwnanie (4) od (3), znajdziemy:
baty—b'ciy=cal—da

czyli:
(bal—b'a)y—ca'—da
ztad:
ca'—da
y~ ba'—b'a’ ®)
Tak znaleziong warto$¢ dla y wstawmy w réwnanie (1),
bedzie:

Algebra, Czysé I, . 6



czyli:
aa'bx—a?b'xA-ical—bela—ba'c—b'ac

lub tez:  (aa'b—a?U)x=balc—b'ac—bca'+bc'a

be'a—b'ac (bc'—b'c)a bd—Vc
zkac.x \a'b—ab"a a'b—ah’ A

mlp. Wzory (5) i (6) stuzy¢ zawsze moga do rozwia-
zania chvocli rownan stopnia pierwszego z dwoma niewia-
domemu.

Wartos$ci dla obudwoch niewiadomych sg dane ivpostaci
utamkdéw, majacych mianownikjednakowy i réwny réznicy
iloczynow, z nakrzyz branych wspétczynnikow przy niewia-
domych danych réwnan. Licznik kazdego z tych utamkoéw
otrzyma¢ mozna z wspélnego im mianownika, ktadac tylko
w miejsce wspotczynnikow tej nietciadomij, ktér¢j wartosci
szukamy, odpowiednie ilosci wiadome na drugiij stronie
danych réwnan bedace.

Przyktad:

Niech beda dwa réwnania:

13a:+ 257=101
19x—7y =17
stosujgc powyzej otrzymane wzory, mamy:
25.17+ 101.7 4254707 1132 n
‘25.19+ 13.7 475+ 91 566

101.19—13.17 1919—221 1698 .
Y= 25,19+ 13 7 560 566

76-  Rozwigzanie pewnij liczby rdwnan stopnia pier-
wszego z takgz samg liczba niewiadomych.

Opierajac sie na rozwigzywaniu dwdch réwnan stopnia
pierwszego z dwoma niewiadoinemi, wyprowadzamy na-
stepujace ogolne prawidto:

Chcac rozwigza¢ n réwnan stopnia pierwszego z takaz
liczbg niewiadomych usuwa sie z danych réwnan jedna nie-
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wiadoma, ktérymkolwiek ze sposobow wyzej podanych; po-
wstaje ztgd (n—) roéwnan stopnia pierwszego z (n—1)
liczbg niewiadomych. Z tych znowu réwnarn rugujac jedne
niewiadomg, znajdziemy (n—2) réwnan z takaz liczba nie-
wiadomych, i tak nastepnie. Tym sposocbem n danych roé-
wnan, zastgpi¢ mozna przez n innych réwnan, ktére zaicie-
rac¢ bedg kolejno n, (ii—1), (n—2), (n—o0)....2, 1 niewiado-
mych. Rozwigzujgc rdwnanie ostatnie, zawierajgce w sobie
jedne tylko niewiadoma., znajdziemy przez proste podsta-
wianie wartosci dla wszystkich innych niewiadomych.

Niech bedzie do rozwigzania pie¢ nastepujacych réwnan:

2>x+2y—7z+4i+ 3m=41
—2x—3y —ba+ 3i— 2w=17
—6cet7y —3z-\- t—4w=7
3x -4y—6z-1-2t—Illw=26
5x—5y+3z+3t+ 4w=5
Z piecioma niewiadomemi.

Postepujac podtug powyzej podanego prawidta, usunmy
niewiadoma x z réwnania (1) i (2), nastepnie wyrugujmy
tez niewiadomg z réwnan (2) i (3), potem z (3) i (4); tym
sposobem otrzymamy cztery réwnania z czterema niewia-
domemi, jako to:

—5y—29s+17¢ = 133... (6)
8 y+ 6z— 4<+ u——22... )
— y—Ilés-f 51—26w= 59.... (s)
5y+39a— «+67*=—115.... ©))

Te réwnania zastapi¢ mogg dane réwnania.

Roéwnanie (6) nie zawiera w sobie niewiadomej u, gdyz
rugujac z réwnan (1) i (2) niewiadomg x, usuneliSmy zara-
zem niewiadomg”. Dosy¢ wiec jest tylko te niewiadoma u
wyrugowacé z réwnan (7) i () i zrownan (s) i (9), wypa-
dng wiec trzy réwnania:

— %— 29s-4-17i= 133 (10)
69y+ 472—33*=—171. il
i 177¢H-121a—89<=—453. (12)
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Rugujac dalej niewiadomgy z rownan (10) i (11) iz (11)
i (12), znajdziemy.
' — SS3z+504«=4161 (13)
—1132*+641«=5319 (14)
Po usunieciu nareszcie niewiadomej t z réwnan (13)
i (14) i po uproszczeniu, mamy:

=—3 (15)
Dane wiec rownania mozna zastapi¢ przez nastepujace:
z=—3 (15)
—883*+ 504*=4161 (13)
69y+47z—33¢=—171 an
8N+ tlz—it+u=—22 )
i 3xA-2y—T7«+ 4£+3w—41 1)

Wstawiajac teraz warto$¢ na z réwnania (15) w rowna-
nie (13) otrzymamy t—3.

Po wstawieniu w rownanie (11) wartosci z——3 i i= 3,
znajdziemy y=1; tak dalej postepujac, przyjdziemy do
wypadkoéw u= o ix=2.

77. Tak jak przy rozwigzywaniu dwdch rownan z dwo-
ma niewiadomemi, rugowaliS$my niewiadomg wstawiajac
wjedno réwnanie warto$¢ wyciagnietg dla niej z drugiego
réwnania, tak sarno majac kilka réwnan z kilkoma niewia-
domemi, moznaby zjednego ztych réwnan wyciggnaé
wartos¢ dla pewnej niewiadomej, tip. x, iwstawié jg za x
w pozostate rownania, tym sposobem, liczba niewiado-
mych i liczba réwnan zmniejszy sie o 1, i tak dalej....

Jednakze spos6b ten jest mato uzywany, czesto bowiem
wywotuje liczne trudnosci, szczeg6lniej gdy w réwnaniach
wspotczynniki przy niewiadomych sg ogolne. Zwykle
wiec ruguje sie niewiadoma z réwnan danych przez doda-
wanie i odejmowanie, tojest, przez zréwnanie najprzod
wspotczynnikdw przy tej niewiadomej, ktorg rugowac
chcemy, a nastepnie dodanie lub odjecie réwnan (72).
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Przykfady na réwnania stopnia pierwszego.

73. Umiemy wiec rozwigzywac¢ réwnania stopnia pier-
wszego z ilukolwiek niewiadomemu Nadto z poprzedniego
wypada, ze aby warto$¢ dla niewiadomych mozna byto.
odszukaé, potrzeba tyle réwnan, ile jest niewiadomych;
inaczej przyszliby$Smy zawsze do jednego réwnania z dwo-
ma lub wiecej niewiadomemi, ktérego rozwigza¢ nie
umiemy.

Przy rozwigzywaniu wiec wszystkich przyktadéw i za-
gadnien w algebrze, idzie gtéwnie o to, aby ilosci dano
w zadaniu, wraz z niewiadomemi, umiejetnie w rownania
utozy¢; majac bowiem rownania, bardzo tatwo odszukac
z nich wartosci dla niewiadomych, a tem samem dane za-
gadnienie rozwiazac.

Roznorodnos$¢ zagadnien nie pozwala poda¢ ogolnego
prawidta, podtug ktéregoby z brzmienia zadania, mozna
ilosci dane z niewiadomemi w réwnania utozy¢. Pokazemy
tylko, ze w ukfadaniu réwnan zwraca¢ nalezy szczegol-
niejszg uwage na to: wjaki sposdb ilosci niewiadome za-
dania zalezg od wiadomych, oraz jakim warunkom czyni¢
muszg zadosy¢ ilosci niewiadome. W og6le réwnania sg
tylko odmiennem wystowieniem zagadnienia: zawierac
w sobie muszg wszystko, czego wymagamy w zagadnieniu
od ilosci niewiadomych, jednem stowem, réwnania: to
jezyk algebraiczny, ktory zadania tlumaczy, aby je
fatwiej rozwigzac.

Uczacyr sie, moze przez rozwigzanie kilku zagadnien
naby¢ takiej wprawy, ze odczytawszy zadanie, z tatwoscig
zdota réwnania .utozy¢; w poczatkach tylko nalezy sie do-
ktadnie oswoi¢ z jezykiem algebraicznym i przyzwyczajac
do uwagi i zastanowienia przy odczytywaniu zagadnienia.

Z kilku przyktadow ponizej podanych, mozna nabraé
dostatecznego pojecia: jak z brzmienia zadania uktadajg
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sic réwnania, iprzekonaé sie z nich mozna, jak wielka
korzys¢ plynie z rozwigzywania zagadnien przy pomocy
algebry.

79- Przykiad 1:

Znalez¢ dwie liczby, ktdrych summa jest a, za$ rolnica b.

Oznaczmy jedno z szukanych liczb przez x, drugg za$
przezy. Majac dwie niewiadome w zagadnieniu, uktadamy
dwa réwnania nastepujace:

X+y=a... (1)
i x—y=1I).. ()
ktore dodajac do siebie, mamy:
2Xx=a-+b
zkad:
at+b a”b_ N
2 2 2

odejmujagc znowu od rownania (1) rownanie (2) znaj-
dziemy:

2y=a—b
czyli:
_a—h a b
2 2 2

Wzory (3) i (4) znacza, ze: majgc summe i roznice
dwaoch liczb, dla otrzymania wiekszej liczby, nalezy do po-
towy summy dodac potowe réznicy, chcac zas mie¢ mniejsza
z szukanych liczb, trzeba od potowy summy odjac potowe
réznicy tych liczb.

Uwaga. — Rozwigzujac powyzsze zagadnienie w ary-
tmetyce, tojest gdy summa iréznica szukanych liczb dane
sg liczebnie, nie widzimy wjaki sposéb powstajg szukane
liczby z ich summy i roznicy. Przeciwnie za$, oznaczajac
ogdlnie gtoskami summe irdznice ilosci ktorych szukamy,
otrzymujemy wzor ogolny, ktéry zastosowany by¢ moze
we wszystkich przypadkach szczegélnych. Tojest whasnie
wyzszos$¢, jaka rozwigzania algebraiczne majg zawsze nad
wypadkami arytmetycznemu
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Przyktad 2:

Osoba A posiada na procencie pewien kapitat, leczprzy
stopie procentu niewiadomej; kapitat osoby B jest wiekszy
od kapitatu osoby A o a Rublisr., i przynosijej procentu
b Rsr. wiecej niz osobie A., przy stopie procentu wyzszej od
poprzedniej 0 1% . Osoba Oma o a' Rsr. wiecej kapitatu
niz osoba A., procentjej przenosiprocent osoby A oh' Rsr.
przy stopie wyzszej od poprzedniej 0 2%. Jakiez sg kapi-
taty, stopy procentu iprocenta danych oséb?

Oznaczywszy przez x kapitat osoby A, przezy stope
procentu, na jakg ten kapital zostat oddany; procent

roczny od kapitatu x, jak wiemy z arytmetyki, jest .

Kapitat osoby B wynosi¢ bedzie [x-\-a), za$ stopa pro-
centu na jakg jest oddany, jest (y+ 1). Procent wiec rocz-

ny czym ( (a-?-’-'--a-)-fX-’f-% Ze zas ten procent przewyzsza

procent od kapitatu osoby A o b Rsr., wiec mamy ro-
wnanie.

(x+a) (#+1)_ xy
100 100 (:

Tym samym sposobem kapitat osoby C jest (x+a'),
stopa procentu (y+ 2), procent roczny jaki osoba C ma

od sweso kapitatu, uczyni J . Poniewaz za$
J 100
te.n procent wyzszym ma byé (wedtug brzmienia zadania)
od procentu osoby A oV Rsr., wiec jest rownanie drugie:
(x+ct)(y+2)_xy
ioo ioo .
Po wykonaniu wskazanych dziatan i uproszczeniu ré-

wnan (1) i (2), otrzymamy dwa nastepujace:
x-"-ay—IQQb—a..... 3
2®+a'y«100y—W 4
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Réwnanie (3) mnozac przez 2 i od réwnania (3) odej-
mujac (4), znajdziemy.
2ay—oly= 2002—2a—100b' + 2d

czyli:
(2a—a’)y=100(26—Db") + 2(a'—a)
1 0 o + -a)__.
zkad: y= S (5)

Warto$¢ znaleziong dla. jy wstawmy zamiast ww réwna-
nie (3), po wykonaniu dziatan i uproszczeniu znajdziemy:
* Al n_ [
leoo(ro bal) aa ()
la—a

*Otrzymalismy wartosci dla niewiadomych w zagadnieniu
w postaci wzorow (5) i (s), ktore zostosowane by¢ moga
w kazdym szczeg6lnym przypadku, i tak dajmy: ze:
a= 15000, al=20000, 6=850, &'=1500
bedziemy mieli:
100(1700—1500)+2(20000-15000)

y~ 30000—20000
100.200+2.5000
10000
_100(225—170) 100000—300000000
X i0000

=55000—30000=25000.
Tak wiec:

kapitat osoby A wynosi 25000 i oddany jest na procent
przy stopie 3%
kapitat osoby B wynosi 40000 i oddany jest na procent
przy stopie 4%
kapitat osoby C wynosi 45000 i oddany jest na procent
przy stopie 5%.
tatwo przekona¢ sie, ze otrzymane wartosci czynig za-

dosy¢ warunkom podanym w zagadnieniu.



69 _

Przyktad 3.
Z zbiornika napetnionego, woda wyptywa¢ moze dwoma

upustami. Otworzono jeden z nich i wi/puszczono— cze$¢
n

wody, poczem otworzono dragi upust, i az do zupetnego wy-
préznienia zbiornika, woda wyptywata przez obydwa upusty.
Na wypuszczenie przez pomienione obydwa upusty pozostatej
10 zbiorniku wody, potrzebowano a godzin wiecej, niz na wy-

puszczenie — czes¢ wody przez pietwszy upust. Gdyby od

samego poczatku woda wyplywata przez obydwa upusty,
zbiornik bytby sie wyprdznit o b godzin wczesniej. Chcemy
wiedzii¢, ile potrzeba godzin czasu puszczajgc wode jednym
z danych upustéw, na wyproznienie przez kazdy z nich pet-
nego zbiornika.

Oznaczmy przez x iy dwa niewiadome zagadnienia,
i przyjmijmy ilos¢ wody, jakg miesci w sobie rezerwoar
za jedno$¢. Poniewaz otworzywszy upust pierwszy, wszy-
stka woda zbiornika wychodzi przez godzin x, wiec na

L1 s .
wypuszczenie — czesci tej wody, potrzebowano godzin X
n n

Po wypuszczeniu z zbiornika — czesci wody, pozostaio
»

w nim jeszcze wody:
AN1ron—1

n n

Nadto, gdy zbiornik wyprdznia sie pierwszym upustem,

przez godzin x, to na godzine wypuszcza pierwszy upust

iloé¢ wody = —; upustem drugim przechodzi przez godzi-

ne ilos¢ wody —; jezeli wiec obydwa upusty sa otwarte,
y '
to one przez godzine wypuszcza wody —+—= - PO.
X Yy Xy

dzieliwszy ilos¢ wody pozostatej w zbiorniku, tojest —'.1
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pr-iez ilo$¢ wody jaka obydwoma upustami wyptywa, to-
jest przez 'l—)I(ZJi iloraz pokaze nam ile godzin potrzeba
y

byto do wyproznienia pozostatej wody przez obydwa
upusty. Mamy wiec:
Ti—1 x+y (n—\)xy
n Xy n(xA-y)
A ze wedlug brzmienia zadania potrzebowano a godzin
wiecej, na wypuszczenie pozostatej wody przez obydwa
upusty, niz na wypuszczenie *lii czesci wody pierwszym
upustem, wiec mamy réwnanie:
Ju-iiw = it< D
»(®4-) n
Uwazmy dalej, ze na wyprdznienie wody poczatkowo
jednym a nastepnie przy pomocy obu upustéw, potrzebo-
wano czasu godz'in-(—qz—l—)--(—i(ﬂ ,Xjeze'liby"'zas oba upu-
n[x-\-v) n
sty byly otwarte od poczatku, wszystka woda wyplyne-
taby z zbiornika przez godzin 1 :'ILIE —. X" ; lecz ze
Xy X+y
w tym razie zbiornik wypr6znitby sie b godzin wczes$niej,
wiec mamy drugie rownanie:

ii[X-\-y) n X+y
Dla ufatwienia przypus¢my w réwnaniach (1) i (2), ze

X
V_—« a otrzymamy:

___r_]__.z_?+ A e, 3
ig_n_____}.).z +X= 246 ... (ﬁs
n n

Dwa te réwnania (3) i (4) daja:
Xﬁw 1)&"«]; zZ= n_—z (a+b)
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Pozostaje tylko znalez¢ warto$¢ dlay. Lecz z réwnania
Xy

z, mamy:
X+y

y )

J X+ Z
wstawiajgc wiec w réwnanie (5) znalezione powyzej war-
tosci dla x\z, po wykonaniu dziatan i uproszczeniu przyj-
dziemy do wypadKku:
N [(h—DX*+a] (<t+6)
V. n—2 b * o

Rozbiér réwnan stopnia pierwszego.

80-  Znaczenie pierwiastkéw odjemnycli w réwnaniach sto-
pnia pierwszego. WyjasniliSmy juz wyzej (12), jaka za-
chodzi réznica, miedzy ilosciami dodatnemi i odjemnemi;
powiedzieliSmy nadto: ze kazda iloS¢ poprzedzona zna-
kiem — uwaza sie w algebrze za odjemng, gdy tymczasem
ilosci dodatne majg zawsze przed soba znak lub sg bez
znaku.

Postaramy sie teraz na kilku przyktadach okaza¢, jakie
jest znaczenie wartosci odjemnycli, ktore czesto otrzymu-
jemy dla niewiadomych w réwnaniach stopnia pierwszego.

Przykiad 1.

Znalez¢ liczbe rowng summie : swoj potowy, trzecizj czesci
i czwartij czesci, powiegkszonej dwiema jednosciami.

Oznaczmy przez x szukang liczbe: oczywistg jest rze-
czg ze réwnanie z tego zagadnienia bedzie:

*=F-43)44r+ 2 200 ()
z ktorego X ——24 ., 2.
Tak wiec szukana liczba jest —24.
Odpowiedz ta wzieta literalnie niema zadnego znaczenia;
lecz z drugiej strony, —24 jest jedynym pierwiastkiem ro-



wnania (2), a wiec i réwnania (1); ktére jest utozone we-
dtug warunkéw zadania; wiec zadanie jest niepodobne
do rozwiagzania ; co znaczy: ze niema liczby , kto-
raby zadosy¢ uczyni¢ mogta warunkom, jakich w zadaniu
wymagaja. Bo rzeczywiscie summa potowy, trzeciej cze-
§ci i czwartej czeSci danej liczby, rowna sie tej liczby”
niepodobna wiec aby  jakiej ticzby, powiekszone 2 je-
dnosciami, byto réwne tejze liczbie.

Przykiad 2.

Upewnego rzemiesiniku robit czeladnik dwa razy: w lecie
przez dni 13, w zimie przez dni 17. Za kazdy dzien zimowy
ptacit mu majster 2 zt. mniej niz za dzienn letni. Przy wy-
ptacie nalezytosci za 13 dni letnich, wytracit mu majster
22 z4. Zi zepsuty materyat. W zimie znowu za dni 17 oprocz
zaptaty dostat od majstra 28 zt. w nagrodg swij gorliwosci.
Jednakze przez 13 dni w lecie zarobit tylez co i przez 17 dni
zimowych. Pytanie: jaka byla ptaca dzienna czeladnika
w lecie ?

Oznaczmy przez ® szukang place dzienng czeladnika
w lecie, to kwota jakg zarobit przez 13 dni letnich jest
13®—22, bowiem wytrgcono mu 22 zIl. za zepsuty mate-
ryat. Za kazdy dzierh zimowy ma bra¢ 2 zI. mniej niz za
dzien letni, wiec zarobek zu 17 dni zimowych wraz z na-
groda jaka od majstra otrzymat wyniesie:

17(®—2)+ 28
a zo0 w zimie zarobit tyle co i w lecie, wiec mamy réwnanie:
17(®—2)+28=13®@—22 .... (1)

czyli 17®@—34+ 28 —13®—22
po przeniesieniu i uproszczeniu znajdziemy:
=—IG
zkad ®=—A4,
1w tym razie warto§¢ —4 znaleziona na niewiadomg
w roéwnaniu (1) nie jest rozwigzaniem zadania; nie mozna
bowiem zrozumie¢ ileby zarabiat robotnik dziennie, biorgc
-4zt 1to wiec zadanie jest niemozliwe do rozwigzania.
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Z powyzszych dwoch przyktaddw wnosimy: ze wartosé
6djemna, otrzymana dla niewiadomij z réwnania wedhug
brzmienia zadania utozonego, znaczy zawsze, ze niepodobna
znalez¢ tukiij wartosci dla niewiadomej, ktéraby warunkom
zadania zadosy¢ czynita-

Mozna jednak czesto przy pomocy wartosci odjemnej,
otrzymanej dla niewiadomej, zmieni¢ warunki zadania,
w taki sposob ze taz sama warto$¢ wzieta ze znakiem do-
datnym zadosy¢ uczyni nowym warunkom.

Dla pokazania w jaki sposéb ta zmiana nastepuje, zmien-
my w roéwnaniu (1) przykladu pierwszego, x na —x,
otrzymamy:

—X - — = —+

lub zmieniajgc znaki w calem rdéwnaniu na przeciwne
znajdziemy:

X x X e
a=5-+3 +4 -0 . {i)
zkad:
X=+2i.

Pierwiastek wiec réwnania (3) rozni sie od pierwiastku
rownania (1) tylko znakiem; tam otrzymaliSmy —24, tu
mamy -f-24. Nadto réwnanie (3) odnosi sie do takiego
zadania: Znalez¢ liczbe réwna summie swij pofoioy, trzeeiij
czesci i ezwart/tj czeSci zmniejszonej 2 jednoiciami.

Liczbg tg jest 24

"Widzimy, ze brzmienie nowego zadania, tem sic tylko
rézni od zadania pierwszego, zc zamiast powiekszaé sum-
me, zmniejszamy jg dwiema jednosciami.

W roéwnanie (1) przyktadu drugiego podstawmy podo-
bnie zamiast x, —x, otrzymamy:

17(—x—2)+ 28=—rSsc—22
czyli zmieniajac znaki na przeciwne:
17(x+ 2)—28= 13«ct+22 (2)
~gebra, Cies¢l. . f
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a po przeniesieniu wiadomych na jedne, a niewiadomych
na druga strone rownania i uproszczeniu, znajdziemy:
Ax-16
zkad #=4.

Pierwiastkiem réwnania (1) byto —4. pierwiastkiem za$
rownania (2) ktore powstato zréwnania poprzedniego przez
zamiang X na —x, jest +4.

Réwnanie (2) jest wystowieniem algebraicznem dla ta-
kiego zadania:

U pewnego rzemieslnika robit czeladnik dwa razy: w lecie
przez dni li), w zimie przez dni 17+ Za kazdy dzier zimowy
ptacit ru majster 2 zt. wiecij nii za dzien letni. Do nalezy-
tosci za 13 dni letnich dodat rnu majster 22 zt. to nagrode
jego gorliwosci. W zimie znowu z nalezytosci za dni 17 wy-
tracit mu 28 zt. za zepsuty materyal. Jednakie przez 13 dni
letnich tyle-zarobit co przez 17 dni zimowych. Pytanie: jaka
byta ptaca dzienna czeladnika to lecie?

Widoczng jest rzeczg, ze ptaca szukana wynosi +4 zi

Z tego co poprzedzito wyprowadzamy takie prawidto:
jezeli z réwnania, wedlug warunkéw zadania utozonego
otrzymamy dla niewiadomej x warto$¢ odjemng —a, ivoto-
czas nalezy podstawi¢ w to rownanie zamiast x, —Xx i zbadaé
zmiany jakie w skutek lego nalezy poczyni¢ w zadaniu pier-
wotnym, aby notce réwnanie odpowiadato warunkom zmie-
nionego zadania, majgcego juz za rozwigzanie ilos¢ cloda-
tng +a.

Uwaga. Zmiany jakim ulega zadanie, aby zamiast w ilo-
Sciach odjemnych, mogto by¢ rozwigzane w ilosciach do-
datnych, ograniczajg sie zwykle na tein, za warunki doda-
wania, zawarte w pierwotnem zadaniu, zmieniajg sie na
odejmowanie i odwrotnie; przezco jednak, jak powiedzie-
lisSmy wyzej, liczebna warto$¢ niewiadomej pozostaje taz
sama, tylko z odjemnej przechodzi na dodatng.
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81. Przypadki, ic ktérych niepodbona rozwigza¢ zadan
odnoszacych sie do réwnan stopnia pierwszego, lub gdy za-
dania te sg niewyznaczone, tojest gdy ivszelka icartos¢ dla
niewiadomej, czyni zadosy¢ warunkom zadania.

Przyktad 1:

Znalez¢ liczbe, klorejby potowa, trzecia i czwarta czes¢ do-
dane i powiekszone 7 jednosciami wydaly summe réwng y§
tij liczby powigkszonej 6jednosciami.

Oznaczmy szukang liczbe przez x, rownanie zadania
bedzie:

X X X, .
U't_EJ+Z1+7_T2 +5 ... (1)

znoszac mianowniki mamy:
+ 4®+3«+84= 137+ 60
a po przeniesieniu i uproszczeniu jest:
= —24 e ).

Ten wypadek zupetnie niedorzeczny znaczy: ze réwna-
nie (1) a tem samem i rownanie (2), nie moze by¢é spraw-
dzone przez zadng warto$¢ badz dodatng badz odjemng
podstawiong zamiast x. Ze za$ rownanie (1) utozone jest
na mocy warunkow zadania, wiec i zadanie samo niepodo-
bne jest do rozwigzania. W samej rzeczy dane zadanie
mozna tak wystowic:

Znalez¢ liczbe, ktoréj fi dodane do 7, bytoby réwne  tej-
zeliczoy dodanym do 6. Co rzeczywiscie jest niepodo-
bieristwem.

Przyktad 2.

Znalez¢ liczbe, ktdérejby potowa, trzecia i czwarta czes¢
dodane i powiekszone 7 jednosciami daty ten sam wypa-
dek co  tejze liczby powiekszone 7 jednosciami.

Niech x bedzie szukang liczbg, wiec réwnanie zadania
bedzie:
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—f—t+ — j?X+ (... (3
ot (X (L Q)
zkad 13®@—13g;= 7—7
czyli 0=o0

otrzymana tozsamos¢, réwna sie zupetnie rownaniu (3),
a wiec i to ostatnie rébwnanie jest tozsamoscia; a ztad za-
danie dane do rozwigzania ma nieskoriczong liczbe roz-
wigzan czyli jest niewyznaczone, tojest wszelka warto$¢
wstawiona za x w rownanie (3) sprawdza¢ go bedzie.

Uwazmy bowiem, ze zadanie dane tuk mozna inaczej
wystowic:

Znalez¢ liczbe, kturejby y-8 dodane do 7, dato ten sam icy-
padek co  tejze liczby dodane do 7.

Widocziem jest, ze wszelka liczba dodatna lub odjemna
czyni zadosy¢ warunkom zadania.

Oto sg dwa jedyne wypadki, na ktore natrafi¢ mozemy
przy rozwigzywaniu rownan stopnia pierwszego z jedng
niewiadoma. W pierwszym z nich, rownanie jest niepo-
dobne do rozwigzania, w drugim jest niewyznaczone.

82. I rzeczywiscie zastanowiwszy sie lepiej, widzimy:
ze w rownaniu stopnia pierwszego z jedng niewiadomg po
przeniesieniu wyrazéw zawierajacych niewiadoma na je-
dne, a wyrazéw wiadomych na drugg strone réwnania:

1. Albo wyrazy zawierajgce niewiadomg nie zniosg sie

i wtedy réwnanie jest postaci ax=b ztad x ~ — wdwczas
a

otrzymujemy dla niewiadomej tcartosci skonczone, wyzna-
czone, dodaine, odjemne lub réwne zeru w razie gdy b—o.

2. Albo lii znoszg sie tylko wyrazy zawierajace niewiado-
ma, a druga strona réwnania pozostanie. Wtedy rowna-
nie jest ksztattu o ~b i wskazuje: ie niepodobna znalez¢
wartosci dla niewiadomej, i nakoniec:

3. Wszystkie wyrazy moga sie znie$¢ i woéwczas znajdzie-
my zamiast réwnania danego tozsamo$¢ o=0 znaczaca:
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ie réwnanie jest niewyznaczone i ma nieskoriczong liczbe roz-
wiazali.

85. Jezeli zadanie prowadzi nie do jednego lecz do pe-
wnej liczby réwnan z takaz liczbg niewiadomych, naten-
czas zadanie moze by¢ niewyznaczone, chociaz rownania
nie sg ksztattu 0—b i odwrotnie.

Wezmy np. dwa réwnania:

33®+242/=18 ... @
11®+ 8y = 6 oovrreen ()
Mnozac rownanie (2) przez 2, i odejmujagc od réwna-
nia (1) znajdziemy:
0=0 e 3).

Na mocy powyzej wskazanych wiasnosci réwnan, dane
dwa réwnania mozemy zastgpi¢ przez dwa inne, mianowi-
cie przez jedno z danych i przez réwnanie (3). Lecz r6-
whnanie (3) jest tozsamoscia.

Wiec dane dwa réwnania sprowadzajg sie do jednego
| rzeczywiscie nie potrzebujemy obu danych réwnan, bo
jedno z nich powstaje z drugiego; itak: mnozac réwna-
nie (2) przez 3, otrzymamy réwnanie (1); dzielagc za$ ro-
wnanie (1) przez 3, otrzymamy réwnanie (2).

84. Wezmy jeszcze dwa réwnania:

33®+24t/=18...ccee )
11®+ Sy —7 v, (4).

Dla wyrugowania niewiadomej x mnozac réwnanie (4)
przez 3 iodejmujac je od rownania (3), otrzymujemy.
o = —3. Niepodobienstwo rozwigzania tym wypadkiem
nacechowane, nie $cigga sie do zadnego z danych réwnan;
kazde bowiem z nich jak widzimy, moze mie¢ nieskorczo-
ng liczbe wartosci dla x iy sprawdzajgcych tez réwnania;
lecz niepodobienstwo $cigga sie do obu réwnan razem
wzietych i znaczy: ze niema takiej wartosci dla x iy kto-
reby jednoczesnie czynity zadosy¢ warunkom w réwna-
uiach (3) i (4) zawartym. W samej rzeczy, dzielgc rowna-

™



nie (3) przez 3. a (4) pozostawiajac bez zmiany, znajdzie-
my takie dwa réwnania.

I« + % =6

He®e+% =7
chcie¢ wiec przy jednych i tych samych wartosciach dla
X iy sprawdzi¢ te rownania, bytoby to zada¢, aby jedna
liczba byta réwna raz 6, drugi raz 7. W og6lnosci, jezeli
dane dwa réwnania nie mogg by¢ sprawdzone za pomoca
jednych i tychze wartosci dla niewiadomych w nich za-
wartych, mowimy, ze réwnania takie sg niezgodne, nieod-
powiednie (incompatibles).

85.  WidzieliSmy wyzej, ze chcac rozwigza¢ dwa r6-

whnania:

4=0

£=0
z dwiema niewiadomemi x iy, zastepujemy jedno z tych
réwnan przez réwnanie nowe:

mA+nB—0
powstate z dodania do siebie danych rdéwnan, pomnozo-
nych poprzednio przez czynniki min, nie zawierajgce
niewiadomych x iy. Oczywistg wiec jest rzeczg, ze te
trzy réwnania razem wziete, jakoto:

A= o
B=0
mA+nB—0

bytyby nie wyznaczone. Jednakze dwa ktérekolwiek
z nich mogtyby by¢ rozwigzane.
Podobnie wzigwszy trzy réwnania z czterma nie-
wiadomemi, jakoto:
4=0,73=0, C=o,
i przydawszy im réwnanie:
mA+nB+pC—a,
gdzie a rozni sie od zera, wéwczas cztery roéwnania:
-4=0, B=0, C=0,
i inA+nB+pG=a,
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nie moga mie¢ zadnego rozwigzania, bowiem réwnanie
ostatnie, nie jest zgodne z rownaniami poprzedniemi. Gdyz
jezeli pierwsza strona kazdego z nich, przy pewnych war-
tosciach dla niewiadomych jest rowng zeru, to niepodobna,
aby summa tych pierwszych stron byta rowng ilosci a ro-
znej od zera.

Znaczenie wartosci ~ i ~ otrzymanych dla niewiadomych

w réwnaniu stopnia pierwszego.

87. Niech bedg dwa roéwnania ogoélne stopnia pier-
wszego z dwiema niewiadomemi:
ax+bi/=c.... (1)
a'x+l1/>/=c¢c" ’ 2)
gdzie u, b, al, //, ¢, d sg ilosci dane.

Dla otrzymania wartosci dla niewiadomej x, pomn6zmy
rownanie (1) przez b', rbwnanie (2) przezly, i od tak zmie-
nionego réwnania (1) odejmijmy przeksztalcone réwnanie
(2), znajdziemy:

(ab'—bu")x—cb'—bo';.... (2]
ztad przypuszczajac, ze ab'—ba' rézni sie od zera, mamy:
cb'—bc' ,0,
X=ab'-ba'....
postepujac podobnie, dojdziemy do wypadku:
ad—ca'
- b —par @)

Jezeli mianownik wspélny ab'—ba' we wzorach (3)
i (1)rozni sie od zera, otrzymujemy dla x iy wartosci
skoriczone, oznaczone, doclatne lub odjemne, ktére sprawdza
dane réwnania. Lecz gdy wspdtczynniki a, b, a', b’, przy
niewiadomych chociaz r6zne od zera, sg jednak takie, ze
mianownik ab'—ba'—0, wtedy natrafiamy na szczegdlne
znaczenia, ktére zbadaé wypada. Zdarzy¢ sie tu moga



dwa przypadki stosownie do tego, czy licznik wartosci,
np. dla niewiadomej X we wzorze (3) réwna sie zeru, lub
tez rézni sie od zera.

Przypadek 1:

g 8. Dajmy, ze we wzorze (3) dla niewiadomej x, i li-
cznik i mianownik sg zerami, tojest:

cb'—bc'= 0 iab—ba' —o,
wowczas wzor (3) bedzie postaci:
x=%.

Nim roztrza$niemy znaczenie symbolu g, uwazmy, ze
warto$¢ dla niewiadomej y bedzie takiejze postaci, albo-
wiem z réwnania:

cbh'—bc'= o iab'—bal=o,

mamy: cb'=bc' i ab'—ba'm
Dzielgc za$ przez siebie odpowiednie strony, znajdziemy:
c ¢
a al
zkad: ca'—c'a,

we wzorze wiec (4) i licznik i mianownik sg zerami; mamy

wiec:
,/_0O

Wiedzac to, uwazmy, ze wzdr (3) powstat z rownania (p),
gdy ab'—ba' rozni sie od zera, tojest: gdy ab'—ba'Z> lub
< o, czyli gdy jest iloscig dodatng lub odjemna (12); lecz
rownanie (p) w przypuszczeniu powyzej zrobionem, tojest,
ze: ab'—ba =0 ich'—bc'=o,
zamienia sie na tozsamo$¢ 0—o: ze za$ tozsamos¢ taka, jak
powyzej widzieliSmy, oznacza niewyznaczono$¢, wiec
i wartosci otrzymane dla niewiadomych w postaci § sg
réwniez symbolem nieoznaczonosci

Mozna bardzo prostym sposobem przekonac sie, ze
dwa réwnania (1) i (2) sa niewyznaczone, gdy ilosci dane
a, b, c,ul b'ic' czynig zadosy¢ warunkom:

ab'—a'b—o icb’—bcl=o.
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Z powyzszych bowiem rdéwnosci mamy trzy stosunki
réwne:
u b ¢
a b ¢’
nazwawszy przez h, wspdlny tyra stosunkom wykladnik,
czyli:
«=ff b CoiA
a b C
wypada, ze:
cl =ak; b'—bk, ¢'=ck.

Wstawiajgc teraz w rownanie (2) wartosci znalezione

dla ilosci a', // i0', rownanie to bedzie postaci:
akx+b/cy —ck
czyli:

(ax+his) k—ck ()
lecz réwnanie (A jest to réwnaniem (1), z ta tylko réznica,
ze obie jego strony zostaty pomnozone przez k; wiec oba
dane réwnania sprowadzajg sie do jednego rdéwnania
z dwiema niewiadomymi, ktore jest niewyznaczone.

Przypadek 2:

89. Dajmy teraz, ze we wzorze (3) licznik rozni sie od
zera, tojest: ze cb'—be'> Inb < o, a mianownik ab’'—ha' ~ o.
Wowczas wartos¢ dla x bedzie postaci:

ni
* = é
gdzie m jest ilo$¢ rozna od zera.

Przez podobne jak poprzednio rozumowanie, znajdzie-
my, ze i warto$¢ wyciagnieta dla niewiadomej y z wzoru
(4), bedzie tejze samej postaci.

m

Celem przekonania sie, co znaczy wypadek ksztattu
otrzymany powyzej dla niewiadomych, powr6émy do ro-
wnania (p). Z niego, po przypuszczeniu, ze: ch'—bc'—d,
ab' -ba’=0, znajdziemy o =d. Wnosimy wiec, ze rdwna-
nia (1) i (2), z ktérych powstato réwnanie (p), sa nie-
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zgodne. Wyrazenie przeto — otrzymane jako warto$¢
dla niewiadomej x, a oparte rowniez na powyzszem przy-
puszczeniu, uwazane by¢ moze za symbol niezgodnosci lub
niepodobienstwa.

| rzeczywiscie z wyrazen:

eb'—bd~> <.01 ab'—ba —o
mamy stosunki:
a_b c
O 15 £I> < 7 L)
wyktadniki dwdch pierwszych stosunkow sg sobie réwne,
lecz wykfadnik trzeciego stosunku jest od nich rozny,
0znaczajac wiec:
E=*4=",;
mamy:
a=a'k; b=b'k, za$ 0—c'k".
Otrzymane za a, b, ¢ wartosci, wstawiwszy w rownanie
(1), wypadnie:
a'kx 4-b'ktj—c'k’
czyli:
{a'x+b'y) k--c’k'.

Widzimy wiec, ze rébwnanie powyzsze powstaje z ro-
wnania (2) przez pomnozenie pierwszej strony réwnania
(2) przez k, a drugiej strony przez k\ co dowodzi, ze dwa
réwnania (1) i (2) sg niezgodne.

Stusznie wiec otrzymawszy dla niewiadomej wartosci

ksztattu — wnioskowa¢ mozemy o niemozebnosci rozwig-

zania zadania.

m
90. Wyrazenie uwazajg jeszcze za symbol nieskon-

czenie wielkiej ilosci: objasni¢ to mozna w taki sposob:
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Dajmy, ze mianownik utamku — nie jest zerem, lecz

ilocig bardzo matg réwng g, tojest: ze mamy m Nadaj'qc
s

dla g coraz mniejsze wartosci, iloraz z dzielenia — wy-
padajacy, bedzie coraz wiekszy; itak, gdy £=0,1, 0,01;
0 oo1 it.d.ilorazy beda—= 10m; 100w ,1000///,10000wit.d.
Skoro wiec dla g nadagmy warto$¢ najmniejsza, tojest ro-

wna o, iloraz —stanie sio nieskonczenie wielkim.
0

Dla oznaczenia ilosci nieskonczenie wielkiej, uzywa sie
zwykle znaku co, piszemy wiec:

m

91- Dla lepszego jeszcze wyttlumaczenia uczacym sie
znaczenia rozmaitych wartosci, otrzymywanych, jak wi-
dzieliSmy wyzej, dla niewiadomych z réwnan stopnia pier-
wszego, rozwigzmy nastepne zadanie:

Zadanie. — Dwoch goncow Al i Al' jedzia po prostéj xy:
jeden z nich ujezdza mil a, drugi mil b na godzine, i oba
jada wjednym kierunku. Wiadomo, ze goniec M przybyt
do punlctu A na linii prost$j xy potozonego o b godzin
wczesniej, nim goniec M' dojechat do punktu B. Znajac,
odlegtos¢ d pomiedzy punktami A i B, chcemy wiedzilé,
io ktérym punkcie prosttj xy spotkajg sie dwaj goncy!
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Przypusémy, ze gonicy jadg ku punktowi y, i ze miejsce
ich spotkania jest wlt. Wowczas szukang niewiadoma
przedstawi linia BR, ktdrg oznaczmy przez x. Odlegtos¢
wiec AR=d+x. Poniewaz goniec M ujezdza mil a na

godzineg, przeto mil d+ x njedzie w godzin —— ; tym sa-
mym sposobem czas, jakiego potrzebowat goniec M' na

przejechanie drogi BR, wyraza iloraz

Ze za$ wedtug brzmienia zadania, goniec M przybyt do
punktu A oh godzin wcze$niej nim goniec M' do punktu
B, przeto mamy réwnanie:

(IAx__x vh"
zkad:
bd+ bx—ax+abh
bx—ax= abh—nbd
lub zmieniajgc w calem réwnaniu znaki na przeciwne
mamy:
ax—bx=bd—abh

czyli:
(a—b) x=b (d—ah)
+_ b[d—ah)
= b =
92-  Warto$¢ jaka ze wzoru (2) otrzyma¢ mozemy dla

szukanej odlegtosci, w ktorej goricy spotkaé sie maja,
zalezy gtdwnie od roznic d—ah i a—b. Stosownie do tego,
czy rodznice te bedg dodatne, odjenme lub réwne zeru,
szukana odlegto$¢ bedzie dodatna, odjemna, nieskonczenie
wielka, niewyznaczona i t. d.: i tak:

1) Dajmy, ze: d>ah i a~>h.

Woweczas licznik i mianownik wzoru drugiego sg do-
datne; iloraz wiec bedzie dodatny iotrzymamy prawdziwg
dodatng odlegto$¢, w jakiej spotkajg sie goncy. 1rzeczy-
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wiscie, iloczyn ah oznacza droge przebiezong przez gorca
M w czasie h, jaki uptynagt miedzy przybyciem gorfica M
do punktu A igofica M do punktu B; przypuszczenie
wiec, ze a>l) id>ah znaczy: ze goniec M predzej jedzie
od gorica M"', i ze goniec M nie dosiegng! jeszcze punktu
B, gdy goniec M 'juz z niego wyjechat. Musiat wiec go-
niec M spotkac sie z goicem M' poza punktem B w Kie-
runku By.

2) Gdy a'<b id<juh.

W tym razie licznik i mianownik wzoru (2) sg odjemne,
iloraz wiec bedzie takze dodatny; tojest, punkt spotkania
sie dwdch goncéw bedzie na linii Bij. Gdyz przypuszcza-
my, ze goniec M jedzie wolniej niz goniec M'- lecz pier-
wszy byt juz w punkcie B, a drugi dopiero po6zniej do
niego przybyt, jadac za$ predzej spotka¢ musiat gonca
pierwszego poza punktem B ze strony By.

3) Gdy a<.h id>ah lub a>b id<.ah.

Warto$¢ dla niewiadomej z wzoru (2) jest odjemna.
Wypadek ten znaczy, ze punkt spotkania sie dwoch gon-
cow jest ze strony przeciwnej, czyli, ze znajduje sie na
linii Bx, w odlegtosci od punktu B przez warto$¢ odjemng
wskazanej.

| rzeczywi$cie, na mocy przypuszczen powyzej poczy-
nionych, w chwili, gdy goniec M"' przybywa do punktu B,
ten z goncow ktory predzej jedzie, juz wolniej jadagcego
wyprzedzit; spotkanie wiec poza punktem B na linii By
miejsca mie¢ nie moze, nastgpi¢ wiec musiato z tej strony
punktu B, czyli na linii BX.

Dla okazania, ze znaczenie jakie nadaliSmy powyzszej
wartosci odjemnej otrzymanej dla niewiadomej zagadnie-
nia jest wiasciwe i stuszne, rozbierzmy szczeg6towo te
wartos¢. | tak: wedtug brzmienia zadania, gonicy spotkac
sie powinni poza punktem B na linii By, otrzymana wiec

warto$¢ odjemna znaczy, ze to zatozenie jest fatszywe.
Algebra, Czes¢ I, 8



Jezeli za$ punkt spotkania, goncow jest ztej strony
punktu B na linij Bx, to 011 moze sie znajdowac albo przed
punktem A, lub tez pomiedzy punktami A i B-

Jezeli spotkanie miatlo miejsce w punjccie R' lezagcym
przed, punktem' A, wtedy oznaczywszy BR'=x, linia
AR'=x—d; czas wiec jakiego potrzebowat goniec M dla

przebycia drogi R'A, wyrazi sie ilorazem ------ , iloraz

znowu X—pokaze nam. jak dtugo goniec M' jechat z pun-

ktu R do punktu B; ze za$ goniec M przybywa do punktu
A, o h godzin wczesniej niz goniec M' do punktu B, wiec
mamy réwnanie:

E=f+*== 3
- 8 ()

Jezeli spotkanie miato miejsce w punkcie R" pomiedzy
punktami A i B, wowczas oznaczy,wszy BR" =x, bedzie
AR" —Il—x; a rozumujac jak poprzednio, znajdziemy ro-
whnanie:

Uwazmy teraz, ze rownania (3) i (4) sa zupetnie tez
saine, nadto podstawiwszy —x zamiast X, w rownanie (1),
otrzyniujemy rdéwnanie (4); wnosimy wiec ztad (80), zc
kazda warto$¢ dodatna, ktéra sprawdza réwnanie (4),
otrzymuje sio ze znakiem — z rdwnania (1). Roéwnanie
wiec (1) wystarcza zawsze do wskazania punktu, w kt6-
rym goncy spotykajg sie, pamietajac tylko, ze wartosci
dodatne wyznaczajg punkt spotkania sie goncéw poza
miejscem B w kierunku Bi/, wartosci za$ odjemne znacza,
ze gonce .spotykajg sie przed punktem B na linii Bx.

4) Dajmy teraz, ze we wzorze (2)&=«, wbéwczas otrzy-

mamy:
aJd—ah)
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a oznaczajac a. (d—ah,)—in,

bedzie: x— 1L

Co znaczy wtym razie podobny wypadek?

lloraz n& jak okazaliSmy wyzej, jest nieskonczenie

. wielki, znaczy wiec, ze punkt spotkania sie goncow jest
w odlegtosci nieskoiczenie wielkiej, czyli, ze zupetnie nie
istnieje.

| w samej rzeczy, przypuszczenie, ze d rézne jest od ali,
dowodzi, ze goniec M nie jest jednoczes$nie z goicem M'
w punkcie B, ze za$ a—b, czyli ze goficy jadg z rowng
predkoscia, zawsze wiec beda wjednej od siebie odlegtosci,
a ztad spotkac sie nie moga.

5)  Jezeli przypuscimy d—ah ib—a, wzor (2) przed-
stawi sie w postaci:

Rozbiér tego wypadku nie przedstawi zadnych tru-
dnosci; dzielna bowiem jest iloczynem z dzielnika przez
iloraz: szukamy wiec ilorazu, ktéryby pomnozony przez o
wydat na iloczyn o. Oczywistg jest rzeczg, ze wszelka
dowolna warto$¢ nadana dla ilorazu, czyni zadosy¢ temu
warunkowi, bo iloczyn z kazdej liczby przez ojest zerem.
W tym razie przeto, zadanie ma nieskornczong liczbe roz-
wigzan, czyli jest niewyznaczonein. Kazdy wiec punkt na
linii xy obrany, jest punktem Spotkania sie goficdw. Rze-
czywiscie, warunek d=ah znaczy: ze goncy sg jednocze-
$nie w punkcie B, ze za$ b=U, tojest, jadg z rowna pred-
koscig, wiec i byli razem i nadal sie nie rozigczaja, czyli,
ze kazdy punkt linii xy jest miejscem ich spotkania.

95. Wszystkie inne przypadki szczegdlne, na jakie
w tein zadaniu natrafi¢ mozna, sg matoznaczace, i nie
przedstawiajg zadnych trudnosci w rozwigzywaniu zaga-
dnienia. | tak: jezeliby powiedziano, ze goniec M' jedzie
w kierunku przeciwnym, tojest w kierunku yx, nalezatoby
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tylko we wzorze (2) za b podstawi¢ —b, i odwrotnie, wie-
dzac znowu, ze kierunek jazdy gonca M jest przeciwny,
nalezatoby a zamieni¢ na —ait. p. W ogélnosci, wzér
(2) wskazuje nam doktadnie, czy i gdzie mianowicie jest
miejsce spotkania sie goncow.

Tre$¢ Rozdziatu I11.
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wartosci — - otrzymywanych dla niewiadomych z réwnah sto-
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wszelkich warto$ci dla niewiadomych z réwnan stopnia pierwszego
na zagadnienie o goncach.



ROZDZIAL V.

O nieréwnosciach.

94. PowiedzieliSmy juz wyzej, ze nierbwnoscig zowie-
my potaczenie dwoch ilosci algebraicznych nieréwnych,
znakiem > lub < .

W arunki zadania, ktore algebraicznie rozwigzac¢ chce-
my, sg czasem takiego rodzaju, ze réwnaniem nie moga
by¢ wyrazone, lecz dla ich wystowienia wypada uzy¢
nierébwnosci. Aby wiec wtakich przypadkach wiedzieg,
w jaki sposob postepowaé nalezy dla otrzymania zadanego
wypadku, podamy gtéwne wiasnosci nierownosci.

Wiasnosé 1:

95. Jezeli a wielcsze jest od b, to réznica a—b jest do-
datng czyli loiekszg od zera.

Dla okazania tej prawdy, pamietajac, ze algebra przy-
puszcza ilosci dodatne i odjemne, rozrézni¢ tu nalezy
trzy wypadki.



~ 90 -

1) Gdy fI>01ib>0, tojest, gdy obie ilosci sa. dodatne.

2) Gdy a>0, za$ ¢<0, co znaczy: ze ilos¢ ajest do-
datna, za$ b odjemna; i nakoniec:

3) Gdy «<0 i Z»<0, obie ilosci odjemne.

Co sie tyczy przypadku, gdy a<0 i b>8§, ten miejsca
tu mie¢ nie moze, zaktadamy bowiem, ze a wieksze od b,
nie podobng wiec jest rzecza, aby ilos¢ odjemna byta
wieksza od dodatnej.

Co do P°:

Jezeli obie ilosci a i b sg dodatne, wowczas odejmujac
od ilosci wiekszej, ilos¢ mniejsza, rdznica musi by¢ do-
datng, czyli wtym razie rzeczywiscie jest a—b>o.

Co do 2

Gdy a>0, za$ Z»<0, chcemy wtedy od ilosci dodatnej
odjg¢ ilos¢ odjemna, czyli szukamy rdznicy a— (—h),
w tym celu, w odjemniku przemieniamy znak na przeci-
wny, i otrzymujemy ilo$¢ dodatng a+b. | tu wiec roznica
a—b>o.

Co do 39:

Gdy nareszcie obie ilosci sg odjemne, szukamy réznicy
—n(—2). Dla znalezienia jej, przemieniamy w odjemniku
znak na przeciwny, i mamy: —a +b; ze za$ z zalozenia
ilos¢ odjemna a, wiekszg jest od ilosci odjeinnej b, przeto
liczebnie ilos¢ a mniejszg jest od ilosci odjemnej b, a tem
samem wypadek —a+b musi by¢ dodatny.

Whniosek.—Z poprzedzajacej wiasnosci wynika, ze: na-
odwrét gdy réznica a—b>-0 wowczas a>b.

Wiasnos¢ druga:

96. Do dwdch ilosci nierownych dodawszy ilosci réwne,
summy wypadng nieréwne.

Niech bedzie nieréwnos¢ a>Z».

Chcemy okaza¢, ze a+m=>b +m. Wiemy, ze gdy a>b,
wowczas a—b'>o0; do pierwszej strony t¢j nierdwnosci
dodawszy i odjgwszy m, wartos¢ tej pierwszej strony nic
zmieni sig, i otrzymamy: a—Db-f m—»C>0,



czyli:
(a+m)'—(Zi+m)>0;
na mocy wiec poprzedzajgcego wniosku, bedzie:
a+tm>b+m,
co nalezato dowiesc.

Wiasnos¢ trzecia:

9T- Od dwoch ilosci nieréwnych odjgwszy ilosci rdwne,
reszty wypadajg nierowne.

Zaktadamy, ze a>b,
okazemy, ze a—m>b—m.

Wiemy bowiem, ze gdy a>b, to a—b >0, wiec tez i:

a—b+m—m=>0
czyli:
(a—m)—(b—22»)>0
zkad wynika* ze:
1 a—m>b—m
co byto do okazania.

98. Na mocy powyzszych dwoch wiasnosci, mozemy
w nieréwnosciach przenosi¢ wyrazy z jednej strony na
drugcj, piszac je tylko na stronie drugiej ze znakiem prze-
ciwnym. | tak, do obu stron nieréwnosci a+ O b—d do-
dajmyr/,otrzymamy: a-t-c-\-dZ>b—dA-d, czylia-\-c-\-d>b.
Widzimy wiec, ze ilo$¢ d przeszia na drugg strone lecz ze
znakiem przeciwnym.

W tem miejscu udowodni¢ mozemy poraz drugi pier-
wszg wihasnos¢ nieréwnosci, i tak od obu stron nieréwnosci
a>b odejmujagc po b, znajdziemy:

a—h7>b—Db, czyli a-~b>o.

Wiasnos$¢ czwarta:

9 9. W kazdej nieréwnosci zmieniajgc znaki wszystkich
wyrazOw na 'przeciwne, nalezy takie i znak nieréwnosci
przemienic.

Dowies¢ chcemy, ze jezeli ti>b to —«<—b. Albo-
wiem w nieréwnosci a~>b przenoszac wyraz b na pierwszg
strone, mamy:



a—A>o.
Odejmujac od obti stron tej nieréwnosci a, znajdziemy:
—b> —a
czyli: —a<Z—bh.

W ogo6lnosci przemieniajgc w nierownosci wszystkie
znaki na przeciwne, przenosimy tylko wszystkie wyrazy
z pierwszej strony na drugg, a z drugiej na pierwsza;
oczywistg. wiec jest rzecza, ze znak nierdwnosci prze-
mieni¢ nalezy.

Wiasnosc¢ piata:

100.  Jezeli dwie iloSci nieréwne pomnozymy lub po-
dzielimy przez ilos¢ dodatng, nieréwno$¢ wcale sie nie
Zmienia.

Niech m bedzie iloScig dodatng, dana za$ nieréwnos¢:
a>b. Chcemy dowie$¢, ze: ma>mb. Na mocy pierwszej
wiasnosci a—b> 0. Z zatozenia ilo$¢ m jest dodatng, a ze
roznica a—b jest takze dodatng, iloczyn tych dwdch ilosci
bedzie takze dodatny, czyli wiekszy od zera, tojest:

(a—b)m~>o
czyli:

am—bm>o
ztad:

am>bm,

co byto do okazania.
Tym samym sposobem dowie$¢ mozna, ze gdy a~>b, to:
a b
Woom
101- Wtiasno$é powyzsza postuzy¢ moze do znoszenia
mianownikow w nieréwnosciach. W tym celu nalezy tylko
Wszystkie wyrazy pomnozy¢ przez mianownik, ktory
znie$¢ chcemy. | tak, wjednym zwyrazow nlerownosm

5a
Za—5;> —-- 7 jest mianownik b; mnozac WIQC wszystkle

wyrazy nierownosci przez ten mianownik, otrzymamy:



W ogélnosci chcac wkaidij nieréwnosci znie$¢ miano-
wnik ktoregohad$ wyrazu, nalezy wszystkie inne wyrazy
przez ten mianownik pomnozyc.

Np. Nierbwnos¢ 7a— —>d po zniesieniu mianownika

bedzie postaci Tac— sb>dc. Jezeli w nieréwnosci jest
wiecej mianownikéw, woweczas dla ich zniesienia, wyrazy
catkowite mnozy¢ wypada przez iloczyn wszystkich mia-
nownikdw, wyrazy za$ utamkowe przez iloczyn z miano-
wnikéw, wyjawszy swego; i tak, z nieréwnosci:

3 a—5>|-a—8§
znoszgc mianowniki bedzie:

3X2X5«-5X 2X55""f|-"5f"

czyli:
30a—50>25a—s.
Wiasnos¢ szosta:

102. Mnozac lub dzielac dwie ilosci nieréwne przez tez
samg ilos¢ odjemng, nalezy jednoczes$nie znak nieréwnosci
przemienic.

Wiasnos$¢ ta jest tylko wnioskiem z wiasnosci czwartej,
albowiem mnozac lub dzielagc obie strony nieréwnosci
przez ilos¢ odjemna, znaki wszystkich wyrazéw zmienig
sie na przeciwne, a wiec i znak nieréwnosci przemienic
nalezy.

105. Jezeli niewiadoma wchodzi do nieréwnosci w sto-
pniu pierwszym, wtedy jakkolwiek nie mozna wartosci jej
doktadnie oznaczy¢, jednakze mozna niewiadomg oswo-
bodzi¢, tojest, przywies¢ dang nierownos¢ do takiej po-
staci, ze na pierwszej stronie bedzie sama tylko ilos¢ nie-
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wiadoma, a na drugiej wyrazenie algebraiczne ztozone
z danych ilosci. | tak, niech bedzie nieréwnosc:

6®—4> Ux—| ,
zniéstszy mianowniki, mamy:

90®—60>40*—6,
po przeniesieniu wyrazOw zawierajgcych niewiadoma na
pierwsza, a wyrazoOw wiadomych na druga strone, znaj-
dziemy:

90®—40®> — 6 + 60

czyli:
50®>54
zkad:
x>,
Toz samo z nieréwnosci:
§—fxcS—2x,

po zniesieniu mianownikéw, przeniesieniu wyrazéw, upro-
szczeniu, oraz podzieleniu obu stron przez wspdtczynnik
przy niewiadomej, znajdziemy:
217
40
W pierwszym przyktadzie znalezliSmy, ze warto$¢ dla
niewiadomej x, musi by¢ wieksza-od f-f; w drugim mniejsza

3 217 .. L. ' 2
ma by¢ ona od — ; aby wiecjedna i taz sama wartos¢ dla
niewiadomej czynita zadosy¢ obu tym warunkom, musi
. . , . 54 | 217
sig zawierac mledzy—l— .
X 50 40

104- Majac dane dwie nieréwnosci z dwiema niewia-
domemi wecliodzgcemi tylko w stopniu pierwszym, mozna
takze je oswobodzi¢ i znalez¢ dla nich wartos$ci czynigce
zadosy¢ warunkom zawartym w nieréwnosciach. | tak,
majgc dwie nieréwnosci:

3®—2y>5 i 5®+ 3y>16,
znajdziemy:
5+ 23§

Z pierwszej: £;>—3



z drugiéj: . x> Y

Wypadki te okazuja, ze dlay mozna nada¢ warto$¢ do-
wolng, a dla x wszelkg warto$¢, byleby tylko wiekszg od

—m— i od
3 5

takze:

. Lecz zdanych nieréwnosci otrzymujemy

3#—5 16— 5.r
> - 3-
co zeby mogto mie¢ miejsce potrzeba, aby:
3x—5 16— 5X
AL T _> 3
zkad:
X~>\g ¢

Warto$¢ wiec dla niewiadomej x musi by¢ wieksza od
47, za$ wartosci dlay muszg sie zawiera¢ w granicach
wyzej otrzymanych.

Wiasnos¢ siodma:

105. Dodajagc do siebie strony odpowiednie ilukolwiek
nieréwnosci,jak: a>b, a'>b', a">b", a®js-b" it. d.; znak
nieréwnosci sie nie zmienii otrzymamy: a-i-a' + a" -fal"it. d.
>b+b'+b"+b"" it. d.

Z danych bowiem nieréwnosci wynika, ze réznice a—b,
a'—b', a"—b", al"—b"™ i t. d. s3 dodatne, summa wiec
tych rdznic bedzie takze dodatna, tojest:

a*b+a'-~b'+aH—h"+a™—b™ it. d. >0
czyli:
(a+a'+a"ra")—{b+b'+b"-W" it. d.) >0

zkad:

«t«'+«" 4-al" it d > b+b'A-b"+b™it d

Wiasnos$¢ dsma:

106. Mnozac odpowiednie strony ilukolwiek nieréwnosci:
a>b,a'>b',a">b//,a"/>b,/ it d., znak nieréwnosci si¢ nie
zmieni, i otrzymamy: a. a',a",a"" it.d.>b. #/.b". h™ it. d...
lecz tow tym tylko razie, gdy ilosci aya', a" it. d., b, b\
b", b"" it. d. sa dodatne.



Gdyz kazdy zilorazéwq:, E E L it.d.,jest wiekszy
od jeatnos'ci, iloczyn z tych llorazdw, to]est:a—l. 2z * .
i t. d., bedzie takze wiekszy od jednosci; ztad wynika, ze:

a. a,a".a it.d >hbb.b".b"it d
co byto do okazania.

'107. Uwaga.— Wiasno$¢ powyzsza nie ma miejsca,
gdy ilosci a, a', a", al" it. d.,, b, b', b", bf* it. d. nie sg
dodatne.

Wezmy bowiem dwie nierdwnosci:

8>5
i —3>—4
mnozac odpowiednie ich strony, mamy:
—24<—20.

Znak nierdwnosci sie zmienit, gdyz oczywiscie pierwsza
strona jest po pomnozenia mniejszg od drugiej.

Whniosek.—Podnoszac obie strony nieréwnosci n>b do
jednakowej potegi, znak nieréwnosci sie nie zmienia, czyli
a't>bm. Albowiem nieréwno$¢ am=>bm powstaje z po-
mnozenia stron odpowiednich m nieréwnosci a>b.

Wiasno$é ta ustaje, gdy ilosci ai b nie sg dodatne; i tak:
—3>—4 lecz (—3)2<(—4)2 gdyz 9<16.

108- Twierdzenie. —Majac ilekolmek utamkow -,

b’ b

T2 «p kiérych mianowniki b, b’ b", b™ i t. d. s3
tt+a'+ a"+a"'itd,
b+Db'+Db'+b" it. d.
pomiedzy danemi, tojest, zawierac sie bedzie miedzy naj-
roiekszym i najmniejszym z danych utamkéwm

dodatne, wartos€ uta mku béQZ?e ‘Srednia

Dajmy, ze utamek j jest najmniejszy z danych, wiec:
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zkad:
W X r, a">b"X 7, al">b"™X[it'd.
Dodajac strony odpowiednie tych nierownosci, znaj-
dziemy:
a'+a"+a' it. d. >b'X-6.+b"X b+b"'X Bi t. d
dodajac do pierwszej strony a, za$ do drugiej ilos¢ — ro-
wng a, bedzie:
ata,+a"+a™ it d>(b+b'+b"+b"") }3
zkad:

o} +a'+a"+amit.d. o
b+ b'+b"+</it.d. b
Tym samym sposobem dowie$¢by mozna, ze utamek
d+a'+a"+a™it d. . . .o
b+i/+b"+0™ iTT mmelszy sest od najwiekszego z danych.
Warto$¢ wiec jego zawiera si¢ pomiedzy najmniejszym
i najwiekszym z danych, co byto do okazania.

Tres¢ Hozdacialn 1V.

94. Okreélenie nieréwnosci.— 95, 96, 97,- 98, 99, 100, 101,
102 Wtasno$ci nieréwnosci. Przenoszenie wyrazéw zjednej stro-
ny nieréwnos$ci na druga. Znoszenie mianownikéw. — 103, 104.
Oswobodzenie niewiadomej w stopniu pierwszym z nierdwnosci.
Granice dla dwéch niewiadomych w stopmu pierwszym z dwoéch
nieréwnoséci.— 105, 106, 107, Dalsze wtasnosci nieréwnosci.

Algebra, Cie$¢J. 9



ROZDZIAL DODATKOWY.

ZADANIA.

Do rozdziatu 1.

409- Znalez¢ zoartos¢ liczebng nastepujgcych wzorow:

8a— 6+ Pax'

o0—a
5 _ A<i2—2a*c+GVe
) X = g
0> a SWd-—Ecflcd+1b-c +
[U-ej —O
4) 3JH-" a+h~&>(d -a+h b.

2) (n-3) («-4)(>>\v)
* 1.2.3.4.5.6

gdy 2; b=3; ¢c=4;d—5; n~Q.
Odp. £C=109; 0'=23; *"=155; *"=13;y=1.



Do rozdziatu II.

H O . Doda¢ do siebie nastepujace jednomiany:

a) Ula + (-19a) + (1-5a) + (35b) 4- (—15b) + (450) +
+ (—Via)+ (—7N)4"(—25/2) + (—iob)+ (— 1Sh).

b 17®+(24y) + (—132) + (-5®) + (y) + (2 + —9®) +
+ (—2By)+ (6 + (3%) + (-2t/) + (—5%).

C) 997a+(—69&6)+ (2348a) + (—57225) + (366).

d) 243+ (—13»)+ (—GA)+ (I5a) + (22p) + (n)+ (—3p) +
+ (—2/)+ (—37a) + (1Sm) + (5n).

e) 39t/+ (—18n)+ (160+(—19n) + (—18*)'+(—Uy) +
+ (45n) + (—27<) + (16t/).

Odp. a) 78«+ 1275 bh) 6®+2"-10gz; ¢) 3345«—12346;
d) 19%; e) 417+8n—29z.

U |. Dodac do siebie nastepujgce wielomiuny:

a) (26/Z+38A—12c)+(37/z—14i —18c).

b) (1la—IAb—12c—13d)+ (25a+1 Sh+ 12c+4d).

€) (a—2b—3e+ 42)+ (5b—Ga—7c +8c?)+(9«—IOA+Ilc).

d) (24»i— 17ff + \f)p—13??) +(11* —IOp—sn+ )+
+ (977—Gm—Ag—Im—5\i) + (s fr—A4p —12»*+1872.).

€) (3*+ 5y—3z) + (8 —371/—T®)+ (8 7—4®) +(13®—7z—
—It—14)+ (1 1z—13i—9)+ (Brt—sz—Illy —I) + 2®+ 17).

Odp. a) 63a+24A—30c; b) 42a+ 4i»—9d; c) 4«—7b+
+c+ 127, d) 2w—2g-\-p—s«; ¢ T®—7y —T7z—It—T7.

112. Znalez¢ roznice wielomianow:

a) (18a—24/;+23c)—(16a+14i—13c).

b) (3m—38n—hlp—15/7)—12p—38/7+ 48ti—50m).

0 (4®—8w—19»—07) - (24®—182%—12»—137)—(14»—s2).

d) 15?/+6®—[iy—(82+4®)];

rozwigzanie:
1lby+ 6®—[3y— (82 + 4®)] = 15?/+6®—3y + (82 +4®) =

= 157+ 6 ®—SyA-s82 + 4®= 127/+10® + s2.

e) 37®@—48y —[182— (\2x+'iy) - (2z—47)]—33z.
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Odp. a) 2«'—*38Z>+36c; b) 53m — sem— 697+23%;
C) — 20«+ 10y—21"+ 18z; e) 49«— 49y— 49z.
115. Przyktady na potgczone dziatania, dodawania
i odejmowania:
a) 44a? m+ [48"—(6s+3y—7a;)+4s] — [482—8®+2«—
—(4»+y)j.
b) 4x—[(a—4a;)+ (3% + 17«)—(98®-f3?/)].
c) Gm+ (4rfi—[sm—[im + An]—22n]—In)— (7« + [9M—
(Bw+4w?2)4-8n]-few?2). i
d) Jaka jest réznica m—(n—~0), gdy n= Im—(8p-h3~f),
za$ o = 2m—(ep—30).
e) Jakg ilos¢ doda¢ trzeba do 6p-ylgA-dp—(2p+ 9)]i
aby otrzymac¢ 4p —{\Ap + [2p—1g) —3p]. <
OJp. a) 55@—22—4«; b) 106@—18a; ¢) m—n; d) 6g—
— Am; e) 13g— 13p.
114. Znie$¢ nawiasy w nastepujacych wyrazeniach alge-
braicznych:
a) I®—T7iy+z)-,
rozwigzanie:
®—(ly+72)—®—7y—T72-
b) a+ b(cA-dA-e)—m(n+p)—H«—t).
c) 2S(@a—y+z)-\-2i{x+y—z)— Vo{y—z—x).
d) (p—g— m)p—g[m—g—p) + {g-\-m)m-\-m{p— 2n).
e) (96—a—b—c)14+(4+fl—)13—(7—a—c)97.
Odp. b) a+b+c + bd-\-be—mn—mp—rs+rt; C 65a,—
— 177+177?; d) p2+g-; e) 717+96«— 1.4A+70C.
115- W nastepujacych wyrazeniach algebraicznych
wzig¢ za nawias czynniki wspolne:
a) 5a+bb.
rozwigzanie:
5a+bb—b(a+b).
b) 5x+by—2o0;
rozwigzanie:
5®-t-by—20=5(®+y—4).
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C) 6a+6A+6¢c+30.

d) 85am—>5lam— 1lbm+5\bm -f-17m.

e) ap #*mp+np—gp—p+pl

f) 3[a—b)+ (M—n) (@—b)+ (—3) [a—b).

g) lx +nx—mx+x + [m—1)®+®2

h) pm—pn—gm-\-gn;

rozwigzanie:

pm—pn—gin +gn =p(m—n)—g(m—n) —[p—g) (M—n).

li) ad+bd + ce—ae-\-bf—cf+af-—cd—be.

Odp. ¢) G(a+Zi+c+5); d) 17»i(2fl+2E£+ 1); e) (a+m+
n—y—I+p)p; f) m{a—b)\ g) ®(ll+ra+®);" k) (a+b—c)
{d—e+'f).

116. Znalez¢ iloczyn nastepujacych wielomian6w:

a) (a+b+¢) (a+b +o).

b) (a+b+c) (a+b—c).

O (a—b+c) {a+b—c).

d) (a+b+c) [a—b—oc).

e) (x—y) (x2+xy+y2).

f) (EG2—20+ ]) (Ra+ 2®-t~I).

0 @&+®a-t-®+1) (®—1).

h) @—x3+x32—xy3+i/) {x+y).

k) (3®s+2®ay-|-6®»/ad-7"3) (4®a—2xy+o0Yy2).

D [(2b— 1)az2-(4b2—2b+ l)a+8b3—Ab*] [(2b+ l)a—
—4&Za+ |l

Odp. a) a2+b2+c2+2ab+ 2ac +2bc; b) a2+ b— c2+2ab;
c) a-—Zr—c2+ 2bc; d) a?—Db2—c2— 2bc; e) ®3 —y3
f) &—®@+1; g) &—1; h) x*+if\ k) 12®s-2 x*y—
JF29RPla i-22®@y+4®y + 21?7/5 1) [Ab—1) a3— (1)As+
+ AbZ—2b)a'2+(32bi+ 8bs- 1 2b2—2b+1)a—32A5+ IGA«+
+Sb3—4b2

11T. Znalezé ilorazy wypadie z podzielenia nastepuja-
cychjednomianow:

. 60asOmsl
a ) - -
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by 3~ 7-
—984pF*r-
12p fr
— 11110 a*!Acsdm
d) - —ll«6¢
118. Upieosci¢ nastepujace ilorazy utomkowe:
1'ubij
a) 6l)u/jrnc
44pgn
b Himpn
(L'im2112)) (7p2<)
I mpyEmy)

119- Przedstawi¢ w innej postaci wyrazenia:

a) lza~bZ~'°d°.

b) 6r>i~h*pg°.

O xy-z~3a.

d) 18r3%F¥°.

156* , 6n4) Xip I1Sr3

Odp. a zxl ;b 5> ¢ T d Tg-

120. Znalez¢ iloraz jaki wypadnie z podzielenia naste-
pujacych wielomiandw przezjednomiany.

la + Th+e7c
a) 7
(2x— 71 p—"?p 15r— 811+ 3p(4x—Ry)
b)
P
ICa3— I7<»s6 + 24a6a
0)

4a

Odp. a) a+ 6+c; b) ix] c) ia-— 3ab+Sb-.

12 i. Jakijest iloraz nastepujgcych wielomiandw:
a) + —o0as2—25alb3: 4a—nbb.

b) X4—1:x—1.

O as—bh:a—bh. '

d) a5th' :a+h.

e) a4—274; a+bh.
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Odp. a) 4as+8aX + 5«X2 b) as+aje+a;+l; C as+
+dibXall3ab'i+bi\ d) «4—aF>+ax2—ab3+b4; €) a3—

—ad-\-ab2—hb3
122. Przyktady na potaczone dziatania dodawania,
odejmowania, mnozenia i dzielenia ilosci algebraicznych:
a) 2Gxy— (9a—%) (5«+2i/)—(4y—3*) (15aj+4y).
b) (3«—stf) (4a—3J)—(2a-5¢c) (sa—IlcZ)—(37cc?—s «c)].
O (3a3—2aj2 + aj— 1) (5aj—4®—1) — (\5x*-—12aj3+
+ 3»—aj—1) @—1).

MNou— UL NUJTWI - U
Odp. a) 0; b) I13ad; c) 5g*—5ak—3aj2+3aj; d) 1; e) 3;
f) a+b.

Do rozdziatu I11.

125. Fiezyklady na réwnania stopnia pierwszego z jedng
niewiadoma,

1. Rozwiazac nastepujace réwnania:

a) aj+(3a+5£—7c)=4a+3Z>—A4cC.

b) ax+bx—cx=d.

&) (x4-2) : (20—a)= (al+ 20) : (46—aj).
f) (m—a) (—x)=(p+X) (x—a).
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rozwigzanie:
w (Janem réwnania zniéstszy mianowniki mamy:

6®—2= (J/3®+ 1) C(/3®—1) (a),
druga strona réwnania («) wyobraza nam summe dwoch
ilosci pomnozong przez ich roznice, co rdwna sie réznicy
kwadratéw, mamy wiec:

([/13®+1) (I/3®"-I) = 3®—1,

co podstawiwszy w réwnanie a zamiast drugiej strony,
znajdziemy:

6®—2=3®—1,
czyli:
6®—3®=—1+ 2,
3®—1
% X X X X X X 1 X 1
i 3 4 5 ] 7 8 9 10
a—U aZt+is i2
K aLF—g)T """" a” 2b a
D neRriomx
q+x  gq+x
1—2x 4—5x T
m) - j --mmmeeee - = -3

n) m2— Mx—nN-—nx..

Odp. a) x=a—2%+3c: b) ®=—~—": ¢) X—cPb2—

at+to—c
_ . - mn-bpq
~(a+b)\ d) ®=2&il|; e ®&==7; f) x—m+ntp_q
hy ®=1|M; k) x—a—b; 1) x= “'V|“—,1 m) x=A\
n) x —m-\-'n.

2) Do pewnej liczby dodawszy 12, otrzymuje 49. Py-

tanie, jaka jest liczba szukana?
Odp. ®=37.



3) Do jedenastej czesci pewnej liczby dodawszy 13J,
otrzymuje lofj. Jakaz jest liczba?

Odp. x —I\.

4) Jakaz liczbe mnozyé wypada przez 12, aby doda-
wszy do iloczynu ztad powstatego 34, za$ summe podzie-
liwszy przez 56, otrzymac na iloraz 78?

Odp. ®=3618.

5) Pewng liczbe pomnozywszy przez 7, otrzymuje toz
samo co do tejze liczby dodawszy 7. Jakaz jest liczba?

Odp. «=1If. (

6) W pewnej szkole cztero-klassowej jest uczniéw 123:
w drugiej klassie jest 04 uczniow wiecej niz w pierwszej,
w trzeciej s ucznidéw wiecej niz w drugiej, w czwartej 3
uczniéw wiecej niz w trzeciej. Iluz jest uczniow w kazdej
klassie?

Odp. W pierwszej kl. 23, w drugiej 27, w trzeciej 35,
w czwartej 38,

7) W Petersburgu w potowie zimy noc dtuzsza jest o 13
godzin niz dzien. llez tedy jest godzin dnia a ile nocy,
oraz o ktdrej godzinie storice wschodzi i zachodzi?

Odp. Noc trwa godzin 18 minut 30, za$ dzien godzin 5
minut 30; wschdd stonca jest o godzinie 9 minut 15 z rana,
zachod o godzinie 2 minucie 45 po potudniu.

8) W pewnym ogrodzie znajduje sie drzew i krzewow
w ogéle sztuk 51: sg tam jabtonki, drzewa gruszkowe
i wisniowe, krzaki agrestu i porzeczek; drzew jest wiecej
0 5 sztuk niz krzewéw, drzew wisniowych jest mniej o0 3
sztuki niz jabtonek, za$ o2 sztuk wiecej niz drzew grusz-
kowych, krzakéw agrestu jest o 7 sztuk mniej niz krza-
kow porzeczkowych. llez jest drzew i krzakdw kazdego
gatunku?

Odp. 12 jabtonek, 7 drzew gruszkowych, 9 wisniowych,
8 krzakéw agrestu, a 15 porzeczek.

9 Powierzchnig ziemi dzielg na 5 paséw: jeden goracy,
dwa umiarkowane i dwa zimne; kazdy pas umiarkowany
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zawiera  gorgcego, za$ kazdy zimny pas  umiarko-
wanego. Jakaz jest powierzchnia kazdego pasa, gdy po-
wierzchnia ziemi zawiera 9288000 mil O ?

Odp. Pas goracy zawiera 3697661 , kazdy z umiar-
kowanych po 24115187*, za$ kazdy zimny 383650350
mil

10) Mam trzy naczynia: dwa mate ijedno wieksze; je-
dno z matych zawiera w sobie tylko drugie tylko
wiekszego; naczynie drugie napetniam wodg i przelewam
ja do naczynia pierwszego, to napetnie je, ijeszcze w dru-
giem naczyniu zostanie mi 10 kwart. llez kwart zawiera
w sobie kazde z trzech naczyn ?

Odp. Naczynie pierwsze zawiera 90, drugie 100; trzecie
480 kwart.

11) Jak wielki jest kapitat, ktory w koncu roku wraz
z procentem wynosi Rsr. 6290 kop. 90, przy stopie pro-
centu 42 - ,

Odp. Rsr. 6020.

12) Kto$ bedac obowigzany zaptaci¢ pewien kapitat za
rok, spiaca go dzisiaj, i po odtragceniu eskonty liczagc 9£
od'sta, zaptacit Rsr, 1538£. llez byt rzeczywiscie winien?

Odp. Rsr. 1700.

13) Kapitat Rsr. 9728 rozdzielony ma by¢ pomiedzy
trzy osoby A, B i G w stosunku ich wieku: osoba A ma
lat 36, osoba B 24, osoba C 16. llez przypadnie na kazda
z trzech os6b?

Odp. Osoba A dostanie Rsr. 4608, osoba B Rsr. 3072,
za$ osoba C Rsr. 2018.

14) Pewnego owczarka pytano, ile ma owiec w swej
trzodzie, ten odpowiedziat: gdybym miat szes¢ razy tyle,
nadto: 8, | i§razy tyle ile ich mam, ijeszcze jedne owce,
tobym miat 100 sztuk. llez byto owiec w trzodzie?

Odp. 12.

15) Ostatnia cyfra z lewej strony, pewnej liczby sze-
Scio-cyfrowej, jest 1; przeniostszy te jedynke na pierwsze
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miejsce z prawej strony, nowa liczba szeSciocyfrowa tym
sposobem otrzymana, jest trzy razy wiekszg od danej.
Jakaz jest dana liczba?

Odp. 142857.

16) Liczbe moich lat mnozgc przez f, do tego dodajac
f, summe ztad powstatg dzielgc przez 88, a od ilorazu
odejmujac otrzymuje \. llez mam lat?

Odp. 30.

17) Pewna matka jest obecnie sze$¢ razy starsza od
swej corki, lecz za piec lat bedzie tylko 3£ razy od nigj
starszg. llez ma lat matka?

Odp. 30.

18) Kupiec ma pewng ilo$¢ towaru: sprzedajgc funt po
Rsr. 2 kop. 20, ma na catym towarze zarobku Rsr. 20;
gdyby sprzedawat funt po Rsr. 1 k. 50, stracitby Rsr. 10.
llez funtow towaru posiada kupiec?

Odp. 42-] funtéw.

19) Powietrze atmosferyczne sktada'sie z czterech cze-
§ci azotu iz jednej czeSci kwasorodu. llez jest kazdego
z tych pierwiastkow w pokoju dtugim 14, szerokim 12
i wysokim 7| tokci?

Odp. 252 stép kubicznych kwasorodu i 1008 stép ku-
bicznych azotu.

20) Cynober skfada sie z dwoch pierwiastkow: z siarki
i merkyryuszu, w taki sposob: ze na siedm czeSci siarki
idzie 44 czesci merkuryuszu. llez merkuryuszu otrzymac
mozna z 5 funtéw 18” tutéw cynobru?

Odp. Funtow 4 lutow 26.

21) Z Moskwy wystano do Odessy kuryera, ktéry na
godzine jedzie 1" mil; w pottory godziny wystano dru-
giego Kkuryera zeby pierwszego dogonit robigc 'm§ mil na
godzine. W ile godzin i wjakiej odlegtosci drugi kuryer
dogoni pierwszego?

Odp. W &£ godzin, w odlegtosci s| mil od Moskwy,



124. Przyktady na réwnania stopnia pierwszego z dwo-
ma lub wiecej niewiadomemi:

1)  Znalezé wartos¢ dla niewiadomych z nastepujgcych
réwnan:

a) x+y=6¢2,
X—y = 4444,

b) x +j\y =11,
y— i3«=6i.
4x+ 81

©) IOy-17: '
12x+97 _
15%-17

a

X+a+-—=1+na
1 1
e) - —M-m,
X y
1 1
--------- n.
y X

t) QIE a—b~ alb*

atb'a—b a—b
g) 0,077®=0,66"—2,1516,
0,05by=0,08®4-0,0842.
h) f®@—4|=7|y—10]i,
24,6—I|®H-7~y=31f|.

13+ X 3x—8

k) —-t—"-é X+y-H,
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306a3+ 324a24—1015a62—81063 1 _ 1
120a6(3a-+-26) [la-t-tibjxy (3a-1-26jy  (7a+b‘6)y;
1026a4—393a2;2—430&4  7a2—662__ 3a2—262
120abxy X y

n) 3®—57+4z=5,
X+2y—3a= 2,
AX-\r3y—z=>7.

0) I+y+1=258,

"+1=296.

p x—y+z=G
3|«—4|y + 5fa—32,
10|« —9|y 4-113=71.
g (c+a)x—(c—a)y=2bc,
(@» -c)s—(b—c)x=2ab,
(a+b)y—(a—b)z=2ac.
N yz+xz+xy= (xyz,
yZ 4-2XZ —3Xy ——4xyz,
3yz—2Xz+ Xy—ixyz.

) w¥y 3P4
2
2\-\z oy¥dz "3

222 B _ft
Sy+% 'kx+'y
t) X —2y-\-3z—4%——10,
—5*4-% —72,4*8m= 18,
9x—10%—112z4-12m=4,
—13a:4-14?/ + J5z—16w=—A4.

Algebra, Czes$¢ I. 10



Uy 18£+217=105,
3£a:+4f3=317,
5z+6°m=741,
7$wss = 835.

W) 0,12a—0,23y+0,342=2,071,
0,45y—0,562+0,67w=—8,044,
0,782—0,89w+0,877=9,560,
0,65W—0,43a; + 0,21y=—4,881.

* 54{+74 =800

X, V+ 2 1'=9144

5

-t -+ —+ - = 1744,
9 11 13

7

z u
G Il ue
9 11 13 15

y) Xx+ij+z+t+u=a,
X+y+z+t+v=h,
X+y+z+u+v—c,
X+y+t\-u+v=d,
XA-z+t+u+v=e,
y+z+t+u+v=f,

Z) yztu+ Xxztu+ Xxytu + xyzu + xyzt= xyztv,
yztv + XzZtv+ Xytv+ xyzv + xyzt—xyztv,
YZUV + XZUV+XYyUV+XyzV+ XyZu=Xxyzuv,
ytuv+ xtuv+ xyuv + xytv + xytu= xytuv,
ztuv+ xtuv + xzuv+xztv+ xztu=xztuv,
ztuv -\-ytuv -\-yzuv -\-yztv -{-yztu—yztuv.

Odp. a) £e=5G78,y==12;i4; b) x=G5,*=ss;



n) x—I, ?/=2, z=3; 0) cc=315,y—630, z—945; p) x —2,
y=4, z=38; () =%-c— y—a+c—b, z—a+b—c;
Nx=i,y=I,z= s)a=Ily=2,2=3; t) x=1,y=2,
z=3, w=4; u) ai=30, 7= 20, z=42, w=72; w) £C=0,1,
?/=:—2,3, z=4,5, u——=6,7; x) x = 315, y = 3465, z==9009,
m= 6435; y) czynigc a+b+c+d+e+f=s, otrzymamy
X—s—f, y=\s—e, z=\s—d, t={s—c, u=\s—b, v=As—a,
7) x=5, y—5,z=5, t~ 5 m=5, w=5.

2) Jakiez sg dwie liczby, ktoérych summa 857142, za$
'rdznica 571428 wynosi?

Odp. Wieksza 714285, mniejsza 142857.

3) Pewien chtopiec méwit do swego towarzysza: daj mi
z twoich orzechéw 5, to bede ich miat trzy razy tyle niz
ty; nie, odpowiedziat tamten, ty daj mi raczej 2 oi-zechy,
to bede miatl pie¢ razy wiecej od ciebie. llez orzechow
miat kazdy?

Odp. Pierwszy 4, drugi s.

4) Znalez¢ utamek, ktéryby byl rowny co do wartosci
gdy tak do licznika jako i do mianownika dodamy po
jednosci; ” gdy tak od licznika, jako i od mianownika
odejmiemy po jednosci?

Odp. fe

5) Dwie osoby A i B dajg na pewne przedsiebiorstwo,
ktére zapewnia 72% rocznie, razem kapitat Rsr. 10000:
osoba A pozostawia swoj kapitat rok jeden, miesiecy trzy;
osoba B swoj kapitat odbiera po dwdch latach, jedenastu
miesigcach; wiemy nadto, ze zysk osoby A réwny jest
zyskowi osoby B. |llez kazda z dwoch oséb miata ka-
pitatu?

Odp. Osoba A miata Rsr. 7000, osoba B Rsr. 3000.

G Gdy podziele jedne z dwoch liczb przez druga,
otrzymuje iloraz a—bz i reszte b+ b4: dzielagc znowu druga
liczbe przez pierwsza, znajduje iloraz b—azireszte a-f a4
Jakaz jest kazda z dwaoch liczh?

Odp. x—a2-~b;y~a+b2
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7) Sa dwie liczby trzycyfrowe, ktérych summa powie-
kszona jednoscig daje 1000; napisawszy te dwie liczby
obok siebie, mianowicie, mniejszg z nich po wiekszej,
otrzymuje liczbe szeScio-cyfrowg sze$¢ razy wieksza, od
tej liczby szeScio-cyfrowej, jakabym otrzymat piszac
wiekszg z liczb danych po mniejszej. Jakiez sg dane
liczby?

Odp. 857 i 142-

8) Ojciec moéwi do syna: siedm lat temu bytem siedm
razy starszy od ciebie, za$ za trzy lata bede trzy razy tylko
starszy od ciebie. llez ma lat ojciec a ile syn?

Odp. Ojciec ma lat 42, syn 12.

9) Kupiec, weksel na pewng summe, platny dopiero za
trzy miesigce, spiaca dzisiaj, i po potragceniu eskonty od
sta, zaptacit za niego Rsr. 3523|; drugi kupiec sptaca
takze dzisiaj weksel ptatny dopiero po jedenastu miesig-
cach, a po zeskontowaniu go przy tejze samej co i pier-
wszy stopie procentu, ptaci Rsr. 3319|. Na ilez rubli byt
weksel kazdego z kupcéw, i przy jakiej stopie procentu
weksle eskontowano?

Odp. Kazdy weksel byt na Rsr. 3600, a eskonta roczna
wynosita Rsr. 8"%.

10) Dwie liczby sg w stosunku 3 : 5: dodawszy do pier-
wszej 10, a od drugiej odjgwszy 10, nowe liczby ztad po-
wstate majg sie do siebie jak 5 : 3. Jakiez to sg liczb}'?

Odp. 15 i 25.

11) Dwa ciata sg od siebie oddalone na stép d: poru-
szajac sie predkoscig jednostajng naprzeciw siebie, spoty-
kaja sie ww sekund: biegnac za$ ztaz samg predkoscia
wjedne strone, spotykaja sie wn sekund. llez stop kazde
z ciat przebiega na sekunde?

Odp. Jedno na sekunde przebiega - ~* +7) > drugie
di1 iv
U™ “ n)B8toP-
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12) Jakiez sg dwie liczby, ktdrych summa, réznica i ilo-
czyn sg w stosunku 5:1: 18.

Odp. 9is.

13) Liczbe 96 podzieli¢ na trzy takie czeSci, azeby
pierwsza z nich podzielona przez druga, data na iloraz 2
i reszte 3; za$ zeby cze$¢ druga podzielona przez trzecia,
wydata na iloraz 4 i reszte 5.

Odp. 61, 29, 6.

14) Trzy miasta: A, B i C, nie lezg na jednej linii pro-
stej: z A przez B do Gjest 82, zB przez Cdo A 97, za$
z Cprzez A do B 89 mil. W jakiejze miasta A, B i Csg
od siebie odlegtosci?

Odp. OdAdoB37, odi?do C45, zas od Cdo A 52 mil.

15) Petna kadz wina zawiera w sobie 465 kwart i 532£
litrbw francuzkich: potrzeba 31 kwart i 142 litrow frau.
do napetnienia \ czesci kadzi. llez kwart zawiera w sobie
kadz, oraz wjakim stosunku jest kwarta wzgledem litra?

Odp. Kadz zawiera 930 kwart, za$ kwarta z litrem sg
w stosunku 62 : 71.

IG) Krawiec zrobit trzy suknie tej samej wielkosci: na
drugg z nich uzyt 3 tokcie sukna wiecej niz na pierwsza,
bo'sukno bylo wezsze o 1£ tokcia; na trzecig wyszto su-
kna 4 tokcie mniej niz na druga, bo sukno byto o| tokcia
szersze niz na drugiej. llez sukna ijakiej szerokosci wy-
potrzebowat krawiec na pierwszg suknie?

Odp. 9 tokci sukna szerokiego na s ¢wierci.

17) Zrobiono pewng ilo$¢ aliazu z czterech metali, mie-
szajac je wstosunku 1: 3 :5:7; dodawszy do aliazu tego
2| razy tyle nowego aliazu z tych samych metaléw, lecz
w stosunku odmiennym pomieszanych, otrzymujemy aliaz
w ktorym metale dane sg w stosunku jak 3:4:5:6.
W jakimze stosunku byty metale w aliazu ktéry dodano?

Odp. W stosunku jak & : 9: 10 : 11.

18) Kiedy zegar wskazuje godzine 12, natenczas wska-
zéwka minutowa przykrywa godzinng. Pytanie, olktérej

10



godzinie wskazowki sie zejda powtérnie, i gdzie schodzi¢
sie bedg nastepnie.

Odp. Powtorne zejscie sie wskazowek jest o godzinie 1
minut 5j5 , nastepne za$sg: 0g.2m.10™, 0g. 3 m. 16",
09.4 m.2lyj, i tak dalej w ciggu 12 godzin jest 11 miejsc
zejScia sie wskazOwek; a miejsce kazdego nastepnego
zejscia sie, otrzymujemy z poprzedniego, dodajac do niego
godz. 1 min. 5~.

19) Powiekszajgc podstawe pewnego prostokata o 2 ar-
szyny, a zmniejszajac wysokos¢ jego o 3 arszyny, zmniej-
szamy powierzchnig tegoz prostokata o 48 arsz. kwadra-
towych; jezelibySmy powiekszyli podstawe o 3 arszyny,
za$ wysoko$é zmniejszyli o 2 arszyny, natenczas powierz-
chnia prostokata powiekszytaby sie o e arsz. kwadrat.
Jakaz jest podstawa i wysokos$¢ danego prostokata?

Odp. Podstawa zawiera 30, wysoko$¢ zas 24 arszynow.

20) Sa dwa gatunki monet, ztote i srebrne: dwie sztuki
monety ztotej dodane do pieciu sztuk monety srebrnej,
czyniag Rsr. 15; za$ 18 sztuk monety srebrnej, czyni o Rsr. 3
wiecej niz trzy sztuki monety ztotej. Jakaz jest wartos¢
w rublach srebrnych jednej sztuki tak ztotej jakotez i sre-
brnej?

Odp. Moneta ztota warta Rsr. 5, srebrna za$ Rsr. 1.

KONIEC CZESCI PIERWSZEJ-

'vSi.3/
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