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jego stykała się z płaszczyzną podłogi. Podłoga bę-

dzie wywierała -na poszczególne nieskończenie małe

elementy podstawy nieskończenie małe reakcye. Wszy-

stkie reakcye będą równoległe i zwrócone pionowo w

górę. Posiadają one wypadkową, która jest do nich

równoległa, a więc zwrócona też pionowo do góry i ró-

wna ich sumie. Z góry nie wiadomo jednak, gdsie ta

wypadkowa jest przełożona. W każdym razie punkt jej

przyłożeni-a musi leżeć wewnątrz podstawy i tylko w

granicach tej podstawy może zmieniać położenie. Je-

śli naciśniemy np. z góry na lewą część prostopadło-

ścianu, to punkt przyłożenia wypadkowej przesunie

się w lewo. Gdy prostopadłościan zaczyna obracać się

dokoła jednej z krawędzi podstawy, to ten punkt przy-

łożenia zajmuje położenie krańcowe na owej krawędzi..

27• Przykład. Prosty, kołowy stożek, o wysoko-

ści = in i kącie u
: I"' -

I M j, «•% jm. «kri% r-r ,*v l"s J*± 1

I RYS. 24.

wierzchołka «/<W opie-

ra się podstawą CJD

o gładką pionową ścia

nę» Wierzchołek stoż-

ka jest połączony ze

ścianą przy pomocy

sznura A/7. Wyzna-

czyć największą dłu-

gość sznura* przy



rej równowaga jeszcze jest możliwa*

Na stożek działają następujące siły: siła cięż-

kości Cl , przyłożona w środku ciężkości *2 stożka

/który jest odległy od wierzchołka o 3/4 wysokości

stożka/, naprężenie sznura, przyłożone w wierzchołku

stożka A i reakcya ściany na podstawę stożka skie-

rowana poziomo• Punkt przyłożenia tej reakcji leży

między punktami C i D , nie jest jednak z góry

wiadomy•

Ponieważ na stożek działają 3 siły, więc warun-

ki równowagi wymagają, aby przechodziły one przez

jeden punkt. Dajmy na to, że sznur leży na tworzą-

cej AC stożka. Wtedy linia działania siły, przy-

łożonej w A , przecina się z linią działania siły

Gl- w punkcie J/ i przez ten sam punkt musi przecho-

dzić linia działania reakcyi ściany. Jeśli koniec

sznura będziemy przywiązywali coraz wyżej nad C t

to punkt przyłożenia reakcyi ściany będzie się podno

sił, a wraz z tem długość sznura będzie wzrastała*

Jednak punkt przyłożenia tej re&kcyi nie przejdzie

po za punkt C t.j* po za najwyższy punkt podstawy

stożka. W tym razie sznur będzie wiąc posiadał naj,

większą możliwą długość, którą należy wyznaczyć*

Oznaczmy kąt między sznurem* a poziomem przez

. Wtedy będzie AF*T£~r -r Trzeba jeszcze wyrazić
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w funkcyi znanych wielkości. Z trójkąta

mamy: t&^=§§~ >~~ a ż e 'BsfmCJ* * A S ~ ' ł A

wiec:
CB z trójkąta ABC jest równe A. Cg TT , więc

l a stąd i z aj wypada i^S
W przypadku szczególnym, gdy kąt /̂<%-= 9O° \ to

Równowaga Likład^uciaż^ lUech będzie układ,

złożony z ciał A,ByCy . . . . i niech na te ciała

działają pewne siły J%, Ę^Jf P . . ; - , , tworzące układ

. płaski* Wiadomo, że każda s i ł a pochodzi od jakiegoś

ciała . Jeś l i dane s iły pochodzą od c i a ł , nie należą-

cych <io układu, to nazywać je będziemy siłami zewnę-

trzjfienif Prócz tych działają też na układ siły, wy-

wierane przez ciała, należąca do tego układy i ;te si

ły nazywać będziemy węwn.gtrznemiv

Siłą wewnętrzną będzie więc np, reakcja ciała

A na B t lub £ na C i t . d .

^Niech;.będ.ą Z ̂ iitąby AB i 3C' > połączone ze .*

sobą za pomocą luźnego przegubu i zawieszone wolnemi

końcami na hakach, wbitych w nieruchome ściany. Ma

/układ, złożony z tych dwuch sztab działają siły na-

stepujące:

1/ Siła ciężkości pręta AB . Jest to s iła ze-

wnętrzna, gdyż pochodzi od ciała nis należąc-egoi'do

MECHANIKA - STATII6. - AEKIJS2 VI.



- 82 -

do układu /mianowicie od zie-

mi/* 2/ Reakcja haka na pręt

AI3. Jest to również siła

zewnętrzna bo wywołuje ją hak

3/ Siła ciężkości pręta J3C* i

4/ Reakcya haka na pręt JBC *

Te dwie ostatnie siły są rów-

nież zewnętrzne, na tej samej nasadzie, co dwie pi&rw

sze* f)/ Sztaba AB wywiera pewną siłę na sztabę MC

w przegubie JB i 6/ Taką samą siłę wywiera J3C na

A C . Te siły są wewnętrzne, bo pochodzą od ciał,któ-

re należą do układu.

Niech będzie znów układ, złożony z ciał A93^C^^

na które działają siły zewnętrzne i wewnętrzne, leżą-

ae w jednej płaszczyźnio* Układ jast prżytem w równo-

wadze i każde z ciał układu jest również w równowadze,

Z tegp wynika, że np. siły, działające na ciało A są

r równowadze, zatem auma rzutów tych wszystkich sił

na dowolny kierunek i suma momentów względem dowolne-

go punktu są zerami* To samo dotyczy ciał J?*(?9 - -. *

Weźmy jakąś prostą X i wyznaczmy sumę rzutów

na nią wszystkich sił, działających na ciało A

Suma ta będzie zerem* Tak samo suma rzutów na tę pro—.

stą wszystkich sił działających na ciało JE? będzie

serem it.d. Wyznaczając w ten sposób sumy rzutów sił,



działających na wszystkie ciała układu otrzymamy tyle

równań ile jest ciał w układzie, a dodając te rcwma-

nia, otrzymamy po lewej stronie sumę rzutów ?.'szyst-

kich cił działających na układ i ta suma jest zerem*

Alt siły wewnętrzne występują zawsze parami, siły, nar

leżące do każdej pary są równe i odwrotnie, a zatem

suma ich rzutów jest zerem* Z tego wynika, że z owej

sumy rzutów odpadną rzuty sił wewnętrznych i zostanie

tylko suma rzutów sił zewnętrznych i ta jest równa

zeru*

A więc warunkiem równowagi układu sił j est,aby

suma rzutów wszystkich sił zewnętrznych na dowolny

kierunek była zerem*

Tak samo możemy dowieść, że suma momentów wszyst-

kich sił zewnętrznych względem dowolnego punktu musi

byó zerem»

Z tego wynika, że gdyby te siły zewnętrzne dzia-

łały na jedne ciała sztywne, to byłyby w równowadze.

Dlatego też mówi się, że gdy układ jest w równowadze,

to siły zewnętrzne równoważą się same przez się*

Do'tego samego dojść można na innej jeszcze dro-_

dze,. wprowadziwszy nowy aksyomat statyczny•

Mfuny układ ciał sztywnych, pozostający w równo-

wadze* oprowadźmy do tego układu nowe połączenia, tak.

aby układ został usztywniony, t*j. aby utworzyło się
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jedno ciało sztywne. Otóż aksyomat ów głosi, że połą-

czenia te nie sakłóoą równowagi, A"by udowodnić,opie-

rając się na tyra aksyomacie twierdzenia o warunkach

równowagi układu, załóżmy, że na układ złożony z

ciał A,JBfC,... działają siły zewnętrznej,^ •-•• i

jest on w równowadze, Przypuśćmy, że układ ten zo-

stał usztywniony i zamiast ciał A,B9C3.-. mamy tylko

jedno oiało sztywne, na które działają siły^f,^ •-• •

Na zasadzie nowego aksyomatu, oiało to jest w równo-

wadze, a zatem suma rzutów sił Ę, Jf, . • . • na każdy

kierunek i suma ich momentów wzglądem każdej prostej

jest serem.

Gdy mamy układ ciał sztywnych, to jak dowiedli-

śmy, warunkiem równowagi jego jest, a"by siły zewnę-

trzne nań działające równoważyły się same.przez się.

Jest to warunek konieczny, ale nie wystarczający.

Moana łatwo wskazaó przykład, kiedy warunek ten jest

spełniony, a mimo to równowaga nie istnieje. Niech

np. układ składa się z dwuch kul, leżących na podło-

dze, Przyłóżmy do jednej z nich siłę P , a do dru-

giej siłę -/^ , Te dwie siły zewnętrzne równoważą

się, lecz kule, pomimo to, zostaną wprawione w ruoh.

Wystarczającym warunkiem równowagi układu ciał

jest, aby równoważyły się siły działające na każde

ciało zosobna,
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29,M Przykłady,. 1/ Ha stole ustawion} j«'..:-. pro-

sty kołowy cylinder /MYS2&/ wewnątrz próżny, o pro-

mieniu J? . Bo tego cylindra włożono dwie kule jed-

nakowe, przycsem promieil każdej z nich =2^ t ciężar

zâ j każdej .«• ̂  , Jaki

powinien byó ciężar

cylindra, aby ten nie

został przewrócony,

Na cylinder działają,

1/ ciężar P na osi,

2/ reakcye *^ i Ą kul

dolnej i górnej i siły

te s ą p o z i oine^ i wre &;: -•

cie 3/ reako/a &tołu

MYć.acr. pionowa,

Biorąc rzuty na kierunek poziomy, otrzymamy

ij,»» <? ^ skąd ^ W^J * JSt ,• -—' - Ponieważ siły

<% są równe, odwrotne i nie leżące na jednej xj.ro-

stęj, więc tworzą parę. Moment tej pary jest równy

£8tt"6oa*ł gdzie -** oznacza kąt ĄC^A , $a oylinder

prócz reakcyi stołu działa siła JF> i para 0 , Wyana-

ozmy wypadkową tej siły i tej pary. Wiadomo, że bę-

dzie nią siła równoległa do J* i odległa od niej c

0.^wcy/^_ ^ a y<5vmowagi jeaft konieczne, aby



ią wypadkową równoważyła reakoya podłogi. Ta ostat-

nia nie'może wyjść po sa granicę podstawy * inneini

słowy odległość jejodtsi nie może byó wi-ęŁsza od

a "zatem w przypadku skrajnym

Jest bo najmniejsza wartość siły <P » Wyznaczymy je-

szoze"'reakoya ^ # Ha kulę górną d&iałają 3 siły:

SyQ\ reakcja kuli dolnej, działająca na prostej tyty

Siły to *rĆ7fnoważą się, a więc suma i cli momentów

względem każdego punktu jest zerem*

Weźmy sumo momentów względem punktu (% f otrzyma

my : - & 2Z*COĆV>-+Q.. '&%* #J?i<$~ o s skąd &=

Podstawiając te wartości w {tj znajdziemy

Trzeba jeszcze w tym wzorze zaetąpió -v> przez znane

wielkości. Z trójkąta QA 0^ mamy

wfięc ostatecznie

Taki powinien "byó o ona j mnie j ciężar cylindra.

Gdy wyprowadzimy jakie ogólny wzór mechaniczny

i clić«iny sprawdzić, czy przy tem wyprowadzaniu nie

popełniliśay błędu, to możemy dokonać tego przez sto

sowaiiie otrzymaaego wzoru ogólaego do wypadków szcze

gólny <ńi$ możliwie najprostszydh«
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Jeśli wynik jest v zgodzie z bezpodre.dntem rta~

szeia do świadczeniem s to możemy eię spodziewać, ze

błędu nie zrobiliśmy* Nie upoważnia to nas jednak do

zupełnej pemiości*

Postąpmy w taki sposób w naszein zadaniu i wyko-

najmy dwie próby. Załóżmy najpierw^ że średnica kuli

£T* ** średnicy cylindra £J? m Możemy powiedzieć,

że w. tym wypadku-równowaga będzie zachowana saraa

przez się, gdyż jedna kula będzie się znajdowała pio«

nowo nad drugą, skąd wynika, że najmniejszy potrzeb-

ny ciężar cylindra, jak i reakcya ć? są serami9

Istotnie, czyniąc powyższe założenie we wzorach / & /

i /ry czyli podstawiając ir~o \ J*~J? otrzymamy:

3* o $ P* o .

Weźmy teras inny przypadek szczególny, mianowi-

cie załóżmy, że Jj* = £T>*—• 1 tym razie jedna kula

będzie leżała około drugiej i równowaga będsie za-

chodziła sama przez się, t*j, że najmniejsza wartoś3

9 jak i 5 są serami, Ponieważ w tym wypadku

SO^i wigc z /^/ i /^/znajdujemy £~<*° yJ^^-61

Otrzymaliśmy więo wyniki sprzeczne z przewidy-

waniem.

Czy jednak stąd można wnioskować, że zadanie zo-

stało źle rozwiązane?

Zostawimy to pytanie oUwartew*
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11/ Sztaby A2? i CD , osadzone w nierucho-

my on zawiasach A i ć" są połączone przegubowo sata-

bą 13JD , Sztaby są lek-

kie t to zn6 ciężaru ich

nie będziemy brali w ra~

• chubę* X którym punkcie

Bztaby^-^? należy zawie-

sić ciężar, aby równowaga

była zachowana?

Zwróćmy uwagę na układ,

złożony z 3 sztab danych,

Siły zewnętrzne, działające na ten układ są następu-

jące; ciężar zawieszony na JUD , reakeya podłogi„'

działająca na A £ w zawiasie A , reakeya podłogi,

działająca na CD w zawiagie C a Siły te mussą się

równoważyć., a zatem muszą przechodzić przez jeden

punkt.

Trzeba więc wyznaczyć kierunki reakcyi aawias

A i C i przez punkt przecięcia tych kierunków,

przeprowadzić pion, który będzie linią działania cię-

żaru, zawieszonego ną sztabie BD.

Wogóle niewiadome z góry, jakie kierunki mają

reakeye zawias, tu jednak mamy do czynienia z wypad-

kiem prostym, w którym kierunki te dadzą się łatwo

przewidzieć. Zwróćmy uwagę na sztabę AJ3, Działała
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na nią dwie siły: reakcya zawiasu A i reakcya szta-<

ty BD w przegubie J3 i te dwie siły muszą się rów-

noważyć* Lecz dwie siły mogą się równoważyć tylko

wtedy, gdy działają na jednej prostej, skąd wynika,/}

że linia działań tych. sił jest linia AJB/bo punkty

ich przyłożenia leżą na frej prostej/. Tak samo do--*

wiedsiemy, że reakcya zawiasu C musi mieć kieru~!

nek sztaby CD, Przedłużając kierunki nzt&b ABi CD

aż co przecięcia, znajdziemy punk.tj, przez "który na-

leży poprowadzić pion. Na przecięciu tego pionu ze

sztabą J9D znajduje się punkt £ t w którym nalerV

zawiesić ciężar.

III/ Trzy jednakowe sztaby, z których każda wa-

ży « kg, są połączone za po-

mocą przegubów, tworząc trćj-

kąt równoboczny A£C\ Zawie-

szamy ten trójkąt na kołku

•D # tak., a^7 opierał L,;.Q

TI ś r o %. n g 6 r n e j B a I ab j A C \

która aa położenie poziome.

Wyznaczyć reakcye w przegubach.

Zauważmy najpierw, że układ jest symetryczny

względem pionu BD t zatem reakcye w przegubach A

i C są równe, Wystarcza więc wyznaczyć tylko jedną

z nich. np, reakcye w A ..
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my uwagę na sztabę AS * £2, lała ją na nią

nas typujące s i ły : 1/ Siła ei^&koźci ŵ  # pr^yłożo

na w srodŁu tej sztaby$ i skierowana pionowo w dół*

%/ jieakoya y2* sstaby-^ć1", przyłożona w przegubie

^ » liarunKk tej reakcyi jnst nieznanyf rozkłada-

my ją na 2 sklartore: poaioną -̂ C i pionową ^ . 3/

Roakcya sztaby J^(^ w przegubie £ * Kierunek tej

reakcji da się z góry przewidzieć Reakcye sztab

7̂(7" na AB i ^ - ^ v&BC są równe i odwrotne, a po-

iiiewa& układ jest symetryczny wa^lędem pionu# prze w

chodzącego przez 2? $ wi^c obydwie te reakcje są

poziome* Oznaczymy je przea £ »

Ua sata*bę -^-^ dsiałają więc te 3 Biły i aby

one były w róvmowadze^ to suiua ich rzutów na dowol-

ny kierunek i suma momentów względem dowolnego punk-

tu musi być serem* Weźmy sumę rzutów na kierunek po-

ziomy. Znajdziemy odrasu, że Ę=3 ffj

Gdy snów weźmiemy rzuty na kierunek pionowy, to bę-

Wreezcie weźmiemy sumę momentów względem punktu

Gdy oznaczymy długość każdej sstaby przez <£ 9 to mo*

ment siły $ względem Ą będzie &<c. co& 3€t * , a mo-

ment siły Q wyniesie ^ £1 • -^ 6 Warunek równowagi

wymaga, aby &«^*ą*J0^<2^ = Q? skąd S ^

Biorąc pod uwagę ff/ i f&J atrzyicasj :



IV/ Trzy sztaby AB >&C i CJ) r^iiące się

tylko długościami, są połączone przegubami wpiirik-

tacłL B i C.

, Xt i ! A __|. i proporoy.oiialn»

do długości wync

B2:ą vyiQO Odpo*

wiorinio î <K . ,4 ̂

l̂ -€? , gdzie y4.

jest współczynnikiem proporoytfnalnoiioi i -cc3 ̂ >

^ oznaczają odpowiednio długości satab.

Ustawiamy te 3 sztaby tak^ aby tworsyły łinig

prostą i kładziemy Je na dwucłi kołkacli, położonych

na jednym poziomie* Jakie położenie należy &a3 koł-

kom względem sztaby aby równowaga była zachowana?

Oznaczmy odległość kołka lewego od przegubu

przoa 3Cj u zaś odległość kołka prawego od &

^2 • Ma układ sstab działają następujące siły: cię-

żary sztab, przyłożone w środkach ciężkości odpo-

wiednich, sztab i skierowane pionowo na dół^ reakcje

kołków, reakoye w przegubie. J? i C % Rozłóżmy reak-

cyę x przegubie 3 $ działającą na sztabę BC aa 2

składowe; poziomą i pionową i to samo zróbury i r&ak-



- 92 -

oyą w przegubie C , Składowe pionowe tych reakcyi
musaą równoważyć ciężar sztaby &(T t 4 j , , vi V- i oczy-
wiście każda z nish musi s ię równać ^ v

Zwróćmy dalej uwagę na sztabę AB\ Działają
na nią 3 s i ł y ; cuężar »/t<£ i reakoya kołka i reakcya
w przegubie 3 , k tóre j składowa pionowa fa~:2~

Te 3 s i ły muszą być w równowadzej. weźmy sumę
ich momentów względem lewego kołka. Otrzymamy:

Llf-xiJ=o> gtąd mamy o:xJ--CĆ^^<txi»C
-CL*

Wreszcie Xj = p ^£ * Analogicznie :
^ szczególnym przypadku, gdy -a

t o 3y--% •

' ROZDZIAŁ IV

0 T A R C I U ,

50. Teorya tarcia. Uważaliśmy dotychczas, śe

gdy 2 ciała stykają się, to wywołują tylko reakcyę

normalną do stykających się powierzchnia Zapowie-

dzieliśmy jsdnak, że uwzględnimy w przyszłości reak

cyę styczną albo siłę tarcia. Zajmiemy się nią obec

nie i zaczniemy od. pewnego prostego doświadczenia..

Ha płaszosyźnie' poziomej np. na stole leży ja-

kiś ciężki przedmiot np., płyta żelazna, Na płytę tę


