= 1341

D i 4, , nie naruszajac rdwnowagi. Chodzi o wy-
znaczenie te] odleglo$ci Zx . _
Oznaczmy naprezenie w sznurach przez & i §
Przy skrajnem polozeniu cigzaru Z , tarcie jest
catkowicie rozwiniets, a wigc.mozemy zastosowao
wzbr .di-;guexk;..'w.danym razie o =% , wige
:;-;gﬂe/¥u .. « .(%) . Poniewaz sztaba pozosta-
je w rbéwnowadze, wigc suma rzntéw sil 5 y o , &
i @ npa kazdy kierunek i siuma momentdw wzgledem
razdego punktu muszg byé zerami, Gdy weZmiemy rzu-
ty na:kierunek pionowy, ta otrzymamy !
-S;fﬁe?ﬁa . . ./2/ Suna momentéw wzgledem punktu
¢ bydzie : G G- Rx =0 L [3)
Podstewiajac w ()1 (3) wartosé S z /Z/) otray-
mamy S‘e/e’?-y-}’*é?. . . (#/,a takze Lgﬂ”"f/a—’;.i /7
Dzielae (&/ przez /4/ znajdziemy, po przeksztalce-
niu x= /P:DW"”- Vot . Jezeli z=2» , to mo~

e’”‘;!_
zZna zawieszaé cigzar 2 w dowolnym punkcie sztaby

wbwezas 4D=—§£/46ﬂ%g?f;{“—”

| RO0ZDZIAZL VI,

O PRZESTRZENNYM UKLADZIE SI%,

Rozwaimy teraz dziatanie na cials sztywne sil,

jakkolwiek skierowanych w przestrzeni.
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Rozpoezniemy od paru przypadkéw szczegdl-
nych.
39, Skretnik. Przypugdmy, ze uklad sil jest
- zYozony z jednej sily / #Z / i z jednej pary, kté-
rej moment /%2 / jest réwnolegly do sily /t.j.

ptaszczyzna pary jest do sily prostopadia/, Po-
niewaz moment pary jest wektorem swobodnym, wigc
poczatek A4 “jego mozemy obrad dowoinie, a_wiégg
np, W punkc{g przytozenia sity 2 . Taki ﬁklad.

sil nazywa siq skretnikiem. Usiluje on nadaé cia-

10 ruch $rubowy.

Gdy moment pary skretnika jest zerem, ‘to
riqtnik'sProwadéa sig do sily, a gdy sila skret-
nika jest zerem, to sprowadza sig on do parf, a
wige sita i para sa gzczegélnemz przypadkami
skretnzka ;

40, Inny uklad. Da;my na to, ze mamy uklad

ztozony z sity 2~ | przylozone] w punkeie 4 i z
pary, majgcej moment o. jakimkolwiek kierunku.
Obierzmy znowu poczatek tego momentu w punkcie
4 i oznaczmy kat, jaki tworzy moment z sils
przéz o . Dowiedziemy, ze taki uklad'dhié sigq

gawsze sprowadzié do skretn1ka.

Poyrowadémy w plaszczyénle wektordw M Jp
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prostg & , p‘rostopadla‘ do P i roz16smy 4 na 2
sktadowe w kierunku 2 i x . Te skladowe sg odpo-
wiednio réwne 2. coso i M sin ,

Zwréémy uwagq na (Mpsiza
{kp Skiladowa ta dziala w
ptaszeczyinie, przecho-

- dzgcej przez. p\lmktaA. i

prostoﬁadle;] do x , a
z tego wynika,fe M.sinx

'u
&
]

jest momentem pary,leza-

RYS. 46,

. cej w jednej plasgzczyi-
nie z sitsg P , a taka para i taka sila sprowa-
dzajg sig do jedne] .sily, ktéra lezy w te] same]j
plaszozysnie i jest odlegla od silty 2 o ﬂ=-ﬁ7;,’ﬂ‘—

W ten sposéb sprowadziligmy dany uktad do in-
nego, zXlozonego 2z éilyPi z pary, O momencie

M. cosx , ktbéry jest do sily réwn_olegly_, Mozna
przeniesé poczatek tego nomentu do punktu przyio-

zZenia sily, wéwozas otrzymamy skretnik c.b.d.d.

41. Redukcja uk¥adu. Niech bedzie jakie$ cia-
10 sztywne i przypudémy, ze dziaka narf uktad, zio-
sony z si} &, _}g_., F e e s . Uklad taki
moZna sprowadzidé do prostszego réinemi sposohami.

Obierzmy np. w przestrzeni dowolny punkt ¢



I

i dowolng plaszczyzne A . Dowiedfny, Ze uklad
powyzszy daje sig sprowadzié do jednej sily,
przylozone] w punkcie ¢ i do jednej sily /lub
jednej pary/ dzialajacej w plaszczyinie £ .
= Dajmy na to, Ze jedna
| . z s8i} ukladu np. 2 prze-
qla cina plaszozyne & w
a punkcie A4 . Polgaz:y
punkty 4 i O i ozna-
& : ., " czmy prosta przecigeia
B 227 ptaszozyzn P40 1 F
- przez z . Rozléimy si-

1q 2 na 2 skladowe w kierunku ¢4 ix i oznacz-
ny te skladowe przez & i A’", a nastepnie prze-
niedmy punkt przylozenia sily & do punktu ¢ ,
A zetem sile 2 rozlozylidmy na 2 sktadowe,z kté-
rych jedna jest poXoZona w plaszczyinie & , a
‘druga jest przylozZona w punkcie € . Tak samo
uczydimy z innemi silami uktadu, to otrzymamy z=
2il, polozonych w plaszczyfnie # 1 =z sil,
przyiozonych w punkcie_. ¢ . Wszystkie sily, przy-
Yozone w ¢ posiadaja zawsze wypadkows, ktéra
jest réwniez przylosona.-w '.(7 , za$ wszystkie si-

1y, dzialajace w plaszczysnie £ daja sig zawsze



sprowadzié albo do jednej sity albo do jednej
pary c.b.d.d.

“Inny sposéb upraszczania ukledu przestrzen~
nego jest nastepujacy: Przypudémy, ze sila »
praytozona w 4 jest jednsg 2 sil ukYadu. Obierzmy.
w przestrzeni dowolny punkt ¢ , ktéry nazwiemy
phnktem redukcji lub Srodkiem redukeji ukadu, -

Przyibzmy w tym ﬁunkciévZ‘sily réwne i odwfotne,

z ktérych kazda jest réwna i réwnoleégila do ~
Dana sita P i -/~ tworzg parg, ktérej moment
jest taki sam, jak moment silty 2 wzgledem U,
mozemy siec dang sile 2 zastapi¢ Przez te pare i
sile przyiozong w (. Postgpmy tak samo ze wszy~
stkiemi’ innemi sitami ukYadu, to otrsymamy z 'si
prZy?oioﬁych-w,lﬂ*i.n par.

Te n 8&it posiadejg 'sile %ypadkbwq; ktéra
oznaczymy przez Z , a 2 par majs zawsze parly:
wypadkowg, moment téj.estathiejfoznaGZymy przez

A . Jest to suma geometryczna momentéw pax
sktadowych:lub suma geometryczna momentdw sil

danyth wzgledem ¢ . A wigc calty uklad sprowa=-

dzilismy- do jednej eily i do jednej pary.c.b.d.d

Sita 2 nie .zalezy, ani pod wggledem wielko-

dci ani tez pod wzgledem kierunku od polozenia
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punktu 0 w przéstrzeni.-Jest to oczywiste, bo gdy |
) obierzemy punkt ten gdzieindziej, niz poprzednio,
to wskutek tego ani wielko§é ani tez kierumek sil
skladowych nie ulegng zmianie, a wige nie zmiseni
sie réwniez wypadkowa /2 .

- Inaczej jest z momentem A pary wypadkowej;
ten zalezy oczywiscie od potezenia punktu 0. |

Widzielidmy poprzednio, %e sita Z i para /A

gprowadzajg sie do skretnika, a wigc uklad sil da-

je sie zawsze sprowedzid do skretnika, Osig tego

skretnika jest prosta dzialania jego:-sily. Nosi

ona nazwe: osi centralnej ukladu lub osi Poinsota.

Sita skretnika wypadkowego bedzie réwna &
a para skretniks bedzie miata moment réway A cosit
gdzie o jest katem ,6225’. Tnnemi sYowy: moment
pary skretnika je'St réwny rzutowi momentu 4 na
silte &2 . Jest 6ézywistem, ze rzut ten jest nieza-
lezny od poYozenia 4rodka redukeji w przestreeni:
a z tego wyriika, Ze jest on dla'ﬁanago5ﬁkladu

wielkodcia statg czyli t.zw. niezmiennikiem ukladv

42, Analityozne wyznaczenie skretnika wypad-
kowegoe'. 4 | '
Niech bedzie-prostoka%hy ukYad wspdétrzednych
Z,Yy% 1 pewien uklad-sfl,'skladajaey sig: z sily
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3 3 tworzgcej z osiami katy d,,/é,/; i przytozo~
nej w punkecie 4, / x, , ¥, , # / dalej z sily 2
ktérej kgty kierunkowe sg o ,A > Ji i kktéra
przylozona jest w4,/ 2, . ), , %4 /i t.d. Wszy-
stkich 8il jest 2z , Srodek redukcji<f obierzmy
za poczgtek ukladu wspbéirzqdnych, Oznaczhy sile
wypadkows przez /2 , kaly, ktére ona tworzy 2

osismi przez ol /é’_ a moment pary wypad-
koweJ przez A& i wreszcie ka,ty tego momentu z osia
mi przez /é /;a Manmy wyznaczyé 2,4 i te

szesd ka,téw.

Dajmy na to, %e do ukladu nalesy sila P/, 8/
‘przylozona w punckie 4 /z3,¢/., Przyléimy w punk-
oie 7 dwie sity réwne i odwrotne,h z ktdrych kazda
jast réwna i réwnolegla do 2., Otrzymaliémy wige
silq /~ , przylozong w ¢ i pare, zlokong z sily
danej /~ i z -/ . Rozlézmy sile A~ , przyloZong
w & na 3 skladowe w kierunku osi i oznaczmy te
slil:la.dowe odpowiednio przez 2, & 1 Z . Na za-
sadzie twierdzed ogélnych o wektorach mozemy napi-
sab: @:Pmﬂaf ,-g-j?coa/é’ 5 J;?nﬁcaa/'
gdzie ff,'of,/éi,/‘ sg znane,

- Oznaczmy dalej moment pary A i -2 przez /3
i roz2ézmy go na 3 sktadowe, réwniez w kierunkach



- 141 -

osi.. Oznaczmy te sk}adowe odpowiednio przez /.,
ny

Sktadowe te wyznaczymy tatwo zwazywszy, Ze
moment pary ~ i -2 wzgl. punktu ¢ jest to to sa-
mo, co moment silty ~ przytozony w A4 wzgledem .te-
g072 punktﬁ. Wyprowsdzono poprzednio /par.ll/, %e
M -y B-22 ; M2 B-2P; M, ~x By B
czyli, ze takie sg momsnty skladowych £.,%Z 14
wzgledem punktu ¢ .
‘ Tak" wige za.miasf sity 2 many teraz 3 sily
2,%& i FE, dzialajgce w kierunkach osi wspdZ-
rzednych oraz 3 momenty /.,.%, , ., , skierowane
réwniez wedXug tych osi,

Uczyfny to samo ze wszystkiemi innemi sitanmi,
to otrzymamy Bz sil, skierowanych wedlug osi i
Jn momentédw par, posiadajgcych takze kierunki
osi. | | |

Sila & jedna z oéwmiu niewiadomych, jest wy-~
padkows tych. 32z sil i na tej zasadzie wyznaczymy
ja.

| Rzuty sily Z na osie &x,¥ i ¥ sg réwne sumom

rzutdéw sit uktadu na odpowiednie osie, czyli
- EB=lER s AN 5 E=EZ
Stad: B =VE+Z +E —
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Wyznaczymy teraz katy kieTunkowe sity 2.

czyli o, ,/Z ,;./; . Rzut sity Z na o$ z jest
R, , wige: L& =Fcosc skad cos oL, -gir-
rTak samo otrzymamy cos/f & 3 cos/' ——*—

W ten sposéb sila 2 zostaka wyznaczona zaxr6w-
no pod wzgledem wielkoéci, jak i pod wzgledem kie-
runku, _ : :

" Wyznaczymy teraz moment 2 i jego katy kie-
Tuhkowe X, /5 /" . Poniewaz rzutymomentu

na osie =z, y { 7 sg réwne sumie rzutéw momen-
téw skladowych na odpow1edn1e osie, wige

N =Z M /)’ Z/’?,, 2 =21
Stad® NV« o
Wreszeie bedzie: cos o, =5~ L ,aas/ﬂ 5 ,ca.y/-=7‘~

Wyznaczymy jeszcze ka,t e/g pomigdzy momenten

wypadkowym A 1 silg wypadkows Z . Wiemy, ze
cosqg-ooscx’ cos Ay, +c-o.s'/5:. oo.ar/é,«ucox/’ aas/’
Poniewai we wzorze tym wszystkle kosynusy

'sg znane, wiegc 1 coa*ﬂ zostat wyznaczony,a tem

samém 1 kgt fﬁ . Podstawiajac do ostatniego wzoru,

tylko co znalezione wartosci na kosynusy,otrzymamy
B D+ By L+ BN
cosff R o 7/
Pomndzmy obydwie strony tego wzoru przez /)" he-
2+ RS~ RLY,
J?

dziemy wieli . /Xc_og_'lg"‘j’ L=
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Wyrazenie -/Xca.ffl/q jest te rzut momentu..? na
sitg Z  jest to wigc niezmiennik unkXadu sit, t.zn
ze wielkoéé ta nie zalezy od .polozenia §rodka re-
dukcji w przestrzeni, a poniewaz i mianownik.? jest
wielko$cig niezmienng, wigc z.tego wynika,ze i licz
nik powyzszego utamka ma wartosé.dla danego. mkladu .
statg, czyli jest réwniez niezmiennikiem.

Przypusdémy, ze L lle R/l R/l -0 . .. W takim
razie, jak wynika z wzoru (Z/ cosi-o i 7%--‘-';,

a wiec moment pary.wypadkowej jest.prostopadty do
6ily wypadkowej, a .z tego wynika, Ze ta para i
sila leza w jednej. .plaszczyZnie. . f
Wisdomo, ze sia i para, lezace w jedne] pla-
gzczyfinie sprowadzajgc-éiq’zawsza.do jednej sily.
Wnioskujemy wiqe, %e jesli niezmienuvik 2% -4 4+
+0ndl  jest zerem,. to uklad sprowadza sig do jed-
‘nej sity. |
- Przypusémy teraz. ze AZ=o0o . W tym razie
-uklad sprowadza sie do jedne] pary.
' . 43, Warunki. réwnowagi przestrzennego ukladu
G512, '
Ab&hpﬁﬁééég;éﬁag uk2ad. sil pozostawal w;réwnor

wadze: jést koniecznem, aby sila wypadkowa i para
wypadkowa byly zerami. Otrzymujemy wiga warunki:
. w0 e W Kf/ > =0 : : = /‘3/
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Lecz. E-V«Z?Q*E,ﬁﬁf i aby ono byio j:vaa
zegﬁ, to kazdy z wyrézéw, Btojacych‘pod pierwiast*
Y¥iem musi oddzielnie byé zerem. Czyli inna‘ﬁostacia
yarunku {z) sy 3 réﬁnania nastgpujgce: Z=o, .ﬁ;-ﬁ ;

=0, .Inacizej L Rwe , L2 w0 Z.'Fﬂa
Tek samo poniewas ﬂ’=\[ﬂf:+/7f+ ¥, wiee Mz =0
Mo, Hy=0 , coyli EMeo; EMe-o, EM =0 —
Aby wiéd przestrzenny uktad sil byl w féiﬁowaf

dze, musi byé spelnionych szedé warunkéw,a mianowi-
cie: | _

Sumy rzutéw wszystkich sit ukXadu na osi x,y,2

- powinny byé zerami.

Sumy momentéw wszystikich si a.kladu wzgledem |
08l &,¥,% powinny byé zeremi, : S

Ale za osie wsplirzednych mozna obraéd dowolme -
proste w przestrzeni, a z tego mea, ze: ]aéli

przestrzenny ukXad sit jest w réwnowadze, to suma. .

rzutéw sil tego ukladu na kazdy kierunek, oraz sSu-

ma momentdw. wzgledem kazdej prostej ‘farzeatrzeni

_lest Z6T6M.

Rozpatrzmy pewien przypadak szczegdlny.
- Zalbzmy, %e ukla.d sklada sie
z trzech sil Z #? L& i

ze pozosta;e on w réwnowadze

Dov.'ledzmmy, ze te trzy si-

~ }y ukladu lezs w jednej pila-
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szozyznie 1 przechodzg przez jeden punkt.

Obierzmy na linii dziatania sily 2 dowolny
punkt A i polgczmy go z punktem £ , wzietym dowol
nie na lirii dzialania sily 2. |

Poniewas uklad jest w réwnowadze, wizc suma
momentdéw 5it tego ukiadu wzgledem prostej,éﬁ? nusi
byé zerem, Lecz sita P przecina prosta 428 . wiqe
moment jej wzgledem teﬁ prostej jest zor;m. Tak sa-
mo moment sily 2 wzgledem prostej 4Z jest zeren,
& z tego wynika, ze i moment sity £ wzgledenm f?jie
prostej A42Z-jest zersm. Lecz moment silty wzgleden
prostej tylko wtedy moze byé zerem, gdy sila ta
przecina ows prosts, z czego wnosimy, ze sila
przecina prostg AZ .

Obierzmy dalej na linii dzialania si2y & ir-
ny punkt € i poigczmy go z A4 , to tak, jak po-~ |
przeduio, dowiedziemy, %e prosta AL przecind siie

2. , .

Z tego wynika, 2%e sila 2 1e?ay W plaszezyinie
AB¢ /bo przécina ona dwie proste tej plaszczyzny/.
Dowiedlidmy wiegc, ze sila & , lezy w jedne} pla-
szezyfnie 2 sitg & . Naleiy jeszcze dowiesé, 2¢ w
‘tej plaszczyﬁ:ie lazy 2

Gdy povrowadzimy w tej praszczyinie 45 jakas

MECHANIKA - STATYE: - ARKUSZ X.0
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prosta, to powtarzajsc z nis rozumowanie poprzedza-
jace przekonamy sig, %Ze ta prosta musi przecigé si-.
Xq /? . Przypuddénmy, %2e jest {;}?m punktem prze-
cigcia, to oczywidcie punkt ten lezy w plaszczyinie
ABC, Tak wige juz mamy dwa punkty sity F/41iDy
lezace w plaszezyfnie A5, a z tego wynika, Ze ta
sita takze lezy w owej plaszczyZnie c.b.d.d.
44 Przyktady, 1/ Niech bedzie ﬂrostokatny

uklad wepblrzednych oraz plaszczyzna, przecinajgea

osie wspSlrzednych w punktsch A4 , 5 i ( i 4worzg-

ca na tych osiach odeinki odpowilednio réwne <, /c
Przypudémy, 2e odcinki A2, FC, (4, o4, 07 i ocC.

wyohrazajg sily.

Chodzi ¢ wyznaczenie kg-

ta A migdzy sila wypad-

kowé, i momentem pary wy-

padkowe]j,

Za. §rodek redukcyi obie-
ramy poczatek wspbirzegd-
nych ¢ . Rzut sily wy-;

padkowej 4 na 0 .c//ii./

jest rdwny sumis rzuidw wszystkick si} ukladu, be-

dzie wigec: /o =-w.
Ozneczmy rzuly sily Z na osie y i % odpowied

nio przez /[, i /, ; biorac rzuty wszystkich sil



