ny wigc znéw do czynienia gz reakcyam statyoznis
niewyznacze.nsml,

Przynusénmy, Ze skladows & sily £ jest zersu.
Pozostaje jeszoze skialows & tejize sily 1 jast
ona zréwnowazona reskcjg lozyska 4 , “térg oznanzy-
my przez /XA . W takim razie ozdélne reakoya, jaks

wywiers kasysic A jest wypadkows reskeyl £ 1 I~
ROZDZIAL VIL,
e

0 SROTXU cnzr oécr.

P e

47, Moment statvcazny mmktu mzteryalnego.

Niech bglzla w prazastrzenl jakas plaszczyzra
. ktérg cznaczyar przez A oraz pewne cialo, tak

drcbne, aby polozenie jego w przestrzemi dals sig
okre§lié za powocy trzech wspilrzqdnych, tak jak
poXozenis punkitu gesomeirvaeznego, Cié.lo*-, tgk zdef

njowene nazywad badziemy puakion materyalnym. Przy

pusdry, ze dany puankl maleryvalny ma masqg 22 1, Ze
jest ollegly od piaszozyazny /£ 0 odlaglodd révmg
4

Utwdrzmy iloczyn &e.Z.. Iloczyn-taki nazywad b

dziemy moweatem pierwszago stopnia puaklbu 22 wugle

g
dem plesrczyzny /, albo tel czedcie] bedziemy wiy-

well dla vznaczenia quf nazwy tekisj: "moment sta.

ty czny punktu 7z wzgledea piacucazyzny /£ Y. Foniswaz
MECAANIKA - STATYK& ~ ATDEUSZ X1.




odlegiosé % moze byé dodatnia, rbéwna zeru i ujem-
na, wige i moment statyczny moze byé dodatni, réw-
ny zern lub ujemny.

48, Przecigtna odleglos$é grupy punktéw mate-

ryalnych od pXaszczyzny. Niech bgdzie pewna liczbha

punktéw materyalnych 1 pewna plaszczyzna /’. Ozna-
czymy masy tveh punktéw przez =z, , 7e, , 7 , .

a odleglosci ich od ptaszczyzny /4 odpowiednio
pPres 4, %4, %,... Utwbrzmy momenty statyczne tycu
wszystkich punktéw wzgledem plaszczvany A~ i weéﬁy
sumg tych momentdw, to otrzymamy .z -4 22,2, ..

lub kxéecej X mzx .~

Sume ta nagywa siq momentem statycznym grupy
punktéw wzgledem plaszczyzny & . Niektdére wyrazy
tej sumy mogg byé dedatnis, inne ujemne, & wiqe i
suma woze byé alko dodatnia albo ujemna, albo wre-
szeie réwna zeru.

Jznaczuy sume mas wszystkich-puﬁitéw ozyliZ&k
przez /M i dobierzmy tak cdlegzodé z , aby zi;
ehodzila réwnodb: Mz Xz . : ; /}/

¥ takim razie %, nazywamy Srednia odleglodcia

grupy punktéw od pladzczyzny F . Z (Z/ wynika,ze
y . 2Tz :
iz

49, Przecigtna odleglodé ciala od plaszezyzny.

Niech bedzis teraz ptaszezyzna A i jakied ciale.
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Podzielwy to ciaXo na bardzo drobne cresci, iak
drobne, &by kazda z nich mogia byé uwazane za
punkt materyalny. Oznaczmy masy tych purkiéw prze
m,,my, . .. a odleglosci ich cd plaszczyzny A
przez z ,%4,,... kozemy wige deane cialo uwazad za
grupe punktdéw wateryalaych, i wyznaczywszy momernt
statyczny ciaXa wzgledem plaszc Zyzny £ oayllirmw
znajdzieny, ze srtednia odlaglodé ciate c? plaszezy
zny A jest r6wna 2;-=£]§‘-’5 gdzie /" oznacze wa-
sg¢ ciala,

50, _S’_I_od.ek masy. Niech bgdzie prostokatlny

uklad wspOlrzednych z osiami &,y , % 1 poczat-
kfm 1 mechxb?dzie ja}:a.kolw'llek grupa punktéw
materyalnych lub jakie§ cialo materyalne, ktére
mozemy uwazad za zbibr punktdw materyalnych. QOzna-
czmy przez 2z Lypows czastl:::g, a wspolrzedne jej
wzgledem danego ukitadu przez &,y 1 Z . Wiadomo,
ze moment statyczny calega ciata wzgledenr plasictvy
‘zny Yoz jest Zrx  zad jedli x  oznacza prre-
cietng odlegiose ciata cd tej plaszezyzny.lo
- %’zﬁ . gdzie .” oznscza mase ciala.
Tak samoc znejdziemy, ze przecietne odlegicsca

ciata od plaszczyzn xXoz : :w_y s5. Y= ‘”’i’— ;27 %"z

Mozemy wyzneczy¢ vaki punkt, KL0rego
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wspéirzedne sg rowne <, % , % . Dajmy na to, ze
punkt .5 jest tyu punktem. Bedziemy go nazywali

_srodkiem masy ciala albo srodkiem cigzkosci ciala,

chociez odrazu musimy_zwrécié uwage na to, ze ta
ostetnia nauwa nie jest catkowicie wiaéciwa. bo

"drodek masy" i "srodek cieikosdci" nie B3 L6 dwa po-
jecia identyczne.

5l. Przecietna odleglogé ciala od jakiejkol-

wiek ptaszczyzny. Dowiedziemy, ze odl_ogloéé srodka

ciezkoéci od jakiejkolwiek plaszczyzny jest rowna

przecietnej odleglosci ciata od tej pitaszciyzny.

Niech bedzie jakad$ plaszczyina / majgca réwna-
nie: f-cosd+f.cosﬁ+g-cos/— J’.a

Odlegiosé typowego elementu znzégy;{/’ ciala od
piaszczyzny /. jest rdwna = _

‘CL/= xco.s'o{.4}/.CG5/54 Z. ca,s'/*r- 0/) :

Pomnézmy obydwie strony tej réwnosci przez 2z ,
to otrzymamy 720. & =272 /2: cascl +Y. co.s"/ld;,z’-cbﬂ/-dry
& moment calego ciala wzgledem /- ;

Zmd —-Z}?Zécbsc( »V. ca'.s'/f - z’.co,s/’~o)(/

inaczej X m.d- co,s'cju{(.Zm.x +caa/i£mjrrco,.s/'ﬁfmz P
Ale 2 mx =Yz, , Z_"m‘y-ﬁ.); ; Zma-lz, ,-'Zm-/’?'
gazie /Y oznacza mase ealsgo ciala, a&: XY, % wspdl-

*

rzedne srodka ciezkesci.

Wige Zmd -z cons fﬁx.ca..s/ﬁfm.z;. cm/’—ﬁop

D
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albo 2. d L1z cos« 4.);.(:0;%4;. co,.s'/-o);

A ze x,ACOJo(v);.cos/fnﬁz’,.cas/—';;.'a,g

gdzie &, oznacza odleglosé srodku ciezkosci ciaia
od ptassezysny & wiee Dz deMd]skad & -—Lm&

. VZ/4
4 tego wyniks, #e: potozenie punktu .S w ciels

nie zalezy od ukladu wspdirzgdnych, & wigc i od po-

tozenia ciata w prgzestrzeni.

52. Twierdzenia pomocnicze: 1/ Niech begdzie kil-

ka cial: pierwsze 2 nich oznaczymy przez I, masg¢ je-
go ‘przez /%, , a srodek cigikosci przez g ,.dla dru-
giego uzyjemy odpowiednio sywboli I1I,./%,<Z.i t.d.
Niech jeszcze 2 ,2%...1 t. d. ognaczajyg priecietne
odlegtoéci cia? I, II i t.d. od danej piaszczyzny
Vs Rozkiadamy kasde 2 cial na drobne clementy, s
ktérych typowym niech bedzie 7z, zas odlegiosé jego
od ptaszczyzny /..=z . Zsumujemy iloczyny z2Z dle
kazdego ciala oddzielnie, & nastopnie weimiswy sume
tych wszystkich sum. Otrzymamy Zmz»Z,mz~+.. ..

Sums ta wyraze moment statycazny ukiadu cial
wzgledem plaszczyzny /~ . Poniewas:

2wk =l 2 v m.2=l,.2"; ...
viec moment statyczny uktadu cial wzgledem /~ jest

réwny M, 2A,.2"+. . . . a przecigtna odleglodé ukila-
VAL BT
b v
Wyobrazmy sobie, Ze masa ciala I-go, skoncen-

du od pifaszczyzny F wynosi: 2, =

trowala sig w punkcie 5 , masa II-go W 21 t.d,
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Otrzymamy wiec zaumiast ukZadu cial grupe punktow ma-
teryalnych o masach zﬁajz@é, .. . . i przecietns ods

legiodd te) grupy od plaszczyzny/ﬁ%st réwna
.(42{ 2’@""' hJ % 5 2:,”"" .....

/2,-:‘/‘784.. .
Z tego widaé, ze gdy chodzi o wyznaczenie srodke

ciezkosci pewnego ukiadu cial, to mozemy uwazaé, Zze
mesa kazdego z ciad jest skoncentrowune W jego srod-
ku ciezkogdci.

Twierdzenie to bywa nieraz uzytecszne 1 pruy wy-
znaczaniu srodka cipzkosci ciafa pojedyncuzego, zda-
rza 81¢ bowiem, 3¢ dane S8 éfodki ciezkodci pewnych
czes8ci jego. W tym razie uwazemy kazdg 2z czgscl za
punkt materyaluy o masie réwnej masie owej czesci i
wyznaczamy srocek clezkodci takiej grupy punktow.

11/ Riech bedzie jukazkolwiek piaszcuyzna /i
pewna grupa punktdéw materyalnych w niej lezgcych.
Oznaczmy te pleszezysne pruez £ , a masy tych punktis
prizes 7, ,7z,,.. . . Moment statyczny kazdego 2z tych
punktdw wzzledem piaszczvany zr'jsat oczywiscie zs=
rem, a zatem 1 moﬁent statyczny caiej grupy Jest we-
rem. Z tego wynika, ze srodek ciezkoscl tej grupy le-
2y w plaszczyznie /.

II1/ Niech bedzie pswna liczba punktow mate-
ryalnych, pofozonych na prostej x . Oznaczmy te
punkty przez 7z ,7,,.... Srpiek ciezkosci tej gru-

py punktow lezy w kazdej plaszczysnie przschodzgce]



l..J

IV/ Niech beda dwa punkty matervalne 2, iz
Na zasadzie poprzedzajgcego twierdzenia $xodek
cigzko$ci S tych dwuch punktdw lezy na prostej 1a-
czgcej je. Chodzi tylko o wyznaczenis w itérym
punkcie?

Ozneczmy nieznang 0dlego$é Jw, przez z za$
myJ przez I, . Poprowadfmy przez S plaszcayzng F,
prostopadls do prostej zm k2, . Poniewas ta pleszory
gna przechodzi przez drodek cigikodei grupy punk-
téw, wigc moment statyczne tej grupy wzgledem /A~

jest zerem.

Bodzie wisc 2, %, #72,% =0 . gz czego wynika,
- - - » - r
ze /F ledy pomiedzy 7z, i 772, i ?&%
€4

Czyli, ze Srodek ciqikoseci punktdw 72 1 72

dzieli odcinek 77 vewnatrznie na czcdei odwrot:
e Z

nie proporcyonalne do mas tych punktéw., Jesli, w

pxzypadku czczegdlnym, masy e, 1 2z sa riwne, to
§rodek ocigékosci dzieli odcinek zz22, na dwie réwne
ozedci.

V/ Niech bedzie jakied cialo, skiadajace sig
z dwuch czeécifsymetrycznych mechanicznir % wzglg:

dem plaszczyzny £ . Srodek cigikodci kazdej pary

#/ Symetrya mechaniczna cia%a polega na tem, %e
elementy symetryczne posiadajg masy rdwne. Giato
symetryczne geomstrycznie wzgledem pewne] piaszczy-
zny moze nie bydé symetrvezne mechaniczuia.



|
[
Ja
o
!

elementéw symatrycznych lezy w planzczyénie 47, a
wige 1 Srodek cigzkosei catesgo ciata, lezy w te)
piaszezyZnie. Tak samo jedli cialo ua of eynetbryi,
to Zrodsek cigzkogcl cilala lesy na tej osi, a jezell
cialc posiada Srodek symetryi, tc sSrodek ten jest

Srodkien ciezxosci,

.r

Przy pomooy tyech twierdzerl daja le W§ARACZY
$rodki cierkodei wielu cial. Wiec np. Srodek. cigs-
kodci preta jednorodnego, lezy w Srodku tago pratea
Srodek ci eﬁkoéci kuli jednorvdns; lezy w érodku ku-
1li; drodek cieskos$ci kolowego crlindre jednoroine-
go lezy w $rcdku osi cylindra i t.d.

4

53, Srodek cigikodci tréjkgta. W wisrzcholku

tréjkata 48C s3 unieszczone trzy masy, z ktérych

kazla jest rdwna 2z .Cho-

-

dzi o wyﬂnaczenie $rod-
ka cigskosei grupy, zlo-
zong] z tyech trzeech pun-
ktow

Srodek cieikofei dwleh
z tych trzech mas mnp.
tych, ktére lesg w 4 i
¢ lezy w $rodku J hoxu AC . Yozemy uwazad, s ma-

gy tyeh dwuch punktdéw sg skoncentrowane = tym punk-
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cie O, czyli ze w puﬁﬁ{cieﬂ znajduje si¢ mesa 2z
Potaczmy punkty 5 i 2O , to ouzywidcie na proste]
ABD /ezyli na Srodkowej hoku AC/ lezy Srodek
ciezkodoi punktéw A, F i € . Ten sam $rodek lezy
réwniez na kazdej innej $vodkowej trdjkata AZC.
Poniewaz w punkcie 3 jest skoncentrowana ma-
sa Am, a misa W puakeie & jest 7 , wige $rodek
I_asi:_gaﬁlaoécigpunktﬂw B i D lezy w takiej odleglo-
§ci 0d A1 D, 26 BS :=205.— - i

Innemi stowy, $rodek ciezkofeci danej grupy

punktdw lezy na jadne) za Srodkowych tréjkzta, w

j'?- “ej Srolkowe] od odpovisdni=go wierz

cholks., Po za rozwigzaniem naszego wiadciwego zada-

odlegtodei

nia, t.j. znaleziznia drodka ciqikodei danej grupy
punktéw, otrzymalidmy jeszsze dowbd nastepujacego
twierdzenia geometrycznego: wszystkie Srodkowe
tr6jkata pfzecinajq sie w jodnym punkecie. |

54, Srodek ciezkosci jstnorodnego pola tx6j-

kgtnegc A B, Podzielmy dane pole na paski elemer

tarne prostemi réwnoleg
Yemi do boku ZC i po¥-
Yeczmy $rodek tego boku
D 7 wierzcholkiem 4.
Prosta 44 przetnie pro-
RYS 56 gtg P, jedns z owych
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réwnolegtych do FC, w punkcie /V ktdry jest oczy-
w1‘§cle drodkiem odeinka APdH .

-

Widzimy, e drodki wszystklch odcinkéw, réwno-
leglych do B¢ 1lezg na AD.

Mozenmy uczynlé kazdy pasek dowolnie wgzkim, a
zatem Srodek cigzkosci kazdego z nich lezy w $rod-
ku geometrycznym /podobnie, jak $rodek ciezkodci
rienkiego preta/, czyli na prostej A0. Z tego wy-
nika, %e $rodek cinzko$ci catego tréjkata lezy na
érodkow(ej AD.

Dewiedziemy tak sawmo, 7%e Srodek ciezkodci- trdj
kata lezy na kasdej z dwuch pozostalych $Srodkowych,
t.j. lezy w tem samem nmiejscu, co Srodek cigzkosci
trzech jednakowych mas umieszczonych w wiarzchol-
kach. | ‘

' 55, Srodek cigzkcdci pola trapezu, Niach ﬁqdﬁg

trapez ABcD . Pcdzieliwszy go na bardzo wgzkie

D e o paski prostemi, réw-
\\\\ | nolegtemi do pod-
4\"4’ staw dowiedziemy z 1a

S 2 twoscig, ze drodek
v 1 i ,
N

) Lz

ciegzkosci trapezu

lezy ne prostej,ig-
5. 87 |
i -~ czgeej srodki pod-
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stew, Oznaczymy te $rodki przez /M i /V . Podzisl-
my dalej trapez ABC na dwa tréikaty: AB01LCH
prz_elia,tﬁib, B7J. Przypusény, fe w punktach 5 i 5,
leds §rodki cigikosoi tyeh tr6ikatdw. Oczywiscia,
3e Srodek cigzkodci 5. trapezu lezy ua prcste]

g, 8, e e lety on jednoczesnie na Srodkewe]
MY, wiee lesy % punkcie prZecigeia sig 5.8, %
MY, Punkt ten mozna wyznaczyé przy pomocy kon-
strukecji nastepujace].

Oznaczmy wysokos$é przez f{ , podstawg dolna
Prez -d,, gbrng przez «& 1 przypusdcmy, Ze Srodek
ciezkosci 5 je'st"odleg?:y od podstawy dolnej 0 &
a od gérnej o X

PoprowadZmy przez

17 prosta A4S plasiczy-
™ * i| \ zng prostopadlyg do
2 3 ptaszczyzny trapezu
' } 9‘)5 i wyznaczmy moment
11} l’ statyczny tej pta-
Y & - 8zczyzny wzglegdem pro
s e “?v_r.fa ste] 4&. Wiadomo,

40 pole trapszu jest

rowne - fﬂ———i- { Jesli pu.az;«. ogna-

coymy mase 7 7m? pole trapezu, to: 4-""‘?’ ]{/(6
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ayraza mase calego trapezu, a—f‘%ﬁz{/a-@
jest momentsm statycznym trapezu wzgledem A5 ,
Jest xzéczg oczy%ista, ze polozenie érodka_cigékp—
Soi nis mote by6 zaleime 0d A , u Zatem bex stra-
ty na ogdlnofei zadania mojeémy zaloéyé/u-f czyli
ze moment statyczay trapezu wzgledem 45 jest réw-
ny = Az Y L
Suma, momantéw stat 'znynh tré;}ka,téwﬂﬂﬂ izca

wzglegden 45 Jc st réwny:

—‘é’——' ’{+~—4—-2'{;{/?/

A ze, oczywiscise // // wige :
ML z =gt £ _-g__ _g_
skad _
Jfa, g ) z, -/@d@/f y L sl /"/
Biorgc moment statyczny trapesu wzgledem JC
otrzymamy analogicznie
%A@*‘Q/.@z—/ﬁk§1PQL/ﬁ{ i | »ég/

Dzielge /J/ przez /‘i‘/ ‘badziemy mieli

% Felly, T
Z | ' 4

Oczywidcis, %e stopunek Len wyznacza calkowi-

cie polofenic punktu S na $rodkowej ALY, gdyz
MS _ &
- X % |
Wykreslimy réwnamie /4/. Odmierzmy na nrostej




R¥XS. 59,

DC od punkiu D odcinek JP-w,, za§ ne vrostejds
 od punktu & - odcinek SF&-w, i polgczmy punkty
P i &, tow preeciqoiu ze $rodkowg 2V otriymany
szukany $rodek ciezkodci .5 trapezu ABRCH.
Istotnie 2z tréjkgtﬁw podobnych 2"]5@ 1.20FP
mamy : H ", a je ﬂé’——gz— -2, 288
NP=zy+-52  wigo Esg?-—%Ziégb— e

56 Stodek cigzkodecl mas, umleszozonyoh w

wiarzcholka,ch czworo$cianu., Dajmy ns to, %e w wiem

cholkach czworodcianu 45C0 znajdujg sig cztery
punkty, kazdy o masie zz . Chodzi o wyznaczenie
srodka ciezkodci tej grupy'punktéw.

sznar' zymy najpierw dro-
dek cigzkos$ci punktow,
umieszczonych w wierzchot-
& kach 'Alﬂd"' Przypuddémy, ze
punkt 7  jest tym Srod-

RY.S 60. hem cigzkosci, Mozemy
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uwazaé, %e w punkcie 77 jest skoncentrovana uasa
=322 i zadanie nasze sprowsdza 3ig do znalezienis

Srodka ciezkosci dwiuch mas: jednej, znajdujgoe]

sie w 7/3m/ i drugiej w punkcie 2/m/. Szukeny

§rodek ciezkodci lezy oczywiscie na prostej 7 w

takich odleglodciach od 77 1 2, ze 3‘5':'?3—;07'.

Tak samo moglibydémy dowle$é, #e szukany &rodek cies
kodei lezy na prostych, 2aczgcych trzy pozostale
wierzchoiki czworodécianu, ze srodkami ciezkodci
dcian przeciwlegiych, a z tego wynika, twierdzenie
geometryczne takie: Proste, 2gczgce wisrzcholki
czworodcianu ze drodkanmi ciezkodei $Scian przeciw-
leglych przecinajg sig w jednym punkcis. |
Yozemy jeszcze imaczej ro7wigzad nasze zada-
nie: Znajdéwy sSrodek ciezkosdel was, umieszezenych
w wierschalkaeh 4 * J Svodek ten le2y, oczywi-
dcie, w Srodku krvawedz: A0 w punkcie 2 . Tek
gs10 W punkcie & , bedgcym Srodkiem Xrawqedzi FC
lszy svodek cigzkosci mas, umieszczony w punktach
£ 1 C  Mozemy wigc uwazaé, %e w punktach A~ i
& s zgrupowane masy, z ktbryvch kazda jest réwna

om i

Q

crywiscie drodek cigskodci czworodoelanu 1ndy
w Srodku odcinka, lgczacege punkty P i &..

Doszlibysmy do tego samego Srodke ciefkofei, .

gdybySuy przeprowadzili poprzednie rozumowanie nad
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parami krawedzi-AB 10C lub BD i Ac , & 7 tego
wynika twierdzenie géomatryczme: trzy preoste, 13-
czgce srodki przeciwlegiych krawgdzi czwurofcianu
przecinajg sie w jednym punkcie.

57. Srodek ciezkogci objetodci czworodcianu
AZBCAD. Dzieliny czworodcian na warstwy slementar

ne plaszczyzuami réwnolegiemi do jednej ze $cian.

Niech jedng z tych plaszczyzn bedzis a/c .
niech £ bedaie $rodkiem krawedzi &FC . Prosta 24
dzieli na p6ét wszystkie odeinki tekie, jak #c,
réwnolegle do FC, a pxbcz tego widaé, ze proste
AE i a¢ s réwnolegle. Gdy odmierzymy 45 £AZ
to £ badzie $rodkiem ciezkofci podstawy 4FC. Po
prowadémy prosle JF .
nrzetnie ona #4fw punkcie
/t Z podobiehstwa tréj
katéw wypadnie, ze %Aff
—— , zatem d/f: 2ag

S
z czego znéw wynika, ze ¢

jest Srodkiem cigzkoscl
| Rryses tréikata afe . Widzimy,ze
$§rodki cigzkosci wezystkich warstw elementarnych
lezg na prostej .Z?)’ , a wigc na tejze prostej le-
2y $rodek cieszkodci calego czworoScianu. Stodek

cigzkosei czworoscianu lezy na kazdej proste) Z -



