
15 i

my więc znów do czynienia z reakeyami statyessi io

niewyznaozaln^mi*

Przypuśćmy, ,r,e Bkładova J^ s i ł y R j e s t zereiu.

Pozosta je je szcze składowa J^ t e j że Biły i j e s t

ona zrównoważona reakcją łożyska A , i t ó r ą oznaczy

my przez- R^ * W takim r a z i e ogólne, reakcja, jaką

wywiera Tio&yslio A j e s t wypadkową reąkcyi J?/ i &r*

R O Z D Z I A Ł 711.

0 ŚRODKU CIĘŻKOŚCI,

47, Moment btatyoany pnąkta ąate

Niech hąizis w praestrzeni jakaś p2.aszczyzfia

którą oznaczy#7 pr^ez /^ ora^ pewne ciało, tak

drobiie, aby położenie jego w x>rzestrsa2Łi dało się

określić za pomocą traech współrs&ędkyeli, tak jak

położenia punktu geometrycznego. Ciałó^ tak zdofi -

nj ovYane r» azjwaó "b « dz iemy p unkt GIŁ THat e ry aliiym, P rz y

puśćiny, zie dany punki a&tery&liiy ma masg K̂ i , że

jest odległy od płaszczyzny I* o odległośd równą

Utwórzmy iloczyn yS7-# , Iloszyn-taki, nazywaó b

bedziearur moiBeiitem pierwszego stopnia p u n k t u j wzgłę

dem plaBZczyanj ^ albo też C2<jśoiej będzieiay uay

wali dla oznaczenia jego naz^y tak ie j : "moment ąta

tyczny p u n k t u j wzglęaera plasaozyany / " u » Ponieważ

MBCHANIia - STATYKA - A?£TJSZ Xl.



odległość ^ może byó dodatnia, równa zeru i ujem-

na, więc i moment statyczny może być dodatni, rów-

ny zera lub ujemny,

48» Przeciętna odległość grupy punktów matę-

ryalnych od płaszczyzny* Niech będzie pewna liczba

punktów rnateryalnycli i pewna płaszczyzna J**9 Ozna-

czymy masy tych punktów przez 7ttf,mz ,ms j, . . .

a odległości ich od płaszczyzny J^ odpowiednio

przez *£> <£* <£ *•• < • • Utwórzmy momenty statyczne tych.

wszystkich punktów względem płaszczyzny^* i weźmy

sumę tych momentów, to otrzymamy nt^j^jn^^m^^ ^

lub krócej ZTnz.x .<—

Suma ta nazywa się momentem statycznym gru£y

punktów względem płaszczyzny <F . Niektóre wyrazy

tej samy mogą być dodat&iei, inne ujemne, a więc i

suma może być albo dodatnia albo ujemna, albo wre-

szcie równa zeru*

Oznaczmy sumę mas wszystkich punktów oayli Hm

przez fll i dobierzmy tak cdległośó ^ , aby za-

ehodziła -równodó< J*2*ź<> =£'m.ź . * - $J

W takim razie xo nazywamy średnią odległością *

grupy punktów od płaszczyzny F * Z faj wynika, że

49. Przeciętną odległość ciała od p2aagggygny«

Wiech będzie tera?, płaszczyzna j* i j'akie.4 otałć.



Podzielmy to ciało na "bardzo drobne oząścd, tal:

drobnej aby każda z nich mogła być uważana za

punkt materyalny. Oznaczmy masy tych jrurJttów przea

7nj,m29\ . . a odległości ich od płaszczyzny / ^

przez £ J < £ J . . - A ż̂emy więc dane ciało uważać na

grupę punktów materialnych, i wyznaczywszy moment

statyczny c i a ł a względem płaszczyzny f* czyli 22m

znajdziemy, ze średnia odległość c iała cl płaszczy

zny ^ jest równa ^ yJFp̂  gdzie Z1? oznacza

sę ciała*

50. środek masy, Niech będzie prostokątny

"uKlad współrzędnych z osiami .r^y^^: i począt-

iii eeK" będzie jakakolwiek §'rupa punktów

materyalnych lab jakieś ciało materyalne, które

ro-ogemy uważać za zM<5r punktów mafceryalnych. Ozna-

czmy przez m typową cząstkę,, a współrzędne ]ej

względem danego układu przez -^y i <£ . Wiadotao,

śe TLOTaeTit sta-tyczny całego ciała w%g)ęCevc

znj yo'Z jest HJTZZ: zaś j e ś l i ^ ; oznacza

ciętaą odległość ciała od tej płaszczyzny/Co

^ ł gdzie ^'^ oznacza masą ciała,

Tak samo znajdziemy, ie przeciętne odległości

od płaszc^yza .r<?£ i J T ^ ^ą. ^ " l 1 ; ^

Możemy wysimczyć taki punkt, którego
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współrzędne są równe x.,y,,X9 . Dajmy na to, że

punkt £ jest tym punktem. Będziemy go nazywali

środkiem masy ciała albo środkiem ciężkości ciała,

chociaż odraau musimy zwrócić uwagę na to, że ta

ostatnia nazwa nie jest całkowicie właściwa, bo

"środek masy" i "środek ciężkości" nie są, to dwa po-

jęcia identyczne.

51, Przeciętna odległość piała od jakiejkol-

wiek płaszczyzny. Dowiedziemy, że odległość środka

ciężkości od jakiejkolwiek płaszczyzny jest równa

przeciętnej odległości ciała od tej płaszczyzny.
Niech będzie jakaś płaszczyzna Z 7 mająca równa-

cie: _£ c°$ cć -*• n. COŚB •*• £ - c °&T-~ & •« O

Odległość typowego elementu tnfe,y,żj ciała od

płaszczyzny J\ jest równa .

-GL - X cos aC »-+y. C o$J/-+ %. cajsT *r o , *

Pomnóżmy obydwie strony tej równości praez 2n 9

J / A f)
t o o t rzymszny 7Tt^ <oC *77i /&> ca&aC ^*y. co & 0+x~co&/' ~ a /
& moment całego c i a ł a względem JT\ X

Inacze j 20TTZ^OI* cojgoć.zJ7n.x +coć£Il7ny+C0&j*£77zZ~<72:7n,

Ale Z^TTMC =JPXO ; £?ny -jW-ji y Ei7ufC*&z* 3 2 7 ^ */^/

gdzie M oznacza masę val$gp ciała, a4 XJ£>%. współ-

rzędne środka ciężkości*

¥ięc EmdzM'.
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albo Z7m V-Mfa.coóu + yo.cosj!^xo.
A Że X0-CoJgoć*yt.cos?yff+ź,.coc;f

gdzie -<*„ oznacza odległość środka ciężkości ciaka
od płaszczyzny F więc £m<l*MclośiL%&

Z tego wynika, &t; położenie punktu 3 w ciels

nie zależy od układu współrzędnych, a więc i od po-

łożenia ciała w przestrzeni.

52. Twierdzenia pomocnicze: 1/ Niech będzie kil-

ka ciał: pierwsze z nich oznaczymy przez I, masę j e-

go przez JVJ t a środek ciężkości przez Ą ,.dla dru-

giego użyjemy odpowiednio symboli 11 ,JVZ,^.\ t.d.

Niech jeszcze ^0^> • • i *• d* oznaczają przeciętne

odległości ciał I, II i t.d. od danej płaszczyzny

J*1. Rozkładamy każde z ciał na drobne elementy, s

których typowym niech iędziem , zaś odległość jego

od płaszczyzny ./"..**. Zsumujemy iloczyny zrt.Z dla

każdego ciała oddzielnie, a następnie wsźmieuiy sumę

tych wszystkich aura. Otrzymamy Z^TZIZ •+ E£2n.z •+. - . ,'

Suma ta wyraża moment statyczny układu ciał

względem płaszczyzny J^ , Ponieważ:

więc moment statyczny układu ciał względem fjest

równy J^^z^M^.t^- - * - a przeciętna odległość ukła-

du od płaszczyzny J** wynosi: ^ = * "L *•**"'•--

Wyobraźmy sobie, że masa ciała I-gof skoncen-

trowała się w punkcie <ó£ $ masa Il-go w ^ i t.d*
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Otrzymamy wic<3 .zamiast układu ciai grupę punktów ma

teryalnych o mafiach /%,/%•'*.. . . . i przeciętna oć

ległosc t̂ ej grupy od płaszczyzny/ j est równa

Z tego widać, że gdy chodzi o wyznaczenie środka

ciężkości pewnego układu c iał , to możemy uważać, że

masa każdego z ciał jest SKoncentróżana w jego środ-

ku ciężkości*

Twierdzenie to bywa nieraz użyteczne i prfcy wy-

znaczaniu arodka ciężkości ciała pojedynczego, #d&-

r&a się bowiem, że dane są środki ciężkości pewnych

c&$»ci jego* W tym razie uważamy każdą z części za

punkt materyałny o masie równej masie owej części i

wyznaczamy sracsk ciężkości takiej grupy punktów*

11/ ?łiec3i będzie jakakolwiek płaszczyzna JP i

pewna' crupa punktów materyalnych w niej leżących*

Oznaczmy tę płaszczyznę pr^ez J7, a masy tych jpanktci

pra©x ttjtpriz, < * • . Moment statyczny każdego z tyoh

punktów względem płaszczy sny /" jest oczywiście z&<»

rern, a zatem i moment statyczny całej grupy jest k̂ e-

rem. Z tego wynika* ze środek ciężkości tej grupy le-

ży w płaszczyz,nie j** .

I I I / Niecił będzie pewna liczba punktów matę-

ryalnych, powożonych na prostej x , Oznaczmy te

punkty pr&es 7nXJ7nJt:>, fc , . S*rpiek ciężkości tej gru-

py punktów leży w każdej płaszczyźnie prs&achodsącej



flieoh będą dwa punkty materyałne

Na sasadzie poprzedzającego twierdzenia śyoctek

ciężkości J5 tych dwucłi punktów leży na prostej łą-

ozącej je. Chodzi tylko o wyznaczenie w którym

pjinkcie?

Oznaczmy nieznaną odległość Smj prśibs xx zaś

T^^przez 0% * Poprowadźmy prsez S płaszcz;

prostopadłą do prostej ;zr̂  J»£ «• Ponieważ ta

fisna przechodzi przez drodek 'ciężkości grupy punk-

tów, więc raoraent statyczne taj grupy względem J^

jest E6reffi»̂ *

Bqdiie więc TTZjZy ^ m^j^^ó . % C23ego wynika,

że j&*\ąXy pomiędzy TTI^A TTIZ i ~ ~ ^ . J 2 ^

Czylit że środek ciężkości punktów ^ i ?ne

(Jzieli odcinek 7^ TTZ^ wewnętrznie na części odwrót-

nie proporcyonalne do mas tych punktów, Jeśli,.w

przypadku Bzczegolnym, masy 72ix i ?nz są równe, to

środek ciężkości dzieli odcinek ttyjn^ na dwie równe

ozęści*

1/ Niech będzie jakieś ciało, składające się

z dwncłi ozęści^symetrycznych mechanicznie *' wzglą

dem płaszczyzny JT . Środek ciężkości każdej pary

9k/ Symetrya mechaniczna ciała polega na tem.^ie
elementy symetryczne posiadają masy równe* Ciało
symetryczne geometrycznie wzglądem pewnej płaszczy*
zny może nie byó symetryczne mechanicznieJ



1 i2O

elementów symetrycznych leży w płaszczyźnie J^f a

więc i środek ciężkości całego ciała, leży w tej

płaszczyźnie* Tak sapo jeśli ciało na oś syraetryi,

to środek ciężkości ciała leży na tej osi, a jeżeli

ciało posiada środek sytnetryi, te środek ten jest

środkiem ciężkości,

Pr&y pomocy tyoh twierdzeń dają się wyznaczyć

środki cięźkosoi wielu ciał. Wiać np* drodek, cięż-

kości pręta jednorodnego, leży w środku tego pręta*

Środek ciężkości kuli jednorodnej leży w środku-ku-

li; nrodek Giętkości kołowego cylindra jednorodne-

go leży w środku osi cylindra i t.d.

53, Środek ciężkości trójkąta, iflf wierzchołku

trójkąta ABC są uiaiesajazone trzy masy, a których.

k azda jest rtf wna zn * Cho -

de i o wyzna-oszenit śród-

ka Gięńkośoi grupy, sło-

z tych trzech

kiów

A/--' y -x \ Środek ciężkości dwóch

% tych trzech mas r^,

tych, które leżą w A i

C leży w środku i? boku A &-a Możemy uważać, îs ma-

sy tych dwuch punktów są skoncentrowane *r tym punk^



cie Z) , czyli że w punkcie Z) znajduje się maga

Połączmy punkty• B i Z> , to oczywiście na prostej

BD /czyli na środkowej boku AC/ leży środek

ciężkości punktów A,B i ć" . Ten sam środek leży

również na każdej innej środkowej trójkąta ABC.

Ponieważ w punkcie D jest skoncentrowana ma-

sa 2m , a masa w punkcie 3 jest 771 , więc środek

todoi *5T punktów JB i D leży w takie] odległo-

ści od B i D > £e
<**. .-

Innemi słowy, środek ciężkości danej grupy

punktów leży na jednej z,a środkowych trójkąta, w

odległości £ bej środkowej od odpowiedniego wierz

-chołka, Po za rozwiązaniem naszego właściwego zada-

nia, t*j, znalezienia środka oięńkośoi danej grupy

punktów, otrzymaliśmy jeszcze dowód następującego

twierdzenia geometrycznego: wszystkie środkowe

trójkąta przecinają sl^ w jednym punkcie*

.54, Środek ciężkości jednorodnego pola trój-

kątnego ABC, Podzielmy dane pole na paski elemeDr

tarne prostemi równoleg

łemi do boku BC i po-

środek tego foku

z •wierzchołkiem A*

Prosta AB przetnie pro-

stą./*5-, jedną z owych



~ 170 -

równoległych do BC\ w punkcie łf. który j e s t oczy-
wiście środkiem odcinka PGL .

Widzimy, że środki wszystkich odcinków, równo-
ległych do J8C leżą na AD.

Mortetay ucaynió każdy pasek dowolnie wązkim,* a
zatem środek ciężkości każdego z nich leży w środ-
ku geometrycznym /podobnie, jak środek ciężkości
cienkiego pręta/ , czyli na pros te j AD* Z tego wy-
nika, że środek ciężkości całego trójkąta leży na
środkowej A D.

Dowiedziemy tak sarao, źe środek ciężkości ' t ró j
kąta leży na każdej z dwuch pozostałych środkowych,
t . j . , leży w tem samem miejscu, co środek ciężkości
trzech jednakowych mas umieszczonych w wierzchoł-
kach*

55. Środek ciężkości pola trapezu, Niech faędzk
trapez ABCD , Pcdzieliwszy go na bardzo wąskie

paski prostemi,rów-
noległerni do pod-
staw dowieAuemy z ł a
twością,że środek
ciężkości trapezu
leży na proste j ,łą~
czącej środki pod-
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. Oznaczymy te środki przez fty i IY t Podziel-

my dalej trapez ASCD na dwa trójkąty ; A3D i BCD

prćekątnią &ZI* Przypuśćmy, że w punktach Ą. i Ą

leżą "Środki ciężkości tych. trójkątów. Oczywiście,

że środek ciężkości 3 trapezu leży aa prostej

&j Ą , a 5e lefty on jednocześnie na środkowej

% więc leży'W punkcie prż'ecięcia się Ą^ &

Punkt ten można wyznaczyć przy pomocy kon-

B t ru"k c j i YL$, s t ępu j ąc e j .

Oznacztny wysokość przez A , podstawę dolną

przez -<%,, górną przez *<2? i przypuśćmy, że środek

ciężkości 0 jest" odległy od podstawy dolnej o xx

a od górnej o x^

•Poprowadźmy przez

prostą-^^ płaszczy-

znę prostopadłą do

płaszczyzny trapezu

i wyznaczmy moment

statyczny tej pła-

szczyzny względem pro

ste j Alf* Wiadomo,

• że pole trapezu jest
równe • ^ C ^ 3 Ł . . / . _ UŚtt [irzez/U ozna-

osymy tnas« /m.* pola trapezu, t o ;
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wyraża masę całego trapezu, a

je s t moment era statycznym trapezu względem AS ,

Jes t rzeczą oczywistą, że położenie środka ciężko-

ści nie może byó zależne od /te , a zatem bez s t r a -

ty na ogólnoćci zadania modemy założy6 ZC-J ,czyl i

że ID orient statyczny trapezu względem JB jes trów-

Suma moi7j3ntów statycznych trójkąt ów

względem AB jes t równ^:
1.

2 3 2 3
A że, oczywiście & ~ fej > więc;

skąd

Biorąc moment statyczny trapezu względem
otrzymamy analogicznie

3fa-"
Dzieląc fdj przes fi/ będziemy

Oczywiście, że stosunek tQn~wy^TLacza całkowi-

cie położenie punktu ^ na sro<ikowej JVjV% gdyż

Wykreślimy równamie {?/. Odmierzmy na pros te j
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DC od punktu D odoinek DP~ <%, zaś na
od punktu B - odcinek £&*<%% i połączmy punkty
JP i Q , to w przecięciu £e środkową /*)/¥§trzymamy

Bzukany środek ciężkości x5̂  trapezu A&CD~

I s t o t n i e % trójkątów podobnych y*)&Q, i

JYJP** - ^ / 'jy wi tfó

56» Środek ciężkości mas, uioieszozonyoh w
wierzchołkach czworościanu* Dajray na to, %% w wieiz
chułkacłi czworościaau A3CD znajdują s ię cztery
punkty, każdy o masie in . Chodzi o wyznaczenie
środka ciężkości te j grupy ''punktów.

^ygnacsymy naipierw śro-
dek ciężkości punktów,
umieszczonych, w wierzchoł-
kach AfiCZ Przypuśćmy, że

punkt J jes t tym środ-
r€O' kieiŁ ciężkości. Możemy
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uważać, że w punkcie T r i e s t skoncentrowana masa

=* 3m i zadanie nasze sprowadza s ię do . znalezienia
środka ciężkości dwiich mas: jednej, znajdującej
s ię xv TfójnJ \ drugiej w punkcie Z)SmJ. Szukany
środek ciężkości leży oczywiście na proste j UT w
takich odległościach od T \ D , ię '.J)S*.^37*%

Tak samo moglibyśmy dowieść, że szukany środek cięż-
kości leży na prostych, łączących trzy pozostałe
wierzchołki czworościanu, ze środkami ciężkości
ścian przeciwległych, a z tego wynika, twierdzenie
geometryczna t a k i e : Proste, łączące wierzchołki
czworościanu ze środkami ciężkości ścian przeciw-
ległych przecinają się w jednym punkcie.

Możemy% jeszcze inaczej rozwiązać nasze zada-
n i e : Znajdźmy środek ciężkości mas, umieszczonych
w wiersohelkach A 4 B Środek ten leży, ooSBjwi-
3cie, w środku krawędzi AD w punkcie P . Tak
samo. w punkcie <£ , będącym środkiem kra.w^d^i J9(? ,
leży środek ciężkości mas, umieszczany w punktach

& i C? Możemy więc uważać, że w punkfeaoh J° i

& są zgrupowane mas/, z których każda jeat r<5wna
>̂ w i oczywiście środek ciężkości czworo kolanu Inćjr

w środku odcinka, łączącego punkty I* i
Dos&libyśmy do tego samego środka, o

gdybyśmy przeprowadzili poprzednie rozurcowani* nad



parami krawędzi AB i DC lub J?D i AC t a z tego

wynika twierdzenie geometryczne; trzy proste, łą-

czące środki przeciwległych "krawędzi czworościanu,

przecinają się w jednym punkcie.

57+ Środek ciężkości objętości czworościanu

A3CD* Dzieliipy czworościan na warstwy element^1

ne płaszczyznami równoległami do jednej ze ścian.

Niech je$ną z tych płaszczyzn będzie <zv-c , i

niech K t>"ęd».ie środkiem krawędzi J?Ct Prosta

dzieli na pół wszystkie odcinki takie, jak irc %

równoległe do BC\ a prócz tego widać, że proste

AE \ <*€ są równoległe. Gdy odmierzymy AI*=

to /^będzie środkiem ciężkości podstawy ABC, ?o

prowadźmy prostą DJ** >

przetnie ona^w punkcie

*f K Z podobieństwa trój

kątów wypadnie,, ie T&jfr

-—• h zatem <t/^~5^

z czego znów wynika, ie <

jest środkiem ciężkości

RYS5.6Ź. trójkąta u&c . Widzimy,ze

środki ciężkości wszystkich warstw elementarnych

leżą na prostej Dp , a więc na tejże prostej le~

źy środek ciężkości całego czworościanu. Środek

ciężkości czworościanu leży na każdej prostej


