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1-0. 0 wypadkows] 5il.réwnoieglych moze by¢
mowa tylko w tym razie, gdy dzialajg one na cialo
sztywne. A wige Srodek cigzkoéel w Scisltym znacze-
niu tego wyrazu posiadajg tylko ciaia sztywne pod-
czas gdy Srodek masy istniejs w kazdym ciele i w
kazdym ukladzie cial. |

2-0, Punkt przyYoZenia sily cigzkosci w ciele
sztywnen tylko wtedy lezy w $rodku masy, gdy roz-
miary ciala sga drobne w stosunku do odleglosci od
Srodka ziemi. JeZeli warunek ten nie jest spelnio-
ny, to linia dziaania wypadkowe] sily ciqzkosci
meze nie przechodzié przez $rodek masy, a zatem ten
punkt nie moze byé wdwczas uwazany za punkt przylo-

zenia tej sily,.

RCZDZIALZ VIII,

ZLSADA PRACY PRZYGOTOVANEJ.

73. Pojgcie pracy. Gdy memy 2 ﬁektory.fg i &

tworzace ze soba kat ¢ to, jek wiadomo ,/§ 12/,ich
iloczynem wektorowym nazywamy wektor V. 2d xévmy
pod wagleden wielkofci /2@ sin+9 latomiast iloozy
nem skalarowym wektordw Pia nazywac¢ bedziemy

skalar AZ . Pod wzgleden wielkogcl /ktéra go cal-.
" kowmiecie okre$la/ iloczyn ten jest rdway .}?a?.cosog



Pierwszy z nich zalezy od porzgdhku czynnikdw,
podezas gdy drugi jest od tego porzgdku niszalezny.
Czyli VPA=-VAA s PR =&F . Llociyn wektorowy

wystepuje w mechanice pcd nazwg momentu, a ilecayn

skalarowy pod nazwa pracy.

-

74, Praca elementarna, Przypuddmy, Ze na punkt

A nalezaecy do jakisgos. ruchomege ciata dziala si-
Ya P, 7e przesunglo sig nieskodfczanis malo i
punkl A zajal nowe polozenie A, nieskoidczenie
blizkie od pisrwotnego. Nieskor
| czeanie male przesunigeie A4,
%P{' 0ZRECLYMY PIrZes s i'ﬁa’.Zwieﬁy
B 4&»*-4.4 rzesunlpclem elmnanuarnem
‘pys 23 bunktu 4 . Gdy kat _/E?:/ozna.-
: CZymy Priez % , to iloeczyn
skalaiowy.\ AL~ Pds co,s'fag. nazywamy pracg ele-

mentarng sily A~ na drodze AA,K/. Przypudémy, ze
4ﬁ<£ » W takim rzzie c‘a.svﬁ;-ﬂ i A
czyli praca elementarna silty ~ Jast dodatnia,Gdy
gﬂ,.._g_z“. , Lo Ca.s'q/gaa . & wige 1 —a./cz&a t.zn.
gdy sita jest prostopadla do przesunigcia elemen-
tarnego, to praca jej jest zerem, Wreszcie, gdy

1/(2)%- , to cosbco i df<o0 czyli ujem

LiG.

Przypusémy, . %6 punlitA odbyz skonczong droge

x/ Przesunigcie AA, jest nlnskoﬁczeme male,wiec
mozna uwazaé, ze podczaq niego sila 2 nie zmie-
nia sie.
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od punktu”? dc /2 i ze na tej drodze dzialals sila

£, ktéra wmoze byé zmienna

4 pod wzgledem wielkodel 1 kie~
runknu,
e
P Podzislmy drogqﬁ/na nieskot-
RYS 4.

czenie male elementy. Na kaz-
~dym z nich sila Z wykonywa pracq elementarng. Gdy
zsumujemy te wszystkie prace, to otrzymamy pracq
catkowita silty 2 na drodze /%,
W statyce bedziemy mieli do czynienia tylko';

pracy elemsntarng.

75, Twisrdzsnia zasadnicze o pracy elementar-

nej. 1/ Przypusémy, ze na punkt 4 dziala pewna licz

ba si2: 2,2, % ... .- dowolnie roztozonych w prze-
strzeni. _ :

Wyznaczmy ich wypadkows i oznaczmy jg przez &
Przypusémy, ze punkt A doznal nieskodczenie ma.lsgo

przesums,.,la 6{5 A4, i se ka,ty/&ds///" c//

/.’{,‘;",ys/, . /sa, odpowiednio réwae 1/?, 15
?f) o g Q Na zasadzie paragrafu 5 mozemy

napisad: @cm;}vfcaﬁédﬁcmé-ﬁ . = .=/?;cos"z$

a mnozac obydwle strony przez os ctraymamy: -
P.-ds co,qu P‘cfscap‘vgvﬁtﬁ’cosv/g+ e % .=/i’dfca:9@

Rléwnanie // wyraza twisrdzenie, o ktdre eho-

dzilo, a misnowicie: suma prac slementarnych sil
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:3k1a{10'g'¢3fchjeét réwna pracy elementarnej sily wypad-
‘kowej. | |
II. Przypuddnmy, %e wskutek dzizlania sily 2 na
punkt 4 doznal on dwmch nieskoficzenie.malych prze-
sunigé: mejnierw AA, = a_/q, ,a nastepnie A,Afﬂfs',
. Gdy polsczymy punkty 4 i A, to odcinek

. AA, = ds mozenmy uwazadé za

o s przesunigeie wypadkowse tamtych
A‘, . dwuch / Zs i cz,/,s'/ Oznacz
ny katy /s 2/ /s zy/afw
odpowiednio przeg f/;f eﬂ
Biorgc rzuty wszystkich przesunigé na kierunek sily
£ otrzymany : a,{q,.coﬁo;fcé; : ca.s'-f#- ﬂ../s' cozf
Pomnésmy obydwie strony tej rdéwnodci przez ~, to
bedziemy mieli Pl cosid«Pdds,.cosily - Pds.cosdd —

Stgd w:mikal twierdzenie takie: Suma prac elementar-

RV 2T,

nych sily na prﬁésuniqciach sktadowych jest rlwna

pracy elementarnej tej sily ne przesunigciu wypadko

wym., Twierdzenie to dotyczy oczywiscie dowolne]

liczby przesunigé skladowych.
Dwa twicrdzenia ostatnie sg przypadkami szcze-
géluymi twierdzenia ogblnego, ktdére w symbolach ra-

chunku wektorowego da sigq wyrazié tak: gdy many dwa

wektory & i A , z kiérych drugi jest sumg geome-
tryczng wektordw 2, 2,4, . - -, to. |
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2.Q =/fnf+ /@ P&+ﬁé~' .« 5 gdzie znaki # ozne-

czajg sumowanis algebraiczne, Inaczej mdwigc, aby

pomrnozy¢ skalarnie sumg gecmetryczng, to trzeba po-
mnozyé kazdy wyraz i te iloczyny dodaé algebraicz-
anie,
s
76. Analityczne wyraZenle pracy elesmentarnej.

Kiech bedzie prostokgtny uk}ad wepélrzednych i pﬁnkt ‘

A/xy,z/w tym ukladzie. Dajmy na to, ze na ten punkt
A dziata sila AP . Rozlézny ja ne. 3 skladowe -2,
& , 7 wkierunkach osi i przypusdémy, ze punkt A
doznat nieskoficzenie matego przesuniecia do punktu
Aj x*cfz‘, yfdfy, z—»afz/ . Z tego wynika, ze rzuty
przesuniscia A A, na kiorunki osi z,y,% sg odpo-
wiednio réwne dx , Ly, &z . Gdy pracg sily Z na
orzesunigciu 44, oznacayny vrzez &, to na zasa
dzie piesrwszego twierdzenia par.poprzedzajacego -

77. Praca elementarna silt centralrych, Przy-

pusémy, ze na ruchomy punkt A dzizle sita 2 ,xtéra
wozs sig gmieniaé pod wzgledem wislkosci, ale ktoé-~
re; ilnia dzisdania pruechodzl wecigZz przez nierucho-

ny punkt ( . Taka sila nazywa sig cen‘ralna(a p unkt

( - érodkiem sily centralnej Wyznac czmy prace ele-

mentarng ﬁ&ig%llv fz'pray rieskoiczenie matem prze-

sunieciu punktuz4 . Obierzmy w tym celu prostokat~
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ny uk¥ad wspbirzgdnych z poczytkiem J i cznaczmy
wepdirzgdne panktu 4 w tyw ukladzie przez x,y,%
Dzlej oznaczmy odleglod§é dA przez 72 ,a katy kie-
runkowe linii 04 przesz o /5 /"

‘ Na zasadzie wzoru // par.,poprzedz,mozemy na~-
pisaé: #-ﬁ-osda{zﬁpav,%ajf*ﬁaaz/dx 5

a poniewaz cosot=3F ; cox F=X ca.s'/'—i ,

wiec P -3—& y*“’y"“"i/ ﬁ/

Wiadomo, ze 7%=x%y*+2® , skad po zréiniczkowa-

niu f?ziJr-z?.z'fcf.z'ﬁ?y/y-‘.?z.%z , lub:
rdr-zdr uy..c{y +-#.dzg N 4

?odstawiaj ac do /7/ zamiast wyrazenia w licz-

niku nawiasu jego wartos$é z /&/ otrzymamny -
Ll-Pdr . . .5

Taka jest wige praca elementarna sily central-
nej. Znak jej zalezy od z-na}séw czynnikéw 2~ 1 A

SiXa centralna moze byd odpychajgeg lub pray-
- ciggajaca.

W pierwszym. przypadku uwazamy jg za dodatinig,
w drugim za ujemng, Gdy z» wzrasta, t0¢z§=Jest dodat -
niem. Gdy zas$ 2z meleje, to &~ jest njemns, W przy-
padku szczegblnym, gdy z pozostaje stalenm, to

dr-0 i praca L jest zerenm.
Przypusémy, ze do nie_ru.chomega punktu & jesi

przymocowany punkt 4 za pomoCg sznura nierozcia-
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galnego,. to naprefenie tego sznura jest si¥sz cen-
tralna. Naprgzenie to nie wykona jednak pracy, bo
odleglo$é U4 nie ulega zmianie, Gdyby sznur byl
rozciggliwy, to napregferie mogloby wykonaé prace.
Rozwigzare =zadanie jest szczegblnym praypad-
kiem pewnego zadania ogdélniejszego, do ktérego
przystqplmy ohecuie. m
~ Niech beds dwa punkty 4, i A, , kt6re moga na-
lezeé do jednego ciaia lub do réznych., OdlegXosé”
migdzy tymi punktami oznaczmy przez 27 . Przypusiny,
Ze dzialajg o nie dwie eily réwne i odwrotnie skie-
rowaﬁe, kazda z nich niech quzie-réwné R . Inaj-
dziemy sume prac elementarnych tych =it A& . Obiserz
wy w tym celu prostokatny uklad wspdirzednych 1
oznacgmy wspéirzedne punktéw 4, i A, w tym ukXa-
dzie przes %Y -% , 1 ZY;»%, , a kaly kierun-
kowe prostsj 4, 14 - przex o(//? }r' Praca ele-
mentarna cﬂdp SLIV . przylozonej w A,, jest
oczywificie, réwna @oell«Poso 2z ﬁ‘%as/f v‘ﬁa.s/‘af'
lub dj /D/:cwc:( 2z, +ca¢a{]r + ca.s’/ afz,/ //
Tak samo dla sily /2, nrzylozonej w ;43 znajczieny
<Z¥? =-u;?%asafa£5-ﬁcaf/faégvﬂcafyf*ttgk//tgﬁ
Dodajgc /Qﬂ/ /3/ o otrzymamy :

Ly =l fecrsofly- fon skl feoyt) &)

¥yrazeniu w nawiasie nadany iung postaé. uladOmO ze
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.ﬁf-/x,--g/ﬁ[i:—X/‘zv* /@2-‘:’,}/‘: > s8tyd po zrézniczkows-
i D2/ il -y il sy ) Bt i)
& 20 L rrcosol Y-y arcosd -4 =rces)
wige 4{]9:/ .Z}-J.Zé}!éoﬂa{f/{{g-@jf/ca,%*‘/dftj’—-%{,/c‘o,f/
co podstawiajge do /6'/ strzynamy «
#céf{%if:ﬁdﬁ : : : /f'/
Gdy sily /2 'sgq odpychajgcymi, Lo uwazamy je za
dodatnie. Gdy zad sily sg prﬁyciagajqcemi - to za
ujemne, W przypadku, gdy 2~ ‘jast state , '62)1'“0, |
praca elemeniarne sily /Z jest zevem. Gdy punkt A,
np. jest nieruchomy, to praca .sily 22 przy?{.o?:onej
w tym punkcie jest zerem i &Cf-—-ﬁa/r
Z tego ;wida,é, 26 wzbr /{/jest szczegblnym
przypadkiem wzoru /77 .
78, Fraca elementarna_;si}y, ktérej punkt prazy-

_
Yozcnia obrace sie dokola osi,

Rozpatrzmy najpierw przypadek szczegélny. Przy
pusémy miancwicie, Ze siia dziala w paszczyénie
prostopadie]j do osi obrotu. Niech of obrotn quzie
prostopadia np. do piaszczy
ziny vysunku i przecina j§
w punkecie. , zad sila /~
nisch bedzie przytoiona w
punkcis A , odleglym o 7°
od-. Oznaczzy kat /Hf‘!’/
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przez wg . Nadajmy punktowi A nieskoficzenie male
przesunigcie, a mianowicie obréemy go o nieskoicze-
nie maly kgt —Q//(/=AC7AZ;1" , okoXo punktu &
Poniewaz droga punktﬁ.A jest réwna fh%}’,a
kat migdzy ta drogs a silg » jest /;?& _ﬂ/’ wiec
2b. Prdyaind | ABAc)
PoprowadZmy z punktu ¢ prostopadly do kisrun-
ku sily 1 dIugosé tej prostoﬁhdlej 0Znaczmy przez
@ ; whedy @ parnd i Ll Pady. ile Pa jost
to moment/’] sity leaglqdem punktun & ,wiec |
ﬂé&%@ta&ﬂ_t.zn.praca elementarna sily jest w danym
“YBZTE rbéwna iloczynowi z mowentu.tej silty wzgle-
dem punktn ¢ 1lub wzgledenm osi obrotu przez kat
obrotu dokola osi. Kat d/ uwazary za dodatni, Je-
sli dla patrzacego 2z koica momentu punkt A obrécit
sig w kierunku ruchu wskaz. zegara. |
Zajmiemy sig teraz
przypadkiem ogblnym,
Przypusémy, ze punkt
A ,na ktory dziala

siza /Z ,skierowana
Jakkolniek w przestrze

- ni obréeil sig ekolo
osi Z o kat ﬁ»{;/ o

Wyznaczyé prace ole-
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mentarng sity /~ .

Poprowadzmy przez punkt 4 plaszczyzne prostopad
1g do osi obrotu i przypusémy, ze ta plaszcéyzna prz
cina o8 w punkcie ¢ . Dalej prazez prostg z’, réwno
leglyg do # przechodzgcy przez A oraz przez linig
dziatania sity /~ poprowadimy pfaszczyzng. Przetnie
ona plaséczyzng /" wediug prostej, ktérg oznaczymy
przez Z . Roziézmy site 7~ na skiadowe & i Z w
kierunku xr i z”. Praca elementarna sily ./~ jest
réwna sumie prac elementarnych sit £ i /2 ;. lec
pracea elemen.tarna sity /Z jest zerem, bo jest ona
nrostopadla do ptaszczyzny 4° , a wiec i do przesu-
niecia, a 2z tego wynika, Ze praca elementarna sily /
jest réwna pracy elementarnej skiadowej Z  cayli
ﬂaifzle-a{ff', gdziéfkey bznacza moment tej skiado-
wej ngledem punktu ¢ , albo moment sily /~ wzgle-
d;ﬁ osi z . Bl S

75. Twierdzenie. Przypuscuy, Ze na punkt A “dzi
ta uktad, zioéoﬁ& 2 sil_éféfﬂgtq-”.; i dajmy na to,

ze te sily B3 w rownowadze. W takim razie suma prac

elementarnych tych sid na kazdem przesunigciu jest

zerem. Jest to prawie oczywiste. Istotnie: suma tycl
prac jest rowna pracy elementarnej sily wypadkowej,
ele ta wypadkowa jest zerem, wiec praca przez nig W

konana takze jest zerem. ——.
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odwrolmie: jezeli przy kazdem przesunieciu suma

prac elementarnych wszystkich sid, dzialajgcych na

punkt ¢ jest zerem, to te sily sg w rdownowadze.

Dajmy na to, ze przy danem zalozeniu, sity ./,
e dzigtajgce na punkt ¢ posiadaja wypad-
kowa rézng od zera. Gdy nadamy punktowi ¢ nieskon-
czen;a made pIZiBunJGClB w kierunku tej wypadkowej,

-to wykoua ona pracg rozng od zera, co jest sprzeczne
Z zalozanlem,

80. Przykiady: 1/ Na réwni pochylej zupetnie

gladkiejai tybr;acej z poziomem kgt o , leiy ciezar
« , ktéry chcemy utrzymaé w rdwnowadie za Jomocs
8idy f? , tworzgcej z rdwnig katjﬁ? . Chedzi o0 wy~
znaczenie tej sily /~ . Précz
8i? ~ i & na ciezar dzials
tekze reakcya rowni /2 ; po-
niewa% rownia jest catkowicie

gtadka, wigec ta reskcya jest

do rowni prostopadia.

Te 3 sity P, & i £ sg w réwnowadze, a z te-
go wynike, #e przy wszelkiem przesunieciu suma ich
prac elementarnych jest zerem. Aby nie wprowadzié
nieznanej reakcyi /4 obierzmy kierunek przesunigcia
tak, aby praca jej bytu przytem zerem. Takim kierun-
kiem jest linie najwigkszego spadku rdéwni. Dajmy

wigc cigzarowi nieskonczenie maie przesunigcis ﬂdi w
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tym kierunku. Praca sily 2 jest.f?aﬁncafyﬂy. & prea
ca sily & wynosi -(&. Zdr.sinx | & wiec
Pdx.cosfl-R. dz.sinct=0 skad P Csinc

cag

Aby znaleié reskcye & nusimy nadaé cigiarcsi
jekies inne pruesunigcie, np. w kierunku prostopad-
tym do siiy ~. ﬁrzypuééwy, ze to przesuniecie jesti
rowne a/y. fatwo zZnajdziemy, Ze:

f?{{y co%- Q. aj{cax/&%/-q,skqd Z=4&. _%’féz e~

11/ Ne giadki drut, wygiety w ksztalcis pave-
béli. ktorej o8 jest pionowa, a wierzcholek zwrdéco-

ny ku gbrze, nawleczono 2

ciezkie pierscienie.

W ognisku 4 paraboli umiesz-

czono blocaek, prsez ktéry

Jrzeérzucone sznur, HKorice

sznura praymocowano do pier-
_ RY2.79- 4cieni. Jukie powinny byé
cipkﬁry (2, i @z pierscieni, aby w polozeniu rownowa-
gi ieh odlegloéci od ogniska byly odpowiednio réwne
o W P |

PoprowadZmy z kazdego z pierscieni proétap;c’l.{;
do -kierown-fi.cy parabo.li. Diugosdci tych prostopadiych
8§ réwne odpowiednio takie 22 i 7 .

Na lewy pierécien dzislajg sily: cigzar &, ,
naprezenie sznura .5 i reakcya drutu /Z /normalna do
MECHANIKA - STATYKA - ARKUSZ XIV. '
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do drutu, bo jest on caikowicie gtudki/. Tak samo
ne prawy plieracien dzisdajg: clezar é% , napreze-
nie sznura 5 i reakcya norwalnea drutu 2, .
Kezdy z piserdécieni ma by¢ w rownowacze, & wiec
sumy prac elementarnych sit & , 5 i /4 oraz
& ,S5 i /X, muszg byé zerawi. Aby nie wprowadzad
reakcyi <2, i /, przesuniemy pierscienie ne drucie,
czyli w kierunkach normalnych do tych reskcyi. Przj
pusémy, %Ze przytem promienie 22 1 2z otrzymujg przy
rosty @z i dzg. Praca sily &, jest réwna & .z,
gdy2 rzut przesuniegcia na kierunek Bily==-ﬂ£ﬁ]f&
prace sily 5 wynosi —Jﬁtﬁ;, gdyz jest to sita
centralne; wige &.drz-Fayp=0.. . _ £/
Tek samo dla prawego plerscienia znajdziemy:
Gl -S AL =C ¢ o = = wiB
2 ﬁ’/ma.my &, =5 , a2 (3 &-Swiec & =&, —
Z tego wynike, ze ciezary pierscieni rusiyg
byé rowne i %e wowczas bedg one w riwnowadze w KaZ-
¢em poiozeniu.

8l. Ciala suitywnas,

Dejmy na to, Ze ne ciaio sztywne na jednej
prostej dzialajg dwie sity 2 i 2 jednakowo skie-
rowane i rowne. Dowiedziemy, Ze przy wszelkich
orzesunigciach prace elementarne tycu Bid sy rowne.

Jest to prewie oczywiste. Istotnie: wprowadzay



