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drutu, bo jest on całkowicie gładki/. Tak* samo

na prawy pierścień działają: ciężar ^ f napręże-

nie sznura S i reakcya normalna arutu Jz^ .

Każdy z pierścieni ma być w równowadze* a więc

sutrvy prac elementarnych s i ł Clj % & \ J% ora&

^ » & i ^z swBzą być serami. Aby nie wprowadzać

reakcyi J?x i ^ przesuniemy pierścienie na drucie,

czyli w kierunkach normalnych do tych reakcyi^

puśćmy/ że przytem promienie ^ i ^ otrzymują,

roety <£t} i *<Ć3%+ Praca siły (2j jest równa

gdyż rzut przesunięcia na kierunek aiły **

praca siły/5" wynosi -ly.^j* 9 gdyż jeet to s i ła

centralna; więc ^oćr* -^.</T^ - € . . .

Tak samo dla prawegp pierścienia znajdziemy:.

msmy $j = .5 , a z ./^—<£J

Z tego wynika, że ciężary pierścieni

być równe i as wówczas będą one w równowadze w każ-

4«m położeniu.

81« Ciała sztywna.

Dajmy na to, że na ciało s&tywie na jednej

prostej działają dwie siły P i J° jednakowo skie-

rowane i równe. Dowiedziemy, że przy wszelkich

przesunięciach prace elementarne tych sii s^ równe•

Jest to prawie oczywiste. Istotnie: wprowadzą



- 211-

trzecią siłę /'"równą i odwrotną d o P i mającą wspól-

ny z nią punkt przyłożenia; prac© elementarne sił

P i P%ą na każdym przesunięciu równe co do wielko-

ści i różne co do znaku / p a r . / ^ tak samo równe co

do wielkości, a różne co do znaku są prace elemen-

tarne sił P' i P"t a z tego wynika twierdzenie,

które należało udowodnić. Z tego twierdzenia wnosi-

my, że siłę działającą na ciało sztywne można prze-

suwać do linii jej działania, przytem jej praca

elementarna w żednem przesunięciu nie ulegnie zmia-

nie.

Gdy na ciało sztywne działa układ, złożony z

sił C,lj?,Jf, . . . t,o przy żadnym z niżej wymienionych

przekształceń suma prac elementarnych tycń sił na

żadnem przesunięciu nie ulega zmianie:

1/ Przy przesuwaniu sił układu na ich liniach

działania.

2/ Przy rozkładzie jakiejś z sił układu na

składowe.

3/ Przy wprowadzeniu siły wypadkowej zamiast

składowych.

4/ Przy uprowadzaniu dwuch sił równych i od-

wrotny cn i działających na ten sani punkt.

Dowiedźmy teraz, że: jeżeli układ sił działa-

jących na ciało sztywne jest w równowadze, to suma
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prac elementarnych tych sił - jest zerem na każdem

przesunięciu. Wiemy, że za pomocą wyżej wymienionych

przekształceń można układ sił, działających na ciało

ssstywne sprowadzić aawsze do dwuch sił i z powyższe-

go wynika, że suną prac elementarnych tych dwóch sił

wypadkowych jest równa na każdein przesunięciu sumie

prac elementarnych sił danych. Jeżeli układ jest w

równowadze, to owe siły wypadkowe są równe i odwrot-

ne, a suma prac elementarnych takich dwuch sił Jest

przy każdem przesunięciu równa zeru-r-r^

82. Twierdzenie odwrotne. Jeżeli suma prac ele-

mentarnych sił, działających na ciało sztywne jeat

na każdem przesunięciu równa zeru, to siły te są w

równowadze.

Przypuśćmy, że na ciało sztywne działa układ,

złożony z sił Ę>J^x^p. » których suma prac

elementarnych jest zerem na każdem przesunięciu.

Sprowadźmy ten układ do dwuch sił:^." J? przyłożo-

nej w punkcie A i Z' S , przyłożonej w punkcie .^ *

Nadajmy układowi takie przesunięcie, aby punkt A

pozostawał przy tem w spokoju czyli obróćmy ten

układ dokoła punktu A . Siła J? nie wykona żadnej

pracy, bo jej punkt przyłożenia nie doznał przesu-

nięcia, a z tego wynika, że praca elementarna siły

3 jest zerem /bo suma prac sił J? i £ jest zerem/

co jest możliwe tylko wtedy, gdy siła ta jest pro-
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stopadła do drogi* Ale, gdy punktu po ao staje .ni eru

chomym, to przesunięcie punktuj leży na powierz-

chni kuli, o promieniu równym A23 i środku; A$ tak

więc siła JSf pozostaje wciąż normalną do każdego

przesunięcia na tej kuli, a z tego wynika, że siła

0 działa na promieniu A23* (rdy snów punkt 23 bę-

dziemy uważali za nieruchomy, a punktowi A nadawać

będziemy przesunięcia, to tak samo wypadnie, że 3iła

2? musi leżeć na prostej AB # A zatem siły 7ł i 3

działają na jednej prostej •

Nadajmy dalej układowi nieskończenie małe prze-

sunięcie <xs w kierunku AB , to na zasadzie założę*

nia będziemy mogli napisać: 2?.^c^^S.-c/s~o^ a atąd

J?~'-JSf czyli siły 2? i £> są równe i odwrotne,

a prócz tego wiadomo, że działają na jednej prostej*

Z tego wynika, że układ jest w równowadze .rH7, ,

83* Warunki równowagi, wyprowadzone z &asady

pracy przygotowanej• Gdy przyjmiemy sasadę pracy

przygotowanej za postulat, to stąd będziemy mogli

wyprowadzić znane już inne kryterya równowagi;

Przypuśćmy, że na ciało 'sztywne działa układ,

złożony z sił C,-2j^,C* - • * * ^e B ^ ^6 8* w ó

wadze; z postulatu powyższego wynika, że suma ich

prac elementarnych jest tereni przy każdym przesu-

nięciu* Przesuńmy ciało równolegle w kierunku dowoi-



nej prostej X o -&x. Punkty przyłożenia wszystkich

s i ł doznają jednakowych przesunięć cćx i suma prac

elementarnych wszystkich s i ł bidzie równa 2Z/z<ćx*<?j

gdzie Jz oznacza r&ut siły JR na prostą x ; lecz

az j e s t wspólnym czynnikiem wezy&okioli wyrazów tej

sumy* a.2 tego wprost wynika, że : J^ *<?,*, .czyli,

że; j e ś l i układ s i ł a^iałaj^cycii na ciało sztywne

jes t w równowadze, to suma rzutów tych s i ł na każdy
kierunek jes t zerem.

Obróćmy teraz ciało około dowolnej prostej Z

o kąt -*cćy • Praca elementarna s i ł y . / 7 przytem wyko-
nana jeat róv*na flldc? , gdzie j^t j e s t momentem.
siły-/7 względem osi Z • A zatem IJ/*l.<ćc?=o m

Lecz coy> j e s t wspólnym czynnikiem, a z tego wynika,
że 2*/tf*o} czyl i : j eże l i układ s i ł j e s t w równowa-*

dze to suma momentów WB^ystkicii sxł tego układu

względem dowolnej osi X j e s t zerem,

64* Przykłady, 1/ W płaszczyźnie pionowej j e s t

ustawioną jednorodna sztaba, o ciężarze & kg. i

długości £<Ł . Opiera się ona o pionową, gładką

ścianę i poziomą, gładką podłogę*

Aby równowaga sztaby była
rachowana urządzono tak; do
końca A estaby przymocowano
sznur, przeprowadzono go

Ą orze^ otwór, wyrobiony w



ścianie i prsersucono przez bloczek. Do końca sznura
prayczepiono ciężar J3 . Wyznacsyó położenie równo-
wagi sztaby• Zadanie sprowadza się do znalezienia

a
kąta %r t jaki tworzy sztaba z poziomem w potężeniu
równowagi.

Na sztabę dziaiają następujące s i ł y : ciężar <£

przyłożony w środku £ sztaby, naprężenie sznura w

punkcie A równe a i l e J° y reakcya normalna J?j po-

dłogi w punkcie A i reakcya normalna JĄ ściany w

punkcie J3 • Aby nie wprowadzać do rachunku raakcyi

Jij i J?z f o które tymczasem nie chodzi, weźmiemy

przesunięcie tak ie , aby punkt A poruszał się po po-

dłodze, a punktu? po śc ianie . Oznacsmy odległość

punktu A od ściany przez X 9 a odległość punktu

S od podłogi przez y • W takim razie przesunięcie

p u n k t u j będzie równe <o<x 9 a przesunięcie £?. tfy*

Praca elenu s iły-/ 7 j es t -ry^fc/snak "ramus", bo gdy

CC otrzymuje przyrost dodatni, to JF* wykonywa pracę

ujemną/. Rzut ^&e4h*tTtt oanktu & na kierunek siły

« j e s t równy -ćcy t t więc praca s iły u w

Siły ^ i ^ nie wykonają pracy, a zateia

y

Wyrazimy X i y w iunkcji tr .. Ponieważ X~£-<Z.cctf<fif

Podstawiając te wartości w fejutrzyiaaiay
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Pr&y pomocy tej Bamęj metody znajdziemy reakcye

J?f i 4? * ̂  ^y m ^ e l u weźmiemy przesunięcie -wy całej

sztaby w kierunku pionowym* Praca Biły JF przy tam

przesunięciu jest równa o m Praca reakcyi /% jest

równa ff^oly a praca siły <$ wynosi -&*&ly więc

Ąg dy-Q,.oćy~oP skąd /£ <*<£ .r""J

Tak samo, biorąc przesunięcie poziome <oćx całej

eztaby otrzymamy /§.-fl& -P.<dx,~O , skąd >£J

11/ Gładka jednorodna sztaba, o długości

opiera się jednym swoim końcem o pionową ścianę i

spocsywa na pewnej gładkiej krzywej. Jaką powinna

byó ta krzywa, aby równo-

waga była zachowana w ka-

żdein położeniu sztaby.

Obierzmy prostokątny

układ współrzędnych w

sposób taki: za oó y weź-

my ślad 8'ciamy na płaszczyźnie rysunku, a początek

układu O - dowolnie na tej osi. Oznaczmy współrzęd-

ne punktu B w tym układzie przez Xyy +

Na sztabę działają siły tfJkie: ciężar £1 t pray

łożony w S » reakcya 2?j ściany normalna ao niej

i reakcya normalna /?% krzywej w punkcie zetknię-

cia* Nadajmy sztabie takie przesunięcie, aby niezna-

ne reakcye łłx i Hz nie wykonały pracy. Tak się

dnieje wtedy* gdy punkt -Ą porusza się po ścianie*

A
Ó
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a sztaba wciąż pozostaje w zetknięciu a krzywą, Prze*

sunięcie środka ciężkości +5 wynosi przytem <#V

a wiec - <?.-t2?y=<7 8 a z tego wynika, że -ety*o lub

./=;? , gdzie y? jest stałą. To znaczy, że odle-

głość punktu 3 od osi y iausi być stałą czyli, ae

środek ciężkości sztaby powinien przesuwać się po li-

nii prostej równoległej do' osi X i odległej od niej

o n ....
Wyznaczymy równanie krzywej, na której powinna

opierać s ię sztaba. Gdy oznaczymy kąt między sztabą
a osią X przez %r P to współrzędne punktu J3 można
wyrazić przez •• x --cc. co&fl j y = A .

Równanie prostej Aćź /sztaby/, czyli stycznej do
krzywej j est : y— n = Ćg"i%fx- <c. cc^^y^

bo t a prosta musi przechodzić przez punkt 3 i two-
rzyć z poziomem kąt •** .Inaczej : y-n=xtgtfi'&3jnv?..l±

Szukana krzywa j e s t obwiednią wszystkich położeń
prostej -dć? należy więc znaleźć tę obwiednię. Aby
wyznaczyć równanie te j obwiedni postępujemy według
znanego prawidła.

Różnicakujemy równanie ft.J względem J't Otrzyma-
my x~-&eojsv>;'.: . . fy a z tego i z/^/wynika:

y"-&*>-•&.02xstr. . , . . fej, gą to równania parametrycz-
ne szukanej l i n i i . Podnosząc każde z równań {Zy i
/3J do potęgi -~ i dodając do siebie stronami otrzy-



mamy: -X* +fr-Aj* = 4? zzJ £dy J* O t
czyli gdy oś X jest torem środka ciężkości, to

Jest to równanie astroidy* A więc szukana linia

powinna być tą krzywą.

III/ Sztaba AB o długości <C opiera się jednym

końcem faj o pionową aciangt, a drugim /J5y o pewną

krzywą. Jaką powinna być

ta krzywa, aby równowaga

zachodziła przy wszelkich

poiożeniacn sztaby*

Znajdziemy, jak po-

przednio, że środek cięż-

kości *J> powinien przy

przesuwaniu sztaby pozostawać na pewnej prostej, któ-

rą obierzmy za oś X • Gdy oznaczymy współrzędne pun-

ktu & /za oś y obieramy alad ściany/ przez JC i

V , a kąt między sztabą a poziomem przez 1/* , to

otrzymamy X *<Ł.C<?&I/> ; y= f.jjn <$> P gdzie r*J}JSf*

Są to równania parametryczne elipsy, A więc szu-

kaną Krzywą jest elipsa, której osi leżą na osiach

wBpółrządnych i są odpowiednio równe £oc i / C ^ ~

85* Ukżad ciał sztywnych. Niech będzie układ

złożony z ciał sztywnych A ?JB P (7'j> . - . i przypuść-

my, że na układ ten działają pewne siły zewnętrzne
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oraz wewnętrzne.

Jeśli przytem układ jest w równowadze,* to grzy

wszelkich przesunięciach suma prac elementarnych wsz;

etkich sił zewnętrznych i wewnętrznych jest zereui.

Istotnie: gdy ukiad jest w równowadzef to każde

z ciał, do niego należących jest w równowadze, a za-

tem równoważą się wszystkie siły, które działają np*

na ciało A . Grdy nadamy układowi jakieś przesunięci

to suma prac elementarnych sił, działających na ciał

A będzie zerem* Tak samo dowiedziemy, ze i Buma

prac eleuu Bił działających na ciało & jssi zerem

i t.d. Otrzymamy tym sposobem tyle r.ownan ile jest

ciał w układzie, a dodając stronami te równania znaj'

dziemy, że suma prac elera, wszystkich sił działają-

cych na układ /zarówno sił zewnętrznych, jak i we-

wnętrznych/ j est zerem.

Dowiedziemy też twierdzenie odwrotne: jeali suim

prac elementarnych wszystkich sił, działających na

układ ciał jest zerem przy każdem przesunięciu, to

układ jest w równowadze*

Możemy nadać układowi takie przesunięcie, aby

wszystkie ciała z wyjątkiem A zostały w spokoju,

a w takim razie wykonają pracę tylko siły działające

na ciałoAx i suma tych prac według założenia jest

zerem. Tak więc przy każdem przesunięciu ciała A su
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ma prac eleiru sił na nie działających jest zerem, a

zate& ciaio A jest w równowadze* Tak Banio dowie-

dziemy, że ciała B^Ćj, .... są w równowadze, a więc

i cały układ jest w równowadze.

86. Przesunięcie dozwolone i przesunięcia wyo~

brażalne, Gdybyśmy przy tworzeniu równań musieli

uwzględnić wszystkie siły, działające na układ, to

byłoby to wielce niedogodne. Zwykle nadajemy układo-

wi takie przesunięcie aby do równań nie weszły siły,

o które w zadaniu nie chodzi* Istnieje pod tyra wzglą-

dem pewna metoda ogólna.

" Przypuśćmy, że układ ciał jest nieswobodny, t.

zn.#że może się poruszać tylko w pewien określony

sposób, A więc n$* może się zdarzyć, że niektóre z

ciał układu są osadzone na nieruchomych osiach inne

mogą się posuwać po pewnych liniach lub na pewnych

powierzchniach lub wreszcie mogą zachodzić między

różneiai ciałami układu jakieś połączenia. Łiożerny na-

dać układowi takie przesunięcie, aby połączenia te

różne nie zostały naruszone* Takie przesunięcie na-

zywa się do%woloneixu Jeśli natomiast nadajemy ukła-

dowi takie przesunięcie, że.pewne połączenia ciał ze

stają przez to zniesione, to mówimy o przesunięciu

wyobrażalnezn lub niedozwołonem. Niekiedy trzeba się

uciekać do tych przesunięć wyobrażalnych, gdy chodzi
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o wyznaczenie reakcyi lub naprężeń ssnurów nieroz-

ciągalnych, ale najczęściej stosujemy przesunięcia

dozwolone* Wówczas pewne kategorye sił nie wykonają

pracy i nie wejdą do równań*

Wyszczególnimy najważniejsze z sił, które nie

wchodzą do równania pracy przygotowanej przy prze-

sunięciach dozwolonych:

1/ Przypuśćmy, że punkt A może się poruszać

na pewnej linii lub pewnej powierzchni gładkiej.

H takim razie ta linia lub powierzciinia wywiera na

ciało, reakcyę normalną 2? i jeśli nadamy układowi

przesunięcie dozwolone, to punkt A przesunie się

po tej linii lub po powierzchni i reakcya J? nie

wykona pracy* Jeśli linia lub powierzchnia są chro-

powate, to JE wykona pracę przy przesunięciu dozwo-

lonemu

2/ Przypuśćmy, że pewne ciało układu jest osa-

dzone na nieruchomej osi. To oś wywiera na ciało

pewną reakcyę /d • Przy przesunięciu dozwolonera

/obrót dokoła osi/ punkt przyłożenia tej reakcyi

nie przesunie się, a więc praca jej jest zerem, mo-

żna więc tej raakcyi nie brać pod uwagę.

3/ Dwa ciała układu są połączone za pomocą

przegubu* li przegubie działają na ciała reakcye rów-

ne i odwrotne i przy każdem przesunięciu dozwolonem
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prace ich będą równe i odwrotne, Z tego wynika, że

suzaa prac elementarnych reakcji w przegubach jest ze-

renu A więc i tego rodzaju reakcje można pomijać.

4/ Przypuśćmy wreszcie, że dwa ciała układu są

połĉ ĉ one \* punktach -Aj i J±^ sznurem nierozciągal-

nym# W punkcie A^ i J±~ działają więc naprężenia .

sznura równe i odwrotne. Przy dozwolonem przesunięciu

odległość AjAz nie ulega zmianie, a więc i suma prac

elementarnych sił /5> jest zerem* Z-tego wynika, że

takie siły j& można pomijać.

67. Przykłady. 1/ W punkcie A pionowej gładkiej

ściany jest zawiasa, około której może się obracać

sztaba AJS • Ta sztaba jest połączona przegubowo z

inną sztabą B C ,która końcem C opiera się o gładką

podłogę. Długość każdej sztaby jest •=£-#, a ciężar każ-

dej 61 kg. Środki ciężkości sztab oznaczamy przez /3tj

i A^/sztaby są jednorodne/. Sztaba AB tworzy z po-

ziomem kąt &ć fa 3ztaba BC - kąt J* . Oznaczmy je-

szcze odległość punktu A od podłogi przez ^ • Aby

równowaga sztab w opisanym położeniu była zachowana

przykład8my do punktu

C poziomą siłę i^jma^

my wyznaczyć tę siłę.

Na ukłed złożony ze

sztab AB i BC działają

Biły ̂ 4? A Ą /i ^/w
prócz tego różne


