
parami krawędzi AB i DC lub J?D i AC t a z tego

wynika twierdzenie geometryczne; trzy proste, łą-

czące środki przeciwległych "krawędzi czworościanu,

przecinają się w jednym punkcie.

57+ Środek ciężkości objętości czworościanu

A3CD* Dzieliipy czworościan na warstwy element^1

ne płaszczyznami równoległami do jednej ze ścian.

Niech je$ną z tych płaszczyzn będzie <zv-c , i

niech K t>"ęd».ie środkiem krawędzi J?Ct Prosta

dzieli na pół wszystkie odcinki takie, jak irc %

równoległe do BC\ a prócz tego widać, że proste

AE \ <*€ są równoległe. Gdy odmierzymy AI*=

to /^będzie środkiem ciężkości podstawy ABC, ?o

prowadźmy prostą DJ** >

przetnie ona^w punkcie

*f K Z podobieństwa trój

kątów wypadnie,, ie T&jfr

-—• h zatem <t/^~5^

z czego znów wynika, ie <

jest środkiem ciężkości

RYS5.6Ź. trójkąta u&c . Widzimy,ze

środki ciężkości wszystkich warstw elementarnych

leżą na prostej Dp , a więc na tejże prostej le~

źy środek ciężkości całego czworościanu. Środek

ciężkości czworościanu leży na każdej prostej
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oaącej wierz-oliołolt ze środkiem ciężkości

ległe j ściany, a zatem leż;/ vr tym samym punkcie,

środek ciężkości czterech jednakowych mas, tuńie są-

czonych w wierzchołkach, fiadomo z twierdzenia po-

przedzającego, że j e s t on odległy od wierzchołka

D czworościanu o odległość

v .. Poprowadźmy jeszose z wierzchołka J? prosto

padłą do przeci^riagłej ściany, a przez środek

kości ^5 - płaszosy^jię, równoległą do AJ3C* % po-

dobieństwa trójkątów wypadnie, że ta płaszczyzna

przetnie cwą 'profstoparlłą w odległości ^ je j

długości od podstawy, 'czyli, że środek ciężkości

jest odległy o j£ wv^okości czworościanu od pod-

stawy,
53. Środek ciężkości p?raroidy ^ i

stożka, DowiedziGmy, żo środek ciężkości piramidy

wielokątnej leży n a p r o n t e i , łączącej
piramidy ze dredkiem ciężkości podstawy w odległo-
ści j£ wysokości piramidy od podstawy, /Is totnie :
postępując podobnie, jslc 7/ w}rpadku poprzedzaj ącym,
dsielimy piramidę na warstwy elementarne płaszczy-
znami równoległemi do poistawy• Wszystkie t e prze-
cięcia cą podebne do podstawy, a środek ciężkości
każdej warstwy loży na p r o s t e j , łączącej irieracfco-
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-tek ze środkiem ciężkości podstawy. Oczywiście i
środek ciężkości piramidy leży na te j samej pro-
s t e j .

Rozkładamy następnie podstawę na trójkąty.Łą-
cząc wierzchołki tych trójkątów z wierzchołkiem
piramidy, podzielmy całą piramidę n& czworościany,
posiadające wspólny wierzchołek. Środki ciężkości
wszystkich czworościanów leżą w płaszczyźnie, rów-
noległej do podstawy i położonej n odległości -£.

wspólnej wysokości od podstawy. Na te j samej wyso-
kości leży środek ciężkości piramidy cfc.fi.d.

.Jeżeli podstawa, piramidy jes t krzywoliniowa,
to uważamy ją za wiełofcok ó nieskończenie krótkich
•bokach, Wypada więc prawidło następujące: Aby wy -
znaczyć środek ciężkości stonka łączymy wierzcho-
łek / z e środkiem ciężkości F podstawy i odmierza-
my na^^t^od wierzchołka "-?*£* ̂ f c Punkt O b ę d z i e
środkiem- ciężkoćoi ntośka,

¥ przypadku szczególnym, gdy dany st"Oż:sk
j e s t prostym kołowyrc- jego środek ciężkości leży na
osi, w odległości ^- wysokości od wierachołka.Do-
wiedzieiny jesacse tó twierdzenie bezpośrednio.

Niech "będsie stożek prosty, lrołO^ył mający
wysokość A'&*&'• i^kąt wierzchołkowy -.

MECHANIKA SlkUJU. - ARKUSZ 211.
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Przez wierzchołek- A

poprowadźmy płaszczy-

znę J^ równoległą do

podstawy i wyznaczmy

moment statyczny stoi*

ka względem tej pla-

szezjsmy. Podzielmy w

tym celu stożek

nieskończenie cienkie warstwy płaszczyznami, rowjic

ległemi do podstawy• Niech JF"i. Jr"'hęQĄ dwiema ta-

klemi sąsiedniemi płaszczyznami. Wytną one ze stoż-

ka warstwę o grubości <zx« Objętość tej warstwy, mo -

gącej. byó uważaną za cylinder o wyBoKości -fl̂ r jest

J?.7*?<tx $ gdzie T oznacza promień koła przekroju,

Jeżeli założymy, że gęstość masy stożka jest M*/

to masa warstwy będzie .równa także JZ,2*f<Ćx% a mo-

ment statyczny warstwy ty^ględem płaszczyzny^ będzie

^/^-.wc .Z- . Oznaczaj przez <d/f ten elementarny mo-

ment statyczny, Ponieważ 7** XŹ&oć więc raoźamy

też napisać, Ż8 -<

Stąd moment statyczny całego stożka

•\\ Masa całego stożka jest. równa objętości, pcmncionej

przes gęsto-scl czyli

Stąd odległość środka ciężkości stożka od płasaczy^
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jest równa xc

Otrzymaliśmy więc rezultat zgodny z poprzedzającym

59 • Środek ciężkości powierzchni stożkowej.

Niecli będzie znowu' prosty stożek kołowy o wysoko-

ści AO*&>Q promieniu pod-

stawy *:i* i tworzącej »<l *

Znajdziemy najpierw środek

ciężkości powierzchni "bocz-

nej tego stożka.

Środek ten będzie leżał

na 'osi symetryi, lub na

osi J4 O stożka; trzeba

w£ęc leBzcz^ tylko wyzna

Gsyó-położenie tego środka na osi.

Podzielmy obwód podstawy stożka na nieskończe-

nie małe elementy i punkty podziału pc$ąc-zmy z

wierzchołkiem .4 , to otrzymamy nieskończeni^ wą-

skie trójkąty. Środek ciężkości każdego z tych

trójkątów leży na tworzącej stożka w odległości

X- tej tworzącej od podstawy stożka, a z tego wy-

Di"kaf że środki ciężkości wszystkich trójkątów \>ą

dą leżały w jeflnej płaszcsysnie, równoległej do

podstawy, Płaszo&yzna ta dzieli wysokość stożka

w stosunku / .• M i w punlrcie przebicia tej pła-

saBoayżny z v/ysckością będzie leżał drodek picjżko-.
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sci powierzchni bocznej stożka. <):żnaezmy ten śro-

dek przez Sx • Oczywiście OSj * y OA 'f~*-

Wyznaczmy teraz środek ciężkoiei całej powie

rzchni stożka. Wyznaczymy w tym oelu moment sta-

tyczny tej powierzchni względem płaszczyzny pod-

stawy.

Ponieważ masa powierzchni bocznej stożkaffaź

{/*•'*/» wynosi Jłr.-CL , zaś przeciętnie odległość

tej powierzchni ód płaszczyzny podstawy jest j* ,

więc woroent statyczny całkovritej -powierzchni stoż

ka jest róimy]^ :^'
r'^,. /moment statyczny pod-

staw jest zerem/. 0znac2tny ten Moment przez

Masa całkowitej powierzonhi stójka jest równa

a więc odległó^ó środka ciężkości -fcęj powierzchni

Od płaszczyzny podstawy jest .

60« Środek ciężkości łuku koła. Hiech będzie

cienki jednorodny pręt, mający postać łuk ii koła..

•Połączmy końce A; i M tego

pręta ae środkiem & koła

°1^5i— C ^ i oznaozmy kąt jf0Jt$vz,śz
j?oćt a promień koła

przez j?̂ . Aby wyznaczyć
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środek ciężkości łuku AB postąpmy tak: Połączmy

sfodefc O koła ze środkiem C łuku AS , Prosta

Oćr tworzy,, oczywiście, z promieniami OA i CJS

równe kąty oć , jest więc osią symetrji łuku A3i

na niej leży środek ciężkości tego łuku.

Poprowadźmy przez punkt O płaszczyznę -P1
1

prostopadłą dc OC\ wyznaczmy moment statyczny łu-

ku A3 względem tej płaszczyzny.

W tyra celu podzielmy łuk AB na nieskończenie

małe elementy, z których typowym miech będzie łuk

PPl Oznaczmy kąty: POC przez - 'IJPĆ/CTZ&Z <ć&

Oczywiście długośd elementu PJP jest 2*. d $ . Jeże-

l i założymy, jak zwykle, że. oiężar jednostki dłu-

gości łukm At*/ , to 7M*f̂  będzie wyrażało ma-

sę, łuku ł gdy tę masę pomnożymy przez odległość

elementu od płaszczyzny P , czyli przez^T?^^^?/', to

moment statyczny tego elementu będzie

moment zaś statyczny całego łuku wynosi :
T

Masa całego łuku /$ *J2no( $ więc odległość środka

ciężkości łuku od płaszczyzny r jest równa
r t s ^ Ł c C . Przypuśćmy, że łuk jest półko-

lem. W tym razie ^ * X ^ ; Xx>9
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61» Środek ciężkości wycinka kołowego. N

ACB będzie łukiem wycinka, a O środkiem. Proinieil

wycinka oznaczymy przez r* , a kąt AOJS przez

i prowadzimy dmisieczaą

kąta A OM* Dzielimy nastąp*

nie wycinek na elementarne

trójkąty, o jednakowych po-

lach; jednym z nich j e s t

dajmy na to CJPF*'* Możemy

skoncentrować masę tego

trójkąta w-jego środku
ciężkości t . j # w takim punkcie ^ , ze O£f-rgrOJ?

Czyniąc to samo w każdym tró jkącie, otrzymamy sze-
reg cząsteczek o jednakowych maaach, rozłożonych
na łuku kołowym A\B'\ ¥ granicy cząstki te utwo-
rzą jednorodny łuk koła, możemy więc wyznaozycS śro-
dek ciężkości wycinka przy pomocy wzorów par* po-
przedzającego. Odległość jego od środka O będzie

promieniera łuku

Dla pola półkola otrzymamy x*=^%~ » Ło ^ ' ^ ^
62, Środek ciężkości odcinka kołowego•wyzna--

csymy łatwo na zasadzie para.gr.afu poprzedzając ego i

zwróciwszy uwgigę na to , że edcin^k otrzymuje s ię
przez odrzucanie t ró jkąta od wycinka.



- 133 -

63. Środek ciężkości rautu figury płaskiej.

Niech będzie jakakolwiek figura płaska mająca po-

le F i środek ciężkości S „ Wyznaczymy rzut

prostokątny tej figury aa jakąś płaszczyznę* Pole

rzutu oznaczmy przez JP ' f a środek ciężkości rzu-

tu prze«s S' * Dowiedziemy, że punkt 3* jest rzu-

tem środka ciężkości 3 , czyli, że rzut środka

ciężkości figury płaskiej jest środkiem ciężkości

rzutu tej figury. W tym celu obieramy najprzód

układ współrzędnych tak, aby osie x^y leżały w pła

szczyźnie rzutów 02naczay kąt między płaszcsysna-

mi J7* i i^^pr^ez X* , W takfm raz ie , jak wiadomo

/

Rozlbijmy pole F* na bardzo drobne
niech, pole jednego z aiołt b^dsie r ó w n e j ,a współ-
rzędne—- XJYJX. , Pole rsutir tego elementu oznacz*
iy przea / .. Współrzędne tego rzutu będą, oczy-
wiście XJY,G jŁaS-międej / i / "będzie zachod«iłt
zależność taka : */ *ł*cog ł* • • " / .

O Laument statyoziy przez
płaszczyzny y0%-^ Będzie on, oczywiście,

12 *.% % Ponieważ pole rantu Vxgxrj J? jest rów-

ne /*' , a gęstość powiat z Gh.nl owa jeat równa /

więc masa tego pola jest również J? z&ś Xm* ,£?

jest odległością środka cięśkoioi figury JF** od
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płaszczyzny w'0<- . Ponieważ 'ina.C2.aH

Ale temu samemu jes t równa współrzędna
punktu & . T a k samo dowiedlibyśmy, że współrzędne
Y i y punktów 3 i J3 są równe. Innami słowy punkt

^JBPA rzutem punktu .'-&

64, Środek cię&kośoi pola eliptycznego. Klech
będzie e l ipsa, mająca osi£r/?<z," i £tr * Chodzi o wy-
snaczenie środka ciężkości połowy te j elipsy np,

AiBjĄp. Środek ten bę-
dzie óczy^iście l e ż a ł na
pTOBtej OBy- jako na OBX
eymetrji! należy tylko
wyznaczyć położenie owe-
go środka na te j osi* Da
ną e l ipsę możemy uważać

za prostokątny rzut koła ; o średnicf jĘpĘĘjfó&0£

i o ŚTodku O* Z togo ^ n i k a , ze 0£?j> * ir jest ~rzu

ter, promienia tego'koła, a zatem v*<t.cos7Ę' %gdzie
/"oznacza kąt między płaszczyznami: elipsy i ko-

ła. Stąd; c°śT*^l t~*

Oznaczmy przez 7^ środek ciężkości półkola,,
Na zasadzie twierdzenia par; poprzedzającego, śro-
dek ciężkości x5" pola AI3/A.^ j e s t rzutem punktu

S s a zatem odoinak '$$ jes t 'rzutem odcinka OT i
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OS*Orco*f czyli 00.^4-ść , g d y ż od_
ległośd środka półkola od jego środka ciężkości

jest równa Ź^\ < r ^

Aby wyznaczyć środek ciężkości pola pÓłelipey

jffjAjJ^pt możemy je uważać znów, jako rzut półkola;

o średnicy = £<t ^ i o środku O , praytem jedna po-

łowa tego półkola znajduje się nad płaszczyzną eli-

psy, druga zaś nad nią. Oczywiście środek ciężkości

JSŹ półelipsy Ą<Ąj.Ąg leży na osi OAj * czyli ra<

Kem ze środkiem ciężkości półkola$ zaś odległość

jego od punktu O jest ćPj&j ^JŁ& tJ czyli jest ta

ka sama, jak odległość środka ciężkości półkola od

tegoż punktu O o

Środek ciężkości ćwiartki elipsy np^ Az&Z^wy-

znaczymy w sposób taki;- zwróćmy uwagę na dwie

ćwiartki elipsy; ^ ^ &£?s i Aź0J3j .Środek cięż-

kości tych ćwiartek leżą na jednakowych odległo-

ściach od osi AjAg , a prosta łącząca je musi

prseohodzió przez punkt & » Czyli że środek cięż-

kos&x .ćwiartki ' A^OIfy leży aa prostej równoległej

do 'Ajrj&f i przechodzącej przez; 3 9 Z drugiej

stron}7 tak samo dowiedziemy, że musi on leżeć na

prostej przechodzącej przez JS^ i równoległej do

f a zatem szukany środek ciężkości leży w
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punkcie 3 na przecięcia tych. Awuch prostych. Odle-

jesgłość ptfnktu -J5 od osi

równa -~r , zaś* odległość od osi

, oczywiście,

Ą ^ wynosi

3JZ
65, Środek ciężkośoi strefy kulistej.

będzie kula, o promieniu r ' i środlro {) , Popro-

wadźmy dwie płaszczysny równoległe, odległe od

-•*/ -+-

i ^

•

RYŚ. 67!

śTodka kuli o <i i

Te płaszczyzny wytftą z

powierr.ch.ni kuli strefę,

której środek ciężkości

mamy wyznaczyć.

Obieramy układ wspołrsę'1

nych. w sposób taki: >m

oś X areźiay prostą prze-

chodzącą przez O i prostopadłą do płaszczyzn

przekroju, osi y i X obieramy w płaszczyźnie pro-

stopadłej do 3C w punkcie O ,

Wyznaczmy "moment statyczny strefy w

płaszczyzny; yO%- . W tym celu pddssieliLy p

chnię strefy na nieskończenie drobne elementy,pła-

szczyznami, prostopadłemu do o s i ^ . Nioch kolej-

ne dwie z tych płaszczyzn przecinają obwód koła,

połoionego w płaszczyźnie rysunku w dwuch punktach

• Możemy uważać powierschnie, zawartą


