AW e

parami krawedzi-AB 10C lub BD i Ac , & 7 tego
wynika twierdzenie géomatryczme: trzy preoste, 13-
czgce srodki przeciwlegiych krawgdzi czwurofcianu
przecinajg sie w jednym punkcie.

57. Srodek ciezkogci objetodci czworodcianu
AZBCAD. Dzieliny czworodcian na warstwy slementar

ne plaszczyzuami réwnolegiemi do jednej ze $cian.

Niech jedng z tych plaszczyzn bedzis a/c .
niech £ bedaie $rodkiem krawedzi &FC . Prosta 24
dzieli na p6ét wszystkie odeinki tekie, jak #c,
réwnolegle do FC, a pxbcz tego widaé, ze proste
AE i a¢ s réwnolegle. Gdy odmierzymy 45 £AZ
to £ badzie $rodkiem ciezkofci podstawy 4FC. Po
prowadémy prosle JF .
nrzetnie ona #4fw punkcie
/t Z podobiehstwa tréj
katéw wypadnie, ze %Aff
—— , zatem d/f: 2ag

S
z czego znéw wynika, ze ¢

jest Srodkiem cigzkoscl
| Rryses tréikata afe . Widzimy,ze
$§rodki cigzkosci wezystkich warstw elementarnych
lezg na prostej .Z?)’ , a wigc na tejze prostej le-
2y $rodek cieszkodci calego czworoScianu. Stodek

cigzkosei czworoscianu lezy na kazdej proste) Z -
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[

czace] wisrzeholek ze Srodkiem cigikodol przemt\-
legle] Sciany, a zzbtem lezy w tym samym punkc}b,av
Srodek cigzlko$ci cztersch jednakowych was, umiesz-

czonych w wierzcholkach, Tiadomo z twierdzenis po-

o)
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PD
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an
e
O
Q
(&}

sgo, ze jest omn odlegty od wierzchoilka
anv. 0 cdlaglosé Js'= I =

Poprowadémr jeszcze 7 wisrazcholka 2 prosto-

0
3
4
(o]
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m\
0
e

padlg do przeciwlaglej declany, o przez §rodek ciez
kosel - &e.ézazyzaa, réwnolezla do 4FC. Z po-
dobieristwa trdjkstéw wypadnie, Ze ta pw.szcz: zna
przetnie owa prostep=dia w odleglosci ;? jej
diugodei od nodstawy, czyli, ze S$rodek cieikosdei

:‘{ g

iest odle o ZF wy~okodci coworodcianu od pod-~

fon
(=]

stawy.

B8, Srodek ciezkosci pirsmidy wmlﬁkatnej i

stozka, Dowiedziemy, Zo Srolek cigzkodc! piramidy:

-

wielokytnej lezy na proste], laczace] wisrzcholek

piremidy ze drodkiem cigzkosci podstawy w odlegio-

L

! } wysokoéci piraunidy od poulstawy. Istotnie

3

cstepujge podobnie, jak w wypadku poprzedzajacym,

|

dzielimy piramide na warsiwy elementarne plaszczy-
znani réwnoleglem! do poistawy. Wszystkre te prze-
ciecia cg pcdobne do vodstawy, a Srodek cigzkosci

kazdej werstwy lsiy na prostej, lszczgcej wierzcho-



tek ze srodkiem cieékoéci'pddstawy. Oézywiécie i
srodek cigzkodci piramidy leéy'na'taj samej pro-
sta]. | |
Rozkladamy nastgpnie podstawg na tréjkgty.&q#
czge wierzcholki tych tréjketdw z wicrzcholkiem
piramidy, podzielmy catg piramidqfﬁa czworosciany,
" posiadajgce wspélny wierzcholek. Srodki cigzkosSci
wszystkich czworoscianbw lezg w ptaszezyznie, réw-
nolegldj.do podstawy I polozone] w odlegtosci ;;
‘wspblnej wysokodci od podstawy. Na te] same] wyso-
kodci lezy Srodek cigzkodeci piramidy c.b.d.d.
Jezeli podstaws piramidy jest krzywoliniowa,
to uwazamy jag za wielobok o nieskoriczenie krétkich
‘bokach. Wypade wige prawidlo nastgpujgce: Aby wy-
znaczyé Srodek cigzkosci stozka 1gczymy wierzcho—l
tek # ze $rolkiem cigkodei # podstawy i odmierza
my 12’7 od wierzchotka /<S5~ fﬁ’;’?umtﬁ bedzie
drodkien cigzkodzi stozka,

W przypadku szczegélnym, gdy dany stoZek
jest prostym kolowynm- jego Srndek cigzkosci leZy na
ogl, w cdlegtosei ;; wysokoéei od wierzchoika.Do~
wiedziemy jészcze to twierdzenie bszpoérednic.

Nieéh Yedzie stozek prosty, kolowy, majacy
wysokosé A4 iaka,f wierzcholkowy =-AeX .

MECHANIKA STATIKA - ARKUSZ XII,
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Przez wisrzcholek 4
poprowadimy plaszczy-
zng /£ réwnolegia do
poastawy 1 wyznaczmy
moment statrezny sioz-

ka wzgleden tej pla-

szezyzuy. rodziclmy w

RYS62 tym celu stozek na
nioskciczenie cienkie warstwy plaszczyznami, réwne
logleni do podstawy. Niech F'i_ /'_”bed.a dwisma ta-
kiemi sgsicdniemi plaszczyznami, Wytny one ze 8toz-
ka warstwg 0 grubesci 2z, Ohjetosé tej-warstwy, Lo -
gacej byé uwatang za cylinder o wysokesci @z jest

%.ridx, gdzie 7 oznacza promied kota przekroju.
Jezell zalozymy, Ze gestodé masy stoska jest /u-‘f
to masa warstwy bedzie rdwna takze zZriex, a wo-
ment statyczny war'étwy wzgledem plaszczyznyf' bedzis
52.7'-."‘@{1-2: . Oznaczmy przez @A ten elementarny mo-
ment statyczny. Poniewaz :ﬂsx,fg'oé wige moZany
tez napisad, ze 6//7=.7Z..Z‘3fgeot.dx
Stad moment statyczny calego stoika
Nz {gd/;%x-ﬂ' ngcx £ LR R
Masa calego stozka jest réwna obmtosc.s., pemnczonej

RA R L2
- v A : B A=
przez gystesd, ezyli M == £ Z‘go{ = 3(,0{.,,"

r.-:}i
Stad odlsgiosé srodka cigzkosci stozka od plaqzczyw




zny / jest rbwna r‘ﬁ‘?é‘{ ~
Otrzymalidny wigc rezultat zgodny z poprzedzajgcyi

59, Srodek ciezkosci powierzchnistozkowsj.

Niech bedzie znown prosty stozek kolowy o wysoko-
Apo-----------==-p - Soi A-On’{,o promieniu pod-

stawy =7 i tworzgoej =@

tnajdziemy najplerw Srodek

7{ cigzkodci powierzchni bhoez
, nej tego stozksa.
Srodek ten hedzie lezail
S AU Y, na osi symetryi, lub na
081 AC stozka; trzebe
RYsSs 63

wilec Jjeszcze tylko WY Z1LE

czyé-polozenie tego srodka na osi. '

Podzielmy obwéd pcdstawy stozka na nieskodcze
nie mete elementy i punkty podziatu pciaczmy z
wierzchotkienm A4, to otrzymamy nieskoficzenis wg-
zkia tréjkaty. Srodek ciszkodei kazdego z tych
trSjkgtéw lezy na tworzace] stozka w odleglééci
:g tej tworzacej od podstawy slozka, a z tego wy-
pika, ze 3rodki cigikosci wszystkich tréjkatbéw be
dg 1eéély w jedne] piaszczyinie, réwnoieglej do
poﬁstawy” Plaszozyzna ta dzieli wysoko$é stozxa
w stosunku Z @ 1 w punkeie przsbicia tej pla-

szezyzny z wyscke$cia bedzie lezZal Srodek ciqzko-



Sei powierzchni bocznej stegka. Oznaczmy ten Src- -
dek przez .3 . Oczywiscie 0.3 -i—;i o4 —

Wyznaczmy teraz $vodek cigikosei’celej pewie-
rzchni stoZka:.‘ Wygnaczyny w tym celu moment sta-
tyczny tej powierzchni wzgledem plaszezyzny pod=
s_ta,w}.. | |

Poniewaz masa powierzchni bocznej stoika Zé&rs
//td-?/,_-"-v,*ynosi- JAra , za$ prreciginie odleglosdé
tej powierzchni 0d lea;szcz-yzny podstawy jest é ;

wige mowent statyczny calkowitej powierzchni stoz-

ka jest rc’:wnyﬂi _"’z"":?'_’_z' /moment statyczny pod-
staw jest zerem/. Oznaczmy ten moment przez 2.
Masé calkowitej powierzchni stozka jest réwna

| '/ézafctfzéé: ~Artara-z/
a wigc odleglo’éé éroﬂia cigzkosci, ~1}ej powierzchni

od plaszczyzny podstawy jesti
Jzzra.j = —a./

—— s

é Inrpaszr) S/
60. Srodek ciezkodei Iuku koia, Nisch bedzie

cienki jednorodny pret, majgcy postad Tuky koka.
o= A4 | -Pol_é;ozzﬁy kofice 4 i 2 tego

preta ze $rodkiem ¢ kola

i oznaczmy kat A0F prasz
2oL, & promied kola-
Pyss4 przez 2», Aby wyznaczyé
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srodek ciezkodci tuku A postapny tak: Polgozmy
§todek O koia ze $rodkiem (" tuku 44 . Prosta
OC tworzy, ocaywifcie, z pronienismi 04 i OF
réwne kgaty of , jest wige osia symetrji Yukn 4Fi
nz niej lezy $rodsk mwko ci tego iuku,
PoprowadZmy przesz punkt 0 plaszezyzng £,
prostopadig dc OC i wyznacemy nowment staiyczny u-
kuAZ wzgleden tej plaszcsyzny.
W tym celu podzielmy tuk A& na nieskoroczsnie
male elementy, z Xtdérych typowym miech bedzis Zuk
PP, Ozneczmy katy: POC pr_zezl—’e%,]’ﬁﬁfrzez 2
Jczywiscie dIngoéé elementu P2 jest rdPF. Jete-
1i zalozymy, jak- zwykle %0 cigzar jednostki diu-
gosci lukm /66 «7 ", to J*a/vg bedzie wyrazaio ma-
se fuku i gdy te¢ masg pomnoaymy przez odleglosdé
elementu od piaszezyzny & , czyli przezfuz?ca,s'ﬁ,to
mowent stetyczny tego elomentu bedzie ;réwny: '

: d/)fardﬂrcosﬂ-r"casﬂdvq 5

moment zag$ statyczny r-alego tuku wynosi ;

/)’.‘ /;-osvﬂa/ﬂ Rrlsinol

: ol
Mesa calego 2uku /% -2noal, wiec odleglosé $rodka

cigzkoSei luku od ptaszozyzny 2 "jest' rowna
%;ﬁ&ﬂéﬂ— . Przypudémy, Ze luk jest péiko-

lem., ¥ tym razie o=-5 i . %, 'ép g
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6l. Srodek cigzkofSci wycirka kolowego. Niegh

ACH bedzie Yukiem wycinka, a & $rodkiem. Promien
‘wycinka oznaczymy przez 2z° , a kat 4JF przez &
' i prowadziny d'.;rusieczna,lﬁc"'
kata 40K, Dziclimy nastap-
niz wycinek na elemertarne
tréikaty, o jednakowych po-
lach; jednyrn z nich jest |
dajmy na to OFPF'. Nozemy

skoncen®rowaé mase Lego

RYS. 65 tréjkata w. jego Srodku

cigzkodeci t.j. w takim punkcie 3, , se 05,=3£ or
CZyniac to samo w kazdym tréjkacie, otrzyhamy SZ3-
reg czgsteczek 0 jedrakowych masach, roziozonych
ne tuku kotowym 4 4F’. W granicy czastki te utwo-
rzg jednorodny Yuk kolta, mozemy wige Wyznaczyé S$ro-
dek cigzkoéci wycinka przy pomocy wzcréw par., po-
przedzajgcego. Cdleglodé jego od Srodka (¢ hedzie
%, =—%3'4- i’éﬁ—‘—’i '-,.f\gdyé garjest promieniem Xuku
AB. | | '

Dla pola pdéikola otrzymamy ,2;-% , bo C(":;.,zz—'.?“
62. Srodek ciezkosci odcinka koXowego wyzna-

czymy latwo na zasadzie paragrafu poprzedzajgcego,
zwréociwszy nwage na to, ze pdecinek otrzymmje sig

przez odrzucenie trdjkgta od wycinka.
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63. Srodek cigzkosei rzutu figury plaskiej.

Riech bedzie jakekolwiek figura plaska majgca po-
le £ i $rodek cigqikodci 5 . Wyznaczymy rzut
pfcstokatr;y tej figury na jakas plaszczyznq. Pole
_:fzutﬁ oznaczmy przez /A , a sSrodek ciezkodeci rzu-
tu przez .5 °. Dowiedzieny, ze punkt F‘jest rzu-

tem $rodka cigzkodeci .9 , czyli, ze rzut $rodka

cigzkodci figury paskiej jest Srodkiem ciqikodoi

rzutu tej figury. W tym celu otierzny najprzéd

ukiad wspdirzednych tak, aby osie Ly lezaly w pia-
szczvsnie rzutdw Oznaczmy kat wnigdzy plaszczyzna-
mi.F i F’przez/" . ¥ tekim razie, jak wiadomo
F.;ECOE/' : : - . . /f'_’/
Rozbijuy pols /# na bardzo drobne elomenty,
niech pole jednego z nich bedzis réwne/ ,8 wepdi-
rzgdne—x, Y, 2 . Pole rzutw tegc elemen’u oznacz-
my przez /’ Wspdirzgdae tegc rzutu béda, 0czy ~
wiscie x, Y, z63. r:tir;dzy (/ i/’badzie zachodzilke
zalesznosé tako /:-/cas' ¥y a4 s s g R
IOz-nac—zmy aument statyzzry przez & wigledem
p'laszc.z,yzny‘yﬂf&.. Bedzie omn, cczywidecis, rdwny
Z'-'/..‘.'l; . Poniewzz pole razutu figury X jest rbw-
ne /£, a gsc'04é powierzchniowa jest rowpa i
wige masa tege pola jesl réwniss A zdé .z;ié;,‘”-
jest odleglosdcia $rodka ciezkodci figury & od
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plaszczyzny _yﬁ% Poniewaz -rlna.czej @a%&

.1.._1.,_.,0 x _Z;# W s y | me

Ale temu samemu jest réwna wspbéirzedna .z
punktu & . Tak sawo dowiedlibydmy, e wspblrzedne
Yiy "punktéw S i I sa réwne. Innemi skowy puukt

Siest rzuteu punktu 5.

54, Srodek cigskosoi pola eliptycznego. Niech

bedzie ellp.:.&. majgca 0“1‘12«, i 2/ Chodzi o wy-
znaczenie Srodka GlQZAOoGl']_)OlOWF-tUJ elipsy np.

A,«é}}}z . Srodek ten beg-
dzie o6czywidcie lezal na

prostej 04, jako na osi

eymetrji, nalezy tylko

wyznaczyé polozenie owe-

RYs.€é. go Srodka na tej osi. Da
. ng elipse mozemy uwazad
za prostokatny rzut kola, o $rednicy J@Aza pL7a
i o $rodku . I 'tego wynika, se OF, & jest rau
tem promienia tégo koia, a zatenm /aaa,sy‘ ,gdzie
/’ oznacza kgl miedzy plarszc?;rzna_ml. elipsy 1 ko-
ta, Stad. 00.57' |
Oznaczm) przez /7 £Srodek ciezkosei péitkola.
Na zasadzie twierdzenia par.‘poprzedzajacego', gro-
dek ciezkodci S pola A, B A,y jest rzutem punktu
5 , a zatem odcinak .c?5j_es% ‘rantem odeinka 07 1
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0,5-'0[&.5/' czyli 3—- E/-T B%X , gdyz od-
legtosdé sSrodka pélkola_od Jego S$rodke ciezkosel
jest réwna -g-%-f““:' |

- Aby wyznaczyé Srodek cigzkosci pola pélelipey
G, A, B, , mozemy je uwazaé znéw, jakc rzut pdikola
o Srednicy =2« ,i o srodku przytem jedna po-
lowa tego p6ikola znajduje mig nad piaszczyzng eli-
'ps’y,' dtu&a- za$ nad nia,. Cczywiscie $rodek cizikosd
il pulellpsy BA L, leiy na osi OA4, . czyli ra
zeth ze éroaklem cigzkogci pbéikola, zasd odleplosc
jego cd pllil}itu. 0 jest 0)5:, - :: s czyli jest ta
g§rodka cigzkodei pbéikola od

»

ka sama, jak odlegiogsé
tegoz punktu 67,

Srodek ciezkodei éwiartki elipsy mp. A, 0Ly -

zuaczyny w sposbéb takis zwrddmy uwage na dwis
Swiartki .sllps__,r._Az 05, A 0B, . Srodek rigi~
kosci tych dwiartek leia ma J;?dzm_]_wwych odlegic—~
$ciach od 651 JQ){Q , & prosta lgczaca je nusi
przechodzié przez punkt S . Czyli Ze érodek cigz~-
koscl éwiartki A 03 lezy nz proste)] rdwnolegle]
do AA, i pI‘ZGGhOquGGJ przez & , I drugis
strony tak samo dowiedziem}r,' ze musi,l on lezeé na
prostej przechodzace] przez G, 1 rdéwnoleglej do

4, 4, , a zatem szukany Srodek cigikodei ledy w
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punkcie S na ﬁrzaeiqciu tych dwuch prostych, Odle~
grosé punktu S od osiIA,Aé jest, oczywié‘cie,

réwna —‘-’—f , zad§ odlegloéé od osi Z, 5, wynosi
_Fa i , ' HE

A :
65. Srodek ciezkofoi strefy kulistej. Niesh

bedzie kula, o promieniu 2 'i Srodku o . Popro-

wadiny dwie plagzezyzny réwnolegte, odlegle od
grodks kuli o« i & /<zf
Te plasuczyzny wytng z
powierzchni kuli Btrafq,
ktérej Srodek GiQZkQBQl.
mamy wyznaczyd.

Obierzmy uktad wsp Sxrme

nych w sposéh taki: za

1 L%

1 L 07 ;
D00 o§ x wegmy prosty prze-

ohedzacs Prieg dl prostopacdis do plaszczyzn-
przekroju, ¢si y i X ob:aramy w pla.sr'f‘zyznze pIO-
stopadle)] do w punkcla 0. _
Wyznaczny moment statyczny strefy wigledem
pimpztzyzay yﬁx . W tyn celu poczieluy pawiaré-
chnig strely na nieskoiczenie drobne slementy,pls-
szezyznani, prostopadlemi do osi-z . Nisch kolcj-
ne dwie z tych plaszezyzn przacinajg obwdéd kola,
golomnego w plaszczyinie rysunku w dwuch punktach

Voik 1? . MoZemy uwazaé powierszchmig, zawarlg mig-



