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do drutu, bo jest on caikowicie gtudki/. Tak samo
ne prawy plieracien dzisdajg: clezar é% , napreze-
nie sznura 5 i reakcya norwalnea drutu 2, .
Kezdy z piserdécieni ma by¢ w rownowacze, & wiec
sumy prac elementarnych sit & , 5 i /4 oraz
& ,S5 i /X, muszg byé zerawi. Aby nie wprowadzad
reakcyi <2, i /, przesuniemy pierscienie ne drucie,
czyli w kierunkach normalnych do tych reskcyi. Przj
pusémy, %Ze przytem promienie 22 1 2z otrzymujg przy
rosty @z i dzg. Praca sily &, jest réwna & .z,
gdy2 rzut przesuniegcia na kierunek Bily==-ﬂ£ﬁ]f&
prace sily 5 wynosi —Jﬁtﬁ;, gdyz jest to sita
centralne; wige &.drz-Fayp=0.. . _ £/
Tek samo dla prawego plerscienia znajdziemy:
Gl -S AL =C ¢ o = = wiB
2 ﬁ’/ma.my &, =5 , a2 (3 &-Swiec & =&, —
Z tego wynike, ze ciezary pierscieni rusiyg
byé rowne i %e wowczas bedg one w riwnowadze w KaZ-
¢em poiozeniu.

8l. Ciala suitywnas,

Dejmy na to, Ze ne ciaio sztywne na jednej
prostej dzialajg dwie sity 2 i 2 jednakowo skie-
rowane i rowne. Dowiedziemy, Ze przy wszelkich
orzesunigciach prace elementarne tycu Bid sy rowne.

Jest to prewie oczywiste. Istotnie: wprowadzay
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trzecig sitezpﬂréwnq i odwrotng do /i majgcs wepil:
ny z nig punkt przyfozenia; prace elementarne sit
P i FP’sg na kezdym przesunigciu réwne co do wislko-
sci i rézne co do znaku /par.”7/, tek samo réwne co
do wielkosci, a rdzne co do znaku s3 prace elemen-
tarne siz 2’ i Jz“ﬂ a z tego wynika twierdzenie,
ktdére nalezado udowodnié. Z tego twierdzenia wnosi-
iy, ze site dziadajgcyg na ciato sztyine moZna prze=-
suwaeé¢ do linii jej dzialania, przytem jej praca
elementarnu w 2adnem przesunieciu_nie ulegnie zmia-
nie. |

Gdy na cialo sztywne dziata ukZad, zlozony z
sit £,5,%,. . . to pruy 2adnym z nizej wymienionych
przekaztélcen suma prac elementarnych tych 8id na
zadnem przesunieciu nie ulega zmianise:

1/ Przy pruzesuwaniu sid uk{adu ne ich liniach
dziatania.

2/ Pruzy rozkiadzie jukie)s 2z sid ukisdu na
skifadowe.

3/ Przy wprowadzeniu sity wypadkowej zamiust
skiadowych.

4/ Prazy wprowadzaniu dwuch sid réwnych i od-
wrotnych ‘1 dziat4ejacych nz ten sam punkt.

DowiedZmy teruz, ze: jezeli ukZad sil dziala-

Jacych na ciaio szfiywne jest w rdwnowadze, to suma
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prac elementarnych tych sil - jest zerem na kazdem

przesunigciu., Wiemy, Ze za pomocg wyZe]j wymienionych

przeksztadcen mozna ukiad sil, dziatajgcych na cialo
sztywne sprowadzié zawsze do dwuch sil i z powyzsze-
£0 wynika, ze suma prac elementarnych tych dwéch sig
wypadkowych jest rowna na kazdem przesunigciu sumie
prac élementarnych s8id danych. Jezell ukied jest w
réwnowadze, to owe sily wypadkowe sg rdwne i oﬁvrot-
ne, & suma prac elementarnych teskich dwuch sit jest
przy kazidem przesunieciu rowna zeru —=

82. Twierdzenie odwrotne. Jezeli suma prac ele-

wmentarnych sit, dziatajgeych na cielo sztywne jest

na kazdem przesunieciu rdwna zeru, to siiy te sg w

rownowadze,

Przypusdémy, 2e na cialo sztywne dziata ukiad,
zozony z sil 5,5 ,4,..-. , ktérych suma prac
elemeﬁtarnych jest zerem na kazdem przesunigciu.
Sprowadzmy ten uktad do dwuch sii: s 2 przylozo-
nej w punkcie 4 i 2° .5, przylozonej w punkcie .F .
Nedajuwy uktadowi takie przesunigcie, aby punkt Jé :
pozostawad przy tem w spokoju czyli obrdéémy ten
ukdad dokoia punktu 4 . Sita /Z nie wykona zadnej
_pracy, bo jej punkt przylozenia nie doznal przesu-
nigcia, a z tego wynika, Ze praca elementarna sidy

S jest zerem /bo suma prac sit 2 i 5 jest zefamv
co jest mozliwe tylko wtedy, gdy sila ta jest pro-
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stopadia do drogi. Ale, gdy punkt A4 pozostaje nieru
chomym, to przesuniecie punkiu /5 lezy ns powierz-
chni kuli, o promieniu réwnym A5 i srodku A, tak
wiec sila .9 pozostaje wciaz normalny do kasdego
przesuniecia na tej kuli, a z tego wynika, 2Ze sila
S dziala na promieniu 4 ./7Z. Gdy zndw punkt & be-
dziemy uwezali za nieruchomy, a punktowi 4 nadawaé
bedziemy przesuniecia, to tak samo wypadnie, Ze 3ila
2 musi lezeé na prostej A5 , A zatem sily i g
dzialtajg na jednej prostei. :

Nadajmy dalej ukiadowi nieskonczenis maie prze=
sunigcie s w kierunku 45, to na zaszdzie zsloze-
nia bec_iziamy' mogli napisaé: /2. 4/5+5.’a/5=0, a stad

K=-5 czyli sily Z i 5 sg réwne i odwrotne,
.8 précz tego wiadomo, Ze dziatsjg na jednej prostej.
Z tego wynika, Ze uklad jest w rownowadze .m—.

83. Warunki rownowegi, wyprowadzone z zasady

pracy przygotowansej. Gdy prazyjmiemy zasade pracy

przygotowane) za postulat, to stad bsdziemy mogli
wyprowadzié znane juz inne kryterya réwnowagi:
Przypusdémy, ze na ciato ‘sztywne dziala ukiad,
zlozony z sit 5, 47,4, .. . i Ze sily te sg w rdwno
wadze; z postulatu powyﬁszégo wynika, Ze suma ich
praec elementarnych jest zerem przy kazdym przesu-

nigciu. Przesunmy ciaio rownolegle w kisrunku dowol-



nej prostej L o {ﬁ%. Punkty prazyfozenia wszystkich
sil doznajg jednakowych przesunisé @z i suma prac
elementarnych wszystkich sil bguzie réwne 22 @z,
gdzie A? oznacza rzut siLy F ne orostyg £ ; lecs
céf jest wepdlnym czynnikiem wszjsvkich wyrazow tej
sumy, & % texo wprust wynika, ze: /2 =0 ,..:czyli,

ze: jesli ukdad sid cziadazjgcych na ciado sztywne

jest w rownowadze, to sume rzutow tych sil na kazdy

kierunek jest zerem.

Obroémy teraz ciudo okoio dowolnej prostej 2
o kgt »a%7 . Prace elementarna sity /” przytem wyko-
nanua jest rowna }€Z¢z;7 , gdzie /% jest momentem .
sily ~ wzgledem 08i Z . A zatem .Zf/qh#;f=a .

Lecz aéw jest wspolnym czynnikisem, a z tego wynika,

ie 2/% =0, cayli: jezeli ukiecc sid jest w rownowa-

dze to suma mowmentow wsuystkici: 312 tego ukdadu

wzgledem dowolnej osi 2 jest zerem,

84. Przyktady. 1/ W piaszczyznie pionowej jest

ustawiona jednorodna sztaba, o cigsarze & kg. i
diugosci <@ . Opiera sie ona o pionowg, gtadksg
gciang i poziomg, giadks podioge.

Aby rownowcge sztaby byia
vachowana urzgdzono tak: do
konica 4 sztaby praymocowano

8znur, przeprowaizono go

P ¢
- orze< otwor, wyrobiony w
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gcianie i przerzucono przez bloczek. Do koncwa sznurs
vrzyczepiono ciezar /~ . Wyznaczyé polozenie rowno-
wagi sztaby. Zadanie sprowacza si¢ do znalezienia
Ka,ta ﬁ, jakl tworzy sztaba 2z poziomer: w po¥pzeniu
réwnowagl.

Na sztabe dziadajg nastepujgce sidy: ciegzar &
orzytozony w srodku .5 sztaby, naprezenie sznura w
punkcie 4 réwne sile ./~ , reakcys normelna /£, po-
ddogi w punkcie 4 i reaskcys normalna ./Z, Sciany w
punkcie /&~ . Aby nie wprowadzaé do rachunku raskcyi
Z, i /5, o ktére tymczasem nie chodzi, weimiemy
przesunigcis takie, aby punkt 4 poruszal sig po po-
diodze, a punkt & po écianie. Oznacsmy oalegiosc
punktu 4 od sciany przez Z , a odlegiosé punktu

S od podiogi przez Y . W takiu razie przesuniecle
punktu A bedzie réwne a/x, a przesuniecie 7. . aﬁf
Pracs elem. sily / jest —./Paz/inak "minus®, bo gdy
X otrzymuje nrz/?'rosn ﬂgc;:.atﬂi, to wWyKonywa prace
1jemng/. Rzut przecrects sunktu & ne kierunek siiy
ad J_est rowny a/y , & wiec praca sidy & wynos:;.-_—@éc
Sity Z, i /Z, nie wj;konajg prucy, a xatew
—deFQQ/y o . . . .. 4
Wyregimy Z 1 Y w tunkcji 4/g Poniewaz =i« w,f.ﬂ

y-a ..9’12212 qud 6&/Z=~~9¢‘5'1?Zzg&/1j 42,/ d&a&ﬁ'ﬂd’ﬂ

Podstawlia]gc te weartosci w (j/atraymmay /5'7/?-—-46—7— o
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Przy pomocy tej swuej metody znajdziemy reakcye
/4 i /5 . ¥ tym celu weimicmy przesuniecie a:/y catej
sz2taby w kierunku pionowym. Praca sily /~ przy tem
przesunieciu jest réwna o© . Pruaca reakcyi 4& jest
réwna £Z.dy a praco sidy & wynosi —4.,@.})/ wigc
/‘f,d-y Q. dy-0,skad 72 =Q .

Tak semo, biorgc przesunigcie pozionme dtcale;g
eztaby otraymamy Bz -Fdx-0 , sked B =~

11/ Giedka jednorodna sztaba, o diugosci <.
opiera sig jednym swoim kolicem o pionowg sciang 1
spocgywa na pewne] gtadkiej krzywej. Jaskg powinna
byé ta krzywa, aby réwno-
waga byla‘ zachowana w ka-

zdem podozZeniu sztaby.

Obierzmy prostokginy

uktad wspdirzednych w
1501 sposob taki: za o8 Y wei-

my B'litl.d gciany na ptassczyZnie rysunku, a poczgtek
ukiadu 0 - dowolnie na tej osi. Oznaczmy wspodrzed-
ne punktu S w tym uklsdzie priez &,V .

Ne sztabe dzialejg sizy tekie: cigzar &, pray
fozony v S, reskcya /% &cisny normalna do niej
i reakcya normslna /7, krzywej w punkcie zetknie-
cia. Nadajmy sztsbie tskie przesunigcie, aby niezna-
ne reakcye J/Z, i /Z, nie wykonaly pracy. Tak sie
dsieje wtedy, gdy punkt 4 porusza sis po §cianie.
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a sztaba -wc,iaﬁ pozostaje w zetknigciu z krzywg. Prue-
sunigcie srodka cigizkosci 5 wynosi przytem oy
a8 wigc Qa{y J , a 2 tego wynika, ze ﬂi_f)f 1ub

M= i’ gazie fg jest statg. To znaczsy, %e odle=-
gtosé punktu 5 od osi Y musi by¢é staig czyli, ze
grodek ciezkosSci szteby powinien przesuwsé sie po li-
nii prostej rownolegie] do osi Z 1 odlegtej od nisj
0o % .

Wyznaczymy rownanie krzywej, na ktdrej powinna
opieraé sig sztaba. Gdy oznaczymy kgt migdzy sztabg
a osig X przez Vq to wepéirzedne punktu .S mozne
wyrazié przez : = cosdd - _y=z{.

Réwnenie prostej 4.5 /sztaby/, czyli stycznej do
krzywej jest : _y-—%: fg%/x-a ca‘s'fe%)

bo ta prosta musi przechodzié przez punkt S i two-
rzy¢ z poziomem kgt 'z/q .Inaczej : yfg .,C'Z:g'yq d‘szzz/q
Szukana krzywa jest obwisednig wszystkich podfozeu
prostej 2.3 nalezy wiegc znaleié tg¢ obwiednie. Abjy
wyznaczy¢ rownanie tej obwiedni postgpujeumy wediug
znenego prawidia. :

Rézniczkujemy réwnsnie ./ wzgledem <>, Otrzyma-
my Z-. cos ;.. . ./2) a 2z tego i 2,7/ wynika:

y-{-_--ﬂ-ﬁ’izz':’ﬂ-- 5o s /7"/ 84 to rdéwnania paremetrycz-
ne szukenej linii. Podnbszgc kazde z rownain /?/ i

/%/ do potegi 3'-2— i dodajgc do siebie stronaai otrzy-



im0y : .2:3{%/-1%'/-;_—. P 268 gdy A0 ,
czyli gdy o8 X jest torem srodka ciezkosci, to

Jest to rownanie astroidy. A wiec szukana linia
powinna by¢ tg krzyws.

111/ Sztaba 45 o diugoscl « opiera sie jednym
koncem ,4{/ 0 pionowg sciang, & drugin /QZ/ 0 pewna
Krzywg. Jakg powinna byc
ta krzywe, aby rownowaga
zachodzita przy wszelkich -
poiozeniaci sztaeby.

Lnejdzienmy, jak po-

przednio, ze s8rodek ciez-

| .kosci .9 powinien pruy
przesuwsniu sztaby pozostawaé na pewnej prostej, kto-
rg obierzmy zs o8 X ., (dy oznaczymy wspddrzedne pun-
ktu Z /za o8 Yy obieramy $lad dciany/ przez x i
Y » & kgt miedzy sztabg & poziomem pruez '@2 , To
otrzymamy x=a.aasﬁ S %.s'jzz 'g , gdzie /145’5,
Sg to réwnania parauetryczne elipsy. A wiec szu-
kang krzywg jest elipsa, ktdrej osi lezg na osiach
wsp04rzgdnych i sy odpowiednio réwne <« i A?4€~;

85. Ukiad ciat sztywnych. Niech bedzie uktad

zdozony z cial sztywnych A ,5Z ,C,. . . i praypusd-

my, 26 na ukiad ten dzialajg pewne 8idy zewnegtrine
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oraz wewnetrzne.

Jesli przytem ukiad jest w rownowadze, to pray

wezelkich przesunigclach suwa prac elementarnych wsz

etkich sil zewnetrznych i wewnetrznych jest seren.

Istotnie: gdy uk<ad jest w rownowadze, to kazde
z'ci&l. do niego nalezacych jest w rownowadze, a zu-
tem réwnowazg sie wszystkie silty, ktore dzialajg np.
na ciato A . Gdy nadamy ukiadowi jskies przesunieci
to sume pruac slementarnych sid, dzialajgcych na ciat

A bgdzie zerem., Tek seswo dowiedziemy, ze i suma
prac elem, sii dziaZajacych na ciafio 5 jest zerem
i t.d. Otrzymeuwy tym sposobem tyle rownan ile jest
ciad w ukiadzie, a dodajgc stronami te fdwnania znaj:
dziemy, %e suma prac elem. wszystkich sidi dziadajg-
cych ne uktaed /zardwno sit zewngtrznych, jak i we-
wnetrznych/ jest zerem,

Dowiedziemy tez twierdzenie odwrotne: jesli sum

prac elementarnych wszystkich sil, dziadajgcych na

uktad cial jest zerem przy kazidem przesunigciu, to

uktad jest w rownowadze.

Mozemy nadaé¢ uktadowi takie pruzesuniecie, sby
wezystkie ciala 2 wyjatkiem 4 zostaly w spokoju,
a w takim razie wykonajg prace tylko sity dziatajgce
na cialo 4, i suma tych prac wedlug zalozenia jest

zerem, Tak wigc przy kazdem przesunieciu ciata A4 su
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ma prac elem. sit na nie dzialajgcych jest zerem, a
zatew ciato A jest w rownowadze. Tak samo dowie-
dziemy, ze ciata Z,(,. ... 8§ W rownowadze, & wigc
i caiy ukiad jest w rownowadze. |

86. Przesuniecie dozwolone i przesunigcie wyo-

brazalne. Gdybysmy przy tworzeniu rdéwnan wmusieli

uwzglednié wszystkie sity, dziaiajgce na ukiad, to
byioby to wielce niedogodns. Zwykle nadajemy ukiado-
wi takie przesuniecie aby do rownan nie wesziy sity,
o ktdére w zadaniu nie chodzi., Istnieje pod tym wzgle
dem pewna metoda ogdlna.

Przypusdémy, ze uklad ciai jest nieswobodny, t.
zn.,ze moze sig poruszaé tylkb w pewien okreslony
sposéb. A wigc np. moze sig z@arzyé, 2e niektore z
cial ukiadu sg osadzone na nieruchomych osiach inne
mogg sie posuwaé po pewnych liniach lub na pewnych
powierzchniach lub wreszcie mogyg zachodzid miedzy
réznemi ciafami ukiadu jakiesd podgczenia,., lioZewy na-
da¢ uktadowi takie przesunigcie, aby polgczenia te
rézne nie zostaly naruszone. Tekie przesunigcie na-

zywa 8ig dozwolonem. Jesli natomiast nadajemy ukta-

dowi takie przesunigcie, Ze pewne poigczenia ciat zuc
stajg przez to zniesione, to mowimy o przesunigciu

wyobrazalnem lub niedozwolonem. Niekiedy trzeba sieg

uciekaé¢ do tych prazesunieéd wyobfaﬁalnych, gdy chodui
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0 wyznaczenis reakcyi lub naprezen sznurdw nieroz-
ciggalnych, ale najczgscie] stosujemy przesuniecia
dozwolone. Wéwczas pewne kategorye sif nie wykonajg
pracy 1 nie wejdg do rdwnain.

Wyszczegdlnimy najwezniejsze z sif, ktdre nie
wchodzg do réwnenia pracy przygotowane] prizy prze-
sunigciach dozwolonych: _

1/ Przypusdmy, ze punkt A4 moZe sie poruszaé
na pewnej linii lub pewnej powierzchni giadkiej.

W tekim razie ta linia lub powierzchnia wywiera na
ciado reakcye normalng /Z i jesli nadamy ukiadowi
orzesuniecie dozwolone, to punkt 4 przesunie sieg
po tej linii lub po powierzchni i reakcya /Z nie
wykona pracy. Jesli linia lub powierzchnia sg chro-
powate, to /Z wykona prace przy przesunigciu dozwo-
lonem.

2/ Przypusdémy, ze pewne ciaito ukiadu jest osa-
dzone na nieruchomej osi. To o8 wywiera na ciato
pewna reakcye /A& . Przy przesunieciu dozwoloneu
/obrét dokoia osi/ punktbprzyIOZenia tej reakcyi
nie przesunie sig, & wigc praca jej jest zerem, mo-
zna wigc tej reakcyi nie braé pod uwage.

3/ Dwa ciada uktadu 83 pofgczone za pomocs
przegubu. W przegubie dzialajg na ciaia reakcye row-

ne i odwrotne i przy kazdem przesunigciu dozwolonem
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prece ich bedg rodwne i odwrotne. tego wynika, Ze
sume prac elementarnych reakcji w przegubach jest ze-
rem. A wigc i tego rodzaju reakcje mozna pomijad.

4/ Przypusémy wreszcie, Ze dwa ciata ukZadu sg
podgczone w punkbach Az i Ae sznurem nisrozciggal-
nym. W punkcie Aj i Ag dziatajg wigc naprezenia .
sznura rowne i odwrotne. Przy dozwolonem przesunieciu
odlegiosé Ajﬁg nie ulega zwianie, a wigc i suma prac
elementarnych sit A5 jest zerem. Z.tego wynika, ze
takie sity .5 mozna pomijaé.

§7. Przyklady. 1/ W punkcie .4 pionowej giadkiej

$ciany jest zawiasae, okoxo ktdérej moze sie obracad
sztaba A/ . Ta sztaba jest poisyczons przegubowo 2z
inng sztabe 5 C ,ktéra koncem C opiera sie o giedks
podtoge. DIugosé kazdej sztaby jest =@ ,a cigzar kaz
dej @ k. Srodki ciezkosci sztab oznaczamy przez .5,
i %/sztaby 83 jednorodne/. Sztaba AL tworzy z po-
ziomem kat of ,a sztaba FC - kat . Oznaczny je
szcze odleglodé punktu A od podiogi przez '/ Aby
féwnowaga sztab w opissnym podozeniu byia zachowana
przyk2ademy do punktu
C poziomy site /2 ;ma-
my wyznaczydé te site.
Ja ukied ztozony ze
sztab 4B i B¢ dzialejg
eity AR /v 3 /i & /v
/s précz tego réine




