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R0ZD2IAŁ III.

O PŁ&SKIM UKŁADZIE SIŁ.

« Upraszcza-iiie płaskiego układu sił. ITiecIi.

ciało sztywne działa n sił ? ^ £

leżących w jednej płaszczyźnie«• Taki układ sił

nazywa się układem płaskim.

Gdy mamy płaski układ sił, to można zawsze

znaleźć jego wypadkową: przenieśmy w tym celu,

punkty przyłożenia vP i ^ do punktu przecięcia

ich linii działania i wyznaczmy wypadkową tych

sił; dalej znajdźmyt w Len sarn sposób, wypadkową

tej wypadkówoj i siły J? i t,d, Ostatecznie doj-

dziemy cl o wypadkowej całego układu.

Może tu zajść przypadek wyjątkowy, dajmy na

to, że znaleźliśmy wypadkową wszystkich sił ukła-

du, prócz ostatiiiej i przypuśćmy, że ta wypadkowa

jest siłą równą i odwrotną i nie leżącą na jednej

prostej z Ij? o W takim razie ta wypadkowa wraz

z £ tworzy parę., stanowiącą już prosty element,

którego wypadkowej znaleźć nie można.

Powiemy, wooeo tego, że płaski układ sił

sprowadsa SJQ aPoo do siły wypadkowej, albo do pa-

ry wypadkowej 4
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-2$ , jako zewnętrzny trójkąta AOB,więc:

zaa ,
a że Cfi-AD-AC * 21*, co* S-y /'
więc /̂ TZ? m/*2*. cos T/ - tjccus

a podstawiając w /'/S/ otrzymamy po skróceniu przez

Z równania ^// mamy: ^ - ^' ces$

Podstawiając t ę wartość w f&)\ znajdziemy
p Q / o

albo 4'r co#*i/>- icośifi - 2z9 ••

Zanim rozwiążemy to równanie względem ^ , zau«

ważymy, że do tegoż równania można dojść krótszą

drogą* Mianowicie: na pręt działają 3 siły i aby za-

chodziła równowaga, to siły te muszą przechodzić

przez jeden punkt, czyli siła & musi przejść przez

punkt przecięcia reakcyi Jd, i ^ * , ̂ % i AD tworzą

kąt prosty, a więc oparty na średnicy* Z tego wynika,

że H?2 i J^ przecinają się na obwodzie koła w punk-

cie 6? i przez 6 przechodzi linia działania siły

Cl . Rzut średnicy A G na kierunek poziomy musi

być równy rzutowi A C na ten kierunek t.j.

/?T? C0jsr£v>* t.cojsr^ skąd ^rt co&*i/t- tcos¥>- 2r> ~ o

Doszliśmy więc do tego Bamego rezultatu, co po-

przednio..
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RYS 20.

2e względu na wagę tego twierdzenia', dowie-

dziemy je jeszcze inaczej,

Obierzmy dowolny punkt O , który nazwiemy

środkiem redukcyi układu i przyłóżmy doń" dwie siły

równe i odwrotnej, przyczem każda z nich ma "być

równa Jp i do niej

równoległa^ Siły

dane JĘ* i Jj? two-

rzą parę, proca te-

go mamy siłę jĘ* f

przyłożoną w O„ A

więc zamiast siły

If otrzymaliśmy

siłę i parę. Tak samo postąpmy z innerai siłami

układUo Otrzymamy w ten sposóTs 71 sił. przyłożo-

nych w O i ii par, Wszystkie te pary posiadają

parę wypadkową o momencie - jV fi Wypadkową sił.

przyłożoną w O oznaczmy przez J? . Gały układ

sprowadza się więc do pary o momencie *Af i do

spadkowej y? 4 lecs para i siła znów sprowadzają

się do siły i w rezultacie otrzymujemy jednp* siłę

wypadkową* Gdy jednak siła wypadkowa Jz*~o r to

cały układ sprowadza się do jednej pary, o momen-

cie JV.~*

Może zajść jeszcze wypadek taki, że cały

układ jest w równowadze, ile i w tvm razie noii
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powiedzieć, źe układ sprowadza się do jednej wy-

padkowej, ale źe ta wypadkowa jest zerem albo też

do jednej pary wypadkowej, lecz moment tej pary

jest zerem',1

Jeśli układ sprowadza się do jednej siły wy-

padkowej R -, to wtedy oczywiście rzut siły wy-

padkowej na dowolny kierunek równy jest sumie rzu-

tów sił składowych, a moment te.j siły wypadkowej

względem dowolnego punktu jest równy sumie momen-

tów sił składowych.

Weźmy inny wypadek: Przypuśćmy, że cały układ

sprowadza się do jednej pary wypadkowej, W tym ra-

zie raut sił pary na dowolny kierunek jeat równy !

sumie rzutów sił składowych na ten kierunek* Ale

suma- rzutów sił pary jest zawsze zerem, więc suma

rzutów wszystkich sił składowych też jest zerem.

Suma momentów sił pary względem dowolnego punktu

/lub moment pary/ jest równa sumie momentów sił

składowych względem każdego punktu jest w tym wy-

padku stała i równa Jf /\m\* momentowi pary/.

X'f edy wszystkie siły równoważą się, to suma

rzutów na każdy kierunek jest równa zeru i suma mo-

mentów tych sił względem dowolnego punktu jest tez

zerem*
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Gdy znamy sumy rzutów sił układu płaskiego na

pewne kierunki lub sumy momentów względem pewnych

punktów, to możemy Już wyciągnąć stąd bardzo ważne

wnioski, dotyczące tego układu. Wyjaśnimy1 to na

szeregu przykładów;

1 1 / Przypuśćmy, 'że układ płaski złożony jest

z sił Jj0' , Ę*' ,'••' • • i jest wiadomo ze suma

rzutów tyoh sił na jakąś prostą x jast zerem, W

takim razie układ ten może się sprowadzać do jed-

nej siły'wypadkowej; ale ta siła nusi być presto-

padła do prostej x „ Ale układ ten może się też

sprowadzać do pary wypadkowej," albo może "być 5w *

równowadze.

2/ Sumy rzutów sił układu na dwie proste

nierównoległe X i y są zerami,' Wnosimy stąd, że *

układ nie może się sprowadzać do jednej siły wy-

padkowej, bo ta siła musiałaby być prostopadła

do obydwóch prostych JC i y , co jest niemożliwe,

Ale układ może się sprowadzać do pary wypadkowej,

a może także być w równowadze,

3/ Załóżmy.., że sumy rzutów na trzy proste,
X,V i ̂  są zerami^ przytem te proste gą nierówr

noległe. Są więc trzy, warunki, którym czyni za-

dość układ. Już z dwuch warunków /rzuty na dwie
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proste są serami/ wynikaj że układ sprowadsa się

albo do pary wypadkowej albo jest w równowadze,

a wówczas suma rzutów na każdy inny kierunek jest

zerem., a więc trzeci warunek jest następstwem

dwuoh pierwszych, i nic nowego nie daje*

4/ Guma momentów względem pewnego punktu O

jest serem. Stą#.wynika* że układ nie może się spro*

wadzaó do pary wypadkowej, bo moment takiej pary

byłby zerenu Ale układ taki może się sprowadzaj uo

siły wypadkowej i siła- ta przechodzi prfcez O albo

też układ jest w równowadze,

5/ Sumy momentów względem dwiiołi' punktów Of

i Ug są zerami* BT tym rasie układ nie może się

sprowadzać do pary wypadkowej# ale albo do siły wy

padkowej i ta siła działa'na prostej ^ ^ f albo

też jest \7 równowadze*

6/ Sumy womentów względem 3 punktów, nie le-

żących na jednej prostej są zerami#

Układ nie noże się sprowadzać do pary wypad-

kowej * a -̂e *ke'ż nie może oprowadzać się do s.iły.bo

jej linia działania musiałaby przechodzić przez

wszystkie trzy punkty, co jest sprzeczne z założe-

niem, iż te punkty nie leżą na jednej prostej * Po-

zostaje \dqa trzecia alternatywa: układ jest w

równowadze,,



7/ Suma rzutów wszystkich sił układu na pro-

stą x jest zerem i sumy momentów wszystkich sił

względom dwuch punktów 4 i ^ są serami. Jeżeli

prosta Q 0s jest prostopadła do prostej x t to

układ może się -sprowadzać do jednej siły wypadkowej

działającej na prostej Qz C% # Ale jedli Of <J nie

jest prostopadłe do osi X , to układ nie może

się sprowadzać do jednej oiły wypadkowej. Nie mo-

że się także sprowadzać do pary wypadkowej9a więc

jest w równowadze,

3/ Sumy rzutów wssystkich sił układu na dwie

dowolne, lecz nierównoległe proste JC i y są sera-

mi i suma momentów względem dowolnego punktu C/ jest

zerem0

Układ nie może się oprowadzać do siły wypad~

kowej8 \>o siła ta musiałaby być jednocześnie pro-

stopadłą do prostych X i y , Nie może się teź

sprowadzać do pary wypadkowej, bo moment nie "byłby

zereme Więc układ jest w równowadze.

Z powyższych rozważań ;-;/nika, że aby układ

był w róv«Tiowadze? to muszą być 'spełnione trzy wa-

runki, z których oonajmniej jeden powinien dotyczyć

momentów*

Przypadek szczególny. Przypuśćmy^ że układ

składa się a trzech Bił. Do tego, aby był on w rów-



nowadze jest koniecznem, aby wszystkie siły prze-

chodziły przez jeden punkt, albo żeby były równo-

ległe, Jest to prawie oczywiste, Istotnie, niech

układ składa się z sił Ę* _, /£ i Jj —r Jeśli ma

on być w równowadze to suma momentów względem

wszystkich, punktów musi być zerem. Weźmy sumą mo-

mentów wzglądem ..punktu ć/ 4 tył którym przecinają się

linie działania sił .4 • i T^1 , Suma ta więc musi

by6 zerem. Moment siły^ względem O jest zerem, ;

bo f przechodzi przez zero. Tak samo moment siły

Jf jest zerem. Więc i moment siły Jf względem

(J musi być zerem, czyli siła Ę przechodzi przez

o..
25, PRZYKŁAD. Kaczynie półkuliste o promieniu

7* , wewnątrz gładkie, jest ustawione tak, że gór-

na podstawa jest pozioma. Wkładamy do tego naczy-

nia gładki, jedno-

rodny pręt AB% o

długości 2 -O

Wyznaczyć położenie

równowagi pręta*

Położenie pręta bę-

dzie wyznaczone,gdy

znajdziemy kąt

RYS. 91.
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-£ OjDA t* j» aachylenie pręta do poziomu.

Na pręt działają następujące siły: 1/ Siła

ciężkości (2 przyłożona wr środka pręta aC*, 2/~

Reakcja V? naczynia w A $ normalna dó ściany, a

więc skierowana ku U ; 3/ Reakcja ^ naczynia w

D % normalna dc obrzeża i do pręta.

• Mamy więc tyzy niewiadome/ ir > 7^ i 7zz , a

dla ich wyznaczania trzeba mieć tray równania, Po-

nieważ układ ma byó w równowadze> więc raaszą być

spełnione trzy warunki; sama rzutów na dwa dowolne

kierunki i niCment względem jakiegoś punktu muszą

byó zerami. Wystarczają jednak 2 równaniat jeśli *

wybierzemy pewne kierunki rzutów, taki aby do rów-

nań nie wchodziła wcale jedna z reakcji np, Jł^

Weźmiemy napTSÓd rzuty sił układu na kierunek

pręta* Rzut J?2 na ten kierunek jest zerem. Kąt mię

dzy reakcyą ^ , a prętem AB jest * ̂  /bo trójkąt

A OD jest równoramienny/, więc rzut Ex na AI?lą-

<Lzie *jffjcoj3<j>% a rzut (2 jest -~&»JIZI w . Zatem będzi

Weźmiemy teraz sunnę momentów względem punktu J)

moment reakcyi Jt?z jest zerem. Suma momentów dwuch p*

zostałych sił względem D jest

Ą -o .

gdzie ZL^jest ramieniem momentu siły - ^ j a / Z ' - ra

mieniem siły Q . Przekształcimy równanie (2) i Kąt
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Z f#J możemy wyciągnąć wniosek taki: nie zawie-

ra ono wcale 61 t.j. położenie równowagi nie zale-

ży od ciężaru pręta. Możnaby to przewidzieć bezpo-

średnio, bo nam chodzi o wyznaczenie pewnej funkcyi

trygonometrycznej, której wymiar jest zerowy. Może

więc ona być równa tylko stosunkowi dwóch sił,a że

mamy daną tylko jedną siłę <2 , więc nie może od

niej zależeć kąt iA ~ /

Nie każdy pręt da się tak wstawić do danego

naczynia aby była zachowana równowaga, bo gdy pręt

będzie zbyt krótki, to wpadnie do naczynia, zaś gdy

długość będzie za duża, to środek ciężkości pręta

znajdzie się po za naczyniem i pręt wypadnie. Z te-

go wnosimy, że długość pręta musi być zawarta w

pewnych określonych granicach, które wyznaczymy•

Załóżmy w fej CO£-$~JC . Wtedy przybie-

rze ono postać następującą: -TJPX - Cz-Zr^o . . . . ,{fj

Równanie fffij posiada 2 pierwiastki, których

iloczyn jest równy - ^ f , czyli jest ujemny. Z te-

go wynika, że te pierwiastki mają znaki różne.Pier-

wiastek ujemny jest w danym razie nieprzydatny, bo

kąt ir musi być mniejszy od -jr •

Oznaczmy pierwiastki te przez ^ i**#ł *w

takim razie lewa strona równania ostatniego da się

przedstawić w postaci 21*
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Czynniki 4r i //z+xJiJ są tu zawsze do-
datnie, a więc znak funkcyi zależy tylko od wyrazu
fx~X^J . Ponieważ cosinus nie może być większy

od i , więc Xj j e s t < i i gdy zamiast X na-
piszemy / , to wyraz x - Xj będzie dodatni i fun-
kcya te też przybierze wartość dodatnią. A isatera:

4r-i-2r>>o ską<ł ^L<2r . A więc pręt nie powi-
nien być dłuższy od średnicy naczynia. Wyprowadzimy
teraz drugi warunek, dotyczący długości pręta . Po-
nieważ AD j est^raniejsze od ^ J / t . j . część pręta
jeBt mniejsza od całego/ więc £i->2z>c0ćiFx',coś'fl<.jjT

Gdy nadamy zmiennej x wartość jź , to drugi
czynnik funkcyi U będzie napewno dodatni i Hl przy-
bierze wartość dodatnią, zatem

Granice długości pręta są więc następujące:

/
26. PRZYPADKI SZCZEGÓLNE UKŁADU PŁASKIEGO.

1/ Niech pędzie jakiekolwiek ciało sztywne, osadzo-

ne na osi, prostopadłej do płaszczyzny rysunku.

Otwór, zrobiony w ciele na oś, zarówno jak i oś są

cylindryczne, przyczera średnica otworu jest cokol-

wiek większa od średnicy osi, dzięki czemu cia£o

może się swobodnie obracać.
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Zetknięcie osi z ciałem

zachodzi tylko na jednej

tworzącej cylindrów, a w

przekroju - tylko w jed-

nym punkcie i w tym punk->

cie działa reakcya osi na

ciało. Reakcya ta może

być tylko normalna /bo za-

kładamy, że oś jest cał-

kowicie gładka/, lecz niewiadome z góry, jaki kieru-

nek ona posiada, gdyż nie wiemy, tta której tworzącej

zachodzi zetknięcie cylindrów.

•Niech na dane ciało sztywne działa układ płaski

ciał, złożony z sił Ę.&J^, Do układu tęgo

nie zaliczamy reakcyi osi. Przypuśćmy, że suma momen-

tów układu względem O jest zerem; w tym razie układ

albo jest w równowadze i żadnego działania nie wywie*

ra, albo też sprowadza się do jednej wypadkowej, któ-

ra przechodni, przez punkt Ot wywołując reakćyę osi,

która ją równoważy. Tak więc dostatecznym warunkiem

równowagi układu J?,J*sJj,.... jest aby suma momentów

tych sił względem O była zerem.

Zastosujemy powyższe twierdzenie do dźwigni.

Drążek AB jest osadzony na osi, w punkcie O<

Na końcu drążka działają siły J* i •& t leżące w
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płaszczyźnie rysunku? Jedna z tych sił nazywa się si

łą poruszającą, a dru

ga oporem.

Aby równowaga dźwigni

była zachowana, to

suma momentów sił /**

i Ci względem O mu-

si byc zerem. Moment

siły Q względem O

jest =Gl*£j~ zaś ino-

ment Z 7 - jest^-j^i*

więc warunek równowagi brzmi tak: u.& -~J?z* * o

"Reakcya osi równoważy wypa.dkową sił I3 i Cc f

a więc będzie równa i odwrotna do tej wypadkowej•

2/ Dwa ciała A i. I? przystają do siebie na

pewnej części powierzchni* Podzielmy tę powierzch-

nię na nieskończenią małe elementy i uważajmy, że^4

wywiera pewną reakcyę na każdy z tych elementów cia-

ła B oddzielnie* Będziemy więc mieli nieskończenie

wiele nieskończenie małych reakcyi ciała^t na 3.

Jeśli taki układ posiada wypadkową, to mówimy o niej

że jest to reakcya ciałami na B * :.

Często spotyka się przypadek, gdy powierzchnia

zetknięcia jest płaszczyzną* Niech więc np. prosto-

padłościan stoi na podłodze, tak aby jedna ściana
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jego stykała się z płaszczyzną podłogi. Podłoga bę-

dzie wywierała -na poszczególne nieskończenie małe

elementy podstawy nieskończenie małe reakcye. Wszy-

stkie reakcye będą równoległe i zwrócone pionowo w

górę. Posiadają one wypadkową, która jest do nich

równoległa, a więc zwrócona też pionowo do góry i ró-

wna ich sumie. Z góry nie wiadomo jednak, gdsie ta

wypadkowa jest przełożona. W każdym razie punkt jej

przyłożeni-a musi leżeć wewnątrz podstawy i tylko w

granicach tej podstawy może zmieniać położenie. Je-

śli naciśniemy np. z góry na lewą część prostopadło-

ścianu, to punkt przyłożenia wypadkowej przesunie

się w lewo. Gdy prostopadłościan zaczyna obracać się

dokoła jednej z krawędzi podstawy, to ten punkt przy-

łożenia zajmuje położenie krańcowe na owej krawędzi..

27• Przykład. Prosty, kołowy stożek, o wysoko-

ści = in i kącie u
: I"' -

I M j, «•% jm. «kri% r-r ,*v l"s J*± 1

I RYS. 24.

wierzchołka «/<W opie-

ra się podstawą CJD

o gładką pionową ścia

nę» Wierzchołek stoż-

ka jest połączony ze

ścianą przy pomocy

sznura A/7. Wyzna-

czyć największą dłu-

gość sznura* przy


