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punkcie 3 na przecięcia tych. Awuch prostych. Odle-

jesgłość ptfnktu -J5 od osi

równa -~r , zaś* odległość od osi

, oczywiście,

Ą ^ wynosi

3JZ
65, Środek ciężkośoi strefy kulistej.

będzie kula, o promieniu r ' i środlro {) , Popro-

wadźmy dwie płaszczysny równoległe, odległe od

-•*/ -+-

i ^

•

RYŚ. 67!

śTodka kuli o <i i

Te płaszczyzny wytftą z

powierr.ch.ni kuli strefę,

której środek ciężkości

mamy wyznaczyć.

Obieramy układ wspołrsę'1

nych. w sposób taki: >m

oś X areźiay prostą prze-

chodzącą przez O i prostopadłą do płaszczyzn

przekroju, osi y i X obieramy w płaszczyźnie pro-

stopadłej do 3C w punkcie O ,

Wyznaczmy "moment statyczny strefy w

płaszczyzny; yO%- . W tym celu pddssieliLy p

chnię strefy na nieskończenie drobne elementy,pła-

szczyznami, prostopadłemu do o s i ^ . Nioch kolej-

ne dwie z tych płaszczyzn przecinają obwód koła,

połoionego w płaszczyźnie rysunku w dwuch punktach

• Możemy uważać powierschnie, zawartą
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dzy temi płaszczyznani za ścięty stożek, a.w takim
razie masa jego //&•«// wynosi <c&£y. Jl , gdzie
-ds oznacza długość łuku /*£ , a y promień koła
średniego. Stąd, moment statyczny tej powierzchni
elementarnej względem płaszczyzny Z^y jest
<lJl*<hs£y.Jl.X , gdsią JC jest odciętą punktu

J° , Ponieważ -ds ** -dx*"dy*9 a X - V*-- r * , skąd

k "plus" bc ae wzrostem 2c , wzrasta fceż
2aten
Całkująp otrzymamy jf*2Jl.T*f*
MasQ strefy-*/^- , znajdziemy łatwo, zważywszy, z
masa elementarna •<//*]= <Z&£y.JZ.~-~:S-'£y.j? =
sk ąd ^/"? d £ / / y/ct/
Szukana odległość środka ciężkości strefy od pła-
ezGzyzny y 4?ź j e s t równa Xo -ygr** ^ f -

Jeś l i strefa jest półkulą, to <c*j^r ji^*^ ,a
wtedy X± *r-jr

66> Środek ciężkości warstwy aferycznnj#

Uiech, "będzie kula o promieniu j ^ i ptzypudćmy, że
została z niej wycigta strefa dwiema płassoiyaiaa-
mi równolfLgłoaii, których odległości od środka 0
kuli są odpowiednio lówne y. \ *fZ Chodzi o wy-
znaczenie środka ciężkości obj ętosci z,av?arte] -mię
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1

PS.

dzy temi płaszczyznami i
strefą :. Obierzmy układ
współrzędnych., jak w przy-
kładach poprzedzających.
Oczywiście środek ciężkości
warstwy leży na osi .CC , na-
leży tylko znaleźć odległość
jego od środka O «,

Podzielmy w tyra celu bryłę na nieskończenie'
cienkie warstwy, płaszczyznami prostopądłerai do
osi X • Dajmy na to, że dwie kolejne płaszczyzny
podziału są odległe od środka O , odpowiednio o &

i a: -*• <Lx „Wyznaczmy moment statyczny warstwy,
zawartej między temi płaszczyznami względem p ł a -
szczyzny y%'-, Możemy uważać tę warstv/ę za nieskoń-
czenie cienki cylinder, którego promień podstawy

~y , a wysokość ->dx , ¥ takim raaie ssakany mo-

ment staty(3any będzie: -<zS)£%.jjr?</x.£, a j e ś l i uw-
zględnimy, że -x••+y**if9* j to otrzymamy :
&Jy = &.fe*3*/.x.jCC3c . Moment statyczny całej s t r e -
fy względem W9«s4c jes t równy

Masa nieskończenie cienkiej warstwy //Ct-fJ wynosi

d l dx skąd
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Szukana, odległość środka ciężkości całej warstwy

od punktu 0 jest więc równa:

W przypadku szczególnym, gdy -r*o y a -*ćt*2* t

otrzymamy dla półkuli : Xo --^-7* •'-w*

67. Pierwsze twierdzenie Guldina. Niech bę

dzie prostokątny płaski układ współrzędnych. :

Przypuśćmy, że dana

jest jakaś l in ia , mają-

ca końce A i B m Wy-

znaczmy moment statycz-

ny tej l i n i t względem

osi y ; ¥ tym celu po-

dzielmy tę l in ię na

małe elementy, z których- każdy ma

długo&S - -4L&. / •& jest długością całej l i n i i AB,

Przypuśćmy > ze J^ jest • jednyra z tych elementów*

Jeś l i współrzędne jego oznaczymy przez x i y ,to

jego moment statyczny wzglądem Osi y będ2ie 4is*x

zad, jako moment statyczny całej linii^?wsglQdera

tej osi znajdziemy /-a&:x .-̂ -'
: 'Praypttiómy, że środek ciężkości linii J4B znaj-

duje siQ nr .punkcie S/xa,yoJ* W takim razie, oczy-

wiście: . •/&ć«x. ~ jsrz:c

Dajmy,na to, śe l inia AB zaczęła cię obracać do-
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koła osi y i obróciła się o nieskończenie mały

kąt -dy* . Każdy punkt te j l i n i i odbył niesko&oze-

nie krótką cirogę prostopadłą clo płaszczyzny układu

współrzędnych* Droga punktu 7^ wynosi x.<tir% zaś

powierzchnia, zakreślona 'przez łuk <IJS przy tym

iii o skończenie małym przesunięciu j e s t nź

Stąd powi erzołmia-, zakreśloną praez całą

wyraża się przez • /da. x. <£$*<!$/x~4/&.. .

a że Jx<&j£f~3.jc, j więc owa powierzchnia j e s t rów

na £:jc9.-cl*r % gdyż -cć<$* uw&aanj zû  s t a ł e ,

Przypuśćmy, że l i n i a ^ ^ obróciła s i^ o skcń

ozony kąfc ^ • H takim ras ie powiarzohnia przytem

zakreślona," jes t równa;

/ $

Ponieważ ̂ ir jeat to draga^ którą zatoczył

środek ciężkości A? % przy obrocie o kąt ^,więc

możemy .powiedaieó; powierzchnia, zakreślona przez

jakąś linię przy obrocie jej dokoła pewnej osi

J3 3t równa'.iloczynowi z długości tej linii przez

drogę, j&kjŁ odbył przy tem środek cię

68, Przykłady' 1/ Niech będzie prosty stożek

kołowy mający promień podstawy 7^ i tworzącą<&*« *

Wyznaczyć powie rz clm i ę bo cara tego stożka,

Możemy uważac\ ze powierzobnią ta powstała

prz3Z o*brófe tworzącej, dokoła osi ^A<Pj , Ponie-
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waż środek ciężkości tworsąeej leży w jej środku
fc) , odległym ąi osi obrotu o -£ , więc dxogat

przebyta T?T£C2 toa punkt £>rzy obrocie jest i^2JZ.^

Powierzchnia bochna atożka j e s t więc równa iloosy*
nowi / ptzez iZ czyli ; 2JZ.-^f-=:<i * JZi*.^9r^

II/''* jil.Gehj kadzie koło, o promieniu z9 i os y

leżąca, z; tem^plem w jednej płaszcsy&nie. Pr^ypuś
myjt że odległość środka koła od osi y jes t równam
Wyznaczyć powierzchnię utworzona'-przez obrót koła
dokoła osi V : C3yli powierzclinię pierśc ienia,
go-sć krzywej tworzącej /koła/ je s t &&*2* a drc
ga^ zatoczona przez środek ciężkości te] krzywej
wynosi J2JC.<Z, a State* szukaną pawierzchnia>'x5r;

69; Drugie twierdzenie Gruldina, Ule cli Łędzie
dana os y t\jakakolwiek figura płaska, o polu I*%

%

leżąca w jednej płaszczy ln ie s tą osią*
Znajdźmy moment statyczny
figury-/5"* wzglądeia osi y
H tym celu- podzielmy tą
figurę na nie skończenia m.

%le elementy, z których ty
powe ma ^)ole *CCJF*i jost
odległe od osi i^ ^ , Mo
ment statyczny elementu
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#/Vzględem osi y jest równy <iF. x , a moment sta-
tyczny całej figury względem lejże osi j e s t .

Przypuśćmy, że odległość środka ciężkości
la od osi y wynosi Xo , to oczywiście /<dJ?x-

Wyobraźmy aobie, że figurą f*obróciła się doko-
ła o s i y o nieskończenie mały kąt •&$ , Przy tym obro
cie element -a£r łsatocaył bryłę, którą można uważać za
elementarny cylinder o podstawie </F\ wysokości X--cl*i
Zatem objętość utworzonego cylindra j est iż̂ fjc.-eẑ ' ,a
objętość bryły zatoczonej przez całą figure JT wynosi
JuJ\xdv'di/y'dJr.x. . . / bo <£$ jest otałe/.

Ale ponieważ J-d/7x */*za , więc objętość ta »
»JTx^f<cJ^% Przypuśćmy, że f igura/ 7 obróciła się o

skończony kąt ^r , to będziemy mogli napisać

Wzór* /^wyraża twierdzenie, o które chodziło,
je wysłowić tak: objętość bryły, którą wytwo-

rayło pole/^jast równa iloczynowi z pole przez dłu-
gpść drogi, którą obiegł środek ciężkości.

70. Przykłady, 1/ Niech będzie prosty, kołowy
stożek, mający promień podstawy *• z9 i wysokość
Wyznaczyć objętość tego stożka.

Możemy uważać, że objętość stożkowa powstała
przez obrót trójkąta AO13 -dokoła osi AO ,a zatem
ta objętość jest równa iloczynowi ż pola trójkąta
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AOBprzez drogę, jaką obiegł

jego środek ciężkości.

Pole AA»OB j e s t rów-

ne np^ i ponieważ

środek ciężkości x5"jest

odległy od środka C wy-

sokości Jl O fo CS^BC

więc promień koła, jaki t

obiegł on pray obrocie j e s t równy -C , a droga prze-my
k,eń przebyta WYnosi 2-7^3? . Stąd szukana objętość

ó s ię, 2 ^ . j * * £ ^ */L
11/ Niech będzie koło, o promieniu ?> i oń V le-

żąca a tern kołem w, jednej płaszczyźnie. Przypuśćmy, że

odległość środka koła od o s i y j e s t równa, -*Z • Wyzna-

czyć objętość, utworzoną przez obrót koła dokoła osi

Y f czyli objętość pierśc ienia . Pole figury tworzą-

cej J3st równe Jl* T** , a droga, którą obiegł śro-

dek ciężkości wynosi 2?i*<t • Stąd szukana objętość

równa 3 i ę : J%>2**%*&.<%•*£'.&*<ł*J**

I I I . Wyznaczyć, opierając się na pierwszeta twiei^

dzeniu Guldina, środek ciężkości półokręgu, o promie-

niu 7° i środku O \ '

Oczywiście szukany środek ciężkości leży na osi

symetrji półkola t . j * na proste j , przechodzącej prze^

środek O i prostopadłej do krańcowej średnicy AB.

Dajmy na to, że odległość środka ciężkości £ od śród-

MECHANIKA - STATYKA - AEKUSZ XIII-
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ka O jest równa Xo •

przypuśćmy, że półkole obraca się dokoła średi

cy A£f to pofyierzchnia P przez nie zatoczona jee<
O tj równa iloczynowi 2 . długości l i n i i tworzącej (=JĆ*A

przez drogę, którą odbył środek ciężkości

A zatem JP= JZ. I*\ £.7Z. XC s~^. Lecz jest to powie

chnia kuli, a zatem /*= ^JZ:s>*, - ; więo.Jp2C*Sc-d?fc
skąd J^ g - jL

IV• Wyznaczyć, opierając się na drugim twierd

niu Guldina, środek ciężkości półkola, o promieniu

i środku O .

Oznaczmy odległość środka ciężkości x5" od pun.

O przez JZ; i przypuśćmy, że półkole obraca się o

ło AB . W Takim razie objętość powstałej bryły w

nosi c/ = -j^-£&xo '—\ Lecz jest to kula, a zat

^frc.T*3 , więc ąf-Uy<.xQ=frc.r
3 stąd J C - - ^ •

71» Û vagi nad ogólnością twierdzeń Guldina> J

ś l i figura tworząca przecina oś. obrotu, to twierdz

nie Guldina są nieważne: Istotnie: przypuśćmy, że

punkty tej krzywej Ę i Jg leżą po stronach od^ro

nych osi obrotu; w takim,.rasie odcięte ich xa , x^

ją znaki odwrotne, a zatem odpowiednie elementy po

wierzchni lub objętości, jako zawierające czynnik

ce*&ir$ będą miały także znaki odwrotne. Całka da;

sumę takich elementów, wziętych z właściwymi znaka

mi, a więc, jeżeli oś przecina figurę, to twierdzeń:
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Guldina dają różnicę powierzchni lub objętości, któ-

re zataczają dwie części figury, położone po odwrot-

nych stronach osi obrotu.

Twierdzenia Guldina dają się uogólnić w innym

kierunku.

Dajmy na to, że f i g u r a / 7 porusza się w przestrze

ni tak, że je j środek ciężkości <Sf opisujs pewną l i -

nię krzywą s • Przypuśćmy, że t a figura /"* pozosta-

je wciąż normalną do £ • Dowiedziemy, że przy tym

ruchu powstanie bryła,- której objętość j e s t równa po-

lu figury Z"7 pomnożonem przez drogę środka ciężkości

Jes t to prawie oczywiste* Gdy, bowiem, figura ,/"*

porusza s ię w opisany sposób, to możemy uważać, że

obraca się ona dokoła osi chwilowych, położonych^w

je j płaszczyźnie* Przypuśćmy, że w pierwszej chwili

figura F* obróciła się dokoła osi chwilowej o kąt iz*g

w następnej chwili o <ĆĄ , dalej o *<£**}* i . t . d . , to

oczywiście każdego obrotu chwilowego dotyczy twier-

dzenie Guldina, a więc dotyczy też ono ruchu całkowi-

tego c.b.d.d*

72* Znaczenie mechaniczne środka maay» Niech

będzie prostokątny układ współrzędnych* Dajmy na to,

że mamy jakieś ciało fstywna, do którego należą pun-

k t y 4 / * * $ , * * J j Ą / < a £ > y * ' $ / > - - " -

Przypuśćmy, że na te punkty działają siiy równo-

ległe: w punkcie Aj - siia ff ? * Ą . . »
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Wypadkowa tych sił równa

się ich aumie i jest do

nich równoległa* Chodzi o

wyznaczenie punktu przyło-

żenia tej wypadkowej. Daj-

my na to, że wypadkowa sil

i C leży w punkcie

> £// • to ofczy
AG- ff lubwiście

Stąd

Dalej wyznaczmy wypadkową sił f^^^J' i

(Dajmy na to, że jest ona przyłożona w punkcie

Vz?%glOtrzymamy analogicznie da

albo : fe+Ę+
Wogóle fó+g^J*
oznacza odciętą punktu C'/£,>?? &/ albo inaczej

: j skąd £ =•—TH§~ . Tak samo:

Kależy zwróció uwagę na'tę oKoliożńóśi,że jak

wynika a otrzymanych, wzorów, współrzędne punktu C

przyłożenia wypadkowej sił J?,C,gj , . .' nie zale%

ią v/oale od kierunku tych składowych. Przypuśćmy, że

wszystkie składowe obracają się dokoła punktu ^ p o -

zostając równoległerai. f tikiia razie ich wypadkowa

też bądaie się obracała dokoła tegoż punktu. Ten



- 197 -

punkt C nazywaj ą środkiem układa sił róyraŁlu

Niech "będzie w przestrzeni jakieś olało sztyw-

ne. Podzielmy je na bardsc dxo"bne elementy, z któ-

rych jeden niech ma masę .japą̂  , drugi 3?^ , , . . ,

Jeśli ciało znajduje się w znacznej odległości

od środka ziemi w stosunku do jego rozmiarów, to

można uważać, że ciężary elementów tego ciała są

proporeyonalne do mas,. Tąk więc ciężar pierwszego

elementu jest równy S7nj% drugiego g&ig ^ * - .

gdzie S oznacza współczynnik proporcyonalnośoi,

Linie działania tych sił schodzą się w środku

ziemi, a więc przy naszem założeniu co do odległo-

ści ciała od tego środka, możemy przyjąć, ŻQ w przy

oliżeniu linie te są równoległej a zatem, stosując

wyżej wyprowadzone wzory znajdziemy, że współrzędne

punktu przyłożenia wypadkowej czyli -współrzędne

środka sił równoległych, są

Ale tak sarao,. jak wiadomo, wyrażają się współ-

rzędne środka masy ciała. A aatem środek s i ł ciąże-

Ma działających na różne eleraonty ciała znajdują

się w środku masy i możemy powiedzieć, że siła óią/?

żenią jest przyłożona w środku wąs

Siależy praytem poczynić następujące uwagi.
*/ Właśnie środek rąasy w znaczeniu punktu przyłoże-

nia siły ciążenia nazywa się środkiem ciężkości.
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1-0. 0 wypadkowej sil równoległych może być

mowa tylko w. tym raaie, gdy d&iałają one na ciało

sztywne, k więc środek ciężkości w ścisłym znacze-

niu tego wyrazu posiadają tylko ciała sztywne pod-

czas gdy środek masy istnieje w każdym ciele i w

każdym układzie ciał.

2-o* Punkt przyłożenia siły ciężkości w ciele

sztywnem tylko wtedy leży w środku masy, gdy roz-

miary ciała są drobne w srtosunku do odległości od

środka ziemi. Jeżeli warunek ten nie jest spełnio-

ny, to linia działania wypadkowej siły ciężkości

może nie przechodzić przez środek masy, a satem ten

punkt nie może być wówczas uważany za punkt przyło-

żenia tej siły.

R O Z D Z I A Ł VIII.

ZASADA PRAri PKZIGOTOWANEJ,

73. Pojęcie pracy,, Gdy mamy 2 wektory JP i Cl

tworzące ze sonoą kąt tr to, jak wiadomo /§ 12/, ich

iloczynem wektorowym nazywamy wektor Vf?<3[ tó^/my

pod względem wielkości Z ? ^ ^ ^ tjatomiast iloozy

nem skalarowyiai wektorów P i 61 nazywać będziemy

skalar PM * Pod względem wielkości /która go cal-.

kowicie określa/ iloczyn ten jest równy


