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prace ich będą równe i odwrotne, Z tego wynika, że

suzaa prac elementarnych reakcji w przegubach jest ze-

renu A więc i tego rodzaju reakcje można pomijać.

4/ Przypuśćmy wreszcie, że dwa ciała układu są

połĉ ĉ one \* punktach -Aj i J±^ sznurem nierozciągal-

nym# W punkcie A^ i J±~ działają więc naprężenia .

sznura równe i odwrotne. Przy dozwolonem przesunięciu

odległość AjAz nie ulega zmianie, a więc i suma prac

elementarnych sił /5> jest zerem* Z-tego wynika, że

takie siły j& można pomijać.

67. Przykłady. 1/ W punkcie A pionowej gładkiej

ściany jest zawiasa, około której może się obracać

sztaba AJS • Ta sztaba jest połączona przegubowo z

inną sztabą B C ,która końcem C opiera się o gładką

podłogę. Długość każdej sztaby jest •=£-#, a ciężar każ-

dej 61 kg. Środki ciężkości sztab oznaczamy przez /3tj

i A^/sztaby są jednorodne/. Sztaba AB tworzy z po-

ziomem kąt &ć fa 3ztaba BC - kąt J* . Oznaczmy je-

szcze odległość punktu A od podłogi przez ^ • Aby

równowaga sztab w opisanym położeniu była zachowana

przykład8my do punktu

C poziomą siłę i^jma^

my wyznaczyć tę siłę.

Na ukłed złożony ze

sztab AB i BC działają

Biły ̂ 4? A Ą /i ^/w
prócz tego różne
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cya podłogi w junkcie Ci reakcye w przegubie .Z?.

Ale żadna z tych reakeyi nie wykona pracy przy

przesunięciu dozwolonym, a więc trzeba się rachować

tylko z siłami Py & /w Ą/ i <£Vw *5£ A Gdy na-

damy ukiaaowi przesunięcie dozwolone /przy tera punkt

Obędzie się poru&zał po podłodze/ i j e ś l i oznaczy

my odlegiosci punktów S^ i ćj, od podłogi przez j£

i yz t w odległości (̂ (f przez ^: , to smaa prac

elein. s i ł pray tem przesunięciu będzie :

d.^ l u b : ^-e^c •*&•/*?% •"<£%/*o a l e

jest to rdżniczka od fyx *%J • a

^ (2. -d/% +%/-<? • • • *

Wyreziray ^ c , ^ ; ^ ^ w funkcyi <ŝ  i y ^ . Dłu-

X jeet oczywiście równa rzutowi figury A&C na

pociogę, a *ięc ; X = £.-<z.coćo(

skąd -ć/^:* -^iX.^-ŻTzcC.<doC + Jin

Tak s&iho ^ jest rzutem figury C/?^ ; a \^ rzutacł

na ścianę, więc y^a-

Zaś dodając /!§/ i /^/otrzymamy

skąd ^ 5 ? ' ' J S / * <X-/co#oC.<ćoc +
Podstawiając fej 1 (sj do ^ / znajdziemy

Znajdźmy jeszcze śależnoać kątów'c^ i j3 . 1 tym

celu weźmy rzut figury ABC na kierunek pionowy,
* •
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otrsymaicy: £.<Z.JS2JZOĆ-+ J?.-a,sjnP* v~ ćkąd.

stąd i 2 ^ 7 otrayrr.a]ny ; 7^-

Cdy /?= ~ir > to ^='= <? , a ^ iec w§ y rasie

równowaga zachodzi aa»a'-praez się.

'Gdy chcemy znałeśa»- jak% siię należy przyło-

żyć w C , Eby sataby tworayiy linif prostą* to

kiacla&y o^ • X7 f a wtedy J0** <==><=> .

Żadna siła nie może więc utrsymać w tym razie'

11/ Prasa kolanleira składa się s i>orAiom^

ki lub piyty poBiadającej na koncacii suwaki, które

mogą się ślizgać po

pionowych ścianach. Ca

łe urządzanie jest ey-

metryczne względem pła

szczyzny pionowej# Na

balce Bą umieszczone

dwie zawiasy, w któ-

rych są osadzone dwie

jednakowe sztaby• Kon-

^̂  tych sstab łączą

2 a po m 0 Cą praegubów z

dwiema takiemi samami

sztabami, których końce są osadzone w zawiasach

urządzonych pionowo pod górnemi* Pomiędzy płytą
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wającą się a drugą płytą nieruchomą wstawia się cia-

ło, które ma być sprasowane, a następnie naciskamy

na przeguby* Wskutek tego sztaby będą miały tenden-

cję do wyprostowania się, co spowoduje wgniecenie

ciała*

Przypuśćmy, ze każda ze sztab ma długość -tz i

tworzy fc poziomem kąt 1/* . Chodzi o to, z jakimi si-

łami poziomeini J-* trzeba działać na przeguby, aby

wywrzeć na ciało s i łę 6t «

Oznaczmy odległość zawias dolnych od górnych

przez y t odległość przegubów przez X ,a odleg-

łość /stałą/ między zawiasami dolnemi /lub górnemi/

przez v* •

Gdy nadamy układowi przesunięcie dozwolone, to

będziemy musieli się rachować tylko z pracą s i ł 7*

i $ . Suina tych prac jest równa -&~<dy~J?c£x*<?\ .(ź/

Wyraźmy X i y w funkcyi ir . Ponieważ X jest to BU-

ma rzutów sztab na kierunke poziomy plus odległość

-JT f w i ę c : X - fr-+ £ . < t . c o & v> . . . ••••.• { Ą J

Tak samo y $ jako suma rzutów sztab na kierunek pio

nowy j^est równe; y ~£.<C.ĆŻJI

Z fźj i {j.J mamy <ćx - -£-c

<Ćy =£.-<%. cos

Podstawiając te wartości w (1./ otrzymamy:/^

MECHANIKA - STATYKA - ARKUSZ XV,
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jF, to
III/ Cztery sztaby jednakowe AB , BćT > ĆD %

są połączone gładkimi przegubami w punktach A , B ,.

C i.. 3 t tworzą więc romb. Każda ze sztab waży &*•

kg. Rouib ustawiony jest tak, że jego przekątnia AC

jest pionowa i punkt A opiera się na, podstawie po--

siomtj* W ieia położeniu

nie zachodzi równowagaf

ale aby ona miała miej-

sce połączono nierozcią-

galnym eanureta punkty

B i JD . Cłiodzi o wyzna*

czenie naprężeń & dzia-

łających w sznurze
Musimy nadać układowi takie przesunięcia, aby naprę-

żenia 3 wykonały pracę. W tyu celu jest rzeczą ko-

nieczną oddalić lub zbliżyć punkty 2? i jjp\, a P<JF*

niewai sznur jest nierozniągalny, więc to przesunię-

cie jest wyobrażalne. Przypuśćmy, że punkty 3 i &

oddaliły się. W takim razie pracę wykonają tylko na-

prężenia S i ciężary (2 .

Oznaczmy odległość BD przez X. t a odległość

pionową 3% od A przez y . Przy wymienionem prze-

sunięciu X wzrośnie o cćx , a y o -cly .

Siły <2/WJSJ i JS^J wykonają pracę -£&.<ćy ,aas
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siły tf / w 4 I S4] - Z3.&.<dy . Siły ^ jako. cen
tralne, wykonają prącejS. <cx « Wiec ;

skąd
Oznaczmy dany kąi między^&4 i>$Z? przez

Ponieważ Z1 jest to suma rzutów sztab na kierunek po
ziomy a 4y T na pionowy, więc y ^
Stąd <£x*/?-a.co#$.<£$ ,tly~- ^'glntfizfi. Stąd i
z //./a trzymamy JE?*2&.tg siT .

88. Równowaga trwała i chwiejna. Niech będzie
jakikolwiek układ złożony z ciał ̂ 4^^,^^. -.. środki

ciężkości tych ciał oznaczmy przez S^J^JSJ, .• »^saś

ciężary ich przez ^ ^ ^ ^ ^ ^ r - * * ł Przypuśćmy, że

układ ten jest taki, że przy przesunięciu dozwolonym

pracę wykonywają tylko Biły ciążenia.

Poprowadźmy j.akąkólwiek płaszczyznę poziomą;

oznaczmy ją przez F*, a odległość punktów 4f*Ą*-" **#

.od niej przez %>%> • • • ; • • Gdy nadamy układowi

nieskończenie małe przesunięcie, to suma. prac elemen-

tarnych sił ciężkości będzie .-

i ta suma jest zerem jeśli układ jest v» równowadze

Przypuśćmy, że masy ciał układu %%\mt9xnz ,+•-

więc

/^oznacza tu współczynnik proporcyonalnoaci/*
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Gdy do. wyrażenia /^/przyrównanego do zera pod

stawimy zamiast &/.*&£* * • • •- ich wartości z

to otrzymamy;

albo, ponieważ m,J>7n^J - - .•-••. są to wielkości stałe

Ale suma różniczek j e s t równa różniczce sumy, więc;

^(TKzYi + 7nz \/k * ^%r*)& '* •> • " • • • * J ~ @

Wyrażenief stojące w nawiasie, przedstawia mo-
ment statyczny układu względem płaszczyzny /* * Ko-
żemy temu momentowi nadać inną postać. Oznaczmy w
tym celu środek ciężkości całego układu przez ć?

odległość jego od płaszczyzny J<* przez y£ a masę
całego układu przez $f% to jak wiadomo :
My0 - m ^ +m%%+m*ys+. .-,.r więc ^j^y^- O

a ż e / v j e s t s tałą, to <&y0~O m

A więc aby układ ciał był w równowadze koniecznym

j e s t , aby *o£y^~ O * Jak sobie wytłomaczyc otrzymany
wynik?

Przypuśćmy, że układ posiada tylko jeden sto-

pień swobody, t« sn., że podczas ruchu każdy punkt

musi pozostawać na jednej określonej linii. Toż sa-

mo dotyczy i środka ciężkości układu* Pozostaje on

na pewnej linii i równowaga układu zachodzi, gdy

O , czyli gdy wielkość V osiąga makeymum
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lub minimum, lub innemi słowy, gdy środek ciężkości

układu zajmuje położenie najwyższe lub najniższe.

Jeśli istnieje jeden stopień swobody, to położenie

układu daje się określić za pomocą jednej znanej

wielkości. Wielkość tę nazywamy współrzędną układu*

Dajmy na to, że pewien kąt v>% jest taką współrzędną*

Wtedy położenie środka ciężkości układu zależy tyl-

ko od kąta ir' czyli .V *••//*/ • J«ali pragniemy

znaleźć położenie równowagi układu, to trzeba zna-

leźć wartość v z równania ftic/^O i ten kąt wyzna

czy całkowicie szukane położenie. •

Zachodzi zasadnicza różnica między przypadkiem

gdy y^ osiąga makBymum i gdy

osiąga minimum. Różnica ta jest

natury dynamicznej i tylko na

zasadzie rozważań dynamiez-

£ 86. ny Ch da się ściśle uzasadnić.

Będziemy musieli poprzestać

na dowodzie mniej ścisłym.

Przypuśćmy, że środek ciężkości układu zajął

położenie najniższe w A . Gdy nadamy układowi ma-

łe przesunięcie, to środek ciężkości jego dojdzie

do wyższego położenia Aj * Zostawmy następnie

układ samemu sobie. Nie zostanie on wtedy w równowa

dze, a zacznie się poruszać i będaie opadał. Jego
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środek ciężkości będzie.się zbliżał do położenia^

czyli do położenia równowagi. Mówimy, że w położę-

niu tem równowaga jest trwała.

Przypuśćmy teraz, że środek ciężkości układu

zajął położenie najwyższe: w punkcie 22 . Gdy nada-

my układowi raałe przesunięcie, to środek ciężkości

zajmie niższe położenie £j • Jeśli pozostawimy

układ samemu sobie, to bynajmniej nie będzie on dą-

żył do pierwotnego położenia równowagi, ale będzie

aię od niego odchylał. Mówimy wtedy o równowadze

nietrwałej lub chwiejnej. Gdy tor środka ciężkości

posiada punkt przegięcia J) , to również Zachodzi

równowaga. Jeśli przesuwamy środek ciężkości z pun-

ktu D do JJj 9 to chociaż będzie on usiłował wrp-

ció do punktu J) f jednak wracając nie zatrzyma się

w tym położeniu, ale przejdzie przez nie i będzie

się dalej zachowywał tak, jak w przypadku równowa-

gi chwiejnej.

Gdy torem środka ciężkości jest prosta pozio-

ma, to #j£ stale jest zerem, a z tego wynika, że

układ wciąż jest w równowadze trwałej, Mówimy wte-

dy o równowadze obojętnej.

Z powyższych rozważań wynika, że równowaga

układu jest trwała* gdy środek ciężkości tego ukła-

du zajmuje położenie najniższe. Ale każde ciało ino-
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żna uważać za układ, złożony z cząsteczek sztywnych,

a więc twierdzenie to dotyczy i takich ciał mesztyw-

nych, jak płyny, sznury i t.d.

Niech więc będzie ciężki sznur jednorodny lub

łańcuch, zawieszony w punktach A i JB • Gdy jest on

w równowadze, to tworzy łańcuchową pospolitą. Oznacz*

my długość sznura przez £ • Pomiędzy punktami A i

JB można poprowadzić nieskończenie wiele linii o dłu*

gości / i sznur może utworzyć każdą z nich, ale w

równowadze jest tylko wtedy, gdy tworzy katenoidę po-

spolitą. Z tego wnosimy, że z tych wszystkich linii

katenoida posiada najniżej położony środek ciężkości

Poprowadźmy jeszcze jakąś prostą ac » nie prze-

cinającą żadnej z tych linii o długości t i obróć-

my całą figura, dokoła tej prostej, to utworzy się

szereg powierzchni.- Na zasadzie twierdzenia Guldina

wielkość każdej z tych powierzchni jest równa długo-

ści tworzącej, równej I , pomnożonej praez drogę

środka ciężkości. Ale środek ciężkości katenoidy po-

spolitej leży najniżej, a więc najbliżej prostej

a z tego wynika, że powierzchnia zatoczona przez ta-

ką katenoidę jest mniejszą od powierzchni zatoczonej

przez każdą inną linię o długości %• «

89. Przykład. W okrągły otwór, zrobiony w pły-

cie poziomej, wstawiono gładki prosty stożek kołowy,
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wysokości i i kącie przy wierzchołku £<x. . Śred-

nica otworu jest równa £2* .

Wyznaczyć położenie równowagi

stożka. Położenie to daje się

określić za pomocą jednej

wielkości np. za pomocą kąta

osi stożka z poziomem.Oznacz-

my ten kąt przez ir . Wiado-

mo, że środek ciężkości

stożka leży na jego wysokości w odległości ^r

podstawy. Oznaczmy odległość tego środka od płyty

przez y i znajdźmy y w funkcyi <¥* ..

Z wierzchołka A stożka poprowadźmy, prostopad-

łą do płyty i spodek tej prostopadłej oznaczmy przez

E . Rzutem A0 na kierunek pionowy jest y-+AE fa.

że; AS=-4-A , więc y+AE - ^

AE z trójkąta A.£D jest równe

Zaś z trójkąta ABD mamy

Z tego wynika, że AE =-

Podstawiając tę wartość do fs*/ otrzymamy:

JSJ7Z £oC

Znajdźmy przy jakich wartościach W ty osiąga mak-

symum lub minimum

Po uproszczeniu wypadnie;
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Przyrównajmy te pochodną do zera:

i jako odpowiedai otrzymujemy: 1/ CĆ?^^=<P , skąd

J e ś l i temu ostatniemu równaniu cayni z&doś5 kąt T ,

to czyni t e z zadość •&-/*, a więc ogółem otrzymuje-
my 3 położenia równowagi. Ale zachodzi pewne ograni-
czenie. We wzorze na #Jji V> licznik musi być mniej-
szy od mianownika, a więc ź £ z* p* 3 £. &f?t /?ot

gdy 3/i.jSin£oC ^~ •/&z* t to istnieje tylko jedno
położenie równowagi.

Chodzi jeszcze o to, czy znalezione położenia
równowagi są trwałe czy też chwiejne. W tym celu
znajdziemy drugą pochodną y wzgle<letó.$Znajdziemy

CC y _ __ A fi
4 „

J e ś l i w tym wzorze założymy tr* -g£- ^to otrzyma-
my V Ź

y

Gdy to wyrażenie jes t dodatnie, t o y osiągnęło

minimum, a więc położenie równowagi jest trwałe. Za-

chodzi to, gdy /&J* >- $£:słn £oC *—•

W tym razie istnieją więc 3 położenia równowagi

środkowo trwałe i dwa boczne chwiejne.

Gdy natomiast lÓz* < M- Sfn £oć_, to j est tyl-

ko jedno położenie równowagi i przytem równowaga

j est chwi ej na,«=^—-*

K o H E C .
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63. Śroaiek ciężkości rzutu figury płaskiej . . 183
64. Środek ciężkości pola eliptycznego . . . . 184
65. Środek ciężkości strefy kulistej 18ó
66. Środek ciężkości warstwy sferycznej. . . . 167
67. Pierwsze twierdzenie Guldina 169
68. Przykłady . . . . . 0 190
69. Drugie twierdzenie Guldina 191
70. Przykłady 192
71. Uwagi nad ogólnością twierdzeń Guldiną. . .194
72. Znaczenie mechaniczne środka ciężkości • ..195

ROZDZIAŁ VIII.

Zasada pracy przygotowanej.
73. Pojęcie pracy .198
74. Prąca elementarna . . . . . . .. 199
75. Twierdzenie zasadnicze o pracy eleraentarnej200
76. Analityczne wyrażenie pracy elementarnej 202
77. Praca elementarna sił centralnych 202
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78. Praca elementarna siły,, której punkt przy-
łożenia obraca się dokoła osi . . 205

79. Twierdzenie . .• 207
60. Przykłady 206
61. Ciało sztywne 210
82. Twierdzenie odwrotne 212
83. Warunki równowagi,wyprowadzone z zasady pra-

cy przygotowanej 213
84. Przykłady . . . . . . . . 214
85. Układ ciał sztywnych 216
86. Przesunięcie dozwolone i praesunieciB wyo-

brażalne . . . . ........ 220
87. Przykłady 222
68* Równowaga trwała i chwiejna . . . , „ . . . 227
89. Przykład .231

Spie rzeczy -. . . . £34


