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1-0. 0 wypadkowej sil równoległych może być

mowa tylko w. tym raaie, gdy d&iałają one na ciało

sztywne, k więc środek ciężkości w ścisłym znacze-

niu tego wyrazu posiadają tylko ciała sztywne pod-

czas gdy środek masy istnieje w każdym ciele i w

każdym układzie ciał.

2-o* Punkt przyłożenia siły ciężkości w ciele

sztywnem tylko wtedy leży w środku masy, gdy roz-

miary ciała są drobne w srtosunku do odległości od

środka ziemi. Jeżeli warunek ten nie jest spełnio-

ny, to linia działania wypadkowej siły ciężkości

może nie przechodzić przez środek masy, a satem ten

punkt nie może być wówczas uważany za punkt przyło-

żenia tej siły.

R O Z D Z I A Ł VIII.

ZASADA PRAri PKZIGOTOWANEJ,

73. Pojęcie pracy,, Gdy mamy 2 wektory JP i Cl

tworzące ze sonoą kąt tr to, jak wiadomo /§ 12/, ich

iloczynem wektorowym nazywamy wektor Vf?<3[ tó^/my

pod względem wielkości Z ? ^ ^ ^ tjatomiast iloozy

nem skalarowyiai wektorów P i 61 nazywać będziemy

skalar PM * Pod względem wielkości /która go cal-.

kowicie określa/ iloczyn ten jest równy
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Pierwszy z nich zależy od porządku czynników,

podczas gdy drugi jest od tego porządku niezależny.

Czyli YJPS^-Y&^B.. J^GL - QJ^ „ Iloczyn wektorowy

występuje w mechanice pod nazwą momentu, • a iloczyn

sk&larowy pod nazwą pracy,

74w Praoa elementarna* Przypuśćmy, że na punkt

A należący do jakiegoś-ruchomego ciała działa bi-

ła. JP , że przesunęło się nieskończenie mało i

punkt A zajął nowe położenie Aź nieskończenie

blizkie od pierwotnego. Nie"skOB

czenie małe przesunięcie AjAg

oanac-aymy pr^ez ̂  iiiazwiemy

p :r;z ę s.unl ęo i em ele men t arnem

csymy przez V , to iloczyn

skalarowy -€L^C^"JP<ćs.co& V* nazywamy pracą ela*

mentarną. siły /^ aa drodze >a?y4y • Przypuśćmyf że

^ < -̂p- , w takim raziei cos tr ?* o i *cćoC><?

czyli praca elementarna siły 'JP jest dodatnia,,Gdy

^ - ^ ., to COS-TS*O ? a więc i -cc<^c-0 t.sn.

gdy siła jest prostopadła do przesunięcia elemen-

tarnego, to praca jej jest zerem, Wressoie, gdy

to cosv>*co i -<£c *c o czyli ujem

Przypuśćmy, .że pun^t A-, odbył sŁoiScieoną drogę
x/ Przesunięcie '-4-4̂  jest. nieskończenie małe,więc

można uważać^ że podcsas niego silą P nie zmie-
nia si&*
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îL p u n k t u j dc ff i że na te j drodze d z i a ł a ł a s i ł a

JP f która może "być zmieniła

pod względem wielkości i k i e -

runku.

JP * Podzielmy d r o g ę / W n a nieskoii-

c z e n i e raajQ elementy. Na każ-

dym z nich s i ł a / 7 wykonywa pracę elementarną. Ody

ąj&urrni.j emy te wszystkie prace, to otrzymamy pracę

całkowitą siły Z7 na drodze /*ł/K

W statyce będziemy mieli do czynienia tylko z

pracą elementarną,

75. Twierdzenia zasadnicze o pracy elementaT-

nej. 1/ Przypuśćmy, że na punkt.4 działa pewna l ica

ba ^\X\ J?,C,C, . - • • dowolnie rozłożonych w prze-

strzeni.

Wyznaczmy ioh. wypadkową i oznaczmy ją przez J?

Przypuśómy, że punktu doanał nieskończenie małego

przesunięoia cis* AA£/ i że \fyty/&&#/>/£* tć&A

;/fe <£a/ są odx)owiednio równe v? j -tg ,

, <ir Na zasadzie paragrafu 5 możemy
napi sać ; JP. Goa^+I*. cojig '-/£ce*Ą* \ . • . * M

a mnożąc obydwie strony przez <rfj& otrzymamy;

Rćwnanie ./#/ wyraża t w i e r d z e n i e , o k t ó r e cho-
d z i ł o , a mianowicie; suma prac elementarnych s i ł
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składowych 'jest równa pracy elementarnej siły wypad-

•koarej.

I I * Praypus&ny,*źe wskutek działania siljjp na
punkt A doznał on dwu cli nieskończenie .ra-ałyołi prze-
sunięć: najpierw AAX * a&j >a następnie AjA^wSg?

, Gdy połączymy punMy^J i A.z to odcinek
. AA* * tf^W możemy uważać &a
przesunięcie wypadkowe tamtych

i GĆĄ/* Oznaczdwuch
my kąty /ctJ,, f*/J/<ź^JJ]r,//<zćJJ

:f

odpowiednio przez ^^.^^ir.

Biorąc rzuty wszystkich przesunięć na kierunek siły

JP o t r ZYiaaiay • GĆJS, . coś w ** <a^.. COŚ *C +** ct&, cc& «̂>

Pomnóżmy obydwie strony tej równości przez J3

 % to

będziemy mieli J^</sr.c<?jsf^^J?</3^.c^sĄ*/?-</&.COŚtr r--~>

Stąd w^^nika twierdzenie takie: Suma prac elementar-

nych siły na przesunięciach składowych jest ró̂ rna

pracy elementarnej tej siły na przesunięciu wypadko

wym. Twierdzenie to dotyczy oczywiście dowolnej

liczby przesunięć składowych.

Dwa twierdzenia ostatnie są przypadkami szcze-

gólnymi twierdzenia ogólnego, które w symbolach ra-

chunku wektorowego da się wyrazić tak; gdy mamy dwa

wektory (Z i J? f z których drugi jest sumą geome-

tr/ozną wektorów to ;
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R.O. -/£+^ - • -/<2*43a+^&+., -. ^ gdzie znaki > ozna-
czają sumowa-nie algebraiczne. Inaczej mówiąc, aby

pomnożyć skalarnie sumę geometryczną, to trzeba po-

mnoży 6 każdy wyraz i te iloczyny dodaó algebraicz-

ni e»
• • •*• •

76.-Anaiifcyoziie wyrażenie praoy elementarnej„
Niech będzie prostokątny układ współrzędnych i punkt
Af^yrxJ-ms tym układzie o Dajmy na to, że na ten punkt

A działa s i ł a P . Rozłóżmy ją na 3 składowe J£s

2y i Ic w kierunkach osi i przypuśćmy., że punkt ^4
doznał nieskończenie małego przesunięcia do punktu
•Af/x+dzs y+<ty j Z^dźJ » Z tego wynika, ze rzuty
przesunięcia AAx n& kierunki osi XJfypX są odpo-
wiednio równe dx, dy, <£z , Gdy pracę s i 3 y / ^ n a
p^zesunłgoiu AA# oznaczymy przez i ^ , to na zasa-
dnie pierwszego twierdzenia, par .poprzedzaj ąoego •'

77. Praca elementarna sił centralnycii. Przy-

puśćmy$ że na ruchomy punkt.^4/działa siła J* /która

może się zmieniać pod względem wielkości, ale któ-

iej linia działania przechodzi wciąż przez nierucho-

my punkt O , Taka siła nazywa si§ centralną,a pankt

O - środkiem siły centralnej Wyznaczmy pracę ele-

mentarną -tẐc siły JP pray nieskończenie małem prz^e-

sunięciu punktu i4 > .Obierzmy w tym celu prostokąt-
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ny układ współrzędnych z początki eta V i oznaczmy

współrzędne punktu A w tyio układzie przez x,y9%.

Dalej oznaczmy odległość 0A. przoz I9 ,a kąty kie-

runkowe l i n i i OA przaz oL, Ju i T.

Na zasadzie wzoru f/J par^poprjiedz.możeiay na-
pisać; <i<£~/?eoóoi-clx+7?cof$.<ćy- •* JPcofri

a ponie?ira2, COŚOC~~- ; eo3/3*-3~ ; cosjf-jr

^ ^ ^więc
Wiadomo, że r^jc^y*•+<%* , skąd po zróżniczkowa-
niu £A4L2* — Ćje.djc^Źyófy •* Sz. <ćx , lub.

Podstawiając do /lj zamiast wyrażenia w l i c z
niku nawiasu jego wartość z _/&/ otrzymamy:

Taka j e s t więc praca elementarna s i ły central*

* Znak je j zależy od znaków czynników /^ i ććz*^

S i ł a centralna może ł)yó odpychającą lul) przy-

ciągającą.

W pierwszym przypadku uważamy ją za dodatnią,

w drugim za ujemną. Gdy r wzrasta, to €&> j es t dodat*

niem, Gdy zaś ^ meleje, io <ó* j es t ujemne, W przy-

padku ssczególnyra., gdy-/* pozostaje stałem^ to

izz**o i praca <£aO> j ^ 3 ^ zerem*

Przypuśćmy^ ze do nieruchomego punktu O jest

przymocowany punkt A za pomocą sznura nierozcią-
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galnego,- to napalenie -tego sznura jest silą cen-

tralną. Naprężenie to nie wykona jednak pracy, bo

odległość OA nie ulega zmianie • Gdyhy sznur był

rozciągliwyf to'naprę&erie mogłoby wykonać pracę.

Rozwiązane zadanie jest szczególnym przypad-

kiem pewnego zadania ogólniejszego, do którego

przystąpimy obecnie.

-Niech będą dwa punkty Aj i Ag f które mogą na-

leżeć do jednego ciała lub do różnych. Odległość'

między tymi punktami oznaczmy przez jr* , Przypuśćmy,

że działają aa nie dwie siły równe i odwrotnie skie*

rowane* każda a nich niech będzie równa M , Znaj-

dziemy sumą prac elementarnych tych sił Ji . Ohieras

my w tym celu prostokątny układ współrzędnych i

oznaczmy współrzędne punktów Aj i :Ag w tym ukła-

dzie przer, ^/JYJ > *j ? i ^d^^ %* > a" kąty kierun-

kowe prostej AjAj - przea °£*fi* 1T' •.Praca ele-

mentarna <t<Ujr siły JP % przyłożonej w A? # jest

oczywi dcia, równa

Tak samo dla sił̂-r /*\ przyłożonej w A£ zn

Dodając fe) i f&J otrzymamy:

Wyrażeniu w nawiasie nadamy inną postać, "wiadomo, żt
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fc*xa/ > stąd pc z różniczkowa-
niu:

a że

więc

co.podstawiając do £&J o trzymamy?

Gdy Biły Z 3 *są odpychającymi, to uważamy' je 2a

dodatnie,, Gdy zaś siły ,yą przyciągająoemi - to aa

ujemne. 8 przypadku; gdy r9 jest stałe , <cŹi**-0 , i

praca elementarna "siły /*, jest. z er era. Gdy punkty^'

np. jest nieruchomy, to praca siły 7°. przyłożonej

w tym punkcie jest zerem i ohĆj - f*. dj*

Z tego widad, że wzór /Sjjest szczególnym

przypadkiem wzoru ^/l

78. Frąca elementarna_siły, której punkt przy-

łożonia obraca się dokoła osi.

Roapatramy najpierw przypadek szczególny. Przy-

puśćmy mianowicie, że siła działa w płaszczyźnie

prostopadłej do osi obrotu. Bie-ch. oś obrotu "będzie

prostopadła np. do płaszczy

\ ziiy rysunku i przecina ją

;7 punkcie,-O , zai siła Z 1 7

niech będzie przyłożona w

punkcie A , odległym 0-7*

« Oznaczmy kąt '/p,-Iy
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J.przez v . Nadajmy punktowi A nieskończenie małe

przesunięcie, a mianowicie obróćmy go o nieskończe

nie mały kąt -*#V=AOAj , około punktu 0

Ponieważ droga punktu A jest równa P.^ccy7 , a

kąt między tą drogą a siłą J9 jest /-j? '*/••» więc

/
Poprowadźmy z punktu (7 prostopadłą do kierun-

ku siły i długość tej prostopadłej oznaczmy przez

<GC ; wtedy -<£ *i*fin ir i -ću^-P-a.<fr. Ale P<c jest

to moment A? siły P względem punktu (? fwięo

f% ttzn.praca elementarna siły jest w danym

ma iloczynowi z wonoentu. tej siły wzglę-

dem punktu O lub względera osi obrotu przez kąt

obrotu dokoła osi. Kąt <ćy uważamy sa dodatnit je-

śli dla patrzącego z końca momentu punkt A obrócił

się w kierunku ruchu wskaż* zegara.

Zajmiemy się teraz

przypadkiem ogólnym.

Przypuśćmy, że punkt

A #na który działa

siła P ,skierowana

jakkolwiek w przestrze

ni obrócił się około

osi X o kąt tć^ *

Wyznaczyć pracę cle-

--. x
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inentarną siły F* .

Poprowadźmy przez punkt A płaszczyznę prostopad

łą do osi obrotu i przypuśćmy, że ta płaszczyzna prz

cina oś w punkcie O . Dalej przez prostą #', równo

ległą do # przechodzącą przez A oraz przez linię

działania siły JP' poprowadźmy płaszczyznę* Przetnie

ona płaszczyznę JF według prostej, którą oznaczymy

przez JC . Rozłóżmy siłę J° na składowe 7% i I? w

kierunku X ix'. Praca elementarna siły /* jest

równa sumie prac elementarny cii sił J£ i J^ j. lec

praca elementarna siły J£ jest zerem# bo jest ona

prostopadła do płaszczyzny J* $ a więc i do przesu-

nięcia, a z tego wynika, że praca elementarna siłyy*

jest równa pracy elementarnej składowej J~£ czyli

<&zr*ftl. </r 6? , gdzie" JTJ oznacza moment tej składo-

wej względem Dunktu U , albo moment siły J^ wzglę*-

dem osi ^ .

79^ Twierdzenie# Przypuśćmy, że na punkt Ą dzi

ła układ, złożony z sił ̂ ^,^..-... i dajmy na tOj

że te siły są w równowadze. W takim razie suma prac

elementarnych tych sił na każdem przesunięciu jest

zerem. Jest to prawie oczywiste* Istotnie: suma tyci

prac jest równa pracy elementarnej siły wypadkowej,

ale ta wypadkowa jest zerem; więc praca przez nią• ig

konana także jest zerem.'*~r*̂ >*
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Odwrrotnie; jeżeli przy każdern przesunięciu suma

prac elementarnych wszystkich s i ł , działających na

punkt O jest zerem, to te siły są w równowadze.

Dajmy na to, że przy danem założeniu, siły JfJ

J*>J>3> • • • działające na punkt </ posiadają wypad-

kową różną od zera. Gdy nadaipy punktowi O nieskoń-

czenie małe przesunięcie w kierunku tej wypadkowej,

•to_wykona ona pracę różną od zera, co jest sprzeczne
.i

z założeniem*

60. Przykłady: 1/ Na równi pochyłej zupełnie

gładkiej 1 tworzącej z poziomem kąt ać 9 leży ciężar

(2 f który cłłcemy utrzymać w równowadze za pomocą

siły JP , tworzącej z równią kąt /«/ . Chodzi o wy*

znaczenie tej s iły JP . Prócz

s i ł JP i & na ciężar działa

także reakcya równi ff ; po-

nieważ równia jest całkowicie

gładka, więc ta reakcya jest

do równi prostopadła.

Te 3 siły JP ? (2 i J? są w równowadze, a z te-

go wynika, że przy wszelkiem przesunięciu suma ich

prac elementarnych jest zereni. Aby nie wprowadzić

nieznanej reakcyi J? obierzmy kierunek przesunięcia

tak, aby praca jej była przytem zerem. Takim kierun-

kiem jest' l in ia największego spadku równi* Dajmy

więc ciężarowi nieskończenie małe przesunięcie <Ćx *•
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tym kierunku. Praca s i ł y F* j e s t JF?~c>ćx.eo&/tf , a pra-
ca s i ły <2 wynosi - &-. <ccx,sin oC , &

P-dx.CCJS/3- &. dx.si7t oC*o skąd

Aby znaleźć reakcyę ^* musimy nadać ciężarowi
jakieś inne przesunięcie, np. w kierunku prostopad-
łym do Biiy JF*. Prsypuóóay, że to przesunięcie j®Bt
równe <^. Łatwo snaj d 2i emy, że:
IZ.<Ły. cos/J - u. <Zir.^<?^/^^//A<^skącL Jz ~ C)L.

11/ Na gładki drut* wygięty w kształci© parę.*

boli, której os jest pionowa, a wierzchołek zwróco-

ny ku górse, nawleczono 2

ciężkie pierścienie*

W ognisku^ paraboli umiesz-

czono bloeaek, prsez który

przerzucone ssnur* Końce

sznura przymocowano do pier-

RYB, p&. ścieni. Jakie powinny byc

ciężary Q i Qg pierścienif aby w położeniu równowa-

gi iełi odległości od ogtiiska były odpowiednio równe

Poprowadźmy 2 każdego z pierścieni

do kierownicy paraboli . Długości tych prostopadiycłi

są równe odpowiednio także 2% i 2$ .

Na lewy pierścień działają s i ł y : ciężar Uj »

naprężenie sanura JJ i reakcya drutu J£ /normalna do

MECHANIKA - STATYKA - ARKUSZ XIV.



- 210 -

drutu, bo jest on całkowicie gładki/. Tak* samo

na prawy pierścień działają: ciężar ^ f napręże-

nie sznura S i reakcya normalna arutu Jz^ .

Każdy z pierścieni ma być w równowadze* a więc

sutrvy prac elementarnych s i ł Clj % & \ J% ora&

^ » & i ^z swBzą być serami. Aby nie wprowadzać

reakcyi J?x i ^ przesuniemy pierścienie na drucie,

czyli w kierunkach normalnych do tych reakcyi^

puśćmy/ że przytem promienie ^ i ^ otrzymują,

roety <£t} i *<Ć3%+ Praca siły (2j jest równa

gdyż rzut przesunięcia na kierunek aiły **

praca siły/5" wynosi -ly.^j* 9 gdyż jeet to s i ła

centralna; więc ^oćr* -^.</T^ - € . . .

Tak samo dla prawegp pierścienia znajdziemy:.

msmy $j = .5 , a z ./^—<£J

Z tego wynika, że ciężary pierścieni

być równe i as wówczas będą one w równowadze w każ-

4«m położeniu.

81« Ciała sztywna.

Dajmy na to, że na ciało s&tywie na jednej

prostej działają dwie siły P i J° jednakowo skie-

rowane i równe. Dowiedziemy, że przy wszelkich

przesunięciach prace elementarne tych sii s^ równe•

Jest to prawie oczywiste. Istotnie: wprowadzą


