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punkcie S na ﬁrzaeiqciu tych dwuch prostych, Odle~
grosé punktu S od osiIA,Aé jest, oczywié‘cie,

réwna —‘-’—f , zad§ odlegloéé od osi Z, 5, wynosi
_Fa i , ' HE

A :
65. Srodek ciezkofoi strefy kulistej. Niesh

bedzie kula, o promieniu 2 'i Srodku o . Popro-

wadiny dwie plagzezyzny réwnolegte, odlegle od
grodks kuli o« i & /<zf
Te plasuczyzny wytng z
powierzchni kuli Btrafq,
ktérej Srodek GiQZkQBQl.
mamy wyznaczyd.

Obierzmy uktad wsp Sxrme

nych w sposéh taki: za

1 L%

1 L 07 ;
D00 o§ x wegmy prosty prze-

ohedzacs Prieg dl prostopacdis do plaszczyzn-
przekroju, ¢si y i X ob:aramy w pla.sr'f‘zyznze pIO-
stopadle)] do w punkcla 0. _
Wyznaczny moment statyczny strefy wigledem
pimpztzyzay yﬁx . W tyn celu poczieluy pawiaré-
chnig strely na nieskoiczenie drobne slementy,pls-
szezyznani, prostopadlemi do osi-z . Nisch kolcj-
ne dwie z tych plaszezyzn przacinajg obwdéd kola,
golomnego w plaszczyinie rysunku w dwuch punktach

Voik 1? . MoZemy uwazaé powierszchmig, zawarlg mig-
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dzy temi plaszczyznami za $cigty stoiek, a w takin
razie masa jego //u// Wynosi d,s'u?y.jz , gdzie
ds oznacza diugodé iukun ~F5 , ay promief kola
$redniego. Stad, moment statyczny tej powierzohni
el.ementamej wzgledem pilaszozyzay z&y Jest
dﬂ/-aﬂs’eyﬁ X , gdzis £ jest odeiets pun]stu
P . Poniewa?z s % dx? dy,ax )/ 7% skad

Prdz +72 c{y:o 1ab zaf }" wige
A% g “""7"’“’. Zack | s - DI

_ S, o A5
-/zna.k "rlus" bc ne wzrostem x , wzrasta tez 5 ..

Zaten A= ‘"‘(x Py . %z skad dNV-rde.lnz

R 242
Ca.lkh;]ac otrzyma:my ﬂrf?ﬂ:%z’afx ﬂi‘/a: /
Masg strefy -« |, znajdziemy atwo, ZWALYWSLY , 7
masa elementarna «/%- a’.s',?yf- “r»?_)a.f" /b'ﬂa/.t
skad ﬂ-—/?ﬂ-d—c.,&e:. Bfﬁc/a—é’

Szukana odlegtosc drodia ciezkosci strefy od pia-

SZCZY 2ny yé’z jest révmf Z, j'f;a"x
Je€li strefa jest péikula, to @sr, y #-0

wiedy 2?,--—— |
66, Sroaeﬁ nigfkosci warstwy sferycszmsj.

‘Niech. btedzie kula o pro_mi.ehiu 2’ 1 przypudcmy, ze
zostala z niej wycigta strefa dwiema plaszcuyzna-
mi réwnolfgtemi, ktéryeh odleglosci od $rodka &
kuli eg odpowiednio 1dwne 4 1 @ Chodzi o wy -

znaczenie $rodks cigizkode: objetedced uwarteg mie



- 188 -

dzy temi plaszezyznami i

!LH@:?WJ _"étrefai" Chierzmy ukilad
x'.:,_:\ wspbtrzedaych, jak w przy-
‘0 \ - k¥adach poprzedzaj acych.

' Ocuzywideie $rodek cigzkosei
”ﬂxn // warstwy le2y ne osi & , na-
'__JJ:'“ E ryseg, lezy tylko znaleZé odleglost
T jego od srodka % o

Podzielmy w tym celu brytg na nieskoliczenie’

cienkie warstwy, plaszosyznami prostopademi do

osi Z . Dajmy na to, ze dwie kolejne plaszczyz’n"y
podziaiu g3 odlegle 0d $rodka O ; odpowiednib'ox'
i x+dzx . Wyznaczmy moment statyczny warstwy,
zawartej migdzy temi plaszczyznami wzgledem pla-
szozyzny y# . Mozeuy uwa.zaé . ta warstwe za nleskoﬁ-
czenie cienki cylinder, ktérego promied podstawy
=y, a wysoko$é -dz W tekim razie szukany mo-
ment staty[;zny:bgdzie_: dﬂﬁgyfa{z.x, a jesli uw-
zglednimy, zZe x‘;yir" , to otrzymamy : )
A= x‘ﬁ"".ryz Lz Moment statycuny calej stre-
fy wzglqdem Dga:& jest réwny

/)’—.z o Z)dx -7 7’5‘-" -z'/ __..%_ﬁ/g a”//

‘Masa meskoricaenle clenkleJ wars twy //é-// wynosi
A= y Az <7/t x‘ytfx skad

/)7..{{//? 23lde =it~ 3 w(e Yort at-ab-bY
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Szukana odlegos$c sSrodka ciezkosci calej warstwy

od punktu 0 jest wige rdwna :
' L 3/&-*/74’:" 2_ 4o/
/7 A Grit et af £
¥ przypadku szczegllnym, gdy #-0 . B Ay
otrzymamy dla pdikuli: L, =3‘—5—2” o
67 ‘Pierwsze twierdzenie Guldina._Niech beg~

dazie pxostoka,tny pilaski uklad wspéirzednych Zy..

¥ - Przypusémy, ze dana
2 ‘T jest jakas linia, majag-
| R -, S  ca kofice 4 1 B . Wy-
B znaczmy moment statycz-
ny tej linii wagledem
1[0 x osi Yy . W tym celu po-

K¥5.69.  dzielmy te linie na

nieskonozenie male slementy, z ktdérych kazdy na
dtugodé -@s / & jest dlngodeig calej linii 45,
Przypusémy, ze P& jeost jednvm z tych elementbw.
Jasli wspéirzedne jego o,anaczvmv przez & iy ,to
jego momeni statyczny wzgladem osi y ‘ﬂedzm J.s'.z:
zag, jako moment statyczny catej liniiAFwzgleden
tej osi zﬁajdziemy /4/.5.‘::: '"-'

Przypusbémy, ze $rodek cieékoéoi linii AF zna}
duje sig w pun}scle ,.5'/1;, / A takim razie, oczy -
- wisdcie: = u /@"s‘x .S'.Z'

- Dajmy.na to, Ze linia 44 zaczqla cis obracaé do-
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kola o031y 1 obrdlciia sig o nisskofczenie raly
kat'<i;g . Kazdy purkt tej linii odbyi nieskoXcze-
nie krdtky droge prostupadis do plaszczyzny ukladu
wspl2rzginych, Droga punktu /Z~ wynosi x.ajj, z8.8
powierzchria, zakreslona przez tuk s przy tym “
nicskoficzenie maZym przesunleciu jest fik.x~¢ztgﬁu
Stgd powierzchnia, zakre$lona przez calg linig 44
wyraza sie przez /’t/.s’..r.c{ég-afa/_q/.nafg ol sl ek
a ze / a],.s' =97, , wigc owa powisrzchnia jest réw
na Sz, & - § gdyﬁ*-ég;g uwszamr za stale.
Przypuddny, ze linie AF obréeila sig o skea
czony kat 42 o A takinm vazle powiarzchnia przytem
zakreglona 3e3r réwna :
5% a’:ﬂ_-:sx;/a/z/f S/%, Y
Porlewaz.gcﬁg st to draga, ktérg zatoczyl
- $rodsk ciqékcéci S przy obrocie o katb wg,w1ac

temy powiedzicd: powierzchnia, zakreslona przez

jakqé linig przy obrocie joj dokoXa pewnej osi

jast réwna iloczynowi z dYugodei tej linii prze:z

drogg, jakg odbyl przy tem Srodek cisrkodci.

€8. Przyktady I,/ Hiech bedzie prosty stozek

kolowy majgey promied podstawy 2° 1 tworzacs #%. 4
Wyznaczyé powisrzchnie boczng tego stozka.

Mozemy uwazaé 2e powierzohnig ta powstala
przez obrdt tworzacej, dokola osi /ﬂiﬁ}}. Ponia~
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waz Srodek ciqékeééi tworzgce] lezy w jej Srodku
/?/ . odlegiym od ozi obrotu o :gf , Wigc droga,
przebyta przez ton puakt przy obrocie Jest(22v2§f
Powicrzohnia boczna stokke Jest wige rdwna iloczy-
nowi { przez @ czyli : ziéﬁm:ﬂf.ﬁ.a.“*

LEy Niééh;ﬁedzia kolo, o promieniw 7 : oﬁ Y
lezgea z tem koZem w jedis] rlaszczyzZnie. Fraypus
my, 2e odlegiosé Srodka kola ¢d osi y jest réwnea @
Wyznaczyé powierzchnig utworzona przez obrdt koia
dokota esi Y, czyli powiexzchnie pierseienia. Diu
gogé krzﬁwej tworzacej /kola/ jest R2%.7 a dre.
ga, zatoczona przez srodek ciqékoéci {QJ krzywej
ﬁynosi Rr.&, a zatem szukang pawierzehnia,sS ;

| 5~._‘?J2.r.,e.7z.a=¥fz."a.r L=,

69. Drugie twierdzenie Guldina, Niech bedzie

dana of y i jakekolwiek figura plaska, o polu F

lezgse w jednej plaszczyénie % b§ OSige

Znajdimy nwoment staiyezny
figury /~ wzgladsn csi Y
@ 1ym celu podzielmy te

figurg na nieskoniczenia mu

"Iecleamenty. 2z ktdrych tr
: powe we pole =71 jdst

R‘:V.&'.pé, odlegte o0d osi " Z _ MNo-

ment statyczny elementn
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dF wzgledem osi Y jest réwny Z/ x| a woment sta-
tyczny calej figury wzgledem tejze osi jest AL g~
Przypuddmy, ze odlegtosé srodka ciszkosci «F po-
la od osi Yy wynosi %, to'oczywiécie /c{[xwz._'x;:“‘
Wyobrazmy sobie, %e figura / obrécita sie doko-
l;a 081y o nieskonczeanie maly kgt a"j « Przy tym obro
cie element affzatoczyl bryte, ktdrg mozna uwazad za
elementarny cylinder o podstawie &Zi wysokoéci.zvaig
Latem cbjetosé utworzonego cylindra jest ﬂ(’p.zt{z/q )
objetoéé bryly zatoczonej przez cala figure &' wynosi
/dfxa’:ﬂsdj A x / bo &L jesy state/.
Llle' ponieweasz /f/fx --»/.-'.Z; , wigc objetodé ta -
=/.r:2:,.d1ﬁ. Przypuédmy, ze figura / obrdécila sie o

ekonczony kgt 4}2 » to hedziemy mogli napisué

S dbFn 4

4 ._
Wzor /z:/.wyraza twierdzenie, o kKtdére chodzito,

Mozne je wyskowié tak: dbjetoéé bryly, ktéra wytwo-

raylo pole /” jest réwna iloczynowi z pols przez diu-

go8é drogi, ktérsg obieg? srodek .ciezkbéci.

70. Przyktedy, I/ Niech bedzie p'rosty, koZowy

stozek, majgcy promien podstawy =2°- i wysokodé -‘{.

Wyznaczy¢ objetosé tego stozka. | |
Mozemy uwazaé, ze objetosé stozkowa powstala

przez obrét tréjkata AOF -dokola osi A0 ,a zatem

ta objgtosé jest réwna iloczynowi z pola tridjkata
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AJB przez droge, jaks obiegl

| jego srodek ciezkosci.
Pole 4. AJHF jest réw
ne .3'2- ; ponisewaz
érodek ciezkosci S jest
odlegty od érodka ( wy-
sokosci .40 ,o0 (’ﬁé‘fzﬁ’(’

wiec promien koia, jakic

obiegt on przy obrocie jest rédwny £ , a droga prze-

3 ?
_5_’;_‘1?1 . Stad szukana objetosé

réwna sie: J; -'?:;‘_‘fsza.rﬂ{.?’

11/ Niech bedzie kolo, o promieniu 7 i oéy le-

Y577

zen przebyta wynosi

zgce 2 tem kolem w. jednej vlaszczyZnie. Przypusdény, ze
odlegtodé srodka kola od 0siy jest réwna. w . Wyzna-
czyé objetosé, utworzong przez obrdét kolta dokoia osi
y y czyli d,bjetoéé-pierééiénia. Pole figury tworzg-
cej jast réwne Z. 7z°¥ , a droga, ktdéra obiegl sro-
dek ciezkosci wynosi 27Z.« . Stad szukana obgetoaé
réwna sie: Z 2.7 a-2z%ar® |

I11. Wyznaczyé, opierajac sie na pierwszen;twier
dzsniu Guldina, srodek cigzkosci’ poZokregu, o prowis-
niu 2°-i srodku C .

Oczywiécie ézukany srodek cigzkosci lezy na osi
symetrji pélk'qla t.j. na prostej, przechodzgcej przez
érodek ( i prostopadlej do krancowsj srednicy A5.
Dajuy ns to, ze odleglosé srodka ciezkosci S od drod
MECHANIKA - STATYKA - ARKUSZ XIII.
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ka 0jest rowne %, .

Przypusémy, ze poikole obraca sie dokoiz sred
cy A5, to powierzchnia Z przez nie zatoczona jes:
réwna iloczynowi 2z . atugodci linii tworzycej /=7..
przez droge, ktorg odbyl srodek cieékoéci /=2 7T, X,
A zatem AP- 2 r27.x, ———. Lecz ject to pourig;
caniz kuli, a zatem /~-= 4.75_.]"'2, —— Wwiec X{ﬁ’.’z"ﬁ%

skad &, =L,

J
1V. Wyznaczyé, opierajac sige na drugim twierd

niu Guldina, érodek ciezkosci poikola, o promieniu

i $rodku ¢ .
Oznaczuy odleglo$d srodka ciezkodci .5 od pun
0przez Z, 1 przypuscmy, Ze pdikole obraca sie o
to AF . V Tekim razie objegtosé powstalej bryly w
nosi =-“;_7§5'-"4"ﬂ‘. Z, —~. Lecz jest to kula, a zat
0%35—(72.2”3 , wigc —‘%Zﬂv-"fk.xfji'ﬁ.rf" stad .Z;r--—‘f—;*% :
71. Uwagi nad ogdlnoscig twierdzen Guldina. J

§1i figura tworzgca przecina oé. obrotu, to twierdsz
nie Guldina sg niewazne: Istoinie: przypusémy, ze
punkty tej krazywej Z i A lezs po stronach odwro
nych osi obrotu; w takim iazie odcigte ich x, , X, !
Ja 2znaki odwrotne, a zutem odpowiednie clementy po-
wierzchni lub objetosci, jsko zawierajgce czynnik
_x.a,/j, bedg mialy takze znaki odwrotne. Caika da)
sume takich elementdw, wzietycli 2 wiasciwymi znaka-

mi, a wigc, jezsli o$ przecina figure, to twierdzen:
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Guldina dajg réznice powierzchni lub objetosci, kté-
re zeataczeja dwie czesci figury, poiozone po odwrot-
nych stronach ori obrotu.

Twierdzenia Guldina dajg sig uogdélnié w innjm
kierunku.

Dajmy nea to, ze figura / porusza sie w przestrize
ni tak, Ze jej éroaak.cieikoéci 5 opisujs pewng li-
ni¢ krzyws .5 . Przypuscmy, Ze ta figura /’ pozosta-
je weilgz normalng do .5 . Dowiedziemy, zZe prazy tym
ruchu powstanie bryla,- ktorej objétoéé jest rowna po-
lu figury /4’ pomnozonem przez droge srodka cieskodei

Jest to prawie oczywiste. (dy, bowiem, figura /
porusze sie w opisany sposdb, to mozemy uwazaé, ze
obraca sig¢ ona dokoia osi chwilowych, polozonych.w
jej plaszczyinie. Przypusémy, 7e w pierwszej chwili
figura £ obrécila sig dokoka osi chwilowej o kgt 2
w nastepnej chwili o @<, dalej o Z+f. i t.d., to
oczywiécie kazdego obrotu chwilowego dotyczy twier-
dzenie Guldina, & wiegc dotyczy tez ono ruchu catkowi-
tego c.b. d d. '

72. Tnaczenie mechaniczne srodka masy. Niech

bedzie prostokatny ukiad wsnolrzednych. Dajmy na to,
ze mamy jakies ‘cielo §ztywne, do ktorego nalezg pun-

xty 4 (Z.)%.%) A'e/z‘, A

Przypusémy, ze na te puunkty dz1a£a34 s12y réwno-

legte: w punkcie A, - sita £, w A,—£,
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%ypadkowsa tych sid rdowna
gsie ich sumie 1 jest do
nich rownolegta. Chodzi o
wyznaczenie punktu przyio-

zenia te) wypadkowej. Daj-

my na to, ze wypadkowa sil
£ i /[’ leiy w punkcie
Y RYSZ3. ("/_gj) 2 g/ , to otzy

" AG_ B o MR b e 0 U
wiscie GA, p lab z,- K, I Nk N

Sad  (Bf)be - B B E
Delej wyznaczmy wypadkowg sit [/Z2~Z2/ i F .

Dajmy ns to, ze jest ona przylozona w punkcie (4,

% S/Otrzymamy anelogicznie do ///P«PﬁP/g -/‘M"gvﬁ.g

albo ! [PeEeR )6, = L2 B2+ 2%

Wogdle /P+P4P- )& =L P.gﬁ’—"‘x e, ,pdzie &

oznacza odciety punktu C /5. 7> &/ albo inaczej

gZP—ZP;c , skqd §=' 5‘;‘" . Tak samo:

. 7-= i & i;.f;"

Nalezy zwrécié uwag,a na te okolioznods,ze jak

wynika z otrzymanych wzordw, wspbirzedne punktu C
pr;::rlo:’aenia'wypadkowej 8i} B, 5.4, - - nie zale-
:g wecale 0d kierunku tych skladowych. Przypuéémy, Zs
wszystkie skladowe obracajz sig dokola puanktu C"p'o-
zostajge rownoleglemi. W tékim razie ich wypadkowa

tez badzie sig obracala dokola tegos punktu, Ten
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punkt¢7'nazywaja Srodkiem ukladuy sil réwauivglych,

Fiech hedzie w przesirzeni jakied cialo sztyw-
ns, Podzielmy je na bardsze drobune elemsnty, z kté-
rych jeden niech ma mase 22 , drugi =z, , ... .

Jesli cialo znajduje siq w znaaznej odlegiosca
0od grodka ziewi w stosunku do jego rozmiaréw, to
mozr.a uwazaé, Ze cigiary elementdw tego ciala s
proporcyoralne do mas. Tak wige cigZar pierwszego
elementu jest réwny S 2%, drugiego &.77, , -
gdzie & oznecza wspdlozynnik proporcyoualﬁoéoi._ ‘

Linie dziatania tych 8il schodzg sis w $rodku
zienmi, azwiec przy naszem zalozeniu co do odleglo-
'dei ciala od tego Srodka, mozemy przyjsé, Ze w przy
blizeniu linie te sg réwnolegle, a zatem, stosujye
wyzej wyprowadzone wzory znajdziemy, 2e wspblrzedue
punktu przylozenia wypadkowe] oczyli wspdirzedne
Srodkg sil réwnoleglych sga

;F_Jféﬂif Zmg ..}rzdékalL. :;£2a3;
‘§}rhv T Xm %

Ale tak samo, jak wiadomo, wyraéaja sig¢ wspdi-

rzedne Srodka masy ciata., A zatem $rodek sil cigZe-

nia dzialsjgcych na réine eclementy ciaa znajdujg

sig w Srodku masy i mozemy powiedzied, ze sita cig-

zenia jest przylozona w Srodku wasy .

. Nalezy przytem poczynié nastgpujace uwagli.

*/ Wiadnie $rodsk masy w znaczeniu punktu p “rziloze
nia sily cigZeniz hazywa sig Srodkiem cigzkosci
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1-0. 0 wypadkows] 5il.réwnoieglych moze by¢
mowa tylko w tym razie, gdy dzialajg one na cialo
sztywne. A wige Srodek cigzkoéel w Scisltym znacze-
niu tego wyrazu posiadajg tylko ciaia sztywne pod-
czas gdy Srodek masy istniejs w kazdym ciele i w
kazdym ukladzie cial. |

2-0, Punkt przyYoZenia sily cigzkosci w ciele
sztywnen tylko wtedy lezy w $rodku masy, gdy roz-
miary ciala sga drobne w stosunku do odleglosci od
Srodka ziemi. JeZeli warunek ten nie jest spelnio-
ny, to linia dziaania wypadkowe] sily ciqzkosci
meze nie przechodzié przez $rodek masy, a zatem ten
punkt nie moze byé wdwczas uwazany za punkt przylo-

zenia tej sily,.

RCZDZIALZ VIII,

ZLSADA PRACY PRZYGOTOVANEJ.

73. Pojgcie pracy. Gdy memy 2 ﬁektory.fg i &

tworzace ze soba kat ¢ to, jek wiadomo ,/§ 12/,ich
iloczynem wektorowym nazywamy wektor V. 2d xévmy
pod wagleden wielkofci /2@ sin+9 latomiast iloozy
nem skalarowym wektordw Pia nazywac¢ bedziemy

skalar AZ . Pod wzgleden wielkogcl /ktéra go cal-.
" kowmiecie okre$la/ iloczyn ten jest rdway .}?a?.cosog



