padkows, wyznaoiajao najpisxw wypadkows dwéoh z
nich, nasigpnie wypadkowg tej wypadkowej'qraz
trzeciej sily i t.d. Moze jednak zajéé pewien,
bardzo wazny wypadek szczegélny..?rzypuéémy, 26
sily £ i /£ sg réwne i odwrotne i nie dzialaja
na 1 punkt. W takim razie wedlug powyzZszych twier
dzed , Z=¢. Niemnie] jednak fakie 2 sily sig
nie réwnowazg, jak wskazuje dodwiadczenie, Pf%?F
tem z wzoréw otrzymanveh wynika, ze punkt praylo-
zenia sily & jest nicskofczenie odlegly//bo:

P-F =0 /— ., ¥ rzeczywistodei takiemu wyni-
kowi matematyeznemu nie odpowiada nic, Nie ist-
nieje taka jedna sila, ktéra wogiaby wywrzeé ta-
ki sam skutek, jeki wywierajg dwie sily rdéwne i
odwrotne /i nie dzialajgce na jeden punkt/, Ta-
kie dwie sily tworzg uklad, zwany parg sii,

23. Wtadciwo$ci par. Niech badzie para,zlo-

na z s8il P i-2. Odleglodé
sil parv, nazywaé bedziemy

- ramieniem pagl;jMoﬁna uwazad

pare za uklad sil i méwié ¢

momencie ukXadu wzglgdem
punktu. Obierzmy dowolny
punkt 0 w plaszczyfnie pa-

ry i1 wyznaczmy moment ukZadu wzgladem tego punk-
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tu. W tym celu 2 ¢ prowadziny nroztopadlg do sil
pary i jej punkiy przecigeia z liniami dziztania
oznaczmy pPTZez A i A,. "
Moment 2ity 2 W4gledem punktl. (5’ ‘qume
réwny co do wielkosei F.UA,
1680 bedzie prestopadly do plaszczyzny rysunka

i zwrécony w te strong, z ktérej widaé ruch cia-

, zag kierunek

1a, zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwki zegara.
Moment sity -/, bedzie réwny -&. COA, i be-
dzie mial kidrunek odwrotny do momentu sily 2.
”._ Obydwa te morienty lezg na jednej prostej i
majg kierusnki odwrofns, a wige wypadkowatich
jest réwne ich réznicy i ma kierunek momentu
wiekszego. W danym razie ta wypadkowa wynosi

P OA,-P 0A, -P/&A,—"dd‘/ =~ 7 . 7 tego wzoru

wynike, %e moment pary si% nie zelazy woale od

poiozenia punktu;67 na nlaszczyznie parj i1 jest

réwny sile pary, pomnozonej przez ramis, przytem

jesli para usiluje cbrécis ciato w kierunku ru-
chu wskazdwki zegara, to monment ten jest zwrbco-
'ny do nas., PéZniej unogdinimy to .twierdzenie do
wazystkich punktéw przestrzeni.

Za perg mozna hLez uwezad dwie sily réwnme,
odwrotne 1 dzialajace na jednej érostej. W tym

razie moment pary wzgledem dowolnego punktﬁ jest
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.zezl"em. bo ramig pary jest zerem.

Przypusénmy, ze na cialo sztywne, dzialajg dwie
pary sit, lezgce w jednej plaszczyinie. Oznaczmy si-
ty jednej 2z tych par przez 4 i -Z , a drugiej
przez € i-¢&. Sily pierwszej pary dzialajg, daj=
' | uy na to, na prostych
% i @, , drugiej zas
na prostych é i é’ . Pun-
kty przecigcia prostych

2 'é oraz “ 2 ‘é
oznaczmy odpowiednio
przez i 2 ..

Przeniesmy do punktu

_ (" punkty przytozenia
4 . 8i2 2 i @ i do punktu
D punkty .iarzyloéenia

RYsS. 16.

il -Pi-&.
Wyznaczmy przy pouocy rdwnbleglobdku wypa._d];'qwa
git, dzialajgcych na ¢ i oznaczmy jg przez 1? > B
tak semo znajdzmy wypadkowg - /‘? sit, dziazajgcych
na /) . | |
Dwa rdéwnolegioboki przytem otrzymane, sa sobie
rowne, majg bowiem boki réwne i réwnolegie. A wiegc
i przekgtnie tych rownolegtobokow, t.j. wypadkowe

ﬁ-_’ i -/ sg réwne i réﬁclegle. czyli tworzs nowg
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pere sil, ktérg nazwiemy parg wypadkowg danych par
sktadowych., A wiec, majgc dwie pary mozna Zawgze zna-
132¢é- pare wypadkowg. Znajdim, teraz, jaki jest mo-
ment pary wypadkowsj.

Poniewaz momenty pary wzgledem wszystkich punktéy
plaszczyzny s8g rdéwne, wigc mozemy obliczaé np. momen-
ty par wzgledem punktu 2 .

Moment /2 wzgledem ./ , jako moment wypadkowy,
jest réwny sumie nomentéw sil sktedowych. Ale moment

2 wzgledem L jest to to samo, co mment pary wy-
padkowej, a wigc moment pary wypadkowej jest ro-ny

sumie momentdw par skiadowych.

Mozna twierdzenie to uogdlnié na dowolng licz-
be par, czyli ze zawsze mozeuy wyznaczyé pare wypad-
kowg, ktéra wywrze ten sam skutek, co dane pary skia-
dowe, przyczem moment jej jest rdwny sumie momentdw
par skladowych.

Zachodzi wainy wypadek szczegdlny: Memy, dajmy
ne to, dwie pary, ktorych momenty sg rdwne i odwrot-
ne. W tym razie moment pary wypadkowej jest sersm, a
para taka nie wywiera zadnego skutku. Innemi siowy:

2 pary o momenteach réwnych i odwrotnych rédwnowats sig

Niech na ciale sztywne dziala para 8il/Z| maja-
ca moment # . Przytdimy do tego ciala inng parg,ﬁ%/ |

ziozong z innych sil i posiadajgcy inne ramie, ale
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ktérej moment tez =/ i wreszcie przylémy' pare /5‘/
0 momencile - M.

Yomenty par /2/ i /J"/ sg rowne i odwrotne, wigc
pary te réwnowazg sie, 2z czego wynika, Ze te trzy pa-
ry wywra ten sam skutek, co pare dana /7/. Ale pary
ﬁ/i /3/ rownowazg sig¢ takze, bo momenty ich sg réwne
i odwrotne i gdy usunimmy te dwie pary, to pozostanie
para/ﬁ/, wywrze wig@c ona samo dzielanie, co te tray
dane pary. Stad wynika znéw, Ze para/é’/ wywrze ten
sem skutek co paraﬁ/. A zatem: dzialanie pary zalezy

_tylko od jej momentu i moina zmienidé sily pary oram

reamig, aby tylko moment pozostawal bez zmiany, skutek
dzialania pary nie ulega przytem zmianie.

Niech bedzie teraz plaszczyzna /4 ., w ktdérej dzia

& ta pore sit 2 i =2 ,praylozo-

/'E?_-— aych w punktach 4 i1 & [
~£._<,5: ,’; Poprowsdsmy piaszciyzng / réwn
;-,é —77 legla do plaszczysny/ i w tej
'f-,ﬁ—\;\-p"—-f' now.ej piaszczyinie poprowedimy
» ﬂi'!/ P sdcinek réwny i réwnolegly do

AJF , a konice jego oznaczuy

2V 19 vrzez (i D . Figura ABCDjes
wige réwnoleglobokiem. Przyldzmy w punkcie C dwie sily

réwne i odwrotne, przycgem kazda 2z nich ma byé réwna i

réwnolegta do .~ . Tak samo w punkcie /) przy2éimy dwie
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8ily réwne, odwrotne oraz rdwnolegle do ./~ .JOtrzya'
mamy w ten sposdb ukiad, ziozony z 6 Bil,‘ktdry wy-
wrze ten sam skutek, co dana para. _'
Potsczmy punkty 4 z D oraz B z C . 83 to
przekgtnie rownolegtoboku, a wiec sie przecinaja;
Niech C bedzie tym punktem przecigcia; jesi to tak-
ze §rodek przekatni. Zwrdémy uwage na sils 2, przy-
tozong w A i na /7~ , przylosong w Z . Te 2 eily sg
réwne, réwnolegle i zwrécone w t¢ samg strone, a
wigc wypadkowa ich' jest réwna ich sumie, jest prazy-
Yozona w srodku 42 /czyli w O°/ i jest réwnolegla
do sil skladowych. Mozemy wigc uwazaé, 2e nie dziala-
jaeity P/wA/i P/ D/, a zamiast nich mamy
site =2/ , przylosong w ¢ i réwnoleglg do 2 .
Zwréémy teraz uwage na sily: -2 /w (/i P
/w Z?,/. Sg to dwie sily réwne, rdéwnolegle i skiero-
‘wane jednakowo, wiegc ich wypadkowa jest réwna - 2.°
i jest réwnolegle do nich, a punktem jej przylozenia
jest _0 . Zndéw wigc mozna usungé sity -2 /w '/ i
-2 tw 2B/, a zamiast nich praylozyé te nowg wy-
padkowg. | |
Memy teraz dwie sily: 272 i -22 przytozone w
671 skierowane odwrotnie, & wiec znosugce sie. Pozo-
stale wige tylko sila: st.../~ , praylozona w( i 2.,
_*fD, przytozona w /) , ktére tworza pare i wywra ten

sem skutek co dana pare. Moment tej nowej pary jest
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oczywiscie rdwny momentowi pary danej. Tak wigc mozna

przesungé¢ dang parg do plaszczyzny, rownoleglej donpla-

szczyzny pary i dziaslanie pary pozostanie niezmienio=-

nem,

Gdy dany_jeht moment pary, to para ta jest catko-

wicie okredlona.

. Istotnie: gdy dany jest moment pary A , to wiado-
mo, 76 para dziala w ptaszczyZnie, prostopadiej do mo-
mentu, wigc np. w pXaszczyznie przechodzgce] przez po-
czgtek odcinka wyrazajgcego moment, przyczem jest ona
zwrécona, tak ze dla patrzgcego z konca w kierunku po-
czgtku para obraca cialo w kierunku ruchu wskazdwki ze-
gara, o -LQ{iEQW 0 Ui aéffﬂvl

Poniewas paqéfégéna przenosié do plaszczyzny row-
nolegtej, a takze przesuwadé w plaszczyinie pary, wiec

z tego wynika, ig moment pary jest to wektor swobodny.

Uogbélnimy teraz twierdzenia poprzednio dowiedzio-
ne. ‘

Przypusémy, e na cialo sztywne dzialajg dwie pa-
ry, & ktérych pierwsza ma moment M, , druga zaé M.
Dowiedziemy: | .

l-o/ ze iatnieig zawsze taka para, ktdra wywrze

ten sam skutek, co dwie pary dane. Pare te nazywamy wy+

padkowg, & pary dane skladowemi.

2-0/ ze moment pary wypadkowej jest sumg geome-

tryczng momentdéw par skiudowych.
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Oznaczmy sily pierwszej pary prﬁez 457 ,& ramie

jej przez z7 . Poniewaz 2 i 2z mozemy obierad do-

~.wolnie, aby tylko iloczyn ich byl réwny /fL.wiec
mogemy tez przyjaé za /£ sile jednodtkows, a wtedy z°
bedzie liczbowo réwne momentowi ¥, . Jesli, tak samo,
sily drugiej pary oznaczymy przez .éj ,8 rami@ przez
zg.i-za £ obierzemy sile jednostkowsg, to bedzie za-
&hpdzila réwnoéé M, = zz , gdzie znak - wekazuje
tylko na zwiazek liczbowy pomiedzy /¥, i 2.

Zaldzmy wreszcie, ze para an dziala w plaszcay-
inie .éﬁ , zad para /¥, , w plaszczysnie /' . Niech
prosta X bedzie proatg przecigcia plaszczyzn par.

Przesurimy pare¢ pierwszg w ptaszczyznie .4 , tak
aby jedne z sil pary lezala na prostej przecigcia I .
Tek semo uczylimy
2z parg drugg w
ptaszczyfnie /f'.
przytem ta sila
drugiej pary ma
upadé¢ na prostg

Z , ktéra przy-
biera przytem
kierunek odwrot-

ny do poprzedza-

jacej.
Na prostg Z dzie
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1ajs dwie sily, odwrotne i réwne, bo kada z nich

jest sila.jednoatkowa. Te dwie sily mozna wigc usungd,
Pozostang wtedy tylko sity-Z i /A . Sily te sg réw-
ne, réwnolegte i odwrotnie skierowane, .a wigc stano-’
wig pare, ktdéra wywota te same skutki, co dwie pary
dane. Tym'aposobem pierwsza cz¢séé twierdzenia zostala
udowodnionea.

Aby dowiesé czes¢ drugs, poprowadimy np. przez
punkt A4 ptaszczyzne, prostopadZz do prostej & . Pla-
szqzyzna ta przetnie +./7 w punkcie 7 , a4 w
czyli plaszcazyzng 4 przetnie wedlug prostej AL ,zaé

4 - wedtug AC . Odcinek A4 jest prostopadly do
i do - £ -, wiec jest to ramie pierwszej pary skla-
dowej, réwne, jak wiemy, momentowi /*, tej pary. Tak
samo A jest réwne momentowi /¥, drugiej pary skla-
dowej. PoXgczmy punkty Z i (", to prosta B(C bedzie
tez prostopadia do -/~ i /£’ , bedzie to ramig pary
wypadkowej; ale kazda 2z 8il pary wypadkowej jest rdéw-
na jednostce, wigc ramig tej pary rowna sie momentowi
" wypadkowemu /V .

Obiersmy w plaszczyznie 45C dowolny punkt B i
przes ten punkt poprowadimy prostsg, proatopadl-a. do ple
uc:-y!ny £ . Na tej prostopadlej odmierzmy AZ czy-'
1i moment M, . Koniec otrzymanego odcinka ozneaczmy
praez 4  , odcinek ZA’ wyraza wiec co do wielkosci
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i kierunku moment /’1_-', pierwszej Ijai-_y skladoﬁrej.Przez
4’ poprov&adémy prosty, prostopadig do ﬁg"'* i 0d 4’ od-
mierzmy na tej prostej ramie A €', Redzie to moment
/)1,,. Konisc tego momentu oznaczmy przez C i polgca=-
ry wreszcie C z P, Otrzymémy tréjkat AZC" ,ktéry
jek atwo widzieé, jest réwny tréjkatowi AL .Stad
wynika, 26 ZC =A8C jest réwne momentowi pary wy-
pzdkowej czyli N Tr.éjka‘t A8 jest obrocony
wzglodem tréjkata AFC o 90°, czyli B jest prosto:
pedle do ZC, a wiec i do Pleszczyzny pary wypadko-
wej. 2 tego wynika, ze & 'C” jest momentem /V pary wy-
padkowej, i 3e /4 jest sumg geometryczng momentdéw par
skiadowy du. | | |

| Twierdzenie to atwo uogélnié: Przypuséémy, Ze nsa
dane ciafo sztywne dziala pewna liczba par, o momen-
tach M, , M, , M‘, i t.d. Momenty te sg to wektory
swobodne, mczer;y wiec obraé ich poc;gt.ﬁ:k“u tym samym
punkcie i wyz,h-acz-yé wektor wypadkowy; odpowiada.j gca
mu para wywrze ten sam akut.'ek, co pary skZadowe.

Przypusémy, e na cialo sztywne Bzi,ala sita A~ ,

p-rzylozona. w punkcie 4 i para, o mowencie /1 »1eZgce
w jednej plaszczyZnie ze sitg. Mozemy sile tej pary i.
remi¢ obieraé dowolnie, oyleby nomeut byl rowny Al

Obierzmy wigc P za sile pary ﬁ’-, ramle Zas,;_oznacz-

my przez 2® . W takin rezie M=-F r . Przeagﬁmy pe{re



tak, aby punkt przyloienia jednej z sil pary zna-
lazl sie w4 i aby ta sila by-

1 Xa odwrctng do /2 . Na punkt
F dzia*ajg w ten sposdb dwie si-
A'P . . 1y fdwne i odwrotne, a wiéc
réwnowazgce sig. Gdy usuniemy
s RYS5.19 je, to zostanie ty]_.ko jedna si

a A2, przylozona w 5 ,{ sila
ta wywrze ten sam skubek, co dana sila i dana pa-
ra; jesl to wypadkowa ukladu. |
: Gdy wige, do sity 2 dodamy pare /M ,to sku-

tek bedzie tea, e sila przesunie sie '-ré.wno:l.eglaJ

M

0 =<4t Zacholai pytanie, w ktéra strone

sila SiQ‘ przesunie? 0tdz: Moment wypadkowej wzgle
dem kazdego punktu musi byé réwny sumie momentéw
skladowych., Moment dahej sity /Z wzgleden A jest
réwny zeru, wiec moment wypadkowy ukladu wzgle-

dem A wmusi byé réwny momentowi pary. Gdy moment
pary jest zwrdcony do nas, 't,o site ~ trzeba tak
przesungé, aby jej moment xvzglqdamA by2 tez do

nas zwrdcony.
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