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- ROZDZIAL V.

0 SZNURACH i LANCUCHALCH.

32. Pojecie sznura. Sznur, lina lub lancuch po-

siadajg te wiesnosé, Zze mogg w nich zachodzié tylko
naprezenia podlﬁzne i to zwrdcone w jedng strone. Je-
éli przypudcimy, ze sznur jest przymocowany do jakie-
goé ciala, to nie mozemy na nie wywieraé za posred-
nictwem sznura innego dzialania prdécz ciggnienia,

| Jesli sznur odpowiada 8cisle tej definicji, to
mowimy, Ze jest on doskonale wiotki. VW sznurach is-
totnych, a 2zwlaszcza w grubych linach mogg zachodzié
réwniez mate naprezenia poprzeczne. W dalszym ciaggu
bedzie mowa jedynie o sznurach doskonale wiotkich.

33. Katenoida lub krzywa laXcuchowa. Niech be-

dzie jakig ciezki sznur jednorodny lub niejednorodny,
t. zn. 2e ciezar jednostki jego dlugpsci moze nie byl
wielkoscig stailg. |

* Umocujmy koAce tego sanura w punktach 27 i

to przybierze on poataé pewnej krzywej, ktéra nazywa-
my katenozda lub krzyws laricuchowsg.

Naqnizszy punkt A tej krzywej nazywamy jej
w1erzcholklem. Przetn13my sznur w tym punkecie.
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RYS.39.

Gdybysmy chcieli, aby czeéé 4.7 nie zmienila
sie ani pod wzgledem ksztaitu, ani pod wzgledem polo-
zenia, to trzebaby przytozyé w A pewng sile poziomsg

S réwng naprezeniﬁ, ktore panowato w tym punkcise.

Przypusémy dalej, ze sznur zostal przeciety je-
8zcze W innym punkcie, np. w 5 . W tym punkcie przed
rozciebiem panowalo rdwniez pewne naprezenie w kierun-
ku stycznej do tadcuchowej i gdybysmy chcieli, aby
czgéé AB nie zmieniala sig, ani pod wzgledem ksztal-
tu,‘ani ?od'wzgledem podozenia, to trzebaby przylozyd
w 5 silg 77, réwng owemu naprezeniu i dzialajaca w
kierunku stycznej. Na kazdy element czesci 4Z sznura

MECHANIKA - STATYKA - ARVTSZ VIII.
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dziata jeszcze sila cigzkosci. Gdyby sznur zesztyw=':

nial, to rdwnowaga. nie zostalaby zachwiana. Mozemy

viec uwazaé sznur za sztywny, & zaztem mozemy mowic

o wypadkowej & owych si2 cieskosci. Bpdzie ona

przytozona w srodku ciegkosdei wycietej czgsci sznura.
A wiec na sznur /ktérj u&aﬁamy-za'sztywny/ dzia-

tajg 3 sily: S , 7 i & . Poniewaz zachodzi rdw-

nowega, wiec te sily musza przechodzic¢ przez jeden

punkt, a zstem s%tyczne w punktach 4 i B do tancu-

chowej muszg sig;Przecinaé na Pionie, przechodzgeym

przez srodek cigzkosci 2uku 45 +—

Twierdzenie powyzsze jest zupelnie Ogélng, doty-
czy ono wazystkich aldcuchowych,

Wyprowadzimy teraz dwie inne wlasnosci katenoi-
dy.

Rozléimy sil¢ 7 na 2 skladowe poziomg i piono-
wg i oznaczmy pierwszj z nich przez 4 , drugs zas |
przez 7/1. Weimy sume rzutdéw wszystkich si, dziala-
jacych na fuk:A;? , na kisrunek poziomy. Poniewaz
rzuty sil‘?*'i @ 83 zerami, wiec otrzymujemy /Z=S

t.zn. naprezenia poziome s3 we wszystkich punktach

tancuchowej jednakowe.

Jedli weZmiemy rzuty na kierunek pionowy, to
c.—f" . . e fj%
otrzymamy stQ-3 t. zn. napregzenie ¢ / /

w jakimkolwiek punxcie tarcuchowej jest rdéwne cieza-
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rowi duku, zawartego migdzy tym punktem a wierzchol-

kiem.

. 34. Katenoida pospolita. Wiech bedzie sznur jed-

nerodny umocowany w punktach /# i A4 . ¥rzywa, joksg

on ‘bwofzy, zwisajqc nazywa sig¢ lancuchowg poapolitgﬂ_

lub katenoidg pospolitg. Wyprowadzimy jej rownanise.,

Obierzmy ukiad wspdirzgdnych w spoosdb taki: za
08 Y uwa:?:ajmy'pion, przechodzgcy przez wierzcholek
A keatenoidy; aby zad obraé polofzenie osiZ oznacz-
my naprezenie sznura W wierzchotku 4 przez 5_ Gdy
przetniemy sznur w tym punkcie, to aby czesé 44 nie
emienila eig, trzeba przylozyé w 4 silg, rdéwng na-
preé.emiu t.j. =5 . Oznaczmy cigzar jednego metra
sznura przez X i przypusémy, ze -« muetrdw szﬁura wa-
zy S kg. czyli S=xa .

Urzgdzmy w 4 maly bloczek i przecigwszy sznur
o @ metréw od A w strone A przerzuémy go przez ow
bloczek; zwisajaca czesé sznura wytworzy sile =5 i
tuk AM nie ulegnie zadnej zmienie. ‘

Koniec C , 'zwisaj acego sznura obierzmy wlasnie
za poczgtek wspdlrzednych, a pr-os._tq, przechodzgcg
przez ¢ i prostopadis do osi y - za 08 X . Wezmy
dowolny punkt B na katenoidzie. W tym punkcie dziata
pewne naprezenie Z . Gdyby wiec przecigé sznur w

punkcie 5 , to dla tego aby 2uk 4F nie uzmienil 8ig
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trzeba przylozyé w 5 site 7 .

Zelézmy, Ze 2> metréw sznura wazy 7 kg. t.j.
f =#.2? , Odetnijmy sznur o z° metrdw wyziej od punk-
tu 5 i przerzudmy go przez bloczek, umieszczony w
tym punkcie; zwiséjaca czesé sznura wytworzy sitke
=7 ituk AF nie ulegnie zadnej, zmianise.

A wigc, gdy na luk AB dzialaé bedg sity S i 7
a oprécz tego ciezar sznura, réwny x.5 /gdzie s
oznacza dlugodé tuku A5 /, to ta czesé sznura pozo-
etanie w réwnowadze. 7 tego wynika, ze sily S , 7 i
s roéwnowazg sig. (dy weiZmiemy sumy rzutdéw tych
sil na kierunki: poziomy i pionowy, to 6trzymamy rdéw-
nania: It.ré‘as‘zﬂ-—}:,{z=0 I 7 4

,?r..?".iz'.zavg-}z‘.‘.ﬂ’uo e . 2]

gdzie 1g oznacza kgt, ktéry styczna do 2ancuchowej
w punkcie B tworzy z osig x.—< % /7Z/ i /2/ otrzymay

my: reosdam . . . . . . V47

Jf.s'zzzwgas S 5 S . . ﬁf/
Podnoszgc do kwadratu réwnania /3) i (Z/ i dodajac je
znajdziemy, ze: rfaa’sst . . . . . . G/

Podzielmy réwnanie /%/ przez /3/; bedzie

G Sg . (/

Po-piewai: L‘gﬂ:é‘% Coe e /5/. gdzie x ,y
oznaczajg wspdéirzedne punktu S , zatem:

Ly.s

dee = 7 = ﬁ/

Otrzymalismy rdéwnanie rdéizniczkowe z trzema zmien
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nemi x , YV i 5 . Mozemy sie jednak pozbyé jednej
z nich np. 5 . Zrdézniczkujemy w tym celu réwnanie

(&) wigledem X 1 Iy 7 s
o R

qak wiadomo 5%« dy®, skad j:— 2 "fv‘/fi:y—/e- ; /’0)]

/Pozostawimy znak + , bo 5 jest wzrastajacsg

funkcyg zmiennej x /. Zatem podstawiajac to do /4/

a’"‘__f]/ Ly ? '
otrzymamy Q—f;-—z Z+ ZE/ . m w W)

Otrzymalismy wigc rdwnanie rézniczkowe drugie-

go rzedu z dwiema zmiennemi. Aby obnizyé rzgd tego

. : Ly . Ay
réwnania oznaczmy = przez @ czyli Xz_:fgqﬂ:
=p.. . (#2) Rézniczkujac (72/ wzgledem x bedziemy
ol y _dp .
mieli = R <
Podstawiajsc /73/ do /7Z/ otrzymamy Py 8, N

Vit

Otrzymalismy rownanie rdozniczkowe pierwszego
rzedu. Catkujgc otrzymamy | |
x=alspeVzep? [«A, . . . ()
gdzie A, jest stala calkowania. Wyznaczmy te¢ stels.
W tym celu zatdzmy x=0 . Tej wartosci & odpo-A
wiada wierzcholek 4  tancuchowej; styczna w tym
punkcie tworzy z osig x kgt ¢° , a wigc réwniez
p=9 . Podstawiajac te wartodci do réwnania /75y
znajdziemy, ze A=o0 , a wiec
x-a.@&bfm/. 2 = //6/
Rozwiazmy teraz rdwnanie /:’6‘/ wzgledem /.'7 i
aby tego dokonaéd przeksztzldémy je w sposdb taki:



T

) '—. ‘ f‘ Id -
e biorge odwrotnoéé obydwuch stron rdwnania /ﬁﬂ/gtrzy-

1

. X -
mamy: W——e v

AJ,L\'*

Gdy pomnozymy licznik i mianownik prawej strony przes
/:-VT/v_ , to bedule |
P V7 v/» 50 (/78,/
Gdy dodamy stronami rowzmnla /fﬁy /I&’/ to be-
dziemy mieli 2 = /fa ﬂn/ : (7%
=
a ponia’waﬁ P Zzl’ , wigc a/y ?/é’ ~ € /a.,.z:
Catkujgc to réwnenie otraymary ya——/e%e//{n, e /30/
gdzie A, jest staly calkowania. Wyznaczmy te staisg.

Nu

Jesli zalozymy RX=0 , to odpowieda temu y=w , & a
podstawiajac w /»?0/ te wartosé ¥y otrzymamy A =0 | "
a wige: Y= /6"“;1‘6_“/. D e e w2l
Jest to rdwnanie katenoidy pospolitej. -Z rownas
nia tego wnosimy, Ze jest to krzywa przestepha, dal-ej‘-
ze jest symetryczns wzgledem osi y , bo gdy podsta-
wimy wartosci /-.i:, y / zarﬁia.st /&Y /, to réwna-~
nielﬁie ulégnié zmianie. Oé.)r nazywa sig osig Yancu-

chowej, o8 & jej kierownica, a dtugosé -@& - paraume-

trem. Wyznaczmy teraz diugoéé &  tuku 45 w funkeyi
z . Z roéwnania /6‘/ mamy, %6 S= L. Zg ﬁ . Inaczej
mozemy napisaé s = a/y » bo Z‘g‘vqsf) ,za8 pod-
stawiajgc wartoié » z rdwnenia /2’9/, otrz_,fmamy
3 = Tﬁ'“ / iy 9 /32/
Podmesmy /A’-’:f/ i [#%/ do Pwadrat.u i odejmijuy je
stronami, to bedziemy mieli :
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; 2 & X ‘
y'z-ufg:-;--»?é‘f 2% =’ | . cayli absty?
a uwzglednisjge /4/ otrzywamy  yezr. . . . /23/

To znaczy, ze koniec linki, przerzuconﬁ przez
blok w punkcie 2 zwisa az do kierownicy, czyli, ze
naprezenie w tym punkcie jest rowne ciezarowi linki,
-o dlugo.sm rzgdnej y.

7ale7n0501, zachodzgce pomiedzy w1elkosc1am1
R, PS5,V 1 'j’ Zatwo zapemigtad przy pomocy wy-
kresu nastepuj qceg_o. Niech bedzie tancuchowa z wierz-
chotkiem 4 i osiami, obranemi, jak poprzednio.

Obierzmy na 2ancuchowej dowolny punkt ﬁﬁ?}m.ﬁy

i poprowadZmy z niego prostopadlg &ZC do osi &
a z jej spodka ¢ prostopadlg €2 do stycznej w
punkcie 5 . Spodek tej ostatniej oznaczmy przez 4.
W tréjkacie B2 kat +BCD =77 t.j. réwna sig ka-
t.o'w’i nachylenia stycznej do osi = . Procz tego za-
chodza nastepujgce zaleinosci: BC=y ; ﬂc'n_y ca.s"ag

BD=y.57n 'QS Zad uwzgledniajge réwnenia /3/, /i/ i
/2.57 mozemy napisaé JCa@ 1 Bh=s —

Majgc wiec w wyobrazini powyzszy rysunek mozZna
pamietad gtéwne zalezno$ci, charakteryzujace katen_bi-
de.

Wyznacumy jeszcze promien krzywizny katenoidy w

dowolnym punkcie np. W & . Wiadomo, ze promien krzy-
As
i
S=. Z‘gag,_wiec : §=

, & za dla ka‘tenoidy
dg @
ap  <os?S

wizny ¢ jest rdéwny
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Diugos8é normalnej w punkcie B jest rdwna :

. N Al
LE Tcosd  CcostH

Z. tego wynika, ze diugo8dé promienia krzywizny w

dowolnym punkcie katenoidy jest rdwna dlugosci nor-

malnej w tym punkcie.

Dla promienia krzywizny w wierzchotku katenoidy:
/-wg= © ~/ znajdziemy &S == . Im silniej be-
dziemy ciggneli za kofce sznura, tym krzywizna Zaicu-
chowej w wierzchotku bedzie mniejsza, t. zn. tem
wigkszy bedzie promien krzywizny w tym punkcig;. a za-
tem parametr tancuchowej bedzie wzrastat, a kierowni-
ca begdzie sie oddalaia.

Przypusdmy, ze sznur przybral ksztalt prostej.
Wtedy promien krzywizny jest nieskoriczenie wielki, a .
zatem rowniez i parametr laﬁcuchawej ma wartosé nie-
skoniczenie wielkg i naprezenie sznura w wierzchotku
-jest nieskoriczenie wielkie. Z tego wynika, ze zadna
sBila nie moze wyprostowaé calkowicie sznura.

35. Przykiady. 1/ Mamy ciegzki sznur o diugodci

Zmetr.,przyczem jeden metr jego wazy x kg. Jeden
z koncéw sznura jest umocowany w punkcie M , zas
drugi styka sig w punkcie 4 2z poziomg powierzchnig
gruntu. Wysokos¢ punktu A nad poziomem -4 . Wyzna-
czyé naprezenie sznura w punkcie /¥

Poniewaz sznur jest styczny do poziomu w punk-
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cie A , wiec ten punkt jest wierzchoikiem Zancucho-
wej. Prosta poziomg i odlegiz od 4 o « metrow uwa-
zajmy, jak poprzednio
za 08 x /t.j.za kierow
nice fancuchowej/oczy-
wiscie,ze rzedna punk-
tu /M bedzie rdwna:
L+,
Naprezenie w'aowolnym

punkcie tancuchowej

jest réwne ciezarowi

sznura, 2zwisajscego pionowo od tego punktu do kiero-
wnicy, a wiec w danym razie jest rdwne ciezarowi
/ tA-+a [/ metréw sznura. Poniewaz 7 m. sznura wa-
zy # kg.,wiec naprezenie w punkcie /M czyli
7H=ﬂ?/c£+4€/ ..... (%/.Gdy W fym rownaniu wyrazimy
-« przez znane wielkosci, to bedziemy mogli uwazad
zadanis za rozwigzane.

PoprowadZmy styczng do Xancuchowej w punkcie /%
i prostopadlg /5 do kierownicy, a z punktu 5 pro-
stopadtg 2ZC do owej stycznej; jak wiadomo odci-
nek A¢ jest réwny parametrowi « ZXancuchowej, zas
MC jest dtugoscig tuku A . I trdjkata HMBC
otrzymuj emy /’2«&/{— @+ (%, . ,skad - L2 pod-

2L
stawmy te wartosé na w w /z/; znajdziemy, Ze :
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T’zc/ / Naprezenie S'=xwa w punkcie A4 jest
rowne : _g’;_ﬁ_ ‘
Latwo rdwniez énardmemy, ze kgt q/q , ktory stycz-
neg w punkcie /’f tworzy z osig x...= araZ:;'—aé —
11/ Na niérucho'my drazek poziomy, zupelni;e gtad-
ki, nawleczono dwa pisrscienie M i/ i do piers-
. cienl przymocowano kqﬁ-ce cigzkiego lgﬁgucha o diugos
sci 2/ . Gdyby ten ukZad
p02ostamié.samemu sobie
to pierscienie /’} iy
" 2eg24yby-8re°ze Bobg 1

‘Yancuch przybratby polo-

zenie pionowe. Aby’temu
zapobiedz ‘przykiadamy do pierScieni dwie sily rdwne
i odwrotne. Kazda z tych sil jest rdwna ciezarowi po-
Towy dlugoéci tancucha, czyli xl ,gdzie £ oznaczs
ciezar 7 m, laﬁpuché.. Chodzi o wyznaczenie odlegto-
sci pierscieni w stanie réwr'fowagi.. Te ni-iaZnana, odle-
gtodé oznaczymy przez AX . |
I"rzypﬁéémy, 3e punkt A joest wierzcholkiem Zan-
’cuchowe{. Z jednej Sstrony wiadomo, Ze naprgzenia po-
ziote 83 we wszystklch punktach ladcuchowej jedneko-
we, & wigc napreienie w 4 = naprezeniu w?=nl
z drugiej zas strony naprezenie w ‘wierzchotku kate-
noidy jest m« , gdzie @ oznaczg. parametr tej krzy-
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wej. 2 tego wynika, ze #l-zwa lub l=a...4/)t. 2t
ze poiowa diugosci 2ancucha rdéwna sie parametrowi ka-
tenoidy. Zastosujmy wzdér na diugosé luku katenozd;,do
tuku AM ; uwzgledniajge /7,/ otrzymamy: = A"" 6-7
skad : -Z f*ez =2 2
Wyznaczmy 2z tego rdéwnania x . Dla uproszczenis za-
kiadamy £ ° =% ; oczywidcie 6-21--—2%- i réwnanie
(.3,,/ przybierze postaé ‘Itaka‘: u—-z-d‘inzaa , skad :u w0
i u=Z12VR

~ Ales % moze byd tylko dodatnie, bo takim jest
erprzy kazdej wartosci x, a wigc ¥e wzorze pC-
wyzszym nalezy uwzglednié tylko znsk plus. Zatem
€°-I+V2 . Logerytmujac to rownanie otrzsymamy
x - 0. ls(/VE). -

111/. Dwe giadkies koiki / i /¥ , leza na jed-

nym poziomie. Odleglos¢ pbmiedzy nimi jest réwna 2c.

- Zawiedmy na tych kolkach

ciezki sznur, w sposdb,
wskazany na rysunku. Je-
81i sznur bedzie zbyt

krétki, to zsunie sie z

kozkéw do $rodka. Chodzi
LR o to, jake powinna byé co=
najmniej dlugosé. sznura, aby réwnowage byla mozliwa.

Ozneczmy diugosé ca_legd Sznurs przez 2¢ , diu-
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godé czedci zwisajacej pionowo przez y , zas dlugo#éé
ruku 2V przez .9 .~ Na zasadzie znanych- zalez~-
nogci bedziemy mogl}lnapisaé | o

yF (et 5 sl
a dodajgc te 2 rdéwnania stronami otrzymamy: y-s-w€
Me y-s-{ wige: l=we®. . . .. . 4
Nalezy znalezé przy jakiej wartosci parametru « war-
togs C jest najmniejsza. W tym celu rézniczkujemy

réwnanie (7/ wzgledem -w i przyréwnujemy rezultat

<
do zera. -a,/Z gizg_ c.%z,e‘_z_a
@

skad : 6//_,_/,0 ; 7-$=0 1  w-c

Latwo sig¢ przekonad, ze ta wartosé « odpowiada
minimum, a nie maksymum, gdyz o maksymum w danym za-
daniu nie moze byé mowy; — jakkolwiek diugi, a wiegk-
82y od minimum bylby sznur to zawsze zajdzie réwno-
waga. .

Podstawiajac @=c . . W (7, otrzymamy 2l-Rec

36. Dalszy cigg teoryi arncuchowej. Niech be-

dzie Zlancuchowa, utworzona przez sznur, przymocowany
w punktach /7 i /¥ . Osie obieramy, jak zwykle i
pozostawiamy bez zmiany wszystkie poprzednie ozna-

; : ; PN
czenia. Woéwczas bedzie: —=———/-cf‘ 2E e o«
Réwnanie to przeksztaicimy w sposéb nastepuj acy..
Zmlenmy uktad wspdélrzednych, przesuwajgc o8 X , rdw-:

nolegle do wierzcholka 4 i wspdirzedne biezgce w tym



