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ROZDZIA4 IXT,

0 PLASKIM UXKZALZIS 31X,

R4. Upraszczaanie plaskiego ukladu si}, Nisech ua
ciato sztywne dziata z2 sit: B84 ....... 52
lezgeych w jednej plaszezyZnie.  Teki uklad sil

nazywa si¢ ukXadem viaskim,
]

Gdy mamy plaski uklad si, to mozna zawsze
znaleZ¢ jego wypadkows: przeniesmy w tym celu,
punkty przytozenia £ i /£ do punktu przecigeia
ich linii dzialania i wyznacamy wyoadkowg tych
sil, dalej znajdémy, w le¢n sam sposéh, wypadkows
tej wypadkexsj i sity £ i t.d., Ostatecznie doj-

1

dziemy do wypadkowej caisgce ukladu.
Moze tu rajsé prsypadsk wyjgtkowy, dajmy na

to, Ze znaleZlismy wypadkows wszystkich sil ukla-

du, précz ostatnie] i praypusiémy, Ze ta wypadkowa

Jest sita réwng i odwrotng i nie lezgcs na jednej

prostej z 4 . W takin razie ta wypadkowa wraz

z jo tworzy parg, stanowigeg juni prosty elemant,

ktbérego wypadkowsj znale’é nie nozna,

Powiemy, wobec tnzo, ze plesk ukiad sii
ow

sprowadza sig albo do sily wypadkowej, albo o pa-~

ry wypadkowej.
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% /00 2ok , jako zewnetrzny trdjkata AJD ,wiec:
FD - Ohsin #8=r25502 2
sed LD-CD.cosd
ate CUO-AD-AC 27 co5
wiec AL =-/2r.cos A - //cagfzg

a podstawiajgc w /»3/ otrzymemy po skrdéceniu przez
casr/g#o : Eﬁ,,ﬁgz}zj—ﬁ/é’;?coaﬂ-ﬁy::&- § 5 me gl

Z réwnania (7,/ mamy: £ ~&- fﬁﬁf

Podstawiajac te wartoéé w /J/, znajdziemy
2.7?5122"1/9 ~ /27 cosd- Zyca,s -0
albo L cot B Looad— Bz ve oo o - 4 o -/Z)
Zanim rozwigzemy to rg’wnanie wzgledem Vg » Zau
wazymy, ze do tegoz rdéwnania mozna dojs8é krotszg
droga. Mianowicie: na pret dziatajg 3 sity i aby za-
chodzila rdwnowaga, to sily te muszg przechodzié
przez jeden punkt, czyli sils & musi przejsé przez
punkt przeciecia reakeyi 42 i 4Z., &, iAD tworzg
kgt prosty.\ a wigc oparty na érednicy. % tego wynika,
ze [/, i /Z przecinajg sie na obwodzie kota w punk-
cie & i przez & przechodzi linia dzialania sily
& . Rzut drednicy 4 G na kierunek poziomy musi
byé réwny rzutowi 4 C na ten kierunsk t.j.
P g B ansj skad 4ﬁcasewq-/2-osog~f?r-o
Doszlismy wigc do teso samego rezultatu, co po-

przednic
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Ze wzgledu na wage tego twierdzenia, dowie-
dziemy je jeszcze inacze]j,
Obierzmy dowolny punkt J , ktéry nazwiemy

Srodkiem redukcyi uktadu i przyldzmy dof dwie sity

réwne i odwrotns, przyczem kazda z nich ma byé
| réwna /£ i do niej
réwnolegta. Sily
p _F7 dane £F i 4 two-
rzg parg, précz te-
g0 mamy siltq /A,
przyioéong w 7, A

RYS. 20, A . .
wigec zamiast sily

;fj otrzymaliﬁmy
site i parg. Tak sano postgpny z innemi sitami
ukladu, Otrzymamy w ten sposéb 7z sil, przylozo-
nych w 0 in par, aszystkie te pary posiadajg
pare wypadkows o momencie =/V , Wypadkows sil,
przyiozong w 4 oznaczmy przez /2 . Caly ukiad
sprowadza sig wisc do pary o momencis -/ i do
wypadkowej /2 . lecz para i sila znéw sprowadzaja
s1g do sily 1 w rezultacie otrzymujeny jedng silg
wypadkows. Gdy jednsk sila wypadkowa /=0 , to
caly uktad sprowadza sig do jedne] pary,'o monsn-
cie A— |

Moze zaj$é jeszcze wypadek taki, Ze caiy

uk¥ad jest w réwnowadze. Ale i w tvm razie nmoZemw
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powiedzieé¢, ze uklad sprowadza sie¢ do jedne] wy~-
‘padkowej, ale 2e ta wypadkowa jest zerem albo tez
'do jednej pary wypadkowej, lecz moment tej.pary_
 jest Zeren,' | ‘

Jesli uklad-sprowadza'sié do jednej sily wy-
padkowej /2 -, tb wtedy oczywidcie rzut sily wy-
padkowej na dowolny kierunek réwny jest sumie rzu-
téw si ‘sktadowych, a moment tej sity wypadkowej]
wzgledem dowOlnego*ﬁhnktutjest rOwny sumie momen -
téw sil skYadowych. |

WeZmy inny wypadek: Praypuddémy, ze caly uklad
‘ sprowadza'sié'dc jednej pary wypadkowej. W tym ra-
zie regut sil pary na dowolny kierunmek jest réwny
‘sﬁﬁie rzutéw 8i? skladowych na ten kierunek. Ale
suma; rzutéw sit pary jest zawsze zerem, wigc suna
rzutéw wszystkich sil skladowych tez jest zerem.
Suma momentbw sil paery wzgledem dowolnego punktu
- /1ub ‘moment pary/ jest réwna sumie momentdw sit
sktadowych wzgledem kazdego punktu jest w tym wy-

" padku stala i réwna /& /i,j. momentowi pary/,

- Kiedy wszystkie sity réwnowazg sie, to suma
rzutéﬁ na kazdy kierunsk jest rdéwna zeru i suma mo-
@enﬁdw tych sit wzgledem dowolnego punktu jest tez

Zerem,



Udy znamy sumy rzutdéw sit uktadu plaskiegc na
pewne kierunki lnb“suﬁi moment6éw wzgledem pewnych
punktéw, to moZemy juz wyciggngé stad bardzo walne
_wnigski, dotyczace tego ukladu. Wyjasnimy' to na
szeregu przykladéw:

1/ Przypuddmy, ‘Ze uklad ptaski =z}ozony jest
z sit /7', &, ...... i jest wiadomo 'ze suma
rzutéw tych sit na jaka$ prostg x jest zerem. W
takim resie ukiad ten moze sie sprowadzae dov jed-
nej sily'wypadkoﬁej; ale ta sila musi byé presto-.
padie do prostéj x . Ale uklad tén moze sie tes
sprowadzaé¢ do pary wypadkowej, albo moze byé ‘w
réwnowadze. )

2/ Sumy rzutéw sil ukladu na dwie proste
nieréwnolegte Z i y eg zeraml, WnOsimy stad, %e
uklad nie moze sie sprowadzaé do jednej sily wy-
padkowej, bo ta sila musialaby byé prostopadia
do obydwéch prostych x 1 17, co jest niemozliwe.
Ale uklad moze sig sprowadzaé do pary wypadkowe;,
a moze takze bySé w rdéwnowadze,

3/ Zalézmy,,Ze sumy rzutéw na trzy proste
Rir}f i% sa zerami, przytem te proste g3 nierbw-
nolegte. Sg wigc itrzy warunki, ktdrym czyni za-
046 uklad. Juz z dwach warunkéw /rzuty na dwie



T

proste oy zerawi/ wyinika, Ze uk}ad sprowndza sig
albo do pary wypadkowej albo jest w w6wnowadze,

a wéwczas suma rzutdw na kazdy inny kierunek jest
zerem, & wige trzeci warunek jest nastepstwen
dwuch pierwszych i nic nowego nie daje.

4/ Suma momentéw wzgledem pewnego punktu (/
jest zerem., Staldwynika, Ze uklad nie moZe sig spro-
wadzaé do pary wypadkowej, bo moment taekiej parxy
byiby &er%m:”ale ukXad taki moze sig sprowadzal do
sity wypadkowej i sila ta przechodzi przez d allo
tez uktad jest w réwnowadze.

5/ Sumy momentéw wzgledem dwuch punktdw CZ
i CZ sg zerami, W tyw razie nklad nie mose sig
sprowadzad (0 pary wypackowej, ale albo do sily wy
padkowej i ta sila dgiala na prostej €, &, albo
tez jest w réwnowadze, | |

6/ Suuay womentdéw wzgledem 3 punktdéw, nie le-
zgoych na jednej prostej sg zerami,

Ukiad nie woZe gig sprowadzadé de pary wypad-
kowe]j, 2le te? nie moze sprowadzaé sig do gily,bo
jej linie dzialania musiaahy przechodzié przez
wezystkie trzy punkty, co jest sprzeczne z zaloze-
- niem, iz te punkty nie leZg na jednej prostej, FPo-
zostaje wige trzecia alternatywa: uklad jest w
réwnowadze.



7/ Suma rzutdiw wezystkicl: si} ukiadu na »ro-

“ £

=

sta =z jest zerem i sumy momentéw wszystkich sil
wzgledsm dwuch punktéw Qz i C% sg zZerami, JeZeli
prezta 0, 03 jest prostopadia do prostej = , to
uklad moze sig sprowadzaé do jednej sily wypadkowe]
dziatajgcej na prostej @({;. Ale jedli 6}0,2 rie
, to uklad nie mozZs

sig sprowadzadé do jednej wilty wypadkowej. Nie mo-~

jest prostopadie do osi X

ze sie takze sprowadzaé do pary wypadkowsj,a wige
jest w réwnowadze, | |

8/ Sumy rzutéw wszystkich =il ukZadu na dwie
dowolne, lecz nieréwnolegie proste = 1 ¥ sg zera-
mi i suma momentéw wzgledem dowolnego punktu.57jast
zZerom,

UkIad nie moze siq sprowadzad do sily wypad-
kowej, bo sila ta musialuby byé jednoczedSnie pro-
stopadlg do prostych x i ¥ . Nie moZe siq tez
sprowadzadé Jo pary wypadkowsj. bo moment nie bylby
zerem, Wigc uktad jest w réwnowadze,

Z powyzszych xozwezai wynika, ze aby ukilad
byt w réwnowadze, to nmuszg by$ ‘speinicne trzy wa-
runki, z ktérych conajmniej jeden powinien dotyczy¢
momentéw,

Przypadek szczegdlny, szypuéémy, ze ukXad

sktada sig¢ z trzech sil. Do tego, aby byl on w réw-



= Do

nowadze jest koniecznem, aby wszystkie sily prze-
chodzily przez jeden punkt, albo seby byly réwno-
legte, Jest to p:aﬁie oczywiste, Istotnie. mniech
uktad skiada sig z sil é?, é? 1 zg)‘aﬁJeéli ma
on by¢é w rdwnowadze to suwa momentow wzgledem
wszystkich punktéw musi by¢ zerem. WeZmy sumg mo-
mentéw wzgigdem puiktu O @ ktérym przecinaja sie
linie dzialania sil /2 i £  Suma ta wige musi
byé zerem, Moment sily/f wzgledem % jest zerem,
bo /~ przechodzi przez zero, Tak samo moment sily
5 jest zerem. Wigc i moment sily /4 wazgledem
ijusi;bjé zerem, czyli sila,{?‘przeehOGZi priéz
0 | _

25. PRZYKZIAD, Naczynie p6élkuliste o promieniu

7, wewnatrz gladkie, jest ustawionme tak, ze gdr-
- na podstawa jest pozioms, Wkladamy do tego naczy-
nia gtadki, jedno-

rodny pret A%, o
dIugodei R ¢
Wyznaczyé polozenie

réwnowagi preta.
Polozenie preta bg-

dzie wyznaczoné‘gdy
znajdzieny kgt
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q/gn x O0A t.j. nachylenie preta do poziomu.

 Na pret dzialajg nastepujace sity: 1/ Sita
cigzkodei ( przylozona w $rodku 'preta L7, 2/-
Reakcja / naczynia w 4 ', normalna do $ciany, a
wige ékierowana xu O . 3/ Reakcja /2 naczynia‘w
J , normalna do obrzera i do preta.

- Mamy wiec t¥zy niewladome. A o I 1 =
dla ich wyznaczania trzeba mieé ftrzy rdéwnania. Po-
niewaz uklad ma byé w réwnowadze, wigc nusza byé
spelnione trzy warunki: suma rzutdéw na dwa dowolne
kierunki 1 momenl wzgledem jakiegosd punktu muszg
byé zerapi. Wystarczaja jednak Z’rdwnania,_ jesli
wybierzemy pevme kierunki rmitéw, taki ai_ay do rém-
naf nie wchodzila wcale jedna z reakcji np. /z

_ Weimieﬁy naprzdd rzuty sit uk?adu na kieruhek
pretﬁ, Rzut /2, na ten kierunek jest zerem. Xyt mig
dzy reakcya 4, ', & pretem Aﬁ jest - K /bo tréjkat
ACLD jest réwnoramienny/, wiec rzut Z na A2 be-
(1219 -ﬁ:coxﬂ a rzut & jest =l .52 . Zatem bedzz

fi)co,sr'tj Qa‘z’zzzg o ... . .. (5'/

'Wez'-mie'my teraz sume momentdw wagledém punlétu Y,
moment r'ealfcyi 42, jest zerem. Suma momentéw dwuch pr
ZOBtdleh it wzgledem . jest | |

B QLT =5 .o i i . W
gdzie JF jest ramieniem momentu sily & ,a £D - ra
mieniem sily & . Przeksztalcimy réwnanie /2/: Kat
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7 [4/) mozemy wyciagnaé wniosek taki: nie zawie-
ra ono wcale & t.j. polozenie rdwnowagi nie zale-
2y od ciezaru preta. loznaby to przewidzied bezpo~
gsrednio, bo nam chodzi o wyznaczenie pewnej funkcyi
trygonometrycznej, ktérej wymiar jest zerowy. Moze
.wigc ona byé réwna tylko stosunkowi dwdch sil,s ze
mamy dang tylko jedng siile & , wiec nie moze od
niej zalezed kgt 12-f~

Nie kazdy pret da sie tak wstawié do danego
naczynia aby byla zachowana rdéwnowage, bo gdy pret
bedzie zbyt krétki, to wpadnie do naczynia, zas gdy
dtugosé bedzie za duza, to srodek qiezkoéci preta
znajdzie sie po za naczyniem i pret wypadnie. 7 te-
go wnosimy, 3ze diugosé preta musi byé zawarta w
pewnych okreslonych granicach, ktdre wyznaczymy.

Zalézmy w /%) cos D=z . Wtedy przybie-

rze ono postaé_nastepujaca:'%rx{-d;—é§°=o.. s 467
Réwnenie /4/ posieda 2 pierwiastki, ktérych
iloczyn jest réwny - j%f , czyli jest ujemny. Z te-

go wynika, ze te pierwiastki majg znaki rdozne.Pier-
wiastek ujemny jest w danym razie nieprzydatny, bo
ket 4 unsi byd matejesy od £z

Oznaczmy pierwiastki te przez =, i-z, ,w
takim razie lewa strona rownania ostatniego da sie
przedstawié w postaci %U=Lr/TZ)/T+Z,).. . . . /6]
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Czynniki. Zr i [z+x,/ sa tu zawsze do-
datnie, & wigc zﬁak funkeyi zalezy tylko od wyrazu
/Z‘—x;z/ . Poniewaz cosinus nie moze byé wigkszy
od 7, wiec x Jjest < 7 i gdy zamiast Z na-
piszemy 7 , to wyraz X -, bedzie dodatni i fun-
kcyas =« tez przybiérze wartosé dodatnia. A zatem:

Ap-l-2r>0 skad {<@2r . A wiec pret nie powi-
nien: byé diuzszy od drednicy naczynia. Wyprowadzimy
teraz drugi wafunek. dotyczacy diugosci preta. Po-
niewaz A2 jest mniejsze od A5 /t.j. czedé preta
jest mniejsza od calego/ wige 2/)2?&0.5*:/9"; coﬁﬂ(-—‘{f

Gdy nadamy zmiennej x wartodé ﬁ{ , to drugi
czynnik funkcyi 2 bedzie napewno dodatni i % przy-
bierze wartosé dodatnig, zatem :

" Granice dtugosci preta s3 wiec nastgpujgce:
Z?V@?i<.{( L e =
26. PRZYPADKI SZCZEGOLNE UKZADU PRASKIEGO.

1/ Niech bedzie jakiekolwiek cialo sztywne, esadzo-

ne na osi, prostopadlej do ptaszczyzny rysunku.
Otwér,-zrobiony w ciele na 08, zardéwno jak‘i o8 8§
cylindryczne, przyczem srednica otworu jest cokol-
wiek wieksza od srednicy osi, dzieki czemu cialo

moze sie swobodnie obracad,
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Zetkniecie o8i z ciazem
zachodzi tylko na jednej
tworzgcej cylindrow, a w
przekroju - tylko w jed-
nym punkcie i w tym punk-

cie dziata reakcya osi na

ciako. Reskcya ta moze
byé tylko normalna /bo za
ktademy, %e o jest cai-
kowicie gtadka/, lecz niewiadomo-z goéry, jaki kieru-
‘nek ona posiada, gdyZ nie wieuy, fie ktérej tworzacej
zachodzi zetkniecie cylindréw;

Niech na dane cialo sztywne dziala ukiad piaski
cial,-zlﬁéony'z @it B8 . o Do ukZadu tego
nie zaliczamy reakcyi osi. Przypusdémy, Ze suma mormen-
téw ukladu wzgledem 0 ;jgst zerem; W tym razie ukzed
elbo jest w rdéwnowadze i Zzadnego dziaiania nie wywie-
ra, albo tez sprowadza sig do jednej wypadkowej, kto-
ra przechodzi,przez punkt 67. wywolujac reakcye osi,
ktdéra jg réwnowaﬁy. Tak wigc dostatecznym warunkiem
i‘éwnowagi uktadu f?,zf’,@ jest aby sums momentéw

tych sit wzgledem Y byla zerem.

. Zastosujemy powyisie twierdzenie do diwigni.
Drazek A/ jest osadzony na osi, w punkcie 0.
Na kofcu drgzke dziataja sity 2~ i & , leigce w
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plaszczyznie rysunkus Jedna 2z tych sii nazywa sig si
1g poruszajgcg, a dru

ge oporem,
o5 Aby réwnowage dzwigni

A \’\}jp L byta zachowana, to
~= ) ‘
/ v \ suma momentdw sil 2~
i

i d wzgledem C wmu-

£YS. R3.

si byé zerem. Moment
8ily &« wzgl edem J

jest =Q..S,~ za$ mo-
ment 2 - jest=-/2°
wiec warunek réwnowagi brzmi tak: ls-Pr-o

Reakcya osi rdwnowazy wypadkowg sit = i Q,

a wiec bedzie rdwna i odwrotna do tej wypadkowej.

2/ Dwa ciala A i /& przystaja do siebie na
pewnej czesci powierzchni. Podzielmy te powierzch-
nie na hieskoﬁczeniq male elementy i uwazajmy, ze A
wywiera pewng reakcye na kazdy z tych elementow cia-
la 5 oddzielnie. Bedziemy wiec mieli nieskorniczenie
wiele nieskoriczenie malych reakcyi ciatad na 5.
Jesli teki uklad posiada wypadkowg, to méwimy o niej
ze jest to reakcya ciate 4 na 5 .

Czesto spotyka sig¢ przypadek, gdy powierzchnia
zetkniecia jest plaszczyzng. Niech wigc np. prosto-

padtoscian stoi na podtodze, tak aby jedna sciana
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jego stykala sie¢ z plaszczyzng podiogi. Podioga be-
dzie wywierals mna poszczegilne nieskoﬁcéenie male
elementy podstawy nieskonczenie mate reakcye. Wszy-
stkie reakcye beda rdwnolegie i zwrécone pionowo w
gore. Posiadajg one wypadkowsg, ktdra jest do nich
rownolegta, a wiec zwrdcona tez pionowo do gory i ro-
wna ich sumie. 7 géry nie wiadomo jednek, gdzie ta
wypadkowa jest przxlozona. W kazdym réazie punkt jej
przytozemia musi lezeé wewngbrz podstawy i tylko w
granicach tej podstawy moze zmieniaé poiozenis., Je=
§1i nacisniemy np. 2z gory na lewsg czes¢ prostopadio-
gcianu, to punkt przytozenie wypadkowej przesunie
sie w lewo. Gdy prostopadioscian zaczyna obracac sie
dokola jednej z krawegdzi podétawy, to ten punkt priy-
Yozenia zajmuje poiozenie krancowe na owej krawedzi..

27. Przykiad. Prosty, kolowy stozek, o wysoko-

gci -=¢{ i kacie u
wierzcholka =< opie-
ra sie podstawg CJ
o gtadka pionowg scia
ne. Wierzcholek stoz-
~ ka jest polgczony ze

sciang przy pomocy

sznura 4/ . Wyzna-
czyé najwigkszg diu-

gosé sznura, przy kté



