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ROZDZIAL WSTEPNY

0 SKALARACH i WRKTORACH.

1.Skalary. Wielkodci, 2z ktdremi mamy do czynienia w recha-
nice, dadzg sig podzieli¢ na dwie kategorye: skalary
i wektory.

Skalar jest to wielkosé nie pozostajaca w zwigzky

z zadnym okreslonym kierunkiem przestrzeni. Dale sie
ona calkowicie okreslidé jedng parsg jédnostek znanych.
Tek np. skalarem jest czas. Gdy powiedziano, Zze péwne
wydarzenie trwato tyle a tyle godzin, czy minut, to
czas trwania tego wydarzenia jest dalkowicie okreslon
Zamiast podawac¢ liczbe mozna wskazaé odcinek odpowie-
dniej skali. Skala taka .urzadza sie¢ na linji prostej,
albo na jakiej innej linji. Pewna znana dluéaéé, odmi
rzona na tej linji, odpowiada obranej jednostce. 8kal
czasu urzadza sie najczedciei na okregu kola i zazwy-

cza] godzinie odpowieda Yuk, dtugosci '%?q,gdzie7”'bz

czs promisn koila.

Procz czasu do skalarow nalezg: wmasa, praca, si?

-

zywa, potencjal i inne.

.éé Wektorx. Wektor jest to wielkos¢, pozostajaca w zwlgzk

MECHANIKA - STATYKA - ARKUSZ I.
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z pewnym kierunkiem przestrzeni. Wektor nie daje sig¢
catkowicie okreslié za pomoca jedne] 1iczby,gdyé trze-
ba jeszcze wskazadé 6w kierunek. Tak wiec‘wektor nalezy

okreslad pod wzgledem wielkosci i kierunku.

Prostym przykiadem wektora jest przesunigcie ja-
kiegos drodnego. przedmiotu, powiemy punktu ruchomego.
Dajmy na to, Ze punkt ten zajmuje znane potozenie 4 i
wiadomo, ze m@ byé przesuniety o J metry.'Daue te nie
okreslaja jeszcze przesuniecia, gdyz na ich zasadzie
nie umielibyémy wskazaé, gdzie znajduje.sie punkt ru-
chomy po dokonaniu przesunigcia. Wiadomo‘jedynie,zé no-
we polozenie znajduje sie gdzies na‘powierzéhni kuli,
zatoczonej z punktu A , promieniem Jm.

Jegeli postugujemy sig metodami analitycznemi, to
okreélamy kierunek przesuniecia lub wogéie kierunek -
wektora tak, jak sig to robi w geometryi analitycznej,
tj. za pomocg stosownych katow kierunkowych. Jezeli
stosujemy metody wykreslne, to okreéiamy kierunek wek-
tora odcinkiem prostej, na ktorym jeszcze wskazad po-
trzeba, w ktorg strong jest zwrdcony wektor. Jezeli
wigc odcinek MA ma okreslad kiérunek'pfzesunieciaJ to.
nalezy wskazacé np. zapdmoca strzalki czy przesuniecie
ma sie odbyc w strone odﬁq(h)/y-czy tez w strong od-.
wrotng. W przypadku pierwszym punkt;&i zowie sig Bocz§t-
kiem odcinka, a V- xoscen. ‘

Pod wzgledem wiglkosci wektor okresla sig¢ tek sa-
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~ mo,jak Bkalar;.a wigc liczbg albo dlugoécia,wskazana
na skali. Dogodnie jest odznaczaé te dtugosé na tym
;semym odeinku,ktdry ma wskazywad kiérunek,albo wprost
nadawa¢ odcinkowi temu takg wlasnie dlugos$é. Odcinek
taki okresla wektor nietylko co do kierunku, ale i co
do wielkosci. :

Przypudémy dla przyktadu,ze na przyjetej skali
przesunieé, przesunieciu jednego metra odpowiada je-
den centymetr. W takim razie przesunigcie,o ktdrym
wyzej byla mowa, begdzie calkowicie okreslone odcin-
kiem;@ﬁA& wskazujacym kierunek przesuniecia i posis-
dajgcym diugosd I cm. |
| Do kategoryi wektordw néleza: sila, moment,szyb-
kosé, przyspieszenie i t.d. |

2; Rodzaje wektoréw. Przesunigcie punktu ruchomego z da-

nego polozenia A nazywamy wektorem,zwiazanym z punk-

M Uméwiono sie obieracd poczatek o'dcinka_ﬂffv;‘kté-
ry ma okreslaé przesunigcie,wiadnie w tyn punkciexqff
Tym sposobem,majgc dany odcinek MWV, nietylko znaumy
przesuniecie co do wielkosci i kiefunku;ale_wiemy je-
szcze z jakiego poozenia wyrusza punkt przesuwany.
Przypusémy teraz,ze chodzi o przesuniecic nie
punktu,lecz-cienkiegp i prostego preta,powiedzmy li-
nji prostej w kierunku tejze prostej.Oczywiscie wszyst

‘kie punkty tej proétej doznajg jednakowych przesunigl
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zaréwno pod wzgledem wielkodci, jak i kierunku.

Gdy znamy przesunigcie jednego punktu, to znamy przesu-
niecia wszystkich innych, a zatem takie przeaunﬁacie pro-
stej mozemy calkowicie okreslié za pomoca"jednage odcin-
ka,.Poczatek tego odcinka obierzemy naturalnie w jednym

2 punktéw przesuwanej prostej, w ktérymkolwiek, bo za-
der nie wyrdznia sie z poéréd ogbéiu. Oczywiscie i caly
odcinek bgdzie lezal ﬁa tej prostej. Takie przesunigcie

prostej wzdiuz tej prostej nazywamy wektorem, zwigzanym

z La prosts,

Dajmy teraz na to, ze przesuwa sie cala bryla, przy
czem wszystkie jej punkty doznajg przesunigé jednakowych
zaréwnot co do kierunku, jak i co do wielkodci.Poczgtek
odcinka, okreélajgcego takie przesunigcie mdiemy cbraé
w dowolnym punkcie bryty, albo nawet w dowolnym punkcie
przestrzeni, uwazajac, ze bryta rozciaga sig w przestrze
ni nieogranicienie.Takie przeauniecie*bryly ndzywa sig

wektorem swobodnym,

Wektory wogéleﬂdiiela sig¢ na trzy kategorye.wekto-
ry . zwigzane z.punktami, wektory zwigzane z prostemi i
wekiory swobodne .Wektor" zwigzany z punktem lub raczej
cdcinek, okreélaj&cy tenxweitorgnﬁosiada zupeinie okres-
lone potozenie w przestrzeni.Wektor zwigzany z prostg
musi pozostawaé na pewngjibkreélonej prostej, ale moze-

wy g0 na niej przenosié dowolnie; wéktor swobodny moge-
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my dowolnie przenosié w przestrzeni.

Sume geometryczna. W zakres mechaniki wchodzg zagadnieni

w ktérych mamy pewng liczbe wektordéw oraz innych danych
a chodzi o wyznaczenie_nowego wektora, czynigcego zadosé
pewnym' okreslonym warmnkom. Zagadnienia tego rodzaju da
o Ja sig czesto sprowadzié do pewnych

dzialan typowych,ktore mamy wlasnie

poznad.
Nie¢h bedg dwa wektory 204 i &-(
RYS 1. ' majgce wspolny peczgtek c. Hogg to

byé wektory,"zw-iazane z punktem 0,‘ albo wektory zwigzar
z prostemi OA i OB ,albo wreszcie wektory sﬁobodne. Wy
znaczmy nowy wektor A w‘ sposdb nastegpujacy: prowadzimy
z korica B wektora & odcinek ZC ,réwny i réwnolegly do
0A. 0tés poczgtkiem wektera Z ma byé punkt 0, a kon-
cem punkt C . _ |
Wyznaczenie takiego wektora /#Z nazywa sie dodawani

geometrycznem, alhe wektorem wypadkowym, albo wreszcie

wprost wypadkowa wektordéw 2 i & & te dwa ostatnie wek

e ——

torami sklédowymiL wektora /A . Pisze sie¢ symbolicznie
P=Pr&

W rownaniu tem zneki * i + majg inne znaczenie niZ

w algebrze zwyklej, czyli w algebrze skalardw.

z figury wynika bezposrednio: ze moglibysmy otrzy-
maé wektor. /P, prowadzac z punktu A odcinek réwny i ré
nolegty do U5 ,a zatem wektory skladewe 83 réwnoupraw-

nione i w sumie ~« & porzadek skladnikéw nie odgrywa :



nej roli.

Wyrazimy to aymbolicznie piszge:

Wektor wypadkowy Z mozna takze wyznaczyé, jako prze-
tgtnieg réwnolgg&dboku,zbudowanego na wektorach skiadowych
Niech teraﬁ bedg trzy wektory zf’
£, /7, posiadajace wspélny pocza:
tek 0 i polozone jakkolwiek w
przestrzeni /a wigc niekoniecznie

w jednej piaszczyznie/.

-
——
—
Ay
-
™
—

-

BYS 2 | .a Wyznaczwy nowy wektor /Z w sposdéb
iastepujacy: 2z konca A, wektora /2 prowadzimy odcinek
AxAz réwny i réwnolegly do wektora Z’ , a nastegpnie
. punktu 44?.prowadzimy fleflg, réwne i réwnelegte do
.E . Poczatkiem szukanego wektora /Z ma byé & , 8
oncen A3 . Wektor /Z zowie sie sumg geometryczng
1be wektorem wypadkowym wektoréw: /5 , 52 ; 1_? — ktd=
e nazywamy skiadowymi.
Piszemy:
P-PepeP
by wigc etrzymaé wektor wypadkowy nalezy utworzyé wie-
obok OAIAéA5 » ktérego boki sg odpbwiednie
6wnelégle do wektordéw skzadowych.
Letwo sie przekonaé, ze porzadek,w‘ktérym-nastepuja
> sobie te boki,nie wywiera wplywu na wynik ostateciny.
FYS2 vidab,se 2 <L+ 2 glzie B P+l

scz otrzymelibysmy te samg sume /47, . ,prowadzgec 2 konca
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wektora /J odcinek réwny i réwnolegly do 2 ,a wigc za-
miana pomiedzy bokami 04, i‘A,Ag nie wywiera prywﬁ na
sume ostateczng. Mozna réwniez uczynié zamiane pomi gd z3
bokami A,Azi_ &Ad,czyli pomiedzy sktadnikami E,)?)’co
nie wplynie na sumg /. Oczywiscie odcinek Ad,jest mow
ny i réwnolegly do sumy wektordw /5/47 ,ktéra oznaczy-
my przez 123 ,a zatem /2 mozna uwazaé za sume wektordw .
2? i 1%3 ;lecz otrzymalibysumy ten sam odeinek AAer.wny
i rownolegly do 1? ,prowadzac naprzéd z A, odcinek réw
ny i réwnolegly do 4 ,a nastegpnie z kofica tego odein-
ka odcinek réwny i réwnolegly do 4’ . Powiedzmy krétko,
Ze suma geometryézna 1.?1"_{?1‘-1? nie zalezy od porzgdku
sktadnikéw. ' |

Tak samo 2zupeinie tworzy sig suma geomeﬁtryczna_
czterech, pieciu -i‘wiecej wektorow i sumy te nie zale;
zg réwniez od porzgdku skiadnikow.

Jezeli wszystkie Wéktory skZadowe sg polozone ne
jednej prostej, to 1 wéktor wypadkowy bedzie lezaX na
tejze prostej i bedzie rdwny sumie algebraicznej wekto-
réw skladowych.Tak wiec sume algebraiczng moiemy uwazacd
zZa szczégélny przypadek suny. Igeometrycznej. _

Czgsto bardzo wypada rozwigzywad zagadniénia odwrot
nie: d‘anjr jest wektor /7 ,wyznaczyé pewnag liczbe wekto-
row E,Ezﬁ oawdla k't.dr.ych /7 jest sumg geometryczng

czyli,innemi slowy,rozlozyé wektorf? na wektory skladowe
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£, £, . .Moga byé przytem postawione jeszcze inne warun-
ki, ktérym szukane wektory skiadowe majg ozyniélzaduéé,
0 sumie geometrycznej dwuch wektordw moze byé mowa
tylko w tym razie, gdy wektory te posiadajg wspdlny po-
czatek. I tego wynika,ze wekiory, zwigzane z punktami
ﬁaja sumg geometryczng tylko w tym razie, gdy te punkty
- lezg razem; wektory zwigzane z prostemi posiadajg sume ,
gdy te proste przechodza przez jeden punkt, albe lezg w
jednej ptaszczyinie;wektory swobodne zawsze majag sumg

‘Rzuty wektordw. ¥ mechanice czesio mamy do czynienia z

prostokatnymi rzutami wektordw na plaszczyzny i proste.
'I Rzut taki mozemy zawsze uwazal za wektor, ktdrego
poczatek 1 koniec eq rzutami poczatku i kodca wektora
:réucanego czyli oryginatu. '

Niech bgda wektory &, /2, ... posiadajace wspdlny po
czgtek 0 lecz polozone jakkulwiek w przestrzeni /ZYI L)
Utworzmy wielobok ¢ A,A, i wyznaczmy wektor wypadkowy
'z%{Obierzmy nastepnie dowolng ptaszczyzng rzutéw i 2bu -
dujmy rzut catej figury na tej piaszczyénie. Czgéci skta
dowe rzutu bedziemy oznaczaé temi samemi literami, co od-
powiednie czedeci oryginaiu, kreskujgc je dla odrdznienia
Poniewaz rzuty prostokagtne dwuch odcinkéw, rdwnych i réw
nolegtych, =g réwne i réwnolegte, przeto odqinek:AL}l;be
dzie rdéwny wektorowi ]211 réwnolegty do niego, odcinek
Ajo B'1 t.d. Stad wynike, se wektor/P'bedzie suua ge-
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ometryczna wektordiw EJ E,..‘, A zatem rzut wektora wypad-

kowego na piaszczyine jest sumg geometryc-zna. rzutéw wek-

" -

toréw skiadowych .

Uczyimy teraz rzut tej samej figury /@) na dowoinie
obrang o8 rzutdw. Na osi tej bgdziemy odrézniali kieru-
nek dodatni od ujemnego, jak to sieg dzieje w geométryi
analitycznej. Jezeli rzut wektora jest zwrécony w atrbne
dodatnig, to bedziemy go uwazali za dodatni, w razie
przeciwnym za ujemny. . '

Widaé bezpoérednio z figury,ze 2 co do wielkodei &
znakv réwna sig sumie algebréic,znej odcinkéw_é'a; ,Aﬂ';..
gdzie porzadek liter okres$la znak, ktdry sktadnikowi
przypisaé nalezy.Jezeli np. punkt.éu.lezy po stronie do
datniej punktu A; to odcinek 14,14; uwazamy za dodatni,
w razie przeciwnym za ujemny.lLecz 0ﬂ;nz?’odcinek 4,4;
jest réwny co do wielkodci i zgodny co do kietunku z £
i t.d., a zatem rzut wektora wypadkowego ha cd jest raw

- .
ny suwnie algebraicznej rzutéw wektordw skiadowych.Twier

dzeniu temu nadawmy post;a,c'i réwnania algebraicznego.¥ tyu
celu zawrzemy naprzdéd umowg nastepujacaijezeli mamy dwi
proste, na ktérych odrézniamy kierunki,to za kat pomie-
dzy miemi bedziemy uwazali ten z dwuch kgtéw przyleglyel
ktérego obydwa boki biegng od wierzchotka.. |
Oznaczmy teraz przeﬁ Sy yoos s Ap katy powmiedzy wekt
rami 2P, . 2 1 csie rzutdw.. W takim razie rzuty tych-
wektoréw na o beda zarowno co do wielkodei bezwzgled

nej, jak i zmaku odpowiednio rOWﬂe-EC"SO‘::@”%:--J?“M
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i twierdzenie powyisze wyrazi sie tak: Zeosol:Losy, < ooz,
lub krécej f?cos;{, 2 ) Peos o, =~

5 Metoda analitycznd sumowania.Na drugiem twierdzeniu

?aragr'afu poprzedzajgcego jest oparta metoda analityczna

vyznaczanrx wektora wypadkowego.

Mamy wiec wyznaczyé pod wzgledem w1e1kc§cl kierunku
iektor wypadkowy danych wektoréw £,4... posiadajaeych’
8pbélny poczatek .. Obierzmy punkt (za poczatek prosto-
atnego uktadu wspélriédnych x,y,é 1 oznaczmy 6d.powie-
nio przez {Q,ﬁ,ﬁ/)/da./ﬁ%ﬁ/,..m" katy, ktdre dane wekto-
y tworza z osiami, czyli ich katy kierunkowe., Szukany
ektor wyp&dkow‘y ‘ozna.czymy przez /. a jego rzuty na osi

rzez 7,0, /7, . Na zasadzie wzmiankowanege twierdzenia
sdzie

ﬁ;:czpcbrd" [?J, EFGG% "?‘ Z'Pcal/f‘f
PP VR

:naczmy Jeszcze przez ﬁ{,,/zg,/‘/kqty klerunkowe wekto—'

V(4 ZnaJdnemy 2€ coa-c{,. % c.o,r_/:z ?2 co.s'/' 1?
jac X2 d,{ﬁ.,/‘ znamy wektoz vaadkowy co do w191kosc1
kierunku..

-Rzut trogkqta
< W dalszym ciggu beda uzyteczne pewns

ierdzenia geometryczne, ktdére _przytoczym_y na tem miej-~
v, |

Niech bedzie tréjkat ABCi jego revt AHC na
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‘jakakolwiek plaszczyzng £ .Oznaczmy przez <& i J'pola
oryginatu i rzutu,a przez o kat pomiedzy plaszczyzna
tréjkata i plaszczyzng £, dowiedziemy, Ze
S'a Fcosx

Rozwazmy'naprzéd.przypadek szczegodlny, gdy jeden z
bokéw tréjkata np. AL jest réwnolegty do /. Jezeli
(D jest wysokos$cig oryginatu to € Z7 jest wysoko-
$cig reutu i 7= ’AB CL’ vecz A°F° AB

CL=CDcosx ,zatem S-7AB.CD cosx -F:Scosw. cluU:
Przynuscmy teraz, ze trojkat AFC na potozenis Jakle-
kolwiek" Poprowadzmy przez wierzcholek A plaszc:yane
rownolegia do F. przetnle ona bok ZC w pun:cc1e p i
.prosta4427bedzia réwnblegla do jri Oznaczmy teraz
przez 3, i G, pola trdjkatow ALDi ACla przez S

Fd
i «5:3 pole ich rzutdw. Na zasadzie powyzszego bedzie

' 4

ﬁ-écudaﬂaﬁww- ,SA'QGJ otrzymamy zwigzek 2zgdany.
Twierdzenie powyzsze daje 8ig bardzo tatwo uogolnlo.

Przypuacmy naprzéd, ze S i & 84 polaml dowolre-
&0 wieloboku i jego rzutu na ptaszczyzng £ .Wielobok
mozemy podzielié na trdojkaty i stosujgc dowiedzione
twierdzenie do kazdego znich i dodajgc otrzymane row=
nania, otrzymam_,r znowu T Seosg .~

- Gdy gra.m—ce figury pleskiej stanowi linia krzywa,

to mozemy .uwazaé takg figurg za wielobok o nie -
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~skonczenie krotkich bokach. a zatem therdzenle nasze
rozcigga Slu do wszystkich flgur ptaskich.
8 Moment wzglgdem punktu. w teoryi wektoréw obok doda

TR
wania zasadnicza-role odgrywajs dwa dziatania inne.

Wynikiem jednego z nich jest wektor zwany iloczynem

wektnrowym , a wynikiem drvgiego skalar, zwany ilocazy

nem skéalarowym. Dziatania te wylozymy jedynie w tej

postaci, w ktérej bedainam potrzebne w dalszym ciggu .
nie bgdziemy nawet wzywali powyzszych zasad ogdlnych

posiugujac sie zamiast tego nazwami moment i praca, uzy

wanemi czeéciej w technice.. _ y

Dziatanie pierwsze rozwazymy na tem miejseu, o dru
giem badzie mowa péiniej.

Niech.bedzig wektor Z A/ zwiazany z punktem lub
prosta, i niech bedzie précz tego punkt 0 PoprowadzZmy
przez o’prostah prostopadla do plaszczyany {Z4ZZGdy
spojrzymy vz jekiegod punktu € tej prostej na piaszczy
ng oﬂﬁto zob&czymy, s6 wektor F jest, dajmy na te,
zwrécony w te strone w ktdrs posuwa si¢ koniec wskazow-
ki zegarowej, obracajac sig okoto punktu d. Gdybysmy
patrzyli na.adf?z 1nnego punktu tejze prostei, poiozpnaf

go po odwrotnej stronie ptaszczyzny, to dla nas _zZwrot

wektora & bylby odwratny do biegu wskazowki zegarowej.
Odetnijmy cd punkiu 0 w strong (7 J%% umogionych
jednostek diugosci, gdzie/b oznacza odleglosdé wektora /2



