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skończenie krótkich bokach, a zatem twierdzenie nasze

rozciąga się do wszystkich figur płaskich,

8 Moment względem punktu, w teoryi wektorów obok doda

wania zasadniczą-role odgrywają dwa działania inne.

Wynikiem jednego z nich jest wektor zwany iloczynem

wektorowym , a wynikiem drugiego skaiar, zwany••/iloczy

skalarowyra. Działania te wyłożymy jedynie w te)

postaci, w której będą*, nam potrzebne w dalszym ciągu.,

nie będziemy nawet używali powyższych zasad ogólnych

posługując sie zamiast tego nazwami moment i praca,"uzy

wanerci cząście-j w technice..

Działanie pierwsze rozważymy, na tętn miejscu, o dru

giejn będzie mowa po lnie i *

Niech, bedzip wektor I^AB związany z punktem lub

prostą, i niech będzie prócz tego punkt O. Poprowadźmy

przez 0 prostą prostopadłą do płaszczyzny OAB.Gdy

spojrzymy z jakiegoś punk-Ło C tej prostej na płaszczy

znę OAJ%to zobaczymy, za wektor P jest. dajmy ^a to%

zwrócony w tę stronę w którą posuwa się koniec wskazów-,

ki zegarowej, obracając się około punktu $» Gdybyśmy

patrzyli naJ0A&Z innego punktu tejże prostej, połozorm;

go po odwrotnej stronie płaszczyzny, to dla nas .zwrot.

wektoraP byłby^ odwrotny do biegu wskazówki zegarowej^

Odetnijmy od punktu O w stromy £ £fc umówionych

jednostek długości, gdzie^ oznacza odległość wektora Jr
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od punktu € i nazywa się ramieniem momentu, innemi sło-

wy odmierzmy na 0C, na odpowiedniej skali, podwójne pole

trójkąta &A2?* Otrzymamy wektor; związany* z punktem 0

i posiadający początek w (/ . Wektor ten zowie się mo-

ment ern wektora \P względem O » Krótko mówiąc, momet wek*

toraP względem punktu O jest to wektor,A prostopadły

do płaszczyzny, zawierającej Oj JRj zwrócony w tę stronę

z której widać J w kierunku biegu wskazówki zegarowej,

a p©d względem wielkości równy iloczynowi z wektora *JP

przez ramię, :'

Oczywiście moment ani pod względem kierunku, ani

wielkości, nie zależy od położenia wektora JP na prostej

AS.
Jeżeli punkt O leży naJlJ&% to moment jest równy

zeru*

Niech będą wektory IgfĘ»— /typowy

wektor JP /, położone w jednej

płaszczyźnie np. w płaszczyźnie

rysunku i posiadające wspólny po-

czątek JL . Ich wektor wypadkowy

oznaczymy przez Jz . Niech będzie

prócz tego w tejże piaszczyźni© jakikolwiek punkt 0 .

Obierzmy v za początek prostokątnego układu współrzęd-

nych, eś X- obierzemy prostopadle d© płaszczyzny rysunku,

a oś y poprowadzimy przez punkt A . Oczywiście momenty

wszystkich wektorów Ę'J# • - - Jd . leżą na osi X- , przy-
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pisujemy im znaki •** lub — stosownie do tego, czy są

cone w stronę dodatnią czy ujemną te j os i . Oznaczmy jesz-

cze, przes oCx,'a<£Jjtfć(> kąty, które wektory Ę,J%*£^.12,two-

rzą z osią X ,a przez ./&,/&,A, •••• -^ ich odległości od

(/ » Biorąc rzuty na oś ^ otrzymamy tZcos <fm 17jpc.es&C

llnożymy następnie obydwie strony tego równania przez GĄ

gdy uwzględnimy, że OAw**J>i OA*~sy*.2* to wypadnie
i

Równanie to wyraża twierdzenie następujące:

Moment wektora wypadkowego wektorów, położonych w jednej

płaszczyźnie, względem punktu tejże płaszczyzny j e s t rów*

ny sumie algebraicznej momentów wektorów składowych*

Twierdzenie to jes t przypadkiem szczególnym twier-

dzenia ogólniejszego, które poznamy w jednym z paragrafói

następnych ($Qj* y

9. Moment względem p r o s t e j . Niech będzie wektor JP^AJB

związany z punktem lub prostą

i jakakolwiek prosta Z . Obierz-

my na nie j dowolny punkt (? i

wyznaczmy względem niego raomeat

jflt wektora F* • Przypuśćmy*że

prostą jes t równy

z prostą Z kąt Y* ;w
takim razie rzut Jf momentu na

f* . Dowiedziemy,ż« rzut
ten jest niezależny od położenia punktu

stej.
na
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.li tym celu poprowadźmy dowolnie płaszczyznę /'' .pro-

stopadłą do prostej #• ;przetnie ona tę prostą, w punkcie

0 m Jeżel i rzutami punktów A ,B na ./:'są punkty /I %J3

to rzutem trójkąta A$(? będzie trójkąt AJB'0'-v?z7 każ

dem położeniu punktu C nn prostej # . Podwójne pole

trójkąta ABC*A1 i płaszczyzna AJBL htworzy ZjfkąiT"

/płaszczyzny te są odpowiednio prostopadłe do boków Kąta

/Y, & zatem podwójne pole trójkąta A'iJ U^JrLco^t^Jw, Zna-

czy to f że rzut 7F je s t dla wszystkich punktów proetej a

wielkością stałą* Ten rzuty*^ momentu ŷ c 'zowie się mornen-

tani wektora Z7 względem osi ;£ • Jest to wektor, związany z

prostą # i pczywiście równy co do wielkości i kierunku'.

momentowi" wektora Jp-A Jj względem punktu (/ I

Znajdziemy jeszcze dla wektora^

pewne wyrażenie,które bywa c&estc

użyteczne. Dajmy na to ? że CZ/*fiAe$\
/

najkrótsza odległością pomiędzy

prostemi^j^i $ i że-Z? jest rzu-

tem punktu -Z/ „ Ponieważ prosta

Cl) jest równoległa do płaszczy

zny rzutów, przeto CD =* OD *y& >

Prosta OD fjako prostopadła do Acł i. DD j eet prostopad

łą do płaszczyzny rzucającej prostej AB,a więc do A13

Z tego wynika, że $D jeat ramieniem wektora ^ \Ą^Jc3

Oznaczmy jeszcze przez -r* kąt pomiędzy r i ^ , W takiiti

razie kąt pomiędzy JP i P będzie 7^- Y* i -̂  •

RY0.

MECHANIKA - STATYKA. - ARKUSZ II
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Ostatecznie otrzymamy

Moment' wektora JP względem prostej X j e s t równy zeru.

1* j eże l i ft~& t . j . j eże l i proste X IAJS się prz

cińają i

2* jeżel i <V>~o t . j . j eże l i proste X i AB są równ

Wogąl.e;moment wektora względem osi j e s t zerem je
żel i M-jektor i oś leżą. w jednej płaszczyźnie.

10. Moment wypadkowy. 'Niech będą wektory &Ę*Ę?r - i ich
wypadkowa J? i niech będzie prócz tego jakakolwiek
prosta X Prowe,dzirayf jak poprzednio, płaszczyznę
JP % prostopadłą do ^ i przecinającą te prostą w. punk
cie O . Rzut.i5>/ v/ektora /^na J? będzie wypadkową rzu•Ł

* •- wektorów J ^ ^ , ^ - - . •Ponieważ wektory J^J£
•<t.

wkidó. płaski ppz eta' momeńti' wektora -'wypadkowego
lęd^m punki>u O Ip.ędąie' równy sumie algebraiczn

momentów wektorów składpwych ^ ^ ^ > . . . . . . .względem -*

Wogóle moment wektora wypadkowego względem osi j e s t

równy sunuê ^mornentów wektorów składowych*

Weźmy teraz ŁejL sam układ wektorów ^-^JJjjT^ A

jakikol?/iek punkt O •;. Wyznaczmy względem & momenty J

^ 3 ek to rów &^lf?-- . • '. . - .^ oraz moment yV wektor
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Ponieważ MX^M.^^. . *. . są, to wektory, posiadające

wspólny początek, możemy przeto wyznaczyć, ich wektor

wypadkowy; oznaczmy go przez JV • • Dowiedziemy, że/Vi

nie różnią s ię ani pod względem wielkości, ani kieruj

ku,

W tym celu poprowadźmy przes O t r z y osie współ

rzędnych x,y,% - ^zut wektora -/f̂  na oś <z? j e s t rów:

aumie rzuiłów wektorów Jty,JHg,* • •.. ? * *Lecz rzuty moment

na oś X są raomantarni wektorów ^
względem t e j ż e , a suma ich w myśl twierdzenie, pop

d.zającego j e s t równa momentowi wypadkowej JE w

X , czyl i rzutowi momentu-/Kna t ę pros tą . Stąd wynil

że rzuty v:5ektorów JV i J\f' na oś X muszą być równe,

ponieważ toż samo dotyczy dwóch osi pozostałych, prze

to wektory A^ i jffnie mogą s i ę ^różnić poci żadnym r̂ẑ ;]

dem. Dowiedliśmy więc twierdzenie t a k i e : mor/ient wektc

ra wypadkowego względem dowolnego punktu j e s t równy -

mimie geometrycznej moapantów wektorów składowych tegc

punktu* Rozumie s i ę , wyraz * równy* oznacza tu zgodnoc

co do- wielkości i kierunku. Twierdzenie, k tóre pozna-

liśmy w paragraf ie 0 j e s t oczywiście szczególnym

przypadkiem twierdzenia powyższego,

11, Analityczne wyrażenie momentu, *R prostokątnym^ układ z i

współrzędnych dany j e s t początek A.^y^zJ wektora JP ,

oraz i^zuty S^Ę\fe%o wektora na 06iCv Pragniemy wy-
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snaczyć moment JH wektora

względem początku O •

Uczynimy tu naprzód pewną uwa-

gę ogólną,dotyczącą, obiegu

układu współrzędnych*

Spójrzmy z jakiegoś punktu

o%\ (JRYS. ejf położonego po stro

nie dodatniej od (7 ,na. te część

płaszczyzny xy9która leży po-

między stronami dodatniemi osi

X i y. Wskazówka zegara,

leżącego na tej płaszczyźnie tarczą do nas, posuwałaby

się od osi x ku osi y . Powiemy, że oś y następuje po

csi X w kierunku ruchu wskazówki zegarowej* Tak samo oś

X następuje po osi y i oś x po osi X . W taki sposób

będziemy zawsze obierali osi współrzędnych. Na załączo-

nym rysunku mamy wyobrażony ten przypadek, w którym wszy

stkie wielkości dane t.j, &j>y,Z ,&,Jy5^? są dodatnie*

Wyznaczmy naprzód rzuty JHx,My>J^lZy szukanego momen-

tu J*4 na osi współrzędnych,czyli momenty wektora JP

względem osi. W tym celu rozkładamy wektor JP na Z skła?

dowe w kierunkach osi. Oczywiście składowe te są równe

danym rzutom I^^Iy^I^.^

J^lx

 c^yli moment wektora P względem osi i jest

równy sumie momentów wektorów J£ > J^.}j, /£ • Moment pieri

^zego jest równy -y.J~?/znak —fgdyż moment jest zwrócony

w kierunku ujemnym osi X /, moment drugiego wynosi
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i wreszcie moment trzeciego jsst równy zeru.Zatem W3

padnie -Mz=x,]y~ylx» Tak samo znajdziemy:

a M -
Dalej otrzymamy

gdzie oC, /^/"oznaczają kąty kierunku momentu .

Jeżeli marny wyznaczyć moment wektora Z7nie

względem początku O lecz wzglądem jakiegoś innego

punktu C'(jif^^to we wzorach powyższych wypadnie za

miast Xjy?Z napisać .£^y^ ;*/c&yli współrzędne punktu

A w układzie, którego początek leży w O a osi' są od-

powiednio równoległe do ̂ J ^ ^ j satem

Rachunek wektorowy. ¥ algebrze zwykłej /skalarnej/

sympole « ; i r , . oznaczają zawsze skalary; wraohunl

wektorowym oznaczamy literami wektory pod względem

kierunku i pod względem wielkości.

Natomiast symbol, wyrażający wektor nie określa

go wcale pod względem położenia*w przestrzeni i dla-

tego też dwa wektory równe i równoległe mają i eden

i ten sarn symbol, diożemy to wyrazić tak: jeśli vfek-

tovy JPi d są równe, -równoległe i zwrócone jednakowe

te zachodzi rtiię&zy nimi związek następujący: -t :: W.

Wynika stąd, że w rachunku wektorowym postępujemy

tak, jakby wszystkie wektory "były swobodne.

Niech będzie jakikolwiek wektor P*. Utwórzmy wy~
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rażeni o TiP^zie JZ jest jakąś liczbą

nowemu symbolowi ma odpowiadać wektor,; który ozna-

czymy; przez u i będziemy uważali, że wektor wposia-*

da ten sam kierunek co JP % ale co do wielkości" jest

od niego 21 razy większy, tak że n>.*P~.Cl

Grdy 21 jest liczbą ujemną, to wektor U posiada kierunek

odwrotny do wektora]P*. Przypuśćmy, że wektor/* i est

równy pod względerr) wielkości jednostce /będzie to

t. zw. wektor jednostko wy//.. % takim rasie liczba -JZ

określa wektor M , pod wzglądem,wielkościf czynnik

zaś/'pod względem kierunku „.

Przypuśćmy^ że mamy pewną liczby-wektorów,. Ich

rektor wypadkowy otrzymaray,,Jako aumę geometryczna*

którą oznaczmy przez

Pomnóżmy każdy z wektorów składowych przez czynnika#

Wypadnie nĘ" n,£*'+ ?i>lf+..... ^

Tę sumę otrzymamy z iiięloboku, podobnego do wieloboju

zapomocą którego znajduieny M ,: kaśdy bok tego nowego

wieloboku będzieszr&zy większy od boku poprzedniego*,

Stąd wynika, że wektor wypad/to wy sumy f&J riedt równo-

legły' do weictoraJFi ze iest od niego zi raay

Zatem r _
2Ł&7 ~7

Ody do tego ostatniego rc/mania podstawimy na miej-

^ Będziemy odróżniali symbole wektorów od symbolów
wielkości skalarnych zapomocą kresek.



sce R f i ego wartość z Ć&J, to otrzymamy:
- M / ^ * ^ ^ ^

Wynika stąd twierdzenie:: gdy marny pomnożyć -sime wekto.

rów, to każdy wyraz sumy-mripżymy oddzielnie i otrzymane

składnifci dodajemy..

Takie same twierdzenie, dotyczące skalarów , znam

Test z algebry elementarnej..

Obierzmy na osi ^ 'prostokątnego układu współrzęd-

nych pewien wektor, który ma mieć kierunek dodatni, a

pod względem wielkości ma być rćwny "jednostce^ oznaczmy

go przez -i* .-fot-lc eacraa obieramy wektory jednostkowe na

osiach ^ i ^ , oznaczając ie odpowiednio przez 1, vC.

Niech będzie dany wektor: ip*. Rozłóżmy go na 3 składo-

we ĘLfyLĘc w ^ki©nmkaób osi ^?,-y^'^. Ponieważ wektor

.•jest arypadfcową tyeh S: s.kładow3^ch więc\P m ^

Oznaczmy współrzędne końca wektora J9przez

Liczba X wyraża Lle r a a ^ r ^ i e s t wieksse od

a zatem Jg*X.T Tak sa^o Jy~yT oraz ^ * * . ̂  „

HstxVyp"&rc. .W te i postaci można zawsze wyrazić rektor. .

Niech będzie pewna liczba, wektorów -C^^Z^^^^Z^A^

Ę-^yzf**^; ^ gdsi© ą%,%jĄ>Yi,%h«* oznaczają

współrzędne końców odpowiednich wektorów*.

Otwórzmy sumę geometryczną tych wszystkich wekto-

rów i otrzymany wektor wypadkawy oznaczmy prze?
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Eaut wektora R na oś z jest równy sumie alge-

braicznej rzutów wektorów J?JĘJ • Lecz rzuty wek-

torów jp,Jp";>"--* na oś są pod względem wielkości równe

odpowiednio jĉ a;̂ ..., czyli rzut wektora R na oś x, jest

równy xź-"Xz+ Zatem składowa wektora J? w kierun-

ku osi x wyrazi się wzorem fez^^z-** .*.*J-Z

Tak samo składowe wektora Jł w kierunkach osi y i X

Wektor Ił jest sumą geometryczną tych 3 składowych,

Zajmiemy się teraz mnożeniem wektorowem/ #łech będą

C w przestrzeni 2 wektory P i Q

^Możemy uwa2aó,że posiada?

ją one wspólny początek (/ •

czmy kąt między wektorami przez

V* /będzie to ten z 2 kątów

przyległych, w którym boki biegną

od wierzchołka/.

Poprowadźmy przez punkt O prostą, prostopadłą do

•płaszczyzny A. CJj . Obierzmy na tej prostej 2 punkty

położone po odwrotnych stronach płaszczyzny A.CJB.

Oznaczmy te punkty przez C i JD « Gdy z punktu C \

rżymy na kąt iA ,to zobaczymy, że w kącie -w wektor

.następuje po wektorze JP w kierunku ruchu wskazówki

zegara. Jeśli zaś spojrzymy z punktu JD ,to okaże się,

że wektor J^ następuje po. Ci w kierunku odwrotnym do

ruchu wskazówki zegara* Odmierzmy od punktu O
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w stronę C tyle umówionych jednostek długości, ile

podwójne póle trójkąta A OB zawiera jednostek kwa-

dratowych ^ albo: ile jednostek kwadratowych zawiera

pole równoległoboku zbudowanego n&jPi &J *. Otrzyma**

my odcitiftk, który bądź i emy uważali ż& nowy wektor i

oanaczymy go przeżyj. Będzie to iloczyn wektorpwy

wektorów P i Q.

Napiszemy to symbolicznie

gdzie znak Vjest symbolem działania,

Po4 względem wielkości

bo J?Ctsźn,$ jest to podwójne pole trójkąta A0J3,

Zachodzi tu ważna okoliczność . w iloczynie VP(Z

czynniki P i Ci nie są równomierne,. Gdy piszemy

to czynnik Q musi następować po P w kierunku ruchu wsk?

zówek zegara,. Gdy napisi&emy VUP., to otrzymamy we-

ktor skierowany na dół, bo gdy spojrzymy z końca tego

wektora na kąt ̂  to zobaczymy, że wektorP następuje

po GL w kierunku ruchu wskazówek zegara. Inaczej można

napisać, że

VF.Q=-VUF
A więc vv iloczynie wektorowym nie wolno zmieniać po-

rządku czynników,.

Gdy P i ̂ mają kierunki jednakowe i to ich iloczyn-
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Niech będzie\ektor P

i jakikolwiek punkt 0 . Połączmy

# z początkiem A wektora P .

Będziemy odcinek OA uważali-za no-

wy wektor i oznaczymy go przez i*

RYS. 8. ^ Utwórzmy iloczyn wektorowy V3$P.

1 tym celu przenosimy wektor P równolegle do #&. Ilo-

czyn Vl*.P będzie to wektor, prostopadły do płaszczy-

zny AOC i skierowany tak, aby dla patrzącego z koń-

ca wektor F* następował po ? w kierunku ruchu wska-

zówki zegara* Pod względem wielkości iloczyn ten jest.

równy podwójnemu polu trójkąta AOClxih A OS I lecz t a -

ki właśnie je s t moment wektora ^P względem punktu Of-

i tego wynika, że moment wektora względem punktu J e # t

iloczynem wektorowym^

Niech teraz będzie pewna l iczba wektorów, wychodzą-

cych z jednego punktu A . Oznaczmy je przez

i wyznaczmy ich wektor wypadkowy

Obierzmy w przestrzeni dowolny punkt O i połączmy go

z A • Nowy wektor OA oznaczmy przez Z9 , Wiadomo,

że moment wektora wypadkowego względem punktu O jest

równy sumie geometrycznej momentów wektorów składowych.

Symbolicznie napiszemy

otrzymamy
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Równanie to dowodni, że mnożenie wektorów odbywa s ie

tak samo, jak mnożenie wielkości skalarnych^;

Gdy mnożymy sumę geometryozna, przez wektor, to kasdy .

składnik, samy mnożymy oddzie lnie i cząstkowe iloczyny

dodajemy .Różnica polega tylko na "tem, .że nie wolno

zmieniać porządku -czynników,,

Twierdzenie to rno&na uogólnić*.

8 i ech b.ę-dą -wektoryi? i 0 •Przypuśćmy, że
. £*Ę+Ę+ą± oraz 3* % +GZ *Q,ą/., - .

Utwo'rzrny i loczyn wektorowy z rektorowi? i ^ Ten «ilo

czyn Oznaczmy p r z e z i t t • Wtedy-

Zastępu ferny & ; przez ttwv.ą składników .*'

*ypada stąd, że- każdy wyraz pierwsze) g-qrr,y t rzeba po-

mnożyć przeŁ kaziły sryra/g dr-gg.iej sumy,czyli postepo-

w a ó t a k , j a k ' t o rrsa miejsce w algebrze skalarnej ,. Róż-

n i c a poleca tylko na tem., ?e nie wolno zamieniać po-

rządku czynników. .

Miech bedzio iloczyn wektorowy r / ? Ś 4 który ozna-

czymy przez JH-t czy l i VP<2. =M

Zbadajny co oznacza wyrażenie ¥&PQ*. Iloczyn n

możcny uważać za novty wektor, o kierunku, tyra samym co
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wektor/* lecz pod względem wielkości/zrazy od niego-

większy Zatem iloczyn l^/^fwyraźa wektor o tym samym

kierunku coy^; lecz razy od niego większy.

Z tego wynika,źe gdy mamy pod znakiem mnożenia

otyjąnik skalarny, to możemy go napisać przed znakiem

ima ocenia.

Zastosujemy powyższe twierdzenia do zadania -j^t

rozwiązanego poprzednio. Na osiach x 3y^.^prostokatne

go układu współrzędnych mamy wektory jednostkowe-£*,

Utwórzmy iloczyn K//\Będzie to wektor,prgstopa

dły do płaszczyzny <xy, więc mający kierunek dodatni

osi *% Pod względem wielkości wektor ten jest równy

polu prostokąta zbudowanego na wektorach £i/*A ze *€

oraz; ̂  są wektorami jednostkowymi więc też pole owo

jest równe -jednostce.Więc VZ7z£ Tak
9

Mamy dany punkt^4/a^ybędący początkiem wekto-

ra Z7, którego rzuty na osi są równe

Pragniemy wyznaczyć moment wektora JPwzględem

początku współrzędnych ̂ /.Wiadomo,że PJ&£JiĘ&

Połączmy OzA i .wrażajmy odcinek w4 za nowy

wektor i7."W takim razie;

"^Ponieważ litery -̂  4 $ oznaczają zawsze wektory jed-

nostkowe > można przeto opusaczac kreski, bez obawy
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Momeril -wektoraP wzglądem punktu Ć jest równy iloczy-

nowi wektorowemu z T przez JP czyli

to mnożenie.

ale Ę.xVi€ Jy.y V/f jĘ.xVi.n są równe zeru, bo są ie
iloczyny -woktorów, raających ten sam kierunek.

U dalszym ciągu otrzymamy

albo

Czynniki woktoro^ ^y^^> $ Ą oczywiście momentami

tora jp* wzgl§da-m osi współrzędnych. Otrzymaliśmy już

je na- Innej drodz.e,

S T A T Y KA ;.

Rozdział 1.

0 siłach,, działających na punkt,

13. Przedmiot i podział mechaniki. Wśród zjawisk, otacza

jącego nas świata wyróżniamy tak zwane zjawiska

chaniezne. Istnieją dwa rodzaje takich zjawisk- ruch


