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prosta, to powtarzajsc z nis rozumowanie poprzedza-
jace przekonamy sig, %Ze ta prosta musi przecigé si-.
Xq /? . Przypuddénmy, %2e jest {;}?m punktem prze-
cigcia, to oczywidcie punkt ten lezy w plaszczyinie
ABC, Tak wige juz mamy dwa punkty sity F/41iDy
lezace w plaszezyfnie A5, a z tego wynika, Ze ta
sita takze lezy w owej plaszczyZnie c.b.d.d.
44 Przyktady, 1/ Niech bedzie ﬂrostokatny

uklad wepblrzednych oraz plaszczyzna, przecinajgea

osie wspSlrzednych w punktsch A4 , 5 i ( i 4worzg-

ca na tych osiach odeinki odpowilednio réwne <, /c
Przypudémy, 2e odcinki A2, FC, (4, o4, 07 i ocC.

wyohrazajg sily.

Chodzi ¢ wyznaczenie kg-

ta A migdzy sila wypad-

kowé, i momentem pary wy-

padkowe]j,

Za. §rodek redukcyi obie-
ramy poczatek wspbirzegd-
nych ¢ . Rzut sily wy-;

padkowej 4 na 0 .c//ii./

jest rdwny sumis rzuidw wszystkick si} ukladu, be-

dzie wigec: /o =-w.
Ozneczmy rzuly sily Z na osie y i % odpowied

nio przez /[, i /, ; biorac rzuty wszystkich sil



0 1;1.*7 =

uktadu na te osi, znajdzienmy /?}-cf oraz A4, =C .
-Sta‘;i BV bac? —

Wyznaczmy teraz moment pary wypadkowej /7 .
Ozna.cziﬁy rzuty tego momentu na osi x,y,# aedpo-
wiednio przez. /%, /3: i /% . Rzut /4 momentu
jest réwny sumie momentdéw wszystkich sil ukladu

wzgledem osi x , Biorgc te momenty, otrzymamy

. = fc,/)’ O s /sz/
Stad e ‘/467&0@% "Je —
Na zasadzie paragrafu poprzedzajgcego
1%- VA AT */Z/? 3a/c C 4
o VAR, v e v

Znajdémy jeszcze warunki, jakie winny byé

speinione, aby o0é centralna ukXadu p_rzechodzﬂn.
przez punkt 0

Jesli o8 centralna przechodzi przez punkt
0, to ukrad sprowadza sig do skretnika, przy-
czem moment pary tego skretnika lezy na linii
dziatania siiy wypadkowe]j, czyli kat . jest réw-
ny ¢ albo Z

W pierwszym przypadku cos e/q-rzf , W drugim
zag cosdd, .Grdy podstawimy we wzorze /!/ jaka$
z tych dwéch wartodci cos & 1 podniesieny otray-
many rezultal stropani do kwa:ifa‘:u, to otrzymemy

.Qa:‘if’ 2 /41:' e a‘%//a"« 42 cy

1ub di?//‘fcy-f '/A:‘ —a/+ c‘?/a“’—/‘y-a '
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7 tego wynika, ze kazde z wyraser, stojacych -
w nawiasach jest oddzielnie r6wne zeru /poniewasz
a4 o ;,/"’7(0 ; €¥e /, czyli VAT
- a®-0 ; «a‘?-(ka) a stad beve ;cota edudidh
za$ ograniczajgc nasze rozwigzania trlko do pisrw-
szej 8wiartki, otrzymamy fec ; €’ -4
lub 4Z=Ji<?.9‘"
. IIf Tarcza kolowa o promieniu =--w-1i cigzarze
) jest zawieszona na z pioﬁowych sgnurach, przy:

czepionych w jednako:
LLLLLLLLL XL -

wych odlegtogciach
do jej obwodu. Diu-

08¢ kazdego sznura
4

=&w . /ezyli réwna
sig¢ érednicy tarczy/
Przyibimy do tarczy
pare sil; dziatajacg
 w plaszczyinie tar-
czy tak, aby pionowy
v jej mo_faent byt skié-
| rowany w gére., Wsku-
tak 1zislasnia te] pary tarcza, pozostajac pozioms,
nhréci sie ibpodniegie.siq w gérq, a sznury przy-~

biorg polosenie ukodne. Tak wige np. mznur A5
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/A'B',A"ﬁ’y zajgl obecnie polotenie_ﬂﬁ_’.ﬂﬂ?f,i@j
a tarcza w tem nowsem noloﬁeniu jest A wyzej od
pierwotrego. Chodzi o wyznaczenie momentu pary,
przylozonej do tarczy. | |

Na tarczq dzialajg nastepujgce sily: 1/ sila
cietkodci & , przylozona do érodka tarczy ., R/
para, ¢ momencie nieznanym, ktléry oznaczymy przez
A7 oraz 3/ naprezenie z sznuréw, z ktérych kazde
niech bedzie 5 . Pod dzialaniem tych sil tar-

‘cza pozostaje w réwnowadze.
PoprowadZmy przez $rodek % prosta pionows

i weémy rzuty wszystkich sil ukadu na jej kiern-
nek, to0 otrzymamy: *.é’rzz.’ﬂca-.s'/@i'so e & )
gdzie ;ﬂ oznacza kat kazdego zse sznuréw z pionem.

Gdy weZmiemy momenty wszystkich sil ukadu
wzglqdem prostej # , to bedziemy mieli:
M - nSam;ﬂ—acoséua . & o 2/
{Moment sity S wzgl. prosteg Z zostat tu wy-
znaczony w znany juz sposdéb: przez punkt & poprows
dzilidmy plaszczyzne, pvostoyadla do prostej %
/ezyli alaszczyzna tarczy/ i WY 2 naGZyllémy moment
rzutu sily £7 na tQ piaszczyzne wzgledem punkhu
i ten moment jest r6éwny momentowi sily wzgledem

proste] % }
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Pomigdzy katani 3 i ;V zachodzi prosty zﬁiqu
zek: Zwr6émy uwaze na sznur A8 w nowem polozeniu.
Ten sznur tworzy z pionem kgt ;7 , wigc jego rzut
ne piaszczyzng poziomg jest rdwny Ea.sz'zfz/ . Lecs
z tréjkata A0 wynika, e ten sam rzut *jest
réwny Ra sizn 3;; . Tec Pwsiz %a?mz‘re; skad /fﬂ:é-é
Podstawmy te wartosé %§ do (%)

7.5 @sin P cos@= . L. 3/

/ réwnaﬂlﬂzy i‘zfé/rugﬁfémy S, dzielge dru-
gie z nich przez pierwszs. Otrzymamyfznﬁ7fﬂ§€§%-@y

Wyrazimy jeszcze 573(?” w funkcyi #.—

Rzut sznura A4 sa kierunek pionowy jest réw-
ny é%z.cos}pf . Okadinad wiadomo, ze ten sam rzut

jest takze rdwny Qe - 4 , wige »?a.cas/cfné’a-z{

ckad co..s’%-'—'%é ,a ,5’1'72/;'!’/{;;!2/;2
“"i podstawiajac te wartoss siz ¢/ do (2/, otrzy-
m & CHY {‘fau{‘)z

A

Wyznaczmy jeszcze naprgzZenie jednego ze sznu-

mamy

e~

réw, Z réwnania /Z/ mamy 5—;;;%@ skad 5—-%&'—%7
Gdyby % bylo zerem, %o otxrzymalibyémy:
M0 . a 5-—;
Ten wynik daje siq przewidzied hezposredrnio.
Gdyby tarcza podniosa siq az do sufitu, to bylo-
by 7{="2a , 8kad M-8« ; &= oo , Oznacza -

to, Ze nie mozemy doprowadzié tarczy do sufitu
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-bo przedtem sznury siq zerws,

111/ Prostokatny stdél ABCH  sgpocaywa na
czterech nogach, 111:1:'Leszczonych ¥ wierzchotkach,DIu-
godé stotu =-w , czerokosé zas -.1/ Na stole kla-
dziemy ciezar, waiacy & kg.

OdlegXodé %tego cigZaru

2% =y /5,’,’?3 0d krawsdzi 4D oznacz-
'\\M(// 4y przez x , odleglodé

w “‘*--\) za§ od krawsdzi A B
| w S . przez y . Zatbimy jesz-
L \\\ cze, ze ciezar  jest

=~
E‘L?;;‘ tak wielki, 7e ciear

T
h.
i

| rys ¢z 'stotu wobec niego jest
bardzo maty i mozna go nie braé w rachubs,
Mamy wyznaczyé reakcye, kt6re podioga wywiera
na nogl stoXu.
Oznaczmy te nieznane reakcye podlogi na nogi
A, B,Ci1 D odpowiednio praez Z.4.% i A&
‘& obierzmy uklad wspéirzednyeh w sposéh taki: za;
poczatek wspbirzednyeh wefmy punkt A , za 0§ x
prosta AL, za béy prosta 401 wreszoie za 0§ Z
prostsy, peszechodzacy przez 4 1 prostopadis do pla-
szdeyzny stolu, =
Ne 5t61 dziala wige pihé sil: &, I i 1T
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i wszystkie sg skierowane pionowo, é z tego wynika,-
ze rzuty.kaédej z nich na osix i y sg zerami, czy-
1li, 2e biorge rzuty na te osi zadnych réwnafi nie
otrzYmamy. ; |

Pozostaje tylko o§ # i gdy weﬁmiemy rzﬁty

ns jej kierunek, to bgdziemy mieli

: j@-ﬁ@ff,f@ TG e e s 2

Biorgc momenty wzgledem osi x iy otrzymanmy
-y b-F b+Qy -0 | /2)
La+RBa-Qx=-0 . . . /3)

Suma moment 6w wzgledem osi # réwniez nie da
zadnego rdwnania, bo wszystkie sily ukladu eg do
tej osi r6wnolegle, a wigc moment kazdej z nich
wzgledem te] osi jest zerem.

Otrzymaliémy wigc trzy rdéwnania, zawierajace
cztery niewiadome i pozatem wigcej rdwnald ulozyd
nie mozemy. Z tego wynika, %e reakcye Ty, Xy 5%
i /X, sg nieokreélone: jedng z nich mozna zawsze
obradé dowolnie, a witedy wyznaczymy trzy pozostaie.
Innemi stowy: jest nisskoiczona liczha ukladéw

reakcji, czvnigeych zado§é warunkom zadania., Tego

rodzaju sity nazywajg sig statycznie niewyznaczal-
nemi, |
Jest rzeczg oczywists, Ze w rzeczywistosei

reakcye te sg okresdlone, wigo zachodzi pytanis,



dlaczego nie mozZeny ich wyznaczydé?

0t6z: nie uwzglednilismy pewﬁej WaAne j oko;.
licznodei, przyjelidmy bowiem milczaco, #s stél
jest cialem sztywnem, a cisl takich w naturze nie-
ma - wszystkie ciata odksztalcajg sie pod dziata-
niem sil, Juz we wstepie do statyki powiedzielismy
5e nie biorage w rachubs odksztalcalndosci ciai,nie
pouijamy jakiej$ cechy drugorzednej, lecz zasadni-
czg wiasciwosé ciat i1 gdy -sig z nig nie liczyny,
to otrzymujemy niekiedy rozwiazanie nieokredlons,
albo nawet biedne. Ze istotnie w tym razie ze spre-
zystodcig liczy¢ sie musimy, przekonywa nas uwaga
nastepujgca: priypuéémy, ze mamy st6% o cztsrech
nogach, z ktdérych trzy sg drewnians, a czwarts ste
nowi migkka spiralna sprezyna, ktérsj diugodé natu
ralna malo ﬁrzewyésza dtugosé nogi,; oczywidcie ta
czwarta noga prawis nie hedzie podpierala stolu,
gdyz naprgzZenie sprezyny jest bardzo male., Alho
tez niech bedzie piyta, zawieszona na czierech
‘pionowych sznurach, przyczem trzy z nich s3 zwyk-
te, konopns, a faden cienki gumowy, stabo roz-
ciggniety. I tu piyte hadg podtrzynywaly prawie-
calkowicie trzy pierwszas sznury.

A naszym zadaniu zalosymy, %e odksztslcenis



jest wprost proporcyoralne do sii dzialajgcych,cay-
1i, 2s skrdécenie nogiAd stoka wynosi 7{.4@ , 2dzie
7{ jes’ wspbiaozynnikierm pioporceyornslinosci. Tak sa-
mo Iskrdaenie nogi & jest 7{/‘% i t.d. Praypuszcza
my précz tego, e hlat pczastaje plaskim, Aby anza-
leznié od siebis ts odksztalcenia poigczmy punkty

i Coraz B i D , to na przecisciu prostych
AC L BD otyzymamy punkt 7 , ktéry jest frodkiem

prostokata AACD /czyli blatu stois/. Korce prze-

katni AC opadly o 7{}? f{ fz’ , wige sSrodek
tej przekagtni opadl o 7&? A% —
) b e
Korice drugiej przekatni onadiy o /{)? i ﬂ/ff'
#
a wigc jej $rodek 0 % ’2?2 £ s & Ze .;rcdek prae

katni AC jest réwniei Srodkiem ZJ , wise ,
7{@ 'gf_ﬁ._c 4.2 ”{’? shad: BB . . A&

7
'7 ten sposdéh ot ruylnoliémy jeszcue czwarte réw-

-

nanie i reakeve podlogi dadza sie wyznaczyé. Zoba-

1;

czymy, jaki warunek powinien byé speiniony, aby cig

zar & wspieral sie itylko na trzech nogach., Pray-
Smy

W'ifgﬂ, ke [T = . tsd}' rdwnania //////
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- Rugujemy z tych rdéwnan reakeve & 2 i /2
Wypaduie R e S 4
yP 2 Z .

Jest to réwnanie linii prostej, vrzyozem =
Js DXEY

Z

4

i* F sg to odeinki, jakie tworzy ta prosta ne
osiach wendtrzednych. Wynik ten czanecza, 3e gdy
cigzar & haedzie polozony na tej prostej, %c ahil
" bedzie sig wsnieral tylko na trzech nogach.

Gdy, powtarzajgo poprzednie rozumowanise, znals
gymy kolejno, 28 Z.-0, /-0 i -0, to otrzy
many,. ze aby stét wspieral sig tylko ne trzech no-
gach, to ciezar & musi lezeé na obwodzie rombu,
ktérago wierzcholki sg w ‘érodkach krawodai stolu, )

48, Prazypadki szczegdélne rdéwnowagi prszaétrz:::z.—-

rnego nktadu sii,

Na ciato sztywne 4 , kt6rege jsden punkt
[ RY5. I8/ jest nieruchemy dzialajg sity S4L545....
« précz tegc reskeya w punkeie ¢ . Chodmi o to,
jakia, warunki powinny byé spsinione, aby cialo
pozostawalo w spoczynku.

 Obierzmny za $rodek redukeyi punkt ¢ i spro-
wadémy uklad sit do jednej wypadkows] Z i do jed-
nej pary wgpadkowej, o momencie /¥ . Poprowadiny
nrzez punkt (| jakakolwiek prosty z , byle nie

prostopadla do momentu / i wefmy uomenty wezyst-

5 o
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kich si1 ukialu wzglgdenm
te] prostej.
Moment wypadkows] /A2, a tak

samo moment reakcyi ciala &

na A , dzialajacej w punk-
S cie ¢, wzgledem prostej x
RYS.52. ‘
sg zerami, Pozostaje jesz=-
cze moment pary wypadkowej, Poniewaz prostax nie
jest prostopadia do /7, wiec rzut tego momentu na
te prostg nie mégiby byé zerem i nie mogiaby zacho-

dzié rbéwnowaga, a z tego wynika, ze warunkiem ko-

niecznrm réwnowagi danego ukladu jest, aby mowent

pary wypadkows] /Y byt zerem, czyli, aby suma geo-

metryczoa momentéw silt uktadu wzgledem ¢ hyla ze-
rem, Latwo zrozumied, 2ze warunek ten jest dosta-
teczny. Istotnie: przypusémy, ze =0, zatem caly
uklad sprowedza sig do sily 2 przyloi-nej w €,
i ta sila rléwnowazy sig¢ z reakcyg w pﬁnkcie c.

46, Przyklady I, Sztaba o dlugodci @ 1 cie-

sarze & jest umocowana lufné w punkcie J . W pe-
wnej odleglosci od ¢ sztaba opiera sis o pionowsg
dcianeg, tworzage 2 nia-dany kgt o¢ , Wspbiczynnik
tarcia migdzy sztabg a dciang jest réwny‘f/.“

Przypudény, Ze sztaba sis obraca, pozostajagc
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ciqglé w zetknigeciu ze
Sciang, czyli Zze opisn-
Je na niej koto. Niech.
04 dbedzie poczatko-
wem poXozeniem sztaby,

a O5F- potoseniem skraj-

nem, kiedy zachodzi je-

.8zcze réwnowagea, ale
RY3.33. tarcie jest juz catkowi-

cié rozwinigte. Gdyby jeszcze cokolwiek odchylié
sztabg, to zaczelaby ona juz spadaé. Chodzi o wy-
znaczenie tego kraficowego polozenia réwnowagi szta-
by, Innemi stowy: chodzi . o wyznaczenie kata 72494@?

- Na 'sztabe dzialajg nastepujace sily: 1/ silal
cierkofei «, 2/ reakeya normolna 4 Sciany, 3/ Si-
1a tarcia '=;(?V','skierowana po stryeznej do koia
: o'promisniu 2z , ktére zakresla sztaba przy obro-
cie, 4/ Reakcya nrzegubu w punkcie ¢, o nieznanym
kierunku i wielkosei.

Aby nie wprowadzié reakoyi N2.4, poprowadsmy
przez punkt ¢ prosta pionowg #.i weimy momenty
wszystkich sii nkladu wzgledem tej prostej. Momern! ‘
sity € wzgleden prostej £ jzct zerem, ho siia te

jest réwnoleciz do niej. Kcaentd silyzofjest rdwn; -
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/Vrszzz'gt — ch'lu wyzneczenia momentu sily//)"
prowadzimy pla«,?czvhne, prostopadlg do osi z i
przechodzges przez punkt 0 i bierzemy moment rzu-
tu tu’ﬁy//f né t¢ praszczykng wzgledem punktu ﬁ, s
to bedzie to to samo, co moment sa.ly//)’ wzgleden
osi # . Otrzymamy stad, 2e moment ten jest :
-//}fc-d,s'v?a.sznaﬁ i /Tﬂsfn_pg—/ﬂfcaxﬂmhd--v.-@
To réwnanie brloby dostatecznem do wyznaczenie
kaba 19’, ale wyznaczyny jeszcze i reakoye2. W tym
celu wefmiemy momenty wzgledem pnrostej &, prosto-
padlej do Sciany i przechodzacej przez punkt ¢ . |
dioment sity /¥ wzgledem tej prostej jest zerem, mo-
ment sity & jest. 67 . S , & wreszcie moment
sily 1/_/7 jast /./)"2'? wige é’?— suzj/ﬂﬂ-ﬂ ¥
/ mamy rIIn VQ /ﬁasﬂaﬂxaf O ,a ie s cos
wige camx’ﬁ:rug /fscr‘zza( 605198. Jzielac przaz _\?f/z

CO..S‘a’.co,sf’ﬁ wypadnie ng«zﬁ:/l‘gd f/-—*

Z //?/ mamy: /)= Qoinsd . Qlxot
’ / N 4 (= 4 .
7 przypadku szezegblonya, gdy sztaba tworzy ze doie

ng kat o(-:;-g- otrzymujemy 6‘5‘33-/2:5'/ lub 49-7/

glsis ;l jest katem tarcia.

II/ Niech bhedzie jakiekolwiek cialo, osadzone
na osi, sztywno ztsczonej z cialem i Ze jest osa-
dzoce w dwéch Xozyskach A i 5, uwazanych za pun-
kty.
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Dajmy ne to, Ze ne cialo dziaXa ukled,zlozony
z si} [, 7Z,Z,. . oraz reakcye lozysk. Obievaz-
my oiysko 4 za grodek redukecji i sprowadfmy ukiad
do jednej sily wypafkowejZ i do jednej pary wypad
- kowej /.

Rez16imy site & na 2 skladowe w kierunku A5
oraz w kierunku do AZ prostopadiym. Pierwsza z tych

skladowych oznaczmy przez }z} , druga przsz 7

W

RYS. .

Rozl6zmy dalej moment /' na dwie skladowe w tych
samych kierunkach i owvnaczmv skladowg w kierunku
AB przez JY , zaé druga sklasdowg przez /2 .Weé-
‘my momenty wszystkich sit ukladu wzeleden proste]
AB . Momenty reakeyi lo?‘:ysk, jak réwniez momeanty
sit &, i A&, oraz rzut womentw A sg zesvsni. Pozo-
staj-e tylko rzut momentu 4, Z tego wynika, Ze wa

runkiew komiecznym rdéwnowagi ukialun jest aby byio
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/=0 czyli, aby suma momentéw wszystkich sil ukZa-
du wzgledem osi AZ byla zerem. '
Oznaczmy odlegtosé tozysk AB orzes @ , a
ﬁai;@ z sit pary /) przez S , to occzywisdcie Sw/f
skad Sk -
| A wige para,q: sktada sig z dwuch tskich sii
S . Ta para wywoluje w kazdem z loiyék“reakc?e réw
ng i odwrotng do S . Oznaczymy te reakc;e przez 57
i <., Inneni stowy i para /% réwnowazy sig z
reakcyemi losysk ﬁinff;:f*  ‘
Sila &2 stara siq wysunaé o$ z Yozysk. Ale Zo-

reka nie nogg wywierad réakofi, skierowanych wzdiuz
osi, a wige nie moga te rdéwnowazyé silty &, . Jesli
wige nie zachodzi réwnosé &£ =0 to réwnowaga nie
moze byé zachowana., Ale Yozyska mogy byé tak nrza-
dzone,.aby mozdy wywieraé reakcyq wzdlu2 osi, Mozna
w tyn celu nrzynocowad do Qsi'wlpobliéu‘loéysk dwa
picrécienie, ktdre anie pozwolilyhy o8l przesuwsad
sig. Whtedy skladowa /&, moze juz nies byé gcrem i w
takim razie jest ona zréwnowazona przez. reakcye 1o -
zysk, Innemi siowy: suma re&kéyi toszysk jest réwna
sktadowej A . Jednakowoz nie mamy moznofci wyzna-
czenia kazdej z tysh veakeyi oddzielale, gdy2z wig-
cej réwnaﬁ, zawierajacyck te dwis rcakcye, nie hic-

rge w rachmnbg spreiystodei walu, nie otrzymamy. Mz~



ny wigc znéw do czynienia gz reakcyam statyoznis
niewyznacze.nsml,

Przynusénmy, Ze skladows & sily £ jest zersu.
Pozostaje jeszoze skialows & tejize sily 1 jast
ona zréwnowazona reskcjg lozyska 4 , “térg oznanzy-
my przez /XA . W takim razie ozdélne reakoya, jaks

wywiers kasysic A jest wypadkows reskeyl £ 1 I~
ROZDZIAL VIL,
e

0 SROTXU cnzr oécr.

P e

47, Moment statvcazny mmktu mzteryalnego.

Niech bglzla w prazastrzenl jakas plaszczyzra
. ktérg cznaczyar przez A oraz pewne cialo, tak

drcbne, aby polozenie jego w przestrzemi dals sig
okre§lié za powocy trzech wspilrzqdnych, tak jak
poXozenis punkitu gesomeirvaeznego, Cié.lo*-, tgk zdef

njowene nazywad badziemy puakion materyalnym. Przy

pusdry, ze dany puankl maleryvalny ma masqg 22 1, Ze
jest ollegly od piaszozyazny /£ 0 odlaglodd révmg
4

Utwdrzmy iloczyn &e.Z.. Iloczyn-taki nazywad b

dziemy moweatem pierwszago stopnia puaklbu 22 wugle

g
dem plesrczyzny /, albo tel czedcie] bedziemy wiy-

well dla vznaczenia quf nazwy tekisj: "moment sta.

ty czny punktu 7z wzgledea piacucazyzny /£ Y. Foniswaz
MECAANIKA - STATYK& ~ ATDEUSZ X1.




