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ОФФИЦІАЛЬНЫЙ ОТДѢЛЪ.



ОТЧЕТЪ
Варшавскаго Политехническаго Института ИМПЕРАТОРА 

НИКОЛАЯ II.
за 1900—1901 уч. годъ.

Обзоръ преподаванія на Механическомъ Отдѣленіи.

I. Распредѣленіе учебныхъ занятій.

Въ 1900—1901 уч. году лекціи, упражненія и практическія заня­
тія на Отдѣленіи были выполнены по ниже прилагаемой схемѣ:

1. Лекціи по обязательнымъ предметамъ, пріуроченнымъ
къ курсу.

I. к у р с ъ.

№ ПРЕДМЕТЪ ПРЕПОДАВАТЕЛЬ

Число 
часовъ

Примѣчаніе
•ч 
о Е
®

ь
•Ч
•
н
ф

еч

I Алгебраическій анализъ ПроФ. В. А. Анисимовъ 1 1 совм. съ инж. I к
2 Аналитическая геометрія ПроФ. В. А. Анисимовъ 2 2 совм. съ инж. 1 к.
3 ДиФФер. и ивтегр. исчи-

еленіе Про®. Г. Ѳ. Вороной 3 3 совм. съ инж. I к.
4 Теоретическая механика ПроФ. И. 0. Сомовъ 2 2 совм. съ ИНЖ. 1 к.
5 Начертательная геометрія Преи. Э. В. Гляссъ. 3 3 совм. съ ИНЖ. I к
6 Низшая геодезія Преи. В. Э. Эренфейхтъ 2 —
7 Физика ІІреи. В. А. Бернацкій 3 3 совм. съ инж. II

хим. I к.
ПроФ. В. А. Солонипа 3 1

8|аимія | ПроФ. Д. А. Хардинъ — 3 /СОВМ. съ инж. I к.
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совм. съ пнж. II к.

№ ПРЕДМЕТЪ ПРЕПОДАВАТЕЛЬ

Число 1 
пасовъ I

5 о Ио

1 і
о і« I ф

II. к у р С ъ.

1 ДиФФер. и интегр. лсч. съ
прилож. ІІрОФ. Г. О. Вороной 4 4

о Теоретическая механика ІІроФ. II О. Сомовъ о 2
3 Прикладная механика ІІрОФ. 11. 15. Делоне 2 2
4 Сопротивленіе матерія-

ЛОВЪ ІІроФ. II. О. ІОпатовъ 4 —

6
Детали машинъ
Стр. искусство и архи-

Про®. II. О. ІОпатовъ — 4

тектура ІІроФ. А. II. Кугушевъ. 2 2
7 Фиэика ІІреп. В. А. Бернацкій 3 3

III. Іі у р С ъ.

1 Общая механ. технологія ІІреп. М. И. Лисянскій 5 5
2 Термодинамика ІІреп. А. Я. Касі>минъ 3 3
3 Паровые котлы и машины ІІреп. А. Я. Касьминъ 3 3
4 Гидравлпч. двигатели и

гидравлика ІІреп. И. О. Чорба 3 3
5 Подъемныя машины ІІроФ. И. Ѳ. ІОпатовъ 2 —
6 Графическая статика ПрОФ. С. А. Заборовскій 1 1
7 Технологія волоки, ве-

ществъ ІІреп. В. К. Задарновскій — 4
8 Электротехника ІІроФ. А. В. ВульФЪ 3 3

н3 >> о. Рч

сбвм. съ инж. и 
хим. 11 к.

еовм. съ пнж. II к.
совм. съ пнж. II к.

2. Лекціи по предметамъ необязательнымъ или не 
пріуроченнымъ къ курсу.

1 Проективная геометрія ІІреп. II, Р. Брайцевъ 2 2
2 Теорія вѣроятностей ІІреп. В. Э. Эренфейхгъ 1 1
3 Теорія упругости ПроФ. II. 0. Сомовъ 2 —
4 Политическая экономія ІІреп. II. И. Иванкжовъ 2 2
о Статистика ІІреп. 11. II. Пванюковъ 1 1
6 Французскій языкъ ІІреп. К. А. Неру 3 ■>

7 Нѣмецкій языкъ ІІреп. 0. Ѳ. Базинеръ 3 3
ісовм. съ инж, 
I и хим.

еовм. съ инж.
совм. съ инж.
совм. съ инж.
совм. съ инж.
совм съ инж.

3. Упражненія практическія занятіи.и

I. к у р с ъ.

ІІАпалит. геом. и алгебр. ан. ІІреп. II. I*. Брайцевъ 1 2 3
2'ДиФФер. и интегр. исчи­ ІІреп. Д. Д. Мордухай-

сленіе Болтовской 1 о 3
3 Теоретическая механика ІІреп. Д. А. Гонтаревъ 1 2 3
■Г Начертательная геометрія ІІреп. Э. В. Гляссъ 1 1 3
б|Геодезія ІІреп. В. У. ЭренФсйхтъ — о —
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А7' ПРЕДМЕТЪ ПРЕПОДАВАТЕЛЬ

Число 
часовъ

и о я
I д

и
г о я»
01

А й
>■ а

Примѣчаніе.
о ч о

II. курсъ.

1 ДиФФер. и иптегр. исчи­
сленіе

Преи. Д. Д- Мордухай- 
Болтовской 1 1 3

2 Теоретическая механика^ Преп. Д. А. Гонтаревъ
Преп. И. Ѳ. Чорба

1
1
}3

3 Сопротивленіе матеріа­
ловъ ІІроФ. И. Ѳ. Юпатовъ 1 1 3

4 Детали машинъ ІІроФ. И. Ѳ. Юпатовъ — 1 3
5 Физика Преп. В. А. Бернацкій 3 3 3
е Прикладная механика

(необязат.) ПроФ. Н. Б. Делоне — — —
7 Химія (необязат.) ІІроФ. В. А. Солонина — — —

4. Г^мфическія работы.

I. курсъ.

Г Рисованіе
2 Технич. черченіе 
ЗІАрхитектурное черченіе 
4іТопографическ. черченіе

Преп. I. К. Маньковскій 3 3 3
Преп. С. А. Окольскій 5*/2 4 3
Преп. Л. С. Васильевъ 2 2 3
Преи. К. Е. Богдановъ — 1 3

ІІТехничеек. черченіе

II, у р с ъ.

ІПреп. В. К. Рофе 4| 4І

» »» к

3 I

III. курсъ.

ІІГрафическая статика ІПроФ. С. А. Заборовскій 21 21I

5. Проекты.

III. курсъ.

^Архитектура
2 Детали машинъ
3 Паровые котлы
4 Подъемныя машины

I ПроФ. 
| Преп.

. II.
Преп. В.

К. Толвинскій і 
А. Феддереъ ) 

ІІроФ. И. Ѳ. Юпатовъ 
Преп. А. Я. Касьминъ 
Про*. И. Ѳ. Юпатовъ

8 — 2

4 __ о
— 4 2
— 4 2

II. Упражненія но теоретическимъ предметамъ.

1) Упражненія по алгебрѣ и аналитической геоліеиулы на I кур­
сѣ велъ преп. И. Р. Брайцевъ, подъ руководствомъ прОФ. В. А. Ани­
симова.
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Всѣ 113 слушателей были раздѣлены па три группы (около 40 
чел. въ каждой).

Въ 1-мъ полугодіи для каждой группы было предназначено на 
упражненія по еженедѣльному часу и запятія по геометріи и алгебрѣ 
чередовались черезъ недѣлю; во 2-мъ полугодіи па практическія заня­
тія для каждой группы было прибавлено еще по еженедѣльному часу, 
такъ что каждую недѣлю одинъ часъ велись упражненія по геометріи, 
а другой по алгебрѣ.

Въ своихъ занятіяхъ преподаватель старался развить въ студен­
тахъ навыкъ осмысленно прилагать средства, сообщенныя имъ про­
фессоромъ па лекціяхъ, къ рѣшенію разныхъ задачъ аналитической 
геометріи и алгебры.

Самый способъ веденія дѣла состоялъ въ слѣдующемъ. Въ нача­
лѣ часа предпосылались краткія свѣдѣнія изъ того отдѣла, изъ котора­
го надлежало дѣлать задачи. Потомъ предлагалась задача. Выходи­
вшій отвѣчать дѣлалъ задачу медленно, такъ что прочіе студенты 
вполнѣ могли слѣдить за развитіемъ процесса. Попутно предлагались 
вопросы изъ курса, находившіеся въ тѣсной связи съ содержаніемъ 
задачи. Подъ конецъ часа диктовались двѣ или три наиболѣе типич­
ныя задачи на домъ. Эти послѣднія, рѣшенныя и объясненныя дома, 
подавались преподавателю для просмотра.

Въ виду не вполнѣ самостоятельнаго отношенія нѣкоторыхъ изъ 
студентовъ къ домашнимъ задачамъ, во второмъ полугодіи пришлось 
нѣсколько измѣнить способъ веденія упражненій: спрашивались лишь 
тѣ только задачи, которыя предлагались на домъ. Результаты обна 
ружили, что такой способъ болѣе цѣлесообразенъ.

Изъ геометріи дѣлались задачи слѣдующихъ типовъ:
1) Нахожденіе координатъ точекъ и направленій при разныхъ 

условіяхъ; 2) преобразованія координатъ; 3) составленіе уравненій 
прямыхъ линій по заданнымъ условіямъ; 4) разстояніе отъ точки до 
прямой и параллельныхъ прямыхъ между собою; 5) было рѣшено нѣ­
сколько задачъ на примѣненіе метода сокращенныхъ обозначеній къ 
прямымъ линіямъ, какъ то: о пересѣченіи въ одной точкѣ перпендику­
ляровъ, медіанъ и биссектрисъ угловъ треугольника и т. д.; 6) соста­
вленіе уравненій кривыхъ 2-го порядка по заданнымъ условіямъ; 7) 
асимптотическія направленія и асимптоты; 8) касательныя и нормали; 
9) центры, взаимно сопряженные діаметры, оси и Фокусы кривыхъ 2-го 
порядка; 10) геометрическія мѣста; 11) построеніе точекъ кривой 2-го 
порядка и касательныхъ къ ней при помощи теоремъ Паскаля и Бріан- 
шона; 12) составленіе уравненій плоскостей и прямыхъ линій въ про­
странствѣ 3-хъ измѣреній при разныхъ условіяхъ; 13) нахожденіе раз­
стоянія отъ данной точки до данной плоскости или прямой; 14) со- 
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■ етавлепіѳ уравненіи поверхностей 2-го порядка но заданнымъ усло­

віямъ; 15) разысканіе центровъ, взаимно сопряженныхъ діаметровъ, 
главныхъ діаметральныхъ плоскостей и осей поверхностей 2-го поряд­
ка; 16) случаи вырожденія поверхностей 2-го порядка. Въ случаѣ по­
верхностей 2-го порядка, уравненія которыхъ представлены въ нор­
мальной Формѣ, обращено было особенное вниманіе на изысканіе кру­
говыхъ сѣченій и ихъ линейчатыхъ образующихъ.

Но алгебрѣ дѣлались задачи изъ слѣдующихъ отдѣловъ:
1) примѣненіе комплексныхъ чиселъ къ рѣшенію двучленныхъ 

уравненій; 2) уравненія 3-й и 4-й стеиени; 3) примѣненіе свойства 
’ непреривности полиномовъ къ изысканію предѣловъ корней; 4) вычи­

сленіе симметрическихъ Функцій корней уравненія; 5) составленіе 
уравненій съ квадратами разностей корней; 6) примѣненіе симметри­
ческихъ Функцій къ исключенію; 7) нахожденіе высшихъ и низшихъ 
границъ дѣйствительныхъ, положительныхъ и отрицательныхъ кор­
ней; 8) особенное вниманіе было обращено на примѣненіе теоремъ 
Ролля, Декарта и Штурма; 9) изысканіе раціональныхъ корней и при­
ближенное вычисленіе ирраціональныхъ дѣйствительныхъ корней ал­
гебраическихъ и трансцендентныхъ уравненій. По теоріи опредѣлите­
лей было обращено вниманіе на вычисленіе опредѣлителей и рѣшеніе 
системъ линейныхъ уравненій.

Въ 1-мъ полугодіи въ занятіяхъ принимали участіе 103 студен 
та и 1 вольнослушатель. Во 2 мъ полугодіи съ особымъ интересомъ 
принимали участіе 30 студентовъ и 1 вольнослушатель. Вообще же 
принимали участіе въ практическихъ занятіяхъ 83 человѣка и въ томъ 
числѣ всѣ вольнослушатели.

2. Упражненія но дифференціальному и интегральному исчисле­
ніямъ велись, подъ руководствомъ проФ. Г. Ѳ. Вороного, преп. Д. Д. 
Мордухай-Болтовскимъ и на 1 к. и на II к. Отдѣленія.

Студенты каждаго курса дѣлились на 3 группы, причемъ на 
обоихъ курсахъ Механическаго Отдѣленія приходилось около 40 чело­
вѣкъ въ груннѣ. Въ осеннемъ полугодіи на I и II курсѣ приходилось 
по 3 часа практическихъ занятій въ недѣлю, такъ что каждая групиа 
имѣла по одному часу въ недѣлю. Въ весеннемъ полугодіи на I курсѣ 
число часовъ было увеличено до 6; на II курсѣ оно оставалось безъ из­
мѣненія.

Практическія занятія велись слѣдующимъ образомъ:
Въ началѣ каждаго часа преподаватель давалъ студентамъ необ­

ходимыя разъясненія и рѣшалъ самъ одну или нѣсколько задачъ, от­
носящихся къ изучаемому отдѣлу. Послѣ чего студенты выходили къ 
доскѣ и рѣшали подъ руководствомъ преподавателя другія задачи то­
го же типа. Болѣе трудныя задачи предлагались преподавателемъ для 
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рѣшенія на домъ, возвращались исправленными и часто служили те­
мою для бесѣдъ со студентами. Въ первомъ полугодіи па I курсѣ, идя 
параллельно курсу, читаемому профессоромъ Г. О. Воронымъ, студен­
ты занимались вычисленіемъ предѣловъ и дифференцированіемъ Функ­
цій, во второмъ полугодіи занимались интегрированіемъ Функцій. На 
II курсѣ въ первомъ полугодіи занимались задачами, относящимися 
къ приложенію дифференціальнаго и интегральнаго исчисленія къ гео­
метріи (на плоскости) и къ интегрированію дифференціальныхъ урав­
неній; во второмъ полугодіи—задачами, относящимися къ приложенію 
обоихъ исчисленій къ геометріи (въ пространствѣ) и къ аналитиче­
скимъ приложеніямъ дифференціальнаго исчисленія.

Принимали участіе въ занятіяхъ на I курсѣ Отдѣленія 96%, на 
II курсѣ—85% соотвѣтственнаго числа студентовъ.

3. Упражненія по теоретической механикѣ, подъ общимъ руко­
водствомъ гіроФ. 11. О. Сомова, вели: на I к. Отдѣленія въ оба полуго­
дія преп. Д. А. Гоитаревъ, а на II к. въ первомъ полугодіи преп. 
Д. Л. Гонтаревъ, а въ 2-мъ полугодіи преп. И. Ѳ. Чорба.

На I курсѣ изъ 116 чел. принимали участіе въ занятіяхъ около 
89%. Весь курсъ дѣлился на 3 группы, причемъ каждая группа въ 
первомъ полугодіи имѣла 1 часъ практическихъ занятій въ недѣлю, и 
во второмъ полугодіи—2 часа въ недѣлю. Практическія занятія со­
стояли въ рѣшеніи задачъ на равновѣсіе точки и твердаго тѣла, на 
геометрическую кинематику точки и плоской системы и на законъ 
связующій кинетическую энергію точки съ работой. При рѣшеніи за­
дачъ преслѣдовались цѣли: 1) выясненіе курса и 2) умѣніе пользо­
ваться курсомъ для рѣшенія задачъ.

На II курсѣ Отдѣленія задачи предлагались но нижеслѣдую­
щимъ отдѣламъ аналитической механики: 1) Формулы Эйлера для 
проекцій скоростей; 2) кинематическія задачи на движеніе твердаго 
тѣла около точки; 3) составленіе уравненій динамики для 1 точки; 
4) законъ количества движенія и моментовъ количества движенія для 
1 точки; 5) составленіе уравненій динамики для несвободной точки; 
6) принципъ возможныхъ перемѣщеній; 7) принципъ (ГАІепіЬегі’а; 8) 
законъ работъ; 9) законъ движенія центра массъ; 10) законъ количе­
ства движенія (соудареніе шаровъ); 11) законъ моментовъ количества 
движенія; 12) движеніе твердаго тѣла около неподвижной оси. Общее 
число задачъ было 46.

Для занятій всѣ студенты II к. были раздѣлены на 3 группы 
(около 40 человѣкъ въ каждой) и па каждую группу было назначено 
по одному еженедѣльному часу. Участіе въ практическихъ запятіяхъ 
принимали 89 человѣкъ, около 76% всего числа студентовъ; общее 
число отвѣтовъ было 227.
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4. По начертательной геометріи, на I курсѣ Механическаго 
Отдѣленія практическія занятія велись иреп. Э. В. Гляссомъ со 110 
студентами и 4 вольнослушателями, раздѣленными на 3 группы по 38 
человѣкъ въ каждой, причемъ на группу полагалось по 1 часу въ 
недѣлю въ оба полугодія.

Практическія занятія состояли, вопервыхъ, въ рѣшеніи студеп 
тами задачъ на пересѣченіе плоскостей, нахожденіе точки встрѣчи 
прямой съ плоскостью, проведеніе перпендикуляровъ, приведеніе Фи­
гуръ къ найвыгоднѣйшему ихъ заданію опредѣленіе разстояній, уг­
ловъ и проекцій многогранниковъ. Вовторыхъ, съ 15 Февраля студен­
ты чертили эпюры на доскахъ, а именно 2 листа по 4 эпюра на 
каждомъ.

Для перваго эпюра предложены задачи на построеніе пирамиды 
по даннымъ условіямъ, опредѣленіе сѣченія ея плоскостью, развертку 
пирамиды съ преобразованнымъ сѣченіемъ и опредѣленіе пересѣченія 
пирамиды съ призмою, причемъ основанія данныхъ многогранниковъ 
были расположены въ произвольныхъ плоскостяхъ.

Для второго листа предложены задачи на параболическое сѣче­
ніе конуса наклонною плоскостью и развертку конуса съ преобразо­
ваннымъ сѣченіемъ, на опредѣленіе плоскаго сѣченія эллипсоида вра­
щенія и пересѣченіе двухъ цилиндрическихъ поверхностей.

Работы выполнены студентами тщательно и хорошо.
5. Занятіями по сопротивленію матеріаловъ на II курсѣ руково­

дилъ про®. И. Ѳ. Юпатовъ.
Въ текущемъ учебномъ году всѣ студенты II курса были раздѣ­

лены на 3 группы по 40 человѣкъ въ каждой. По росписанію на каждую 
группу полагался 1 недѣльный годовой часъ практическихъ занятій. 
Но занятія эти начались по существу въ началѣ 2-го полугодія, такъ 
какъ лекціи по сопротивленію матеріаловъ были начаты только во 
второй половинѣ октября и потому въ концѣ перваго полугодія не бы­
ло достаточно теоретическаго матеріала для начала упражненій.

Во второмъ полугодіи на практическихъ занятіяхъ быль рѣшенъ 
циклъ задачъ па слѣдующіе отдѣлы: растяженіе, сжатіе, сдвигъ, кру­
ченіе, опредѣленіе моментовъ инерціи, изгибъ, касательныя силы при 
изгибѣ, Формулы С. Венана линія суммы силъ, упругая линія и опре­
дѣленіе наибольшаго прогиба, тѣла равнаго сопротивленія и напряже­
нія въ стержняхъ Фермъ, статически опредѣлимыхъ по способу Рпт 
тера.

Задачи на каждый отдѣлъ рѣшались на всѣхъ группахъ одно­
временно въ теченіе недѣли или двухъ, при чемъ студенты преду­
преждались, какой отдѣлъ будетъ разобранъ въ задачахъ на слѣдую­
щей недѣлѣ.
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Самый ходъ практическихъ занятій производился слѣдующимъ 
образомъ: одному изъ студентовъ задавалась задача у доски, первые 
10 —15 минутъ ему предоставлялась возможность приступить къ са­
мостоятельному рѣшенію задачи; остальные студенты рѣшали ее са­
мостоятельно въ своихъ тетрадкахъ, при чемъ руководитель обхо­
дилъ аудиторію и давалъ соотвѣтственныя указанія.

Здѣсь представлялась возможность отличать лицъ, сознательно 
работающихъ, каковыя и отмѣчались, и выяснить тѣ сомнѣнія, кото­
рыя встрѣчаются.

Остальныя 30—25 минутъ употреблялись на рѣшеніе предложен­
ной задачи у доски, на выясненіе встрѣтившихся затрудненій и на 
уясненіе теоретическаго курса даннаго отдѣла.

Такъ какъ въ скоромь времени выдѣлилась группа студентовъ, 
которые работали не только въ своей группѣ, но и въ другихъ, то для 
нихъ задавалась на другой доскѣ задача болѣе трудная.

Что касается посѣщаемости практическихъ занятій, то число 
участвовавшихъ, начиная съ 10 въ группѣ, постоянно увеличивалось 
и доходило до 45 человѣкъ (въ среднемъ около 28 человѣкъ).

Изь 118 студентовъ зачтено участіе въ практическихъ заня­
тіяхъ 48 студентамъ. Оцѣнка производилась по числу отмѣтокъ созна­
тельнаго отношенія къ практическимъ занятіямъ и самостоятельнаго 
рѣшенія задачъ.

6. Упражненія по деталямъ машинъ на II курсѣ происходили 
подъ руководствомъ проФ. И. Ѳ. ІОпатова. Всѣ студенты II курса 
были раздѣлены на 3 группы по 40 человѣкъ въ каждой. По росписа- 
нію на каждую группу полагался 1 недѣльный часъ въ теченіе 2-го 
полугодія.

На практическихъ занятіяхъ рѣшались задачи на слѣдующіе от­
дѣлы: болты, валы, шейки, цаііФы, пяты, зубчатая передача, ременная 
передача и канатная передача пеньковыми и проволочными ка­
натами.

Задачи на каждый отдѣлъ рѣшались одновременно во всѣхъ 
группахъ въ теченіи одной или двухъ недѣль, о чемъ всякій разъ сту­
денты предупреждались.

Число участвовавшихъ въ занятіяхъ было въ каждой группѣ 
около 18 студентовъ, т. с. около половины.

Изъ всѣхъ 118 студентовъ практическія занятія по деталямъ ма­
шинъ зачтены 26 студентамъ. Оцѣнка производилась по числу отмѣ­
токъ сознательнаго отношенія къ практическимъ занятіямъ и само­
стоятельнаго рѣшенія задачъ.
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III. Графическія работы.

1. Занятіями по рисованію на I курсѣ, при 3 часахъ въ недѣлю, 
съ 3 группами (по 41 человѣкъ въ каждой) руководилъ прен. И. К. 
Манъковскій.

Занятія состояли въ рисованіи съ натуры (гипсовыя модели), 
начиная съ геометрическихъ тѣлъ и простыхъ архитектурныхъ моти­
вовъ и кончая несложнымъ орнаментомъ.

Всего было выполнено 8 листовъ рисунковъ. Занятія посѣщались 
студентами весьма исправно.

2. По техническому черченію на 1 курсѣ занятія происходили 
при б’/2 еженедѣльныхъ часахъ въ нервомъ полугодіи и 4 часахъ во 
второмъ полугодіи съ каждою группою. Всего было 3 группы студен­
товъ (въ каждой группѣ около 37 человѣкъ); работами руководилъ 
прен. С. А. Околъскій.

Занятія состояли въ обученіи черченію машинъ, какъ подготови­
тельной ступени къ разсчету и проэктированію мапшнъ на слѣдую­
щихъ курсахъ. Обученіе начиналось практическимъ ознакомленіемъ 
съ техникою черченія и началами ученія о параллельныхъ проекціяхъ 
и перспективѣ посредствомъ 3-хъ первыхъ работъ (I раб.—условныя 
обозначенія по вычерченнымъ преподавателемъ на доскѣ эскизамъ, 
II раб.—чертежъ на калькѣ, III раб.—составленіе чертежа по эскизу), 
въ выработкѣ умѣнія самостоятельно составлять эскизы и но нимъ 
сборные рабочіе чертежи машинныхъ частей 3-хъ степеней сложности 
въ слѣдующихъ за симъ 3-хъ работахъ (IV раб.—но модели І-й степе­
ни сложности, V раб.—по модели 2-й степени сложности и VI раб. — 
по модели 3-й степени сложности. Одна изъ послѣднихъ 3-хъ работа 
сопровождалась разсчетомъ теоретическаго вѣса и провѣркою полу­
ченнаго результата непосредственнымъ взвѣшиваніемъ. Двѣ работы, 
по собственному своему выбору, студенты вычерчивали лишь въ ка­
рандашѣ (одну въ 1-мъ и другую во 2-мъ полугодіи), безъ обводки ту­
шью, на дешевыхъ сортахъ бумаги.

Практическія занятія посѣщались студентами исправно и ре­
зультаты достигнутые въ общемъ хорошіе.

Занятіями по техническому черченію на II курсѣ руководилъ 
прен. В. К. Рофе. Въ работахъ принимали участіе 119 студентовъ; 
группъ было 3, въ каждой группѣ около 40 человѣкъ. При 4 часахъ 
занятій въ недѣлю съ каждой группой студентами были выполнены 
слѣдующія 5 работъ: 1) задвижки, краны и клапаны, 2) арматура па­
ровыхъ котловъ (по эмпирическимъ Формуламъ), 3) разсчетъ и вычер­
чиваніе болтовыхъ или клиповыхъ соединеній, 4) разсчета и вычерчи- 
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ваніс цилиндрической зубчатой передачи и 5) деталировка по черте­
жу части машины въ собранномъ видѣ.

На занятія студенты являлись исправно.
3. Архитектурнымъ черченіемъ на I курсѣ руководилъ преп. 

Л. С. Васильевъ.
Студентовъ, принимавшихъ участіе въ запятіяхъ, было 121, 

вольнослушателей 3: группъ на курсѣ 3 и для каждой группы было 
назначено 2 еженедѣльныхъ годовыхъ часа.

Работы исполнялись въ туши на полулистѣ ватманской бумаги. 
Число работъ три, за первое полугодіе 2 работы и за второе—одна 
работа.

1) работа: обломы и массы, детали карнизовъ, оконъ и т. д.
2) работа: небольшое деревянное зданіе (фасадъ, разрѣзъ, планъ

и детали конструкцій).
3) работа: каменное зданіе (Фасадъ, разрѣзъ и планъ).
4. По топографическому черченію, преподаваемому Капитаномъ 

/Г. Е. Богдановымъ на I кѵрсѣ, занятія велись только во второмъ полу­
годіи; въ нихъ принимало участіе 116 студентовъ и 3 вольнослушате­
ля, раздѣленныхъ на 3 группы, въ каждой по 40 человѣкъ. Каждая 
группа занималась по одному часу въ недѣлю.

Согласно утвержденной программѣ, работы заключались: а) въ 
знакомствѣ съ условными знаками, употребляемыми на планахъ въ 
масштабѣ і/я,і00 и и б) въ составленіи и иллюминовкѣ примѣр­
наго плана. Пособіемъ для этихъ работъ служили литографированные 
примѣрные планы и образцовыя работы студентовъ предыдущаго 
года.

Занятія велись слѣдующимъ образомъ: примѣрный планъ пере­
черчивался на бумагу частью посредствомъ координатъ, частью на 
глазъ, вычерчивался тушью, подписывался соотвѣтствующими шриф­
тами и иллюминовался. Занятія посѣщались студентами исправно.

5. По графической статгікѣ на ІИ курсѣ занятіями руководилъ 
проф. С. А. Заборовскій.

Состояло па курсѣ: студентовъ 63, вольнослушателей 1. Прини­
мало участіе въ занятіяхъ: студентовъ 56, вольпослушатслей 1. Чи­
сло группъ на курсѣ 2 съ 2 еженедѣльными годовыми часами заня­
тій для каждой группы.

Студентами исполнено 2 работы:
1) графическое опредѣленіе моментовъ второго порядка употре­

бительныхъ въ практикѣ прокатныхъ профилей (по способамъ Кульма­
на и Мора); построеніе вспомогательнаго круга и опредѣленіе глав­
ныхъ осей, графическое опредѣленіе тах. и тіп. нормальнаго напря­
женія по задаиной’нродолыіой силѣ;
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2) опредѣленіе тах. и тіп. иоперочной силы и наибольшаго из­
гибающаго момента въ сѣченіяхъ прямой однонролетной балки, под­
верженной дѣйствію подвижной системы сосредоточенныхъ грузовъ. 
Студенты, въ общемъ, оказали хорошіе успѣхи.

IV. ПРАКТИЧЕСКІЯ ЗАНЯТІЯ ВЪ КАБИНЕТАХЪ И ЛАБОРАТОРІЯХЪ.

1. Но геодезіи на 1 курсѣ практическія занятія производились 
въ геодезическомъ кабинетѣ преп. Л. Э. Эренсрейхтомъ по 2 часа въ 
недѣлю во второмъ полугодіи. Всѣ студенты были раздѣлены на 3 
группы и каждая могла участвовать въ занятіяхъ 1 разъ въ 3 недѣли 
(4 раза въ полугодіе).

Цѣль практическихъ занятій состояла въ томъ, чтобы дать воз­
можность студентамъ осмысленно изучать теорію инструментовъ на 
самихъ инструментахъ. Студенты рѣшали слѣдующія задачи: 1) пол­
ное изслѣдованіе компенсаціоннаго теодолита, 2) изслѣдованіе нѣко­
торыхъ поправокъ астролябіи, нивеллировъ и кипрегелей, 3) измѣреніе 
горизонтальныхъ угловъ по 3 методамъ и 4) опредѣленіе постоянныхъ 
коэффиціентовъ планиметра и измѣреніе площадей на планѣ.

Вслѣдствіе тѣсноты помѣщенія далеко не всѣ желающіе студен­
ты могли заниматься въ назначенное но роеписанію время. Поэтому, 
по просьбѣ студентовъ, были назначены добавочные 2 вечернихъ ча­
са, сначала по 2 раза въ недѣлю, а послѣ Пасхи но 5 разъ въ не­
дѣлю.

2. Практическія занятія но прикладной мвхангікѣ на II курсѣ 
подъ руководствомъ про®. Н. Б. Делоне происходили въ механиче­
скомъ кабинетѣ и были необязательными. Занятія обыкновенно велись 
по группамъ человѣкъ въ 15, но строгаго подраздѣленія на группы 
пе было. Занятія происходили по пятницамъ отъ 6 до 10 часовъ вече­
ра, а нѣкоторые студенты приходили для окончанія своихъ работъ и 
въ другое время по уговору съ профессоромъ. Цѣль занятій состоя­
ла въ изученіи студентами кинематическихъ свойствъ механизмовъ и 
въ ознакомленіи студентовъ съ динамометрическими измѣреніями. Нѣ 
которые студенты работали на станкахъ: токарномъ, сверлильномъ и 
строгальномъ. Студенты строили по указанію профессора подвижные 
модели шарнирныхъ механизмовъ изъ картона или изъ никкелевыхъ 
пластинокъ, производили измѣренія помощью трансмиссіоннаго динамо­
метра Морена. Студентъ Соколовскій приготовилъ изъ сыраго мате­
ріала (латуни, стали и дерева) модель изобрѣтеннаго профессоромъ 
Делоне удвоителя настолько чисто, что модель эту можно занести въ 
инвентарь кабинета.
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Студентамъ предоставлялась широкая свобода въ разсматрива­
ніи и изученіи имѣющихся въ кабинетѣ моделей, вышедшихъ изъ из­
вѣстныхъ мастерскихъ Ѵоіді’а, Зскгдсіег’а и Восіёіё бгёпёѵоізе роиг Іа 
сопзігисііоп Нез іпзігитепіз.

Занятія зги, не смотря на ихъ необязательность, посѣщались 
студентами охотно.

Для болѣе широкаго развитія этого дѣла, въ которомъ студенты 
столь охотно принимаютъ участіе, именно при переходѣ на второмъ 
курсѣ отъ изученія теоретическихъ предметовъ къ практическому 
ознакомленію съ машинами и для поднятія кабинета на уровень, по 
крайней мѣрѣ, механическихъ кабинетовъ нашихъ Университетовъ, 
желательно было бы пріобрѣтеніе большаго количества хорошо испол­
ненныхъ моделей.

Кромѣ упомянутыхъ практическихъ занятій состоялись въ от­
четномъ учебномъ году подъ руководствомъ профессора Делоне два 
семинарія, имѣющіе болѣе теоретическій характеръ.

а) На первомъ изъ эгихь семинаріевъ была рѣшена предложен­
ная профессоромъ Делоне задача: разсмотрѣніи условій, при которыхъ 
способомъ Шаля строятся эллипсъ, парабола или гипербола. Анали­
тическое рѣшеніе этой задачи представлено и доложено было студен­
томъ Липецомъ Ш курса, а геометрическое (весьма изящное)—студен­
томъ Вѣрникомъ II курса.

б) На второмъ семинаріи студентъ Липецч/^сдѣлалъ докладъ: 
очеркъ теоріи, эллиптическихъ фіункцій и приложеніе ихъ къ теоріи 
шарнирнаго четырехсторонника но Вигёде и БагЪоих. Доклады со­
провождались довольно оживленнымъ обмѣномъ мыслей по затрону­
тымъ ими предметамъ.

3. Практическія занятія въ физической лаборагпоріи происхо­
дили подъ руководствомъ преп. Д А. Бернацкаго.

Въ лабораторіи занимались въ 1-мъ полугодіи со II курса 96 
студентовъ, 1 вольнослушатель; кромѣ того 1 студентъ III курса и 1 
студентъ 1 курса. Всѣ практиканты Отдѣленія составляли 3 группы, 
при чемъ каждая группа работала по 3 часа въ недѣлю. Впрочемъ бы­
ло не мало лицъ, которыя далеко не ограничивались часами своей 
очереди, а работали, какъ только представлялась къ тому возможность, 
т. е. когда было свободное мѣсто въ лабораторіи. Этимъ и объясняет­
ся то обстоятельство, что многіе вышли далеко изъ средняго уровня 
по работѣ. Такъ всѣми 99 практикантами рѣшено 1214 задачъ, что 
дастъ въ среднемъ 12 задачъ на человѣка; между тѣмъ какъ есть ли­
ца, сдѣлавшія по 37, 26, 23, 21, 18, 17 и т. д. задачъ.

Нѣкоторымъ студентамъ, числомъ 21, изъ оставшихся на II кур­
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сѣ на повторительный курсъ и имѣвшимъ въ прошломъ году отмѣтку 
пять или четыре, зачтены ихъ прошлогоднія отмѣтки.

Критеріумомъ для выставленія отмѣтокъ служили:
а) число рѣшенныхъ задачъ; б) степень трудности выбранныхъ 

задачъ; в) вообще усердное, аккуратное и внимательное отношеніе къ 
занятіямъ.

Во 2-мъ полугодіи въ лабораторіи занимались 89 студентовъ II 
курса и 1 студентъ I курса. Всѣ практиканты Отдѣленія составляли 
3 группы, при 3 часахъ недѣльной работы. Всѣми 90 практикантами 
рѣшено въ теченіе 2-го полугодія 944 задачи, что даетъ въ среднемъ 
по 10,5 задачъ на каждаго.

Въ 1-мъ полугодіи истекшаго академическаго года 98 практи­
кантами Отдѣленія было рѣшено 1214 задачъ, всего въ теченіи года 
рѣшено 1758 задачъ—по 23 (почти) задачи на человѣка.

Въ истекшемъ академическомъ году циклъ задачъ, предлагае­
мыхъ г. г. практикантамъ лабораторіи, дошелъ до 61 задачи—по всѣмъ 
отдѣламъ физики, при чемъ для каждой изъ нихъ составлено подроб­
ное описаніе метода и прибора для данной задачи, каковое дается на 
руки практиканту на время занятій.

Подробныя описанія имѣются въ единственномъ экземплярѣ для 
каждой задачи (писанныя, въ переплетѣ) и на домъ студентамъ не вы­
даются. Перечень задачъ при семъ прилагается.

Общія измѣрительныя задачи.

1. Калибрированіе газомѣрной трубки.
2. Радіусъ канала капилярной трубки.
3. Ускореніе земного притяженія (съ катетометромъ и хроно­

скопомъ).
4. Провѣрка законовъ вѣсовъ на модели Вейнгольда.

Свойства твердыхъ и жидкихъ тѣлъ.

5. Плотность тѣлъ правильной Формы по массѣ и объему.
6. Плотность твердыхъ тѣлъ на гидростатическихъ вѣсахъ.
7. Плотность твердыхъ тѣлъ ареометромъ Никольсона-Трал- 

леса.
8. Плотность твердыхъ тѣлъ на вѣсахъ Жолли.
9. Плотность твердыхъ тѣлъ пикнометромъ.

10. Плотность твердыхъ тѣлъ волюмметромъ Мальцева.
11. Плотность жидкости на вѣсахъ Реймана и ареометромъ.
12. Плотность жидкости пикнометромъ.
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13. Плотность жидкости по способу сообщающихся сосудовъ 
(съ катетометромъ).

14. Упругость гнутія. Модуль Юнга для стали.
15. Упругость крученія.
16. Модуль Юнга для стекла по скорости звука въ стеклѣ мето­

домъ пыльныхъ Фигуръ Кундга.
17. Поверхностное натяженіе жидкости.

Галы и пары.

18. Анализъ воздуха эвдіометромъ.
19. Влажность воздуха гигрометромъ Аллюара и психрометромъ 

Августа.
20. Абсолютная плотность воздуха.
21. Отношеніе удѣльныхъ теплотъ воздуха по Клеману и Де- 

зорму.
22. Термическій коэффиціентъ расширенія воздуха воздушнымъ 

термометромъ.
23. Сравненіе плотностей газовъ по методу Бунзена.
24. Плотность пара по способу Дюма.
25. Плотность пара по способу Виктора Мейера.
26. Плотность пара по способу Гей-Люссака (ГоФФмана).

Теплота.

27. Термическій коэффиціентъ длины твердыхъ тѣлъ приборомъ 
Лавуазье и Лапласа.

28. Термическій коэффиціентъ объема жидкости дилатометромъ.
29. Термическій коэффиціентъ объема стекла дилатометромъ.
30. Провѣрка постоянныхъ точекъ термометра.
31. Удѣльная теплота твердаго тѣла по способу смѣшенія.
32. Удѣльная теплота жидкости методомъ излученія.
33. Скрытая теплота парообразованія.
34. Скрытая теплота таянія льда.
35. Пониженіе точки замерзанія растворовъ.
36. Механическій эквивалентъ теплоты приборомъ Христіан­

сона.
37. Термическій коэффиціентъ расширенія ртути приборомъ 

Бернацкаго (съ катетометромъ).

С в іь т ъ.

38. Фокусныя разстоянія липзъ и зеркалъ на оптической скамьѣ.
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39. Увеличеніе трубы способами ГІулье, ВальдонгоФѲна и Рамс- 
дена.

40. Увеличеніе микроскопа.
41. Радіусъ кривизны линзы офтальмометромъ Гельмгольтца 

(и сферометромъ).
42. Показатель преломленія стеклянной призмы спектрометромъ.
43. Длина свѣтовой волны диФФракціонной рѣшеткой.
44. Показатель преломленія жидкости спектрометромъ.
45. Показатели преломленія твердыхъ и жидкихъ тѣлъ рефра­

ктометромъ ПульФриха.
46. Спектральный анализъ.
47. Вращательная способность кварца приборомъ Лорана.
48. Вращательная способность жидкости поляристробометромъ 

Вильда.
49. Содержаніе сахара въ растворѣ сахариметромъ Солейль- 

Венцке.

Магнитлізліъ и Электричество.

50. Горизонтальная составляющая напряженія земнаго магни- 
тизма.

51. Магнитное наклоненіе.
52. Сопротивленіе катушекъ по методу подстановки.
53. Сопротивленіе катушекъ по методу дифференціальнаго галь­

ванометра.
54. Удѣльное сопротивленіе металловъ Уитстоновскимъ мо­

стикомъ.
55. Опредѣленіе очень малыхъ сопротивленій методомъ отвѣт­

вленія.
56. Термическій коэффиціентъ сопротивленія металловъ.
57. Коэффиціентъ приведенія тангенсъ буссоли съ Си-вольта­

метромъ.
58. Сравненіе электродвижущихъ силъ элементовъ по методу 

Дю-Буа-Реймона и гальванометромъ Сименса и Гальске.
59. Механическій эквивалентъ теплоты по закону Джоуля- 

Ленца.
60. Электродвижущая сила термоэлемента съ гальванометромъ 

Депре Дарсонваля.
61. Земной индукторъ. Баллистическій гальванометръ.
4. Занятіями въ лабораторіи неорганической химіи руководилъ 

про®. В. А. Солонина. Въ виду неболыпаго числа мѣстъ во времен­
номъ помѣщеніи химической лабораторіи, а также въ виду значительно 



большей важности занятій въ химической лабораторіи для студентовъ 
химическаго отдѣленія передъ студентами другихъ отдѣленій, практи­
ческія занятія въ химической лабораторіи въ этомъ году для студен­
товъ механическаго отдѣленія были необязательны и мѣста въ хими­
ческой лабораторіи были предоставлены лишь небольшому числу же­
лающихъ. Въ этомъ академическомъ году въ химической лабораторіи 
работали 8 студентовъ. Занятія ихъ состояли въ качественномъ хими 
пескомъ анализѣ.

V. Лѣтняя практика.

1. Лѣтняя іеодвзгіческая практика происходила со студентами, 
перешедшими весною 1901 г. на II курсѣ, въ окрестностяхъ носада 
Гродискъ въ Іюнѣ мѣсяцѣ, и продолжалась 2 недѣли. Студенты, 
раздѣленные на группы, упражнялись въ полѣ въ съемкѣ мѣстности 
различными пріемами и въ нивеллировкѣ, съ составленіемъ плановъ 
и профилей.

2. Студенты старшихъ курсовъ отбывали практику строителъ- 
ную и спеціальную. Для послѣдней они были командированы Инсти 
тутомъ на различныя желѣзныя дороги, заводы, Фабрики; мѣста же 
для строительной практики въ большинствѣ случаевъ студенты поды­
скивали сами.



Обзоръ преподаванія на Инженерно строительномъ 
Отдѣленіи.

I. ВѢДОМОСТЬ ЧИСЛА ЧАСОВЪ ЛЕКЦІЙ 

въ 1900—1901 акад. году.

1. Обязательные предметы.

№ ПРЕДМЕТЪ

К
ур

съ

Число 
часовъ 

въ
ЛЕКТОРЪ Примѣчаніе.

Й &
7 -1 г- о

В

ЯЛ * и

1 Алгебраическій ана-
ЛИЗЪ................................ I 1 1 Проф. В. А. Анисимовъ. Совм. съ мех. отд.

2 Аналитическая гео-
метрія...................... I 2 2 ІІроф. В. А. Анисимовъ. Совы, съ мех. отд.

3 Дифференціальное и
интегральное исчи­
сленіе............................ I 3 3 |

Дифференціальное и 1 ІІроф. Г. Ѳ. Вороной. . Совм. съ мех. отд.
интегральное исчи­
сленіе ............................ и 4 4

1

4 Начертательная гео-
метрія...................... I- 3 3 ІІреіі. Э. В. Гляссъ. . . Совм. съ мех. огд.

0 Механика теоретиче-
ская............................ I о 1

Механика теоретиче- (ІІроф. 11. 0. Сомовъ . . Совм. съ мех. отд.
ская............................ II 2 —

6 Механика практиче-
ская............................ II 2 о ІІроф. II. В. Делоне . .

7 Сопротивленіе мате-
ріаловъ...................... 11 4 — Проф. И. О. ІОпатовъ. . Совм. съ мсх. отд.

8 Механика строитель­
ная и гра [юстатика 

Механика строитель-
11 •> 2

і ІІроф. С. А. Заборовскій.
пая и графостатика II 2 2 1

9 Гидравлика .... 111 2 2 Преи. II. 0. Чорба . . .
10 Физика...................... I •>

Преи. В. А. Бернацкій . 1 Совм. съ мех. и
11 ;; 3 | хим. отд.

11 Химія............................ I 3 — ІІроф. В. А. Солонина. . ІСовм. съ мех.

12
.................................... I — 3 ІІроф. Д. А. Хардинъ. . | ОТД.

Геологія и минералог. III 8 3 Проф. А. Е. Лагоріо .
13 Геодезія...................... I

II
2
•>

2
о ІНреіі. В. Э. Эренфейхтъ .

14 Общія начала строй-
I

1
тельнаго искусства. 

Общія начала строи-
2

1 Проф. В. I. Дейчъ . . .
тельнаго искусства. II 2 1

15 Механическая теорія 
тепла (паровыя ма­
шины) .... 111 3 ГІреи. А. Я. Касьмииъ. .

111 Исторія архитектуры 11 •> 2 ІІроф. Н. К. Толвинскііі .
17 Части зданій . . . 11 - Преи В. А. Феддерсъ. .
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II. Упражненія по теоретическимъ предметамъ, практиче­
скія ЗАНЯТІЯ ВЪ ЧЕРТЕЖНЫХЪ, ЛАБОРАТОРІЯХЪ, КАБИНЕТАХЪ И 

ПРОЕКТИРОВАНІЕ.

.4 ПРЕДМЕТЪ

К
ур

съ

Число 
часовъ 

въ
ЛЕКТОРЪ Примѣчаніе

я *ч 
а 1 -•

IX Дороги ............................ III 3 Преп. А. Л. Васютынскій.
1» Мосты............................ III — 4 Преп. II. II. Рышковъ. .
•’О Гидротехника . . . Ш 3 3 Проф. В. I. Дейчъ . . .
21
22

Политич. экономія. .
Статистика ....

II 
П

2
1

|преп. II. И. Иванюковъ .
Совм. съ мсх. отд.

2. Необязательные предметы.

1 Теорія упругости. . III 2 _ Проф. II. 0. Соловъ , Совм. съ мех. отд.
2 Теорія вѣроятностей II 1 1 Преп. В. Э. Эренфеііхтъ. Совм. съ мех. отд.
3 Проективная геометр. II 2 2 Преп. И. Р. Крайневъ. . Совм. съ мех. отд.
4 Нѣмецкій языкъ . I 3 3 Преп. 0. Ѳ. Базинеръ . (Совм. съ мех.
5 Французскій языкъ . I 3 3 Преп. К. А. Перу . . . ( и хим. отд.

1. Упражненія по математикѣ,—по курсу алгебры и аналити­
ческой геометріи происходили на I курсѣ въ 1-омъ полугодіи въ числѣ 
одного часа въ педѣлю, во 2-мъ—въ числѣ двухъ часовъ въ недѣлю съ 
раздѣленіемъ студентовъ на 3 группы подъ руководствомъ препода­
вателя И. Р. Брагщева. Но курсу I части дифференціальнаго и инте­
гральнаго исчисленія — въ 1-омъ полугодіи одинъ часъ въ недѣлю, во 
2-омъ полугодіи —два часа въ недѣлю; по II части дифференціальнаго и 
интегральнаго исчисленія—въ обоихъ полугодіяхъ въ числѣ одного ча­
са въ недѣлю, съ раздѣленіемъ, въ обоихъ случаяхъ, студентовъ на 3 
группы; руководство занятіями было поручено преподавателю Д. Д. 
Мордухай • Болтовскому. Упражненія по всѣмъ курсамъ математики 
состояли въ разъясненіи излагаемаго на лекціяхъ и ві> рѣшеніи задачъ, 
относящихся къ курсамъ.

2. Упражненія по начертательной геометріи происходили подъ 
руководствомъ преподавателя Э. В. Глясса въ обоихъ полугодіяхъ 
I курса въ числѣ одного часа въ недѣлю при раздѣленіи студентовъ па 
3группы. Въ первомъ полугодіи студенты рѣшали задачи у классной 
доски, относящіяся до первой части курса (пересѣченія плоскостей 
между собой и съ прямыми линіями, опредѣленіе разстояній между 
прямыми и составленіе проекцій многогранниковъ); во второмъ полу­
годіи упражненія перенесены въ чертожныя, гдѣ студенты составля­
ли эпюры по болѣе сложнымъ заданіямъ (опредѣленіе элементовъ мно-
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і’огранниковъ, плоскія сѣченія и пересѣченія ихъ—первый листъ и пе­
ресѣченія и развертка цилиндровъ и коническихъ поверхностей, а 
также задачи на построеніе поверхностей вращенія—второй листъ).

3. Упражненія но теоретической механикѣ состояли въ разъ­
ясненіи читаемаго курса и въ рѣшеніи задачъ, относящихся непосред­
ственно къ курсу. На 1 курсѣ, въ 1-омъ полугодіи упражненія проис­
ходили въ числѣ одного часа въ недѣлю, а во 2-омъ полугодіи въ числѣ 
двухъ часовъ въ недѣлю, съ раздѣленіемъ студентовъ въ обоихъ слу­
чаяхъ на 3 группы; упражненія происходили подъ руководствомъ пре­
подавателя Д А. Гонтарева. На II курсѣ въ обоихъ полугодіяхъ 
упражненія происходили въ числѣ двухъ часовъ въ недѣлю съ раздѣ­
леніемъ. студентовъ на 3 группы, но во 2-омъ полугодіи руководилъ 
занятіями преподаватель И. Ѳ. Чорба.

4. Упражненія по курсу сопротивленія матеріаловъ происходи­
ли въ обоихъ полугодіяхъ при одномъ годовомъ часѣ съ 3-мя группами 
студентовъ Ц-го курса, подъ руководствомъ профессора И. Ѳ. Юпато- 
ва и состояли въ рѣшеніи задачъ и выясненіи прочитаннаго имъ на лек­
ціяхъ курса.

5. Упражненія по строительной механикѣ на II курсѣ велись 
подъ руководствомъ преподавателя Г. Я. Маркова въ числѣ двухъ» го­
довыхъ часовъ съ раздѣленіемъ студентовъ на 2 группы. Упражне­
нія заключались въ рѣшеніи задачъ по прочитаннымъ на лекціяхъ ча­
стямъ курса. Каждый студентъ получалъ отдѣльное заданіе, дѣлалъ 
разсчеты и затѣмъ вычерчивалъ свою задачу. Всего было 5 задачъ.

6. Упражненія по графической статикѣ для студентовъ III кур­
са происходили подъ руководствомъ профессора С. А. Заборовскаго при 
одномъ годовомъ часѣ, съ раздѣленіемъ студентовъ на 2 группы. 
Упражненія состояли въ графическихъ опредѣленіяхъ по способамъ 
Кульмана и Мора моментовъ второго порядка и въ изслѣдованіяхъ 
вліянія подвижной нагрузки на величины изгибающихъ моментовъ и 
поперечныхъ силъ въ сѣченіяхъ прямой балки.

7. Практическія занятія по физикѣ происходили подъ руковод­
ствомъ преподавателя В. А. Бернацкаго въ числѣ 3 годовыхъ часовъ 
съ раздѣленіемъ студентовъ на 2 группы и состояли въ рѣшеніи раз­
личныхъ задачъ въ Физической лабораторіи. Подробный перечень 
предложенныхъ задачъ см. па стр. 13—15.

8. Практическія запятія по геодезіи происходили подъ руковод­
ствомъ преподавателя В. Э. Эренфейхта въ геодезическомъ кабинетѣ 
для студентовъ I курса во 2-омъ полугодіи въ числѣ двухъ часовъ въ не­
дѣлю. Эти занятія состояли въ изученіи теоріи инструментовъ и рѣшеніи 
нѣкоторыхъ задачъ (изслѣдованіе компенсаціоннаго теодолита, изслѣ­
дованіе погрѣшности астролябій и нивеллировъ, опредѣленіе горизон­
тальныхъ угловъ по тремъ методамъ, рѣшеніе задачи ІІотенота, измѣ-
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репіе площадей па планѣ). Независимо отъ положенныхъ часовъ сту­
денты занимались въ кабинетѣ во второй половинѣ 2-го полугодія еже­
дневно по вечерамъ.

Въ іюнѣ мѣсяцѣ, въ теченіе 3-хъ недѣль, студенты, выдержа­
вшіе переходныя испытанія съ I наII курсъ, выполняли геодезическую 
практику въ окрестностяхъ носада Гродискъ подч> руководствомъ пре­
подавателей В. Э. ЭрепФейхта и К. Е. Богданова; занятія состояли въ 
съемкѣ плана, нивеллировкѣ и разбивкѣ закругленій. Въ помощь ру­
ководителямъ были приглашены студенты старшихъ курсовъ.

9. Практическія запятія по рисованію происходили подъ руко­
водствомъ преподавателя .9. В. Невядомскаго на 1 курсѣ въ числѣ трехъ 
годовыхъ часовъ съ раздѣленіемъ студентовъ па 3 группы, а па II кур­
сѣ въ числѣ двухъ годовыхъ часовъ, съ раздѣленіемъ студентовъ на 2 
группы; студенты исполняли на I курсѣ: рисунки съ моделей геоме­
трическихъ тѣлъ въ возростаюшей степени трудности, частью въ конту­
рахъ, частью съ прокладкою главныхъ и падающихъ тѣней; послѣдніе 
рисунки исполнялись съ гипсовыхъ моделей несложныхъ орнаментовъ 
классическаго и готическаго стилей; на II курсѣ студенты исполняли 
рисунки съ болѣе сложныхъ орнаментовъ, съ масокъ и бюстовъ. Для 
студентовъ III курса, въ 1-омъ полугодіи происходили необязательныя 
занятія по рисованію подъ руководствомъ преподавателя Э. В. Невя­
домскаго въ числѣ двухъ полугодовыхъ часовъ, а во 2-омъ полугодіи 
—занятія по акварельному рисованію въ числѣ двухъ полугодовыхъ 
часовъ подъ руководствомъ преподавателя I. К. Маньковскаго.

10. Практическія занятія по архитектурному черченію про­
исходили подъ руководствомъ преподавателя Л. С. Васильева въ чи­
слѣ трехъ годовыхъ часовъ на I курсѣ, съ раздѣленіемъ студентовъ 
па 3 группы и въ числѣ двухъ годовыхъ часовъ на II курсѣ, съ раздѣ 
леніемъ студентовъ на 2 группы. 11а I курсѣ студенты занимались пе­
речерчиваніемъ въ измѣненномъ масштабѣ съ издаваемыхъ Институ­
томъ образцовъ архитектурныхъ ордеровъ; каждая работа на полули­
стѣ ватманской бумаги состояла въ исполненіи въ большомъ масштабѣ 
части ордера и въ меньшемъ масштабѣ всего ордера; всего исполнено 
каждымъ студентомъ 6 работъ, а именно: 1) Обломы и массы. 2) То­
сканскій ордеръ. 3) Греко и Римско-дорич. орд. 4) Греко и Римско-іо­
ническій ордеръ. 5) Римско-коринФскій ордеръ. 6) Комбинація ор­
деровъ. На II курсѣ работа студентовъ заключалась въ вычерчиваніи 
архитектурныхъ деталей (двери, окна) и Фасадовъ, причемъ допуска­
лась перекомпановка нѣкоторыхъ деталей; всего исполнено каждымъ 
студентомъ 2 работы на полулистѣ ватманской бумаги.

11. Практическія занятія по конструктивному черченію проис­
ходили подъ руководствомъ преподавателя /А В. Короткевича-Ноче- 
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внаю въ числѣ трехъ годовыхъ часовъ на I курсѣ, съ раздѣленіемъ сту­
дентовъ на 3 группы и въ числѣ двухъ годовыхъ часовъ на II курсѣ, 
съ раздѣленіемъ студентовъ на 2 группы. На I курсѣ каждый сту­
дентъ выполнилъ 4 работы на полулистѣ ватманской бумаги; работы- 
состояли въ перечерчиваніи съ оригиналовъ плана и разрѣза каменна­
го и деревянпаго зданій и деталей конструкцій разныхъ частей соору­
женій. 11а II курсѣ занятія заключались въ проектированіи, по эски­
замъ, деревянныхъ строительныхъ и мостовыхъ Фермъ, а также въ со­
ставленіи разрѣзовъ и проектированіи конструктивныхъ деталей дере­
вянныхъ и каменныхъ зданій; всего исполнено каждымъ студентомъ 3 
листа чертежей.

12. Практическія занятія по топографическому черченію проис­
ходили подъ руководствомъ преподавателя Д Е. Богданова на 1 курсѣ 
въ числѣ одного годоваго часа, съ раздѣленіемъ студентовъ на 3 
группы и въ 1-мъ полугодіи II курса въ числѣ одного полугодоваго 
часа съ раздѣленіемъ студентовъ на 2 группы.

Занятія состояли, въ 1-мъ полугодіи I курса, въ перечерчиваніи 
оригинала „Условные знаки11, во 2-мъ полугодіи, въ рѣшеніи задачъ 
на планахъ въ горизонталяхъ и штрихахъ (двѣ работы); въ 1-мъ полу­
годіи II курса студенты упражнялись въ составленіи плана мѣстности 
въ горизонталяхъ по картоннымъ рельефамъ.

13. Проектированіе по архитектурѣ происходило на II и III 
курсахъ, подъ руководствомъ про®. И. К. Толвинскаю и преп. В. А. 
Феддерса, при двухъ годовыхъ часахъ на П-мъитрехъ годовыхъ часахъ 
па 111 курсахъ, съ раздѣленіемъ студентовъ въ обоихъ случаяхъ на 2 
группы. Въ виду того что въ отчетномъ году занятія но архитектурно­
му проектированію вводились впервые. студенты III курса должны 
были пройти эти занятія по сокращенной программѣ.

Каждый студентъ II курса составилъ слѣдующіе проекты:
1) Проектъ деревянныхъ перилъ для балкона, съ шаблономъ,
2) Проектъ деревянной сторожки,
3) Проектъ павильона съ пристанью. 
Студенты III курса составили проекты:
1) Сельской школы,
2) Дома для земскихъ учрежденій,
3) Желѣзнодорожнаго вокзала ІІ-го класса,
4) Часовни.
14. Проектированіе мостовъ происходило во 2-мъ полугодіи со 

студентами III курса при шести часахъ въ недѣлю подъ руковод­
ствомъ преподавателей П. Н. Ръгшкова (4 часа) и К. А. Опенгейма (2 
часа). Занятія состояли въ разсчетѣ и проектированіи конструкцій 
проѣзшей части и Фермъ деревянныхъ мостовъ простыхъ системъ 
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подъ обыкновенную дорогу, съ ѣздою по верху и проѣзжей части ме­
таллическихъ балочныхъ мостовъ съ Фермами со сплошною стѣнкою 
подъ желѣзную дорогу, ст> ѣздою по верху, по низу и по серединѣ. 
Каждый студентъ получалъ отдѣльную задачу на І й и 2-й проекты. 
Въ виду того, что занятія происходили только во 2 мъ полугодіи, мно­
гіе студенты не окончили 2-го проекта и имъ разрѣшено было закон­
чить проектъ въ первомъ полугодіи ІЭОѴа уч. іода.

Обзоръ преподаванія на химичесномъ отдѣленіи.

Въ 1900—1901 уч. году различнаго рода занятія были 

выполняемы по нижеслѣдующей схемѣ.

1 курсъ.

Лё ПРЕДМЕТЪ ПРЕПОДАВАТЕЛЬ

Число 
часовъ

Примѣчаніе.
•чоя

ь
-ч о я

1 Неорганическая
ХИМІЯ .... ІІроф. В. А. Солонина. 4 4

2 Математика . .
ІІракт.запятія по

ІІроф. В. А. Анисимовъ. 4 4

математикѣ . . Преи. В. 1). Эреифейхтч. 4 4 По 2 ч. для одной грѵ ПІІЫ.
3 Физика ....

Прак. занятія но
ІІреп. В. А. Бернацкій. 3 Совм. съ ме.х. и инж.

физикѣ. . . . ІІреп. В. А. Бернацкій. 6 с> По 3 ч. для одной группы.
4 Начертательная 

геометрія. . .
ІІракт. занятія по

ІІреп. Э. В. Гляссъ. 2 2

начертательной 
геометріи. . . ІІреп. Э. В. Гляссъ. 2 2

5 Кристаллографія ІІроф. А. Е. Лагоріо. 1 1
6 Ботаника . . .

ІІракт. занятія по
Преи. В. II. ІІалладинъ 2 •

ботаникѣ . . . ІІреп. В. И. ІІалладинъ. 4 4 По 2 ч. для одной группы.
7 Техническое чср- ІІреп. В. К. Рофе и

ченіе .... В. К. Задариовскій. 4 4 По 2 ч. для одной группы
8 Архитектурное

черченіе . . . ІІреп. Л. С. Васильевъ. 4 4 По 2 ч. для одной группы.
9 Рисованіе . . . ІІреп. О. В. Пенядомекііі 8 3 Л<> 1 '/а ч.для одной группы
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№

•
Число

ПРЕДМЕТЪ ПРЕПОДАВАТЕЛЬ
пасовъ

С>> >•ч -о О ;В и ■

Примѣчаніе.

II к у р с ъ.

Совмѣст. съ III курсомъ.

1 Теоретическая
механика . .

2 Прикладная ме­
ханика.

>Проф. II. Б. Делоне.
4

4
3 Строительное ис­ 1

кусство Проф. II. А. Кугушевъ. — 2
* Органич. химія. 
’ Сопротивленіе

ІІроф. Е. Е. Вагнеръ. 4 4

матеріаловъ . . ІІреи. С. А. Заборовскій. 2 2
Физика .... 
Ми нералог. и гео­

ІІреп. В. А. Бернацкій. 3 3

логія (еъцракти-
ческ. занятіями). ІІроф. А. Е. Лагоріо. 4 4

Техническое чер­
ченіе .... ІІреи. В. К. Рофе. 4 4І 2 ч. для одной группы

III ъ.СК У Р

) ПоЗч.для одной группы

1

2

3

Физика и электро­
химія ....

Общ. химич. те­
хнологія .

Механика при­
кладная . . .

ІІреп. Г. I. Ерчиковскій.

ІІреп. I. Г. Богускій.

Проф. Н. В. Делоне.

5

2

4

5

2
4 Механическая те­

хнологія . . . ІІреп. В. К. Задарновскііі 3 3
0 Электротехника . ІІроф. А. В. Вульфъ. о 2
6 Политическая 1

зкономія . ІІреи. 11. II. ІІванюковъ. 2 2
7 Статистика | 1 18 Проектированіе

по заводской ар­ Проф. Н. К. Іолвинскій
хитектурѣ и прсп. В. А. Феддерсъ. - 6

Въ 1900—1901 ак. году было открыто 3 курса. Занятія студен- 
1,н,ь на Химическомъ Отдѣленіи происходили во временномъ помѣще­
ніи Института и поэтому занятія въ лабораторіяхъ не могли итти 
""олнѣ нормально. Такъ: они велись только по аналитической химіи 
оо студентами II к. и 2 семестра 1 к. Занятія же по органической 
химіи, которыя должны были бы Происходить па III К., и занятія по 
физико химіи пришлось отложить до окончанія устройства соотвѣг- 
оівующихъ лабораторій въ новомъ помѣщеніи. Всѣ другія практиче- 
СК1Я занятія велись нормально и заключались въ нижеслѣдующемъ:

В Занятія по аналитической химіи велись подъ руковод­
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ствомъ проФ. В. Солонины со студентами И к. и 2-го семестра I к. 
по качественному и количественному анализу. Кромѣ того такъ какъ 
аналитическая лабораторія не существовала въ І й годъ открытія Ин­
ститута, и потому студенты настоящаго III к. могли пользоваться 
ею вмѣсто 3 семестровъ лишь 1 годъ, то они принуждены были за­
канчивать свои занятія по количественному анализу въ теченіи 
1900—1901 ак. года.

2. Занятія по физики велись подъ руководствомъ прен. В. Бер­
нацкаго. Задачи, предлагаемыя въ Физической лабораторіи, состояли: 
въ измѣреніи длины (микрометрами, дѣлительной машиной, микроско­
помъ, зеркальнымъ пріемомъ, катетометромъ, сферометромъ), въ опредѣ­
леніи плотности твердыхъ и жидкихъ тѣлъ (пикнометромъ, гидростати­
ческими вѣсами, ареометрами, вѣсами Жолли), въ опредѣленіи плотно­
сти газовъ и паровъ (по методамъ Мейера, Дюма, Гей-Люссака); въ опре­
дѣленіи коэффиціентовъ упругости тѣлъ твердыхъ, поверхностнаго натя­
женія и коэффиціента внутренняго тренія жидкостей; въ повѣркѣ термо­
метра; въ опредѣленіи температуръ плавленія и кипѣнія; въ опредѣле­
ніи удѣльныхъ теплотъ тѣлъ твердыхъ и жидкихъ и отношенія удѣль­
ныхъ теплотъ газовъ (по методамъ Клемана-Дезорома и Кундта); въ 
опредѣленіи механическаго эквивалента теплоты (по методу Джауля 
и Джауля-Ленца); въ опредѣленіи показателей преломленія тѣлъ 
твердыхъ и жидкихъ (спектрометромъ и рефрактометромъ); въ опредѣ­
леніи Фокусныхъ разстояній линзт, и зеркалъ и увеличенія зрительной 
трубы и микроскопа; въ опредѣленіи длины свѣтовой волны (по гра­
дуированной шкалѣ спектроскопа и помощью дифракціонной рѣшет­
ки); въ опредѣленіи вращательной способности тѣлъ твердыхъ (квар­
ца) и жидкихъ (скипидара, растворовъ сахара); въ опредѣленіи сопро­
тивленія проводниковъ (методомъ замѣщенія, дифференціальнымъ 
гальванометромъ и мостикомъ Уйтстона) и измѣненія сопротивленія 
металловъ съ температурой; въ опредѣленіи и сравненіи электродви­
жущихъ силъ (между прочимъ и термоэлемента); въ опредѣленіи гори­
зонтальной составляющей земного магнитизма (Тангенсъ Вуссолыо съ 
вольтаметромъ и по методу Гаусса) и магнитнаго наклоненія (бус­
солью наклоненія и земнымъ индукторомъ).

3. Занятія по ботаникѣ велись подъ наблюденіемъ прен. В. Пал- 
ладина и состояли 1) въ микроскопическомъ изслѣдованіи строенія рас­
тительной клѣтки, ея включеній, тканей въ примѣненіи къ практикѣ, 
2) микроскопическомъ анализѣ главнѣйшихъ веществъ, находящихся 
въ растеніяхъ и золы растеній, 3) въ знакомствѣ съ главнѣйшими 
представителями дрожжей, изслѣдованіи грибовъ и бактерій, 4) въ 
опредѣленіи весеннихъ растеній по „весенней Флорѣ“ Маевскаго.

4. Занятія по начертательной геометріи велись подъ руковод­
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ствомъ преп. Э. Гласса и состояли въ разборѣ болѣе трудныхъ отдѣ­
ловъ пачертательпойгеометріи, касающихся точки, прямой и плоскости, 
вь рѣшеніи различныхъ задачъ согласно проходимому курсу и въ чер­
ченіи 2-хъ листовъ эпюръ въ среднемъ по 5-ти эпюръ на каждомъ листѣ.

5. Занятія по математикѣ велись подъ наблюденіемъ преп. 
Л Вренфейхта и состояли 1) въ повтореніи основъ плоской тригоно­
метріи, 2) въ выводѣ основныхъ Формулъ сферической тригонометріи, 
3) въ рѣшеніи задачъ по аналитической геометріи и въ повѣркѣ об­
щихъ теоремъ на частныхъ примѣрахъ, 4) въ упражненіяхъ по диф­
ференцированію и интегрированію, 5) въ рѣшеніи задачъ на максиму­
мы и минимумы, 6) въ рѣшеніи задачъ на истинное значеніе неопре­
дѣленныхъ выраженій и на Формулы Тейлора и Маклорена.

6. Занятія по техническому черченію въ первомъ семестрѣ на 
I и II к. велись преп. В. Рофе, а со второго семестра на I к. переданы 
прец. В. Вадарновскому. На I к. работы состояли: 1) въ вычерчиваніи 
условныхъ обозначеній, 2) въ вычерчиваніи па калькѣ, 3) въ неречерчи- 
еаніи образца въ увеличенномъ масштабѣ и двухъ чертежей съ моделей 
(одинъ въ карандашѣ, другой въ туши). На II к. студенты чертили сое­
диненія трубъ, задвижки и клапаны, арматуру паровыхъ котловъ, 
болтовыя или клиновыя соединенія (съ разсчетомъ) и цилиндрическую 
■‘убчатую передачу (съ разсчетомъ).

7. Занятія по архитектурному черченію велись па I к. подъ 
Руководствомъ преп. Л. Васильева и состояли изъ слѣдующихъ ра­
ботъ: 1) обломы и массы, детали карнизовъ и оконъ, 2) небольшое де­
ревянное строеніе (Фасадъ, разрѣзъ, планъ и детали конструкцій), 3) 
каменное зданіе (Фасадъ, разрѣзъ и планъ).

8- Занятія по рисованію велись подъ руководствомъ преп. 
Невядомскаго и состояли въ рисованіи контуровъ элементарныхъ 

моделей, представляющихъ собой сочетанія геометрическихъ Формъ.
9. Проектированіе по заводской архитектурѣ велось подъ на­

блюденіемъ проФ. II. Толвинскаго и преп. В. Феддерса и состояло въ 
выполненіи 2-хъ проектовъ: 1) жилаго дома съ казармами для рабо­
чихъ и 2) ремесленныхъ мастерскихъ.

4
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Экскурсіи.

Въ 1900—1901 уч. году студентами подъ руководствомъ профес­
соровъ и преподавателей были совершены нижеслѣдующія экскурсіи:

1. Студентами III курса Инженерно-строительнаго Отдѣленія въ 
числѣ 30 человѣкъ подъ руководствомъ профессора С. А. Заборовскаго 
и преподавателей П. Н. Рышкова и Г. Я. Маркова на станцію Рѣчицу 
Полѣсскихъ желѣзныхъ дорогъ для присутствованія при передвижкѣ 
желѣзнодорожнаго моста на рѣкѣ Днѣпрѣ.

2. Студентами III курса Химическаго Отдѣленія подъ руковод­
ствомъ преподавателя I. Г. Богускаго на заводы: жидкой углекислоты 
Секлюцкаго и Влодаркевича, Дессаускаго газоваго Общества, сѣрной 
кислоты Кіевскаго и Шольце, Ловичскаго Химическаго Завода и стан­
ціи Фильтровъ.

3. Студентами IV курса Инженерно-строительнаго Отдѣленія 
подъ руководствомъ преподавателя II. Н. Рышкоза па мостострои­
тельный заводъ Акціонернаго Общества „Рудзкій и К°“.

4. Студентами IV курса Механическаго Отдѣленія подъ руко­
водствомъ преп. В. К. Задарновскаго на бумажныя Фабрики: Жирардов- 
скую Шейблера, Куницера, Леонгардта и Вилькера.

5. Студентами IV курса Химическаго Отдѣленія подъ руковод­
ствомъ преподавателя В. И. Исаева на Люблинскій сахарный заводъ.

6. Студентами III курса Механическаго Отдѣленія подъ руко­
водствомъ преподавателя М. И. Лисянскаго па металлургическій за­
водъ „Гута Банкова" и на каменноугольныя копи „Графъ Ренардъ**.

Личный составъ Института.

Въ 1900—1901 учебномъ году въ личномъ составѣ Института 
произошли слѣдующія измѣненія:

Назначенъ на должность ординарнаго профессора архитектуры 
академикъ архитектуры Николай Константиновичъ Толвинскій.

Переведенъ адъюнктъ-проФессоръ Ново-Александрійскаго Инсти­
тута Сельскаго Хозяйства и Лѣсоводства Александръ Николаевичъ 
Кугушевъ на должность экстраординарнаго профессора.

Исполняющій обязанности экстраординарнаго профессора Иванъ 
Ѳсрапонтовичъ Юпатовъ утвержденъ въ занимаемой имъ должности.

Утверждены штатными преподавателями Института: А. Я. Кась- 
минъ, М. И. Лисянскій, И. О. Чорба, В. К. Задарновскій и В. К. Рофс.

Приглашены преподавать по найму К. Е. Богдановъ, Г. Я. Мар­
ковъ, В. А, Феддерсъ, II. II. Рышковъ, А. Л. Васютыцскій, I. Г. Богу- 
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екій, Г. I. Ерчиковскій, К. А. Оішенгеймъ, II. В. Морковинъ, В. А. 
Брандтъ, 10. В. Ломоносовъ, В. И. Исаевъ.

Младшій лаборантъ при каѳедрѣ геологіи и минералогіи Д. Н. 
Соболевъ назначенъ старшимъ лаборантомъ нри той же каоедрѣ.

Вновь назначены на штатныя должности старшихъ лаборантовъ: 
В. И. Брыкнеръ, А. Н. Бѣляевъ; на штатныя должности младшихъ ла­
борантовъ: Н. А. Прилежаевъ, К. Л. Ганъ, Н. А. Линниченко, Е. Е. 
Вагнеръ и по вольному найму М. В. Пожарискій.

Назначенъ на третью должность помощника Инспектора студен­
товъ Г. А. Стратоновичъ.

Выбыли изъ Института: преподаватели П. И. Добровольскій и 
В- И. Палладинъ, руководитель практическими занятіями В. Стржем- 
божъ, лаборантъ В. В. Чепинскій.

Въ концѣ отчетнаго года состояли на службѣ въ Институтѣ слѣ­
дующія лица:

Директоръ Института.

Ь Ординарный профессоръ минералогіи, докторъ минералогіи 
и геогнозіи, членъ-корреспондентъ Императорской Академіи Наукъ, 
Дѣйствительный статскій совѣтникъ Александръ Евгеніевичъ Лагоріо.

Ординарные іірофессоры:

2. ГІо каоедрѣ теоретической механики—докторъ прикладной 
математики, заслуженный профессоръ Института, дѣйствительный 
статскій совѣтникъ Павелъ Осиповичъ Сомовъ.

3. По каоедрѣ органической химіи—докторъ химіи, дѣйстви­
тельный статскій совѣтникъ Егоръ Егоровичъ Вагнеръ, онъ же де­
канъ химическаго отдѣленія.

4. По каѳедрѣ математики—докторъ чистой математики, стат­
скій совѣтникъ Василій Аѳанасьевичъ Анисимовъ, онъ же деканъ ме­
ханическаго отдѣленія. >

5. По каоедрѣ математики—докторъ чистой математики, стат­
скій совѣтникъ Георгій Оеодосьевичъ Воропой.

В. По каоедрѣ строительнаго искусства—гражданскій инже­
неръ, статскій совѣтникъ Викторъ іосифовичъ Дейчъ, онъ же деканъ 
инженерно-строительнаго отдѣленія.

7. По каѳедрѣ прикладной механики, докторъ прикладной мате­
матики, статскій совѣтникъ Николай Борисовичъ Делоне.
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8. По каѳедрѣ архитектуры—академикъ архитектуры, коллеж­
скій совѣтникъ Николай Константиновичъ Толвинскій.

Экстраординарные профессоры:

9. По каѳедрѣ органической химіи—магистръ химіи, коллежскій 
совѣтникъ Василій Андреевичъ Солонина, онъ же секретарь Совѣта.

10. По каѳедрѣ строительнаго искусства—гражданскій инже­
неръ, коллежскій секретарь кн. Александръ Николаевичъ Кугушевъ, 
онъ же секретарь инженерно-строительнаго отдѣленіи.

11. По каѳедрѣ практической механики (детали машинъ) канди­
датъ математическихъ наукъ инженеръ-технологъ, адъюнктъ Институ­
та, надворный совѣтникъ Иванъ Ѳерапонтовичъ ІОпатовъ, онъ же се­
кретарь механическаго отдѣленія.

И. ОБ. ЭКСТРАОРДИНАРНАГО ПРОФЕССОРА:

12. По каѳедрѣ строительнаго искусства (по отдѣлу строитель­
ной механики и графической статики)—военный инженеръ, надворный 
совѣтникъ Сергѣй Александровичъ Заборовскій.

13. По каѳедрѣ электротехники, кандидатъ Физико-математи­
ческихъ наукъ, статскій совѣтникъ Александръ Викторовичъ Вульфъ.

14. По каѳедрѣ химической технологіи—технологъ, титулярный 
совѣтникъ Дмитрій’Андреевичъ Хардинъ, онъ же секретарь химиче­
скаго отдѣленія.

Штатные ііреподаватели:

15. По техническому черченію—инженеръ-технологъ, надвор­
ный совѣтникъ Станиславъ Антоновичъ Окольскій.

16. Рисованія—классный художникъ I степени, надворный со­
вѣтникъ Элигіупгь Викентіевичъ Нсвядомскій.

17. Политической экономіи и статистики докторъ политической 
экономіи, статскій совѣтникъ Иванъ Ивановичъ Иванюковъ.

18. Начертательной геометріи—кандидатъ Физико-математиче­
скихъ наукъ, статскій совѣтникъ Эдуардъ Владимировичъ Гляссъ.

19. Теоретической механики (руководитель практическими за­
нятіями по теоретической механикѣ)—выдержавшій испытаніе па 
степень магистра механики, надворный совѣтникъ Дмитрій Андре­
евичъ Гонтаревъ.
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20. Архитектурнаго черченія—гражданскій инженеръ Левъ Сте­
пановичъ Васильевъ, онъ же допущенъ временно къ чтенію курса те­
хнологіи строительныхъ матеріаловъ.

21. По математикѣ (руководитель практическими занятіями по 
математикѣ), выдержавшій испытаніе на степень магистра чистой 
математики, надворный совѣтникъ Дмитрій Дмитріевичъ Мордухай- 
Болтовской.

22. Рисованія—классный художникъ Іосифъ Константиновичъ 
Маньковскій.

23. Геодезіи—выдержавшій испытаніе па степень магистра 
астрономіи и геодезіи, надворный совѣтникъ Викторъ Эмильевичъ 
ЭреііФейхтъ.

24. По каѳедрѣ физики—кандидатъ Физико-математическихъ 
паукъ, надворный совѣтникъ Викторъ Адольфовичъ Бернацкій.

25. По математикѣ (руководитель практическими занятіями по 
математикѣ), выдержавшій испытаніе на степень магистра чистой ма 
тематики, надворный совѣтникъ Иванъ Романовичъ Брайцевъ.

26. По каѳедрѣ прикладной механики (по курсу паровыхъ кот­
ловъ и машинъ), инженеръ-технологъ Александръ Яковлевичъ Кась- 
минъ.

27. Техническаго черченія—инженеръ-механикъ Владиміръ Кон­
стантиновичъ Рофѳ, онъ же временно допущенъ къ чтенію курсовъ 
^мукомольныя мельницы® и „сельско-хозяйственныя машины и орудія®.

28. По курсу механической технологіи—инженеръ-технологъ 
Михаилъ Ивановичъ Лисянскій.

29. По курсу гидравлики и гидравлическихъ двигателей канди­
датъ Физико-математическихъ наукъ Иванъ Ѳеодосьевичъ Чорба.

30. По курсу технологіи волокнистыхъ веществъ, инженеръ- 
техпологъ Вячеславъ Карловичъ Задариовскій.

Временные преподаватели:

31. По нѣмецкому языку—магистръ классической филологіи, 
ординарный профессоръ Императорскаго Варшавскаго Университета 
Оскаръ Ѳедоровичъ Базинеръ.

32. По Французскому языку—баккалавръ Филологическихъ паукъ, 
надворный совѣтникъ Карлъ Андреевичъ Неру.

33. По конструктивному черченію—военный инженеръ Николай 
Владиміровичъ Короткевичъ Ночевной, онъ же допущенъ временно по 
найму къ чтенію лекцій по строительному искусству и архитектурѣ.

34. По сопротивленію матеріаловъ—технологъ, коллежскій се­
кретарь Валентинъ Ивановичъ Мейеръ.
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35. ІІо топографическому черченію—военный тонографѣ Кон­
стантинъ Евграфовичъ Богдановъ.

36. По строительной механикѣ (руководитель практическими 
занятіями по строительной механикѣ), инженеръ путей сообщенія 
Григорій Яковлевичъ Марковъ.

37. По архитектурѣ (руководитель практическими занятіями 
по составленію архитектурныхъ проектовъ), классный художникъ 
первой степени Вальдемаръ Александровичъ Феддерсъ.

38. По отдѣлу мостовъ—инженеръ путей сообщенія Павелъ 
Никифоровичъ Рышковъ.

39. По отдѣлу дорогъ—инженеръ путей сообщенія, адъюнктъ 
Института Инженеровъ Путей Сообщенія Императора Александра I, 
Александръ Леонардовичъ Васютынскій.

40. По курсу химической технологіи—кандидатъ Физико-мате­
матическихъ наукъ Іосифъ Генриховичъ Богускій.

41. По физико-химіи и электро-химіи—кандидатъ естествен­
ныхъ наукъ Георгій іосифовичъ Ерчиковскій.

42. Руководитель практическими занятіями по проектированію 
мостовъ, инженеръ путей сообщенія Константинъ Александровичъ 
Онпенгеймъ.

43. По ботаникѣ—магистръ ботаники, титулярный совѣтникъ 
Николай Васильевичъ Морковинъ.

44. Руководитель проектированіемъ по архитектурѣ—граждан­
скій инженеръ Владиміръ Александровичъ Брандтъ.

45. По курсу паровозовъ—инженеръ-путей сообщенія Юрій 
Владиміровичъ Ломоносовъ.

46. По курсу дрожжеіі и технологіи углеводовъ —кандидатъ 
естественныхъ паукъ Владиміръ Ивановичъ Исаевъ.

Штатные лаборанты старшіе:

47. При каѳедрѣ органической химіи—магистръ Фармаціи, кол­
лежскій ассесоръ Казиміръ Станиславовичъ Славинскій.

48. При каѳедрѣ неорганической химіи, окончившій курсъ 
наукъ но естественному отдѣленію Физико-математическаго Факульте­
та Императорскаго С.-Петербургскаго университета, коллежскій асес­
соръ Николай Николаевичъ Нагорновъ.

49. При каѳедрѣ неорганической химіи—кандидатъ Физико-ма­
тематическихъ наукъ, коллежскій ассесоръ Оаддсй Игнатьевичъ Ми- 
лобендзкій.
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50. При каѳедрѣ физики—кандидатъ Физико-математическихъ 
наукъ, коллежскій ассесоръ Александръ Петровичъ Поспѣловъ.

51. При ботаническомъ кабинетѣ, выдержавшій испытаніе на 
степень магистра ботаники, коллежскій ассесоръ Александръ Ѳедоро­
вичъ Флеровъ.

52. ГІри каѳедрѣ геологіи и минералогіи—кандидатъ Физико- 
математическихъ паукъ, коллежскій ассесоръ Дмитрій Николаевичъ 
Соболевъ.

53. При каѳедрѣ органической химіи—провизоръ Вацлавъ Ни- 
кодемъ (2-хъ именъ) іосифовичъ Брикнеръ.

54. При каѳедрѣ общей химической технологіи окончившій 
курсъ наукъ въ Императорскомъ С.-Петербургскомъ университетѣ съ 
Дипломомъ первой степени Александръ Никандровичъ Бѣляевъ.

Штатные лаборанты младшіе:

55. При каѳедрѣ органической химіи—кандидатъ Физико-мате­
матическихъ наукъ Николай Александровичъ Прилежаевъ.

56. При каѳедрѣ химической технологіи (красильныя веще­
ства) инженеръ-технологъ Карлъ Людвиговичъ Ганъ.

57. При каѳедрѣ физики—кандидатъ Физико-математическихъ 
наукъ Николай Антоновичъ Линничѳнко.

58. При каѳедрѣ органической химіи, окончившій по первому 
разряду естественное отдѣленіе Физико-математическаго Факультета 
Императорскаго Казанскаго университета Егоръ Егоровичъ Вагнеръ.

Временные лаборанты:

59. При каѳедрѣ электротехники— ипженеръ-тсхвологъ Мечи­
славъ Владиславовичъ Пожарискій.

60. Стипендіатъ Института, технологъ, Василій ПаФнутье- 
вичъ Круссеръ, командированный въ Россію и за границу для подго­
товленія къ преподавательской дѣятельности по каѳедрѣ металлургіи.

Инспекція.

61. Инспекторъ студентовъ, окончившій курсъ наукъ по юри­
дическому Факультету Императорскаго Варшавскаго университета, 
статскій совѣтникъ Константинъ Николаевичъ Капустинъ.
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62. Помощникъ инспектора, окончившій курсъ наукъ но юриди­
ческому Факультету Императорскаго Московскаго университета, кол­
лежскій ассесоръ Иванъ Андреевичъ Максименко.

63. Помощникъ'иненектора, надворный совѣтникъ Василій Ива­
новичъ Голоскевичъ.

64. Помощникъ инспектора, окончившій курсъ наукъ но Физико- 
математическому Факультету Императорскаго Варшавскаго универ­
ситета коллежскій асессоръ Григорій Александровичъ Страгоновичъ.

Библіотека.

65. Библіотекарь, титулярный совѣтникъ Евгеній Наркисо- 
вичъ Добржинскій.

66. Помощникъ Библіотекаря, коллежскій ассесоръ Георгій Ооо- 
досьевичъ Чайковскій.

Канцелярія.

67. Дѣлопроизводитель, окончившій юридическій Факультетъ 
Императорскаго университета Св. Владиміра въ Кіевѣ, коллежскій ас­
сесоръ Василій Осиповичъ Конашинскій.

68. Бухгалтеръ Людовикъ Яковлевичъ Радзи ваковскій.
69. Помощникъ Бухгалтера, коллежскій секретарь Александръ 

Андреевичъ Терещенко.
70. и. д. Помощника Дѣлопроизводителя Ѳома Елсазаровичъ 

Малицкій.

ХОЗЯЙСТВЕППАЯ ЧАСТЬ.

71. Смотритель зданій, губернскій секретарь Леонидъ Михай­
ловичъ Киткинъ.

Пріемный покой.

72. Врачъ Института—лекарь Богданъ Конрадовичъ Коры- 
бутъ-Дашкевичъ.

73. Фельдшеръ Сигизмундъ Карловичъ Зярекъ.
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Такимъ образомъ число лицъ, состоявшихъ на службѣ въ Инсти­
тутѣ въ концѣ 1900—1901 уч. года, было слѣдующее:

Директоръ ........................................................ 1
Ординарныхъ профессоровъ................................ 7
Экстраординарныхъ профессоровъ .... 3
Штатныхъ преподавателей.............................. 19
Временныхъ преподавателей.............................. 16
Лаборантовъ старшихъ.......................................... 8
Лаборантовъ младшихъ..................................... 4
Временныхъ лаборантовъ..................................... 2
Инспекторъ...............................................................1
Его помощниковъ.................................................... 3
Библіотекарь.........................................  1
Его помощникъ.....................................................1
Дѣлопроизводитель ......................................... 1
Его помощникъ.............................................. 1
Бухгалтеръ............................................................... 1
Его помощникъ.............................................. 1
Смотритель зданій......................................... 1
Врачъ......................................................................... 1
Фельдшеръ........................................  1

Всего ... 73

Совѣтъ Института.

Предсѣдатель—Директоръ Института, члены—ординарные и 
экстраординарные проФессоры. Секретарь Совѣта—профессоръ В. А. 
Солонина.

Засѣданій Совѣта въ отчетномъ году было 14.
Въ составъ собранія соединенныхъ Отдѣленій, засѣданій коего 

было за отчетное время 3, входятъ всѣ проФессоры соотвѣтствую­
щихъ отдѣленій подъ предсѣдательствомъ Директора Института. Про­
токолы засѣданій ведутся по очереди секретаремъ Совѣта и секре­
тарями отдѣленій.

Правленіе Института.

Правленіе, имѣя въ своемъ завѣдываніи главнымъ образомъ имуще­
ство и хозяйственныя дѣла Института, а также студенческія дѣла, со­
стоитъ подъ предсѣдательствомъ Директора А.Е. Лагоріо изъ Декановъ 
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Отдѣленій: 1):химическаго—Е. Е. Вагнера, 2) механическаго—В. Л. 
Анисимова, 3) инженерно-строительнаго—В. I. Дейчъ и инспектора 
студентовъ К. Н. Капустина. Въ составъ Правленія при разсмотрѣніи 
вопросовъ, указанныхъ въ § 77 Устава Института, приглашаются 
три члена,[извѣстныхъ своею дѣятельностью на поприщѣ промышлен­
ности въ губерніяхъ Царства Польскаго, назначенныхъ Варшавскимъ 
Генералъ-Губернаторомъ: Баронъ Леопольдъ Леопольдовичъ Кронен­
бергъ, Графъ Феликсъ Викторовичъ Чацкій и Мануфактуръ Совѣтникъ 
Юлій Яковлевичъ Кувицеръ. Секретаремъ Правленія состоитъ Дѣло­
производитель Института В. О. Копашинскій. Засѣданій Правленія 
въ отчетномъ году было 39.

Командировки.
Въ теченіе отчетнаго времени были командированы съ научной 

цѣлью какъ въ Россію, такъ и за границу слѣдующія лица:
1. Старшій лаборантъ К. С. Славинскій—за границу съ научной 

цѣлью, съ 20 Марта по 1 Сентября 1901 г.
2. Преподаватель В. К. Рофѳ—за границу для ознакомленія съ 

постановкою преподаванія техническаго черченія въ высшихъ техни­
ческихъ учебныхъ заведеніяхъ Германіи и Швейцаріи, а также съ 
постановкою преподаванія земледѣльческихъ машинъ и орудій и му­
комольныхъ мельницъ, съ 10 Мая по 20 Августа 1901 г.

3. Преподаватель М. И. Лисянскій—на русскіе заводы съ на­
учной цѣлью, съ 5 Іюня по 20 Августа 1901 г.

4. Преподаватель В. К. Задарновскій—па русскія Фабрики съ 
научной цѣлью, съ 5 Іюня по 20 Августа 1901 г.

5. Преподаватель Л. С. Васильевъ во внутрь Россіи съ научной 
цѣлью, съ 10 Мая по 20 Августа 1901 г.

6. Профессоръ Н. Б. Делоне—за границу съ научной цѣлью, съ 
5 Іюня по 20 Августа 1901 г.

7. Старшій лаборантъ К. II. Поспѣловъ за границу съ научною 
цѣлью съ 20 Мая ио 20 Августа 1901 г.

8. Библіотекарь Института Е. II. Добржинскій—за границу съ 
цѣлью ознакомленія съ устройствомъ библіотекъ въ высшихъ техниче­
скихъ учебныхъ заведеніяхъ Германіи и Швейцаріи, съ 1 Іюня по 20 
Августа 1901 г.

9. Профессоръ В. I. Дейчъ—во внутрь Россіи преимуществен­
но въ Оренбургскій край для изслѣдованія стопой въ ирригаціонномъ 
отношеніи, съ 10 Іюня по 20 Іюля 1901 г.

10. Младшій лаборантъ К. Л. Ганъ-за границу съ научной 
цѣлью, съ 1 Іюня по 20 Августа 1901 г.
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11. Преподаватель I. Г. Богускій—па выставку въ Глазго, съ 1 
Іюня по 20 Августа 1901 г.

12. Профессоръ А. В. ВульФъ—на русскіе электротехническіе 
заводы, съ 1 Іюня по 20 Августа 1901 г.

13. Преподаватель И. Ѳ. Чорба—въ губерніи ІІривислинскаго 
края для ознакомленія съ заводскою промышленностью, съ 1 Іюня по 
20 Августа 1901 г.

Научные труды лицъ преподавательскаго персонала.

Про®. И. О. Сомовъ. „О нѣкоторыхъ приложеніяхъ кинематики 
измѣняемыхъ тѣлъ къ шарнирнымъ механизмамъ" Варш. Унив. Изв. 
1900 VII и 2еіІ8сЪгіН Г. Маііі. и. РЬуя. В. 46, ЬіеІ. 1 и. 2.

ѵ ІІроФ. Е. Е. Вагнеръ сообща съ В. I. Брьгкнеромъ. „Вогпуіен, еіп 
пеиез Тегреп" ВегісЫе Йег Ееиі«с1іеп Сііеш. ПезеІІасІіаГі,

ПроФ. II. В. Делоне. 1) „О кинематическомъ вычислителѣ элли­
птическихъ Функцій". Труд. Физ. Отд. Общ. Любит. Ест. т. XI. 2) 
,Д раФическое построеніе эллиптическихъ и нѣкоторыхъ ультраэлли­
птическихъ Функцій". Мат. Сборн. т. XXIII.

ІІроФ. Кн. А. И. Кугушевъ. „Водопроводъ и водостоки Ново- 
Александрійскаго Института". Записки того же Института.

ПроФ. А. В. Вульфъ. „Къ теоріи уравнительныхъ проводовъ". 
Изв. Варш. Пол. Ипст. 1901. II.

ІІрОФ. Д. А. Хардинъ. Нѣсколько статей по циклическимъ сое­
диненіямъ въ энциклопедическомъ словарѣ.

Преи. В. К. Рофе. „Значеніе интенсивной обработки почвы и 
Другихъ пріемовъ земледѣльческой техники". Изв. Варш. Пол. Инст. 
1901. I.

Преи. В. Э. Эренфейхтъ. „ОррозіііопзЕрІіетегійе (1. Р1. Нег- 
піепіагіа. 1901". Ѵегойепііісііип^еп й. К. азігоп. ВесІіепіпвШиІ яи Всг- 
Ііп № 15.

V Преп. О. Ѳ. Базинеръ. 1) „Ьшіі ваееиіагев. Древнеримскія пеку­
лярныя игры. Историко-Филологическое изслѣдованіе. Варшава, 1901. 
2) „Новыя пріобрѣтенія кабинета гипсовыхъ Фигуръ, состоящаго при 
варшавскомъ Университетѣ". Варш. Дневникъ 1901.

Преп. В. И. Исаевъ. „Кіеіпс МіНйеіІпву ііЬег Епхуше" 2ѳіівсЬгій 
Іііг уезатшіе Вгаиѵѵезеп. 1900.

Преи. К. А. Оппеигеимъ. Опредѣленіе прогибовъ въ прямолипей- 
пыхъ брусьяхъ при помощи втораго веревочнаго многоугольника". 
Изв. Варш. Нол. Инст. 1901, И.



Лабор. Л. II. ІІоспѣловъ. 1) „Жидкій воздухъ" 2) „Цвѣтная Фо­
тографія по способу Липпмана'*.

Лабор. Д. II. Соболевъ. „Фауна древнѣйшихъ средне-девонскихъ 
отложеній Ц. Польскаго". Прот. Варіи. Общ. Естеств.

Учащіеся въ Институтѣ.

Результаты конкурсныхъ испытаній.

Съ 1 Іюля 1900 года начался пріемъ прошеній отъ лицъ, желаю­
щихъ поступить въ Институтъ; предѣльный срокъ подачи прошеній 
былъ назначенъ 1-го Августа того же года. Къ этому времени поступи­
ло 646 прошеній въ томъ числѣ отъ 24 лицъ, имѣющихъ право быть 
принятыми въ число студентовъ безъ конкурса, какъ окончившихъ 
полный курсъ другихъ высшихъ учебныхъ заведеній, или выдержа­
вшихъ успѣшно полукурсовыя испытанія въ университетахъ. Изъ чи­
сла такихъ лицъ зачислено Правленіемъ на старшіе курсы 14 чело­
вѣкъ, а именно: на Механическое отдѣленіе—6 человѣкъ, Инженерно- 
строительное отдѣленіе—3 человѣка и Химическое отдѣленіе 5 че­
ловѣкъ.

Изъ числа подавшихъ прошенія приступило къ экзаменамъ толь­
ко 454 человѣка, изъ нихъ евреевъ 127.

Экзаменовалось до конца всѣхъ экзаменовъ 422 человѣка (въ томъ 
числѣ евреевъ 114 человѣкъ); удовлетворило условіямъ конкурса 277 
человѣкъ, изъ нихъ зачислено въ студенты Института на I курсъ: Ме­
ханическаго отдѣленія—104 человѣка, Инженерно-строительнаго от­
дѣленія—83 и Химическаго отдѣленія 52, всего 239 человѣкъ. Кромѣ 
того по ходатайству Правленія предъ Г. Министромъ Финансовъ бы­
ло разрѣшено принять сверхъ комплекта еще 40 человѣкъ, нахо­
дящихся въ равныхъ условіяхъ по результатамъ конкурса съ приня­
тыми, но изъ числа этихъ лицъ не всѣ были зачислены по недостатку 
мѣста въ Институтѣ.
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Распредѣленіе учащихся но отдѣленіямъ, курсамъ, вѣроиспо­

вѣданіямъ, сословіямъ и І1Р.

ОТДѢЛЕНІЯ

ИТОГО

Химическ.
Механи­
ческое

Инженер- 
но-строит.

Распредѣленіе учащихся:

Л) по впроисповтъданйо:

Въ

Итого

Е) по сословіямъ:

В
С

ЕГ
О

варя0С™пп0.,Цалиі10 къ1”'У 

Въ
1900 г.
теченіе 1900 года 

выбыло. . 
поступило 

о т°мъ числѣ оставшихся 
2-ой годъ на курсѣ . . .

Переведено на старшіе курсы. 
Состояло на лицо къ 1-му 

января 1901 года

православныхъ . 
римско-католико въ 
лютеранъ . . . 
единовѣрцевъ- . 
армяно-григоріанъ 
іудеевъ .... 
англиканск. . . 
реФорматск. . . 
караимовъ. . .

Дворянъ и сыновей чиновни­
ковъ .

Почети. гражд. и купцовъ 
1-Я гильдіи. .

Духовнаго вванія." ’ .'
Военнаго сословія
Мѣіцавъ, купцовъ 2-й

А"1 и ремесленниковъ. 
Крестьянъ . 
Иностранцевъ 
Казаковъ. .

95 108 4! —- 62 48

1

— 275 181 — 461

45 31 2 60 32 1 23 16 128 7ё 6 212
111 61 3 106 99 63 22 28С 105 3 38н

28 30 — 32 15 _ 12 12 72 57 __ 129
- 57 62 — 1 48 30 — 39 35 — 144 127 271

111 118 63 106 ! 57 •29 63 58 32 280 233 124 637

6 5 3 19 7 6 9 10 3 34 22 12 68
99 81 36 56 38 '23 40 33 25 195 152 84 431

9 6 4 - 1 — 14 14 3 31

— — 2 _ — — — — 9 _ __ 2
— 22 21 23 7 — 10 14 4 Зо 43 25 101
— — — — — — — — — — — — —

1 1 — — 1 — 1 - 9

-
2 — 4

111 118 63 106 57 29 63 58 32 280 233 124 637

78 64 28 53 391 22 36 31 23 167 134 73 374

I 2 1 9 _ 1 1 3 5 9 10
1 ■ _ 1 1 — 1 2 1 — — 4 — 2 6

1 — 9 — 1 9 9 — 4

27 46 31 48 15 5 21 22 7 96 83 43 222
4 4 2 — 2 1 9 1 1 6 7 4 17
1 1 — — 1 — 1 — 2 9 — 4— — — — — — — — — — — —

11 118 63 06 1 57 29| 63 58 32 280->33*121 І37
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0 Г Д ’Ь Л К 11 I я.

Механи­
ческое

Инженер- 
ностроит.

Химиче­
ское

1 і11 III I II і III I і 11 III

итого

вс
ег

о

13. По образованію, полученному 
ими до поступленія въ Инсти­

тутъ

Окончившихъ полный курсъ 
въ университетахъ и другихъ 
высшихъ учебныхъ заведе­
ніяхъ: (въ томъ числѣ выдер­
жавшихъ полное полукурсовое 
испытаніе на Физико-матема­
тическомъ Факультетѣ универ- 
ситетовъ) ....................................... о 10

Въ гимназіяхъ............................ 69 62
„ реальныхъ училищахъ съ

дополнительнымъ клас-
сомъ....................................... 33 43

„ коммерческ. училищахъ . 1 —
„ военно-учеб. заведеніяхъ. 1 —
„ нроч. среди, учеб. завед. 4 3
Выдержавшихъ испытаніе

па аттестатъ зрѣлости
При гимназіяхъ...................... 1 —

„ реальныхъ училищахъ
съ дополпит. класс. . — —1

Итого...................... 111 118)

Было освобождено отъ пла-
ты за слушаніе лекцій;

въ 1 іі половинѣ I полностью . 9 25

1900 года. (отъ половины 4 14

во 2-й половинѣ|полностью . — 17

1900 года. |отъ половины — 19

3
31

3
34

4
28

4
14 33

7
24

5
16

8
136

21
114

12
61

41
311

26 62 21 10 19 21 9 114 85 45 214
— — — — 1 2 — 2 __ 2 4
— — 3 1 — — _ 1 3 1 Г

2 5 1 6 4 2 15 8 4 27

1 - — - 1 — - 2 — 1 3

— 2 — — - — — 2 — — 2
63 106 57 29 63 58 32 280 233 124 637

— 7 15 — 7 15 — 23 57 — 80

- 5 5 - 5 8 - 14 27 - 41

29 - 5 15 1 10 22 — 32 66 98

12 — 11 3 8 — “і зн
і

15 53
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Стипендіи въ Институтѣ въ 1900 году.

Наименованіе стипендій

Сумма 
назначен­

ная по 
смѣтѣ

Чи
сл

о у
чр

еж
де

н­
ны

хъ
 сти

пе
нд

ій Размѣръ 
стипен­

дій 
въ годъ

Число стипен­
діатовъ кото­
рые пользо­
вались ими

Примѣчанія

В
ъ I

 п
о­

лу
го

ді
и

В
о I

I п
о­

лу
го

ді
и

В
С

ЕГ
О

Руб. К. Руб. к.

а) Казенныя стипендіи.

Не было.

6) Стипендіи на капиталы,
завѣщанные и пожертво­

ванные Институту, состав­
ляющіе стипендіальныя 

средства Института: 
„Р„имени Дѣйств. Тайна-

Совѣти. Кербедзя . . 
) имени Маріи Янковской

256 50 1 256 50 1 1 1
288 80 5 117 80 5 5

т* ^а,Іиталы, составляющіе 
же спеціальныя средства 

института, но имѣющіе на­
значеніемъ выдачу пособій.

Не было.

і) Стипендіи отъ разныхъ 
вѣдомствъ, учрежд. и лицъ:

1) Отъ Варш. Учебнаго
о.р- по 8апи«и Ке. Убыша 47 — 1 47 — 1 1 1
и; Отъ Варш. Учеб. Окр.

11 ° звниси Сѣраковскай. . 
■>) >тъ Варш. Учебнаго 
КР- по записи Орденгп .

450 — 3 150 — 3 3 3

150 — 2 100 — 1 2
і) Отъ Варш. Учеб. Окр. 

по записи Каминскаго . . 180 4 90 4 _ 1
Его-же.
Его-же
Его-же

450
60

— 9
2

100
60 г

2 7
о г*100 _ 1 200 — — 1

5) Отъ Варш. Уч. Округа 
п? записи Мишкеля . .
/ , ъ Варш. Уч. Округа
0 записи Епископа Кари-

- 1 120 — — 1 160

конскаго Іб 1 90 _ — 1 1
0 Отъ Гатчинскаго Си-

Ротскаго Института Импе­
ратора Николая I. 240 2 180 1 2 2
■>'.? Ргъ І 0С- Контр, стин. 

’ <^'атс'ь-Секр. Сельскаго 
Отъ Управл. акцизны- 

• сбо1>ами Варш. н Сѣдл. 
сти"епдія имени Дѣй- 
( татс. Совѣтн. барона

• В. Штейпгейля .

358 06 1 358 06 1 1 1

228 - 1 228 — 1 1 1

Итого . , . 2913 36
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Денежные обороты Института въ 1900 году.

Х
’А

І по
 по

ря
дк

у Изъ поступленій

Приходъ денежныхъ

средствъ
до отчет­
наго года

отчет­
наго года

ИТОГО

Рубли в копѣйки

1

2

3

Изъ суммъ Государ­
ственнаго Казнач.
На содержаніе Инсти­

тута .......................................

11а усиленіе средствъ 
Института............................

На подготовленіе сти­
пендіатовъ къ профессор­
скому званію......................

— 196015

10526

18000

90

196015

10526

18000

90 Въ Извѣстіяхъ 
1900 г. I вып. на- 
печ. вмѣсто 10526 
руб. 90 к. 10527 р. 
90 к.

4 На путевое пособіе и 
воспитаніе дѣтей . . . — 1 3490 13 3490 13

О Третное жалованье . . — 133 33 133 33

6 Содержаніе 5-й Повѣ­
рочной Палатки . . . - 5528 — 5528 —

Итого изъ суммъ Госуд.
Казначейства ...................... — — 233693 36 233693 36

7 Поступило отъ студен-
товъ и вольнослуш. платы 
за слушаніе лекцій . . 100 45275 45375

8 а) стипенд. капиталы . 6042 57 15534 20 21576 77 Въ Пзвѣстіяхъза
б) получено %% отъ 1900 г.І вып.ука-

стипенд. капиталовъ . . — — 5-15 30 545: 30 зана сумма 6040 р.
9 Прислано отъ разныхъ 57 к. вмѣсто 6042

лицъ и мѣстъ на выдачу 
пособій и стипендій сту-

руб. 57 к.

дейтамъ Института . . 610 91 4945 70 5556 61
Стипен. въ пользу студ. 

Инст., состоящія въ раен. 
другихъ лицъ и вѣдомствъ.

10 имени Дѣйств. Статск. 
Сов. Штейнгейля . . . 6000: _ _ 6000 _

Итого за 1900 годъ . . 12758 48 '99993 56 И 2717
1
04
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Денежные обороты Института въ 1900 году.

Расходъ денежныхъ средствъ

Сумма

расхода
Осталось

Рубли и копѣйки

Изъ суммъ Государственнаго Казначейства.
На содержаніе личнаго состава профессоровъ, 

преподавателей и служащихъ......................................
На пособія студентамъ и служащимъ, изъ 

суммъ Института..................................................................
На учебно-вспомогательныя учрежденія, учеб- 

іыя пособія, командировки, лѣтнія занятія и эк­
скурсіи . ...................................................................................

На пополненіе библіотеки.......................................
На отопленіе, освѣщеніе, чистоту, обзаведеніе 

мебелью и другими принадлежностями общихъ 
Учрежденій Института и прочіе хоз. расходы . .

На канцелярскіе расходы, содержаніе писцовъ, 
бланки, печатныя работы, содержаніе прислуги 
и проч.

На содержаніе пріемнаго покоя............................
На подготовленіе стипендіатовъ къ профес­

сорскому званію..................................•...........................
На путевое пособіе и воспитаніе дѣтей. . . 
Въ третное жалованіе............................................
На содержаніе 5-й Повѣрочной Палатки. . .

104763

7490

46814
6500

33221

7252
500

18000
3490

133
5528

233693

40

40

90

20

13
33

36

Внесено въ доходъ Государственнаго Казна­
чейства платы за слушаніе лекцій............................

а) стипендіальные капиталы...........................

б) выдано стипендій............................................

Выдано пособій и стипендій студентамъ Ин­
ститута изъ суммъ присланныхъ разными лицами 
и мѣстами . . .......................................................

Стипендія выдается непосредственно Варшав- 
ско-Сѣдлецкимъ акцизнымъ Управленіемъ стипен­
діату студепту Института ... . . . ■

45375

382

3925

283377

77

97

10

21576

162

1630

6006*

293691

77

53

64

94
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Имущество Института въ началѣ I 90 I года.

ПО II II В Е II Т А Р ІО:

Къ 1 Января 1901 г. 
состояло:

П
ре

дм
е­

то
въ

Па сумму

Руб. К.

Физическаго кабинета........................................................ 852 1274 23211 02
Минералогическаго кабинета....................................... ЗЗС 7291 14964 20
Лабораторіи органической химіи.................................. 111 412 2902 92
Геодезическаго кабинета .................................................. 211 265 7452 97
Технической чертежной.................................................. 722 3163 12699 26
Рисовальной ........................................................................ 174 862 2415 33
Кабинета теоретической механики ............................ 138 212 2813 18
Музея строительнаго искусства.................................. 147 468 1760 30
Ботаническаго кабинета.................................................. 130 367 3975 63
Смотрителя зданій............................................................. 226 2356 14902 97
Библіотеки.............................................................................. 76 155 1139 99
Канцеляріи.............................................................................. 113 198 2886 58
Пріемнаго покоя................................................................... 34 52 515 85
Лабораторіи неорганической химіи............................ 368 2251 11952 26
Кабинета практической механики............................ 93 514 6414 12
Кабинета гидравлики ........................................................ 7 10 28 56

Всего . . . 3738 19850 110035 14

Кромъ того въ библіотекъ Института къ 1 Января 1901 г. 

состояло па лицо:

Н
аз

ва
ні

й

То
мо

въ

На сумму

Руб. К.

Книгъ....................................... 1717 2337 9990 18
Брошюръ................................. 611 640 309 47
Періодическихъ изданій . 207 1684 6428 70
Атласовъ................................. 196 227 1432 74
Справочныхъ книгъ . . . . 12 81 334 93
Дублетовъ................................. 28 56 64 85

Итого .... 2771 5025 18560 87



УЧЕНЫЙ И УЧЕБНЫЙ ОТДѢЛЫ.



П. О. Сомова.

Глава I. Присоединеніе подобно-измѣняемой или 
однородно-измѣняемой системы къ плоскому сочленен­
ному четырехстороннику.

I- Предметъ изслѣдованія. Движеніе плоской подобно-измѣ- 
пяемой системы опредѣляется, какъ извѣстно, движеніемъ двухъ ея 
точекъ, причемъ движеніе каждой изъ нихъ можетъ быть задано произ­
вольно. Поэтому, если присоединить подобно пзмѣпяемую систему ка­
кими либо двумя ея точками, Л' и Л", къ двумъ различнымъ членамъ 
шарнирнаго четырехсторонника Аг А2 А3 А4, одинъ членъ котораго, 
А, Удерживается неподвижнымъ, то всякая точка Л подобно-измѣняе- 
моп системы получаетъ опредѣленное движеніе, свойства котораго зави­
ситъ какъ отъ свойствъ даннаго четырехсторонника такъ и отъ спосо­
ба присоединенія къ нему подобно-измѣняемой системы и положенія 
точки Л относительно точекъ Л' и Л". ІІодобное-же можно сказать 
и относительно плоской однородно-измѣняемой системы, движеніе кото­
рой опредѣляется, какъ извѣстно, движеніемъ трехъ ея точекъ, не лежа­
щихъ на одной прямой. Если эту систему тремя ея точками, Л', Л", Л'", 
присоединить къ четырехстороннику такъ, чтобы не всѣ эти точки при­
надлежали одному и тому-же члену послѣдняго, то всякая четвертая точ­
ка Л системы будетъ имѣть движеніе, свойства котораго тѣсно связапы
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со свойствами даннаго четырехсторонника и кромѣ того зависятъ отъ 
способа, которымъ къ нему присоединена однородно-измѣпяемая си­
стема.

Для краткости будемъ подобно-измѣняемую систему называть си­
стемою Р, а однородно-измѣняемую систему — системою О; точки 
Л', Л" пли И' М", М."', той или другой системы условимся называть 
основными точками ея.

Извѣстно, что всякая точка Ло члена Л3, средняго изъ подвиж­
ныхъ членовъ четырехсторонника, описываетъ алгебраическую линію 
а0 шестого порядка. Ввиду линейной зависимости координатъ точки М 
системы Р пли (2 отъ координатъ основныхъ ея точекъ, уже напередъ 
можно ожидать, что линія а, описываемая точкою Л/, тоже 6-го поряд­
ка п обладаетъ вообще подобнымиже свойствами какъ линія о0, явля­
ясь въ то-же время обобщеніемъ послѣдней. Ниже (§ 6) мы уви­
димъ точнѣе, что алгебраическій составъ уравненій, опредѣляющихъ 
линіи а, прп всякихъ способахъ присоединенія системы Р или <2 къ 
четырехстороннику, дѣйствительно одинаковъ съ составомъ уравненія 
линіи а0, указаннаго въ общемъ видѣ Сауіеу *) и РоЪегізтъ 2). ІІо 
отличіе состоитъ теперь въ томъ, что присоединеніе системы Р или Сі 
позволяетъ ввести въ разсмотрѣніе большее число параметровъ и та­
кимъ образомъ съ большею свободою видоизмѣнять линіи а, сооб­
разно съ тѣми плп другими заранѣе поставленными требованіями. Въ 
случаѣ обыкновеннаго напередъ заданнаго четырехсторонника все раз­
нообразіе линій а0 обусловливается двумя параметрами—координата­
ми, опредѣляющими положеніе точки М въ членѣ Л2; при введеніп-же 
системы Р мы можемъ располагать уже шестью параметрами: четырь­
мя координатами, опредѣляющими положенія точекъ М' и М" въ соот­
вѣтствующихъ имъ членахъ четырехсторонника, и двумя параметрами, 
опредѣляющими положенія точки М относительно Л' и И". При введе­
ніи системы (2 мы располагаемъ восемью параметрами, изъ которыхъ 
шесть опредѣляютъ положенія основныхъ точекъ И', М", М"' въ соот­
вѣтственныхъ членахъ четырехсторонника, а два другіе—положеніе 
точки М въ самой системѣ 0.

*) Ргосесйіп^я оГ Ніс Ьоікіоп МаіЬ. 8ос. 1872.
2) Ргосеейіп&в оГ (Ье Ьошіон МаіЬ. 8ос. 1875.
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Эти соображенія и побуждаютъ обратить вниманіе на соединеніе 
сочлененнаго четырехсторонника съ подобно-измѣняемою или однород­
но-измѣняемою системами, предполагая, что эти послѣднія механиче­
ски осуществлены тоже въ видѣ шарнирныхъ сочлененій. Такія сочле­
ненія подробно разсмотрѣны въ моей статьѣ „О нѣкоторыхъ приложе­
ніяхъ кинематики измѣняемыхъ тѣлъ къ шарнирнымъ механизмамъ" *) 
и не будутъ поэтому здѣсь снова описываться.

Достиженіе результатовъ, имѣющихъ какое-либо практическое 
значеніе, здѣсь не будетъ стоять на первомъ планѣ, хотя нѣкоторые 
результаты такого рода и будутъ указаны (§§ 11, 17, 23, 24); глав- 
ный-же интересъ представляется въ томъ, что освѣщаются съ новой 
стороны нѣкоторыя свойства какъ четырехсторонника такъ и указан­
ныхъ выше двухъ измѣняемыхъ системъ.

Примѣчаніе. Присоединеніе къ четырехстороннику вѣтви, со­
стоящей изъ двухъ твердыхъ членовъ, соединенныхъ между собою и съ 
Двумя членами четырехсторонника шарнирами, тоже позволило-бы ввести 
въ разсмотрѣніе шесть параметровъ вмѣсто двухъ, и притомъ дало-бы 
механизмъ шестичленный, вч> то время какъ присоединеніе системы Р 
Даетъ восьмичленный, а системы О,—16-членный и даже 18-членный 
механизмы. Но линіи, описываемыя точками введенной вѣтви, уже 
имѣютъ существенныя отличія отъ линій а0, и изученіе ихъ приводитъ 
къ вопросамъ другого рода, которыхъ мы не будемъ разсматривать. 
Притомъ-же эти линіи уже неоднократно изучались ввиду ихъ значенія 

Для механическаго черченія линій заданнаго вида.
2. Различные виды присоединеній системъ Р и О, нъ четы- 

рехстороннину. Способы присоединенія этихъ системъ къ четырех­
стороннику, при соблюденіи условія, чтобы у всей сочлененной системы 
оставалась одна степень свободы, могутъ быть различны. Условимся 
въ слѣдующихъ обозначеніяхъ: основныя точки системы Р или О бу­
демъ обозначать буквой М съ такимъ значкомъ, который указывалъ-бы, 
въ которомъ изъ членовъ А1г Аг, А, А эта точка находится. Тогда 
Для подобно-измѣняемой системы мы будемъ имѣть слѣдующіе суще­
ственно различные случаи:

І) М, Д), 2) (А, Л/2), 3) (А, Л/3), 4) >2);

*) Варш. Унив. Изв. 1900 г.
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а для однородпо-измѣняемой системы:
5) (Д, М;, 6) (>4, Д', Д), 7) (Л/4, Д, Д), 8) (Д, Д, Д),
9) (Д, Д, Д',), 10) (Д, Д, Д'), 11) (Д, Д, Д), 12) (Д,Д,Д), 
13) (Д, Д', Д), 14) (Д, Д, Д').

Мы не будемъ впрочемъ разсматривать этихъ всѣхъ случаевъ. 
Извѣстно, что если въ подобно-измѣняемой системѣ одна точка 
(Л/4) остается неподвижною, то остальныя точки описываютъ линіи 
между собою подобныя съ пропорціональными скоростями; поэтому въ 
случаѣ 1-мъ, гдѣ точка Л/4 принадлежитъ вращающемуся члену А, че­
тырехсторонника, получается круговое движеніе подобно-измѣняемой си­
стемы; въ случаѣ 2-мъ всѣ точки этой системы описываютъ линіи, ко­
торыя подобны траекторіи точки Л/2, принадлежащей среднему изъ по­
движныхъ членовъ четырехсторонника.

Въ случаѣ 5-мъ и 6-мъ однородно-измѣняемая система совершаетъ 
движеніе сдвига и траекторіи всѣхъ ея точекъ тоже между собою по­
добны. Случаи, 9, 10, 12, 13 и 14, въ которыхъ разстояніе между дву­
мя изъ основныхъ точекъ однородно-измѣняемой системы остается по­
стояннымъ, тоже могутъ быть оставлены безъ разсмотрѣнія. Итакъ 
мы обратимъ вниманіе только на 5 случаевъ а именно: 
для подобно измѣняемой системы:

I (Л/„ Л/3), II (Л/„ ЛД)

п для однородно-измѣняемой системы:

III (М4, Л2„ л/з), IV (Л/4, ЛД <), V (ЛД лд лд. 
фиг. 1.
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Положеніе каждой основной точки въ соотвѣтственномъ членѣ че­

тырехсторонника будетъ опредѣляться полярными координатами слѣ­
дующимъ образомъ. За координаты точки 21/і, принадлежащей члену 
возьмемъ

сі = ОиМ3 , = О12 Он Мі, (1)

принимая ОІГ за полюсъ и ОцО12 за ось полярныхъ координатъ и от- 
очитывая уголъ е, по часовой стрѣлкѣ отъ прямой О41О12.

Для точки М2 подобнымъ-же образомъ возьмемъ:

С2----  ^12^2> А 023012М2, (2)
И для точки Л/3 ;

С;— ^3*^31 е—23^34^3 • (3)

Кромѣ того, па неподвижной плоскости шарппръ О4 будетъ прини­
маться за начало прямоугольныхъ координатныхъ осей а прямая О41О34 
за ось (.г?), л положеніе точки Л/4 будетъ опредѣляться координатами 
■т* > У,-

3- Координаты точенъ системы Р или 0. въ зависимости 
отъ основныхъ. Въ подобно-измѣняемой системѣ Р положеніе какой- 
либо точки Л/ (ж, у) по отношенію къ двумъ основнымъ точками. М< 
(жі ,Уі) п Му (ху у/) будемъ опредѣлять углами (фиг. 2).

= г (Л/, М М) и (М,- Му М\
Полагая

1.7 5,- = к{ , ід 8; = ку ,

по условію подобія найдемъ:
»=кі Х( + к’ х' +к<кАуі -у.А

4"
у—ЛУі + У} Уі — кі ку (Хі — Ху) *)

к< -1- /с,

Въ однородно-измѣняемой системѣ

(5)

фиг. 2.

У
положеніе какой-нибудь точки

’) Эти Формулы отличаются перемѣною знака у кх к2 отъ Фор- 
мУлъ (1) приведенной выше моей статьи: „О нѣк. прилож. кипем.... “
вслѣдствіе иного отсчитыванія угловъ 8,- и 8,-.
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М но отношенію къ тремъ основнымъ Мь М} и Мк будемъ опредѣ­
лять отношеніями (фиг. 3): 

фиг. 3.
О

при условіи

гдѣ Р и О, суть точки пересѣче­
нія прямыхъ, проведенныхъ изъ 
Л/ параллельно Мк и Л/, М}, 
съ прямыми Л/,- М, и М, Мк.

Тогда

ш. + йі,+7п» = 1. *).- (8?
4. Параметры, опредѣляющіе движеніе всей сочлененной си­

стемы. Изученіе линій, описываемыхъ различными точками систе­
мы Р или О, присоединенной съ четырехстороннику, непосредственно 
по уравненіямъ, связывающимъ координаты этихъ точекъ, представ­
ляетъ такія-же неудобства, какъ и непосредственное изученіе линій ше­
стого порядка (Корреікигѵеп), описываемыхъ точками средняго по­
движнаго члена самаго четырехсторонника. Имѣя въ виду сдѣлать лишь 
нѣкоторыя сравненія, мы тѣмъ болѣе можемъ не прибѣгать къ этому 
средству. Для нашей цѣли пѣтъ даже надобности выражать обѣ коор­
динаты въ функціи одного п того-же независимаго параметра, а будетъ

фиг. 4. проще и удобнѣе выражать эти 
коордипаты въ функціи двухъ 

х параметровъ, угловъ а, и а3, об- 
разуемыхт. вращающимися члена­
ми четырехсторонника съ прямою, 
соединяющею ихъ центры вра­
щенія, и въ случаѣ надобности 
принимать но вниманіе существу­
ющую между этими углами зави­
симость.

*) Подробнѣе, § 8 вышеуказанной статьи.
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Означая черезъ а{, а2, а3 а*, длины членовъ А2, А3, А, че­
тырехсторонника, имѣемъ:

2ах аг сова,—2 а3 «4 сов аяД-2 ах а3 СО8 (ах —а,) = а12-}-а32-|-а42—а42.

или

д3 СО8 а, — </х соз а3-]-соз (ах — а3) = п, (9)
ГДѢ

(Ю)

5- Линіи % и линіи о. Въ случаѣ, если точка М принадле­
жи гъ члену А2 четырехсторонника и ея положеніе въ этомъ членѣ за­
дано координатами с2, е3 (§ 2), то ея Декартовы координаты на непо­
движной плоскости относительно осей, имѣющихъ указанное въ § 2 по­
ложеніе, выражаются слѣдующимъ образомъ:

«1 — Л соз «,+7? зіп а-і + С сов а3Ч-И 8Іп аа+-Е,

Уі — - В соз ах+-4 зіп а, —соз а3-\-С зіп а.3-\-В', 
(И)

гдѣ

А = а1
~~ (^2 ^2 ^0$
(,2

в — а1
— Со 
«о '

8Іп еа?

С = а3
Сіу

С2 С08 1 В — _ а2 Са 8ІП 8<

Е=.
а2

с2 соз е2, Е' = — С3а2 зіп е2.

Вели принять во вниманіе, что координаты всѣхъ точекъ всѣхъ 
трехъ подвижныхъ членовъ четырехсторонника выражаются линейнымъ 
образомъ черезъ синусы и косинусы угловъ а, и а3, п что координаты 
(ж> у} всякой точки М подобно-измѣняемой пли однородно-измѣняемой 

системы, присоединенной къ четырехстороннику, выражаются линей­
нымъ образомъ черезъ координаты основныхъ точекъ, какъ это видно 
изъ формулъ (6) и (7), то станетъ очевиднымъ, что координаты точки 

выражаются тоже линейнымъ образомъ черезъ синусы и косинусы 
Уіловъ а, ц аз# Дели сдѣлать всѣ требуемыя подстановки, то
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оказывается, что уравненія (11) въ связи съ уравненіемъ (9) опре­
дѣляютъ траекторіи всѣхъ точекъ подвижной системы во всѣхъ 
случаяхъ, будетъ-ли эта система состоять изъ простого четы­
рехсторонника или изъ подобно-измѣняемой или однородно-измѣ­
няемой системы, какимъ-либо образомъ присоединенной къ четы­
рехстороннику.

Разница будетъ состоять только въ различномъ значеніи коэффи­
ціентовъ А, В, С, В, Е п Е'.

Такъ какъ уравненіе траекторіи во всѣхъ случаяхъ получается 
исключеніемъ угловъ а, п а3 изч> трехъ уравненій (11) и (9), то 
линіи а обладаютъ всѣми свойствами линій а0, являясь притомъ 
обобщеніями послѣднихъ, такъ какъ ихъ уравненія, при данномъ 
четырехсторонникѣ, содержатъ большее число параметровъ'. 6 
или 8 вмѣсто 2, какъ это уже выяснено въ § 1.

6. Общій видъ уравненія линіи а. ВоЪегів показалъ *), что 
уравненіе линіи <з0, т. е. линіи, описываемой точкою, принадлежащею 
среднему подвижному члену четырехсторонника, имѣемъ видъ

ЛР-}- № = (13)

гдѣ М, N и В цѣлыя функціи третьей степени отъ координатъ, 
содержащія притомъ многочлены такого вида, что опи, будучи прира­
внены нулю, даютъ уравненія круга. Уравненія линій а, согласно съ 
сказаннымъ въ § 5, должны приводится къ подобному же виду. Они 
легко могутъ быть получены, нѣсколько инымъ путемъ чѣмъ это сдѣ­
лано Робертсомъ, а именно непосредственно изъ формулъ (11) и (9).

Положимъ
х—Е — Ѣ, у—Е' — іі, 

УІ —р( сое Хи 13 — р, «йі к!, 

С'= рз сое Х3, В=р3 віп Х3;

(14)

(15)

такъ что
і = р1 сое (а, — X,) + р3 сов (а3-Х3), 

(16)
7] = р, ЗІП (а, -X,) + рз 8ІП («3-Х3) ,

*) Ргосоеііін^в оГ іЬо Ьоіиіоп Маіііепа. 8ос. 1875.
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Отсюда выводимъ:

& со» (а, -Х,)+т} зіп (а, - X,) = р,+р3 соз [ (а, - а3) - (X, -Х3) ], 

е зіп (а, -X,) -7] соз (а4 -Хх) — р3 зіп [ (а, - а3)- (Хх -Х3) ], 

поэтому

?2+’/і2—2 Р1 $ С08 (аі_х()_2 Р1 ■/] зіп (аі — 'к,)+р12 = р32, (18)

Изъ тѣхъ-же уравненій (19)

$ соз (а, —Х3)4-Т} зіп (а, —Х3) — р1 соз (Х1 —Х3)4-р3 соз (а, —а3); 

о пользуясь зависимостью (9), можно написать:

5 СОЗ («!—Х3)-|-7] зіга (а,—Х3) — р С08 (Хз — Х3)+п рз— 03 р3 СОЗ Я1 +
(19) 

+5і рз соз а3.
Н°, по формуламъ (16):

? СОЗ Х3—7] ЗІп \3 = рі СОЗ [ах—(Х1—Х3)] + р3 СОЗ а3. 

Умножая это равенство па дѵ и вычитая почленно изъ равенства
(^9), находимъ:

' соз (а1-Х3)+^ зіп (а!-Х3) + <73 р3 соз а,+^ рх соз [Я1-(Хі—Х3)]

= 51 ? 003 Х3-у, 7] ЗІП Х3 + Н рз + р, СОЗ (Х,-Х3). 

Уравненія (18) п (20) могутъ быть написаны въ видѣ:

р соза^д зіп а1 = з,

р'соз а1+д''зіиа|=з',
ГДѢ

р = 2 р1 соз X,—г( зіп X,), 

д = 2 р1 (зіп Х^-7) соз X,), 

з = ^Ч-^+р^-рз2,

Р' = І СОЗ Х3-7] 8ІП Х3+^ рі соз (Х3 — Хв)-+-^» рз,

Ч.' = ? ^з+^і соз Х34-^, Рі 8Іп (X, — Х3),

8' — 51 (? ооз Х3 — 7] зіп ХзН-рз соз (Хх - Х3)-|~п р3, 

Исключая изъ уравненій (21) уголт> аъ находимъ:

(ргз—рз')2-\-(д'8 —дз'~)2 — (<ір'—рд')2.
2

(20)

(21)

(22)

(23)



Это уравненіе можно было-бы еще болѣе приблизить къ формѣ 
Робертса п для случая линіи а0 въ точности получить его форму; но 
па этомъ останавливаться не стоитъ.

7. Пріемъ для отысканія условій, при которыхъ точка системы 
Р или 0. описываетъ линію даннаго вида. Цапа линія

/(®,У)=О; (24)

для того, чтобы какая-либо точка М системы Р пли системы при­
соединенной къ четырехстороппику, описывала эту линію, необходимо, 
чтобы выраженія (11), подставленныя въ уравненія (24), давали за­
висимость

(25) 

тождественную съ зависимостью (9). Возможность выполненія этого 
требованія зависитъ отъ того, можно-ли параметры А, В, С, Б, Е и 
Е', подобрать соотвѣтственнымъ образомъ. При этомъ мы можемъ 
распоряжаться: 1) длиною членовъ четырехсторонника, 2) положеніемъ 
въ немъ основныхъ точекъ системы Р или О» 3) положеніемъ точки 
М относительно основныхъ точекъ. Въ случаѣ невозможности точнаго 
выполненія вышеуказанныхъ требованій, является задача о возможно 
маломъ отклоненіи, въ данныхъ предѣлахъ, зависимости (25) отъ зави­
симости (11). Нужно замѣтить, что указанный пріемъ одинаковымъ 
образомъ приложимъ и ко всѣмъ вопроеамч. о черченіи кривыхъ помо­
щью простою четырехсторонника, т. е. безъ присоединенія къ нему 
системы Р пли О.

Не вдаваясь въ настоящей статьѣ вч> аналитическое изслѣдованіе 
указанпой выше задачи, мы ограничимся нѣсколькими простѣйшими 
случаями, въ которыхъ оказывается возможнымъ точное отожествленіе 
зависимости (25) съ зависимостью (9), имѣя цѣлью сдѣлать лишь нѣ­
сколько сравненій между четырехсторонникомъ въ соединеніи съ систе­
мою Р или О и простымъ четырехсторонникомъ.

8. Выраженія для коэффиціентовъ въ формулахъ (11) для пя­
ти перечисленныхъ въ § 2 случаевъ. Вспоминая обозначенія §§ 2, 3 
и 4, находимъ:
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Для случая I:
хі = С1 соз (Ях+еД Уі = с± зіп (ахЧ-ех),

хз — а4+с3 соз (я,-|-е3), ?/3 = с3 віи (а3+е3), 
л _  Д с, , т . . зіп 8, соз (е.—Зя)

А, ~Г~Т (СОЗ 81--|_К'з ЗІП 8і)   : і . С1 )М-Л 3 ' зіп (ДНА)

п_ кус. зіп 8, зіп (е.—83)
Д+Д (зт 8д - Д соз е±) — - 8йц§і+$з) сі >

р_  7г3 с3 . зіп 3, соз (е»4-3.)С ~ ГТГ С05' ез-Д 8»» ез) = ----- •* /й Сз’зт (Оі+оз)

п_ к3с3 , . , ч зіп 3„ зіп (е^+Зд)°------*з+Д соз е3) =------------------------ ДГД^ЗзГ а’

(26)

■(27)

р  к3 ал   соз 8І зіп §3
Л1~{-А:3 8Іи(°1+^з)

Е> _ кі к3 аг _ зіп 3, зіп 83 а
к^кз зіп (З1+о3) 4’

Для случая II:
хх ~ с1 соз (^-(-еі), ух — Сі зіп («і-4-е!),

^2 '~~~ ~~ С2 СОЗ 83-4~Я« СОЗ 0.4 — —- С2 СОЗ (0.4 ~Ь^2)“Ь С2 СОЗ (я3 "Ь®2)| а2 а, а2
(28)

^2 ~ с.2 зіп е2-\-а( зіп а, — — с2 зіп (а3 +е2)-|- —3 с2 зіп (а3-(-е2),
и2 а2 а2

А ~ сі а2 (.С08 еі+^2 зіп е1) —Д с2 а, (соз е2 —Д зіп е2)-|-~Д с, а2
(^і+Д) а2

В __ ~Дсх «2(яйг е1—А:2со8е1)-]-А:2с2 а, (зіпг2+кі созе2) —Д 7г2«!«а >
(Д+Д) а2

р_ к2 а, с, . , . , а. с„
~ М-Т2 Ѵ2- <С08 8т 6з)=Ѵ2~ 

в е«4А О=~

П— к2

_Е'_ й2 а4 С2
к^к2 а (8Ш ®2+А:і С°8 ~

зіп 82 соз (вз+б,) 
зіп Д + §2)

а3 с2 зіп 32 зіп Се2—(—ЗД 
а2 зіп (^-ДЗ,)

а4 с, , , . ч ал с, зіп 82 соз (е2-|-3,)
----   (соз е2 — к1 зіп е2) =------------------------ — 
а2 %

^4 ^2

^2

зіп (§]+62) ’

зіп 82 8іп2(г24-31).
«ш(81 + §2)

((29)
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для случая III:
-с4 у4 постоянны, х1, у,, а?3, у3 но Формуламъ (20),

А — Ші с, соз е,, Е = — ті с1 зіп г,,

С — т3 са С08 е3, 1} = — т3 с3 зіп е3,

Е = т4 я?4+»і3 «4, .Е' = т4 у4, 

«і1+иі3+»п4 = 1;

для случая IV:

я?4, Уі постоянны, , у,, х2, у2 по Формуламъ (28),

? (31)

Е' =. т2 —4 с2 зіп 82+»*4 у4,

т1+т2+ті = 1]

для случая V:
, Уі, х2, у2, х3, у3 но Формуламъ (20) и (28),

. (1. ,А — т1 с1 С08 + («2-—с2 соя е2),

’2

т{ 4-т24-мі3 = 1.

?(32)
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9. Изслѣдованіе случаевъ, когда одна изъ точекъ системы Р 
или (2, присоединенной нъ четырехстороннину, остается неподвижною. 
Формулы (11) показываютъ, что для неподвижности точки М долж­
ны быть выполнены условія:

■А. соз а14- 5 зіп а, 4- С соз а8 4" В а3 — х—Е= сопзі.
(33) 

В соз а,4-Л зіп а.1 — О соз а3+С зіп а.3=у—Е = сопзі.

при всѣхъ значеніяхъ угловъ 04 и с/.3, удовлетворяющихъ зависимо­
сти (9).

Если уголъ а, не остается постоянно равнымъ углу а3, то это 
приводитъ къ требованію:

4 = 0, В = 0, С = 0, Р = 0, (34)

причемъ мы находимъ для неподвижной точки:

х = Е,у = Е’. (35)

Если же постоянно

«Ч = аз,
т- е. четырехсторонникъ представляетъ собою сочлененный параллело­
граммъ и не обращается во время движенія въ антипараллелограммъ, 
то достаточно выполненія условій:

44-С=0, Б-]-г> = 0. (36)

Для обыкновеннаго четырехсторонника требованія (34) или (36) 
не выполнимы безъ того, чтобы длина одного изъ его членовъ не сдѣла­
лась равною нулю; но тогда четырехсторонникъ обращается въ непо­
движный треугольникъ.

Для случая I, если и 53 не считать равными нулю, условія (34) 
приводятъ къ требованіямъ:

с,=0, с3=0, (37)

е. къ тому, чтобы точки Д и Л/3 совпадали съ неподвижными цен­
зами вращенія членовъ А, и А3; по тогда вся подобно-измѣняемая си­
стема дѣлается неподвижною. Предположенія

з1=о, §3=0 (38)
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приводятъ къ такимъ-же заключеніямъ; онѣ означаютъ, что точка М 
лежитъ на прямой ЛД Л/3. Пусть будетъ,

МХ М рх.
= р, ’

тогда вмѣсто формулы (6) имѣемъ:

Р-з я^+р,, х, , р» Уі+р-і У» • 
рі+р-з ’ 7 Рі+Р-з

а вводя сюда выраженія (26), находимъ: 

соз е1,

С = П = -

Р-з
Рч+Р-3

_Ь_ с
Рч+Р-з 3

соя е3, Р-і
Р-і + Р-З

с3 8ІП е3;

вІП 5, ,

т. е. требованіе (34) выполняется только при условіи (37).

Отбрасывая предположеніе (38), разсмотримъ теперь условія (36), 
соотвѣтствующія сочлененному параллелограмму. Они могутъ быть вы­
полнены при сохраненіи подвижности системы Р, какъ это и напередъ 
можно было ожидать по извѣстному свойству „однообразнаго“ движе­
нія подобно-измѣняемой системы '). Для положенія неподвижной точки 
въ системѣ Р мы находимъ координаты;

с3 зіп (е1 — е3) О/і> к _ (еі ~ез) а
«з со8(еі-ез)-сі ’ 3 с1сов(е1-е1)-с3

а мѣсто ея па неподвижной плоскости, согласно формуламъ (35), опре­
дѣляется координатами:

с12 —с, с3 сое (е, — е3) _ с, с3 зіп (е1 —г3)
х с/4-Сз2—2 с, с3 со« (е, —е3) ’ с/4-Сз2— зс^сов (6і~ 53)

*) Если двѣ точки плоской подобно-измѣняемой системы дви­
гаются по двумъ подобнымъ линіямъ, занимая нха ниъ постоянно 
соотвѣтственныя положенія, то движеніе системы становится „однооб­
разными („еіпГогті&“ Вигтееіег), т. о. существуетъ неподвижный 
центръ подобія.
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Положенія основныхъ точекъ Д и Д въ членахъ А, и А3 четы­
рехсторонника могутъ быть при этомъ выбираемы произвольно.

Для случая II получаются подобныя-же заключенія, и мы на нихъ 
подробнѣе останавливаться не будемъ.

Въ случаѣ III, кромѣ неподвижной основной точки Л/4 системы С, 
тоже другихъ неподвижныхъ точекъ быть не можетъ, если о., не ра- 
Бцо «з. Если-же а, = а3, то получается неподвижная точка при усло­
віяхъ:

е3 = г,, т. с-+»?3 с3 = О 
пли

ез = ’г+гі, с,—т3 с3 =0.
Условіе

ші сі ± тз сз — 0 (39)

показываетъ, что неподвижныхъ точекъ будетъ безчисленное множество: 
°пѣ образуютъ прямую, проходящую черезъ неподвижпую основную 
точку 2Д. Очевидно, что въ послѣднемъ случаѣ движеніе однородно-из­
мѣняемой системы состоитъ въ сдвигѣ, основною прямою котораго и 
служитъ прямая (39).

Случай ІУ даетъ подобный-же результатъ.
Наибольшаго вниманія заслуживаетъ случай V. Это единствен- 

Ньіи случай, когда при всякой формѣ четырехсторонника систе­
ма Сі можетъ быть такъ къ нему присоединена, что одна точ­
ка ея, не совпадая ни съ однимъ изъ неподвижныхъ центровъ вра­
щенія, остается неподвижною. Для этого должны быть выполнены 
Условія:

ш2 аі «2Ч-т, а2 с, сое е1—т,3 а, с2 сое г3 =0,

т. а2 с. еіп е,4-?По а, с, еіп е3 = О, 
(40) 

т2 а3 с3 сое $2+»і3 а2 с3 сое е3 = О,

т2 а3 с2 еіп е3-(-т3 а2 с3 еіп е3 = 0.

Послѣднія два уравненія требуютъ, чтобы было или

е3 — е2, »і2 а3 с2+т3 а2 с3 = 0
ИЛИ

®з = я-М2, піз а3 с2 — т3 а2 с3 — 0.
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Одна пара этихъ уравненій, первыя два изъ уравненій (40) и за­
висимость

иг1+т2Н-т3= 1

могутъ послужить для опредѣленія пяти изъ числа 9 элементовъ 
т1? тг, »?з, Сі, , са, ёі, с3 , е3; такъ-что остается еще широкій
просторъ въ расположеніи трехъ основныхъ точекъ системы <2, а въ 
связи съ этимъ и въ положеніи неподвижной точки М. Замѣчательно, 
что всѣ эти уравпепія не зависятъ отт> а4, т. е. отъ разстоянія между 
неподвижными шарнирами четырехсторонника. Положеніе точки М па 
неподвижной плоскости конечно от'ь этого зависитъ; оно опредѣляется 
выраженіями для Е и Е по формуламъ (32).

На чертежѣ *) (фиг. 5) взяты: а,: «а: д3: а4 = 2 : 3 :1: 4, 
такъ-что а,-|-а2 — аз ~|-, и слѣдовательно существуетъ точка раз­
вѣтвленія въ движеніи четырехсторонника; далѣе ті — — 1, яі2 = 1, 
т3 = 1; такъ-что точки АЦ, Мгу М3 и М суть вершины 
параллелограмма; наконецъ з, = — тс/,2 е2 =-тг/,4 е3 = 5 чс/*, 

с, = а,, са = «а 2, Сз=- а3у 2.
фиг. 5.

Л
*) Вмѣстѣ съ тѣмъ и на модели, находящейся въ механическомъ 

кабинетѣ Варш. Унив.
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Ю. Другая точна зрѣнія на послѣдній результатъ. Плоская 
однородно-измѣняемая система обладаетъ, какъ извѣстно, шестью сте­
пенями свободы; поэтому, если одну точку этой системы сдѣлать не­
подвижною, то у нея остаются четыре степени свободы, которыми мож­
но распоряжаться различнымъ образомъ, желая сохранить одну сте­
пень свободы, и между прочимъ можно или задать траекторіи еще двухъ 
юіекь ц отношеніе между ихъ скоростями или задать траекторіи трехъ 
точекъ, по тогда уже отношеніе между ихъ скоростями опредѣляется 
само собою.

Разсмотрѣнное выше движеніе системы О и соотвѣтствуетъ это­
му послѣднему случаю: точка М неподвижна, движеніе точекъ Л/4 и Л/3 
задано по опредѣленнымъ кругамъ, а точки Л/2 по линіи ап (КорреІ- 

Ц1ѵе)- Вообще говоря эти линіи могутъ быть выбраны какъ угодно п 
М01 угь и не быть траекторіями точекъ одного и того-же четырехсто­
ронника; замѣчательно одпако-же, что если за эти линіи принять 
траекторіи нѣкоторыхъ трехъ точекъ, принадлежащихъ тремъ подвиж­
нымъ членамъ одного и того-же сочлененнаго четырехсторонника, то 
пРп движеніи однородно-измѣняемой системы устанавливаются между 
скоростями этихъ точекъ именно такія отношенія, какія существуютъ 
У этихъ точекъ при движеніи четырехсторонника.

При выборѣ точекъ 21/,, М2, М3 параметры нг1? тг, т3, под­
пшенные условію те, 4-»г2-ф-??г3 = 1, можпо считать напередъ дан­
ными, а также задать на неподвижной плоскости координаты точки 
М (.х~Е, у=Е'\, послѣ этого формулы (3 2) по п С' опредѣ­

ляя ь с2 и е2, т. е. положеніе точки М2 въ среднемъ подвижномъ членѣ 
четырехсторонника; уравпенія-же (40) дадутъ послѣ этого с,, г4 и с3, г3, 
т- е. положенія точекъ Л/, и М3 въ двух'ь остальныхъ подвижныхъ 
менахъ четырехсторонника.

Итакъ заключаемъ: Движеніе, плоской однородно-измѣняемой 
вивтемы можно задать такимъ образомъ, чтобы одна произволъ- 
Мо взятая точка ея была неподвижна а три другія, тоже произ­
вольно выбранныя ея точки принадлежали тремъ подвижнымъ 
именамъ произвольно заданнаго сочлененнаго четырехсторонника.

11 • Практическое приложеніе вопроса, разсмотрѣннаго въ § 9. 
* этомъ параграфѣ было между прочимъ показано, что можно только 

з
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въ томъ случаѣ къ сочлепепному четырехсторопппку, одинъ члепъ ко­
тораго неподвиженъ, присоединить систему Р такимъ образомъ, чтобы 
одна точка М послѣдней при всякомъ положеніи четырехсторопппка 
оставалась неподвижною, если сочлененный четырехсторонникъ пред­
ставляетъ собою параллелограммъ, т. е, если постоянно а, —а3. Суще­
ствуютъ положенія параллелограмма, въ которыхч. онъ можетъ обра­
титься въ аптипараллелограммъ, причемъ уже равенство а,з=а3 нару­
шается, а слѣдовательно точка М выходитъ изъ состоянія покоя *). 
Принимая во вниманіе, что все сочлененіе, состоящее изъ четырехсто­
ронника и системы Р, обладаетъ одною степенью свободы, мы заклю­
чаемъ, что если точку М механическими средствами удерживать 
неподвижною, то обращеніе параллелограмма въ антипараллело- 
ѵраммъ сдѣлается невозможнымъ (фйг. 6).

Система Р осуществляется практически сочлененіемъ, состоя­
щимъ изъ четырехъ твердыхъ членовъ 2). Такимъ образомъ вышеуказан­
ная цѣль достигается помощью системы Р съ такою-жс степенью про­

стоты какъ и извѣстнымъ „трехоснымъ спарникомъ", содержащимъ, 
сверхъ основного параллелограмма, тоже четыре члена, но можетъ

») Въ § 16 будетъ показано, что эта точка описываетъ тогда 
кругъ.

2) Варш. Упив. Изв. 1900.



19

представлять и нѣкоторыя преимущества передъ послѣднимъ механиз­
момъ, въ которомъ, при цѣлыхъ оборотахъ параллелограмма, и третья 
ось должна совершать цѣлые обороты, между тѣмъ какъ точка Л/ въ 
системѣ Р можетъ быть такъ выбрана, чтобы вращающійся около нея 
іленъ этой системы совершала, только колебательное движепіе, амплиту­
да котораго можетъ не выходить изъ заранѣе заданныхъ предѣловъ.

•2. Къ вопросу о прямолинейномъ движеніи точки М. Пусть 
будетъ

а«+&у4-с = 0

Уравненіе предполагаемой прямой линіи а. Указаннымъ въ § 7 спосо- 
б°мъ находимъ для нея условія:

(а А — ЪВ) соя ВрЪА) зіп а,-|-(а С-ІіЕ) соз а3

+(а Е~\-1>С) зіп а34-а Ері Е'+с — О, 

которое не содержитъ соз (о^— а3); откуда уже непосредственно мож­
но заключить, что согласованіе его съ зависимостью (9), а слѣдователь­
но и прямолинейный видъ линіи а, невозможны ни для одного изъ слу­
чаевъ присоединенія системы Р пли (2 къ четырехстороннику.

Сказанное здѣсь относится и къ линіямъ а0 п представляетъ та­
кимъ образомъ простое доказательство невозможности черченія точной 
прямой линіи помощью простого сочлененнаго четырехсторонника.

На приближенномъ черченіи прямой линіи помощью соединенія 
четырехсторонника съ системою Р или <2 останавливаться не стоитъ 
Уже потому, что это соедпнепіе содержитъ по меньшей мѣрѣ 7 подвиж­
ныхъ членовъ, а точпое прямолинейное движеніе можетъ быть, какъ 
пзвйстпо, получено уже сочлененіемъ, состоящимч. изъ 5 подвижныхъ 
членовъ.

13. Опредѣленіе условій, чтобы точка системы Р или 0, опи- 
сь,вала кругъ. Въ движеніи обыкновеннаго четырехсторонника круго­
выя траекторіи играютъ исключительную роль: у средняго подвижнаго 
члена только оба подвижныхъ шарнира описываютъ круговыя линіи. 
Другихъ-же такихъ точекъ у него не можетт. быть, если четырехсто­
ронникъ не представляетъ собою параллелограмма или также ромбоида 
съ совпавшими равными членами; въ двухъ послѣднихъ случаяхъ кру- 
10вая линія является вѣтвыо линіи а0, другая вѣтвь которой есть ли­
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нія четвертаго порядка, описываемая тою-же точкою, когда параллело­
граммъ обращается въ антипараллелограммъ или когда второе выше­
названное сочлененіе принимаетъ форму дѣйствительнаго ромбоида.

Присоединеніе къ четырехстороннику системы Р или О приво­
дитъ, какъ мы увидимъ, къ инымъ результатамъ: оказывается, что ли­
ніи а можетъ выдѣлитъ круговую вѣтвь при всякой формѣ четы­
рехсторонника, если только надлежащимъ образомъ выбрать имѣю­
щіеся въ нашемъ распоряженіи 6 или 8 параметровъ (§ 1).

Полагая

ж-Е— і, (41)

предположимъ, что начало координатъ перенесено вгь точку (7і’, А”), 
положеніе которой будетъ впрочемъ опредѣляться, по формуламъ § 8, 
самимъ изслѣдованіемъ. Пусть будетъ

$4-^-2 а і-2Ь -/•і4-а24-62-г» — 0 (42)

уравненіе предполагаемаго круга. Слѣдуя пріему, указанному въ § 7, 
напишемъ:

2 (Л С-\-В Р) сое («1 —а3)+2 (-В С— А Р) зіп (а, — а3)

— 2(«Л—дВ)со8 а, — 2(аВ-\- ЪА)зіпа.1 — 2(аС— ЪР)соза.3 — 2{а1)А-ЪС)зіп а3 

+Л2+Б2+-С2+І)2+а2+6»-г2 = 0 (43)

и будемъ устанавливать тождество этой зависимости съ зависимостью 
(9). Первая часть этой послѣдней зависимости представляетъ собою 
функцію, которая отъ одновременной перемѣны знаковъ у а, и а3 не 
мѣняется. Чтобы зависимость (43) обладала эгимъ-же свойствомъ, 
необходимо, чтобы сумма членовъ, мѣняющихъ свой знакъ отъ перемѣ­
ны знаковъ у а, и а3 одновременно, отдѣльно равнялась пулю. Итакъ 
условіе (43) распадается па два;

{В С— А В')зіп(а1 — а3) — (а ВАІ> А) зіп а, —(а ВА-1> С) зша3—О, (44) 

2 (Л С’+ ВВ) соз (а4—а3) — 2(а А—Ь В) соз — 2 (а С—Ъ Р) соз а3 (45) 

изъ которыхъ первое должно удовлетворяться при всякихъ значеніяхъ 
угловъ оц и а3, удовлетворяющихъ условію (9), а второе должно быть 
тождественно съ этимъ послѣднимъ условіемъ.
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словіе (44) можетъ быть совмѣстно съ зависимостью (9) толь- 
ко въ томъ случаѣ, если

ВС-АІЭ—0, (46)
а В-\-Ъ А — О, (47)

а В+Ь С=О. (48)

Чтобы въ этомъ убѣдиться, достаточпо разсмотрѣть нѣсколько 
частныхъ положеній четырехсторонника, такихъ, при которыхъ два чле­
на располагаются по одной прямой. При этомъ слѣдовало бы разсмо- 
арѣть отдѣльно три главныхъ вида этого механизма: 1) когда оба 
вращающіеся члена совершаютъ полпые обороты, 2) когда это возмож­
но только для одного изъ нихъ и 3) когда оба эти члена могутъ толь- 
Ко КОлебаться; но, ходъ разсужденій во всѣхт, случаяхъ одинаковъ, 
поэтому ограничимся разборомъ послѣдняго изъ нихъ.

Если члены УІ, и А3 могутъ совмѣщаться съ Ац '), то можно 
наать послѣдовательно: а) оц^О, Ь) а3~чс; поэтому:

(-ВС-ЛДЩа В+Ъ С) = О, (49)

(ВС-АВ)+(а В+Ъ А') = О. (50)

Кромѣ того А2 и А3 или А2 и А2 могутъ упасть на одну пря­
мую; тогда или

Ап (а3 —ах) Ап а, Ап а3 
а2+«з аі 

или

Ап (а3—о^)_ Ап аі__  Ап а3
аг а3 «і+а2

Сообразно съ этимъ зависимость (44) даетъ:

°і (ВС— АВ}-\-(а2+а3) (а В-\-Ъ Л)+«! (а С) =■ О 
или

(ВС— ЛІ))-|-а3 (а В+Ъ Л)+(аі + а2) (а В+Ъ С) — 0; 
откУДа, принимая во вниманіе условія (49) и (50), находимъ;

^4 (ВС—УІ/9)(л,Ц-Сз ^з) ® В-^~Ь С) — О»

') Здѣсь предполагается, чго эти члены изображаются прямы­
ми, соединяющими шарниры.
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Такъ какъ не можетъ быть а4 = -4- а., 4- а3, то эта завпеп
моеть вмѣстѣ съ (49) іі (50) и даетъ условія (46), (47) и (48), изъ 
которыхъ впрочемъ только два различны.

Къ подобнымъ-же заключеніямъ мы придемъ, если прямыя Л, и А3 
не могутъ совмѣщаться съ прямою по зато могутъ двоякимъ обра­
зомъ совпадать съ прямою А,.

Сравненіе зависимостей (45) и (9) приводитъ къ слѣдующимъ 
требованіямъ:

а А-ЪВ__аС-ЬВ_А^-Вг+Сг-\-1)г+аі-ѴЪ’і-А 
д3 ~~ —ді 2п

(АС+ВВ). (51)

Мы имѣемъ такимъ образомч, 5 условій, для удовлетворенія кото- 
рыхъ располагаемъ семью параметрами: А, В, С, В, а, Ь и г.

Если предполагать, что ни одинъ изъ коэффиціептовч, А, В, С, В 
не равенъ пулю, то, полагая 

и оставляя к пока произвольнымъ, находимъ:

а кА-Ъ — О,

послѣ чего уравненія (51) даютъ:

а=^Л = —(53) 

г* = (1+**) Г1+^2+ Й . (54)
V Уз УзУ

Принимая во вниманіе выраженія (10), окончательно находимъ:

В — кА С=-9-±А=.--А, Б=-9-±кА=-^кА, (55)
д3 аі д3

а—дхА=^А, Ъ—-к9іА = -^кА, г=±-2ЛЕТЩ (56) 
(1і

причемъ к и А остаются произвольными.
Если одинъ изъ коэффиціептовч. А, В, С, В, напр. А равенъ 

пулю, то формула (46) требуетъ, чтобы еще В или С было равно ну­
лю. Если

А —О, С=О,
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Т0 Условія (47), (48) и (51) даютъ

В=-а-3В, (57)
а1

а = 0, Ъ=-дхВ=-^В, г = + а-В, (58)

причемъ В остается произвольнымъ. Если-же

4 = 0, 5 = 0,
10 Уравненія (11) непосредственно даютъ уравненіе круга

^+т]2—С2+7)2

при всякихъ значеніяхъ С и V, съ центромъ въ точкѣ (2?, -В”)- 
такъ, имѣемъ 3 случая, которые помѣщены въ слѣдующей таблицѣ;

произв. к А --------А
а1

-^44
«і

а4 Л а/ --чи
** 0 произв. 0 _^5

«і
0 --45

«і
*** 0 . 0 произв. произв. Е Е'

т

•4. Угловая скорость « этого кругового движенія. Пусть бу­
дутъ и, и (0з угловыя СКОрости вращающихся членовъ четырехсторон­
ника; по условію (9) онѣ связаны между собою зависимостью:

(/и 8іп а. А-зіп (а. — а?) ок —. 11 . ; 1 З'аь.
5та3+«т (а, —а3)

Пользуясь этимъ и подставляя выраженія (55) въ формулы (11), 
находимъ:

<7я;_  ««(а,— ая)
<11 <7, зіп а3+зіп (а, — а3) (у+**7і -4)

<7?/
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и, принимая во вниманіе формулы (56), получаемъ для угловой ско­
рости <о:

зіп (а,—а~)
Уі зт а3+зі7і (а, — а3) * ' '

Мы видимъ, что эта угловая скорость не зависитъ отъ способа 
присоединенія системы Р пли О, къ данному четырехстороннику и отъ 
положенія точки, описывающей кругъ, въ одной изъ этихъ системъ.

Та-же формула (59) получается и въ томъ случаѣ, если 
А = О, С= 0.

Если А — 0, В = 0, то мы находимъ

со ==. ш3.

15. Разборъ возможныхъ случаевъ круговыхъ траекторій.
Посмотримъ теперь, насколько могутъ удовлетворить условіямъ (*), 
(**) или (***) перечисленные въ § 2 пять механизмовъ. Прежде все­
го замѣтимъ, что для простого четырехсторонника, какъ показываютъ 
формулы (12), никакія изъ этихъ условій не выполнимы для какихъ 
либо точекъ члена А2 кромѣ двухъ подвижныхъ шарнировъ.

Механизмъ I. Вз случаѣ (*) условія (55) требуютъ:

к~—іу (е1 — 83)=—ід (бз-і-^), (60)

с3 а, зіп о3 соз (бз + ЗО+с, а3 зіп 8, соз (е, —83) — 0, (61)

с3 о1 зіп о3 зіп (б3-|-о,)-)-с, а3 зіп о, зіп (е, — о3) ^=0}
поэтому

с3» а/ зіп2 83 = с2 а2 зіп2 8,. (62)

Требованіямъ (60) и (62) можно удовлетворить различнымъ об­
разомъ. Если с,, е1( с3> е3, т. е. положенія точекъ М3 и 2І/3 въ чле­
нахъ Аг и А3, заданы заранѣе, то имѣемъ два уравненія для опредѣле­
нія и §3, т. е. положенія точки М, описывающей кругъ, относитель­
но основныхъ точекъ Мх и М3.

Вз случаѣ (**) условія (60) замѣняются слѣдующими:

соз (е, — 83) = 0, сое (е3+^і) — 0, (63)

условіе-же (62) сохраняется. Этимъ требованіямъ можно удовлетворить, 
задавая напр. с3, е, и е3 и опредѣляя изъ (63) ц и 53 и изъ (62) с3.
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Такимъ образомъ для произвольно заданнаго четырехсторонника поло­

женія основныхъ точекъ не могутъ быть теперь выбраны совершенно 
произвольно; еслп-же, напротивъ, это сдѣлано, то для самаго четырех­
сторонника ал и а3 должны быть взяты согласно условію (62}.

Въ случать (***), если принять во вниманіе, что/с,—ід$і, 
Сз ід о3 могутъ только одновременно равняться пулю (§ 3}, выполне­
ніе условій Л=0, В = 0 (или, всеравно, С~0, 0) невозможно
безъ того, чтобы одна изъ основныхъ точекъ не совпадала съ однимъ 

чзь неподвижныхъ шарнировъ. Если-же это совпаденіе существуетъ, 
папР. сі=0, то вторая основная точка, въ членѣ А3, можетъ быть 
взята произвольно, и тогда всѣ точки системы Р описываютъ круги, 
1Т0 впрочемъ понятно само-собою, такъ какъ получается „однообраз­
ное круговое движеніе подобно-измѣняемой системы, причемъ соб­
ственно четырехсторонникъ уже никакой роли не играетъ. Поэтому 
можно сказать, что условія (***) въ томъ смыслѣ, какъ они пони­
мались въ § 13, длЯ механизма I не выполнимы.

Результаты, соотвѣтствующіе случаямъ (*) и (**), можно разсма­
тривать еще съ другой точки зрѣнія. Такъ какъ плоская подобно-измѣ­
няемая система имѣетъ четыре степени свободы, то движепіе ея дѣ­
лается геометрически опредѣленнымъ, если будутъ заданы траекторіи 
гРех'ь произвольно взятыхъ ея точекъ, причемъ отношенія между ско­
ростями этихъ точекъ этимъ уже сами собою опредѣляются. Въ част­
ности, траекторіи могутъ быть заданы въ видѣ трехъ круговъ; и мы 
видимъ теперь возможность выбрать центры и радіусы этихъ круговъ 
такимъ образомъ, чтобы отношенія между угловыми скоростями двухъ 
изъ круговыхъ движеній были такими-же, какъ у двухъ, вращающихся 
членовъ сочлененнаго четырехсторонника. ■ Другими словами, можно въ 
разсмотрѣнномъ выше механизмѣ, заставивъ точку М помощью доба­
вочнаго кривошипа описывать соотвѣтствующую ей круговую линію, 
втнять взамѣнъ этого средній подвижный членъ А3 четырехсторонника 
11 такимъ образомъ помощью подобно-измѣняемой системы получить 
такое-же преобразованіе вращеній, какое достигается обыкновеннымъ 
четырехсторонникомъ.

Механизмъ ||. Легко видѣть, что всѣ три случая: (*),(* *), 
I***) возможны при всякомъ видѣ четырехсторонника. Не разбирая 
І1Хь всѣ подробно, остановимся только на послѣднемъ, въ которомъ

і 



26

центръ круга совпадаетъ съ точкою (Е{ Е1). Задавъ положенія точекъ 
Л/, п Л/2 въ четырехсторонникѣ произвольно, можно найти положеніе 
точки Л/, описывающей кругъ, согласно условіямъ Л=0, В=.(), по 
формуламъ (29), которыя опредѣлятъ /с, и к2:

к2 (а2 с, зіп е,+а1 с2 зіп &2)+к1 а2 с, соз 8,+Ь. аі (а2 — с2 соз е2)=0,

&з [«з сі «й* $і — «і (а2 —с2 соз е,)] — к2 а2 с, зіп г1-[-к2 а{ с.2 зіп е2=0.

Мы видимъ, чдо положепіе точки Мотносительно Л/, и Л/2 пе зави­
ситъ отъ а3 и а4; формулы-же (29) для С, В, Е, Е' показываютъ, 
что положеніе центра круга пе зависитъ отъ а, и ая а радіусъ круга, 
г — ]/ ТЕ+ТЕ, не зависитъ отъ а, и а4.

На чертежѣ (фпг. 7) ’) четырехсторонникъ взятъ произвольный;

фиг. 7.

далѣе:

Сі — , в,.— 2- л, с2.— -2- к2, е2 — О;

поэтому

/с, — , /с2 — 2, о«—- у ,

*) и на модели, находящейся въ механическомъ кабинетѣ Варпі. 
Унив.
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Механизмъ |||. Для удовлетворенія условіямъ (*) по формуламъ 
(34) требуется;

А = т1 с, соя ё! , к = — ід е1-=—ід е3, (64)

а, тз сз + аз ті сі — О- (65)

Такимъ образомъ, если основныя точки, т. е. элементы г,, с3, 

3> Уі выбраны заранѣе, причемъ 2ц и е3 согласно условію (64), то 
Дли т1 и т3 остается одно линейпое уравненіе, т. е. существуетъ цѣ- 
Лая пРямая линія точекъ, описывающихъ круги. Это впрочемъ выте- 
каеіъ непосредственно изъ того, что если одна точка однородно-измѣ­
няемой системы неподвижна, то всѣ точки, расположенныя па проходя­
щей черезъ нее прямой, описываютъ подобныя между собою липіи съ 
общимъ центромъ подобія въ неподвижной точкѣ.

Итакъ мы нашли, что возможно такое движеніе однородно-измѣ­
няемой системы, при которомъ одна точка неподвижна, точки, лежащія 
ІІа проходящей черезъ нее прямой двигаются по кругамъ, и еще двѣ 
Точьи системы принадлежатъ двумъ вращающимся членамъ четырехсто­
ронника. Іакъ какъ плоская однородно-измѣняемая система имѣетъ шесть 
степеней свободы, то движеніе ея всегда можетъ быть задано такимъ 
образомъ, чтобы одна ея точка была неподвижна и три другія двига­
лись по тремъ даннымъ линіямъ, а въ частности и по кругамъ; но 
Т01Да отношенія между скоростями этихъ трехъ точекъ уже сами 
600010 опредѣляются. Настоящій случай показываетъ, что при пзвѣст- 
цымъ выборѣ основныхъ точекъ отношеніе между угловыми скоростями 
кРУЮвого движенія двухч> изъ этихъ точекъ можетъ быть такое, какъ 
У Диухъ вращающихся членовъ четырехсторонника.

Условія (**) даютъ:

сове,^0, сове3=0, а1 т3 с3±а3 ті с1 = 0 (66)

“ тоже могутъ быть выполнены.

Условія (***) выполняются, если взять О и слѣдовательно

»»з + »П4 = 1- (67)

Этотъ случай не представляетъ интереса, потому-что условіе (67) 
0ПРедѣляетч, точки прямой М3 МК; по при круговомъ движеніи точки 
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Л/3 и такъ очевидно, по свойству однородно-измѣняемой системы, что 
всѣ точки этой прямой двигаются по кругамъ.

Механизмъ IV можета быть изслѣдованъ подобно предыдущему 
и даетъ нодобпые-же результаты: круговое движеніе точки М оказы' 
вается возможнымъ.

Механизмъ V п подавно допускаетъ круговое движеніе точки М. 
Если пять изъ величппъ с,, е,, с.., е.2, с3, е3 задать произвольно, то 
условія (55) опредѣлятъ шестую и параметры , т2, т3,

16. Соотношенія между сочлененными параллелограммомъ и 
антипараллелограммомъ. Въ § 9 было указано движеніе системы Р, 
присоединенной къ сочлененному параллелограмму (а3 — а,), причемъ 
одна точка ея, М, могла оставаться неподвижною, а въ §11 было ука­
зано практическое приложеніе этого результата, достигаемое механиче­
скимъ закрѣпленіемъ точки М. Если эту точку оставить свободною, то 
параллелограммъ можетъ обратиться въ антипараллелограммъ, и тогда 
точка М приходитъ въ движеніе. Легко показать, что она будетъ при 
этомъ описывать кругъ.
При условіи (36):

4+С=О, В(-Р = 0, (68)

формулы (11) даютъ:

® = А (соз а, — сои а3)-і-В (зіп а1 — зіп а3~)-{-Е,
(69) 

у~ —В (со8 а.х—соз а3)-|-Л. («іп а, —«ш а3)-|-^ѵ,

(х-Е)2+(у-Е,)2 = 2 (Л2+В?) [1-сое (а,-а3)]. (70)

Въ случаѣ параллелограмма или антипараллелограмма зависимость 
(9), гдѣ теперь

.'/і = Уз — “, п = 1,«1

даетъ:

1 —соз (а( — а3) = —2 (сое «1 — соз а3).

Но изъ уравненія (69) выводимъ:

(А2-[-В2) (соз а^—соз а3) = А (х—Е) — В (у — Е"), 
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вслѣдствіе чего уравненіе (70) принимаетъ видъ: 

(а’--Е)2+(у-Я')2-2-Л (я:-^)4-2"2- В (у-Е') = 0.
ал аі

Этотъ кругъ описываетъ та точка М подобно-измѣпяемой систе­

мы, коордппаты которой въ этой системѣ, /с(, к3, удовлетворяютъ усло­
віямъ (68), согласно которымъ онѣ по формуламъ § 9 случая I и вы­
ражены, т. е. которая раньше была неподвижною (фпг. 6). Итакъ мы 
нашли. Если сочлененный параллелограммъ обращается въ анти- 
параллелограммъ, то та точна присоединенной къ нему подобно- 
измп,ннемой системы, которая оставалась неподвижною, описы­
ваетъ кругъ.

17. Другія приложенія системъ Р и О,.

„ в Изображеніе движенія центра массы плоской сочленен­
ной системы.

Іакч, какъ общій центръ массы С двухъ тѣлъ дѣлитъ въ по­
стоянномъ отношеніи разстоянія между ихъ центрами массы, Сг и 6А, 
го ТО'1КИ С2 и С' принадлежатъ одной и той-же однородно-измѣ­
няемой системѣ. Общій центръ массы С первыхъ двухъ тѣлъ съ тре- 
тьимъ тѣломъ дѣлитъ въ постоянномъ отношеніи разстоянія между 

11 Сз, центромъ массы третьяго тѣла; отсюда заключаемъ, что точ- 
ка С принадлежитъ однородно-измѣняемой системѣ, движеніе ко- 
ІороЙ опредѣляется тремя основными точками С,, С2, С3.

Прилагая эти разсужденія къ сочлененному четырехсторопппку, 
°Диііъ членъ котораго неподвиженъ, мы получаемъ возможность при­
соединеніемъ къ нему сочлененія О, изображающаго однородно-пзмѣ- 
вяемую систему, воспроизвести движеніе его центра массы. Такое при­
соединеніе должно быть сдѣлано очевидно по способу механизма V.

Нъ данномъ случаѣ можпо впрочемъ вмѣсто системы О, общаго 
вида (§ у) ВЗЯТІ> болѣе ПрОСТОе сочлененіе, состоящее изъ двухъ пап- 
т°графовъ и содержащее только 6 членовъ, благодаря тому, что двумя 
•левами одного изъ этихъ пантографовъ могутъ служить члены самаго 
1'Тырехстороннпка, какъ показано на фигурѣ 8. Конечио, масса при­
соединенныхъ членовъ при этомъ въ расчетъ не принимается.

Вь недавнее время 0. Фишеромъ было указано другое сочлененіе, 
,ІЗ°бражаюіцее движеніе центра массы сочлененнаго четырехсторонника, 
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Оно основано на понятіи о „главпыхъ точкахъ“ (Наирірипкіе) меха­
низма и содержитъ тоже шесть членовъ 1).

Чтобы изображить движеніе центра массы болѣе сложной плоской 
сочлененной системы, можно воспользоваться нѣсколькими однородно­
измѣняемыми системами. Принявъ во вниманіе, что движеніе плоской 
однородно-измѣняемой системы опредѣляется движеніемъ трехъ ея то­
чекъ, легко видѣть, что если число членовъ сочлененія п )> 3, то по­
требуется п/2 или (п—1)| 2 такихъ системъ, смотря по тому, будетъ- 
ли п четное или нечетное.

II. Изображеніе одною случая конформнаіо преобразованія 
на плоскости.

Самое общее конформное преобразованіе па плоскости, при ко­
торомъ круги преобразовываются въ круги, слагается изъ преобразова­
нія помощью взаимныхъ радіусовъ-векторовъ и преобразованія подо­
бія (теорема Ліувплля). Такое преобразованіе можетъ быть поэтому 
изображено сочлененіемъ, состоящимъ изъ соединенія инверзора съ си­
стемою Р.

Нужно впрочемт> замѣтить, что всѣ указанныя конформныя пре­
образованія зависятъ отъ 6 параметровъ, а въ каждой ь отдѣльномъ 
изображающемъ ихъ сочлененіи мы можемъ распоряжаться только че­
тырьмя параметрами; потому-что изъ четырехъ параметровъ преобразо­
ванія подобія —координатъ полюса, коэффиціента удлиннснія и углапово-

») ’Ь Г. МаіЬ. и. РЬув. В. 47. И. 3/4, стр. 435.
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комъ Л М°ЖезіЬ мѣвять только два: координаты полюса. Но во вся- 

Параме ^Ка3аППЫМЬ сочлепен*емъ> при надлежащемъ выборѣ его 
конфо Р°ВЬ' МОЖетъ быть воспроизведено всякое напередъ заданное 

Рмное преобразованіе вышеназваннаго рода.

ПоДобпоаВа ^Ішематпческія Цѣпи, составленныя изъ 
новъ Мѣняемыхъ или однородно-измѣняемыхъ чле-

матическая^ СТепѳняхъ свободы такой цѣпи. Пусть будетъ 6’ кине- 

иям*,,„ Л ,іЬіІЬ’ составленпая изъ послѣдовательно соединенныхъ п 
Мѣняемыхъ тѣлъ А А л

ОтДѣгыіо 11 ’ “ ’ ..... ’ ПЗЪ КОТОРЬІХЪ каждое, будучи взято
будемъ ' М°Жетъ пмѣть въ данномъ пространствѣ р. степеней свободы; 
собою СиаЧала пРеДполагать; что всѣ члены цѣпи соединены между 
чих'ь ІіоІ,релЬ-'еп'^и кинематическими парами, т. е. что каждый изъ 
свободы 7°ШеНІЮ КЪ смежнымъ членамъ имѣетъ по одной степени 
имѣетъ СЛИп^Н и у этой цѣпи пѣтъ внѣшнихъ связей, то она 
бѵііѵт-т П етепеней свободы. Если же у одного изъ членовъ этой цѣпи 

ОТНЯТЫ 1сстоило ■ степеней свободы, то и вся цѣпь потеряетъ
изъчлен^ ( ІеПене^ св°боды Въ частности, если п = [і + 1 и одинъ 
Пеней • 3аьР^ІІЛенъ неподвижно, то этимъ отнимается у цѣпи р сте- 
хРаняетъ °ДЫ П У ПеЯ остается одна степень свободы, т. е. цѣпь 
Ле®анг/зл°П^еДѢ'1еИи0е движеп*е пли> какъ г°ворятъ, обращается 

т°рыя РИЛ°Жимъ эти разсужденія къ системѣ тѣлъ двухт. измѣреній, 

Ляетъ собоЭТЪ ВЪ °ДІІ°й плоскости 11 изъ которыхъ каждое представ­
алъ оГ Ю Подобво-пзмѣняемую систему. Тогда р=4 и цѣпь такихъ 
пРедпо Щается въ механизмъ, если га—5, причемъ одппъ ея членъ 

9Гается неподвижнымъ. Такимъ образомъ получается меха- 
' С,>СГПавленный изъ четырехъ подвижныхъ подобно-измѣняе- 

Хд Метемъ.
ТйіВяемой Же разсУжДеп*е, приложенное къ плоской однородпо-измѣ- 

пеней с ,И,СТемЬ’ кот°рая, какъ извѣстно, имѣетъ на плоскости 6 сте- 
7 членов ДЫ> приводвтъ къ заключенію, что цѣпь, составленная изъ 

’ изъ которыхъ одинъ закрѣпленъ неподвижно, т. е. состоя-

СО­

ВЪ

КО­
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щая изъ шести подвижныхъ однородно-измѣняемыхъ членовъ, мо­
жетъ представлять собою механизмъ.

Если одна или нѣсколько кинематическихъ паръ, соединяющихъ 
смежные члены кинематической цѣпи, перестаютъ быть опредѣленными, 
т. е. если смежные члены имѣютъ одинъ относительно другого болѣе 
одной степени свободы, то число степеней свободы всей цѣпи соотвѣт­
ственнымъ образомъ увеличивается; поэтому, чтобы такая цѣпь могла 
быть механизмомъ, число ея членовъ должно быть соотвѣтственнымъ-же 
образомъ уменьшено. Это даетъ цѣпи съ 2 пли 3 подвижными подобно­
измѣняемыми членами и цѣпи съ 2, 3, 4 или 5 подвижными однородно­
измѣняемыми членами. Зависимость между числомъ относительныхъ 
степеней свободы смежныхъ членовъ и числомъ членовъ механизма мо­
жетъ быть выражена слѣдующею формулою. Если два смежныхъ члена 
имѣютъ одинъ относительно другого 1 4-/з степеней свободы, что к мы 
будемъ называть избыткомъ степеней свободы, и тогда число членовъ 
цѣпи, могущей обращаться, закрѣпленіемъ одною изъ нихъ, въ меха­
низмъ:

п=(і+1 —Ій, (71)

гдѣ сумма распространяется на всѣ существующіе вь цѣпи избытки *).

19. Основаніе для классификаціи этихъ цѣпей. Эти указанія 
приводятъ къ естественной классификаціи (Веиіеаих) кинематическихъ 
цѣпей въ пространствѣ съ даннымъ числомъ степеней свободы. Основа 
піемъ для нея, независимо отъ вида кинематическихъ паръ, служитъ 
число избытковъ, а дальнѣйшее подраздѣленіе основывается на томъ, 
какъ эти избытки размѣщены въ цѣпи.

Прилагая сказанное къ цѣпямъ, состоящимъ изъ подобно измѣняе- 
мыхч. или однородно-измѣняемыхч. членовъ (системъ Р или системъ (2, 
§ 1), мы и приходимъ къ цѣлому ряду новыхч. механизмовъ, которые 
за нѣкоторыми исключеніями, можетъ быть, и не представляютъ прак­
тическаго интереса — ввиду сложности, съ которою эти механизмы осу-

’) Подробнѣе, а также въ приложеніи къ сложнымъ кинематиче­
скимъ цѣпямъ см. статью II. Сомова: ,0 степеняхъ свободы кинема­
тической цѣпи". Журн. Русск. Физ.-Хим. Общ. 1887 г.
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'Цесгвляются помощью соединенныхъ между собою шарнирами /пвер- 
''0 тѣлъ,—но систематическое изученіе ихъ приводитъ къ различ­

ными вопросамъ о преобразованіи движеній, постановка которыхъ не 
м°іла-бы явиться, если бы при изученіи шарнирныхъ сочлененій мы 
ограничивались предположеніемъ, что всѣ члены цѣпи неизмѣняемые. 

I 'Юмъ-же всѣ цѣпи, которыя съ указанной выше точки зрѣнія явля- 
10Тсл я/>ос»іадм, т. е. состоящими изъ членовъ (системъ Р или (2), 
СОеДиненныхъ между собою только послѣдовательно, будутъ предста- 
нлятьея сложными, если ихъ разсматривать состоящими изъ неизмѣ­
няемыхъ тѣлъ, которыя служатъ для образованія тѣхъ-же измѣняемыхъ 
Геновъ, и Т0Гда изученіе ихъ представлялось-бы значительно сложнѣе.

20. Выполненіе классификаціи. Въ нижеслѣдующихъ таблицахъ 
кинематическія пары обозначены двумя буквами Л,- Л,+,, по названію 
неновъ, которыми эти пары соединяются; членъ съ наивысшимъ знач- 

11051 ь предполагается неподвижнымъ; арабскія цифры указываютъ число 
избытковъ въ каждой кинематической парѣ, римскими цифрами обозпа- 
іены существенно различные между собою механизмы.

Цѣпи съ подобно-измѣняемыми членами.
а) Д«а избытка—три члена.

д А, А., А3
1 < 0 0 2

II 0 1 1
III 0 2 0
IV 1 0 1

) ^биііо избытокъ —четыре
члена.

А,, а2 ■А» -А*
V 0 0 0 1

VI о 0 1 0
Полная цѣпь—пять членовъ.

Д А, Аг А3 А. А, 
VII () о () О О

Остальные случаи распредѣленія избытковъ степеней свободы да- 
От,Ь '^Пи’ симметричныя относительно предыдущихъ и слѣдовательно 

‘ и*іхъ существенно не отличающіяся.
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Цѣпи съ однородно-измѣняемыми членами. Подобнымъ же обра­
зомъ можно насчитать слѣдующее число существенно различныхъ между 
собою случаевъ, въ которыхъ мы пе будемъ уже подробно выписывать 
распредѣленіе избытковъ степеней свободы:

a) четыре избытка—три члена—9 случаевъ.
b) три избытка—четыре члена—10 случаевъ.
c) два избытка—пять членовъ—9 случаевъ.
(1) одинъ избытокъ—шесть членовъ - три случая.
е) полная цѣпъ—семъ членовъ—одинъ случай. Итого 32 су­

щественно различныхъ вида кинематическихъ цѣпей съ однородно­
измѣняемыми членами.

Къ этимъ механизмамъ можно было-бы присоединить еще такіе, 
которые содержатъ одновременно системы Р и О,, основываясь при 
этомъ на общихъ соображеніяхъ о неоднородныхъ кинематическихъ цѣ­
пяхъ, т. е. такихъ, члены которыхъ обладаютъ различнымъ числомъ 
степеней свободы. ‘). Всѣ такія цѣпи тоже легко было-бы привести 
въ систему п выдѣлить существенно различныя между ними; но мы 
этпмъ уже заниматься пе будемъ. Изъ перечисленныхъ-же здѣсь меха­
низмовъ мы ограничимся болѣе подробный!, разборомъ лишь первыхъ 
четырехъ, какъ наиболѣе простыхъ, чтобы показать, какимъ образомъ 
подобные механизмы могутъ быть вообще практически осуществляемы.

21. О нинеіиатичѳснихъ парахъ разсматриваемыхъ цѣпей. Что­
бы перейти къ практическому осуществленію кинематическихъ цѣпей 
съ подобно-измѣняемыми членами, можно принять за послѣдніе сочле­
неніе, названное нами системою Р, а для цѣпей съ однородно-измѣняе­
мыми членами—сочлененіе, названное системою (2 (§ 1). При этомъ 
является вопросъ: какимъ образомъ установить кинематическія пары, 
соединяющія такія системы между собою, т. е. какъ понизить число 
степеней свободы одного такого члена относительно другого, смежнаго 
съ нимъ? Практически это можетъ быть достигаемо тремя способами: 
а) принужденіемъ точки системы описывать опредѣленную линію, при­
чемъ отнимается одна степень свободы, Ь) укрѣпленіямъ точки непод­
вижно, чѣмъ отнимаются двѣ степени свободы и с) установленіямъ для

*) II. Сомовъ „О степеняхъ свободы кинематической цѣпи'1. 
Жури. Русскаго Физ.-Хим. Обіц. 1887 г.
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каждаго положенія системы опредѣленнаго отношенія между скоростями 
Д|!ухъ ея точекъ, описывающихъ опредѣленныя линіи, причемъ теряется 
°Дна степень свободы. Если членъ цѣпи примыкаетъ къ неподвижному 
иеіІУ, то требованіе, чтобы одна изъ точекъ перваго изъ нихъ двига- 
лась по опредѣленной линіи, принадлежащей второму, имѣетъ опредѣ- 
■Іеі|ный смыслъ и можетъ быть осуществлено какимъ-либо добавочнымъ 
Мехаііизмомъ. Но если оба члена подвижны, то линія, проведенная въ 
°Дпомъ изъ нихъ, мѣняетъ вмѣстѣ сч. этимъ членомъ нетолько свое по­
ложеніе по и свои размѣры (въ подобно-измѣняемой системѣ) или даже 
11 свою форму (въ однородно-измѣняемой системѣ). Понятно, что меха­
ническое осуществленіе движенія по такой линіи трудно выполнимо, а 
помощью шарнирныхъ сочлененій, дающихъ лишь отдѣльныя точки из­
учаемыхъ системъ, и совсѣмъ невозможно. Приходится поэтому ви­
доизмѣнить разсматриваемое ограниченіе, а именно заставить точку 
Двигаться по пеизмѣняющейся линіи; по тогда уже эта линія пе будетъ 
линіею, составленною постоянно изъ однихъ и тѣхъ-же точекъ той пли 
Другой измѣняемой системы, т. е. опа будетъ перемѣнною по отношенію 
КІ> вмѣняемому члену, которому она предполагается принадлежащею.

всякомъ случаѣ и этимъ способомъ мы отнимаемъ у всей системы 
°Дну степень свободы. При дальнѣйшемъ разборѣ мы будемт. за такую 
линію брать исключительно кругъ, вводя вт> цѣпь стержень, имѣющій 
Динтръ вращенія въ одной изъ точекъ той или другой измѣняемой си­
стемы.

22. Механизмъ I. Членъ .4, долженъ имѣть одну степень сво- 
^°Ды относительно неподвижнаго члена Л3; это можетъ быть достигну- 
10 простѣйшимъ образомъ тѣмъ, что одна точка, Л/о, члена Л, будетъ 
(,ДЬлана неподвижною а другая его точка, Л,, будетъ принуждена опи- 
сьівать заданную линію. Относительно члена Л2, имѣющаго одну сте- 
Пень свободы относительно Л,, будемъ предполагать, что онъ имѣетъ 
1 *’ Л общую точку Л/ и что другая точка Л2 члена А2 имѣетъ опре­
дѣленное движеніе по отношенію къ подобно-измѣняемой системѣ Аѵ.

Рипимая во вниманіе сказанное въ §21, замѣнимъ это условіе дру- 
а именно соединимъ Л2 сч> Л, неизмѣняемымъ стержнемъ. Нако- 

е,ІІ’> чтобы членъ Л2 имѣлъ относительно Л3 три степени свободы (2 из- 
**1Ті!а), нужно у него отнять одну степень свободы, а для этого можно 
аставить нѣкоторую точку Л3 члена А2 описывать опредѣленную ли­
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нію въ неподвижномъ членѣ. Такимъ образомъ получается механизмъ, 
изображенный на фигурѣ 9, гдѣ, какъ и на слѣдующихъ чертежахъ, 
сочлененія, изображающія подобно-измѣняемыя системы, замѣнены для 
простоты заштрихованными треугольниками.

Весь интересъ сводится здѣсь къ опредѣленію траекторіи точки 
въ зависимости отъ траекторіи точекъ Д и Д. Для этой цѣли

имѣемъ слѣдующія уравненія: 
фиг. 9. траекторіи точки Д:

/і(«’пУі)=0, (72)

зависимости между координатами то­
чекъ д и Д':

х1' = п(х1 совХ—уг зіггХ),
(73)

у,' = п («! зіп Х-ру, соз X),

гдѣ

у = /. (Мг Мо М^) — пост., 

уравненія траекторіи точки Д:

/з («з, ’/з) = О; (74)

далѣе, по условію подобія координаты этой точки по координатамъ то­
чекъ Д' и Д опредѣляются по формуламъ (6) слѣдующимъ образомъ:

Ж/4-А:, я^Ч-Х/ к., (ух—у2)
Хз~ К'+к2

(75)
_ кі у, ?/?. кг (Я’| Я’,,)

?/з- ,

наконецъ, такч, какъ точки Д и Д связаны неизмѣняемымі. стерж­
немъ данной длины I, то

(хі-ті)і+(у2-уі)і-Іг = 0. (76)

Уравненіе траекторіи точки Д получается послѣ этого исключеніемъ 
шести координатъ: ж,, і/,, .т,'. ха, у3 изъ семи уравненій (72), 
(73), (74), (75) и (76).



2, который такимъ образомъ сохраняетъ относительно чле- 

, пусть нѣкоторая точка Мо' члена 
что согласно съ предположеніемъ, что А2 имѣетъ двѣ 

фиг. ю.

извѣстнымъ способомъ какъ точка по-

<5і; но 
о2 и а3, 
у линій

ваю ^ЭКЪ ,аСТиый Результатъ отмѣтимъ: если точки и Л/3 описы- 

ъ прямыя линіи, то точка Л/2 описываетъ эллипсъ.
слѣдую3'- МеХаНИЗМЪ І|’ Простѣйшій видъ такого механизма будетъ 

точку10]/'*1' ^УСТЬ Л* І1мѣетъ въ неподвижномъ членѣ А3 неподвижную 

линію °’ 8 ЛР?Гая точиа члена А{ принуждена описывать данную 
Добн 01 ’ ТРеі*Я точка А этого члена описываетъ тогда линію а2, по- 

УК> <51, СЪ центромъ подобія въ точкѣ Л10. Пусть Л/, принадлежитъ 
члену л, --

*а Л двѣ степени свободы. Далѣе, 
А неподвижна, >•-------
степени свободы относитель- 
во А- Третія точка, Д, чле- 
На А2 будетъ тогда описывать 
линію а3? подобную а,, а слѣ- 
«овательпо и линіи 
Центръ подобія линій 
т°чка Мп', иной, ч^,мъ 
°і и а2>

Тѣмъ не менѣе а, и и3 
с имѣютъ общій центръ 

который опредѣляется 
Ресѣченія двухъ круговъ.

Настоящій механизмъ, не представляя какого-либо теоретическаго 

са въ смыслѣ преобразованія движеній, можетъ имѣть однакоже 
У Щее практическое приложеніе: преобразовывать движеніе точ- 

& ДаПН0Й лин*и въ Авиженіе другой точки по линіи, ей подобной, 

центра подобія. Это можетъ быть полезно въ 
Ніи СЛ^Чаяхъ> К0ГДа центрч, подобія находится на далекомъ разстоя- 
ко > т- е. когда линейное отношеніе между размѣрами двухъ линій близ- 
і еДнницѣ и эти линіи одна относительно другой оріентированы 
°бѣи ЛеЛЬВ° или близко къ этому, и слѣдовательно когда и скорости 

ъ точекъ удовлетворяютъ подобнымъ-же требованіямъ. 
Другая форма механизма II представлена на фигурѣ 11. Членъ 

д* имѣетъ неподвижную точку Мо, ІЦ описываетъ заданную линію о,; 
пелп]5115(1 ІЪ ІІеподвижнУю точку Мо и имѣетъ относительно А{ двѣ сте- 

свободы благодаря тому, что соединеніемъ двухъ его точекъ Л/2 и І13 

и а3 то-
. по-



съ двумя точками Л/, и Л7/ члена /1, неизмѣнными стержнями / и у 
него отняты днѣ степени свободы относительно Л,. Движеніе точки Мх 

фиг. 11.

преобразовывается такимъ механизмомъ въ движеніе точки М2. Анали­
тическія зависимости, опредѣляющія это преобразованіе, легко могутъ 
быть составлены подобно тому, какъ это сдѣлано въ § 22.

Не дѣлая этого, отмѣтимъ слѣдующіе частные случаи преобразова­
нія. Если треугольники Л/п ЛД Л// и Л/о' Л/2 Л/2' равнобедренные и имѣ­
ютъ вершины въ точкахъ Лп ііЛ/0', а кромѣ того I = I', то при движе­
ніи точки ЛД по небольшому кругу точка ЛЛ описываетъ замкнутую 
линію 4-го порядка, близкую къ кругу, двигаясь при этомт. въ обрат- 
номъ направленіи. Если іЦ двигается по прямой Л/и Л/(, а слѣдователь­
но Л// по прямой Л/о Л//, то точки Л/2 и )// двигаются тоже по пря- 
мымь Мо Мг и Л/о Л/>'; при этомъ, если точки Л/, и Л// приближаются 
къ Л/о, то точки Л/, и Л/2' удаляются отъ М,' и наоборотъ.

24. Механизмъ III. У него оба избытка степеней свободы сосре­
доточены въ кинематической парѣ (/1, Д), т. е. Л, относительно Д и 
обратно имѣетъ три степени свободы, тогда какъ остальныя двѣ пары, 
(Д Иі) и (Д Д), опредѣленныя. Ограничимся опять простѣйшимъ 
случаемъ такого механизма. Пусть точка Д/„ члена Д неподвижна, а 
точка ЛІ, этого же члена описываетъ па неподвижной плоскости задан­
ную линію пусть также точка Л/о члена Л2 неподвижна, а точка 
Л/3 того-же члена описываетъ данную линію а2. Точки Л// и Л/2' чле­
новъ Лі и Лг соединены между собою стержнемч. неизмѣнной длины, 
чѣмъ и достигается то, что въ кинематической парѣ (Д Д) остаются 
два избытка степеней свободы; дѣйствительно, если бы членъ былъ
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степеВИ?К6П 1 ’ Т° ',ле,ІІ> бы, благодаря этому соединенію, три
в ° ( такъ какъ ограниченіе его движенія состояло-бьт лишь

* ь> чю одна его точка была бы принуждена описывать данную 
11111,0 (кругъ) въ членѣ Д.

фиг. 12.

іакой механизмъ можетъ имѣть практическое примѣненіе, ког- 
при построеніи шарнирнаго механизма на плоскости, по одну ея 

ст°рону (напр. па чертежной доскѣ), неподвижныя оси мѣшаютъ ему 
С0ВеРшать полные обороты вслѣдствіе того, что нѣкоторые члены не 
Мо> Утъ проходить надъ этими осями (шарнирами), случай, который ча- 
СТо астрѣчается при движеніи даже простого шарнирнаго четырехсто- 
Р°ппика. Разсматриваемый механизмъ позволяетъ расчленитъ данную 
І,аРНпрную систему, и въ частности четырехсторонникъ, па отдѣльные 
1Лепы, сохраняя безъ измѣненія движеніе каждаго изъ нихъ относп- 
ельпо Остальныхъ и давая имъ вмѣстѣ съ тѣмъ возможность совер- 

Ц1аіь полные обороты.
Д-чя примѣра приложимъ это къ удвоителю Галловея, т. е. къ та- 

°МУ четырехстороннику Д Вг В3 Віг въ которомъ смежные члены по- 
Р"° Рав«ы, /Д = У/4, В2 = В3, и неподвижный членъ /Д меньше В3\ 

поТ' ЭТ0МЪ ыеха,пізмѣ> какъ извѣстно, на одинъ оборотъ од-
0 изъ вращающихся членовъ (2?3) другой (2/,) дѣлаетъ два оборота. 

’и°ба неподвижныхъ шарнира, С и Д укрѣплены въ одной пло- 
что И’ 10 постояниое «ращеніе въ одну сторону невозможно, потому 

^Чествуютъ такія положенія механизма, при которыхъ эти шарпи- 
’Фепятствуютъ движенію членовъ 7Д и В3. Разсматриваемая теперь
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образомъ, что члены /А

которой ТОЧКИ Л// И Л/а/

кинематическая цѣпь съ двумя подобно измѣняемыми системами позво­
ляетъ расчленить механизмъ Галловея такимъ 
и А?3 будутъ вращаться отдѣльно отъ члена 
Вг, движеніе котораго и вообще относитель­
ное движеніе всѣхъ трехъ членовъ сохра­
нится однакоже безъ измѣненія. Для этого 
въ описанномъ выше механизмѣ III заста­
вимъ точки Л/, и Л/а помощью двухъ кри­
вошиповъ двигаться по кругамъ. Центры 
С и 1) этихъ кругов'ь и ихъ радіусы т\ и га 
могутъ быть помощью простого построенія 
выбраны такъ, чтобы прямая Л// Л//, у : 
но свойству подобно-измѣняемой системы, тоже описываютъ круги, со­
вершала движеніе, тождественное съ движеніемъ члена /А удвоителя 
Галловея. Въ частности, если, какт> принято на чертежѣ (фиг. 14), 
Л/о Л/,=Л/0 Л//, Д/о'Л/а=Л/0 Л/2', то нужно взять

Т, ---  В} 9 Т >— -/А •

фиг. 14.

X X

г.

X ч
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Попятпо, что подобно-измѣняемые треугольники должны быть взя-

ТЬІ Достаточно великими, чтобы пи одинъ изъ неподвижныхъ шарнировъ 
Пе мѣша.ть точкамъ , М2, М^, М2, дѣлать полные обороты. Кро- 

того шарниры и Л/2' должны быть такъ устроены, чтобы стер- 
’иепь Мі М2' проходилъ надъ однимъ изъ подобно-измѣняемыхъ тре­
угольниковъ и подъ другимъ изъ этихъ треугольниковъ.

Указанная здѣсь цѣль механизма III могла-бы быть, правда, до­
стигнута и безъ помощи подобно-измѣняемыхъ системъ, а именно по­
средствомъ двухъ шарнирныхъ параллелограммовъ. Средній членъ тако- 
10 параллелограмма совершаетъ, какъ извѣстно, поступательное круго- 
ВОе Движеніе; па среднихъ членахъ двухъ такихъ параллелограммовъ 
можно выбрать точки достаточно удаленныя отъ всѣхъ неподвижныхъ 
шарнировъ и, соединивъ эти точки неизмѣннымъ стержнемъ помощью 
Дсухъ шарнировъ, получить для этого стержня такое движеніе, какъ 
сли-бц онъ былъ среднимъ членомъ нѣкотораго даннаго четырехсто- 

РС'іника. Но приведенная выше система не имѣетъ того недостатка, 
какой является у параллелограмма, который въ извѣстныхъ положе- 
П1ЯХъ можетъ обращаться въ аптипараллелограммъ, и кромѣ того обла- 
Мстъ слѣдующимъ преимуществомъ. Если-бы мы хотѣлп измѣнять от- 
н°Шенія между длинами членовъ четырехсторонника, то пришлось бы 
измѣнять положепія четырехъ неподвижныхъ шарнировъ и длины че- 
Тырехъ кривошиповъ у двухъ параллелограммовъ; между тѣмъ у ме- 
Хацизма съ двумя подобно-измѣняемыми системами достаточно дѣлать
ЭТи измѣненія у двухъ ведущихъ эти системы кривошиповъ.

25. Механизмъ IV. Онъ имѣетъ по одному избытку степеней 
св°боды въ парахъ (Л3 4,) и (Л2 43). Простѣйшій видъ этого меха- 
111,3518 получится, если у членовъ Л, и сдѣлать по одной точкѣ не- 
ПоДиижною па плоскости, а опредѣленную пару (Л Л2) устроить такъ, 
Как’ь ЭТо сдѣлано въ механизмѣ I. Такой механизмъ (фиг. 15) мож-
*° Разсматривать какъ шарнирный четырехсторонникъ ВЕУОВ, 

иотораго два вращающихся члена замѣнены подобпо-пзмѣпяемымп
“истемами, а для уничтоженія являющагося вслѣдствіе этого излиш-

Диухъ степеней свободы эти подобно-измѣняемые члены еще доба- 
В°Чц<> соединены между собою шарниромъ С. Впрочемъ легко видѣть, 

точка С всегда описываетъ кругъ. А именно, координаты точекъ 
х > чо свойству подобно-измѣняемой системы, связаны линей-

о



пымъ образомъ съ координатами точки С; поэтому, выражая постоян­
ство разстоянія ЕРп подставляя сюда координаты точки С, мы
получимъ для нихъ уравне­
ніе второго порядка, кото­
рое, какъ легко убѣдиться, 
опредѣляетъ кругъ. Такъ 
какъ точки Е и Е опи­
сываютъ линіи, подобныя 
траекторіи точки С, съ по­
люсами подобія соотвѣт­
ственно въ точкахъ В и В 
и съ соотвѣтственно пропор­
ціональными скоростями, то Е и Е тоже двигаются но кругамъ, при­
чемъ угловыя скорости всѣхъ круговыхъ движеній равны. Радіусы 

и гг круговъ, описываемыхъ точками Е и Е, въ отношеніи ВЕ\ВС 
и ЕЕ\ВС разъ больше радіуса г круга, описываемаго точкою С.
Принимая во вниманіе, что и г2 вообще говоря не равны, съ дру­
гой же стороны разстояніе ЕЕ постоянно, то мы должны заключить, 
что центры обоихъ круговъ совпадаютъ, т. е. прямая ЕЕ просто вра­
щается около неподвижнаго центра.

Настоящій механизмъ не даетъ такимъ образомъ какого-либо ин­
тереснаго преобразованія движенія, но зато демонстрируетъ слѣдую­
щее свойство движенія подобно-измѣняемыхъ системъ. Если двѣ по­
добно-измѣняемыя системы имѣютъ по одной неподвижной точкѣ на 
плоскости и имѣютъ кромѣ того одну общую точку, то при движеніи 
этой послѣдней по кругу нѣкоторая точка одной системы сохрапяетт, 
свое разстояніе отъ нѣкоторой точки другой системы.

26. Видоизмѣненія механизмовъ I, II, III и IV. Во всѣхъ описан­
ныхъ въ этой главѣ механизмахъ кинематическія пары съ однима из­
быткомъ степеней свободы тѣхъ членовъ цѣпи, которые примыкаютъ 
къ неподвижному, осуществлялись помощью неподвижныхъ шарнировъ. 
Это ограниченіе можетъ быть замѣнено другимъ: условіемъ, чтобы 
двѣ точки такого члена описывали данныя линіи на неподвижной пло­
скости. Предполагая эти линіи кругами, мы получимъ кинематическую 
пару съ однимъ избыткомъ степеней свободы, если двѣ точки подобно­
измѣняемой системы соединимъ съ двумя вращающимися на неподвиж- 
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и°й плоскости около различныхъ центровъ стержнями. Такія видоиз­
мѣненія механизмовъ можно разсматривать какъ цѣпи, содержащія въ 
своемъ составѣ нѣсколько шарпирныхъ четырехсторонниковъ, нѣкото- 
Рые члены которыхъ однако-же измѣняемы.

Чтобы это пояснить, разсмотримъ получаемыя указаннымъ обра­
зомъ видоизмѣненія механизма IV. Можно представить себѣ два меха- 
низма съ такими измѣненіями: 1) механизмъ, въ которомъ одна изъ

Паръ (Л3 и замѣнена указаннымъ образомъ, и 2) гдѣ это
сдѣлано у обѣихъ паръ. Это даетъ механизмы, здѣсь изображенные

(Фиг- 16 и фиг. 17). Въ первый изъ нихъ входятъ напримѣръ четы­

рехсторонники;
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ВМХМСВ — съ двумя измѣняемыми членами, 
лм;мсл - , „
лл/.жс — съ однимъ измѣняемымъ членомъ, 
АМ^М.В — „ „

Второй механизмъ можетъ быть между прочимъ разсматриваемъ 
какъ система трехъ четырехсторонниковъ, изъ которыхъ два, АМ^М^В 
и СМ2А[2В, имѣютъ средніе члены измѣняемые, а одинъ четырехсто­
ронникъ, Л2і//Л/2'С7, обыкновенный.

27. Механизмъ V, VI и VII. Эти механизмы могутъ быть раз­
сматриваемы съ вышеприведенной точки зрѣнія. Первые два изъ нихъ 
(фиг. 18 и фиг. 19}, представляютъ собою четырехсторонники съ тре­
мя измѣняемыми членами. Являющіеся вслѣдствіе этой измѣняемости

три избытка степеней свободы уничтожены у нихъ различными, обра­
зомъ: въ механизмѣ V напр. принужденіемъ точки М члена Ах описы­

вать данную линію а, и соединеніемъ членовъ А, съ А2 и Л3 съ А3 
неизмѣнными стержнями, а въ механизмѣ VI — принужденіемъ точекъ 
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и Л/3 членовъ А1 и А3 описывать данныя линіи и а3 и соедине* 
ніемъ членовъ А, п Д неизмѣннымъ стержнемъ.

Можно было-бы отнять лишнія три степени свободы, заставивтэ 
тРи точки членовъ А,, А2 и А3 описывать данныя линіи на нелодвиж- 
Пой плоскости, по это ввело бы соединеніе средняго подвижнаго члена 

2 съ неподвижнымъ А4, и кинематическая цѣпь перестала бы быть 
простою (§ 19).

Механизмъ VII представляетъ собою полную кинематическую 
Ч'Ьнь, составленную изъ подобно-измѣняемыхъ членовъ. Такая цѣпь въ 
пР°стѣйшемъ видѣ представлена па чертежѣ (фиг. 20). Все разнообра- 
31е ея обусловливается различною формою четырехъ подобно-измѣняе-

мьіхъ треугольниковъ, разстояніемъ между постоянными центрами вра- 
Щенія, длинами стержней, соединяющихъ подвижные члены между со- 
бою, и видомъ линій а, и а3.



ЗАМѢЧЕННЫЯ ОПЕЧАТКИ.

Стран. строка стоитъ: должно быть:

9 6 (19) (17)
» 21 8ІП X, $ 8ЙІ Хі

14 21 нха ниъ на нихъ
16 16 Ч2 іг/2,

16 л/,4 л/4,
19 11 условія условіе



О Функціяхъ Фурье -Бесселя и ии приложеніи кі изысканію 
зсииптиеит представленій интеграловъ мйерщіашып 

линейныхъ уравненій сі раціональными коэффиціентаіи.
И. Р. Брайцѳва.

ГЛАВА I.
Функціи (о (у; хг) и <о, (ѵ,- хг) и никоторыя ихъ свойства.

§ 1.

Частныя рѣшенія нормальной системы въ формѣ опредѣ­
ленныхъ интеграловъ.

Будемъ исходить изъ системы уравненій;

8яу = гу *);

фу_хфу, (1)
2 <ІХ

гдѣ

§Х==а'’^ + (1+Ѵ')^’ (2)

Рп чемъ ѵ произвольное число.
Систему уравненій (1) условимся называть нормальной. Первое 

113 ь ея Уравненій представляетъ обобщеніе извѣстнаго уравненія Фу­
рье 2).

Оставивъ пока въ сторонѣ второе изъ уравненій (1), займемся 
предварительно интегрированіемъ перваго изъ нихъ. Это послѣднее 
представляетъ частный видъ одного обширнаго класса уравненій, кото­
рыя будутъ объизслѣдованы нами въ послѣдующихъ главахъ пашей ра-

*) Первое уравненіе обыкновенное, а второе съ частными 
“Разводными.

2) ТЬёогіе (Іе Іа сЬаІеиг, Рагів, 1822, р. 372.
1
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боты. Особенность этихъ уравненій та, что асимптотическія предста­
вленія нхъ рѣшеній для весьма большихъ значеній модуля независи­
маго перемѣннаго имѣютъ форму анормальную (по терминологіи 
Н. Роіпсагё *). Мы будемъ искать рѣшенія трактуемаго уравненія 
въ формѣ опредѣленныхъ интеграловъ. Для згой цѣли ввсдемч, вч> 
уравненіе новое независимое перемѣнное /, связанное съ .ѵ при помощи 
подстановки:

(3)
Прежде всего имѣемъ:

(Л/__ г <1у
<іх 2і <11 1

(4)

Пользуясь формулами (4), уравненіе 

(!') Ъу = *У

представимъ такъ:

(5)

Уравненіе (5) интегрируемъ по способу Лапласа, а именно: ищемъ его 
рѣшеніе въ формѣ опредѣленнаго интеграла:

(6)
Г іи 

у — ) « ѵ сі и,

гдѣ ѵ есть функція одного и, а подъ Ь мы разумѣемъ пока путь, по­
зволяющій дифференцированіе выраженія (6) по і замѣнить дифферен­
цированіемъ по тому же перемѣнному функціи е‘“ подъ знакомъ инте­
грала.

Внеся въ уравненіе. (5) па мѣсто у его выраженіе (6), по выпол­
неніи дифференцированія будемъ имѣть:

(7)
I I в (и2—4) ѵсІи-І~(2 ѵ Д- 1)

* 1

1) „8иг Іев іпіё&гаіев іітёдиііёгсв <1ся ёцпаііопв Ііпёаігев“. Асіа 
Маііісшаііса, 8:1, Всгііп, ЗіоскЬоІт, І’агів, 1886.
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Произведя однократную интеграцію по частямъ въ первомъ инте- 

гРалѣ лѣвой части соотношенія (7), послѣ надлежащихъ упрощеній 
иайдемъ:

|7е (и2—4)о —^(н2 — 4) — (2 ѵ — 1) иѵ <1и= о, (8) 

ГДЬ членъ, свободпый отъ знака интеграла, представляетъ разность зна­
ченій функціи е"' (и2—4)и въ концѣ и началѣ пути интеграціи Д Вы- 
еремъ теперч, функцію ѵ и путь і подъ условіемъ, чтобы имѣли мѣсто 

соотношенія:

(и2- 1) <1ѵ
(Іи (2ѵ—• 1) иѵ = о- (9)

е (и-—4)ъ“0. 
і і

Интегрируя уравненія (9), найдемъ:

ѵ =. (и2 — 4)

(Ю)

(И)і3

2 посему искомое рѣшеніе уравненія (5) напишется слѣдующимъ 
образомъ:

Условіе же (Ю) представится въ формѣ:

е“(и2-4)ѵ+^=°-
ь

Уравненіе (!') имѣетъ своимъ интеграломъ выраженіе:

(13)

пРи чемъ

(14)

(15)

®ЬІ не будемъ налагать па ѵ какія-либо ограниченія,—пусть оно 
будетъ совершенно произвольнымъ числомъ.
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Займемся изысканіемъ путей интеграціи, удовлетворяющихъ усло­
вію (15). Вообразимъ петлю безконечной длины, состоящую изъ слѣ­
дующихъ частей: отрѣзка — сор дѣйствительной оси плоскости пере­
мѣннаго и, окружности рзз'р радіуса, длина котораго меньше разстоя-

Чер. 1.

нія точки —2 отъ точки2, и, наконецъ, отрѣзка р— со дѣйствитель­
ной оси. Полагая, что въ началѣ — со этой петли аргументы перемѣн­
ныхъ?/, —2 и и-}-2 удовлетворяютъ условію:

(16) агди = агд (и—2')=агд (»4-2) —к,

выберемъ ее за путь Д считая на немъ то направленіе положитель­
нымъ, въ которомъ мы отсчитывали его части.

Если далѣе примемъ, что

(17) -к ^агд(хг)

то требованіе (15) выборомъ пути Е будетъ выполнено, ибо въ началѣ 
и копцѣ его функція

(18) а(?4) = е 1Х (м2—4)ѵ 2

обращается въ нуль. Интегралъ отъ а (м) сіи, взятый по построенному 
пути въ положительномъ направленіи, назовемъ такъ:

Выраженіе (19) представляетъ частное рѣшеніе уравненія (Г).
Для нахожденія второго частнаго рѣшенія этого уравненія, посту­

паемъ слѣдующимъ образомъ. Строимъ безконечнаго размѣра петлю, 



состоящую ивъ слѣдующихъ частей: отрѣзка 4-00 9 дѣйствительной 
°си, окружности 9Е Е'9 радіуса, длина котораго меньше разстоянія

Чер. 2.

точки 4-2 отъ точки —2, и, наконецъ, отрѣзка 94-00. Пусть на­
правленіе, въ которомч. отсчитывались части петли, будетъ положи­
тельнымъ, Полагая, что вт. началѣ 4-со петли

пгд и — пгд (и — 2) — пгд («+2) — о (20)

примемъ петлю за путь интеграціи въ интегралѣ (14). Условіе (15) 
будетъ удовлетворено, если

4- я агд (хг) / + 3 тг. (21)
Интегралъ отт. а (и) с/и, взятый при этихъ условіяхъ по по­

строенному пути въ положительномъ направленіи, обозначпмч. такъ:

. Г+г>
у2= I а. {и) Ли. (22)

Л4-со
Ито будетъ вторымъ частнымъ рѣшеніемъ уравненія (1').

Чер. 3.

л



- и
Въ интегралахъ (19) и (22) пути интеграціи представляютъ про­

стыя петли, т. е., содержащія внутри себя по одной изъ особыхъ ко­
нечныхъ точекъ функціи а (и). Но вообразимъ теперь сложную петлю, 
состоящую изъ безконечной длины отрѣзка МР, замкнутой линіи 
РАВР, содержащей внутри себя точки -2иР2, и, наконецъ, отрѣз­
ка РРІ\ Пусть уголъ наклоненія вектора РЕГ кч> вектору Р-\- ^бу­
детъ а. Полагая, что вч> началѣ N петли (чер. 3)

(23) агди — агд(и — 2) = аг^(ы-|-2) = а,

примемъ ее за новый путь интеграціи въ интегралѣ (14). Если при 
этомъ

(24) -4-Л—2а агд(хъ) /_ -|-3іг — 2а,

то построенный путь удовлетворяетъ условію (1 5) и, слѣдовательно, 
интегралъ отъ а (и) Ли, взятый по пути NРЛВРN при означенныхъ 
условіяхъ, который мы назовемъ такъ:

представляетъ рѣшеніе уравненія (1').
Изысканные пути интеграціи обладаютъ однимъ общимъ свой­

ствомъ, - начало и конецъ каждаго изъ нихъ совпадаетъ съ точкой 
и — Но можно изъ петель конечнаго размѣра составить такой путь, 

который будетъ удовлетворять условію (15), а интегралъ отъ а (м) Ли, 
Чер. 4.
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взятый по такому пути, будетъ отличенъ отъ пуля. Такой путь, при­
держиваясь терминологіи Л. Погхаммера ’), назовемъ путемъ съ двой­
нымъ обходомъ. Для построенія его поступаемъ слѣдующими образомъ. 

Отмѣтимч. (чер. 4) на дѣйствительной оси точку с, отличную отъ 
точекъ — 2 и -Д- 2. Пусть она лежитъ направо отъ точки и — о. 
Потомъ построимъ петли п с(/{ ІУ^Е^с. Считая указанныя

[,а нихт. направленія положительными, условимся эти петли обозна­
чь соотвѣтственно такъ: (—2) п (+2). Тѣ же петли, но взятыя 
вѣ противоположпыхч. направленіяхъ, будемъ обозначать такъ: ( — 2), 
( + 2). Изъ этихъ петель составимъ слѣдующую комбинацію:

Д = (-2)+(+2)+(^2)+(+2). (26)

3тУ сложную линію условимся короче обозначать такимъ обра 
зомъ:

(-24-2-2+2). (27)

Пусть далѣе;

агдс —атд (с+2) = о;
(28) 

агд(с—2) =те.

При этихъ условіяхъ, функція а (и) въ пачалѣ и концѣ пути Л 

нринимаетч. одно и то же значеніе; а потому условіе (15) выполняется, 
вслѣдствіе этого интегралъ отъ а (и) (Іи, взятый по пути Л, который 
5ІЬІ условимся обозначать такъ:

,(-•.>4-2-24-2)

1/^=1 а (и) Ни, (29.)
‘ с

представляетъ рѣшеніе уравненія (Г). Замѣтимъ, что въ интегралѣ 
^■0 па агд (,г>г) не полагается никакихъ ограниченій.

’) „ІІеЬег сіп Іпіейгаі тіі йорреИѳт 11т1аиі“. МаіЬ. Апп., Всі. 
3&, 1890.
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Обнаружимъ теперь, что, при постоянномъ интегралъ у* 
(29) сохранитъ свое значеніе, если начало с его пути перемѣстится въ 
какую либо конечную точку плоскости перемѣннаго и, отличную отъ 
точекъ —2 п -{-2. Въ самомъ дѣлѣ, пусть с' (чер. 4) будетъ таковой 
точкой. Соединимъ точку с' съ с при помощи отрѣзка с'с—1. По­
лагаемъ, что агдс\ агд (с'+2) и агд (с—2) таковы, что они полу­
чаются соотвѣтственно изъ агдс, агд (с4 2) и агу (с —2) черезъ 
перемѣщеніе точки с по отрѣзку сс отъ первоначальнаго ея положенія 
до совпаденія съ точкой с'. Ясно, что путь (-24-2—2+2)въип- 
тегралѣ (24) можно замѣнить слѣдующей комбинаціей: /(—2) 1~' 
/( +2)/“’/(—2) /“7(4-2)/"’, гдѣ черезъ /_| обозначенъ отрѣзокъ сс. 
Если теперь введемъ обозначенія:

(30)

/(—2)/~, = з;

/(4-2) ,

то, выражая возможность замѣны знакомъ =, можемъ написать:

(31) (—2+2—2+2) = (з з «,).

А посему имѣемъ

(32) а (и) (Іи.

Такимъ образомъ требуемое доказано.

Изъ хода доказательства этого положенія ясно слѣдуетъ, что точ­
ку с можно удалить также и въ безконечность при условіи, что въ без­
конечности

'33) + ~ — 2 агде /_ игціхг} + Зк —2«г</с.

Каждый изъ интеграловъ уг, у3 и у/, удовлетворяетъ также 
и второму уравненію (1). Въ этомъ можно убѣдиться по способу по­
вѣрки.
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§ 2.

Продолженіе интеграловъ предыдущаго параграфа. Пхъ ли- 
нсйная зависимость.

Остановимся предварительно на интегралѣ гр (19). Этотъ пите- 
!ралъ имѣетъ смыслъ, пока агд (яг) содержится въ промежуткѣ (17) 
или вообще въ промежуткѣ:

(4 Л— 1) я < агд (хг) <_ (-4 /с+1) к, (34)

гДѣ /■ любое положительное или отрицательное цѣлое число. Но, измѣ­
няя положеніе прямолинейныхъ частей пути интеграціи, можно продол­
жить разсматриваемый интегралъ.

Мы будемъ говорить лишь о промежуткѣ (17). Вообразимъ, что 
отрѣзокъ — оор повернулся около точки р противъ движенія часовой 

стрѣлки па уголъ со <( (чер, 1) и занялъ положеніе вектора 11р. 
Путь — ^рзз'р-со перейдетъ въ Врзз'рВ,', прп чемъ въ началѣ 

послѣдняго

(35)

Интегралъ отті а (и) (Іа, взятый по пути Іірзз'р 11, обозначимъ
такъ:

(36)

при чемъ

2 о) < агд (жг) <+ к — 2 м. (37)

Гакъ какъ 2о> <тс, то неравенства (17) и (37) имѣютъ общія 
РЬшепія, пли, какъ иногда впредь будемъ говорить, областямъ (17) и 
(З7) измѣненія перемѣннаго шѵ/(.?г) принадлежитъ общая область. 
Назовемъ эту послѣднюю X. Обнаружимъ теперь, что въ области X 

имѣетъ мѣсто равенство:

(38)
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Для доказательства справедливости этого поступаемъ слѣдующимъ 
образомъ. Имѣемъ прежде всего:

(39)

гдѣ черезъ / а(н)<7ы обозначенъ интеграла, отъ а(ы)^и, взятый
Л-2)

по окружности рзз'р.

Изъ соотношеній (39) находимъ:

Чтобы убѣдиться, что выраженіе въ скобкахъ [ ] въ правой части 
соотношенія (40) есть нуль, прибѣгаемъ къ слѣдующему пріему. Изъ 
точки о, какъ центра, опишемъ окружность радіусомъ, длина котораго 
больше разстоянія точки о отър (чер. 1). Обозначимъ черезъ 8Т ду­
гу этой окружпости, заключенную внутри угла —оорВ. Ио извѣст­
ной теоремѣ Коши имѣемъ:

(41)
5 ,7' р

I а (и) сіи-]- I а (и) сіи+ I а (и) сіи= 
у я т

о.

Станемъ теперь радіусъ окружности увеличивать до безконечно­
сти. Такъ какъ а(м) въ области X, начиная съ нѣкотораго значенія 

убываетъ быстрѣе, чѣмъ м , гдѣ <3і представляетч. положи­

тельное число, большее единицы, то соотношеніе (41) сохранитъ силу 
и въ предѣлѣ. А посему:

5 Т р
(42) Ііиг I а(и)<1иІіш а (и) сіи + Ипі ѵ.(и)і1и=о.

•/ » • $ *
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По
—со

а (и) Ли — I а. (и) сіи;
1 р

Разсмотримъ теперь положеніе окружности въ тотъ
• Да «I =,- Л ]’0Гда имѣемъ:

(43)

моментъ, ко*

Поэтому для разсматриваемаго положенія окружности можемъ на­
писать:

сіи | (45)

Пусть положеніе точекъ па окружности опредѣляется такъ:

(46)

'Дѣ 11 длипа радіуса окружности.

Тогда неравенству (45) можно дать форму:

/ а(и)йи < , (47)
І 8

*ДѢ фг и представляютъ соотвѣтственно аргументы точекъ Т и <9: 
пРч чемъ Ф., — фі== (о.

Принимая во вниманіе неравенство (47), въ правѣ заключить, что

т
Ііт. I а(и)сІи=о. (48)

.',5

Въ силу результатовт. (43) и (48), соотношеніе (42) прсдста- 
П'Чмт, въ слѣдующей формѣ;

(49)
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или:

(50)

Пмѣя въ виду формулу (50), изъ соотношенія (40) заключаемъ 
о справедливости равенства (38).

Такимъ образомъ убѣждаемся, что функціи у, и у/ въ области X 
совпадаютъ. А посему Лѣ этой области каждая изъ нихъ предста­
вляетъ продолженіе другой. Повернемъ далѣе векторъ Вр въ томъ же 

направленіи около точки р на уголъ о/< и въ новомъ положе­

ніи обозначимъ его черезъ В'р. Тогда интегралъ у' обратится вч> 
слѣдующій: 

_ с—з)

при чемъ

(52) — к — 2<о — 2со' < агд (хг) < ф- л — 2ш — 2<о'.

Такъ какъ области (37) и (52) имѣютъ общую область измѣняемости 
перемѣннаго агд (хг), то по вышеизложенному способу можно доказать, 
что въ этой послѣдней функціи у/ и у," совпадаютъ. На основаніи это­
го заключаемъ, что у/ и у" представляютъ внѣ этой области продол­
женіе другъ друга. А такъ какъ у/ есть продолженіе функціи у,, то 
и у" есть продолженіе у,.

Продолжая поворачивать векторъ Вр около р въ одномъ и томъ 
же направленіи, мы будемъ получать все новыя и новыя продолженія 
интеграла у,, пока векторъ Врне достигнетъ положенія вектора р ф-со. 
Изъ неравенствъ (17), (37), (52) и имч> подобныхъ ясно, что агд (.тг) 
во время вращенія вектора все время убываетъ, не выходя изъ границъ:

(53) —Злф-е <агд (хг) < ф-к,

гдѣ е весьма малое положительное число, отличное отт> нуля.
Вращая векторъ — со у, около точки р по стрѣлкѣ часовъ, мы будемч. 
получать новыя продолженія функціи у,, пока векторъ не придетъ вч. 
совпаденіе съ векторомъ уф-^. При такомъ вращеніи вектора, агд (.сс) 
все время возрастаетъ, не выходя изъ предѣловъ:

(54) — л < агд (хі) < 3 “ — г.
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Области (53) и (54) измѣняемости атд (хг) будемъ называть областя­

ми продолженія интеграла уг. Полную область продолженія этого инте­
грала можемъ опредѣлить такъ:

— 3 к-|-г < агд (хг) < Зтг — е. (55)

Обратимся теперь къ интегралу у2 (22). Онъ имѣетъ смыслъ, пока 
(,?’с) содержится въ промежуткѣ (21) или вообще въ промежуткѣ:

Г4Л+1)к < аг//(ж2) < (4/с+3)7г, (56)

гдѣ А; любое положительное или отрицательное цѣлое число. Мы будемъ 
нредполагать, что агд (хг) содержится въ границахъ (21).

Интегралъ у2 можетъ быть продолженъ по пріему, выясненному 
по отношенію къ интегралу ?/,. При этомъ полная область его продол­
женія опредѣляется неравенствами:

— п-\-г<атд (хг) < +5к—г. (57)

Но тому же пріему можетъ быть продолженъ и интегралъ у3 (25). 

Функцію у3 мы можемъ представить слѣдующимъ образомъ:

Уз —
2КѴ«

— /’ а (и) (Іи — е / а (и) (іи, (58)

гДѣ Л, и д (чер. 3) суть простыя петли съ началомъ въ точкѣ N. пзъ 
к°торыхъ первая огибаетъ точку— 2, а другая точку-]-2.

Но можно написать:

(59)

(60]
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Проведемъ далѣе изъ точки с (чер. 4) въ направленіи къ точкѣ N век­
тора. и обозначимъ безконечной длины, отрѣзокъ хѴс черезъ 5. Тотъ 
же самый отрѣзокъ, отсчитываемый только отъ с къ Л", назовемч. 5_1. 

Тогда въ интегралѣ?/, (29) путь ( — 2 + 2 — 2+2) можно будетъ замѣ­
нить черезъ (X. |х X ]і), гдѣ

Х==8(-2)8-1;
(61)

р, = я(+2) 8~ *.

Л потому для всѣхъ значеній агд (хг), содержащихся въ промежуткѣ 
(24), можно написать:

. (62)
. 'X р. X |Л) 

?/4—У а (и) Ни.

Но
. (X |х. X |Г)

і а (и) Ли =.

Сопоставляя между собою соотношенія (60) и (64), находимъ:

1-е

(65)
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Разложеніе интеграловъ у3 и уг по цѣлымъ положительнымъ 
степенямъ хг.

Разсмотримъ предварительно интегралъ у4. Имѣемъ:

СО
2^жгу4 = е у1 5*0^2,

1.2...*
к=о

ГДѢ

,(-24-2-2+2)
ѵ4-*-1 ѵ-4

(и — 2) («4-2) Ли.

Займемся вычисленіемъ интеграла Полагаемъ въ немъ:

Будемъ имѣть:

2у-Н
67 — 4

гдѣ

с+2
С'=~Г

(66)

(67)

(68)

(69)

(69')

введемъ далѣе обозначеніе:

вМ=
(і о Го>

«—і
І (<-1)г

С|

б—і
Лі, (70)

/
и

Ідѣ а и 6 постоянныя числа.

Такъ какъ

«.(іа 10)

У г
<1

6—1
Л(-

^(0 1 (’Г)
/ а—] ь—1

і (<-1) Л,
Ь—:

(4-1) (71)
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то
2ѵ+* я(ѵ-4-)'

(72) 4 е В (ѵ4-2->ѵ4-*+|).

Л посему уі можно написать въ слѣдующей формѣ:

(73)

У4 =
гѵ к(ѵ-|)<+гг«

= -4 е ’Ѵ’44 І(ѵ+|,ѵ + />;+|) ;
2. —-----У

Принимая во вниманіе, что

2| х: 
е

функціи у4 дадимъ слѣдующій видъ:

(75) ’Л=-4 е ( АіО'хг)1',

к=о

ГДѢ

к 2к—р

(76) л   \ ' 2 5(ѵ+|,ѵ+А: — р-р|)
. 1.2...р. 1,2.3... (А—р)

р=0

Вычислимъ теперъ Ак. Послѣ замѣны в (ѵ+|, ѵ-|-А:—р+|) его инте­
гральнымъ выраженіемъ по формулѣ (70), найдемъ:

к —л(ѵ—1)> .(іо Г о)
2 е Г Н- ѵ-4 *

(77) Аі== 1 (<-ѵ (*-’)*•

Примѣняя къ интегралу (77) р — кратную интеграцію по частямъ, 
гдѣ Чр^к, въ виду особенности пути интеграціи (1ОІО) будемъ 
имѣть:
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Будемъ различать здѣсь два случая: Г)к — 2р и 2) к — 2р + 1. 

Въ первомъ случаѣ находимъ:

--
= %*г (2/>—1)------- В(ѵ+р4-1 ѵ+р—А) (79)

2р\(2ѵ+1)... (2ѵ+2?-1) 1 +Р+2’ ѵ+1’ *)•

Дл;і Дальнѣйшихъ цѣлей выведемъ одну формулу.

Увеличимъ въ соотношеніи (70) число а на 1. Будемъ имѣть:

—лаі /* (1 о 1 0) 6—1
В (а-і-1,1>) = е I іа(і— 1) <Й. (80)

Бри помощи интеграціи по частямъ вт> интегралѣ правой части соот­

ношенія (80), въ виду обозначенія (70), это соотношеніе приводимъ 
Къ виду;

В (а+1,6) = — В («Ч-1, б) —В (81)

Отсюда находимъ:

В («+1, Ь)=--^- В (а, Ь). (82)

Бользуясь формулой (82), находимъ рядъ равенствъ:

В (а+2,Ъ)= а+1~+1 В (а+1, Ь);

5(а+3,Ь)=-^±^Б(а+2,Ь); (83)

а-ф-тп—1

«4-б-(-т — 1
В(а+т— 1, Ь).

Бослѣ перемноженія равенствъ (82) и (83) получимъ:

I

= (-!)’»

В (а-4-ш, Ь) =
_____«(«+!).■■ (а+т»-1)____ ё ъ
(а+6)(а+б4-1)... (а+Ь-Нл —1) к ’ 7

з

(84)
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Аналогичнымъ образомъ находимъ:

В (а, Ъ+д) =

=(-!)« ь <г>+і)...(г>-ч-у—і) 
(а-р-бДа+б-р-1)... —1) '>

гдѣ д цѣлое положительное число.
На основаніи формулъ (84) и (85) находимъ:

(86)

Н-2) =
( 1у„д-0 а(а+1)...(а+т-1)Ь(Ь+1)...(Ь+<7-1) ,,, , 

(а4"^)(а4-Ь+1).„ (а-р> 4- д+т, — Г) ’
Полагая вч> этомъ послѣднемъ соотношеніи: а=й=Ѵ-}-|, т=^д—р, 
будемъ имѣть слѣдующій результатъ:

(87)

Л (*+?+!, ѵ+р4-2)=
_ (2У+.1) (2ѵ+3)- (2Ѵ+2Р-1)-. 

23р(1+ѵ) (2+ѵ)... (р+ѵ) <■ м

Въ виду формулы (87), соотношеніе (79) приведется къ слѣдующему 
виду:

(88) ѵ+|)
р ! (1-р-ѵ) (2+ѵ).„ (р+ѵ)’

Разсмотримъ теперь случай, когда к— 2р4-1. Замѣнивъ въ выраженіи 
(78) для Ак число к его значеніемъ 2р-^-1, будемъ имѣть по выпол­
неніи интеграціи:

(89) ^2р-|-1 —— О.

Въ силу результатовъ (88) и (89), функцію ?/4 (75) можно изоб­
разить въ формѣ:

(90)

гдѣ

(91)

к(ѵ-|)і
е И (ѵ-Ніѵ+І) *’(ѵ;«г)>

со
(а?г)*

Л!(14-ѵ)(2+ѵ)... і/. | ѵ) 
4=0
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Перейдемъ теперь къ интегралу уя (25). Полагаемъ въ немъ:

и--2+1. (92)

Будемъ имѣть:

Пусть замкнутая линія (чер. 3), огибающая точки —2 и -}-2, такова, 
'•то для всѣхъ ея точекъ |ы + 2|, или, что то же самое, / >4. Тогда 
Д-тя всѣхъ точект, пути интеграціи въ интегралѣ (93) имѣетъ мѣсто:

(94)

гдѣ

[у—іК—
(Ѵ-|) (*—»••• (Ѵ-&+І)

1.2... к (95)

В'ь виду разложенія (94), соотношеніе (93) можно представить въ 
формѣ:

(96)

гдѣ

(97)

Вычислимъ интегралъ (97). Полагаемъ въ немъ:

І У Х2 — Ч.
(98)

Найдемъ:

л=(Г«)*-*” Г
./ +СОт

(О) 2Ѵ-Г—1
сІЧ, (99)
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(100) 

при чемъ <р = агд (хг).
Такъ какъ <р содержится вт, промежуткѣ (24), то можемъ на­

писать: 

(101)

(102)

А посему имѣемъ:

2Ѵ-І-1
(103)

(0)
Л,Л = (Iх жз

гдѣ

(Ю4)

Обнаружимъ теперь, что

(Ю5)
Г(«) 2Ѵ-4-1

= I еА іК.
*' —со

Путь интеграціи въ интегралѣ правой части соотношенія (105) 
можно считать состоящимъ изт, слѣдующихъ частей: отрѣзка —со^

дѣйствительной оси, окружности рзз'р съ центромъ въ точкѣ о и, на­
конецъ, отрѣзка р— со. Что же касается до пути интеграціи въ ни- 
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тегралѣ лѣвой части равенства (105), то его можно считать составлен­
нымъ изъ отрѣзка Ѵр, наклоненнаго къ оор подъ угломъ ё, окруж­

ности рзз'р и отрѣзка р И.
Опишемъ теперь изъ точки о, какъ центра, окружность, радіусъ 

которой по длинѣ больше разстоянія точки о до р. Пусть эта окруж­
ность встрѣчаетъ отрѣзки—с-о^и Ир соотвѣтственно въ точкахъ 
А и Кх. Тогда можемъ написать:

Къ силу тѣхъ же основаній, которыя позволили намъ перейти отъ 

соотношенія (41) къ равенству (42), можемъ написать:

Р І; 2Ѵ—4—1 /'А', 2у 4—1 рр 8Ѵ—4—1
Ііт. I сІС-І-Ііт. I (ІС-рІіт. I ё-І (107)

гдѣ съ Ит. связанъ тотъ же смыслъ, какъ и въ соотношеніи (42).

Но

2у—к—1 
еЧ <К = 0.

(Ю8)

Къ виду формулъ (108), соотношеніе (107) обратится въ слѣдующее.'

2Ѵ—к—1 г р 2ѵ—к— 1
Л = О, (109)

ИЛИ;

*2Ѵ-/—1
А (109')
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Принимая теперь во вниманіе формулы:

;
(о) „ 2ѵ-*-1

(о)

2Ѵ—*■—1

(НО) /
(0) 2Ѵ-І-1

—со

4т:ѵ» 
е

/• 2Ѵ-І—1 2ѵ—1-1
гдѣ I Л Л представляетъ интегралъ отъ Л, взятый по

Л (О)

окружности рзз'р, а также соотношеніе (109'), заключаемъ о справе­
дливости равенства (105).

Итакъ, имѣемъ:

(1П)
1—2ѵ Г(о) 2Ѵ—к— 1 

Л = (К®з) I
—со

Введемъ далѣе, согласно Л. Погхаммеру ’), обозначеніе:

(Н2)

(112')

Въ силу 
слѣдующей формѣ:

результата (111'), функцію уа (96) изобразимъ въ

со
—

(113) Уз—а
'»г —V \ I Г 1

(Ж2) ^(-4) [ѵ-ф\2ѵ-А) ОМ*.

І—О

*) „2иг Тііеогіе (Іег ЕпІег’всЬеп Іпіе&гаіе". Маііі. Апп., Всі. 35, 
1890.
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Такъ какъ
со

•го

гдѣ

—2Ѵхг 
в

У/з = 6^)

2-1 к\ (114)
к=о

со

Вк (У аг)* , (115)

(И6)

Замѣнивъ І' (2ѵ—&+Р) ея интегральнымъ выраженіемъ согласно обо­

значенію (112), Д можемъ привести къ слѣдующему виду:

Вк =

=(-2)П:Г'‘г!І2ог^
—со

(117)

р=о
Но

*Ё- 

р=

Л посему имѣемъ:

—ѵ+ (И8)

Л',=
14-7-4

(-1/2 
*!

Ѵ“І #е\мЗф л'
(119)

Полагая, что

будемъ имѣть:
С=27], (120)

7Л = 
'•(о)

А!
•'І ѵ-|^

в 7] __
— со

А/

8ѵ+*
_(-!)* 2 (121)
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Если к — 2/? + 1, то

(122) _ 2гѵ+!*+1 ,,
^+‘“ (2^ + 1)! С '2;'+’’

ГДѢ

(123)

Послѣ 2 у + 1 —кратпой интеграціи по частямъ въ интегралѣ (123), 
убѣждаемся въ справедливости равенства:

(124)

Отсюда слѣдуетъ, что

(124') С.Р4-1 ■— О.

Изъ соотношенія (122) заключаемъ:

(125) -Йгр-Р1 —0.

Въ силу послѣдняго результата, ?/3 (115) нредставим'ь въ такомъ видѣ:

(126)

со
-ѵ 1

у3 — (Ж2) В‘Р Р >
Р=О

гдѣ
аѵ-Нр /’<0) "Ч ѵ—| -1> Г 7] ѵ-|Т

(127) Л„=2--,- / ‘1 а Ь ((,; 
2р! / "

с/ -СО
при этомъ 
(128) Во =Г(2ѵ).

Для нахожденія В.,г надо было бы вычислить интегралъ (127). По мож 
по знать не прибѣгая къ этому процессу. Для этой цѣли посту­
паемъ слѣдующимъ образомъ. Такъ какъ точка .тг=о для интеграловъ 
уравненія (Г) правильная въ смыслѣ Л. Фукса, то пщем'ь интегралъ 
его въ формѣ:

(129) У = (хх)° Г(х),
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(130)

гдѣ

при чемъ ар есть функція г.

Согласно результатамъ Л. Фукса *), а представляетъ одинъ изъ 
корней уравненія:

а(<з— 1 )+(1+ѵ) а —(). (131)

Отсюда находимъ:

а, = - ѵ, а2 = 0. (132)

Итакъ, мы имѣемъ единственное рѣшеніе уравненія (1'), принад­
лежащее къ показателю — ѵ:

(133)

Для опредѣленія ар находимъ формулу:

(р+1) (р+1 -ѵ) ар+1=ара. (134)

Давая въ пей р значенія: О, 1, 2, ..., р — 1, будемъ имѣть:

1 (1-ѵ) а1 = а0 г;

2 (2 —ѵ) а2 — а1 г; (135) 

р (р—ѵ) ар = ар_, г.

Послѣ перемноженія этихъ равенствъ найдемъ:

р! (1 — ѵ) (2—ѵ) ... (р—ѵ) =■ «о гГ- (136)

’) Сгеііе’а Л., В<і. 66, 1866, стр. 147.
і
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Отсюда находимъ:

(137) а»=_____________________
р!(1—ѵ)(2—ѵ)... (р —ѵ)

Въ силу формулы (137), у представимъ такъ:

со

(138)
(хг)’’

Р=О

Отожествляя функціи ;/3 и у, находимъ:

(139)
________ ао_____________
р!(1-ѵ) (2—ѵ) ... (р—ѵ)

Но изъ соотношенія:

(140)
Ііт (хг)ѵ у=. Ііт (хг)ѵу3

хг=.о хг=о

слѣдуетъ, что

(141) «о = Г(2ѵ).

Итакъ:

(142)

(143) уя — Г (2ѵ) (жг)~ѵ — хе).

§ 4.

Опредѣленіе функцій о> (ѵ; хг) и (V; хг). Преобразованіе 
ихъ интегральныхъ выраженій къ особымъ формамъ.

Замѣнимъ въ правыхъ частяхъ соотношеній (65) функціи у3 и у, 
ихъ выраженіями (143) и (90). Тогда получимъ;
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(14-е2к*()Г (2ѵ) («2)_ѵ #(—ѵ; хг) — г 4'іѵезпѵ‘ В (ѵ-+|; ѵ+|) Г(у-,Х2).
1_ е4тсѵ*

(144)

( 14-е’’™') Г (2ѵ) (хг)~ѵ В( — ѵ; жз) — і42ѵ етсѵ’ В (ѵ+|, ѵ+|) В’(ѵ;хг) . 
1 —

Постараемся теперь упростить правыя части равенствъ (144). Для этой 
Цѣли обнаружимъ справедливость тождества:

6’ =

ГКѴІ Н?*) . г4'-'ѵД(У+1,ѵ+1)
Г(ѵ) + г(— ѵ) (1+е-’ІѴ<) =0. (145)

При доказательствѣ мы будемъ пользоваться слѣдующими форму­
лами, которыя мы беремъ изъ вышеупомянутой работы Л. Погхаммера: 
„Хиг Тііеогіе (Іег ЕиІег’асЬеи Іпіе^гаіе“:

В(а, 6)=
Г («) Г (6).
Г(а+Ь)

(146)

Пользуясь первой изъ формулъ (146), находимъ:

Б(ѵ+|,ѵ+|) =
[Г(ѵ+І)]а
Г(2ѵ+1) ‘ (147)

Н'ь силу послѣдней формулы, имѣемъ:

,,_П71т) _____ І4-Ѵ [Г(Ѵ+1)Г______

Г(ѵ) Г(-ѵ)Г(2ѵ+1)(1+е”'ѵ)
(148)
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Благодаря второй формулѣ (146), Сдадимъ слѣдующій видъ:

(149)
« '^Тгіоу; ^[Г-ОРГІУ-Н)]*! 
Г(ѵ) г 8п8Іп 2лѵ Г(2ѵ) -I

На основаніи третьей формулы (146) находимъ:

і'15О) Г (ѵ)Г> + |) =
(2ігі)^

Г 1-ѵ)Г(4-ѵ)

Далѣе, но извѣстной формулѣ въ теоріи функціи Г («) находимъ:

_  -Ѵ+І
(151) Г(1—ѵ)Г(|—ѵ) = - ѵ]/2іс2 Г(-2ѵ).

Въ виду формулы (151), соотношеніе (150) напишемъ такъ:

(152) ГМ Г(>44) 4шГ(2ѵ)
2”+‘Ут?

Принимая во вниманіе послѣднюю формулу, 6’ представимъ слѣдую­
щимъ образомъ:

(153) [' 2зіп 2яѵ Г (2ѵ).|

Но легко видѣть, что выраженіе въ скобкахъ [ | равно нулю. Въ са­
лола. дѣлѣ, имѣемъ: 

(154)

А посему

Г(2ѵ) =
2 лі 

іТі^гГ)

і р =і_ . к.
г2 8Іп 2тгѵ Г (2ѵ) 1 '(2ѵ) Г( 1 — 2ѵ) т 2 ігѵ(155)
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Вторая часть этого равенства есть нуль по извѣстной формулѣ, относя­
щейся къ функція Г (а).

Исключивъ теперь изъ выраженій (144) В (ѵ4-|, Ѵ + |) »РИ по* 
мощи соотношенія (145), будемъ имѣть:

Г(2ѵ) Г Г (ѵ; (х-грѵ Л’( — ѵ;ѵС2) + е-кѵ1Г ( — >) /•’(>; гс.г) 
 1-е3™*'

Г(2ѵ) і
Г(ѵ) 1

Г Г(ѵ)(аз2)-Ѵ.?1( —ѵ;®2)+Г( —ѵ) 2у’(ѵ;®г) 1

Введемъ далѣе обозначенія:

<о ѵ;аи) —

Г (ѵ) (жг)~ѵ #( - ѵ; жг)+е2”ѵі Г ( - ѵ) 7’’(ѵ; жг) .
1 — е-^1

Ю1(ѵ;®2) =

Г (ѵ) (®й)~* Р{— ѵ;хг)+ Г( — ѵ) Р(ѵ;хг)

(157)

Тогда соотношенія (156) можемъ написать въ формѣ:

(158)

Г(ѵ') Г1+21 <о1(ѵ;®2)= г—- / а(н)г/н.
Г(2ѵ) /л-

Каждый изъ интеграловъ правыхъ частей соотношеній (158) можно за­
мѣнить его продолженіями, о которыхъ шла рѣчь въ § 2. Въ частности 
имѣемъ:
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(159)

Выраженія (158) для функцій (о (ѵ; .тг) и со, (ѵ; яг) можно привести 
къ такимъ видамъ, изъ которыхъ легко можио будетъ сдѣлать заклю­
ченіе о характерѣ этихъ функцій для весьма большихъ значеній |#г|. 
Займемся сперва преобразованіемъ перваго изъ интеграловъ (158). По­
лагаемъ вч> немъ:

(160) ы=—2+і.

Будемъ имѣть:

(161)
Г (ѵ) —21

= Г(2ѵ)е

ш (ѵ; хг) =

гдѣ прямолинейныя части пуги интеграціи состоятъ изъ отрѣзковъ: 
2Ѵ(р+2) и (/і+2) л;

Пусть будетъ далѣе:

(162) I I Х2=.Т.

Соотношеніе (161) представимъ тогда въ формѣ:

со (ѵ; хг)~
/■ (о) т ѵ_

<“+!)•

(164)

(164') 1Ѵ1 — + со е
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при чемъ гр — агд (хг').
Замѣнимъ гр его значеніемъ (101). Будемъ имѣть:

— ѵ—4 —2Ѵхг 
) в

V—2
I йт, (165)

гдѣ Т' опредѣляется формулой (104).

Будемъ различать здѣсь два случая: 1) р число положительное и 2) оно 
есть число отрицательное.

Въ первомъ случаѣ путь интеграціи въ интегралѣ (165) имѣетъ 
такое расположеніе: —сю Т'дза'ц

Построимъ чіуть—^орзз'р — сю и изслѣдуемъ, 

значеніяхъ а функція 1 — ' не обращается въ нуль

Для точекъ этого угла имѣемъ:— сю Т' О — СЮ .

при какихъ

внутри угла

(166)

гдѣ
(167)

Далѣе:
(2к—2аД-Р)«

=
А посему

т ге
4 У гх -1У р

(168)

(169)
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для всѣхъ точекъ разсматриваемаго угла. Значитъ, выраженіе (169) 
не можетъ обратиться въ нуль, если 

(170)

Итакъ, пусть а удов.іетворяетч. условію (170). Вообразима, теперь, 
что изъ точки р (чер. 6) проведенъ вектора, р— со 7”, параллельный 
отрѣзку 9—^Т'. Такъ кака, петли — со 7’' — со 7” и
— со 7" р$8'р — со Т' имѣютъ общую точку —со 7”, то интеграла. 
(165) останется безъ перемѣны, если въ немъ путь интеграціи замѣ­
нимъ путемъ — со Т'р&і'р — сх- 7Ѵ. Пользуясь потомъ тѣми же 
соображеніями, которыя позволили намъ установить равенство (105), при­
ходимъ къ такому результату:

(171)

о) (ѵ;«г) =
-ѵ-4 /•(•), Ѵ-І / , _ _т__ \Ѵ-|

= А(]/Хг) е ] в г ( 4|/-^ йт.

При этомъ

(172)

Допустимъ теперь, что

(173)

3 я + а < агд (хи) < +‘2тг.

-к<р^о.

Тогда путь интеграціи вч. интегралѣ (165) займетъ расположеніе пути 
— со 7,,§88/§ — оо Т' (чер. 7).

Чер. 7.

Если г' есть число, удовлетворяющее условію:

(171)
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то для точекъ, лежащихъ внутри угла — со о — со Т', справедливо ра­
венство (169). При чемъ выраженіе правой его части всегда отлично 
отъ пуля, если

(175)

При такихъ значеніяхъ а, имѣетъ силу соотношеніе (171). При этомъ

— 2л <.агд (жз)< -|-3л —г. (176)

Соединяя вмѣстѣ неравенства (172) и (176), приходимъ къ за­
ключенію, что соотношеніе (171) сохраняетъ силу для всѣхъ значеній 
аг9 (хх), содержащихся въ промежуткѣ (55).

Обратимся теперь ко второму изъ интеграловъ (158). Полагаемъ 
въ немъ:

м=24-і. (177)
будемъ имѣть:

со, (ѵ;жг)=:

Г(Ѵ) +‘Ѵх! _-^4 е
Г(2ѵ) . 1 + л7/~4 у хх

(11. (178)

Пользуясь далѣе подстановкой (162), соотношеніе (178) пред­
ставимъ такъ:

в=і^ Г(ѵ)

Г(2ѵ)
(180)

Пусть прежде всего р удовлетворяетъ условію:

р < л. (181)
5
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Тогда для всѣхъ точекъ, лежащихъ внутри угла —со7’'о-со 
(чер. 6), имѣемъ:

(182)

(а—г' )<

~І7==1+
4 У хг 4 у р

гдѣ е' содержится въ границахъ (167).

Отсюда ясно, что 1-}-—?=- пе можетъ быть нулемъ, если 
іУ'лі

(183) о а < л.

При такихъ значеніяхъ а, имѣемъ:

/./---\ 4"2У"хг Г
(184) — В (У хг) е I

Ѵ_І
<Й.

При этомъ

(185) —г. + е < агд (а?з) < +3к.

Положимъ теперь, что 3 содержится въ промежуткѣ (173).
Тогда, разумѣя подъ е' число, заключенное въ границахъ (174), 

будемъ имѣть для всѣхъ точекъ угла —со У'о — со (чер. 7) соот­
ношеніе (182). Такъ какъ здѣсь е' отрицательно и удовлетворяетъ 
условію (174), то выраженіе (182) отлично отъ нуля, если

(186) — тс < а о.

Для значеній а, содержащихся въ промежуткѣ (186), справедли 
во соотношеніе (184). При чемъ

(187) +те < агд (хг) < 5л —е.

Значитъ, соотношеніе (184) имѣеті. мѣсто, если агд (хг) содер­
жится въ границахъ (57).

Объ асимптотическихъ представленіяхъ функцій со (ѵ; хг) и 
со, (ѵ; хг) для весьма большихъ значеній \ хг \. Замѣчаніе о ну­
ляхъ этихъ функцій въ смежности съ точкой хг — со. О возмож-
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мости дифференцировать асимптотическія представленія функ­
цій (о (у; хг) и Ші (у; хг).

Интегральныя выраженія (171) и (184) функцій <о (ѵ; хх) и 
<о, (у; хг) весьма пригодны для изысканія асимптотическихъ предста­
вленій этихъ функцій въ областяхъ годности этихъ выраженій для весь­
ма большихъ значеній | хг |. Остановимся предварительно на выраже­
ніи (171). Полагая, что

(188)

соотношеніе (171) напишемъ такъ:

(189)

Функцію /1------* разлагаемъ въ строку Тэйлора по степенямъ
\ 4 У хг)

т
перемѣннаго 77= • Будемъ имѣть:

у хх

гдѣ
А _(-!)*

(190)

(191)

а гт остаточный членъ разложенія. Внеся въ интегралъ (189) на 
мѣсто функціи (і------ 7—У 2 ея разложеніе (190), въ виду обозна-

\ 4у хе/
чепія (112) будемъ имѣть:

/ =

■^1 (ѵ-Ь&4~4)
(У хе/ «Ли

Т V—

в Т Гайс.

(192)

(193)



Будемъ подъ р и ц разумѣть дна цѣлыхъ положительныхъ взаимно про­

стыхъ числа, отношеніе - которыхъ меньше Допустимъ, что |&г|=р 

удовлетворяетъ условію:

₽_і
(194? р’ *<4-А, 

гдѣ А какой-угодно малости положительное число, отличное отч> нуля. 
Если теперь положимъ:

(195)

то интегралъ можемъ представить въ формѣ:

т ~~~

= (1+ е2пѵ‘) 4-7",(196)

гдѣ

(197)

Остановимся предварительно на вычисленіи интеграла Полагая въ 
немъ: 

(198)

будемъ имѣть:

(199')
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Обозначимъ черезъ В такое положительное число, что для т' ^В 
имѣетъ мѣсто:

т \ х' а ’ (200)

гдѣ а положительное число, большее единицы. Тогда можемъ написать:

П(ѴЧ-|)і-5 ѵ-1

т—-е 8
1 зг

Г+°°-Ѵ
+Л 6 (201)

Изъ соотношенія (201) находимъ: 

при чемъ
ѵ = ѵ' + і ѵ". (202')

♦
Обозначимъ далѣе черезъ [іт наибольшее значеніе функціи |гт| для 
значеній т' отъ о до В включительно п значеній хг, аргументы кото­
рыхъ содержатся въ границахъ (55), а модули удовлетворяютъ усло­
вію (194). Принимая тогда во вниманіе неравенство (200), можемъ 
написать:

|А.|
< + . (203)

Отсюда заключаемъ, что

|7т'|<Р-'т^'"Іе 8, (204)

, — 8 ѵ' ~у
гДѣ |х'т представляетъ наибольшее значеніе множителя при е 8 
въ правой части неравенства (203) для всѣхъ значеній р, удовлетво-
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ряющихъ условію (194). На основаніи неравенства (204) можемъ 
написать:

(205) ^т=ХтѴ.'т8''

гдѣ \т, функція хг, подчинена условію:

(206) о < |Хт. < 1.

Займемся теперь вычисленіемъ интеграла Полагая въ немъ:

(207) т = - <
получимъ:

(208)
л(ѵ+ф)< —V V— 2

7 пі ----в / в Т ^*іт ,

гдѣ

(209) V1 (~ Аі
Гіт~ / , (ѵ™у

Пусть будетъ далѣе § положительное постоянпое число, меньшее кажда­
го изъ разсматриваемыхъ значеній перемѣннаго числа 8. Тогда инте­
гралъ ,7" можпо будетъ представить въ слѣдующей формѣ:

гдѣ путь интеграціи во второмъ интегралѣ состоитъ изъ окружности, 
описанной изъ точки о, какъ центра, радіусомъ, длина котораго равна 
3; при чемъ начало пути интеграціи совпадаетъ съ точкой 3. Полагая 
въ этомъ послѣднемъ интегралѣ

(211) = 

дадимъ ./"т такую форму:

7" —

к (Ѵ^4)‘ I I / 5 —Г' ѵ~2
= е 1 — 114-е I в г' г,т <1т' 4-

ѵ+4 Гік-8« +(ѵ4-|)Эч |
4-іЗ I е гІІп Мч .(212)
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Отсюда находимъ:

—ГСѴ" I / —21СѴ"<е Ці+е .

+ 5 2ГС —§ со» О—V" Я
+ § / е

■/ о (213)

Но имѣемъ

т'
(214)

к

(4-Д)КГ ’

тдѣ А/ есть наибольшее значеніе функціи 2 окружности,

описанной изъ точки и = о радіусомъ, равнымъ 4 —Д. Такъ какъ вну- 
у___

(Г-Д)Кр
три означенной окружности

со т1

иа

< 1, то можемъ написать:

(215)

і=т-|-і

к

Принимая во вниманіе результатъ (215), на основаніи неравенства, 
(214) заключаемъ:

|<___________Л/ |г,|’»+1

(216)

Замѣняя въ правой части неравенства (213) функцію |гіт ея верхней 
границей, опредѣляемой неравенствомъ (216), будемъ имѣть:
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Будемъ подъ 0/,„ разумѣть наибольшее значеніе множители при 
1 въ правой части неравенства (21 7) для всѣхъ значеній р,

удовлетворяющихъ условію (194). Тогда будемъ имѣть:

(218) Л.|< (Гр)”4'1’

Отсюда заключаемъ, что 

(219) 
* т т

(7^ гТ1 ’.1и __т ---

гдѣ ѵ,„, функція хг, подчинена условію:

(220)

Въ виду формулъ (205) и (219), интегралъ (196) представимъ 
такъ:

т ---

(221)

Полагая, что

(222)

будемъ имѣть:

(223)
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(224)

Изъ соотношенія (222) находимъ для ат выраженіе:

Отсюда находимъ:

---

(225)

Пусть будетъ с, =. „ гдѣ п > 2. Тогда всегда можно подобрать 
/р>

положительное число И такъ, что для р 1І будутъ имѣть силу
неравенства:

М-т
1'Р ’

(226)

На основаніи неравенства (225) тогда заключаемъ:

® т | • (227)

Оказывается такимъ образомъ, что ат съ возрастаніемъ \хг\ равпомѣрно 
стремится къ нулю.

Внеся въ соотношеніе (192) на мѣсто .7,,, выраженіе (223) это- 
то интеграла, получимъ:

/ (хг) =
т

=Е
к=о

(228)

Въ виду формулы (228), изъ соотношенія (188) находимъ: 

со (ѵ; хг) —
т _

Ь=О
ч- С
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Увеличивая т до безконечности, придемъ къ такому асимптотиче­
скому равенству:

(ѵ; я?2) со

(230) У
А—* (V хгГк=о ’ '

годному для всѣхъ значеній агд (жг), содержащихся въ промежуткѣ (55).

ІІзъ представленія (229) функціи <о (ѵ; хг) легко можно сдѣлать 
заключеніе, что въ области (55) измѣняемости (жг) въ смежности 
съ точкой хг = со эта функція не имѣетъ нулей. Въ самомъ дѣлѣ, по­
лагая въ соотношеніи (229) т = о, получимъ:

(231) ш (ѵ, хг)=А (У хг) ~е [ Г(ѵ-}-|)+«<>]•

Выберемъ положительное число 7ц такъ, чтобы для \хг\ У 
имѣло мѣсто неравенство:

(232) Ы<1.

Тогда можно написать:

(233) |1+«в| > >0.

Съ другой стороны функція Ухг)~ѵ~^ для указанныхъ значеній
хг, кромѣ хг = со еагя(хг\ обратиться въ пуль не можетъ. Значитъ, по­
ложеніе справедливо.

Обратимся теперь къ интегралу (184). Полагая:

(234)

*) Такое обозначеніе асимптотическаго равенства заимствовано 
нами у Горна. См., напр., его статью: „ІІеЬбг еіпе Сіавве Ііпсагег Г)ійе- 
гепііа1§1еісЬіт§еп“. Маій. Апп., В<1. 50, Ьеірхіу, 1898, 8. 531.
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Гдѣ рт остаточный членъ разложенія, этотъ интегралъ представимъ 
слѣдующимъ образомъ:

и, (ѵ; жз) =

« Г7/-ГѴ"^ +2Г“ Г V” (-1)^*Г(Ѵ+/с+.1) й(г«г) « +

гдѣ

__  /* (°) х V—X
^т=(У хг)’" I в Т рт <ІТ.

•' —оэ
(236)

Для вычисленія р,„ поступаемъ такъ же, какъ это мы 
интеграломъ ,1т (193). Имѣемъ прежде всего:

дѣлали съ

(237)

гдѣ

(238)

=/.■(<>) г ѵ-1 7
е г р„, <1х.

-в

Интегралы /'т и отличаются соотвѣтственно отъ интеграловъ ,Гт и 
■1"т только тѣмъ, что вмѣсто гт стоитъ функція рт, формально полу­
чающаяся изъ гт послѣ замѣны въ этой послѣдней т черезъ — т. Къ 
нимъ дословно примѣнимъ анализъ, при помощи котораго вами вычи­
слены ,Т'т и ./"т. Пусть будетъ положительное число И выбрано такъ, 
что для т' 11 имѣетъ мѣсто:

(239)

>'.= с

гдѣ рт есть р,„ послѣ замѣны вч. этой послѣдней фупкціи т черезъ 
— 8 — V, а подъ <зІ разумѣемъ положительное число, большее едини­
цы. Тогда будемъ имѣть неравенство, аналогичное неравенству (203):
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гдѣ [ди представляетъ наибольшее значеніе функціи |р„| для значеній т' 
отъ о до В включительно, а также всѣхъ значеній хг, аргумен­
ты которыхъ не выходятъ изъ границъ (57), а модули удовлетворяютъ 
условію (194). Обозначая черезъ р/т наибольшее значеніе множителя 

ѵ'_і
при е~8 8 2 въ правой части неравенства (240) для разсматрива­
емыхъ значеній 8, будемъ имѣть:

(241)

Отсюда находимъ:

(242)

- / —“Л у --  1
} т I т & •

»' —X и е~88ѵ'~^
,] іп--- у* т & ю ,

гдѣ Хт, функція хх, удовлетворяетъ условію:

(243)

__  I / т \ ѵ—Д-
Обозначая далѣе черезъ Л/наибольшеезпачепіе функціи 1 + I * 

I \ 4 / Ж2 /
па окружности, описанной изъ точки о радіусомъ, равнымъ 4—Д , а че­
резъ м т:

(244)

можемъ написать:

(245)

Отсюда заключаемъ:

(246)

гдѣ ѵ„,, функція хг, удовлетворяетъ условію:

(247) 0<|ѵт|<1.



Внеся въ соотношеніе (237) на мѣсто и ихъ выраженія (242) 
11 (246), получимъ:

  /< | 2лѵ<\ -і г /і/ Ля аѵ'*"4 —я , ѵ™ 7І/,л 
---- ____________ ) р- т \[ Хй) Ю в -|- I/г 

Изъ равенства (248) находимъ:

ІМ

(248)

(249)

Пусть будетъ г2 = , гдѣ п >2. Тогда можно подобрать такое по-
/р

ложительное число Кх, что для р 3= 7?, будетъ имѣть мѣсто:

По тогда

(250)

(251)

Значитъ, функція (о1 (ѵ; хг), при всякомъ конечномъ т, можетъ 
быть представлена въ формѣ (235), если агд (хг) содержится въ про­
межуткѣ (57); при этомъ функція р„, съ безграничнымъ возрастаніемъ 
■^•гі, начиная съ нѣкотораго его значенія, равномѣрно стремится къ 
нУлю. А посему функція (о, (ѵ; хг) въ области (57) измѣняемости 
агд (хг) можетъ быть представлена асимптотически такъ:

со, (ѵ; хг) с-е

ео В(У хг) 7 (-1)* лих^+1).
(И »»)*

Пользуясь соотношеніемъ (235) при т = о, а именно:

(252)
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можно обнаружить, что вч> области (57) измѣняемости агд (хе) въ 
смежности съ точкой хг — со функція (О1 (ѵ; хг) не имѣетъ нулей. Въ 
самомъ дѣлѣ, пусть выбрано положительное число Іі такъ, что для 
р имѣетъ мѣсто:

(254) ₽0 < 1.

Тогда для вышеуказанныхъ значеній хг можемъ написать:

(255) |1+М >1- М >0.

Съ другой стороны множитель (ф/я?2)_ѵ~5’е+21 не можетъ обратиться 
въ нуль для разсматриваемыхъ значеній хг, кромѣ хг = + со е,агд (Х2\ 
Такимъ образомъ справедливость положенія доказана.

Обнаружимъ далѣе, что между функціями оо (ѵ; хг) и (о( (ѵ; хг~) 
не можетъ быть зависимости:

(256) С2 <0 (ѵ; хг) -ф- (ѵ; хг) = о,

гдѣ С) и С2 суть постоянныя числа, отличныя отъ нуля. Въ самомъ 
дѣлѣ, замѣнивъ со (у; хг) и (Оц (ѵ; хг) ихъ представленіями (231 и 

_  ѵ |-Х
(253), будемъ имѣть послѣ умноженія результата па (/ хг) :

(257) Сі А р’ (ѵ+1)+а:<> е + С2 Г (ѵ-І-|)-|-₽о=о. 

Умноживъ это соотношеніе на е _1 х’, приведемъ его къ виду:

(257') С) 4 Г (ѵ+ф) + а„ е ф- с; В Г (ѵф-^)+Р„ — о.

Пусть будетъ хг = ф- со, Будемъ имѣть: С2 В—о, или Сг = о. 
Но тогда, въ силу соотношенія (256), и = о. Такимъ образомъ до­
казано, что между оо (ѵ; хг) и (у; хг) не можетъ существовать 
зависимости вида (256). Обозначая черезъ и $2 соотвѣтственно 
правыя части равенствъ (230) и (252), всякій интегралъ уравненій (1) 
въ области, общей областямъ (55) и (57), можемт. асимптотически 
представить такъ:

(258) у со с, 5, + С2 ,
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гдѣ с, и с2 означаютъ надлежащимъ образомъ подобранныя постоянныя 
числа. Въ частности, имѣя въ виду соотношенія (157), находимъ:

—Г(—ѵ) Р хг) со — $2;
(259) 

Г(ѵ) (хг)~ѴР (—ѵ; хг) оэ 31 — е2кѵі 82.

Въ заключеніе настоящаго параграфа обнаружимъ, что результа­
ты произвольнаго числа дифференцированій по перемѣнному хг 
асимптотическихъ равенствъ (230), (252), (258) и (259) супѣ 
также асимптотическія равенства. Для этой цѣли предвари-

• / \ аттельно обнаружимъ слѣдующее положеніе: Функціи (хг)" 11

<1 (хг)п ’ гдѣ п любое положительное цѣлое число, съ воз­

растаніемъ \хг , начиная съ нѣкотораю значенія этою модуля, 
равномѣрно стремится къ нулю. Докажемъ это положеніе. Изъ 
соотношеній (223) и (193) находимъ:

(260)

Послѣ однократнаго дифференцированія обѣихъ частей этого соотноше­
нія и умноженія результата на хг получимъ:

Но

йт т т йт т
дфхг) ~ 2 хг сія (262)

Въ виду формулы (262), соотношенію (261) дадимъ видъ:

(263)

Послѣ интеграціи по частямъ паходимъ: 

• </т =. (Ѵ+І) „____ У™
” (Ѵхг)”" (264)
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гдѣ
_ т /-(0) т ѵ+1

(265) ^т = ()/хг) I е т г,„йг.
• •/ —сю

При помощи формулы (264) соотношенію (263) дадимъ видъ:

(266) Х2
<1ат __т+ѵ+| ,
й(«г)“ 2 2/

Интегралъ <71т (265) отличается отъ интеграла ат (260) только тѣмъ, 
что вмѣсто ѵ послѣдняго поставлено въ первомъ ѵ+1. Къ этому инте­
гралу дословно примѣнимъ анализъ, при помощи котораго мы вычислили
ат; при чемъ результатъ получается одинаковый: интегралъ ,І1т съ
возрастаніемъ\хг\, начиная съ нѣкотораго его значенія, равномѣрно 
стремится къ нулю. На основаніи соотношенія (266) тогда заключаемъ,

что хг Л О-т
(1 (хг) также равномѣрно стремится къ нулю съ возрастаніемъ

\хг'і, начиная съ нѣкоторого значенія этого модуля. Взявъ теперь отъ 
обѣихъ частей соотношенія (266) производную по хг и умноживъ ре­
зультатъ на хг, будемъ имѣть:

(267)

Но

. хг (1./
Л(хг) 2 (1 (хг)

хгсі .І,,„
2 <1 (хг)

<1гт
<1(хг)(268)

гдѣ

(270)
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Принимая но вниманіе формулы (268) и (269), соотношеніе (267) 
представимъ слѣдующимъ образомъ:

_,н+ѵ_з ^аи ( ш+ѵ+з /97П
~ 2 <Цхг) + 4 4 ( }

послѣ замѣны въ этомъ по- 
съ возрастаніемъ хг2т

Интегралъ Хіт получается пзъ <І1т 
слѣднемъ ѵ черезъ Ѵ-|-1. Поэтому и 
ная съ нѣкотораго его значенія, равномѣрно стремится къ нулю. Пзъ 
равенства (271) тогда заключаемъ, что тѣмъ же свойствомъ обладаетч. 

и функція (жг)2 Оперируя надъ соотношеніемъ (271) такъ же,

какъ это мы продѣлали ст> равенствомъ (266), придемъ къ выводу, 
сс

ЧТО (жг)3 съ возрастаніемъ Ія;г|, начиная съ нѣкотораго его

, иачп-

значенія, равномѣрно стремитея къ пулю. Продолжая разсуждать въ 
ат

томъ же направленіи, придемъ къ заключенію, что вообще (хгу 

обладаетъ тѣмъ же свойствомъ. Разсуждая дословно такъ же надъ
интеграломъ (236), обнаружимъ, что этимъ же свойствомъ обладаетъ 

11 функція (жг)" Послѣ всего этого мы можемъ приступить къ

Доказательству возможности дифференцировать по хг вышеупомянутыя
асимптотическія равенства. Возьмемъ отъ обѣихъ частей равенства 
(229) производную гі™ порядка по хг. Будемъ имѣть:

о/"’ (у; хг) =

7
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гдѣ

Ѵхг

—
0
О

О

3

хг
-1 

/_ 5
о . • 

-1 о . ................................................................... ........... •

0 0 ■ • хг е-і-4 -1 0 . . .
• •
0 • хг 4
0 •

Такъ какъ по вышедоказаііному функція (жг)’_₽ съ возраста-

кіемъ | хг', начиная съ нѣкотораго его значенія, равномѣрно стремится 
къ нулю, то можемъ написать на основаніи равенства (272):

(274)
ІХѵ+*+4)

Такимъ же образомъ, исходя изъ соотношенія (235), придемъ къ 
слѣдующему результату:

(275) со

Е
1=1 (у хгУ^~~‘

гдѣ (У, есть 0-( послѣ замѣны въ выраженіи (273) этой послѣдней фун­
кціи у™ черезъ — уХг .
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ГЛАВА II.

Изысканіе асимптотическихъ представленій и изслѣдованіе 
интеграловъ трансформы Фурье-Бесселя линейнаго уравненія пер­
ваго порядка съ раціональными коэффиціентами.

§ 1-

Опредѣленіе траисформъг Фурье-Бесселя. Связь ея интегра­
ловъ съ интеграломъ уравненія перваго порядка, выраженная при 
помощи функцій о» (ѵ; хг) и (Оі (ѵ; хг).

Математикамъ хорошо знакома зависимость уравненія Эйлера- 
-Лапласа:

т

]Ел+і'ж)^=о’ (і)
в=0

гдѣ а, и Ъ, суть постоянныя числа, отъ уравненія вида:

?І(и)=Р(г)^+0(2)м=х0, (2)

гдѣ Р(?) и О[г) суть пѣкоторыя цѣлыя алгебраическія функціи пере­
мѣннаго г. Связь уравненій (1) и (2) состоитъ въ томъ, что первое 
изъ нихъ можетъ быть получено изъ второго, если лѣвую часть по­
слѣдняго подвергнуть нѣкоторому преобразованію при помощи функціи, 
опредѣляемой системой уравненій съ частными производными:

(3)

которая имѣетч. аналогію съ нормальной системой (1) предыдущей гла­
вы. Самое преобразованіе выполняется слѣдуюіцпмч. образомъ. Внесемъ 
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въ выраженіе ср? (и) па мѣсто и функцію тр Принимая во вниманіе 
второе изъ уравненій (3), будемъ имѣть:

(4) <р, (т|) = жР(г) і)+О (г) 7|.

Въ силу перваго изъ уравненій (3), послѣднее соотношеніе можемъ на­
писать въ формѣ:

(5) <р, (Т)) = 7)+ О, ^7].

Уравненіе:

имѣетъ составъ уравненія (1) и съ нимъ можетъ быть отождествлено. 
Какъ извѣстно ’), уравненіе, сопряженное уравненію (6), а именно:

называется трансформой 2) Лапласа уравненія (2).

Къ уравненію, похожему на уравненіе (6), мы придемъ, если 
уравненіе (2) подвергнемъ аналогичному преобразованію при помощи 
функцій О) (ѵ; хг) и о>| (ѵ; хг) или вообще функціи у, удовлетворяющей 
нормальной системѣ(1) главы I. Разумѣя подъ у любую изъ функцій 
(о (ѵ; хг) и (о, (ѵ; а?г), замѣнимъ въ выраженіи (и) Функцію ц че-

*) Роіпсагё. „8иг Іев іпіё^гаіез еіс.“, р. 306.
Зскіезіпдег. „ЦеЬег (Ііе Іпіе&гаііоп Ііпеагег Ьото^епеп Оій'с- 
гепііаІ&іеісЬип&еп ііигсіі <2иаі1гаіигеп“. Сгеііе’з Лоигпаі, ВЦ. 
116, 1896, 8. 100.
Ногп. „ИеЬег еіпе Сіавзе Ііпеагег І)іЙёгепІ:іа1&1оіс1піп&еп“. 
Маііі. Апп., В(1 50, 1898, 8.625.

2) Такъ мы передаемъ Французское слово Іа ігапвГогтбе, не на­
ходя въ русской рѣчи одного слова, которое бы выражало означенное 
понятіе французскаго языка.
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резъ у. Тогда, прпппмая во вниманіе второе изъ уравненій нормальной 
системы (1) главы 1, получимъ:

(У) — | Р (2) + О (г) у, (8)

или:

2фж(у)=я:^ +г(2(г)у. (9)

Въ виду перваго изъ уравненій означенной пормальной системы, соотно­
шеніе (9) представимъ въ формѣ:

2 <Р* (У) = Ф* (У), (Ю)

гдѣ

Ф* (у) — х-^-Р (8Х) у + (Э (5Я) у. (11)

Уравненіе:

<|>г («О = о (12)

мы будемъ называть трансформой Фурье-Бесселя уравненія (2).
Положимъ, что полиномы Р(г) и (2(г) имѣютъ составъ:

п

Р(2) = л*г*;

(13)
тп

к=о

ГДѢ Ак и Вк суть постоянныя числа, и постараемся уравненіе (12) 
представить въ раскрытой формѣ. Для этой цѣли надо предварительно 
найти выраженіе символа Вычисленіемъ убѣждаемся въ справед­
ливости формулъ:
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(14)

<ІЧѵ 
ііх* 4- 2 (24-ѵ) х

с13гі>
ІІХ3 + (1+ѵ) (2+ѵ)

8Х3 и> —

Эти двѣ формулы получаются изъ соотношенія: 

8хп іѵ =.

Уг т , . , п~г <12п~Р™ [п]„(п+^Рх ,

если въ немъ положить: и=2 и п= 3; при чемъ

11 (71-1) •••• (71-р+1)

=-------- 1.2....р------- ’
(16)

(«+*)? = (”4-ѵ) (тіЧ-ѵ—1) ••• (ті4-ѵ—р+1).

По можно доказать, что по этой формулѣ (15) и долженъ выражаться 
символъ 8“ го. Для этого стоитъ лишь обнаружить, что, если въ пра­

вой части равенства (15) п замѣнимъ черезъ п+ 1, то получимъ вы­

раженіе символа Такъ какъ

(И) **=&(®^+Ѵ)’

то найдемъ прежде всего выраженіе для (ж(/г +*ІѴ0> Имѣемъ:
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+ ѵ

Лх* “+1 4- (п-р+ѵ)

2п—р
(1 ѵо 1___

4«2п_р

(18)

Взявъ теперь отъ обѣихъ частей соотношенія (18) производную но х, 
будемъ имѣть:

IV

п-|-і 2п-}-2—р 2П-4-1—Р

Ег , , , х П_? Г , / . . X № 1[«+!]? («+ѵ)е® +<П_Р+1) ] =

Р=°

(19) 
пЦ-1 2(п+О—Р

Е
г п , .іх ПѢ>—р (1 гѵ
[п+1] р (п+\^р х Ох^ ‘̂ 

р=о

Послѣднее же соотношеніе представляетъ результатъ замѣны въ равен­
ствѣ (15) п черезъ п 4-1. Итакъ, доказано, что, разъ формула (15) 
вѣрна, то опа будетъ вѣрна, если на мѣсто п поставить п4~1- Но пер­
вое изъ соотношеній (1) главы I и формулы (14) убѣждаютъ насъ въ 
справедливости ея для п=1, 2 и 3. А потому она вѣрна для п=4, 5, 6,..; 
однимъ словомъ, она вѣрна для всякаго положительнаго цѣлаго п. При­
нимая во вниманіе составъ (13) полиномовъ Р(г) и О, (г), на осно­
ваніи формулы (15) уравненію (12) дадимъ слѣдующій видъ:

п к гі-Н—Р

Е
\ ч *-М—р (I іѵ

■А* (^“В1 "1*ѵ)р х (УдйѢ+і—₽ “В

4=0 р=0
2(*+1)-р

(I IV

(20)
гм

*=0
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Обозначая черезъ -Б'(а) цѣлую часть положительнаго числа а, уравне­
ніе (20) можемъ написать въ формѣ:

2|»

(21)
»=о

с/я)2п+1~‘

ЗЯ-{-1—«П—5-+-1 (I го 
Р, X

І=О

__=0
ГДѢ

р,

Я(|)

к=о

(21')

0.=
к=о

Вт—к + 1 — />].< -2*(юг + 1 + V — •

Пользуясь функціями (о (ѵ; ,гг) и (о( (ѵ; хг), можно найти рѣшенія 
уравненія (21) въ формѣ опредѣленныхъ интеграловъ. Полагаемъ для 
этой цѣли:

(22) ? * (®) = - [2 Р(г) V ] + 2 О, (з)т.

(25)

Далѣе, составляемъ тождество:

(23) ® 2 (р, (ы) - и <р'2 (ѵ) = ~ [2 Р (г) и о].

Разумѣя подъ у либо <о (ѵ; .сг), либо «), (ѵ; жг), замѣнимъ въ послѣднемъ 
соотношеніи и черезъ у. Тогда, принимая во вниманіе тождество (10), 
равенство (23) представимъ слѣдующая ь образомъ:

(24) «Ф* (.’/) =.’/<?'«(®) + [г -Р(з) у ®] •

Пусть и будетъ функціею только отъ г. Въ такомъ случаѣ ѵ можно 
подвести подт» знакъ операціи ф, и мы будемъ имѣть:

фх Ы («) + [»Р(г)уѵ].



57

Умноживъ теперь обѣ части соотношенія (25) на сіг и взявъ отъ полу­
ченнаго результата интегралъ но нѣкоторому пути Д найдемъ:

фх \ѵу(к = у^^ѵ'}(1г+ ) [гР(г)ѵу]<іг. (26)

Выберемъ теперь функцію ѵ и путь интеграціи Ь под'ь условіемъ, 
чтобы имѣло мѣсто:

<р'г(ѵ) = о;

(27)

Тогда выраженіе

— I ѵу 
Ь

представитъ рѣшеніе уравненія (21). Пусть теперь будетъ:

2э(з) = (2-а1) (г-<х2) • • • (г-а*) ,

(28)

(29)
гдѣ

■ г?=п- (30)
р=і

Интегрируя тогда уравненія ср'г (у) = о, или:

^(2) ^ + [Р(2) + = о, (31)

ю

к

ѵ

найдемъ:

—1
ѵ=2 (г —а,)

Полагаемъ далѣе:

-Ц : -Іг ] Р(г)
• • • (г —а») е(г-«2)

(32)

—ЕН
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гдѣ <[ = т — /і, а [30, рі, •••, р,, Д,, Ир, ..., кр суть постоянныя 
числа, опредѣляемыя по извѣстному въ анализѣ пріему. Внеся въ вы­

раженіе (32) на мѣсто функціи ея значеніе (33) и выполняя тамъ 

интеграцію, будемъ имѣть;

г -і в,—і, к<~1к
(34) ѵ = е з (г — ах) (? — а2) • • . (з—а4),

гдѣ

(35)
В,, 

(р-1) (2-а2)Р-‘

Кр

Искомыя рѣшенія уравненія (21) содержатся въ слѣдующемъ выра­
женіи:

При этомъ путь интеграціи Ь долженъ удовлетворять условію:

,' (/ Г г Л,—<! А',—Ік -1
(37) } I Р(2) Уе (г~аі) ••• (г~«*) «г=°-

Полагая, что

(38) г =

выраженіе (36) и условіе (37) представимъ слѣдующимъ образомъ:

(39)
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■о, (40)

гдѣ 7Х и у суть соотвѣтственно 7 и у послѣ замѣны въ этихъ послѣд­
нихъ функціяхъ перемѣннаго г черезъ /2, а М есть путь, представля­
ющій на плоскости перемѣннаго і отображеніе пути Р при помощи соот­
ношенія (38). Впредь пасъ будетъ интересовать только выраженіе (39) 
при условіи (40).

Случай уравненія (21), когда т, < п и корни полинома 
Р(г) простые. Выборъ путей интеграціи, удовлетворяющихъ 
условію (40).

Предположимъ, что въ уравненіи (21) т, < п и полиномъ Р(г) 
такого состава:

(41)

гдѣ а,, а,, , а„ суть различныя постоянныя числа; при чемъ

а, = гле , 8 = 1, 2, ••• , п 

о <₽« < 2л.

(42)

(42’)

Обозначимъ уравненіе (21) при этихъ условіяхъ такъ:

(43)

Выраженіе (39) и условіе (40) напишутся въ разсматриваемомъ слу­
чаѣ слѣдующимъ образомъ:

”=2 У і~' (Р-а,) ”-' (*2-«в) ' <1і-,
(44)
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Ради простоты обозначеній, положимъ:

(47)

+ ]/'аі=аі ;

— У аі = ап+і,

гдѣ г= 1, 2, ••• , п. Въ виду условій (42) и (42'), точки а,, а2,---,ап 
расположены въ верхней полуплоскости плоскости перемѣннаго /; точки 
же а„+1, аж+2 , , а.,п лежатъ въ нижней ея полуплоскости; при чемч>
точки а,- и ав+і находятся на одной прямой съ точкой і=о и въ равномъ 
отъ нея разстояніи. Будемъ па первыхъ порахъ также предполагать, 
что между числами Ал, А2, ••• , Ап нѣтъ цѣлыхъ или нулей. Займемся 
предварительно изысканіемъ путей М, удовлетворяющихъ требованію 
(45), или:

(48) М(0 = о,

гдѣ знакъ \}, , поставленный предъ функціей: 

(49) Ѳ (е) = Р(і*)У(і*-аі)Л.’. (і2—а„)

показываетъ, что берется разность значеній функціи 0 (<) вч. копцѣ и 
началѣ пути Л/. Таковые пути двухъ родовъ,— во-первыхъ тѣ, въ на­
чалѣ и концѣ которыхъ функція О (0 принимаетъ одно и то же значе­
ніе, отличное от'ь пуля, и во-вторыхъ тѣ, для которыхъ это значеніе 
пуль. Пути перваго рода суть гѣ, которые Л. Погхаммеръ въ одной изъ 
своихъ работъ назвалъ путями съ двойными обходами. Ими пользова-
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лись въ своихъ изслѣдованіяхъ многіе математики, какъ напр.: Риманъ, 
К. Жорданъ, II. А. Некрасовъ, Графъ, Шлезингеръ, Пинкерль, Меллпнъ 
и Горнъ *). Въ настоящей работѣ насъ будутъ занимать только пути 
второго рода. Они представляютъ петли, имѣющія своимъ началомъ и 
концомъ точку і— со погибающія одну пли нѣсколько изъ точекъ: 

а2, , а2„. Но изъ нихъ мы будемъ разсматривать только элемен­
тарныя петли, или петли, содержащія внутри себя лишь по одной изъ 
вышеозначенныхъ точекъ. Для построенія такой петли, удовлетворя­
ющей условію (48), поступаемъ слѣдующимъ образомъ. Вообразимъ въ 
плоскости перемѣннаго I точку ак, гдѣ 1с представляетъ одно изъ чи­
селъ: 1, 2, ••••, 2п (чер. 8).

Изъ этой точки ведемъ безконечной длины векторъ ак На, не встрѣча­
ющій на всемъ своемъ протяженіи, кромѣ ак, ни одной изъ особыхъ ко­
нечныхъ точекъ функціи О (/). Пусть величина угла наклоненія этого 
вектора къ вектору ак 4- со будетъ а. При этомъ а не должно выхо­
дить изъ границъ:

—к + ?*<«< <р*+«, (50)

ГДЬ означаетъ величину угла, образованнаго векторами а2.-|-со п 
0 ак. Изъ точки а,к, какъ центра, опишемъ окружпость радіусомъ, длп-

*) Таковыя работы этихъ ученыхъ, кромѣ Горна, разсмотрѣны 
нами во введеніи къ нашей работѣ: „О нѣкоторыхъ дифференціаль­
ныхъ и разностныхъ линейныхъ уравненіяхъ, интегрируемыхъ посред­
ствомъ опредѣленныхъ интеграловъ11. Извѣстія Вар. ІІол. Института 
за 1900—1901 годы.
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на котораго г'4 меньше разстоянія до нея отъ папблпжайшей къ ней 
изъ особыхъ точекъ функціи 6 (і). Его мы предполагаемъ весьма ма­
лымъ сравнительно съ разстояніемъ точки ак отъ точки і = о. Точку 
встрѣчи вектора ак 1І,, съ окружностью назовемъ цк, а самую окруж­
ность 8к 8'к 9*; при чемъ означенный порядокъ буквъ пусть указы­
ваетъ на положительное на пей направленіе. Полагаемъ, что въ точкѣ 
74, началѣ петли Вацк8к8'к(]кИа, или 7?а (а*) аргументы пере 
мѣнныхъ I, і—а,, ■■■ , I—а3л таковы:

(51) агді— атд(і—ак) = ■■■ = агд (і — ак) = ==атд (1—ам)—а,

Далѣе, налагаемъ па х, и у — агдх слѣдующія условія:

— 2 іг— 2ср,.+Д < <р < 4- 2л—2<р4—А;
(52)

— ~ — 2а < <р < -|-л — 2а;

(53) 4 р Ух |>ро,

гдѣ Д есть весьма малая положительная конечная величина, а р„ озна­
чаетъ величину радіуса окружности, входящей въ составъ пути инте­
граціи въ интегралѣ:

іг

-ѵ-| т ѵ—| / г \ѵ-|
(54) <о(ѵ;Ж«2) = Лі (У х) в г ( 4іУх/

Тогда интегралъ отъ (д (I) (Іі, гдѣ 0! (<) представляетъ послѣ

замѣны въ этой послѣдней функціи у черезъ (о(ѵ;а?і2), взятый по пути 
Ла (а*), или:

(55)
/» (ЯД; 1

'ІИ= / б,(г)Л,
4-ссо

гдѣ
аі

(56) а = е ,

имѣетъ смыслъ при значеніяхъ х, аргументы и модули которыхъ под­
чинены ограниченіямъ (52) и (53), если г'к достаточно мало и надле­
жащимъ образомъ подобрано А, и иредставляегь частное рѣшеніе 
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Уравненія (43). Замѣтимъ, что интегралъ (55) не теряетъ смысла, 
если въ немъ <р, опредѣляемое условіями (52), увеличимъ на 4.чтс, гдѣ 8 
любое цѣлое положительное пли отрицательное число.

Обозначимъ далѣе черезъ Ѳ2(/) результатъ замѣны въ функціи

черезъ со, (у; хі2):

Положимъ, что для точки Ла, начала пути Ла (а,), выполняются усло­
вія (51), а х удовлетворяетъ требованіямъ:

— 2<р*+Д<ср<+ 4к —2<рА-Д;
(58) 

4-тс —2а< <р < Ч- Зл—2а;

41 і У х | > р0. (59)

Тогда интегралъ отъ Ѳ2(/)Л, взятый по пути (ак~), или: 

'62*= / Ѳа (І) йі,
-'4-сос

(60)

сохраняетъ смыслъ для всѣхъ значеній перемѣннаго х, аргументы и мо­
дули которыхъ удовлетворяютъ условіямъ (58) и (59), если г'к доста­
точно мало и надлежащимъ образомъ подобрано весьма малое положи­
тельное число Д, и представляетъ новое частное рѣшеніе уравненія 
(43). Интегралъ (60) не потеряетъ смысла, еслп въ немъ агдх увели­

чить на 48-гс, гдѣ 8 произвольное цѣлое положительное или отрицатель­
ное число.

§ 3.

Объ интегралахъ ^хкр, и Ѣіір, и ихъ продолженіяхъ. Функціи 
^\кР, и 2ікр, и линейныя между ними соотношенія. О продолженіи 
Э/пихъ функцій.

Остановимся предварительно на изысканіи продолженій интегра­
ловъ (55) и ((]()). Допустимъ, что векторъ ак 1іа (чер. 8), прн своемъ
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вращеніи около точки ак противъ движенія часовой стрѣлки, изъ осо­
быхъ конечныхъ точекъ функціи 0 (І) встрѣчаетъ прежде всего точку 
а,, а, при вращеніи около той же точки въ противоположномъ на­
правленіи, точку ар\ при чемъ .? и р берутся изъ ряда: 0, 1,2, ,
'2п (а0 — о). Не исключаемъ изъ разсмотрѣнія также и случая, когда на 
отрѣзкахъ ак а, и ак ар и ихъ продолженіяхъ въ сторону точекъ а, и а,, 
лежатъ и другія изъ этихъ точекъ. Интегралы (55) и (60) теперь мы 
обозначимъ соотвѣтственно черезъ ^ікр) и Смр., отмѣчая значками р пз 
положеніе вектора ак Ла внутри угла а, ак ар. Итакъ, имѣемъ:

(61)

Интегралы (61) можно продолжить по способу, выясненному въ § 2 
главы I. Перемѣнимъ предварительно обозначеніе величины угла 
Ла «і-Ь00: назовемъ ее со^,. Тогда условія (52) и (58) перепи­
шутся слѣдующимъ образомъ:

—2л—2ф* + Д <<р< + 2я-2?*-Д; 
(62)

—л — 2<лкря <ср < 4- л — 2ю*р,.

—2<р* + Д <<р< 4-4л—2ср*- —Д;
(63)

4-л—2(й*р,< ср< 4- Зл — 2о>кр!.

Вообразимъ, что векторъ цк Л„ повернулся вокругъ точки 9* противъ 
движенія часовой стрѣлки па уголъ, величина ю'ір, котораго меньше * 
и также величины угла Ла ак а,. Тогда интегралъ С1кр, (61) перей­
детъ въ слѣдующій:

Г 0,(0^,
л я'(64)
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