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УЧЕНЫЙ И УЧЕБНЫЙ ОТДѢЛЫ.



Прииѣвепіе двойшо эксцентрика къ передачѣ вращенія.

Двойной эксцентрикъ примѣнялся до сихъ поръ въ машиностроеніи 
для преобразованія вращательнаго движенія въ поступательное или для 
обратнаго этому преобразованія, напримѣръ при сообщеніи движенія 
поршневымъ штокамъ насосовъ и золотникамъ. Въ настоящей статьѣ 
я намѣренъ указать на примѣненіе двойнаго эксцентрика къ передачѣ 
вращенія съ преобразованіемъ угловой скорости въ постоянномъ от
ношеніи.

§ I. Устройство двойнаго эксцентрика. Двойной эксцентрикъ 
(фиг. 1) состоитъ изъ двухъ эксцентриковъ А и В, заклиненныхъ 

Фиг. 1.
на оощемъ валу Ъ такъ, что экс
центриситетъ 8В одного соста
вляетъ продолженіе эксцентриси
тета другого. Эти эксцентри
ки могутъ быть отлиты и выто
чены изъ одного куска или соеди
нены между собою наглухо: от
носительное расположеніе ихъ пе 
измѣняется при ихъ дѣйствіи.

§ 2, Двойной эксцент
рикъ разсматриваемый какъ 
Зубчатое колесо. Представимъ 
себѣ прямоугольную раму (фпг. 
2), состоящую изъ взаимно па
раллельныхъ параллелепипедовъ 
М и Л’, на которые наложены 
два другіе взаимно-параллельные 
параллелепипеда Ри Эти бру.
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скп скрѣплены между собою въ неизмѣняемую раму, отъ которой идетъ 
дуга 2), насаженная наглухо на валъ О, составляющій вращательную 

м ; N

-Ф
иг

.

пару съ неподвижнымъ подшиппикомъ р. Валъ же 8 двойного экс
центрика составляетъ вращательную пару съ неподвижнымъ подшипни
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комъ с/. Двойной эксцентрикъ АВ вложенъ въ раму такъ, что одинъ 
изъ его круговъ касается кромокъ брусковъ Р и (2, тогда какт, другой 
кругъ двойнаго эксцентрика касается кромокъ брусковъ М и N. Я сей
часъ постараюсь показать, что такимъ механизмомъ передается враще
ніе отъ вала О къ валу 8 (пли обратно) и при томъ такъ, что угловая 
скорость вала 8 вдвое болѣе угловой скорости вала О.

Дѣйствительно: при неподвижности рамы, и въ отсутствіи под
шипника точка А можетъ ходить только по прямой х точка-же В 
по прямой у. Слѣдовательно прямая АВ, при неподвижности рамы, 
можетъ ходить своими концами по взаимно-перпендикулярнымъ пря
мыми, х п у пересѣкающимся въ точкѣ о. Итакъ, прп неподвижности 
рамы, прямая АВ совершаетъ хорошо извѣстное кинематикамъ эллип
тическое движеніе. Но эллиптическое движеніе достигается, какъ из
вѣстно, также и катаньемъ круга (фиг. 3) внутри другаго вдвое боль
шаго круга (круги Кардана). Если большой кругъ Кардана неподви
женъ, а концы діаметра малаго круга ходятъ по прямымъ, то малый 

кругъ, катясь внутри 
большаго, совершаетъ 
эллиптическое движе
ніе. Если же кру
ги Кардана снабжены 
зубцами, и неподвиж
ными сдѣланы ихъ 
центры, то между боль
шимъ и малымъ кру
гомъ передача такова, 
что угловая скорость 
малаго круга вдвое бо
лѣе угловой скорости 
большаго. Такт. какъ 
наша рама съ двой
нымъ эксцентрикомъ 
(фиг. 2) кинематиче

ски тождественна съ кругами Кардана, то при неподвижности точекъ 
О и $ (проэкціи осей валовъ О и 8) передача будетъ именно такова, 
что угловая скорость двойнаго эксцентрика (представителя діаметра 
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АВ малаго круга Кардана) будетъ вдвое болѣе угловой скорости рамы, 
представительницы большаго круга Кардана или, лучше сказать, соеди
неннаго съ нимъ (фиг. 3) креста хоу.

Двойной эксцентрикъ нашего механизма можно разсматривать какъ 
зубчатое колесо ') съ начальною окружностью, описанною изъ $ радіу
сомъ = 8В и съ двумя зубцами, имѣющими форму цилиндра А 
и цилиндра В. Эти зубцы имѣютъ здѣсь круговые профили какч. цѣвки. 
Рама можетъ быть разсматриваема какч. зубчатое колесо съ начальною 
окружностью описанною изъ О радіусомъ равнымъ АВ в тоже съ дву
мя зубцами. Одинъ зубецъ представляется парою кромокъ брусьевъ В 
и (2; другой есть пара кромокъ брусьевъ М и N. Здѣсь профиль каж
даго зубца есть пара взаимно параллельныхъ прямыхъ. Начальная 
окружность эксцентрика представляетъ собою малый, а начальная 
окружность рамы большой Кардановъ кругъ, и эти окружности, какъ 
во всякихъ правильныхъ зубчатыхъ колесахъ, катятся одна по другой.

Кривая зацѣпленія въ этомч. механизмѣ имѣетъ довольно, сложное 
очертаніе и треніе скольженія въ немч, большое; вслѣдствіе чего онъ 
представляетъ болѣе теоретическій интересъ. ІІо изъ этого механизма 
можно вывести, какъ я это сейчасъ покажу, другой, который можетъ 
оказаться, по моему мнѣнію, весьма практичнымъ въ тѣхъ случаяхъ, 
когда требуется передача особенно плавная при преодолѣніи неболь
шихъ сопротивленій.

§ 3. Точный шарнирный удвоитель вращенія. Вмѣсто того
чтобы сообщать прямолинейное (по отношенію къ большому кругу Кар
дана) движеніе точкамъ А и В помощью кромокч. рамы, воспользуется 
извѣстнымъ ’Іебышевскимъ прямиломъ, видоизмѣнивъ его для соедине
нія съ эксцентрикомъ.

Чебышевскій механизмъ, какъ извѣстно ’), состоитъ изъ непод- 
вижныхъ шарнировъ р и и (фиг. 4), къ которымъ присоединены стержни 
ру и иѵ, точки ѵ и у которыхъ соединены шарнирами со стержнемъ 
ѵА, при чемт. у находится въ срединѣ стержни ѵА. Этотъ механизмъ

*) Круги Кардана не изображены на фиг. 2, но на фиг. 3 они изо
бражены съ тѣми же буквами, когорыя имѣются въ соотвѣтственныхъ 
мѣстахъ фиг. 2-ой.

2) Чебышевъ. О простѣйшей суставчатой системѣ, доставляю-
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ведетъ точку А по линіи настолько мало уклоняющейся отъ прямой, 
что, практически говоря, этотъ механизмъ точнѣе теоретически точныхъ 
прямилъ Нагі’а в Реаисеіііег. Размѣры его указаны на фиг. 4.

Измѣнимъ механизмъ Чебышева тѣмъ, что разовьемъ конецъ 
стержня ѵА въ хомутъ эксцентрика, такъ чтобы А было въ центрѣ 
кольца этого хомута. Два такіе измѣненные механизма Чебышева по
казаны на (фиг. 5), гдѣ хомутъ одного изъ нихъ огибаетъ кругъ А, 
а хомутъ другого — кругъ В двойнаго эксцентрика, заклиненнаго на 
валу В.

Неподвижные шарниры двухъ измѣненныхъ Чебышевскихъ меха
низмовъ устроимъ на дисковомъ кольцѣ Л/ (фиг. 5) съ такимъ разсче
томъ, чтобы, при неподвижности этого кольца, центры А и В хомутовъ 

Фиг. 4.
чертили взаимно - пер
пендикулярные діаметры 
ох н оу кольца. Наса
дивъ хомуты измѣнен
ныхъ Чебышевскихъ ме
ханизмовъ на круги А 
и В двойнаго эксцентри
ка и расположивъ такимъ 
образомъ всѣ части такъ, 
какъ это показано на 
(фиг. 5) въ двухъ проэк
ціяхъ, получимъ меха
низмъ, передающій вра
щеніе съ вала Р на валъ 
<2 (или обратно) такъ, 
что угловая скорость 

вала вдвое болѣе угловой скорости вала Р. Неподвижный станъ 
(8іе#) механизма съ подшипниками валовъ Р а О обозначенъ буквою

Щей движенія симметрическія около оси (Прил. къ ЬХ т. Заи. Импер. 
Акад. Наукъ).

Вигтевіег. ЕеЪгЬисЬ бег Кіпспіаіік.
Делоне. Передача вращенія и механическое черченіе кривыхъ 

Щарнирно-рычажными механизмами.
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ѣ и показанъ только на -боковомъ видѣ. Если бы желательно было 
получить теоретически точный удвоитель, то стоило-бы только меха
низмы Чебышева замѣнить механизмами Нагі’а или Реаисеіііег. ІІо 
практически это не давало-бы большей точности, благодаря большей 
сложности теоретически точныхъ прямилъ сравнительно съ прямиломъ 
Чебышева.

Механизмъ (фиг. 5) представляетъ собою единственную пока (на 
сколько мнѣ извѣстно) твердую передачу вращенія, безъ мертвыхъ то
чекъ, безъ тренія скольженія, съ однимъ только треніемъ цапфъ, даю
щую удвоеніе числа оборотовъ съ точнымъ удвоеніемъ скорости. 
Недостатокъ его заключается въ перекашиваніи болтовъ, потому что 
стержни механизма размѣщены въ разныхъ плоскостяхъ. Поэтому онъ 
будетъ мало изнашиваться только при преодолѣніи сравнительно не
большихъ сопротивленій. Но прп большемъ развитіи конструкціи его 
Деталей онъ можетъ, по моему мнѣнію, принести пользу во многихъ 
случаяхъ. Перекашиваніе болтовъ можно устранить удлиненіемъ тру
щихся частей цапфъ.

Шарнирнымъ механизмомъ называется такой, въ которомъ нѣтъ 
никакихъ паръ кромѣ вращательныхъ. Слѣдовательно и описанный 
Удвоитель представляетъ собою чисто шарнирный механизмъ, такъ какъ 
и каждый изъ круговъ двойнаго эксцентрика составляетъ вращательную 
пару съ своимъ хомутомъ.

Вопросъ о шарнирной передачѣ вращенія съ увеличеніемъ числа 
оборотовъ былъ поставленъ покойнымъ Чебышевымъ, если не въ пе
чати, то по крайней мѣрѣ экспозиціею на выставкѣ въ Чикаго того за
мѣчательнаго изобрѣтеннаго имъ механизма, который, хотя и обладалъ 
8-ю мертвыми положеніями, по давалъ удвоеніе или учетвереніе числа 
оборотовъ, смотря по способу выхода изъ мертвой точки.

Найдетъ ли настоящій удвоитель примѣненіе въ практикѣ, это по
кажетъ будущее. Во всякомъ случаѣ онъ представляетъ собою рѣшеніе 
кинематическаго вопроса объ устройствѣ точнаго шарнирнаго удвои
теля вращенія безъ мертвыхъ положеній, потому что, если Чебышевское 
прямило не можетъ быть признано точнымъ, то достаточно въ нашемъ 
механизмѣ замѣнить прямила Чебышева прямилами Нагі’а, чтобы по
лучить теоретически точный удвоитель.
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Съ прямилами Чебышева механизмъ имѣетъ 8 — съ ПрямилаМіі- 
же Нагі’а 12 подвижныхъ частей.

§ 4. Два замѣчательныхъ обращенія точнаго шарнирнаго 
удвоителя. Механизмъ, описанный въ предыдущемъ параграфѣ, по
ставленъ на звено Ь или, что тоже самое, — на звено 08, гдѣ О и 8 
суть проложенія осей валовъ Р и О, на плоскость параллельную диску.

Припоминая, что теорія этого механизма совпадаетъ съ теоріею 
круговъ Кардана заключаемъ слѣдующее:

1) Если поставить эту кинематическую цѣпь на дискъ (дискъ 
сдѣлаемъ неподвижнымъ) служащій представителемъ большаго Карда- 
нова круга, то получимъ систему, въ которой эксцентрикъ (представи
тель малаго Карданова круга) совершаетъ эллиптическое движеніе. 
Получимъ эллипсографъ.

2) Если поставимъ машу кинематическую цѣпь на двойной экс
центрикъ (сдѣлаемъ неподвижнымъ только двойной эксцентрикъ), то 
получимъ механизмъ, въ которомъ дискъ совершаетъ антиэллиптическое 
движеніе. Получимъ, смотря по той или другой системѣ деталей, или 
улиткографъ для улитокъ Паскаля, пли патронъ для точенія эллипти
ческихъ контуровъ.

§ 5. Начала на которыхъ основана кинематическая цѣпь 
Точнаго шарнирнаго удвоителя. Не трудно видѣть, что устройство 
точнаго шарнирнаго удвоителя (фиг. 5) основано на трехъ началахъ: 
1) круги Кардана, 2) Чебышевскія прямила, 3) установленный профес
соромъ Францемъ Рёло принципъ разширенія цапфъ.

Третье изъ этихъ началъ выражается въ нашемт, механизмѣ тѣмъ, 
что цапфы, ведущіяся Чебышевскими механизмами по прямымъ, развиты 
въ круги двойнаго эксцентрика АВ.

Н. Делоне.
3 Февраля 1901 г.

о-^»о



Значеніе интенсивной обработка ночей а ддот пріемовъ 
земледѣльческой тешка.

Цѣль настоящаго изложенія:—выяснитъ то доступное человѣку 
помощью тѣхъ или иныхъ средствъ и способовъ воздѣйствіе на почву, 
при которомъ урожайность культивируемыхъ на ней растеній становит
ся болѣе надежной и постоянной.

Для изложенія предмета трактуемой статьи мы стремились собрать 
по возможности весь матеріалъ, разбросанный по частямъ въ сельско
хозяйственной литературѣ и относящійся къ механической и химической 
обработкѣ почвы, къ значенію процессовъ въ ней происходящихъ и съ 
ней связанныхъ.

По выясненіи значенія интенсивной обработки почвы и описаніи 
идеи устройства орудій, успѣшно производящихъ надъ ней эти операціи, 
мы остановили вниманіе надъ разсмотрѣніемъ способовъ веденія хозяй
ства въ Россіи, указали па причины влекущія за собой частые неурожаи, 
а также и па мѣры, направленныя къ устраненію этихъ нежелательныхъ 
явленій.

Задача настоящаго популярно-научнаго изложенія — ознакомить 
читателя со значеніемъ каждаго пріема земледѣльческой техники, вза
имодѣйствіемъ силъ и веществъ природы, міровымъ процессомъ круго

і



обращенія вещеетва и ролью низшихъ микроорганизмовъ въ этомъ 
сложномъ процессѣ, на которомъ основано земледѣліе.

Возможные въ статьѣ недостатки по причинѣ сложности интере
сующаго насъ предмета, требующаго полнаго и всесторонняго освѣще
нія, будучи указаны читателемъ, будутъ приняты нами съ большой 
благодарностью.



ВВЕДЕНІЕ.

Исторія сельскаго хозяйства начинается съ того времени, когда 
человѣкъ перемѣнилъ кочующій образъ жизни на осѣдлый.

Неремѣна образа жизни не могла произойти быстро, она соверша
лась и совершается но настоящее время медленно, постепенно съ ро
стомъ народонаселенія и цивилизаціи.

Пока населеніе земного шара еще рѣдкое, просторъ нетронутыхъ 
земель очень великъ и распахиваются лучшіе участки земли — до тѣхъ 
поръ человѣкъ ведетъ кочующій образъ жизни. Избравъ для воздѣлы
ванія растеній наиболѣе плодородную, дѣвственную землю, онъ обрабо- 
тываетъ ее до тѣхъ поръ, пока она перестанетъ давать хорошіе сборы; 
затѣмъ этотъ клочекъ земли забрасывается и вмѣсто него обработыва- 
ется новый, еще не паханный участокъ.

Но народонаселеніе прогрессивно увеличивается, все болѣе п болѣе 
плодородныя земли разработываются и наступаетъ въ концѣ концовъ 
такое время, когда человѣку приходится обращаться къ менѣе плодород
нымъ участкамъ или обработывать прежде богатыя, но уже болѣе пли 
менѣе истощенныя почвы, которыя не въ состояніи дать при той же за
тратѣ труда и капитала того изобилія плодовъ, что давали раньше.

Съ ростомъ народонаселенія земля пріобрѣтаетъ цѣнность, а по 
мѣрѣ возрастанія цѣнъ на землю все болѣе распространяется интенсив
ная система хозяйства, которая выражается въ большей затратѣ труда 
и. капитала на единицу площади земли, предназначенной подъ культуру 
растеній.

При интенсивномъ веденіи хозяйства пользованіе древними несо
вершенными орудіями не находитъ себѣ мѣста, требуются новыя, сбе- 
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регаюіція время, силу, улучшающія качество работы и способствующія 
повышенію урожайности растеній.

Наступаетъ время, когда наукѣ ставятся на разрѣшеніе жизненные 
вопросы о пропитаніи прогрессивно возрастающаго населенія земного 
шара. Въ теченіе цѣлаго ряда вѣковъ производятся наблюденія, изслѣ
дованія, основываются и крѣпнутъ сельско хозяйственныя науки, а съ 
ними вмѣстѣ и сельско-хозяйственная промышленность; являются спе
ціальныя школы, постепешю возникая въ различныхъ государствахъ, а 
также и другія учрежденія, предназначенныя служить интересамъ сель
ско-хозяйственной промышленности, какъ опытныя поля, опытныя стан
ціи и проч.

Прогрессу сельскаго хозяйства несомнѣнно много способствовали 
поднятіе умственнаго развитія населенія всѣхъ странъ и громадные ус
пѣхи другихъ отраслей промышленности, особенно же развитіе машино
строенія и устройство усовершенствованныхъ путей сообщенія.

Сельское хозяйство.

Смыслъ выраженія „сельское хозяйство*4 нужно понимать какъ 
одинъ изъ видовъ добывающей промышленности имѣющей цѣлью доста
вленіе населенію предметовъ самыхъ насущныхъ, первой необходимости.

Эти продукты органическаго происхожденія человѣкъ, пользуясь 
законами природы, получаетъ па счетъ минеральныхъ веществъ по
чвы. Для этой пѣли въ его распоряженіи необходимый матеріалъ и 
силы природы, которыми онъ такъ или иначе пользуется; и чѣмъ онъ 
болѣе цивилизованъ, тѣмъ разумнѣе его пользованіе дарами природы.

Для поддержанія своего существованія онъ обращается къ тѣмъ 
растеніямъ и сѣменамъ, которыя ему давно извѣстны и размножаетъ ихъ.

Очень часто сельское хозяйство отождествляю™, съ земледѣліемъ. 
Принятая терминологія неправильна, такъ какъ земледѣліе составляетъ 
одинъ только видъ сельскаго хозяйства; но ужъ изъ одного этого не
правильнаго отождествленія видно какую роль въ сельскомъ хозяйствѣ 
играетъ земледѣліе.

Земледѣліемъ или растеніеводствомч. называютъ именно разведеніе 
и воспитаніе растеній; строго говоря одно земледѣліе даетъ возможность 
рѣшить задачу сельско-хозяйственнаго производства; по съ цѣлью до
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стигнуть еще большаго разнообразія органическихъ продуктовъ,—нѣко
торою частью растительныхъ произведеній почвы сельскій хозяинъ скар
мливаетъ домашнихъ животныхъ, благодаря чему онъ получаетъ разно
образные животные продукты.

Пользуясь веществами и силами природы, разсѣянными въ атмо
сферѣ и почвѣ, для достиженія своей основной цѣли сельскій хозяинъ 
приводитъ въ извѣстное взаимодѣйствіе эти силы и вещества, на что 
затрачиваетъ опредѣленную работу, трудъ.

Пока неизучено основательно запмодѣйствіе силъ и веществъ при
роды и естественныя пауки стоятъ на низкомъ уровнѣ развитія,—до 
тѣхъ поръ человѣкъ всякое проявленіе мощи природы со всѣми слѣд
ствіями, вытекающими изъ этого дѣйствія, приписываетъ явленіямъ 
стихійнымъ или но меньшей мѣрѣ случайнымъ.

Съ развитіемъ же наукъ и распространеніемъ образованія его ум
ственный горизонтъ расширяется, случайныхъ явленій для него стано
вится меньше и ближе имъ познаются соотношенія причинъ и слѣдствій.

Образованіе почвы.

Прежде всего человѣку приходится познать объектъ своей обработ
ки, почву, которой онъ во всѣ времена удѣлялъ больше всего вниманія 
и на которую въ настоящее время удается сильнѣе всего вліять.

Первичныя горныя породы, разрушаясь подъ дѣйствіемъ различ
ныхъ процессовъ, даютъ матеріалъ къ образованію рыхлаго поверхно
стнаго слоя земной коры, именуемаго почвой.

Всѣ процессы, играющіе роль разрушенія этихъ породъ, сводятся 
къ вывѣтриванію горныхъ породъ, перемѣщенію образующихся облом
ковъ и, наконецъ, накопленію органическихъ веществъ.

Процессъ вывѣтриванія горныхъ породъ заключается въ разруше
ніи ихъ физическими и химическими агентами.

Неодинаковое сжатіе и расширеніе входящихъ въ составъ первич
ныхъ горныхъ породъ частей —вслѣдствіе колебаній температуры вызы
ваютъ появленіе трещинъ; вода въ капельно-жидкомъ своемъ состояніи, 
попавт. въ эти трещины и превратившись при опредѣленной температу
рѣ въ ледъ, содѣйствуетъ дальнѣйшему разрушенію горныхъ породъ сво-. 
имъ стремленіемъ занять большій объемъ. Этому стремленію, выражаю



щемуся опредѣленной силой, препятствуетъ сила сцѣплепія частицъ 
этой породы. Если сила замерзшей поды беретъ перевѣсъ надъ сплою 
сцѣпленія частицъ горныхъ породъ, то разрушеніе идетч, дальше.

Отвалившіяся массы подъ силою собственной тяжести пли подъ 
дѣйствіемъ падающей съ высотъ воды, способствующей ихъ перемѣще
нію, движутся съ треніемъ и ударами при скатываніи съ высотъ и раз
биваются на меньшіе объемы.

Но вода не является однимъ только физическимъ агентомъ разру
шенія, она проявляетъ и химическія свойства, ведущія къ дальнѣйшему 
разрушенію горныхъ породъ. Частью растворяя, частью разлагая, да
же очень прочные селикаты, вода, хотя и очень медленно, но все же 
успѣшно идетъ къ цѣли. Растворенная въ водѣ углекислота также яв
ляется однимъ изъ химическихъ агентовъ въ процессѣ вывѣтриванія.

На разрушеніе горныхъ породъ оказываютъ вліяніе также и ки
слородъ воздуха, вызывающій окисленіе нѣкоторыхъ составныхъ частей 
горныхъ породъ и тѣмъ дающій толчекъ къ дальнѣйшему разрушенію 
каменистыхъ массъ.

Корни растеній въ процессѣ вывѣтриванія не остаются безуча
стными; внѣдренпые въ трещины каменистыхъ массъ, они кислотными 
своими выдѣленіями оказываютъ сильное дѣйствіе па минералы.

Образованные обломки горныхъ породъ уносятся текущею водой 
все дальше п дальше отъ мѣста первоначальнаго своего происхожденія; 
болѣе крупныя массы отстаютъ отъ общаго движенія и располагаются 
ближе къ каменистымъ породамъ, а болѣе мелкіе обломки и легкія ча
стицы, повинуясь силѣ теченія воды, уносятся значительно далѣе.

Но скорость теченія воды пе вездѣ одинакова; въ иныхъ мѣстахъ 
она такъ не велика, что возможны осажденія очень мелкихъ частицъ, 
унесенныхъ водой;—этому осажденію обязаны вторичныя пли наносныя 
почвы, въ противоположность первичнымъ, остающимся на томъ мѣстѣ, 
гдѣ путемъ вывѣтриванія произошло ихъ образованіе.

Вч. нѣкоторыхъ случаяхъ въ роли перемѣстителя частицъ отч. мѣ
ста ихч> отпаденія часто участиусгь и вѣтеръ.

Само собой разумѣется, что заключенные въ нѣдрахъ горныхъ по
родъ различные элементы при упомянутыхъ процессахъ переносится м 
въ почву; но, смотря по породѣ, изъ которой почва образовалась, и по 
условіямъ ея образованія содержаніе этихъ элементовъ можетч. значи
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тельно измѣняться какъ въ качественномъ, такъ, главнымъ образомъ 
и въ количественной!, отношеніяхъ.

Подъ вліяніемъ жизнедѣятельности растеній, которыя являются 
только позже на образовавшейся почвѣ, вч. ней появляются органиче
скія составныя части.

Укоренившіяся въ почвѣ растенія для условія своего произроста- 
нія требуютъ содержанія въ почвѣ минеральныхъ веществъ; при разви
тіи этихъ растеній образуются органическія вещества, которые по отми
раніи растеній переходятъ въ почву, подвергаются въ ней процессу раз
ложенія (гуммпфпкаціи) и въ результатѣ превращаются въ перегной— 
органическую массу почвы.

Процессъ гуммификаціп представляетъ собою постепенное окисле
ніе сложныхъ органическихъ веществъ, попадающпх'і. въ почву, подъ 
вліяніемъ тепла, влажности, кислорода воздуха и жизнедѣятельности 
нѣкоторыхъ бактерій.

При этомъ процессѣ органическія вещества постепенно обѣдняются 
водородомъ и кислородомъ и становятся богаче углеродомъ.

Образованіе пасчетъ отмершей растительности полуразложившіеся 
органическіе остатки пе заключаютъ уже слѣдовъ организованнаго стро
енія и представляютъ болѣе или менѣе сложную смѣсь органическихъ 
соединеній; эта смѣсь носитъ названіе перегноя пли гуммуса.

Отношеніе гуммуса къ веществамъ почвы выражается усиленіемъ 
процесса вывѣтриванія, раствореніемъ трудно растворимыхъ соединеній, 
перемѣщеніемъ пхт> въ почвенномъ слоѣ; съ другой стороны значеніе пе
регноя въ почвѣ, еще болѣе важное, заключается въ огромномъ его 
вліяніи на цѣлый рядъ физическихъ свойствъ почвы;—усиленіе нагрѣ
ванія почвъ, сообщеніе рыхлости связнымъ почвамъ, связности рыхлымъ 
и проч.

Истощеніе почвы.

По наиболѣе распространенному опредѣленію почвою называютъ 
верхній рыхлый слой земной коры, служащій главнымъ мѣстомъ укоре
ненія растеній, и иногда почву неправильно называютъ пахатпымъ сло
емъ, т. е. слоемъ, подвергающимся механической обработкѣ. Такое 
°тождествлепіе допустимо тогда, когда обработка почвы распространя
ется на величину глубины почвы; обыкновенно же почву обрабатываютъ 
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или не на полную глубину, пли въ другихъ случаяхъ находятъ пужнвімъ 
обработку распространять и надъ подпочву, т. е. па слой, залегающій 
вслѣдъ за почвой.

Въ рѣдкихъ случаяхъ можно провести границу между почвою и 
подпочвой; обыкновенно, какъ это и естественпо, между ними суще
ствуетъ переходный слой, представляющій смѣсь частицъ того и другого 
сдоя.

Почва по отношенію къ растеніямъ является пе только мѣстомъ 
для ихъ укорененія, опа также, благодаря содержанію минеральныхъ ве
ществъ, даетъ пищу растеніямъ.

Для своего развитія растенія нуждаются въ цѣломъ рядѣ условій: 
имъ необходимы для жизни питательныя вещества, которыя должны на
ходиться въ почвѣ (соединенія азота, фосфорная кислота, соли калія 
п пр.), въ атмосферномъ воздухѣ (кислородъ, углекислота), вода въ ка
пельно-жидкомъ состояніи, извѣстная температура и, наконецъ, солнеч
ный свѣтъ.

Если одного пзъ этихъ пеобходимых'ь для растеній условій пе ока
зывается въ наличности, то нарушается нормальное развитіе, появляют
ся уродливости, наступаетъ болѣзненное состояніе растительныхъ орга
низмовъ, и при полномъ отсутствіи недостающаго условія, (напр. воды 
въ сухой почвѣ, солнечнаго свѣта въ темномъ мѣстѣ) растенія въ за
ключеніе погибаютъ.

Если одно изъ необходимыхъ условій оказывается въ количествѣ 
меньшемъ, чѣмъ того требуетъ растеніе, то въ этомъ случаѣ развитіе 
растенія задерживается, а сила развитія растенія опредѣляется именно 
этимъ недостающимъ условіемъ.

Какъ мы уже упомянули, растенія для правильнаго своего роста 
требуютъ содержанія въ почвѣ соединеній азота.

Горныя же породы, изъ которыхъ образовались почвы, заключая 
въ изобиліи кремноземъ, глинозема, и др., вч. небольшомъ количествѣ 
сѣру, фосфоръ и др., вовсе пе содержатъ существенно важнаго элемента 
для питанія растеній,—азота. Непосредственно пзъ воздуха растенія 
азота не могутъ получить.

Какимъ же образомъ тѣмъ пе менѣе растенія получаютъ этотъ 
важный элементъ? Здѣсь мьг ознакомимся со свойствомъ нѣкоторыхъ 
растеній, могущихъ обходиться безч. готоваго запаса азотистыхъ сведи* 
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неній въ почвѣ. Накопленію азотистыхъ соединеній въ почвѣ способ
ствую™, нѣкоторыя растенія, какъ напр. мотыльковыя, которыя своимъ 
произростаніемъ обязаны главнымъ образомъ микробамъ, размножаю
щимся въ ихъ корняхъ.

Эти микробы играютъ важную роль передачи азота воздуха, физіо
логически переработаннаго имя въ громадные запасы азотистыхъ соеди
неній, тѣмъ растеніямъ, которыя дали имъ пріютъ.

Отмирая эти растенія вносили собой въ иочву для питанія слѣдую
щаго поколѣнія педостававшія ей соединенія.

Связный азотъ органическихъ веществъ представляетъ для расте
ній пеудобоусвояемую пищу; только благодаря миріадамъ микроорганиз
мовъ, своей жизнедѣятельностью перерабатывающихъ эти вещества, вч, 
заключеніе можетъ получиться азотъ вч, удобоусвояемыхъ формахъ.

Вч, этомъ отношеніи важнымъ является нитрифицирующій микро
организмъ, который превращаетъ связный азотъ органическихъ веществъ 
вч, азотпо-кислыя соли, которыя уже прямо могутъ усвоиваться расте
ніями.

Жизнедѣятельность нитрифицирующаго микроорганизма требуетъ 
опредѣленныхъ условій: влаги, тепла и доступа воздуха.

Какимъ образомч, можно создать благопріятныя для его жизни усло
вія мы увидимъ когда рѣчь коснется механической обработки почвы.

При наличности всѣхъ требуемыхъ условій дѣятельность этихъ 
микроорганизмовъ достигаетъ высшаго предѣла, а при отсутствіи хотя 
одного изъ факторовъ, дѣятельность ихъ доходитъ до минимума.

Отсюда не трудно понять почему наши черноземныя почвы, заклю
чающія всѣ необходимыя для питанія растеній элементы, почвы бога
тыя, не въ состояніи дать хорошихъ урожаевъ; въ этомъ случаѣ причи
ну плохого произростанія растеній нужно видѣть въ отсутствіи доста
точнаго количества влаги, необходимой не только для питанія растеній, 
но и для жизнедѣятельности микроорганизмовъ съ ихъ химико-біологи
ческими процессами, способствующими образованію удобоусвояемыхъ 
растеніями соединеній.

Пользуясь приведеннымъ примѣромъ, можно провести различіе 
между богатствомъ и плодородіемъ почвъ. Богатыми почвами, къ числу 
которыхч, нужно отнести и черноземныя, считаютъ такія, которыя за
ключаютъ въ себѣ большой запасъ полезныхъ для растеній веществъ, 

2 
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хотя бы и въ состояніи недоступномъ для немедленнаго усвоенія расте
ніями, и обладаютъ прочими свойствами, благопріятными для растеній.

При правильной обработкѣ этихъ почвъ, при благопріятныхъ кли
матическихъ условіяхъ и при раціональной культурѣ разводимыхъ на 
этихъ почвахъ растеній, онѣ оказываются плодородными и урожайными.

Такимъ образомъ богатство почвы является основаніемъ для по
лученія хорошихъ урожаевъ, плодородіе обусловливаете, превращеніе 
факторовъ богатства въ состояніе, при которомъ возможно немедленное 
ихъ дѣйствіе и, наконецъ, урожайность, какъ результатъ воздѣлыванія 
растеній, зависящій не только отъ почвъ п умѣлой техники, но также и 
отъ случайныхъ атмосферическихъ перемѣнъ.

Въ противоположность плодороднымъ почвамъ различаютъ почвы 
истощенныя.

Въ обширномъ смыслѣ истощенными почвами называютъ такія, на 
которыхъ вообще наблюдается уменьшеніе плодородія, сопровождаемое 
пониженіемъ доставляемыхъ землею урожаевъ; причина истощенія почвъ 
лежитъ въ обѣдненіи почвы нѣкоторыми питательными матеріалами, не
обходимыми для нормальнаго развитія растеній.

Иногда, говоря объ истощеніи почвы, имѣютъ въ виду уменьшеніе 
содержанія въ ней минеральныхъ веществъ, которыя, будучи усвоены 
растеніями, вмѣстѣ съ жатвой уносятся съ поля. Чаще всего наблюда
ется истощеніе почвы относительно азота, фосфорной кислоты и кали, 
такъ какъ эти вещества поглощаются растеніями изъ почвы въ боль
шомъ сравнительно количествѣ.

Въ этомъ убѣждаетъ насъ химическій анализъ, показывающій от
носительно какихъ веществъ и вч> какой степени растенія истощаютъ 
почву.

Мы раньше видѣли, что мотыльковыя могутъ произростать на по
чвѣ лишенной азота; изъ наблюденій надъ злаками выяснилось, что 
жизнь ихъ при отсутствіи запаса азота въ почвѣ—невозможна.

Въ этомъ случаѣ злаки являются азото-потребительными въ отли
чіе отъ азото-собирателей (мотыльковыхъ), обогащающихъ почву азотомъ 
благодаря вышеупомянутому химико-біологическому процессу микроор
ганизмовъ.

Существуютъ нѣкоторыя растенія истощающія землю преимуще
ственно относительно фосфорной кислоты п т. д.
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По глубинѣ распространенія корней въ почвѣ различаютъ растенія 
мелкоукореняющіяся, истощающія почву на небольшую глубину, отъ 
глубокоукореняющихся растеній, которыя распространяютъ своп корни 
на значительную глубину и получаютъ большее количество питатель- 
пыхъ веществъ изъ почвы и потому сильнѣе ее истощающія.

Каждое растеніе предъявляетъ по отношенію къ почвѣ своп требо
ванія; истощившись для однихъ растеній, почва можетъ оказаться впол
нѣ пригодной для другихт. и дать вполнѣ высокій урожай продуктовъ.

Па этихъ наблюденіяхъ, оказавшихъ великую услугу сельскому 
хозяйству, основанъ плодосмѣнъ.

Изучивъ свойства растеній,проявляемыхъ по отношенію къ почвѣ, 
ихъ предъявляемыя къ ней требованія, опредѣливъ количество и родъ 
потребляемыхъ для ихъ произрастанія минеральныхъ веществъ, не 
трудно устроить также чередованіе культивируемыхъ растеній, при ко
торомъ вещества почвы будутъ наиболѣе раціонально использованы, и 
при которомъ урожай каждаго растенія будетъ наиболѣе высокій.

Мы видѣли раньше, что рядомъ съ истощающими почву растеніями 
стоятъ и обогащающія ее; къ послѣднимъ относятся такія, которыя, не 
смотря на то. что поглощаютъ нѣкоторое количество минеральныхъ ве
ществъ изъ почвы тѣмъ не менѣе улучшаютъ ея химическія свойства, 
такъ какъ обильные корневые остатки, не уносимые съ поля, своимъ 
разложеніемъ даютъ богатый матеріалъ для другого рода растеній, по
требляющихъ тѣ минеральные соли, которыя для нихъ припасли ихъ 
предшественники.

Число сѣвооборотовъ безконечно велико и выборъ правильнаго сѣ
вооборота при данной системѣ хозяйства можетъ быть весьма широкъ. 
Обыкновенно чередованіе идетъ такимъ образомъ, что мелкоукореняю
щіяся растенія слѣдуютъ за глубокоукореняющимпся; обогащающія по
чву азотомч. мотыльковыя растенія уступаютъ мѣсто злакамъ; по отно- 
піенію кч> потребности растепій въ водѣ и ихч> изсушающему дѣйствію 
на почву, ставятъ ихъ въ слѣдующій рядъ, переходя отъ болѣе требо- 
вательпыхъ къ менѣе требовательнымъ,—напр. такъ;—табакъ, карто
фель, овесъ, просо.

Укажемъ еще па одно достоинство плодосмѣпа.
Плодосмѣнъ является также однимъ изъ могучихъ средствъ въ 

борьбѣ съ вредными насѣкомыми.
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Постоянная смѣна растенія и разнообразіе пріемовъ культуры ли
шаетъ насѣкомыхъ возможности приспособиться къ измѣнчивымъ усло
віямъ, чего не можетъ быть при культурѣ однихъ и тѣхъ же растеній.

Удобреніе.

Заслуга плодосмѣна несомнѣнна, по все же онъ не рѣшаетъ вопро
са объ истощеніи земли. Изъ года въ годъ для поддержанія своего 
существованія человѣкъ увозитъ съ поля жатву, а вмѣстѣ съ пей и тѣ 
минеральныя вещества, которыя шли изъ почвы на образованіи растеній.

Такое пользованіе плодами безч> отдачи почвѣ взятаго количества 
минеральныхъ веществъ не можетъ идти очень продолжительно. Насту
питъ такой годъ, когда земля откажется возвратить тѣ сѣмена, которыя 
ей ввѣрили.

Средствомъ противодѣйствія истощенію почвы, слѣдовательно, под
держанія ея плодородія на извѣстной высотѣ, должно быть удобреніе.

[Іодъ удобреніемъ понимаютъ одинъ изъ пріемовъ періодической 
обработки почвы, при которомъ въ нее, смотря по системѣ хозяйства, 
вносятся тѣ пли другія вещества въ формѣ хотя бы и не сейчасъ усвоя
емой растеніями.

Изъ питательныхъ для растеній веществъ соотвѣтственно особенно 
малому содержанію ихъ въ почвѣ и выдающейся потребности вт, нихъ 
растеній наиболѣе важное удобрительное значеніе имѣютъ азотъ, фос
форная кислота и кали, менѣе важны известь, магнезія и др.

Удобрительныя вещества кромѣ прямого своего назначенія въ пи
щу растеніямъ важны въ томъ еще отношеніи, что вліяютъ на измѣне
ніе физическихъ и химическихъ свойствъ почвы.

Удобреніе, внесенное вт. почву, ускоряетъ процессъ разложенія 
минеральныхъ и органическихъ почвенныхъ веществъ, переводитъ ихъ 
въ удобоусвояемую растеніями форму, повышаетъ количество содержи
мой вт. почвѣ влаги, сообщаетъ рыхлымъ почвамъ большую связность и 
связнымъ—рыхлость.

Родъ удобреній весьма различенъ, а употребленіе того или другого 
рода удобренія находится вт. связи съ культивировкой желаемыхъ ра
стеній.

Послѣ навоза большое распространеніе себѣ находятъ искуствен
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ные туки, представляющіе собою болѣе или менѣе концентрированное 
Удобреніе.

Количество разсѣваемыхъ туковъ на единицу площади земли срав
нительно небольшое, поэтому разсѣвъ такихъ удобреній, равномѣрное 
ихъ распредѣленіе вч> почвѣ представляется дѣломъ не легкимъ; ручной 
посѣвъ такихъ искусственныхъ удобрепій не находитъ себѣ мѣста.

Сравнительно небольшое количество порошкообразныхъ удобреній, 
требуемыхч. единицей площади земли, дороговизна ихъ и опасность, 
связанная съ превышеніемъ предѣла требуемаго количества удобреній 
по отношенію къ урожайности растеній, все вмѣстѣ говоритъ въ пользу 
спеціальнаго разсѣва туковъ.

Изъ искусственныхъ туковч, наиболѣе извѣстно костяное удобреніе.
Кости, благодаря высокому содержанію фосфорной кислоты, а так

же отчасти и содержанію азота, съ большимъ успѣхомъ употребляются 
въ качествѣ удобрительнаго вещества,

Прежде чѣмъ ввести кости въ почву имъ даютъ такое состояніе, 
въ какомъ онѣ могутъ быть использованы растеніями. Съ этой цѣлью 
ихъ обрабатываютъ такъ или иначе.

Одинъ изъ способовъ слѣдующій: на костеобжигательныхъ заво
дахъ кости подвергаются сперва выпариванію; при этой операціи изъ 
костей выдѣляется жиръ, выплывающій на поверхность и счерпываемый. 
Костяной жиръ находитъ себѣ широкое примѣненіе въ техникѣ, какч, 
смазочный матеріалъ.

Затѣмъ кости помѣщаются въ замкнутый котелъ гдѣ и подверга
ются подч> давленіемъ 2 — 4 атмосферъ дѣйствію водяныхъ паровъ.

При послѣдующемъ охлажденіи кости становятся настолько хруп
кими, что безч> труда измельчаются вт> муку. Такъ получается паренная 
костяная мука, идущая па удобреніе.

Существуетч. еще и другой способч. обработкп костей сч> цѣлью 
полученія суперфосфатовъ, прп которомъ сырыя кости подвергаются 
Дѣйствію сѣрной кислоты. Нерастворимая въ водѣ фосфорно-кальціевая 
соль костей переходитъ частью въ растворимое состояніе, а равно и ор
ганическое азотистое вещество костей подвергается нѣкоторому измѣне
нію; такимъ образомч. какъ фосфорная кислота, такъ и азотч> становят
ся при этомъ легче усвояемыми растительными корнями.
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Въ настоящее время костяной суперфосфатъ вытѣсненъ болѣе де
шевою и не менѣе дѣйствительною въ удобрительномъ смыслѣ пареной 
костяной мукой.

Примѣнительно къ этимъ наиболѣе распространеннымъ удобри
тельнымъ веществамъ существуетъ цѣлый рядъ сѣялокъ, равномѣрно 
разбрасывающихъ опредѣленное количество этихъ веществъ на единицѣ 
площади земли.

Механическая обработка почвы.

Удобреніе, или процессъ внесенія вч. почву недостающихъ, расте
ніямъ питательныхъ веществъ, въ томъ или другомъ, видѣ для цѣлей 
выращиванія этихъ растеній,— относится къ химической обработкѣ 
почвы.

Не менѣе важную роль въ процессѣ выращиванія растеній играетъ 
и механическая обработка почвы, обыкновенно сопровождающая хими
ческую. Механическая обработка почвы состоитъ въ непосредственномъ 
измѣненіи только физическихъ свойствъ обрабатываемаго почвеннаго 
слоя.

Опа направлена главнымъ образомъ па подготовку почвы подъ по
сѣвъ сѣмянъ раетеній.

Для этой весьма важной цѣли служитъ цѣлый рядъ орудій, вы
полняющихъ ту или другую функцію.

Какимъ условіямъ должна удовлетворять почва, чтобы можно было 
ее назвать готовою къ посѣву сѣмянъ или, какъ говорятъ ,,спѣлою"?

Послѣ очистки отъ камней, пней и корневищъ поле должно быть 
лишено сорныхъ травъ.

Сорныя травы или правильнѣе сорныя растенія бываютъ всевоз
можныхъ видовъ; къ нимъ относятся также нѣкоторыя культурныя ра
стенія, которыя развиваются на извѣстной площади помимо воли 
хозяина.

Занимая мѣсто, на которомт. могли бы развиваться культивируе
мыя растенія, эта сорная растительность приноситъ вредъ еще вч. тома, 
отношеніи, что отнимаетъ отъ развивающихся рядомч. культурныхъ ра
стеній пищу, влагу и свѣтъ; вноситъ своимч. присутствіемъ лишнюю 
работу, идущую на отдѣленіе ея отъ культурныхъ растеній; вліяетъ на 
качество урожая, внося элементъ совершенно негодный, вредный.
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Каждая ссорная растительность имѣетъ свойственныя ей особен
ности, которыя такъ или иначе вредно отзываются па ростѣ культур
ныхъ растеній.

Нѣкоторыя изъ нихъ обвиваютъ отдѣльныя воздѣлываемыя расте
нія или ихъ группы, стягиваютъ ихъ къ землѣ п губятъ, не давая ни
какой возможности вырваться изъ неволи.

Свойство другихъ сорныхъ растеній таково: присосавшись къ 
культурнымъ, оііи извлекаютъ изъ нихъ соки и доводятъ ихъ до окон
чательной гибели (паразитныя сорныя травы).

Наконецъ, нѣкоторыя сорныя травы являются благопріятными для 
развитія извѣстныхъ грибковъ, вызывающихъ заболѣваніе культурныхъ 
растеній.

Если же къ этимъ особенностямъ присоединить присущую всѣмъ 
сорнымъ травамъ удивительную способность быстро размножаться и 
прочно держаться на разъ запятомъ мѣстѣ, благодаря чрезвычайной жиз
ненности ихъ органовъ, то будетъ понятенъ тотъ значительный вредъ, 
который онѣ въ состояніи причинить хозяйству.

На Западѣ, гдѣ растенія не ведутъ такой ожесточенной борьбы 
изъ за влаги, какъ у насъ, тѣмъ не мепѣе знаютъ, какъ неблагопріятно 
отражается на урожаѣ засореніе полей. Такъ, по изслѣдованіямъ Мюн
хенскаго профессора Волыіп (АѴоІІпу), урожай ржп на засоренномъ 
полѣ былъ втрое ниже, чѣмъ на чистомъ, кукурузы (зерна) въ 9 разъ, 
картофеля втрое и свекловицы въ 1 7 разъ ниже, чѣмъ на полѣ безъ 
сорныхъ травъ.

Вотъ почему на уничтоженіе сорной растительности должны быть 
направлены всѣ усилія сельскаго хозяина; средствъ же уничтоженія это
го бича урожайности въ его распоряженіи много.

Задача истребленія сорной растительности па поляхъ обыкновенно 
рѣшается побочно при механической обработкѣ почвы, какъ вспашка, 
бороньба и при уходѣ за культивируемыми растеніями, — какъ моты- 
женіе.

Въ роли орудій обрабатывающихъ почву, участвуютъ плуги, эк
стирпаторы, бороны, катки, ручныя и конныя мотыги и пр. Почти всѣ 
сельско-хозяйственныя орудія сооруженныя служить тѣмъ или другимъ 
Цѣлямъ (о чемъ будетъ сказано ниже) выполняютъ кромѣ того важную 
работу уничтоженія сорной растительности.
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До принятія сѣмянъ пахотный’слой подвергается слѣдующимъ опе
раціямъ: оборачиванію, разрыхленію и размѣшиванію его. Всѣ эти опе
раціи въ одно время съ той или другой степенью успѣшности соверша
етъ плугъ.

Наблюденія надъ работой плуга на тяжелой почвѣ позволя
ютъ составить слѣдующій чертежъ. Но мѣрѣ движенія плуга впе
редъ ножъ его, служащій рѣзцомъ, рѣжетъ землю по вертикаль

ному направленію на 
глубину аЬ. Вслѣдъ 
за ножемъ лемехъ плу
га срѣзываетъ полосу 
отъ материка по гори
зонтальному направле
нію Ьсі. Вслѣдствіе 
движенія плуга впе
редъ, отрѣзанная по
лоса переходитъ съ ле- 
меха, 'на отвалъ, ко
торымъ отрѣзанный 

пластъ асЬсІ переворачивается по винтообразному направленію, при 
чемъ кантомъ с, обернутая полоса опирается на материкъ, а кантомъ а, 
прислоняется къ раньше обернутому пласту, такимъ образомъ, что боль
шая часть низовой стороны <7,6, и вся сторона ЪАах пласта подвержена 
дѣйствію вывѣтриванія. Такое положеніе перевернутаго пласта, при 
которомъ наибольшая часть его подвержена дѣйствію атмосферы, дости
гается лишь въ томъ случаѣ, если ширина ЪЛ отрѣзываемаго пласта 
равна 1,414 толщины аЪ.

Подобное строгое кантованіе пластовъ получается при вспашкѣ 
тяжелыхъ почвъ; на почвахъ менѣе тяжелыхъ гребни не такъ отчетли
вы по причинѣ сыпучести почвы.

Сообразно различнымъ свойствамъ почвы, для успѣшнаго выпол
ненія плугомъ оборачиванія и отваливанія употребляются отвалы раз
личной формы и длины, отличающіеся также в своей работой. Такъ, 
для почвъ тяжелыхъ, связныхъ, необходимыми. условіемъ при паханіи 
является правильное оборачиваніе и отваливаніе къ предшествовавшему 
пласту. Такая работа выполняется успѣшно лишь винтовымъ отваломъ 
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оборачивающимъ пластъ въ видѣ длинной ленты по винтовой линіи; та
ковыми отвалами снабжены всѣ англійскіе плуги, построенные для тя
желыхъ почвъ. На почвахъ же легкихъ супесчаныхъ и песчаныхъ, не 
поддающихся оборачиванію, вслѣдствіе своей расыпчатости, задача от
вала менѣе сложна и состоитъ въ дробленіи и разрыхленіи пласта.

Отвалъ такимъ образомъ является одной изъ самыхъ существен
ныхъ частей плуга. ІІо формѣ отвала главнымъ образомъ и различа
ются плуги, отъ него въ значительной степени и зависитъ качество про
изводимой плугомъ работы.

Различаютъ плуги винтовые или оборачивающіе и цилиндрическіе 
или рыхлящіе, послѣдніе извѣстны подъ пазвапіемъ рухадло. Названіе 
свое плугъ получаетъ отъ формы своего отвала.

Чѣмъ длиннѣе отвалъ у винтовыхъ плуговъ тѣмъ менѣе крошится 
и ломается пластъ, тѣмъ правильнѣе послѣдній отваливается; при ко
роткомъ отвалѣ пластъ болѣе или менѣе сильно надламывается, кро
шится и работа такого плуга но своему качеству въ большей или мень
шей степени подходитъ 
къ работѣ плуговъ съ ци
линдрическимъ отваломъ.

Чѣмъ короче, или дру
гими словами, чѣмъ кру
че отвалъ тѣмъ для бо
лѣе легкихъ почвъ пред
назначенъ плугъ, обла
дающій этимъ отваломъ. 
Самый крутой отвалъ 
встрѣчается въ плутахъ 
типа рухадло, извѣстныхъ 
еще подъ именемъ богем

Видъ пласта, отваленнаго плугомъ съ короткимъ 
отваломъ.

скихъ плуговъ, предпазначепныхъ для самыхъ легкихъ почвъ. На очень 
легкихъ почвахъ рѣзецъ становится излишнимъ и его обыкновенно въ 
богемскихъ плугахъ пе бываетъ.

Изъ вышесказаннаго видно, что универсальнаго плуга пе можетъ 
быть. При выборѣ плуга непремѣнно нужно считаться съ родомъ почвы.

Какъ бы почвы пи казались различными, всѣ онѣ состоятъ изъ 4-хъ 
главныхъ составныхъ частей: песку, глины, извести и перегноя.

з
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Различаютъ слѣдующія роды почвъ:
1. Глинистая и суглинистая, если въ почвѣ содержится отъ 35 

до 60°/оглины, а остальное песокъ и очень немного извести и перегноя. 
Такія почвы самыя твердыя и вязкія.

2. Песчаная, если въ почвѣ находится до 70°/о песку, супесчаная 
или глинисто-песчаная—содержитъ отъ10до30°/о и песчано-глини
стая—отъ 10 до 20% глины. Такія почвы называются средними.

3. Хрящевыя—заключаютъ въ себѣ не болѣе 10% глины, 5°/0 
извести и перегноя, а остальное песокъ или камешки различной величи
ны. Такія почвы рыхлы, но мало урожайны.

4. Известковыя,—если содержитъ до 20°/о извести.
5. Мергельная,—въ которой глина, известь и песокъ почти по

ровну смѣшаны между собой.
6. Черноземная—рыхлая, мягкая, черная земля, въ которой на

ходится отъ 5 до 20% перегноя.
7. Подзолистая, состоящая какъ бы изъ пыли, па столько мелка

го кремневаго песку сѣраго цвѣта, какъ и глинистыя почвы. Эта почва 
тоже вязка, легко заплываетъ отъ дождей и затѣмъ засыхаетъ коркою.

и 8. Солончаковая, или солянцы—безплодная почва, встрѣчает
ся иногда мѣстами, а иногда занимаетъ большія пространства, образуя 
цѣлыя пустыни съ твердою, какъ камень, поверхностью.

Подзолистыя и солончаковыя безплодны, а лучшія по плодородію — 
это почвы—мергельная и черноземная.

Почвы европейско-русской равнины крайне разнообразны, поэтому 
и обработка годныхъ къ воздѣлыванію растеній почвъ для каждой мѣст
ности требуетъ опредѣленныхъ плуговъ,

Было бы неблагоразумно обрабатывать тяжелую почву плугомъ съ 
цилиндрическимъ отваломъ или легкую почву винтовымъ.

При работѣ цилиндрическаго отвала въ связныхъ почвахъ, срѣзан
ный рѣзцомъ и лемехомъ пластъ не оборачивается, какъ это происхо
дитъ прп винтовомъ отвалѣ, а лишь подымается вверхъ съ небольшимъ 
оборотомъ, пока не соскользнетъ съ отвала.

Должное оборачиваніе въ данномъ случаѣ не достигнуто, крошеніе 
же почвы на столько значительно, что пластъ не выдержавъ его, обры
вается и отваливается обратно вт. борозду, причемъ получается неудо
влетворительная работа плуга.
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Точно также нельзя одобрить работу винтоваго плуга на легкихъ 
почвахъ. При этой работѣ наблюдается слѣдующее явленіе: приподня
тый лемехомъ пластъ и переданный винтовому отвалу движется не по 
полной его поверхности, а только по передней части. Сползаніе пласта 
съ отвала начинается еще въ тотъ моментъ, когда пластъ всей своей 
поверхностью налегаетъ на отвалъ; какъ только онъ попадетъ на мѣсто, 
наклоненіе котораго превосходитъ уголъ тренія почвы, тотчасъ начина
ется сползаніе пласта.

Кромѣ того винтовой отвалъ требуетъ большой тяги; при тяже
лыхъ почвахъ нельзя избѣжать большой тяги, но при легкихъ почвахъ 
можно съ крутымъ отваломъ довольствоваться значительно меньшею тя
гою, тогда какъ длинный винтовой отвалъ и на легкой почвѣ потребо
вала, бы большую тягу п работу производилъ бы не правильно. Наобо
ротъ, рухадло на тяжелой почвѣ можетъ совсѣмъ не пойти.

Отсюда ясна полнѣйшая нецѣлесообразность употребленія винто
ваго отвала на легкихъ почвахъ.

Неудачнымъ выборомъ плуга вполнѣ объясняется то гоненіе на 
сельско-хозяйственныя орудія вообще, которое выразилось въ Россіи въ 
періодъ проведенія крестьянской реформы.

До освобожденія крестьянъ основаніе хозяйства составляла экспло
атація дарового труда при относительно ппчтожной стоимости земли. 
Распредѣленіе дарового труда на возможно большее пространство деше
вой земли съ цѣлью полученія большей массы продуктовъ составляло 
въ то время главную задачу хозяипа-помѣщика. Богатство измѣрялось 
тогда количествомъ труда (числомъ крѣпостпыхч, душъ), которымъ ра- 
•'полагалъ помѣщикъ, а доходность предпріятія опредѣлялась абсолют- 
пым'ь количествомъ продуктовъ, которое опъ могъ поставлять на рынокъ.

Незначительная естественная производительность земли при нич
тожныхъ издержкахъ хозяйства давала возможность помѣщику пользо
ваться прибылью.

Съ уничтоженіемъ крѣпостнаго права наступаетъ новая эра и для 
земледѣлія.

Трудъ съ возвращеніемъ ему экономическихъ правъ пріобрѣтаетъ 
Цѣнность, въ иныхъ мѣстностяхъ довольно высокую.

Начинается перемѣщеніе центра тяжести сельско-хозяйственнаго 
Цроизводсгва въ сторону повышенія производительныхъ силъ земли.
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Съ особенной силой пробуждается у хозяевъ сознаніе въ необхо
димости машинъ и орудій съ освобожденіемъ того обязательнаго труда, 
который тормозилъ пхъ распространеніе.

Спѣшность въ пріобрѣтеніи заграничныхъ машинъ, незнакомство 
рабочихъ и земледѣльцевъ съ условіями предъявляемыми ими для успѣш
ности своихъ дѣйствій; вт, иныхъ случаяхъ незнаніе того, какой родъ 
орудій и для какой цѣли предназначенъ—все вмѣстѣ взятое достаточно 
поясняетъ какъ неудачно проявляли свои дѣйствія эти машины.

Если прибавить къ сказанному то затрудненіе, которое было свя
зано съ починкою иностранныхъ машинъ на русскихъ заводахъ и доро
гую стоимость составленія новыхъ моделей для этой цѣли, то будетъ 
понятенъ незаслуженный укоръ, брошенный хозяевами всѣмъ сельско
хозяйственнымъ машинамъ.

Вслѣдствіе разочарованія хозяевъ наступаютъ тяжелые годы для 
сельско-хозяйственнаго машиностроенія. Но опытт, и знаніе съ одной 
стороны и цѣнность труда съ другой шагъ за шагомъ отвоевали пра
вильный и постоянно возрастающій спросъ на усовершенствованныя 
сельско-хозяйственныя машины.

Какъ это не грустно, но у многихъ хозяевъ еще и по настоящее 
время сохранилось предубѣжденіе противъ сельско-хозяйственныхъ ма
шинъ...

Возвращаемся теперь къ работѣ плуга и значенію тѣхъ операцій, 
которыя онъ производитъ надъ пластами почвы.

Какъ мы видѣли, обработанный плугомъ пластъ подвергается одно
временно тремъ операціямъ, выполняемымъ съ той пли другой степенью 
совершенства, смотря по роду почвы и конструкціи самого плуга, — а 
именно: оборачиванію, разрыхленію и размѣшиванію его.

Оборачи ваніемъ пахотнаго слоя и тѣмъ самымъ сообщеніемъ почвѣ 
волнистаго вида, мы подвергаемъ наибольшую поверхность почвы возмо
жно полному дѣйствію атмосферы. Въ этомъ случаѣ кислородъ возду
ха дѣйствуетъ на большую поверхность почвы, а потому въ большихъ 
размѣрахъ происходить разложеніе органическихъ веществъ, при чемъ 
образуется гуммусъ, а отношеніе его къ веществамъ почвы, какъ сказа
но выше, выражается усиленіемъ процесса вывѣтриванія, раствореніемъ 
трудно-растворимыхъ соединеній и нроч.



21

Оборачиваніемъ почвы истребляютъ сорную растительность, кото
рая разлагаясь даетъ почвѣ питательныя для культурныхъ растеній ве
щества.

Оборачиваніемъ достигается также перемѣщеніе частицъ почвенна
го слоя; верхнія попадаютъ внизъ, а нижнія выводятся наружу. При 
этомъ процессѣ мало использованная нижняя часть пахатпаго слоя мѣ- 
няетъ свое мѣсто и можетъ поэтому дать растеніямъ болѣе питатель
ныхъ веществъ, чѣмъ верхній уже использованный растеніями слой.

Разрыхленіемъ почвы мы достигаемъ наибольшаго проникновенія 
въ нее воздуха и воды, столь необходимыхъ для жизни растеній, и кро
мѣ того предоставляемъ свободное развитіе нѣжнымъ корневымъ моч
камъ, играющимъ роль проводниковъ изъ почвы питательныхъ для расте
ній веществъ.

Значеніе для растеній воздуха, проникающаго въ почву.

Свойство обработанной, рыхлой почвы, въ которой частица отъ 
частицы отстоитъ на такомъ разстояніи, что возможенъ непрерывный 
обмѣнъ почвеннаго и атмосфернаго воздуха, является по отношенію къ 
растеніямъ очень цѣннымъ. Кислородъ воздуха необходимъ для дыха
нія корней, клубней и другихъ подземныхъ органовъ растеній.

Дыханіе растеній состоитъ, какъ извѣстно изъ физіологіи расте
ній, въ поглощеніи кислорода воздуха и выдѣленіи углекислоты. Угле
кислота прп этомъ процессѣ образуется на счетъ поглощеннаго кислоро- 
Дх и сгораемаго органическаго вещества.

Воздухъ въ почвахъ, неподвергнувшпхся механической обработкѣ 
и, слѣдовательно, недопускающихъ непрерывнаго обмѣна его съ атмо
сфернымъ, значительно отличается по своему химическому составу отъ 
атмосфернаго воздуха.

Въ силу происходящихт. въ почвѣ процессовъ окисленія органиче- 
скихъ веществъ почвенный воздуха, все болѣе и болѣе обѣдняется ки
слородомъ и обогащается углекислотою. Кромѣ того кислородъ воздуха 
необходимъ какъ важный участникъ во многихъ процессахъ, совершаю
щихся вч. почвѣ, —вывѣтриванія минераловъ, гуммификація и др.



Значеніе воды для растеній и почвенная влага.

Рыхлая, механически обработанная почва проявляетъ очень цѣн
ныя свойства по отношенію къ атмосфернымъ осадкамъ, безъ которыхъ 
жизнь растеній невозможна.

Отъ момента проростанія сѣмени до окончательнаго своего созрѣ
ванія однолѣтнія растенія и, вообще, до конца своей жизни—многолѣт
нія—потребляютъ весьма значительное количество воды, которая выса
сывается ихъ корнями изъ почвы, движется чрезт> весь организмъ расте
нія и испаряется надземными частями, преимущественно листьями.

Вода даетъ первый толчекъ къ жизни растенія, вызывая приро
станіе сѣмени, участвуетъ во все время развитія растенія, являясь вмѣ
стѣ съ веществами почвы питательнымъ матеріаломъ, а какъ вспомога
тельное средство играетъ роль растворителя различныхъ соединеній, 
вслѣдствіе чего и вызываетъ ихъ взаимо-дѣйствіе вт> организмѣ ра
стенія.

Не всѣ растенія одинаково требовательны по отношенію къ влагѣ; 
нѣкоторыя изъ иихъ какъ просо, менѣе требовательны, и могутъ ми
риться съ засухами, другія же, какъ свекловица, производящія большую 
массу органическаго вещества, являются и болѣе требовательными по 
отношенію кт> содержанію влаги въ почвѣ.

Пзъ физіологіи растеній извѣстно, что чѣмъ большую массу орга
ническаго вещества растенія производятъ, тѣмъ больше требуютъ воды 
для своего развитія.

Для образованія одной вѣсовой части сухого вещества надземныхъ 
частей растенія необходимо затратить отъ 300 до 700 частей воды.

Такъ какъ минеральную пищу корни растеній могутъ поглощать 
пзъ почвы безъ вреда для себя лишь въ видѣ слабыхъ растворовъ, то 
и въ этомъ случаѣ непремѣннымъ агснтомі, является вода, разбавляю
щая концентрированные растворы.

Указавъ на ту важную роль, какую играетт, вода вч, жизни расте
ній, опишемъ и тотч, путь какимъ нужно идти сельскому хозяину, что
бы наплучшпмт, образомч, собрать и экономно расходовать цѣнную атмо
сферную влагу.

Потребность растеній въ водѣ и значительная испарительная ихъ 
способность, имѣющая слѣдствіемъ сильное изсушеніе почвы, заставля
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етъ думать о томъ, какъ нужно поступить съ почвой, чтобы задержать 
неравномѣрно въ теченіе года выпадающіе осадки.

Механическая обработка почвы, направленная между прочимъ на 
то, чтобы придать ей состояніе рыхлости па разную глубину, смотря по 
роду культивируемыхъ растеній, можетъ считаться въ этомъ отношеніи 
могущественнымъ средствомъ. Плотныя почвы, у которыхъ частицы 
такъ близко отстоятъ одна отъ другой, что проникновеніе атмосферной 
воды затруднительно, по своей плохой проводимости не могутъ считать
ся годными для культуры растеній.

Почва должна быть механически обработана съ цѣлью приданія ей 
состоянія рыхлости на такую глубину, чтобы атмосферная влага могла 
проникнуть въ почву и не могла бы, считаясь съ топографическими осо
бенностями мѣстности, стекать въ нижележащія мѣста.

Время, въ которое всего лучше произвести вспашку поля, несо- 
мпѣпно имѣетъ большое значеніе для раетеній.

При осенней обработкѣ почвы мы задержимъ въ ней всѣ атмос
ферные осадки, выпадающіе осенью, зимой и весной.

Волнистый видъ вспаханнаго поля, происходящій отъ образуемыхъ 
плугомъ гребней, можетъ оказать нѣкоторое вліяніе на увеличеніе со
держанія влаги въ почвѣ, если направленіе пластовъ будетъ идти не 
вдоль, а поперекъ склоновъ; въ этомъ случаѣ стремящаяся скатиться 
вода будетъ задержана упомянутыми гребнями, а затѣмъ поглощена 
почвой.

Эти гребни до наступленія теплаго времени не подвергаются вы
равниванію, съ появленіемъ же весеннихъ суховѣевъ, когда желательно 
по возможности уменьшить поверхность испаренія почвы, волнистый 
видъ ея помощью особыхъ орудій, боронъ, уничтожаютъ и придаютъ 
почвѣ ровную поверхность; совмѣстно съ выравниваніемъ поля и разби
ваніемъ гребней уничтожаются и тѣ пути, по которымъ шла проникшая 
ві> почву атмосферная вода: съ уничтоженіемъ этихъ ходовъ уменьшит- 
Ся и испарительная способность почвы.

Здѣсь будетъ умѣстно указать па способность разрыхленной поч- 
вьі задерживать въ капиллярныхъ промежуткахъ между ея частицами 
большее или меньшее количество капельно-жидкой воды.

Эта характерная способность почвы по стольку важна для расте- 
П1и, поскольку пмт. необходима влага.
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Лишись почва способности удерживать въ капиллярахъ влагу, пс 
было бы растительности, не было бы органической жизни.

Не всѣ почвы въ одинаковомъ количествѣ задерживаютъ влагу; вч> 
этомъ убѣждаетъ насъ цѣлый рядъ опытовъ, для производства которыхъ 
не требуется сложныхъ приборовъ.

Если почву въ сосудѣ облить избыткомъ воды, то влагою запол
нятся всѣ промежутки между почвенными частицами.

Если дать свободно стечь той водѣ, которая прошла сквозь толщу 
испытуемой почвы и взвѣсить почву съ прочно удерживаемой ею водой, 
то происшедшее при этомъ опытѣ увеличеніе вѣса сухой почвы, выра
жающее ея влаго емкость, покажетъ характеръ задерживательноіі спо
собности данной почвы.

Изъ опытовъ стало извѣстнымъ, что съ увеличеніемъ содержанія 
въ почвахъ перегноя и глины и съ уменьшеніемъ содержанія песчаных'ь 
частицъ —увеличивается и влагоемкость почвы.

Само собой разумѣется, что чѣмъ значительнѣе влагоемкость поч
вы, тѣмъ вообще большій запасъ влаги можетъ въ пей скопиться на 
счетъ метеорной воды для пользы растительности въ періодъ засухъ.

Мы выяснили ту роль, какую играетъ влага въ жизни растеній, 
указали также на опредѣленное количество воды потребляемой растенія
ми для нормальнаго ихъ роста: теперь, какъ намъ кажется, было бы не 
безынтересно выяснить вліяніе на растеніе какъ недостатка воды въ 
почвѣ, такъ и его излишка.

При всѣхъ прочихъ благопріятныхъ условіяхъ для полнаго разви
тія растеній, урожайность растеній находится въ зависимости отъ вели
чины запасовъ влаги и прямо ей пропорціональна.

При отсутствіи достаточнаго для раскошнаго роста растеній коли
чества влаги въ почвѣ, происходящей пли по причинѣ пеумѣлости поль
зованія атмосферной влагой (плохая и не своевременная обработка поч
вы), пли же по причинѣ климатическихъ условій мѣстности,—ростъ ра
стеній идетъ неправильно, не нормально.

Такъ напримѣръ, засуха въ періодъ роста злаковъ вт. трубку со
провождается полученіемъ короткой соломы, во время же образованія 
зерна вызываетъ его щуплость и малый урожай.

Выросшее при недостаткѣ влаги въ почвѣ, растеніе на видъ иред- 
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ставляется слабымъ, тощимъ; малѣйшаго вредиаго вліянія достаточно, 
чтобы его окончательно погубить.

По скольку растенія страдаютъ отъ недостатка воды, но стольку 
же избытокъ воды въ почвѣ вредно вліяетъ на ростъ растенія.

Излишняя или стоячая вода—особенно въ низменныхъ мѣстахъ — 
препятствуетъ или замедляетъ доступъ и вліяніе атмосфернаго воздуха 
на процессъ вывѣтриванія и разложенія органическихъ и неорганиче
скихъ веществъ, образуя вредныя кислоты, вызываетъ гніеніе корней, 
и, слѣдовательно, гибель растенія.

Средствомъ осушенія почвъ, страдающихъ отъ избытка влажности, 
служитъ, такъ называемый, дренажъ, или закрытыя каналы, въ кото
рыхъ собирается излишекъ воды и отводится далѣе въ пониженный 
пунктъ мѣстности: рѣчку, прудъ пли оврагъ.

Сырыя почвы, пресыщенныя водой, познаются легко даже по од
ному внѣшнему виду; почвы меньшей влажности по количеству содер
жимой въ нихъ влаги опредѣляются обыкновенно па ощупь. Такимъ 
образомъ различаютъ: 1) почвы сухія, влажность которыхъ вовсе не 
ощущается, и самое большее онѣ ограничиваются содержаніемъ гигроско
пической воды, т. е. поглощенной почвой изъ насыщеннаго водяными 
парами пространства; 2) почвы потныя, влажность которыхъ ощуща
ется пальцами, неувлажняемыми, однако, при соприкосновеніи съ ними; 
въ потныхъ почвахъ сверхъ поглощенной изъ насыщеннаго водяными 
парами пространства влаги въ количествѣ соотвѣтствующемъ наиболь
шей гигроскопичности почвы (влаги имбибиціонной) заключается также 
нѣкоторое количество капиллярной воды, 3) влажныя почвы содержатъ 
большую часть капиллярной воды, которая увлажняетъ руку при сопри
косновеніи ея съ почвой.

Для сельскаго хозяина наиболѣе желательны влажныя почвы, какъ 
вообще, такъ и въ каждый данный моментъ.

Размѣшиваніе пахатнаго слоя.
Третья операція, которой подвергается почва при обработкѣ ея 

Плугомъ—эго размѣшиваніе пахатнаго слоя.
Процессомъ размѣшиванія мы достигаемъ наиболѣе равномѣрное 

распредѣленіе разложившихся органическихъ и минеральныхъ веществъ 
по всему обработанному слою.

4



Построить плугъ, выполняющій одинаково хорошо три упомяну
тыхъ операціи: 1) оборачиваніе пахатнаго слоя, 2) разрыхленіе и 3) 
размѣшиваніе его въ настоящее время считается невозможнымъ.

Отъ плуга хорошей конструкціи требуется главнымъ образомъ хо
рошее оборачиваніе пахатнаго слоя съ значительнымъ разрыхленіемъ 
его; остальной же процессъ размѣшиванія выполпяютч. другія орудія, 
о которыхъ будетъ упомянуто далѣе.

Разрыхленіе почвы можетъ быть достигнуто также и другими ору
діями, но тогда оно будетъ лишь поверхностнымъ, а не тѣмъ глубокимъ 
разрыхленіемъ почвы, которое, какъ сейчасъ увидимъ, имѣеть столь 
много преимуществъ передъ обработкой почвы на незначительную глу
бину.

По тѣмъ предѣламъ, въ которыхъ колеблется глубина вспашки, 
можно различать 1) мелкую на глубину пе болѣе 3 вершковъ, 2) обык
новенную—на глубину не болѣе 4 вершк. и 3) глубокую до 12 вершк.

Паровая культура почвы.
Обработка почвы на большую глубину производится плугами, при

водимыми въ дѣйствіе паровой силой.
Широкое примѣненіе пара въ техникѣ, какъ двигающей силы, на

шло себѣ мѣсто также во всѣхъ большихъ хозяйствахъ Запада для ин
тенсивной обработки почвы.

Пользованію живой силой при пахотѣ на значительную глубину по
ставленъ извѣстный предѣлъ, дальше котораго ирипрягапіе большого 
числа животныхъ становится безполезнымъ или дастъ слагаемую ничто
жную въ сравненіи съ дѣйствительной силой животнаго.

Преимущества паровой культуры передъ обработкой почвы мелко
разрыхляющими орудіями—весьма значительны.

Хозяйства съ паровой культурой почвы всегда пользуются болѣе 
постоянными, падежпымп и значительно лучшими урожаями растеній.

Важнѣйшія преимущества паровой вспашки.

1) Паровая обработка земли дѣлаетъ возможною такую глубокую 
культуру ея, какая невозможна при пользованіи упряжной силой.



— 27 —

Тамъ гдѣ требуется приступать къ значительному углубленію па- 
хотного слоя—введеніе паровыхъ плуговъ сопровождается блестящими 
результатами.

Распространяемая на значительную глубину вспашка придаетъ по
чвѣ равномѣрную рыхлость, что даетъ возможность растительнымъ кор
нямъ свободно развиваться въ этой средѣ и получать въ изобиліи пита
тельный матеріалъ.

Обработанная паровымъ плугомъ почва, благодаря глубокому рых
ленію, значительно дольше сохраняетъ влагу, столь потребную въ пе
ріоды засухъ; увеличеніе же содержанія влаги въ почвѣ получается бла
годаря болѣе глубокому разрыхленному слою, сквозь который легко про
никаетъ метеорная влага и въ немъ задерживается.

Въ сырые годы также глубоко разрыхленная земля скорѣе пропу
скаетъ вглубь излишекъ своей влаги, которая вслѣдствіе этого не вре
дитъ растеніямъ.

Такимч, образомъ перемѣщеніе влаги сверху внизъ иди на оборотъ, 
вызываемое атмосферными перемѣнами и постоянно регулируемое поч
вой, съ увеличеніемъ толщины разрыхленнаго слоя, можетъ совершать
ся въ болѣе широкихъ размѣрахъ; это перемѣщеніе влаги въ почвѣ ва
жно въ томъ смыслѣ, что непозволяетъ пахатпому слою ни слишкомъ 
высыхать, ни слишкомъ сырѣть, а потому значительно ослабляетъ тѣ 
рѣзкія воздѣйствія па почву, которыя оказываютъ перемѣнныя атмо
сферныя явленія.

2. Обработка почвы упряжными животными имѣетъ еще одинъ 
недостатокъ, который прп паровой культурѣ совершенно устраненъ.

Широкія копыта животныхъ, силой которыхъ пользуются при об
работкѣ почвы, придавливаютъ и уплотняютъ почву, на которой въ ре
зультатѣ получаются неравномѣрно распредѣленныя разрыхленныя и 
Уплотненныя мѣста,—этимъ обстоятельствомъ въ значительной степени 
ослабляется значеніе разрыхленной почвы.

Въ какой степени вредио отзывается это утаптываніе почвы мо
жно видѣть изъ слѣдующаго примѣра.

Четыре вола, запряженные въ плугъ, проводя борозды шириною 
въ 0,3—0,35 ті. па гектарѣ дѣлаютъ 360000 слѣдовъ, что соотвѣт- 
ствуеп, 36 слѣдамъ на 1 квадр. метрѣ. Такое значительное угапты-
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ваніе почвы тяжелыми упряжными животными имѣетъ своимъ слѣд
ствіемъ то, противъ чего направлено дѣйствіе плуга; такимъ образомъ 
его работа до нѣкоторой степени парализуется.

3. Паровая вспашка удлиняетъ періодъ развитія растеній на по
лѣ и производство сельско-хозяйственпыхь работъ.

Веспою и іюздией осенью, когда избытокъ влаги въ почвѣ дѣлаетъ 
невозможною ея обработку упряжными орудіями, паровой плугъ нерѣдко 
можетъ еще работать.

Равнымъ образомъ паровой плугъ, устраняя животную силу и не 
требуя наличности большого числа людей; можетъ работать и въ то 
время, сейчасъ же послѣ уборки хлѣбовъ, когда въ рабочихъ чувствует
ся недостатокъ. ІІодъемч, же поля ранней осенью имѣетъ то преиму
щество, что даетъ возможность собрать большее количество воды на 
счетъ атмосферныхъ осадковъ.

4. Введеніемъ паровыхъ плуговъ можно обходиться значительно 
меньшимъ числомъ упряжныхъ животныхъ.

Выяснимъ эту мысль на примѣрѣ.
Среднюю паровую производительность парового плуга примемъ 

только въ 3 гектара, производительность же упряжнаго въ */3 гектара.
Вспашка опредѣленной площади поля потребуетъ для замѣны 1 

парового плуга — 9 обыкновенныхъ плуговъ по четыре вола для кажда
го. Считая перемѣну животной силы одинъ разъ въ день, не трудно 
видѣть, что производительность 1 парового плуга равняется производи
тельности 9 упряжнымъ плугамъ, приводимыхъ въ дѣйствіе по очереди 
72 волами.

Не только число упряжныхъ животныхъ фигурируетъ въ этомъ 
дѣлѣ, здѣсь играетъ также роль и качество работы того пли другого 
плуга; вспахать поле упряжною силою съ такимъ совершенствомъ ка
кое доступно паровому плугу—нельзя и думать.

Если мы на время отклонимся отъ преслѣдуемой нами цѣли, то 
увидимъ еще одпу слабую сторону пользованія животной силой, обусло
вливаемую хозяйственными соображеніями.

Животныя при запряжкѣ ихъ въ плугъ въ теченіе нѣсколькихъ 
мѣсяцевъ, не смотря на интенсивное кормленіе, съ трудомъ увеличива
ются вч. вѣсѣ, между тѣмъ какъ оставаясь въ хлѣву, они успѣваютъ
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хорошо откормиться, вслѣдствіе чего цѣнность ихъ значительно повы
шается.

Бороньба и ея значеніе.

Съ наступленіемъ весны, приподнятая плугомъ почва съ образо
ванными гребнями подвергается процессу выравниванія съ цѣлью подго
товки ея посѣвъ сѣмянъ; орудія, участвующія при этомъ, носятъ на
званіе боронъ и катковъ.

Съ уничтоженіемъ гребней при этомъ процессѣ происходитъ умень
шеніе испарительной поверхности почвы, уничтоженіе капилляровъ, слѣ
довательно, и достиженіе сбереженія почвенной влаги.

При боронованіи ударами желѣзныхъ зубьевъ борона разбиваетъ 
земляныя глыбы и комья, чѣмъ способствуетъ дальнѣйшему (но уже по
верхностному) разрыхленію и перемѣшиванію почвы.

Играя роль орудія съ поверхностнымъ рыхленіемъ почвы, борона 
находитъ примѣненіе также и для защиты всходовъ и ухода за взрослы
ми растеніями.

Образуемая на пашнѣ послѣ сильныхъ ливней кора не позволяетч. 
росткамъ выбиться па дневную поверхность; чтобы уничтожить эту ко
ру достаточно работы одной бороны.

Бороною нерѣдко перемѣшиваются съ почвою и прикрываются 
землею туки и посѣвныя сѣмена—при мелкой задѣлкѣ ихъ въ почвѣ.

Весьма важпое значеніе имѣетъ борона при истребленіи сорныхъ 
травъ; съ этой цѣлью боронуютъ почву по истеченіи нѣкотораго време
ни послѣ ея обработки плугомъ, когда сорныя травы зазеленѣютъ, или 
еще до вспашки боронуютъ жнивье съ цѣлью ускорить проростаніе сор
ныхъ сѣмянъ, и послѣдующей затѣмъ за боронованіемъ вспашкой ус
пѣшно истребляютъ развившіеся ростки.

Всего успѣшнѣе идетъ боронованіе при средней влажности почвъ.
Боронованіе весьма влажной почвы приноситъ скорѣе вредъ чѣмъ 

пользу, такъ какъ почва не разрыхляется, а размазывается и кромѣ то
го происходитъ при этомъ вредпое утаптываніе лошадьми и людьми сы
рой земли.

Сухая же и плотная почва недостаточно совершенно разрыхляется 
бороной и цѣль боронованія поэтому пе достигается.
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Наконецъ, боронованіе слишкомъ сухой и легкой почвы сопровож
дается распыленіемъ ея и поэтому не должно имѣть мѣста.

Вообще этотъ пріемъ нужно производить во время, иначе работа 
бороны или сведется къ нулю плп окажетт> даже вредъ.

Съ цѣлью достиженія возможно лучшихъ результатовъ боронова
ніе выполняется обыкновенно па крестъ. Прошедшія сквозь простран
ство между зубьямп комья земли при одномъ боронованіи съ большимъ 
вѣроятіемъ попадутъ при послѣдующемъ перекрестномъ боронованіи 
подъ ударное дѣйствіе тѣхъ же зубьевъ.

Катонъ и его значеніе.
Роль выравнивателя почвы въ земледѣліи играетъ также и катокъ. 

Образъ дѣйствія его чрезвычайно простъ, но эффектъ имъ достигаемый 
значительный, почему въ раціональномъ хозяйствѣ онъ имѣетъ широкое 
примѣненіе.

Онъ дѣйствуетъ на почву своимъ вѣсомъ; прп этомъ онъ давитъ, 
раздробляетъ свободно лежащія глыбки, комья земли и уплотняетъ по
верхностный слой пашни.

Твердыя и плотныя глыбки, неподдающіяся дѣйствію бороны, под
вергаются давящему и раздробляющему дѣйствію катка.

Не подвергнувшія раздробленію земляныя глыбки, вдавливаются 
каткомъ въ почву и въ ней, впитывая влагу, становятся менѣе плотными.

Съ большимъ успѣхомъ катокъ ломаетъ твердую кору, очень часто 
образуемую на многихъ почвахъ и препятствующую проникновенію дож
девой воды вглубь почвы и выходу всходовч, изъ земли, отчего подъ ко
рою съ растеніями происходи™, явленіе задушенія.

Уплотняющимі. дѣйствіемъ катка пользуются для уничтоженія су
ществующихъ въ почвѣ пустотъ, при чемъ устраняется вредное осѣда
ніе пашни.

Уплотненіе почвы катками особенно сильно вліяетъ па поднятіе 
влаги на поверхность почвы.

Увеличеніе влагоподъемной силы почвы, всегда имѣющее мѣсто 
при каткованіи, не всегда полезно. Примѣненіе катка съ той или дру
гой цѣлью должно производиться во время, и по тщательномъ сообра
женіи вѣса катка, чтобы не черезчуръ уплотнить почву, иначе дѣйствіе 
его можетъ оказать явный вредъ.
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По выполненіи посѣва поле укатывается съ цѣлью придавлпванія 
сѣмянъ къ землѣ а также и перемѣщенія влаги къ поверхности почвы; 
такое перемѣщеніе влаги къ сѣменамъ благопріятствуетъ ихъ разбуха
нію и проростанію.

Концентрированіе влаги въ поверхностномъ слоѣ всѣхъ рыхлыхъ 
почвъ съ малой водоемкостью и значительною порозностыо весною и 
осенью можетъ быть полезно, такъ какъ усиленнаго высыханія почвъ 
въ этп времена года не происходитъ по причинѣ отсутствія засухъ; на
противъ, въ лѣтнія засухи укатываніе названныхъ почвъ можетъ при
нести огромный вредъ.

Въ силу тѣхъ же соображеній осеннее и весеннее укатываніе почвъ 
тяжелыхъ, страдающихъ отъ избытка сырости, можетъ быть весьма вред
нымъ, лѣтнее же, способствующее ихъ высыханію —весьма полезнымъ.

Катковапіе должно производиться только на такихъ почвахъ, кото
рыя успѣли настолько обсохнуть, что не пристаютъ къ катку.

Обработка имъ почвъ, излишне влажныхъ, легко влечетъ за собою 
образованіе на поверхности очень опасной коры.

При разравниваніи почвъ не ограничиваются однимъ укатываніемъ; 
этотъ процессъ повторяютъ два и болѣе разъ, иногда перемежая его съ 
процессомъ боронованія.

Выравнивающее дѣйствіе катка допускаетъ болѣе удобную п пра
вильную работу различныхъ орудій: сѣялокъ, маркеровъ, а впослѣдствіи 
также жатвенныхъ машинъ и даже обыкновенной косы. Выравниваю- 
щимъ дѣйствіемъ катка пользуются также для цѣли покрытія довольно 
ровнымъ п легкимъ слоемъ земли мелкихъ сѣмянъ, пе выносящихъ 
сколько нибудь значительнаго прикрытія землею.

Попутно катки заравниваютъ кротовины, уничтожаютъ различныхъ 
животныхъ—враговъ растительности.Посѣвъ.

Послѣ процесса выравниванія почвы приступаютъ къ посѣву, при 
чемъ въ почву вносятся сѣмена или плоды растеній съ цѣлью ихъ раз- 
ведепія.

Для своего проростанія сѣмена требуютъ опредѣленныхъ внѣш
нихъ условій: надлежащей температуры, доступа влажности и присут
ствіе свободнаго кислорода.
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Послѣднимъ двумъ условіямъ удовлетворяетъ раціональная обра
ботка почвы, время же посѣвовъ тѣхъ или другихъ сѣмянъ каждый опыт
ный хозяинъ опредѣляетъ всегда почти безошибочно. Вообще же слиш
комъ рано весной и слишкомъ поздно осенью сѣять неудобно.

Различаютъ посѣвы: разбросный, рядовой и гнѣздовый.
При разбросномъ посѣвѣ высѣваемыя сѣмена первоначально рас

предѣляются по поверхности почвы и затѣмъ особо задѣлываются, при
крываясь землею при помощи различныхъ орудій (плуга, боровы, катка 
и др.), выполняющихъ эту задѣлку на большую или меньшую глубину.

При рядовомъ посѣвѣ производится одинаково —глубокая задѣлка 
сѣмянъ вч> параллельныхъ равноотстоящихъ рядахъ, при чемъ разстоя
ніе между сѣменами въ ряду различны.

Гнѣздовый посѣвъ характеризуется не только задѣлкой сѣмянъ па 
одинаковую глубину, по и тѣмъ, что разстояніе между отдѣльными сѣ
менами въ ряду вездѣ одинаковое п строго опредѣленное.

Культурное достоинство каждаго изъ этпхъ трехъ способовч. посѣ
ва не одинаково. Самымъ совершеннымъ способомъ посѣва нужно 
признать гнѣздовой за его важное достоинство, заключающееся въ 
строго-математическомъ распредѣленіи сѣмянъ; самымъ несовершен
нымъ является—разбросный.

Рядовой и гнѣздовой посѣвы производятся сѣялками; разбросный 
же посѣвъ бываетъ ручной и машинный.

Ручной посѣвъ самый нераціональный изъ всѣхъ посѣвовъ; но не 
смотря на это, нерѣдко можно встрѣтить хозяйства, въ которыхъ онъ 
примѣняется.

Прельщаясь тѣмъ, что ручной посѣвъ дешевле машиннаго, хозяе
ва, вводя его въ своихъ хозяйствахъ, въ тоже время пытаются дока
зать, что ручной посѣвъ нисколько не хуже посѣва, производимаго раз
бросными сѣялками. По въ этомъ утвержденіи сказывается рутина и 
вѣковыя привычки, съ которыми такъ трудно бороться.

Какъ бы ни была велика опытность сѣятеля, все таки разбросать 
рукой сѣмена равномѣрно по поверхности поля—невозможно; затрудне
ніе увеличивается при посѣвахъ въ вѣтренную погоду, а у насъ въ 
большинствѣ случаевъ вѣтры.именно и дуютъ въ то время, когда долж
но произвести посѣвъ.
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Ручной посѣвъ характеризуется неправильнымъ распредѣленіемъ 
сѣмянъ по обсѣменяемой площади (мѣстами слишкомъ тѣспое собраніе 
сѣмянъ, мѣстами слишкомъ рѣдкое). (Это неравномѣрное распредѣле
ніе сѣмянъ имѣетъ крупные недостатки.

Тѣ мѣста, гдѣ сѣмена разбросаны рѣдко, при болѣе разумномъ 
пользованіи ими могли бы служить опорой для большаго числа расте
ній; другія же—съ густымъ расположеніемъ сѣмяпъ не въ состояніи 
дать хорошихъ урожаевъ, такъ какъ прп густомъ посѣвѣ происходитъ 
вылетаніе растепій и другія вредпыя для ппхъ явленія.

Вылетаніе растеній состоитъ въ томъ, что растенія (хлѣба) при
гибаются къ землѣ, ложатся, отчасти перепутываясь между собою, те
ряютъ возможность пормалыю развиваться и въ заключеніе даютъ 
меньшій п худшій по качеству урожай, чѣмъ растенія не полегшія.

Прп этомъ растенія не могутъ одеревенѣть надлежащимъ обра
зомъ и получить нормальное развитіе.

При ручномъ посѣвѣ невозможно посѣять опредѣленное количество 
сѣмянъ на опредѣленной площади, что съ большимъ успѣхомъ можно 
совершить, имѣя разбросную сѣялку; поэтому ручной посѣвъ или не 
все допускаемое для единицы площади количество сѣмянъ израсходуетъ 
пли же въ худшемъ случаѣ произведетъ перерасходъ ихъ.

Общій недостатокъ, присущій разбросному посѣву, совершаемому 
вручную пли сѣялками, заключается въ томъ, что разбросной посѣвъ 
требуетъ для задѣлки сѣмяпъ въ почвѣ работу нѣкоторыхъ орудій, ко
торыя не въ состоянія распредѣлить пхъ въ почвѣ на одинаковую глу
бину.

Плугъ задѣлываетъ нѣкоторыя сѣмена па столько глубоко, что 
пробиться росткамъ сѣмени наружу пѣтъ возможности, отчего оно гиб
нетъ; послѣ бороны много сѣмянъ остается незадѣланными и выклевы
ваются птицами; частое же боронованіе по засѣянному полю съ цѣлью 
Углубленія ихъ въ почву—даетъ еще худшіе результаты, такъ какъ 
при этомъ все новыя сѣмена то задѣлываются слишкомъ глубоко, то 
выбрасываются бороною на поверхность почвы.

Неодинаково-глубокая задѣлка сѣмянъ, какъ слѣдствіе разбросно
го посѣва и послѣдующей работы орудій, вызываетъ недружные всходы 
засѣянныхъ растеній со всѣми дурными слѣдстіямп.

Недружные всходы вызываютъ неодновременное созрѣваніе расте- 
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пій (хлѣбовъ); это явленіе сельскому хозяину причиняетъ большой 
вредъ, такъ какъ во время жатвы съ поля приходится увозить какъ 
несозрѣвшія растенія, такъ и тѣ, которыя успѣли уже осыпаться. При
нимая же во вниманіе свойство нѣкоторыхъ растеній быстро осыпаться 
тотчасъ по созрѣваніи, пе трудно видѣть какой убытокъ въ состояніи 
причинить земледѣльцу неодновременное созрѣвапіе растеній.

Рядовымъ посѣвомъ уничтожаются многіе недостатки, присущіе 
разбросному.

Рядовой посѣвъ производится слѣдующимъ образомъ. Рядовыя 
сѣялки помощью острыхъ сошниковъ проводятъ въ почвѣ бороздки, от
стоящія на равномъ разстояніи другъ отъ друга (разстояніе это въ нѣ
которыхъ сѣялкахъ можпо регулировать); одновременно съ работой 
этихъ сошипковъ изъ посѣвпыхт, аппаратовъ черезч. сѣмяпроводы ус
тремляется сѣмя къ бороздкамъ; размѣстившись на вполнѣ опредѣлен
ную глубину (также регулируемую нажатіемъ сошниковъ къ почвѣ по
мощью гпръ), сѣмена тотчасъ же прикрываются землею, благодаря осо
бому устройству рабочей поверхности упомянутыхъ сошниковъ.

Такимъ образомъ вмѣстѣ съ посѣвомъ сѣмянъ рядовая сѣялка пхъ 
и задѣлываетъ па одинаковую глубину, почему не требуетъ другихъ 
орудій, которыя, задѣлывая сѣмена, въ то же время переворачиваютъ 
землю, и, слѣдовательно, сушатъ ее болѣе пли менѣнѣе значительно.

Примѣненіе рядовыхъ сѣялокъ тамъ, гдѣ чувствуется недостатокъ 
во влагѣ (явленіе частое въ Россіи) было бы весьма полезнымъ, такъ 
какъ при пользованіи ими можетъ быть достигнуто сбереженіе влаги.

Въ особенности сильно сохнетъ почва при задѣлкѣ хлѣбовъ соха
ми весною, ибо въ это время дуютъ особенно сухіе вѣтры.

Особенность рядового посѣва, заключающаяся въ распредѣленіи 
растеній параллельными рядами, допускаетъ обработку междурядій спе
ціальными орудіями, предназначенными для ухода за растеніями въ пе
ріодъ ихъ роста (ручныя и конныя мотыги и др.).

Рядовыя сѣялки, наконецъ, сберегаютъ до 25°/0 сѣмянъ, —эго 
обстоятельство весьма важное при посѣвѣ большихъ площадей, такъ 
какъ сбереженія нѣсколькихъ лѣтъ выкупаютъ стоимость самой сѣ
ялки.

ІІе смотря на достоинства рядовыхъ сѣялокъ распространеніе ихъ 
въ Россіи крайне незначительно. За исключеніемч. весьма малаго чи
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сла хозяйствъ, гдѣ можно видѣть рядовыя сѣялки, большинство хозяевъ 
производятъ посѣвы разбросными сѣялками и ручнымъ способомъ.

ІІе говоря уже про несовершенство ручного посѣва и всѣ отъ не
го истекающіе убытки для земледѣльца, укажемъ еще на одинъ недо
статокъ этого примитивнаго способа посѣва—на его сравнительно не 
спорую работу.

Въ то время, когда искуссный сѣятель при ручномъ посѣвѣ мо
жетъ обсѣменить въ день 3—4 десятины, при чемъ для задѣлки потре
буется еще одинъ рабочій при двухъ лошадяхъ, рядовая сѣялка при 2 
рабочихъ и 2-хъ лошадяхъ въ состояніи обсѣменить и задѣлать въ то 
же время отъ 5 до 6 десятинъ и болѣе.

Принимая же во вниманіе то обстоятельство, что ручной посѣвъ 
требуетъ благопріятной погоды, между тѣмъ какъ рядовой можетъ про
исходить во всякую, а также и климатическія условія Россіи, недопу- 
скаюіція запаздыванія съ посѣвомъ,—будетъ понятно какой посѣвъ 
возьметъ верхъ.

Въ сѣверныхъ губерніяхъ Россіи приходится торопиться весенни
ми посѣвами, чтобы нри краткости тамъ лѣтняго періода, дать расте
ніямъ достаточно времени для полнаго созрѣванія. На югѣ же, пе 
смотря на болѣе продолжительное лѣто, достаточное для вегетаціоннаго 
періода растеній, все таки приходится спѣшить съ посѣвами, что-бы 
растенія имѣли возможность воспользоваться для первоначальнаго сво
его развитія возможно большимъ количествомъ влаги.

Наиболѣе совершеннымъ способомъ посѣва сѣмянъ нужно при
знать гнѣздовый, при которомъ сѣмена пли группы сѣмянъ распредѣля
ются въ правильные ряды съ опредѣленнымъ разстояніемъ между сѣ
менами или группами ихъ.

До нѣкоторой степени при рядовомъ посѣвѣ растенія могутъ тѣ
снить другъ друга, такъ какъ распредѣленіе ихъ въ каждомъ ряду не 
правильное; этотъ недостатокъ устраненъ прп гнѣздовомъ посѣвѣ, гдѣ 
для каждаго растенія предопредѣляется необходимое для свободнаго его 
развитія площадка земли.

При рядовомъ посѣвѣ вызывается явленіе тѣсненія растеній; что
бы дать просторъ для развитія пѣкоторымъ пзъ нихъ, выдергиваютъ 
Другія; такимъ образомъ происходитъ нѣкоторая потеря сѣмянъ, не 
имѣющая мѣста при гнѣздовомъ посѣвѣ.
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Исходя изъ того положенія, что каждое растеніе для правильнаго 
своего роста требуетъ кромѣ другихъ условій опредѣленной площади 
земли и, зная, что гнѣздовый посѣвъ съ математической точностью вч> 
состояніи удовлетворить этому условію, должно признать этотъ способа, 
посѣва самымъ совершеннымъ изъ всѣхъ извѣстныхъ.

Принимая во внпмапіе вышеизложенное, казалось бы необходи
мымъ употреблять только гнѣздовыя сѣялки, какъ наиболѣе отвѣчающія 
цѣлямъ посѣва; въ дѣйствительности же приходится считаться съ ме
ханизмомъ посѣвного аппарата, недоведеннаго еще до совершенства 
распредѣленія сѣмянъ при какихъ угодно малыхъ разстояніяхъ между 
ними.

До настоящаго времени гнѣздовыя сѣялки примѣнялись тамъ, гдѣ 
разсѣвалпсь сѣмена растеній, каждый экземпляръ которыхъ требовалъ 
для свободнаго своего развитія довольно значительной площадки, какъ 
напримѣръ, свекла, кукуруза и др.

Въ виду важныхъ преимуществъ гнѣздоваго посѣва появленіе 
гнѣздовыхъ сѣялокъ для посѣва хлѣбовч. были бы весьма желательны.

Кромѣ упомянутыхъ сѣялокъ существуютъ еще такъ называемые 
универсальныя сѣялки, предназначенныя къ посѣву смѣшанныхъ сѣмяпъ.

Всего чаще до настоящаго времени употребляются смѣшанные по
сѣвы кормовыхъ травъ, затѣмъ нѣкоторыхъ растеній, воздѣлываемыхъ 
ради сѣмянъ, а въ новѣйшее время также смѣшанные посѣвы разныхъ 
сортовъ одного растенія (особенно хлѣбовъ). Опытъ показываетъ, что 
смѣшанные посѣвы лучше чистыхъ обезпечиваютъ урожай; урожай
ность растеній въ этомъ случаѣ является слѣдствіемъ, неодинаковыхъ 
требованій различныхъ растеній, которыя они предъявляютъ но отно
шеніи къ почвѣ; а потому и попятно, что смѣшанные посѣвы допуска-- 
ютъ лучшее использованіе веществъ почвы.

Одинъ изъ смѣшанныхъ посѣвовъ, именуемый покровнымъ, въ 
земледѣліи очень часто употребляется; состоитъ онъ въ томъ, что опре
дѣленныя сѣмена растенія высѣваютч, одновременно сч, сѣменами дру
гого растенія; послѣднія, какъ быстро развивающіяся, должны опере
дить и быть убраны въ то время, когда начинается лишь болѣе интен
сивное развитіе подпокровнаго растенія.

Такой посѣвъ, даетъ возможность лучше использовать почву, такъ 
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какъ медленно развивающееся растеніе укрѣпляется въ то время, когда 
земля эксплоатируется другимъ посѣвомъ.

Въ другихъ случаяхъ покровное растеніе даетъ возможность на
дежнѣе развиваться слабымъ всходамъ подъ его защитой, что особенно 
важно, именно для медленно развивающихся всходовъ.

Для цѣлей смѣшаннаго посѣва хлѣбовъ и кормовыхъ травъ соеди
няютъ съ рядовой сѣялкой посѣвной ящикъ разбросной сѣялки дли 
травъ.

Этотъ комбинированный способъ во многихъ отношеніяхъ можетъ 
считаться вполнѣ выгоднымъ, такъ какъ не приходится послѣ рядового 
посѣва производить особо посѣвъ разброеный.

Желая наиболѣе совершенно использовать искусственныя туки, 
въ послѣднее время стали строить сѣялки комбинированной системы; 
работа ихъ характеризуется тѣмъ, что одновременно съ высѣваемыми 
ею сѣменами въ почву виосятся удобрительныя туки; этой операціей 
достигается тѣсное соприкосновеніе удобрительныхъ веществъ съ кор
нями растеній, чѣмъ обусловливается и лучшее ихъ питаніе; кромѣ то
го, не требуется отдѣльнаго задѣлыванія удобрительныхъ веществъ 
спеціальными орудіями.

Приспособленія для такого совмѣстнаго разсѣва сѣмянъ и удобре
ній имѣются при нѣкоторыхъ рядовыхъ сѣялкахъ.

Существуетъ также цѣлый рядъ сѣялокъ, предназначенныхъ спе
ціально для разсѣва удобреній.

Количество расходящихся въ Россіи сѣялокъ этого рода съ каж
дымъ годомъ увеличивается, а столь широкое ихъ распространеніе объ
ясняется стремленіемъ нашихъ хозяевъ къ замѣнѣ хлѣвнаго назоза бо
лѣе концентрированными удобрительными веществами, какъ—супер
фосфатъ и фосфоритная мука.

Произвести равномѣрный разбросъ этихъ удобреній дѣло невоз
можное даже для самыхъ искуссныхъ сѣятелей.

Если качество ручного посѣва сѣмянъ въ смыслѣ равномѣрности 
Распредѣленія ихъ на опредѣленной площади находится въ зависимо
сти отъ силы теченія воздуха, то равномѣрный разсѣвъ болѣе мелкаго 
вещества, туковъ, является совершенно невозможнымъ, такъ какъ 
Ужа, малѣйшій вѣтеръ оказываетъ свое вліяніе.

Примѣняя то, что сказано было о недостаткѣ ручного посѣва сѣ- 
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мяпъ, можно сдѣлать такое заключеніе:—ручное разбрасываніе порош
кообразныхъ удобренііі пріемъ несовершенный, медленный и дорогой.

Несравненно больше преимуществъ представляетъ машинный раз
бросный и рядовой способы разсѣва удобреній.

При машинномъ способѣ разсѣва удобреній является возможнымъ: 
1) нѣкоторое уменьшеніе количества разсѣваемаго удобренія, 2) болѣе 
равномѣрное распредѣленіе, 3) меньшая зависимость отъ погоды, 4) 
ускореніе работы.

Работа съ сѣялками для удобрительныхъ туковъ, вообще, болѣе 
затруднительна нежели работа съ сѣялками для сѣмянъ, что объясня
ется мучнистостью этихъ удобреній и легкой ихъ измѣняемостью отъ 
влажности воздуха (скучиваніе въ ящикѣ и слипаніе).

Сѣялки всѣхъ системъ, предназначенныя какъ для чистаго, такъ п 
для смѣшаннаго посѣва для правильнаго своего дѣйствія требуютъ тща
тельной обработки почвы.

Уклонъ почвы п скорость движенія сѣялокъ новѣйшихъ системъ 
нисколько пе вліяетъ па количество разсѣваемыхъ сѣмянъ и удобреній.

Сторонники разброспаго посѣва указываютъ между прочимъ па 
одинъ недостатокъ рядовыхъ сѣялокъ и признаютъ ихъ полную негод
ность. Дѣло вотъ въ чемъ.

Образуемая послѣ сильныхъ дождей кора обыкновенно разбивает
ся вслѣдствіе своей сухости трещинами, при рядовомъ посѣвѣ нерѣдко 
идущими параллельно рядомъ.

Такое параллельное растрескиваніе происходитъ въ тѣхъ случа
яхъ, когда междурядій широки и растенія въ рядахъ растутъ часто, 
образуя тѣснымъ своимъ единеніемъ въ почвѣ какч. бы изолированный 
слой, и влечетъ за собой вредныя для растеній послѣдствія.

Растрескиваніе почвы вызываетъ отрываніе корневыхъ мочекъ, 
отчего растенія развиваются несравненно хуже.

Противникамъ рядового посѣва, недостаточно разобравшимся въ 
этомъ явленіи, достаточно этого факта, чтобы вывести заключеніе о 
вредѣ рядоваго посѣва, и, слѣдовательно негодности сѣялокъ, конструк
ція которыхъ вырабатывалась десятками лѣтъ.

Ие оспаривая этого явленія, мы тѣмъ не менѣе не можемъ согла
ситься съ поспѣшнымъ заключеніемъ о негодности рядовыхъ сѣялокъ.

Въ данномъ случаѣ всего необходимѣе изыскать мѣры борьбы съ 
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этимъ нежелательнымъ явленіемъ; въ нашемъ же распоряженіи имѣют
ся вполнѣ дѣйствительныя мѣры.

Напримѣръ, весьма полезно послѣ рядового посѣва пройтп боро
ною или кольцевымъ каткомъ поперекъ посѣва, чтобы выровнять обра
зовавшіяся во время задѣлыванія сѣмянъ грядки, способствующія появ
ленію трещинъ вдоль рядовъ.

Кромѣ того во время роста растеній, если междурядія позволя
ютъ, необходимо произвести разрыхленіе почвы между растеніями.

Если же обработку междурядій пе производятъ, то растрескиваніе 
почвы можно устранить менѣе частымъ заключеніемъ сѣмянъ въ ряду 
и узкими между рядіями.

Пріемы и орудія, употребляемыя при уходЬ за растеніями.

Съ появленіемъ ростковч. посѣянныхъ сѣмянъ не прекращается 
работа земледѣльца, на его обязанности лежитъ охрана молодого ра
стеньица отъ неблагопріятныхъ условій; трудъ его долженъ быть на
правленъ па то, чтобы поставить растеніе въ возможность роскошно 
рости во весь періодъ пропзростанія до полнаго его созрѣванія.

Пріемы употребляемыя при уходѣ за растеніями, преслѣдуютъ ту 
пли иную цѣль, п каждый пріемъ сопровождается спеціальными орудія
ми, носящими названіе: мотыгъ, окучнпка, полольника п др.

Опишемъ значеніе каждаго пріема въ отдѣльности.

М о т ы ж е н і е.

Лишь только обозначатся ряды растеній, приступаютъ къ моты- 
женію. Этотъ процессч. заключается въ томъ, что при помощи весьма 
несложнаго орудія (состоящаго изъ желѣзной насадки, налопатника, 
расположенной къ деревянному обуху подъ угломъ, близкимъ къ прямо
му), именуемаго мотыгой, производятъ разрыхлепіе земли въ проме
жуткахъ между растеніями.

Мотыженье возможно поэтому только послѣ рядового и гнѣздового 
посѣвовъ.

Благодаря разрыхленію почвы, произведенному мотыгой, облегча
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ется проникновеніе въ почву воды и воздуха, слѣдовательно, растенія 
обезпечиваются влагою и кислородомъ, а также усиливается процессъ 
вывѣтриванія, обезпечивающій растенія минеральными солями.

Далѣе, благодаря разрыхленію почвы, облегчается развитіе ра
стительныхъ корней, которые легче распространяются въ почвѣ.

При этомъ процессѣ уничтожается сорная растительность, зани
мающая промежуточныя между культурными растеніями мѣста.

Въ силу всѣхъ этихъ причинъ растеніе развивается подъ влія
ніемъ мотыженія роскошно и получаетъ способность противостоять не
благопріятнымъ условіямъ.

Иногда къ мотыжепію приступаютъ даже ранѣе появленія рост
ковъ высѣяннаго растенія, такъ бываетъ при культурѣ растеній съ ме
дленно развивающимися всходами. Такъ какъ ряды посѣвовъ могутъ 
быть затеряны, то пользуются при этомъ слѣдующимъ способомъ.

Вмѣстѣ съ сѣменами разводимаго растенія высѣиваютъ и др. сѣ
мена, но значительно быстрѣе проростающія, благодаря чему ряды по
сѣва обозначаются раньше появленія главныхъ всходовъ,—-теперь уже 
можно приступить къ мотыжепію, не рискуя повредить непробившимся 
на дневную поверхность растеніямъ.

Для обработки большихъ площадей и прп посѣвѣ широкими рядами 
употребляются конныя мотыги, такъ какъ работа ими идетъ много 
успѣшнѣе.

При мотыженіи вручную, работникъ движется такимъ образомъ, 
что оставляетъ разрыхлеппую почву передъ собою; отсюда и является 
недостатокъ этого способа мотыженія, такъ какъ почва сначала 'уплот
няется утаптываніемъ ногами работника, а затѣмъ уже разрыхляется. 
Уплотнивъ почву, рабочій не въ состояніи измельчить ее ручной моты
гой равномѣрно, при этомъ всегда на поверхности междурядій будетъ до
вольно значительное количество неразмельченныхъ комьевъ, что пони
жаетъ качество работы. Въ конныхъ мотыгахъ этотъ недостатокъ ес
ли не уничтожается совершенно; то значительно ослабляется.

Мотыженіе растеній производятъ нѣсколько разъ. Первое произ
водится обыкновенно на незначительную глубину и имѣетъ, главнымъ 
образомъ, цѣлью подрѣзываніе сорной растительности, второе мотыже
ніе уже болѣе глубокое,—при чемъ, кромѣ извлеченія сорной расти- 
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тельносги имѣется въ виду болѣе тщательное разрыхленіе почвы, а ино
гда и легкое окучиваніе растеній.

Въ сырую, дождливую погоду, мотыженіе не должно быть допуска
емо, потому что при немъ легко образуются крупныя комья.

Послѣ дождей легко высыхающія почвы мотыжатся тотчасъ же, 
чтобы разрыхленіемъ поверхностнаго слоя задержать высушиваніе поч
вы; труднѣе же высыхающія, напр. глинистыя—только по прошествіи 
болѣе продолжительнаго времени, чтобы дать имъ нѣсколько подсох
нуть.

За вторымъ мотыженіемъ, смотря по растенію, погодѣ, разроста- 
нію сорныхъ травъ и состоянію почвы, слѣдуетъ еще одно, два и даже 
три новыхъ мотыженія, раздѣляемыхъ извѣстными промежутками.

Два, слѣдующихъ одно за другимъ, мотыженія рекомендуется про
изводить, начиная съ разныхъ концовъ поля, чтобы сдѣлать разрыхле
ніе почвы болѣе равномѣрнымъ.

Если при пользованіи рядовой сѣялкой ряды получились правиль
ные, то при конномъ мотыженіи работа идетъ быстро; въ такомъ слу
чаѣ работникъ сосредоточиваетъ свое вниманіе на одномъ какомъ ни- 
будь рядѣ, зная, что всѣ ножи мотыги разрыхляющіе почву, будутъ ра
ботать правильно.

Существуютъ орудія выполняющія мотыженіе совмѣстно съ окучи
ваніемъ растеній.

Окучиваніе растепій заключается вт> томъ, что сильно разрыхлен
ную землю приваливаютъ къ растеніямъ.

При рядовой культурѣ при этомъ образуются гребни, идущіе по 
рядамъ растепій.

Цѣль, преслѣдуемая окучиваніемъ бываетъ разная: иногда прива
ливаютъ къ растеніямі. землю чтобы сообщить имъ большую устойчи
вость (для пѣкоторыхъ высокоростущихъ растеній это является необхо
димымъ), въ другихъ случаяхъ имѣется въ виду предоставить для поль
зованія растеній большее количество питательныхъ веществъ, накопля
ющихся въ хорошо разрыхленной, провѣтриваемой землѣ, приваливае
мой къ растенію; прикрытіе низшихъ частей растеній вліяетъ на харак
теръ дальнѣйшаго развитія—напр. у кукурузы послѣ этого вызывается 
образованіе боковыхъ корней, у картофеля послѣ окучиванія обильнѣе 
развиваются боковые подземные побѣги, несущіе клубни, на сахарную 

6
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свекловицу прикрытіе землею выдающейся головки вліяетъ въ томъ от
ношеніи, что количественное содержаніе сахара въ свекловицѣ значи
тельно повышается.

Необходимо всегда имѣть въ виду тѣ слѣдствія, которыя влечетъ 
за собой окучиваніе по отношенію къ влажности почвы, чтобы знать, 
какое состояніе почвы всего лучше благопріятствуетч» этому пріему.

Въ тѣхъ случаяхъ, когда желаютъ уменьшить влажность сырой и 
тяжелой почвы, окучиваніе можетъ оказать великую услугу, въ виду 
того, что съ гребней стекаютъ выпадающіе атмосферные осадки, гребни 
легче провѣтриваются, а также вслѣдствіе увеличенія поверхности испа
ренія почвы.

Если же почва легкая, окучиваніе растеній, произведенное не во 
время, становится не только не полезнымъ, по иногда весьма вреднымъ.

Цѣня всѣ достоинства окучиванія и видя въ немъ необходимость, 
нераціонально было бы производить этотъ процессъ съ сухими п легки
ми почвамп въ сухую погоду и поздно лѣтомъ.

По мѣрѣ развитія надземныхъ частей растенія (широкія листья) 
испареніе почвенной влаги значительно замедляется, вслѣдствіе оттѣне
нія почвы этими частями растеній. Оттѣненіе почвы растеніями, под
вергшимися окучиванію, очень важно въ томъ смыслѣ, что идетъ на 
встрѣчу усиленному испаренію почвенной влаги по причинѣ образованія 
прп окучиваніи гребней.

Орудіе, прп помощи котораго производится окучиваніе растеній, 
носитъ названіе окучника; онъ напоминаетъ собою плугъ и по особен
ностямъ своего устройства можетъ быть названъ двукрылымъ плугомъ. 
Окупникъ можно встрѣтить во всякомъ даже некрупномъ хозяйствѣ.

Работа его заключается въ томъ, что онъ подрѣзаетъ почву въ го
ризонтальномъ направленіи, оборачиваетъ ее прп своемъ движеніи и рас
предѣляетъ ее въ гребни, поровну направо п налѣво. Окучиваніемъ 
уничтожается сорная растительность.

При уходѣ за озимыми хлѣбами въ иныхъ случаяхъ приходится 
пользоваться катками пли тяжелыми боронами. Укажемъ на эти случаи.

Наиболѣе важные изъ нашихъ хлѣбовч. пшеница п рожь являются 
въ видѣ сортовъ частью озимыхъ, частью яровыхъ.

Различія между озимыми и яровыми хлѣбами незначительны, обык
новенно при досгаточпо благопріятныхъ условіяхъ озимые сорта по 
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сравненіи со сходными съ ними яровыми представляются болѣе урожай
ными и даютъ болѣе крупное зерно; рѣзкаго же морфологическаго отли
чія между ними указать совершенно невозможно.

Озимые сорта хлѣбовъ засѣиваются до зимы (вт> концѣ лѣта или 
осенью), при чемъ они, пріостановившись вч, своемъ развитіи по на
ступленіи холодовъ, вновь оживаютъ весною, совершаютъ большую 
часть своего развитія въ этомъ новомъ году пхъ жпзпи, лѣтомъ вполнѣ 
созрѣваютъ п приносятъ плоды. Хотя озимыя хлѣба весь циклъ разви
тія совершаютъ въ 2 періода, принадлежащихъ двумъ отдѣльнымъ го
дамъ, все же это растенія, собственно, однолѣтнія, потому что все пхъ 
развитіе совершается въ срокъ короче одного года.

Посѣвъ яровыхъ хлѣбовъ производится весною, лѣтомъ они прино
сятъ плоды.

Характеръ озимыхъ и яровыхъ хлѣбовъ выражается въ неодинако- 
выхт. требованіяхъ относительно времени посѣва; выработался же онъ 
подъ вліяніемъ климатическихъ условій.

Обыкновенно ярь, высѣянная до зимы, вполнѣ плп большей частью 
вымерзаетъ въ это время года, а озимь, посѣянная весною, не успѣва- 
етъ развиться и дать въ этомъ году колосьевъ.

Очевидно, что эти сорта хлѣбовъ, воздѣлываясь долгое время, въ 
концѣ концовъ приспособились къ опредѣленнымъ климатическимъ усло
віямъ п пе могутъ произросгать при иныхъ.

Гибель озимыхъ посѣвовъ нерѣдко происходитъ оттого, что падаю
щій па нихъ толстымъ слоемъ снѣгъ плп замерзающая надъ ними вт. 
видѣ ледяиой коры вода, лишаютъ вегетирующія еще растенія воздуха, 
необходимаго пмъ для дыханія.

Если снѣгъ падаетъ послѣ наступленія морозовъ на замерзшую 
землю, то вреда онъ не причиняетъ, потому что при этихъ условіяхъ 
жизненные процессы въ растеніяхъ уже прекратились. Напротивъ, 
снѣгъ, выпадающій осенью до Морозова, или весною, когда послѣ пѣ- 
сколыіііхч. дней оттепели растительность пробуждается—причиняетъ 
озимымъ посѣвамъ громадный вредъ.

Тоже слѣдуетъ сказать и относительно ледяной коры, веспою по
крывающей посѣвы; послѣдніе подъ нею нагрѣваются солнцемъ, расти
тельность пробуждается, начинаетъ поглощать вч> большомъ количествѣ 
кислородъ воздуха при дыханіи и въ заключеніе, вслѣдствіе истощенія 
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запаса кислорода въ закрытомъ ледяною корою пространствѣ, погибаетъ 
какъ бы отъ задушенія. Послѣ отмиранія растеній въ подобныхъ слу
чаяхъ начинается процессъ разложенія ихъ массы, сопровождающійся 
совершеннымъ измѣненіемъ ея, при этомъ происходитъ пожелтѣніе, по
буреніе, загниваніе растеній и т. д.

Причиною выпрѣванія посѣвовъ является ледяная кора, на разру
шеніе которой и должны быть направлены усилія сельскаго хозяина.

Орудія, которыя съ большимъ успѣхомъ могли бы выполнить эту 
операцію, намъ уже извѣстны—это катки и тяжелыя бороны.

Выяснивъ всѣ важные процессы, происходящіе въ почвѣ, указавъ 
на роль ихъ по отношенію къ физіологическимъ явленіямъ растеній, а 
также на тѣ пріемы, помощью которыхъ можно создать наилучшія усло
вія для жизни культивируемыхъ растеній—не лишнимъ считаемъ, для 
большей наглядности, собрать по частямъ всѣ достоинства интенсивной 
обработки почвы и изложить ихъ въ краткой формѣ.

Значеніе интенсивной обработки почвы.

Механическая обработка почвы принадлежитъ вмѣстѣ съ химиче
ской ея обработкой, т. е. удобреніемъ, къ числу періодическихъ пріе
мовъ, направленныхъ къ улучшенію почвы, предназначенной для куль
турныхъ растеній.

Опа состоитъ въ непосредственномъ измѣненіи только физическихъ 
свойствъ обрабатываемаго почвеннаго слоя (въ посредственномъ же въ 
зависимости отъ измѣненія физическаго состоянія — также и химическа
го состава) и направлена главнымъ образомъ па сообщеніе почвѣ рыхло
сти на разную глубину (мелкая и глубокая обработка почвы, углубленіе 
почвеннаго слоя); вмѣстѣ съ этимъ механическою обработкою почвы 
достигается перемѣщеніе ея частицъ, перемѣшиваемыхъ между собою и 
съ посторонними вносимыми въ почву веществами (удобренія, сѣмена).

Въ зависимости отъ измѣненія степени рыхлости почвы подъ влія
ніемъ ея механической обработки вызывается также болѣе или менѣе 
сильное измѣненіе отношенія обработанной почвы къ водѣ и воздуху. 
Разрыхленная почва допускаетъ свободное проникновеніе въ нее возду
ха и воды; кислорода, почвеннаго воздуха идетъ па дыханіе подземныхъ 
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частей растенія и участвуете въ процессахъ совершающихъ въ почвѣ, 
какъ то, вывѣтриваніе минераловъ, гуммификація, нитрификація и др.

Почвенная влага вызываетъ проростаніе сѣмянъ; вмѣстѣ съ веще
ствами почвы является питательнымъ для растеній матеріаломъ, разба
вляетъ находящіеся въ почвѣ концентрированные растворы, вредные 
для корней растеній; необходима для жизнедѣятельности микроорганиз
мовъ, участвующихъ въ процессахъ гуммификаціи, нитрификаціи и др.; 
почвенная влага своимъ участіемъ дѣлаете возможнымъ воспріятіе ми
неральной пищи корнями растеній.

Разрыхленная почва представляетъ среду благопріятную для сво
боднаго распространенія растительныхъ корней.

Механическая обработка почвы попутно или даже въ видѣ главной 
своей цѣли уничтожаетъ сорную растительность.

Обработка почвы плугомъ придаетъ ей волнистый видъ отъ обра
зуемыхъ гребней, которые задерживаютъ метеорные осадки и даютъ 
время почвѣ поглотить ихъ; гребни, увеличивая поверхность почвы уси
ливаютъ процессъ вывѣтриванія, гуммификаціи и проч.

Выравниваніемъ гребней уменьшаютъ испарительную поверх
ность почвы. По желанію механической обработкой высушиваютъ сы
рыя почвы (избытокъ воды вреденъ для растеній) и достигаютъ перемѣ
щенія влаги изъ нижнихъ слоевъ къ верхнимъ (влага для проростанія 
сѣмянъ). При механической обработкѣ почвы уничтожаются враги ра
стительности. Наконецъ, механическая обработка допускаете работу 
усовершенствованныхъ сѣялокъ и машинъ для уборки урожаевъ, какъ 
то жатокъ, косилокъ и др,

Мы указали па цѣлый рядъ орудій, предназначенныхъ для обра
ботки почвы, на машины, выполняющія посѣвъ сѣмянъ и разсѣвъ удоб
реній, а также и на орудія, требуемыя вт> хозяйствѣ при уходѣ за куль
тивируемыми растеніями; кромѣ этихъ машинъ и орудій существуетъ 
много другихъ, употребляемыхъ при уборкѣ покосовъ, хлѣбовт, и при 
выдѣлкѣ зерна для рынка и сѣва. Останавливаться на ихъ конструк
тивныхъ особенностяхъ мы не будемъ, такъ какъ это не входитъ въ 
предѣлъ настоящей статьи, указать же па причины, вч> силу которыхъ 
машинный трудъ вытѣсняетъ постепенно и съ большой силой ручную 
работу,—считаемъ не лишнимъ.
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Сельско-хозяйетвеппыя машины и орудія назначены для раздѣленія 
физическаго труда человѣка; при этомч. чѣмъ совершеннѣе орудіе или 
машина, и, слѣдовательно, выше ихъ производительность, тѣмъ меньше 
работы остается на долю ручнаго труда. Эта оказываемая машинами 
помощь человѣку и направленная па удовлетвореніе его физическихъ 
потребностей имѣетъ еще и то важное значеніе, что предоставляетъ въ 
распоряженіе человѣка много времени для удовлетворенія его умствен
ныхъ и нравственныхъ потребностей.

Кромѣ большей производительности цѣнностей въ единицу времени 
машинная работа беретъ еще перевѣсъ падь ручной по причинѣ ея пра
вильности и чистоты.

Зерна колосьевт, полнѣе выбиваются барабаномъ молотилки, чѣмъ 
цѣпами; при цѣпной молотьбѣ остается зерна въ колосьяхъ до 4°/0 и 
больше, а при машинной не болѣе 2"/0. Сѣялкой можно достигнуть боль
шей равномѣрности распредѣленія сѣмянъ на опредѣленной площади, 
чѣмъ при ручномъ разбросѣ.

Необходимость примѣненія сельско-хозяйственныхъ машинъ вызы
вается часто нѣкоторыми мѣстными экономическими или климатическими 
условіями.

Характерная особенность климата Россіи—это продолжительность 
зимы и сравнительная краткость лѣта, заставляющая земледѣльца со
средоточивать почти всѣ сельско-хозяйственныя работы въ какихъ ни- 
будь 4—5 мѣсяцевъ; климатическія особенности пашей страны поэтому 
обусловливаютъ тѣ или другіе виды растеній, способъ ихъ культуры и 
предопредѣляютъ періодъ вегетаціи культувируемыхъ растеній.

Отсюда вполнѣ понятна наблюдаемая при выполненіи полевыхъ 
работъ спѣшность.

Вт. мѣстностяхъ, страдающихъ отъ засухъ, приходится спѣшить 
весенними посѣвами, чтобы растенія могли воспользоваться весенней 
влагой,—здѣсь необходимы сѣялки.

Машинный посѣвъ благодаря быстротѣ работы удлиняетъ кромѣ 
того періодъ роста растеній, что для сѣвера Россіи, гдѣ нужно торопить
ся посѣвами, чтобы дать растеніямъ время созрѣть до наступленія осен
нихъ заморозковъ, составляетъ немаловажную его особенность.

Въ такой же мѣрѣ на удлиненіе періода роста растеній вліяетъ 
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быстрая уборка хлѣбовъ съ поля по созрѣваніи пхъ, такъ какъ допу
скаетъ немедленную обработку почвы для посѣвовъ озимыхъ хлѣбовъ.

Своевременная уборка хлѣбовъ и немедленная обработка почвы по
зволяютъ полнѣе собрать выпадающіе атмосферные осадки, въ которыхъ 
чувствуется во многихъ мѣстахъ недостатокъ. Уборкой хлѣбовъ необ
ходимо торопиться еще и потому, что всякое промедленіе можетъ быть 
причиною огромныхъ потерь, какъ отъ загниванія скошеннаго корма, 
такъ и отъ выпаденія значительнаго количества зеренъ перестоявшаго 
хлѣба.

Въ виду весьма большого спроса на рабочія руки вгь самую горя
чую, по истинѣ называемую ,,страдною", пору уборки хлѣбовъ, поден
ная плата рабочимъ такъ сильно повышается, что нѣкоторыя хозяева 
находили болѣе убыточнымъ пользоваться ихъ работой, чѣмъ оставить 
хлѣба неубранными съ поля и предоставить имъ осыпатьея и гнить.

Чтобы видѣть до какихъ баснословныхъ размѣровъ доходила но- 
деппая плата рабочимъ въ степныхъ губерніяхъ, стоитъ сдѣлать извле
ченіе изъ оффиціальныхъ источниковъ.

По оффиціальнымъ даннымъ заработная плата въ 4-хъ Новороссій
скихъ губерніяхъ, въ которыхъ чувствуется сильный недостатокъ въ 
земледѣльческихъ рабочихъ, колеблется вч> невѣроятныхъ размѣрахъ отъ 
30 коп. до 3 — 4 руб. п болѣе въ день.

Примѣненіе косилокъ и жатокъ во время уборки хлѣбовъ сдѣлало 
бы большую экономію въ расходахъ по хозяйству.

На сколько такая замѣна оказалась много выгоднѣе видно хотя бы 
изъ слѣдующаго примѣра: косилка запряженная парою сильныхъ лоша
дей прп одномъ рабочемъ можетъ при благопріятныхъ условіяхъ испол
нить работу равную работамъ 7—10 хорошихъ косарей.

Считаясь съ климатическими особенностями Россіи, необходимо 
возможно скорѣе обмолотить хлѣбъ, отсортировать зерно и доставить 
его па пристани рѣкт. и въ порты до замерзанія тѣхъ и другихъ, чтобы 
воспользоваться дешевыми путями сообщеній; окончить же обмолотъ къ 
надлежащему сроку возможно только мри употребленіи молотилокъ.

Вог'ь въ общихъ характерныхъ чертахъ причины, но которымъ 
каждая машина со свойственными ей особенностями и преимуществами 
вытѣсняетъ ручной трудъ.
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Послѣдствія вытекающія отъ замѣны ручного труда сельско-хозяй
ственными машинами не только не являются чѣмъ то враждебнымъ для 
рабочихъ, но, наоборотъ, въ нѣкоторой степени дѣлаютъ существованіе 
рабочихъ болѣе обезпеченнымъ; благодаря выполненію машинами мно
гихъ работч> въ хозяйствѣ въ періоды усиленной дѣятельности его, 
устраняется чрезмѣрный притокъ рабочихъ въ извѣстный раіонъ въ од
но время, когда нѣсколько позже большинство ихъ не можетъ найти 
для себя никакихъ занятій.

Самую главную роль при обработкѣ почвы, какъ мы видѣли, игра
етъ плугъ и ужъ имъ однимъ въ достаточной степени рѣшается вопросъ 
объ урожайности культивируемыхъ растеній.

Можно удивляться этому могущественному орудію, плугу, выпол
няющему всѣ наиболѣе важныя операціи въ дѣлѣ увеличенія производи
тельности почвы, можно поражаться его несложнымъ устройствомъ н 
совершеннымъ его дѣйствіемъ, но вч, такой же степени должно насъ по
ражать п то, что до сихъ поръ въ многихъ мѣстахъ Россіи обработка 
почвы производится не плугомъ, а первобытными орудіями, сохранивши
мися по настоящее время—сохой, сабаномъ и др.

Этп явленія характеристичны. Рядомт, съ желѣзными дорогами, 
телефонами, съ самыми послѣдними техническими усовершенствованіями 
и съ самой изысканной европейской роскошью приходится встрѣчаться 
съ явленіями, которыя переносятъ васъ вдругъ въ другой совсѣмъ не
образованный міръ. Эти явленія похожи на остатки отдаленныхъ пе
ріодовъ культуры, какъ бы торчащихъ изъ поверхностныхъ наслоеній 
новѣйшей цивилизаціи.

Всѣ усовершенствованія техники, коснувшіяся всякаго другого 
производства, прошли мимо самаго важнаго для Россіи, дающаго пропи
таніе и средства къ жизни большинству ея населенія—производства 
хлѣба.

Соха, предназначенная выполнять ту же работу что и плугъ, вы
полняетъ ее крайне несовершенно.

Отличаясь отъ плуга своей легкостью, неустойчивостью, соха въ 
то же время плохимъ отрѣзываніемъ, скорѣй отодвиганіемъ пласта (не 
прямоугольной формы) и дурнымъ отваливаніемъ его, производитъ, пра
вильнѣе, поверхностное разрыхленіе почвы, чѣмъ ея обработку, какъ 
это принято понимать сторонниками раціональнаго земледѣлія.
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Крупные недостатки сохи вполнѣ оправдываютъ то гоненіе, кото
рому она въ новѣйшее время подвергается.

Подобно дѣйствію сохи необходимо признать столь же несовершен
ную работу распространеннаго въ крестьянскихъ хозяйствахъ бороны 
,,смыкъ“. Будучи выполнена изъ дерева, она является очень легкой и 
слабой для раздробленія глыбокъ и комьевъ земли. Съ чувствомъ гру
сти слѣдишь за ея плохой работой или, вѣрнѣе, прыганіемъ черезъ ко
мья, чѣмъ пхъ разбиваніемъ.

А между тѣмъ, не смотря на несовершенство этихъ орудій, какія 
обширныя пространства Россіи обработываются ими, и какъ сильно 
страдаетъ земледѣліе отъ этого нераціональнаго способа обработки поч
вы. Чему какъ не этому поверхностному разрыхленію обязаны такъ 
часто посѣщающіе земледѣльцевъ неурожаи, вредно отзывающіяся на 
ихъ экономическомъ благосостояніи.

Статистическія данныя всего краснорѣчивѣе говорятъ о слѣдствіяхъ 
подобной обработки почвы, если сравнить урожайность полей Россіи и 
Другихъ государствъ, гдѣ существуетъ интенсивная обработка почвы. 
Они гласятъ, что по урожайности хлѣба, выражающейся въ среднемъ 
сборѣ съ десятины, Россія стоитъ ниже Соединенныхъ Штатовъ и всѣхъ 
главныхъ государствъ Европы: съ десятины земли въ ней собирается 
вт, 1’/2 раза меньше хлѣба, чѣмъ въ Австро-Венгріи, въ 2 раза меньше 
чѣмъ въ Соединенныхъ Штатахъ, Германіи и Франціи и втрое меньше 
чѣмъ въ Англіи.

Не будемъ пока мечтать о такой высокой урожайности хлѣба, ка
кой пользуется Англія, а допустимъ что урожайность русскихъ полей 
будетъ увеличена только на 1 четверть съ десятины, что соотвѣтству
етъ увеличенію числа зеренъ въ колосѣ только на одно зерно, тогда та
кое повышеніе дало бы народному хозяйству прибавку хлѣба слишкомъ 
въ 500 милліоновъ пудовъ. Сумма, которая обращаетъ на себя вни
маніе!

Тѣ же статистическія свѣдѣнія показываютъ до какихъ невѣроят
ныхъ размѣровъ доходятъ колебанія урожаевъ въ Россіи по отдѣльнымъ 
годамъ въ ту и другую сторону отъ среднихъ.

Въ то время, когда колебанія урожаевъ у нашихъ западныхъ со
сѣдей въ сторону пониженія отъ средняго не превышаетч> 10°/о и въ 
сторону повышенія — 27°/0, въ Россіи эти колебанія отклоняются отъ 
среднихъ на сто и болѣе °/0.
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Эти рѣзкія колебанія урожайности въ Россіи въ достаточной сте
пени освѣщаютъ фактъ неприспособленности русскаго хозяйства къ кли
матическимъ условіямъ.

Россія заключаетъ въ своихъ предѣлахъ весьма обширныя, бога
тыя черноземомъ почвы, могущія конкурировать съ американскими пре
ріями и венгерскими пустами по своему богатству питательными веще
ствами, тѣмъ не менѣе въ виду неприспособленности хозяйствъ къ мѣст
нымъ условіямъ сборъ съ нихъ хлѣба сравнительно незначительный.

Извѣстная по своему плодородію черноземная полоса, составляю
щая болѣе */5 всего пространства Европейской Россіи и производящая 2 3 
всего хлѣба, получаемаго въ Россіи,—страдаетъ отъ недостатка почвен
ной влаги.

Въ виду этого въ послѣднее время весьма настойчиво высказыва
ется взглядъ на то, чтобы всѣ усилія земледѣльцевъ этихъ мѣстностей 
были направлены на повышеніе содержанія въ почвѣ влаги на счетъ 
атмосферныхъ осадковъ, которые перепадаютъ неправильно (то ливни, 
то засухи) и часто даже скупо.

Какую высокую услугу оказала бы интенсивная обработка почвы 
этихъ мѣстностей и тотъ запасъ, сберегаемый на случай засухъ, влаги, 
который въ состояніи оказать могущественное свое воздѣйствіе на уро
жайность растеній, умирающихъ отъ жажды.

Извѣстная каждому земледѣльцу черноземной полосы поговорка 
„будетъ дождь—будетъ и хлѣбъ1* показываетъ какъ высоко цѣнится 
влага и какъ разумно нужно ею пользоваться.

Вообще замѣчено, что величина урожаевъ въ Россіи прямо пропор
ціональна количеству атмосферныхъ осадковъ, выпадающихъ въ теченіи 
года, а особенно весною и въ началѣ лѣта.

Особенно сильно страдаетъ отъ засухъ юго-восточная часть Рос
сіи; такъ въ самой хлѣбородной губ. Самарской, засухи причиняли часто 
полный неурожай и голодъ.

Вотъ какія причины вызываютъ эти печальныя слѣдствія.
Мелкообработанный слой почвы не въ состояніи вмѣстить всей вы

падающей осенью и образуемой отъ таянія снѣговъ ранней весной вла
ги и продолжительно хранить ее, что, какъ мы видѣли, доступно глу
боко обработанному слою.
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Значительная часть метеорныхъ осадковъ при поверхностномъ 
разрыхленіи почвы частью стекаютъ съ поверхности, не впитавшись въ 
плотный подпахатный слой, частью же обращаются въ пары и улетаютъ, 
такимъ образомъ животворящая влага пропадаетъ непроизводительно.

Неурожаи хлѣбовъ въ Россіи весьма сильно отражаются на мате
ріальномъ благосостояніи земледѣльцевъ, вызывая бѣдность ихъ, а ино
гда и нищенство.

Отъ плохого урожая уменьшается спросъ на всѣ фабричныя и за
водскія издѣлія, главными потребителями которыхъ являются тѣ же зе
мледѣльцы; застой въ торговлѣ вызываетъ застой въ промышленности.

Неурожаи отзываются вредно на исправности поступленія государ
ственныхъ налоговъ по причинѣ несостоятельности земледѣльцевъ, ра
зоренныхъ неурожаемъ.

Торговля съ внѣшними государствами сокращается, такъ какъ ко
личество земледѣльческихъ продуктовъ падаетъ, а они то и служатъ 
предметами мѣны для Россіи.

Уменьшеніе количества земледѣльческихъ продуктовъ ведетъ так
же къ сокращенію перемѣщенія ихъ но желѣзнымъ дорогамъ, отчего до
ходъ государства отъ эксплоатаціи этихъ дорогъ понижается. Расходы 
государства между тѣмъ въ неурожайные годы значительно повышаются.

Такимъ образомъ благосостояніе Россіи, страны преимущественно 
земледѣльческой (сельскимъ хозяйствомъ занимаются 80°/о всего насе
ленія), находится въ прямой зависимости отъ состоянія земледѣлія, до
ходъ отъ котораго далего превышаетъ доходы всѣхъ нашихъ фабрикъ 
и заводовъ.

Не смотря на то, что Россія занимаетъ первое мѣсто между всѣми 
европейскими государствами и второе между внѣ европейскими, послѣ 
Соединенныхъ Штатовъ, по абсолютному количеству собираемаго хлѣба, 
тѣмъ пе менѣе среднее количество хлѣба приходящееся на долю каждаго 
жителя является недостаточнымъ для удовлетворенія потребностей въ 
хлѣбной пищѣ.

Средней нормой для каждаго жителя считается количество хлѣба 
въ размѣрѣ 13 —14 пудовъ; въ Россіи же на каждаго жителя хлѣба 
приходится значительно меньше.

Средній за пятилѣтіе съ 1894 по 1898 г. общій валовой сборъ 
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зерновыхъ хлѣбовъ въ Европейской и Азіатской Россіи составлялъ око
ло 3,237 милліоновъ пудовъ.

На обсѣменіе нолей изъ этого количества ушло около 800 милл. 
пудовъ, на кормъ скоту (овесъ) —460 мил. пудовъ, до 40 милл. пуд, 
употреблено па винокуреніе и около 20 мил. пуд. на пивовареніе, нако
нецъ, количество хлѣба, вывезеннаго за границу въ среднемъ за то же 
пятилѣтіе (1894 — 1898) составляло 534 мил. пуд.; полученный оста
токъ въ размѣрѣ 1,383 мил. пудовъ шелъ на удовлетвореніе потребно
стей въ хлѣбной пищѣ внутри Россіи.

Принимая населеніе Россіи только въ 115 мил. душъ, легко видно, 
что на каждаго жителя безъ различія возраста и состоянія, приходится 
въ годъ только 12 пудовъ хлѣба, что ниже нормальнаго 13—14 пу
довъ въ годъ.

Вывозъ хлѣба за границу въ количествѣ 534 мил. пуд., что со
ставляетъ 25% чистаго сбора, еще не свидѣтельствуетъ о нормальномъ 
питаніи крестьянъ.

Дефицитъ, получающійся отъ чрезмѣрнаго вывоза хлѣба заграницу 
требуется покрыть, и русскій крестьянинъ принужденъ прибѣгать къ 
подмѣсямъ къ хлѣбу въ родѣ отрубей и лебеды.

Урожайность хлѣбовъ въ Россіи при болѣе интенсивной обработкѣ 
почвы не только бы пополнило недохватъ въ нормальномъ потребленіи 
хлѣба, но позволило бы также увеличить вывозъ его заграницу въ зна
чительно большемъ количествѣ, чѣмъ онъ теперь вывозится.

Истощенныя крестьянскія хозяйства, въ которыя входятъ болѣе 
половины всѣхъ земель Россіи, находящихся въ частномъ владѣніи, не 
въ состояніи ввести у себя интенсивную культуру растеній, требующую 
болѣе или менѣе значительныхъ издержекъ.

Видя бѣдственное положеніе крестьянъ, раззоренность ихъ хо
зяйствъ и причины, препятствующія введенію у нихъ раціональнаго зе
мледѣлія, правительство и общество постоянно изыскиваютъ средства и 
идутъ къ цѣли улучшенія ихъ положенія.

На путь улучшенія крестьянскаго хозяйства прежде всего высту
пило земство, и тамъ, гдѣ оно систематически твердою рукою взялось 
за воспособленіе крестьянству, тамъ крестьянское хозяйство хотя и 
медленно, все же вѣрнымъ путемъ шло къ улучшенію.
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Не располагая достаточными матеріальными средствами для ши
рокаго распространенія въ крестьянской средѣ теоретическихъ и прак
тическихъ знаній по сельскому хозяйству, эти общества при посредствѣ 
земледѣльческихъ кружковъ распространяютъ свои дѣйствія на малень
кіе районы.

Замѣчательно распространеніе паровыхъ молотилокъ въ Рязанской 
губерніи. Сельское общество покупаетъ молотилку и локомобилъ; само 
обмолачивается и затѣмъ даетъ молотилку въ наемъ сосѣдямъ, или об
молачиваетъ ихъ хлѣбъ за плату; вслѣдствіе этого затраченный на по
купку капиталъ быстро возвращается.

Въ Самарской губерніи наблюдаются теперь отрадныя явленія, 
гдѣ проявляютъ свое вліяніе цѣлые десятки сельско-хозяйственныхъ 
кружковъ; ихъ дѣятельность, выразившаяся въ устройствѣ выставокъ, 
учрежденіи складовъ сельско-хозяйствепныхъ машинъ и орудій съ отда
чей пхъ на прокатъ, введеніемъ многопольнаго хозяйства и проч., въ 
достаточной степени указываетъ на пхъ жизнеспособность.

Всѣ эти факты изъ дѣятельности земледѣльческихъ кружковъ, про
являющихъ сочувствіе къ меньшей братіи и энергично поправляющихся 
къ столь благородной цѣли улучшенія пхъ положенія, даютъ полное 
основаніе надѣяться, что задача повышенія экономическаго уровня кре
стьянъ значительно облегчится.

Преподаватель Института В. Рофе.
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(51)
к — 1, т, = 1, 8, = 1;

«1 = а+о,;

«і = «+32.

Что же касается до /?(а), то составъ его опредѣляется изъ фор
мулъ (31) и (32). Изъ послѣдней формулы ясно, что 
Формула (31) даетъ:

Я(а) = — (« — «,)+!»! (а-а,)2+(Х, + 1) (а —а,) (а — а,). (52)

Въ виду (52), соотношенія (49') направо напишутся такъ:

(>•1 + 1) («-аіИа-аіНЬі («—^-і)-— (а-а4) = -Д;
3

(Х,+ 1) (а —а, + а —а,) + 26, +.-а,) — Р'і = Д-;
з

к,+6,4-1 _ Д-. (53)

Вч. виду двухъ послѣднихъ равенствъ (51), имѣемъ:

(Х,+ і) 3, 82+6, о22+р, о, — уЛ-;
з

(Х, + 1.) (3,+32)+261 62+р', .= --А-;
3

(53')

Изъ этихъ послѣднихъ уравненіи легко находятся Л|; 6, пр',. 
Тогда интегралы уравненія (4(>) напишутся въ формѣ:

, -Д
ІУХ = I еа~а~^‘ (и—а—3,)61-1 (и —а—32)Х<—1 (и—а)1-* </м, (54)

или, полагая, что
ѵ — и — а. (55)

имѣемъ:

(56)

гдѣ Л' есть отображеніе пути Ь на плоскости перемѣннаго ѵ.
18
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Въ случаѣ, если л, и 6,, опредѣляемыя уравненіями (53'), не 
представляютъ цѣлыхъ положительныхъ чиселъ, нашъ методъ даегь пол
ный интегралъ уравненія (46).

Теперь ясно, какъ надо поступать въ общемт. случаѣ, если коэф
фиціентъ 13„ отличена, отт. нуля.

Сопоставляя уравненія (43') [послѣ замѣны я чрезъ ж] съ 
(45), находимъ:

(2 (а) = Ц'(а)

(57) 1і (а) 7?'(а)
Л " Л ~

или:

О(а) — 1>0Х;

«'(*)= Я.Х;

(57') 3"(а) = 1.2 Я,Х;

(2<‘\а) =-- 1.2■■■пВ, X

<2<в>(а)
" ~ \.2---пВп ~~

__
’ ~ 1.2.--(?і-1) Л„

Н(а) — Л, X;

В\а) — А2 X;

Я"(а) — 1.2 /1ЯХ;

Л>-О(а) = 1.2 •••(н-1) /1„Х

(^(а) есть полипомъ степени 
Ясно, что Ѳ,(м) = сопѳі.

Изъ послѣдняго соотношенія 
кціп (^(а), слѣдуетъ, что

п, а Л(а) полиномъ степени п - 1-

(57') налѣво, въ виду состава фуп-

(58)

Тогда имѣемъ:

О(«)+ (2 і(<'(«)+ (г_«)» =

(б9) = Т+(г_а) 7Г+'’/>’? .... +(«-«)’,

или:
(69') Ц(г)х= 5 «) !? +(« «)* & I I («-«)”•

1>п 1>п Л>п
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Положимъ, что:

Вп гп-\-Вп_. 2”-Ч- .-.+В0 =

= В^г-д^ ■■■ (г-8,) (г-ѵ,)?"... (2-у0)Ро. (60)

Изъ соотношеній (59') н (СО), принимая во вниманіе составъ 
(г), находимъ:

/ѵ = /, ш а; 81 .— р1 1, •••, 8т = рс 1^

"і = а+8п •••, аі = а+8г; 04 = «+?„ ■■■, ат =: «+?-. (61)

Остается теперь найти 62, •••, Ь„ /ч, к2, •••, л0 н Для этой 
Цѣли служатъ уравненія (57') направо. Но мы тутъ ограничимся 
только указаніемъ, въ какомъ порядкѣ должны быть производимы вы
численія. Предварительно надо замѣнить Е (а), 7?'(а), •••, 7?<п_1,(а) 
выраженіемъ (31) и его производными. При чемъ въ разсматриваемомъ 
случаѣ &)(«,) = 0. Въ полученныхъ такимъ образомъ п соотношеніяхъ 
придется замѣнить к, аи аг, •••, ап —, ат, л2, •••, зт ихъ значе
ніями по формуламъ (61) и (58). Тогда и получимъ п линейныхъ и не
однородныхъ уравненій, откуда безъ труда опредѣляются искомыя ко
личества.

Пашъ методъ даетъ намъ возможность объинтегрировать уравне
ніе (45) также и въ томъ случаѣ, когда нѣсколько изъ коэффиціен
товъ Вп, Вп_і, В„_2, по порядку пули. Выяснимъ это па урав
неніи:

7>0 х 7/г-|-(/11 + 7?, аз) 77тъі + (Л2-|-272 аз) 77х-|_2-|-
+(-4з-|--33аз) Сл|_3-|-2і4 (7x^.4 = 0. (62)

Въ разсматриваемомъ случаѣ полиномы <2(а) и //(а) оба тре
тьей степени, а

Ѳ,(«) = Лом+Л». (63)

Уравненія, служащія для опредѣленія искомыхъ количествъ, слѣ
дующія:
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(64)

0(а) = ХВо;
3'(а) = Х5і;
О"(а) = 1.2ХВ2;
(2"'(а) = 1.2.3 ХВ,.

1?(а) — А, X;
Я'(а) = Л2Х;
2?"(а) = 1.2 ХЛ3;
2?'"(а) = 1.2.3 ХЛ4.

Изъ послѣдняго уравненія (64) налѣво находимъ:

Изъ соотношенія (64) имѣемъ:

(66) (а-а) + -^-(г-а)2+(г-а)3.

Если составъ Д-|"А г+^222+Дг3 есть (47), то равенство
(66) напишется такъ:

(66') О(г) = (г—а —84) (г—а —82)2.

Изъ соотношенія (66') приходимъ къ равенствамъ (51). Что же 
касается до состава функціи 7? (м), то она въ разсматриваемомъ слу
чаѣ напишется такъ:

Д(а) =

=. Лв(а —а,) (а —а1)24-8І (а — аІ)2+(Х1 + 1) (« — «,) (а —а,)-
(67) -₽і (а-«і).

Въ виду выраженія (67) для /і’(а) и равенствъ (65) и (51), 
уравненія (64) направо напишутся такъ:

- ли а, У4Л Ѵ-НХ.+і) 8,8.2+₽' 81 =-4-; 

агл0(82+251)-2б,б2-(х1+і) (З.+а^-р', =4-;
(Ьо) пз

— о (8і+28.2)+^ (X, 4-1) = ~/т і
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Изъ этихъ уравненіи легко опредѣляются количества: 
х. и ₽;.

Искомый интегралъ уравненія (62) напишется въ формѣ:

их — (69)
— С I еА-и + (и —а —З,)6'-1 (и—а—32)Х'—1 (ы—а)®—'йы,

л
или:

г 3'
Ікх = С I еА«ѵ 1—(ѵ —З,)6'-1 (о—32)Х.- 1 Vх—1 (Іѵ. (69')

Л'
Этотъ простой случай достаточно говоритъ намъ, какъ надо по

ступать тогда, когда въ общемъ уравненіи (45) отсутствуютъ коэффи
ціенты Вп, Вп_у, Вк_2, •••, Въ разсматриваемомъ случаѣ фун
кція С2(и) представляетч, полиномъ степени п—к, а 7і*(а) полипомъ 
степени п—1. Что же касается до Ѳ,(а), то это есть многочленъ 
степени 1с\

Ѳ9(и) = Аоил +Л1 гік-‘Ч----- |~Л-. (70)

Уравненія, служащія для опредѣленія искомыхъ количествъ, 
таковы:

(2(а) = Х72О;

О'(«) = ХД;

(2"(а) = 1.2ХД;

В(а) — ХИ,;
7?'(а) — X Л.,;
/?"(«) — 1.2 ХЛ3;

— 1.2 (и— 1) ХЛ„С^-*>(&) = (п-к)В„_к. 77<”-о(а)

Изъ послѣдняго уравненія (71) налѣво имѣемъ:

(72)

Принимая во вниманіе это значеніе А, изъ соотношеній (71) 
находимъ:
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(73) 0(2) = -А-+-^_ (*-*)+ Й - іг-а)*+...+(2-а)'‘-‘.
—к -&п —к ^п—к

Если положимъ, что

В0+Вх Н----г»-* =
(74) — ••• (г-ёр.) (г-7,)?'.-. (г-тѵ)Рѵ,

то имѣемъ:

(« — «О ■•• (а—а*) (а —а1)’|+1 ••• (а—а,„)’»<+’ =
(75) = (2-8,-а) (г —2р.—а)(2-ѵ1-а)И ••• (г— уѵ — а,Рѵ.

Отсюда получаемъ:

/ѵ р., ‘ІІІ = V; $1 -----  р( I , -----  р2 1 ? * ’ * 1 8ІИ ==‘ рѵ

(76) «! = «+§1, •••, ак — а, — а + т,, а,„ = я-Ь7ѵ.

■Остальныя неизвѣстныя количества легко опредѣлятся іізч. п 
уравненій (71) направо. Останавливаться на эгомт. мы не станемъ.

Въ заключеніе настоящаго параграфа разсмотримъ случай, когда 
нѣкоторыя изъ показателей 6Ь )ч, к>, Кт подъинтег-
ральной функціи вт> интегралѣ (42) суть цѣлыя положительныя числа. 
Очевидно, что такой интеграла, содержится ва. слѣдующемъ:

(77) Ѵк — Ф(и) (и —а)'-1 Ѳ,.(и) сіи.
ъ

гдѣ Ог(и) есть алгебраическій многочлена, степени /с относительно и, 
коэффиціенты котораго суть произвольныя функціи 2, а Ф(и) имѣета. 
составъ:

Ф(и) =
(78) = е'г (и —а,/'-’ (и—а*.)1*'-1 (и —йі)^-1 ••• (и — а,,,, )*■»<'-1.

Обозначимъ далѣе чрезъ ФИг интегралъ:

л
(79)
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Тогда по способу, выясненному въ концѣ § 9 главы II, безъ 
груда находимъ:

У — Оо ІУ + 01 іУд-і + Ог ІУ-Н У " ’ У Оп—1 іУд-я—1; (80)

гдѣ Оо, Оі, Оя-і суть извѣстныя функціи перемѣннаго 2.
Формула (80) даетъ возможность найти линейное уравненіе въ 

конечныхъ разностяхъ, которому удовлетворяетъ функція V,. Порядокч, 
его тотъ же, какъ уравненія для ТУ..

§ &•

Обобщеніемч. интеграла (1) служити.:

К =
= I в'г (и—ацУ’к—1 (?г —а1)<*і—1 •••

I,
■ {и—іУ)ле—' (и—х$*~л (« —ш,я)У*—І сіи. (81)

Замѣтимъ, что РУ имѣетъ составъ (2), а а?,, х2, хт прини
маются за перемѣнныя.

Па первыхъ порахъ количества 6„ 62, •••, Ьк, сІА, сі2, •••, <7е, У, 
Х2, •••, Кп будемъ считать отличными отъ цѣлыхъ чиселъ пли нуля; 
тому же ограниченію пусть будетъ подчиняться и сумма ихъ. Къ числу 
дозволенныхъ путей прежде всего принадлежатъ пути съ двойными об
ходами, огибающіе особыя точки: а1; а.,, •••, ак, а1( % •••, ае, а?і, 
■г2, хт подъинтегралыюй функціи:

і>(?С = е'и(м—а,)6'-’••• («—а* )**•—> (и — а,)**"-1 •••

• (и — аеуі~' (и—аг,„)Уі—’. (82)

Но этими путями не исчерпываются дозволенные пути интеграціи 
въ интегралѣ (81). Сюда надо присоединить еще тѣ, которые были 
указаны нами вч, § 1. Разсужденіями, одинаковыми съ тѣми, которыми 
Мы пользовались въ § 1 главы III и въ § 1 настоящей главы, убѣжда
емся, что за основные интегралы можно принять слѣдующую группу:



144

[(л, «а а, л2)], ■■■, [(а, «* «4 а*)], [(а, а, а, а,)], •••,

*' [(^1 ^1 [(*^1 Хт Ж«»)|,

[(«і *і ", «іИ, [<12)]а„ ..., [(81-10)]а,;

[(01)]^, [(12)^, •••, [(9-10)]^.(83)

Кромѣ (83), возможны еще и иныя основныя системы интегра
ловъ. Но выписывать ихъ не считаемъ нужнымъ.

Приступая къ изслѣдованію измѣняемости основныхъ интеграловъ 
(83) въ зависимости отъ непрерывнаго перемѣщенія жп ж2, ж3, •••, ж„, 
въ плоскости перемѣннаго и, мы не станемъ останавливаться съ этой 
цѣлью на тѣхъ изъ нихъ, въ которыхъ пуги интеграціи суть пути съ 
двойными обходами,— такое изслѣдованіе въ сущности дано нами въ 
§§ 2 и 3 главы ПІ. Мы ограничимся разсмотрѣніемъ въ этомъ отно
шеніи лишь остальныхъ изъ интеграловъ (83). Но и изъ этихъ по
слѣднихъ достаточно объпзслѣдовать только [(&/)]«, и

Пріемомъ, изложеннымъ вч> § 2 главы Ш, убѣждаемся, что особы 
мп точками интеграла [(Аг/)]а, могутъ быть лишь такія совокупности 
(ж, ж2 ••• жт), гдѣ оказываются между жь ж2, ж,„ совпавшія или
другъ съ другомъ, пли же съ а,, а2, •••, а,., аи а2, •••, а* и со. Но 
легко удостовѣриться, что не всѣ такія точки суть особыя для разсма
триваемаго интеграла. Въ самомъ дѣлѣ, возьмемъ въ плоскости и осо
бую конечную точку функціи Ѳ (ы), отличную отъ а,, напр.: а'. До
пустимъ, что перемѣнное ж, совершило обходъ въ положительномъ на
правленіи около а' (стержень х{ около стержня а'), между тѣмъ какъ 
остальныя перемѣнныя или сохраняютъ постоянныя значенія, пли пере
мѣщаются какъ-либо въ плоскости и, не совершая однако обходовъ 
около особыхт. точек'Ь Мч), Очевидно, чго ііодьипгегралыіая функція 
въ концѣ движенія пе измѣнитъ своего первоначальнаго значенія;

(84) М = !),/<;).
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Съ другой стороны путь интеграціи въ интегралѣ или
останется безъ перемѣны, или же претерпитъ консервативную де
формацію. Изъ этого слѣдуетъ, что въ концѣ вышеуказаннаго об
хода разсматриваемый интегралъ сохранитъ свою аналитическую фор
му. Тотъ же результатъ будетъ имѣть мѣсто, если нѣсколько пзъ пе
ремѣнныхъ Хі, х2, ■■■, хт совершатъ одновременно въ любыхъ направ- 
леніяхъ обходы около а'. Отсюда заключаемъ, что въ области всякой 
точки (ж, х, ■■■ хт), гдѣ одно или нѣсколько изъ количествъ Хі ж,, •••, 
ж,„ совпадаютт, съ а' и, слѣдовательно, съ любою изъ точекъ а2, 
•••, а„, кромѣ с/.,р интегралъ [(А:/)],, представляетъ функцію однознач
ную. Далѣе, безъ груда убѣждаемся, что для такой точки функція 

конечна, непрерывна и имѣетъ опредѣленныя конечныя первыя 
частныя производныя по жь х2, •••, хт. Все это подтверждаетъ, что 
всякая такая точка является простою для [(&/)]а .

Разсматривая каждое изъ перемѣнныхъ жь х2, х3, •••, хт въ дан
ный моментъ какч, неподвижную точку, мы, очевидно, будемъ имѣтъ 
Дѣло со случаемъ, только что разобранпымъ.

Итакъ, всякая точка (жі; х2 ■■■ хт), гдѣ возможно совпаденіе ко
личествъ Хі, х2, хт только между собою и съ ах, а,, аіг аь а2,
•••, а,_„ ач+1, ■■■, ае, оказывается простою точкой интеграла [(&/)]^.

Остается теперь разсмотрѣть такія точки (ж, ж2 ••• жт), гдѣ одно 
пли нѣсколько изъ перемѣнныхъ совпадаютъ съ а, и со. Для изслѣдо
ванія характера такихъ точекъ поступаемъ слѣдующимъ образомъ. 
Пусть перемѣнное ж, совершитъ обходъ въ положительномъ направле
ніи около точки а,,. Тогда окажется слѣдующее. Путь интеграціи 
останется безъ перемѣны; но начальное значеніе функціи $•(«) будетъ,

.д.(Дс)) въ виду этого, интегралъ [(И)]« преобразуется въ 
[(«))«,■
Легко видѣть, что, если перемѣнныя ж,, ж2, •••, хк одновременно 

совершать обходъ въ положительномъ направленіи около а„ то инте- 
і’ралъ [(/г/)]7 преобразуется въ [(^)]аѵ-

Итакъ, совокупность (ж, ж2 ••• ж„), гдѣ одно пли нѣсколько изъ 
количествъ ж,, жа, ж3 •••, ж„, совпадаетъ сч. а,, представляетъ особую 
Точку [(А/)]а , Точки (ж, х2 ••• ж,„), гдѣ одно или большее число изъ 

ж2, ж,„ совпадаетъ съ со, являются также особыми для разсма
триваемаго интеграла. Въ самомъ дѣлѣ, если ж( совершитъ полный об-

19
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ходъ около и — со въ положительномъ направленіи, то интегралъ 
приметъ форму [(^)]а . Если же перемѣнныя ж1; х2, •••, .гЛ. со
вершатъ въ томъ же направленіи около со полные обходы, то интере
сующій наеъ интегралъ приметъ множитель +^’’. Въ силу
послѣднихъ результатовъ, мы можемъ заключить, что особыми точ
ками для интеграла оказываются обязательно такія системы
(«! х2 х3 х1п), гдѣ одно или нѣсколько изъ количествъ хіг х2 —, х„, 
совпадаютъ съ оэ.

Для окончательнаго уясненія характера этихъ особыхъ точекъ, 
намъ осталось еще найти въ ихъ области представленія интересующихъ 
насъ интеграловъ. Мы начнемъ съ интеграла [(&/)]„ .

Имѣемъ:

[(&)]«,= у^і(м)(м—с/гг ==

ь

— (—1)^+М----Нт—(аг1 — а,)*1-1 •••

* * * (^т СЦ)^/Л

(85) - + (-І)М^ (“)(«-<'<**+•••] ,

ь
гдѣ положено:

Рч-1]
(«2—а,)' "И (іс,„—а, ’(86)



Полагая, что

Ф,(/) = ( — 1)Х,+Х,+-+к,„+/-т л; (и—ад)1 сіи, (88)
ь

соотношеніе (85) представимъ въ формѣ:

[(^]а, — (•'»1-««)Х,'_1 («2-а«)к,_1 ••• («т-а,)хт-’ [Ф,(О) +

+ Ф,(1)+Ф,(2)+- 4-Ф,(04—•]. (89)

Далѣе имѣемъ:

[(^^)]«, — (—1)^'+^’+ ‘■+>,’л —“ ’ аг2^—’ •••

’ ’ * хІп
X,—і ■т

Ли =

• Хт

---- (— 1)Х,-|-Х1-|------ |-Хт—т —1 д^к,—I ,,,

Ь»*—1 І ^(и) йи—Л' &і(и) Ли 4- ... 
к ь ь

... + (—1)! Л/ ^и’&^и) (Іи + ...^ .
ь

При этомъ положено:

(90)
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Пусть

(93) ф' (7) — (_1)Х,+Х.+ - Д' I и'Щи^Іи.
7,

Тогда получимъ:

[(^)]«, — жіХ,_І Ж2Х,_' •” [Ф«(0)+Фі(1)+Фі(2)4—

'94) - +ф;(і) +••■].

Остается теперь найти разложеніе интеграла для весьма
конечныхъ л\, хг, хт.

Имѣемъ:

Г—4-Хт—л» л лл Г 1 _
V «у V и 7[(^)]со

(95)
— м)ч4-Хі4--- +-7ОТ—т (/м _ /д, I іР-'+^+—

і, л,

4- (—1)' О I д, (и) (іи 4- •••,
А

гдѣ прппято:

/Л — [Х1 — 1]/ аз,1 4* + [Мя - 1]< хш‘ 4-

(96) 4- [Хі-1]»-! [Х2-1], «і'-‘я:24-

"■ 4" [^т—1 1](—1 [7>т 1]і Ж^Л_11 4*

При этомъ предполагаются условія, противоположныя (91).
Соединяя вмѣстѣ результаты настоящаго параграфа, приходимъ 

кч> слѣдующему выводу: При всевоэможныхь перемѣщеніяхъ перемѣн
ныхъ ®І( •••, хт въ плоскости и, интегралы системы (83) и, слѣдо
вательно, любой дозволенный интегралъ мѣняютъ вообще свой апалити- 
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ческій видъ; при этомъ новыя аналитическія выраженія ихъ могутъ 
быть всегда представлены линейными и однородными формулами съ по
стоянными коэффиціентами отъ интеграловъ (83).

§ 6.

Вт> этомъ параграфѣ займемся изысканіемъ полной системы диф
ференціальныхъ линейныхъ уравненій, которымъ удовлетворяютъ дозво
ленные интегралы вида (81). Прежде всего вч, числѣ искомыхъ урав
неній, какт> легко сообразить, оказываются т^т~уравненій: 

которыя были даны нами въ § 5 главы III.
Обозначивч. далѣе чрезъ п слѣдующее число:

м — 9+Л+(.і?1 + 1)+(я2+1)+ +(л«+1), 198)

разсмотримъ функцію:

(г(и) — в,г (и— (и—аі:)ьь (и —а, ... (99)

(м—(Х,)йг +'< (м — " (М —ГС2)^’~1 ••• (и — ХтУ'т— 1 .

Взявъ отъ д(и) производную по и, послѣ надлежащихъ пре,образо
навій получимъ:

<ід(и)
(іи

— еп (и—аі),,'~' ••• (и—1---

• •• (и—а'Уе—'(и—х1У"~~п~' (м—х2)^*~- ••• [Л/(и)(и—ж,) •••

• •• (и—жт)-|-(Х1—п) / (Жі) (и—••• («—хт) +
-{- ( а2 — 1і */• (ж2) (и ж|) (и • • • (и хт ) -4- • • •

• •• (X», ■— 1) X (®т) (« ®і) (м хт_і)]. (99)
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При этомъ принято:

(100) х(н) — (м—аі) ••• (м—а*) (у—••• (м— «,)'' + *;
М (и) =

— Ѳ^(и) (м —«і) (м —(и—«])*■+' ••• (?« — «,)’<• Ѣ' 4-

йр(м)(«~аі) (н-а^+^і («“"г) ••• (м-а*)(«“аі)''+’
... (и—а,)'с+ ' 4- 4-(<А+-’і) («~аі) (м“«*) (м—а,)*' •••

• •• (м—а,У«Ѣ 1 4- ••• 4- (Х14-Х24~ • ■ • 4-Хт — п—?п4~1) (и—
... (ы — а*_,) (и-а1)‘‘+1 ••• (и—а,)*е+1 4- (и—а,) ...

• •• (и—а4_2)(и-«,)'■+’ •••
(Ю1) ... (м —а,)'» + 1 [(Хі-п) («! —пі)4-(Х2—1) (хг — ак) 4- •••]

4- (« — «,)•’■+' ... (м—а,)’«+1 [(Хх—«>(0?! — «*.) ••
... (»!—а2)4-(Х2 — 1) (х2—ак) • •• (аг2-а2) 4-

4- (н-«і)'' (и— а2)’*+1 ••• (и-ае)’« + 1 [(X,-гі) (хі—а1.') ...

... (ж1-л1)4-(Х2-1) («г—««•) ••• (ж2-«і) + •••] 4-

4- (X,—») («і—а*) ••• («і~ «і) (я’і-«і)‘' ••• 4-
4- (Х2-1)(а:2-"*) ••• (ж2-яі) (^-«і)''■*■' — (ж2-а')’' +' +

М («), значитъ, представляетъ полиномъ степени п — 1 относи
тельно и.

Принимая во вниманіе формулу:

. (102) м и) = М(х,)+- М’ «•,) 4- - 4-

соотношенію (99) дадимъ слѣдующій видъ:

<!</ (и)
<1и
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= в'Г (?4—<7|)6|—1 — (и—ж2)^’--' (Л/(ж1) (ы—ж2) •••

(и—Жі)2 •••(«—жи)Ч-

------- (ы-Жі)3 (и—Ж2) (ы —жт( Ч------

- + 12-(п-1)~ (и_а'‘)В ••• (М_іСя,) +

+ (л,— я) Х(«і) (« —ж2) ••• (и —жт) +

+ <Ч-1) X (“'г) (м_®і) жз) "• («—+ •"

4- (ХИ- ) Х(а'«<) («—ж1) •" (ы —Жт_і)]. (103)

Умноживъ обѣ части соотношенія (103) на (Іи и произведя ин
теграцію но дозволенному пути Ь, будемъ имѣть:

(Х4—п)х(®і) У е"’(« —а/'-1 ••• («(—«і)6*-' •••

ѣ

••• (г*—ж,)А,—Я_1 (м—ж2)4-> (а—хт)к">~~' •••Ли +

+ 1^2—1) Х(ж») / е"'(м—п/Л-1 ••• («—•••

ѣ

• •• (ы—ж1)^,~'* (?4—ж2)^«—- (и—ж,)^-1 •••(2м +

+ (!,„ —1) х(х'>«)/в'г(м—а,)6'-1 ••• (и-аі-Ус-1 •••

(м—ж1)Л'_" (и—ж2)^~' ••• (и — хтУ»‘—- Ли +

Ч- М(хі) I е'г (Ы—а,)6'-1 ••• («—а*)6*-' •••
л

• •• іи—х.)Ъ-л іи—х2У’~' ••• (и—хтут~' Ли Ч~
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Н I вп (и—а^-1 (и—аі1)'’іі~' •••
л

(и—л,(?і —я,’2)л'_| ••• (и—хт)^т~' <1и Ц-

Л/"—)(Ж1)
1-2-•■(»’-!) / в"'— ••• (и-гі*)6*—1 •••

л

(104) ••• (г«—(и—ж2)^‘_| ••• (и—хм к»—1 <1и — 0.

Изъ этого соотношенія находимъ уравненіе, которому удовлетво
ряетъ функція И (81):

(105)

+ Х(жг)
д"Ѵ 

дх^—' дх2

д"21 Ѵ

№№-,>(хІ)
-Т)

д“Ѵ 
дх^—1 дхт

Изъ уравненія (105) получается еще т— 1 новыхъ послѣ взаим
наго перемѣщенія X, и Л2, и ж2; и Л3, .г, и л3; к, и Л„„ 

г. ... т(гл—1) .х\ л хг„. Эти т уравненія, вмѣстѣ съ---- — уравненіями (97),
составляютъ полную систему уравненія, которымъ удовлетворяютъ доз
воленные интегралы (81). При этомъ полный интегралъ этой системы 
напишется въ формѣ:

V = С1, [(а, а2 ал а2)]+ +С'і [(а, а( а, а,)]4- •••

(.106) ••• +Д [(а, х, а, #1)]+ ••• + Д,, [(", х,„ а, л„,)]+
+ [(01)]а,+/>2 [(1 2)]а,-|- ••• 4-/Л, |(«,— Ю)]а,+

А\ [(ОІНсо+Л*, ((12)^+ - +/1, [(7- 10))^, 

гдѣ С, В, I), К суть произвольныя постоянныя.
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Для случая т — 2, полагая ® и л’2 = у, будемъ имѣть сис
тему трехъ уравненій:

О"— V ----------- 1_ 
дх"~~1

Л/'і (х) О'1— V+(Х,-„+1)_0^-

V 0;

д" V
(.'/)

д"~' V
Оу"- 4

Ж-+і) с)»--’ V
дуп—і

•••-м-ігм»-
дгѴ дѴ

Здѣсь •/,(?/) есть /(«<)> а Ж(м) есть Л/(н) при настоящихъ 
Условіяхъ; что же касается до М2(и), то эта функція получается изъ 
ЛЛ(м) послѣ взаимнаго перемѣщенія )ч и Л2, х и у.

Интеграломъ этихъ уравненій будетъ:

Ѵ= Уе}Ѵ(и — ах 6‘-1 ••• (и — а^»—1 ••• (и—ж)^,—1 (и—Ли. 
ь

Интересны нѣкоторые частные виды уравненій (107). 
прежде всего:

(108)

Пусть

(Ю9)

Уравненія (107) тогда представятся въ формѣ:
20
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а® у а2 у а ѵ(ж-Яц)-^ +(у —((()^—^ - [Ло(.« — «]) + &,ч-Х, + х2 —з] - +

+ (^і — 1) А I7 = 0;

а2 ѵ а2 У дѴ
+ (ж-а') дхду - МоСѵ-«.)+М-а.+х2-з] ~ +

(ІЮ) + (Х.л-1)Л Ѵ = 0;

д2Ѵ дѴ д V+ + -^-=0.

Полный ихъ интегралъ можно написать въ формѣ:
(«а

V = С\ I еА«и (и—а^^ (ы—а?)^1 1 (и—у)^,—1 сіи-і- 
>со

(а( х а, х)

+ еЛ"(м —а,)6'-1 (м—а:)^'—1 (м—у)^>—* сіи -|-
с

(а, ѵ~ау~й]

(Ш) + С3 [е4«” (и—а1)І>>‘~1 (и—х)^-1 (и—у)^"-1 сіи,
С

гдѣ чрезъ і обозначенъ знакъ, противоположный тому, который при се
бѣ имѣетъ дѣйствительная часть 40, а Сг и С3 суть произвольныя 
постоянныя.

Обозначимъ далѣе чрезъ X слѣдующую функцію:

(112)

(».)

С, I в2"" (и—уУ',~' +

И, Дсб
Ѵ2 <«,)

/>( I ез„« ... і (ін
Лх>

(«, X а, X) (а, у <Г, у}

+ С\ рУ"" ••• (и — у)^,~І сіи + С3 / вА,и ••• (и—у)^~' (Іи
С г

(а, х «, х) (а, у а“ у)

4- ^2 I е'ЛпУ *’• (і<—+ С3 I еАп** ••• (и-у)^—1 ііц
г г



Ёсли теперь положимъ:

ч ,У-Х , , , д*Х

— [Л0(аг—я1)-|-А14-к1+^2“3] -г—’і

(УХ + (а?—а,) д*Х 
дхду

~ [-^о О/-Я1) + ^1+^1 + ^2—3] дХ 
ду'

(ПЗ)

К =

то безъ труда найдемъ уравненіе, для котораго функція (112) пред
ставляетъ полный интегралъ:

+ (аз—а,)
(И4)

Очевидно, что это уравненіе принадлежитъ къ извѣстному классу 
Уравненій Монжа.

Другой частный видъ уравненій (107) получимъ, полагая:

Ч — 2, с/, _= (Іг — • • • — (1с = 1; 

к = 81 + 1 — • • • — я, -Ь 1 = 0.
(115)

Тогда будемъ имѣть:

л» V дг V д V^-+^-<24«а!+л-> ■^+2АЛ-і>»'=о.

~ >2Л--’+4') + 2 л- 0-- *П= 0; (, ,0)

(ж-у)
дгѴ 

і)х ду



156

Полный интегралъ :»тихь уравненій можно представить такъ:

(117)

V— С1 і (и—аз)^'—1 сіи 4-
д

4- Сг I ел«Д+Л|И (и —а;)^1-1 (м—у)^‘~1 сіи 4- 
Д

+ С3 I ел»,‘!+-|'"(и —(и—у)^—' сіи.
д

гдѣ Д, Д, И Д суть:

(118) Д зсс (01)^-,, Д (ж)сО’ Д = С7/)со ■

о

Замѣтимъ, что подъ (.г’)^ разумѣемъ путь, выходящій изъ со 
внутри дозволеннаго угла о и приводящій въ со внутри того же 
угла, обогнувъ точку х.

Обозначимъ далѣе чрезъ У слѣдующую функцію:

(119)
4- Д / ел«"’Ѣл'" (ы—аз)^-1 (и—сіи 4- 

Д_____________________________

4- в'1«"‘Ѣ-Ь" (п —а;)^' і -і ,Іи _р
Д

4- сз I ... сіи
___________________ ___

4- С, ] ел"и,+л'м ••• (и—у)^»—1 сіи 
У-,

гдѣ С п Д суть произвольныя постоянныя.
Положимъ далѣе;
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(120)

мз — (х -у)

О2 У
дх .2 х10«+21і)

д*У д2У
ду2 дхду (2-Лоу +А)

ау 
дх ’

а2 у 
дх ду 1" (\г~ 1)

дУ 
ау ’

Легко тогда найти слѣдующее, уравненіе, которому удовлетворяетъ 
функція (119):

(5^)1^-<-4«)ім.+ (^)!м1]=о. (121)

Это уравненіе Монжскаго вида. Функція (119) можетъ быть на
звана полнымъ его интеграломъ.

Пе лишенъ интереса также частный случай уравненій (107),' 
соотвѣтствующій:

9 — 0, «!.— 1, 82+1 — в34-1 — •— «е+1 — 0;
(122)

Уравненія (107) принимаютъ видъ:

02Ѵ , , Ѵ2 д2Ѵ ,

[₽,'-(^+2Хі4-Хэ—4) (а?—а4)-(Х2-1) (у-оц)]

+ (Ч —1) ((А + ^і + л2 —2) I — 0;

4- (х — а,)2
Э27 

дх ду

+ ІР'~(</14-2Х24-Х1 — 4) (у —а,)—(Х1 —1) (®—«і))——И

4- (Х2 —1) — V = б; (123)
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Полный интегралъ такой системы напишется въ формѣ:

Г=с,/.
Л

4-

(124)

+

гдѣ принято:

(125)

Обозначимъ далѣе чрезъ слѣдующую функціи»:

. к , з:
-|- С'.х I е '2| ••• (и—уУ',~' <1и + С9 / е "_аі ••• (и—(Іи 

Г' 'г__________________ •__________
з: , г з:

1)г / е м~“' ••• ' сіи + | е ••• («—у)^—1 (Іи
ц 'к

а чрезъ Д„ Д2 и Д3 выраженія:

, х. , ч„ <)»2,Д, +(у-«,)зг-^ +

[^-(</,+2Х1 + к4-4) (®-«,)+(Х(-1) О/—а.)]
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(127)

служитъ полнымъ интеграломъ уравненія Монжскаго типа:
2

+

(128)

Результаты, добытые нами въ настоящемъ параграфѣ, относятся 
также и къ тѣмъ случаямъ, когда нѣкоторыя изъ количествъ Ьі, Ь., •••, 
&*, ^2) •••, А,л, (1і, (і.,, ■■■, (Іе суть цѣлыя отрицательныя числа или
нули. Случаи же, когда нѣкоторые изъ этихъ показателей суть цѣлыя 
положительныя числа, содержатся въ слѣдующемъ интегралѣ:

в’и (ы —а^-1 ••• (ы —а*)6* ~ 1 (ы —а1)йі—1 •••
••• (м —(и—1 ••• (гт —ж„,)^т—1 Ѳѵ (») (129)

гдѣ Ѳѵ (и) есть полиномъ степени ѵ, коэффиціенты котораго суть нѣко
торыя функціи перемѣнныхъ ж2, •••, хт.

Обозначимъ чрезъ К функцію:

^2 — / —а1)ь,—1 (ы —а* )(,т ~ ’ (м —а,)*-1 •••
(и —а, (и—х,)^-1 ••• (и—хтУ'т—' (Іи. (130)

Тогда убѣдимся по пріему § 8 главы II въ справедливости соот
ношенія:

ѵ, = Р,к, + р, 4^+... + д,^ +
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(131)

Формула (131) обнаруживаетъ, что и функція И, удовлетворяетъ 
также системѣ — (ІП+В. уравненіи, которую легко получить изъ си- 

стемы уравненій для 72.
Въ заключеніе этого параграфа, воспользуемся соотношеніемъ 

(104) для вывода т уравненій вт> конечныхь частныхъ разностяхъ. 
Для этой цѣли положимъ въ немъ:

О.’і ----  Рі, Я?2 -----

(132) Л| Н ------- 2^, />2 И ------ 2?2, Л ------- %№•

Въ виду этихъ равенствъ, соотношеніе (104) напишется въ 
формѣ:

2іХ(Рі> / в,г(«-а,/--1 ••• (и-акУ‘к~‘ (и-а^-1 ■■■

■■■ (и—р,)2'(и —Р2)т,+"_1 ••• («—(3,„)*«>+Я_І сіи 4-

+ (гі+м- 1) Х(₽г) е’г — ■■■ (и-аі)''к-‘ (и — ^У' 1 •••
ѣ

• (и — р,)ь (м —р2)г’+п~-' (и —133)г,+"-1 ••• сіи 4-

+ (2т + п-1)х (Р«) [в'г(и-а1у-' •••

■ («—₽,)'■•••(«—₽т)'«>4"_2 сіи +

4- Л/2 <р,) в'ѵ(и-аУ)'1'-' •••(«—• ••(и — Рі)‘1(«-Р2)г’+Я_1 ■•■сІи+
ь

+ М\ (р,) Уе'к(м-а,)'''-‘ ••• (м-а,)»*-’ (и-р^-Н (и-р2)1«+-'‘-‘ •••
Л

• •• (и—р„,)г«>+»-1 сіи 4-

(133)......................................................................
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••• (ы —... (и — р,,,)2»»*"-1 сіи = 0.

Замѣтимъ, что Л/2(ы) есть Л/(и) послѣ замѣны въ немъ Л,, л2, •••, 
ірезь г,, 22, 2т, а х1г хш чрезъ р,, |32, $т по фор

муламъ (132).
Полагая, что:

г,/ е,г(ы —а,/"—1 (и-ац)^-' (и-а^-1...
1

"• —Р1)2‘ 1 ••• (и—₽,п)‘>»_1 сіи, (134)

соотношеніе (133) представимъ въ формѣ.

гі X «,+», ■-, г,Л-|-я 4~ (г2~^~П~ 1) X 1 Рз) ^г,+1, г,4-я—1, г,+», — 4* •••

••• + (2,„ 4- м-1)х(₽>») 4-1, «,4-Я,4-

+ ЗДі) К,+І1 гі+„,,и +„ 4- /Л1+21 ,т+„ 4- • ■ ■

(135)

Изъ этого уравненія получатся еще т—1 новыхъ послѣ взаим
наго перемѣщенія количествъ: г, и г2, и р2; г, и г3, и р3; 
2і и 2т, И |Зт.

Эти послѣднія уравненія, вмѣстѣ съ соотношеніями (99) преды 
ДУЩей главы, составляютъ полную систему уравненій, кото-и
рымъ удовлетворяютъ дозволенные интегралы вида (134). Легко напи
сать полный интегралъ такой системы.

§ 7.

Въ предыдущихъ главахъ нами данъ новый методъ образованія 
нѣкоторыхъ дифференціальныхъ и разностныхъ уравненій, интегриру

21
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емыхъ посредствомъ опредѣленныхъ интеграловъ. Этотъ методъ приво
дитъ къ весьма общему способу преобразованія уравненій *). На выво
дѣ этого послѣдняго мы и остановимся теперь.

Остановимся прежде всего на соотношеніи (99) главы II. Легко 
сообразить, что его можно представить слѣдующимъ образомъ:

<р(и)(и-а:) = |ф(») (»-®)+(Х-п) ф(м)]

гдѣ принято:
<р(и) = (и—а^ (и—а2) ■■■ —

ф(и) — (и—а,) (и — ап) + •• + 6» («—а») (и —

(137) д(и) — (и—аі)ь> (и — а2)ь‘ ••• (?«—«„)'ъ (и—аз)^~" .

Замѣнимъ въ формулахъ (136) н (137) количества 61( Ь2, •••, Ь„ 
и X послѣдовательно чрезъ Ьх—1, Л2 —1, •••, —1 и X — 1; будемъ
имѣть:

ср(«) = (и—а^ (и—а2) ••• (и—а„);

ф^м) —(&! —1) (и—а2) ••• (н — а„)+ ••• +(Ь„ —1) (и—«,)••• (и—а„_і);

(138) Уі(и) =(/!■ —а (п —а2)''"~1 ••• (н—а„)4»-1 (?4—аз)^-"”1.

Что же касается до уравненія (136), то оно напишется такъ:

(ы-аз) - = [фі(ы-яз) + (Х-п-І)ср («)!</,(«).
(‘ЗУ)

Умноживъ обѣ части этого уравненія на сіи и взявъ отъ полу
ченнаго результата интегралъ по дозволенному пути X, получимъ:

и — Г^и^д^иуім.і
При помощи

дадимъ видъ:
интеграціи по частямъ послѣднему соотношенію

*) Аналогичнымъ методомъ пользовался ещо Лагранжъ въ 
МіясеІІапеа Таигіпепзіа, іоіпиз III. 1762—1765. р. 182.



Такимъ образомъ мы пришли къ соотношенію (102) главы II, изъ 
котораго весьма просто находится гипергеометрическое уравненіе, 
а также уравненіе въ конечныхъ разностяхъ той же главы.

Уравненіе (139) можетъ быть представлено вгь другой формѣ, 
которая для нашихъ цѣлей имѣетъ важное значеніе.

Полагаемъ:
Уі (и) — 2 (и—х)к-п-і, (142)

гдѣ X имѣетъ составъ:

/ = (и —а, )6'—1 (г/, —... (?< —а,,)^ —\

Тогда уравненіе (139) приметъ форму:

<р(н) (м — <12 
сіи = ф, (и) (и—х)^~а 2,

пли послѣ сокращенія на (и—®)к_":

(142')

(143)

(144)

Такимъ образомъ уравненіе Ь. Росііііашшег’а получается изъ 
Уравненія (144) при помощи преобразованія:

у — (и—х')^~1 2 сіи-.
і. (145)

Аналогичнымъ путемъ уравненіе въ конечныхъ разностяхъ главы 
П получается изъ (144) посредствомъ преобразованія:

17» = ] (и—а)г~' 2 сіи. (146)
л

Оперируя подобнымъ же образомъ надъ соотношеніемъ (30) главы 
IV, приходимъ къ выводу, что уравненіе С. ЛогПап’а получается изъ 
Уравненія:
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(147) 0(м)-§ = Д,(«^1,

гдѣ 7?,(п) есть /?(?<) послѣ замѣны въ этомъ послѣднемъ полиномѣ 
6,, Ь2, —, к,„ н X соотвѣтственно чрезъ 6,—1,6ц—1, •••, к,„—1 
и а —1, при помощи преобразованія:

(148) Уі = / («—ж)^-' /, <іи.
і.

Изъ того же уравненія (147) получается и уравненіе (43) главы 
IV посредствомъ преобразованія:

(149) 77» = ^(и—а.у~'21 (іи.
ь

Такимъ образомъ выяснена тѣснѣйшая связь между уравненіями 
Ь. РосЪЬашег’а, Тіззоѣ и Лопіап’а с/ь одной стороны и линейнымъ 
разностнымъ уравненіемъ съ линейными коэффиціентами съ другой.

Изъ того же уравненія посредствомъ преобразованій:

(150) 77, = I (и —... (м —«т),'т~1 /, (/и
і.

и

(Р’1) 77»,,»,..., ,т = (и-Лі)*-’ ••• (и — ат)гт-' 7ѵ<1и
ь

получаются тѣ полныя системы дифференціальныхъ и разпостныхъ 
уравненій, которыя были найдены нами въ предыдущемъ параграфѣ.

Въ заключеніе примѣнимъ результаты настоящаго параграфа къ 
интегрированію уравненія:

(152) (аіо-ЬДж) 5x4*Мі+7?,.».') 77»^.І4- +(ЛЯ-|-Д,зг) I — 0.

Мы знаемъ, что интегралъ его можетъ быть представленъ в’Ь 
формѣ:
(153) #» = /ѵ’-'Дѵ)^,

гдѣ /'(у) есть интегралъ нѣкотораго дифференціальнаго линейнаго одно
роднаго уравненія перваго порядка сь раціональными коэффиціентами.
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Внеся выраженіе (153) въ уравненіе (152), будемъ имѣть:

(А + Д«) «/ѵ + (Л, 4-Б(0;) ^ѵг/(ѵ) +
л ь

••• + (А-НА а?) ( ѵг+и-' /(ѵ) А = 0. (154)

Интеграціей по частямъ это соотношеніе преобразуемъ въ слѣ
дующее:

/ {«(А+А”+А«2+ ••• +А ѵя) ~ (155)

[А+(А~А) ѵ-Н(А'-2АН'2+ ••• +(А-»&)««]) <1ѵ = 0.
Выберемъ / (ѵ) такъ, чтобы имѣло мѣсто:

і? (Д, + Д ®4---- НА ѵ") ~ А+(А - А) ’’ 4—
--Н (А-пД)^”. (15&)

Будемъ различать два случая: 1) корни полинома —
г Лнѵ“ (Дй?0) различны и 2) этотч. полиномъ содержитъ крат

ные корни.
Предположимъ, что въ первомъ случаѣ:

Д+Дѵ-НДѵ2~Н ••• -нДѵ" — Д(ѵ —8Х) ••• (ѵ —3„).

Тогда уравненіе (457) можно представить вч. формѣ:

<1ѵ '*- + \ + А +-..+-Ѵ- V V — О, V — О., V — 6„ ’
гдѣ [Д||( [11( |АП извѣстныя постоянныя.

Общій интегралъ уравненія (158) есть:

До) = Сопаі. оі1» (ѵ —(о —32)І1> ... (ѵ—й„)Р«.

(158)

(159)

Искомые интегралы уравненія (152) напишутся вч> формѣ:

Г, = ? / ѵМі'-|(о-о1)Р-' (ѵ-32)^ .•• (ѵ-3„)^ А. (160) 
Л

гдѣ (7 есть произвольное постоянное или произвольная періодическая 
функція сч. періодомъ единица.
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Допустимъ во вторыхъ, что интересующій насъ полиномъ имѣетъ 
составъ:

(161) ... +В„ѵ" — В„ (с —8,)'- (гі —32)'= ••• (ѵ—8*)'*,

гдѣ принято:

(162)

Въ этомъ случаѣ уравненіе (156) напишется такъ:

ми]\ѵ') _р_ , «<■ , «/,-■ , ... , «і
сіѵ ѵ (і)—о,)'' (ѵ—81),'—1 ѵ—8,

+ 7-Д-г + + ••■ + ...^7Г + ■
(«—02/« (ѵ—02)‘>-‘ і>—о2

(163).............................................................................................

4- 4- Х,*-і__ 4- ... 4----- Ь__.
(ѵ—8*)4 (ѵ-8*/*-‘ «-3»

Общій интегралъ этого уравненія представится такъ:

(164) ./(ѵ) — Сопяі. е'і'>ѵ?(ѵ—Ь1)а< (о — 32)?> ••• (ѵ — 8*/',

гдѣ положено:

____ Ч __ _ ^і,-і______
((,-2; (ѵ-З,)'--’

(165) .............................................................................

_____х*__  Х/А,—і х2
(7,Л.- 1) (г—8<-У»-' (/*—2 (о—8*)'*-2 ѵ—8* ’

Искомые интегралы уравненія (152) заключаются въ выраженіи:

(166) (7Г = С I'«’*’• ѵр+®_| (ѵ —8|)*' (ѵ—32)ІХ ••• (г>—6*)Х </о.
А
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§ 8.

Въ этомъ параграфѣ мы остановимся нѣсколько па тѣхъ уравне
ніяхъ, которыя разсматривались Е. Сгоигваі *) и II. А. Некрасовымъ2). 
Намъ достаточно ограничиться случаемъ уравненій, служившихъ пред
метомъ изслѣдованій русскаго ученаго, такъ какч> уравненія, разсмот
рѣнныя имъ, представляютъ значительное обобщеніе уравненій СІоигваі.

Предварительно найдемъ уравненіе, которому удовлетворяетъ 
функція II. А. Некрасова:

(з—з,)^-' (з—з2)А>-' ... (а—г*)**-'

X (з—Е)?_| т

Р| %------ 1_ 4-X (г— (З-тр* 2-г()Ч
«■і «ч «Г4-X (г —1 (2-С)г (167)

Возьмемъ производную но 2 отъ этого выраженія. Будемъ имѣть:

(ІХ

7,1 2«2 1>ир
(2-4)2 (г-Е)3 (г-;)₽+'

2ѵ2
(г-Ч)2 (г-т,)3 (2-4)»+’

«а 2гс2 ГІѴг
(2-С)2 (з-С/ (2-СГ+1

*) „8иг ипе сіазве <іев іопсііопз гергёаеиіёев раг (іез іпіё&гаіев 
<іёйпісз“. Лсіа Маіііеіпаііса, 2: 1. Вегііи. Віоскіюіт. Рагіз. 1883.

2) „Дифференціальныя линейныя уравненія и пр.‘‘.
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Полагая далѣе:

(169) )і==і_і + (р+і)+((г+і)+(г+і) + ....

(170) -/„(г) = (х-х2) (2-х,) • •• (х —х4) (х—&)р+‘ (г-^)«Ч-> (х—С)’+‘ • •;

Х«-і(г) = (^-1) (г-2,) ••• (х-хі) (х-^рі-1 (г —■ф,+| (х-С)’Ч->... +
*****................................••••••••••• т «

+ (к; -1) (х-х2) (х—х*_,) (х— $)р-Н (х — 7])’+‘ ) (х— С)г+‘ •••

+ («-!) (г-г2) ••• (х-х*) (х-$Х (х-?))«+1 (г-С)''+‘ ... +

(171) + (6—1) (х —х2) ... (х—2*).(х —$)₽+' (г—гі)ч (х—С)г+’

будемъ имѣть:

(172) Х»(г) ~ Кхі-1) Х»(2)+(г-г'і)Х»-і(г)]/(г)-

Внеся въ уравненіи (172), вмѣсто Л(, )ч—п, получимъ:

(173) (2-2^ /„(г)с^' — [()>!-»-1) х«(2)+(2-х1) х»-і(2)]Л(г),

гдѣ Д(х) есть Д?) послѣ замѣны въ этой послѣдней функціи Л( 
чрезъ X,—п.

Умноживъ теперь обѣ части соотношенія (173) на сіи и взявъ 
отъ полученнаго результата интегралъ по дозволенному пуги Л (въ 
смыслѣ II. А. Некрасова), найдемъ:

1.

(174) = / [(А-п-1) х«(2) + (2-21) X—1(2)]/Нг^х.

При помощи интеграціи по частямъ получаемъ:

(175) I ](Х»(2)+Х'і-і(2)) (г-хО-НОч-н) Х«(2)]/і(2) </г=0.
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(176)

Пусть
х»(2)4-х»-і(2) = ѳ(2);
х» (2) = &(2)-

Тогда соотношеніе (175) можно написать въ формѣ:

или

ЙтЗн + Л-"> -ТГГ-](177')
*=0 ѣ

Полагая
(178)

соотношенію (177') можно дать форму:

уг. г
4=0

Ѳ<*—1 (й,) 
(*-1)! + О'і~п) дл~ку =0

021я—і (179)

Остается теперь только найти выраженія для ... А®!
дг^- дг^ 

въ зависимости отъ •••, и внести ихъ въ соотношеніе
ах ах- ах”

(179): тогда мы получимъ то дифференціальное уравненіе, на которое 
сдѣлалъ указаніе II. А. Некрасовъ въ своей работѣ. Насъ интересуетъ 
тутъ то обстоятельство, что это уравненіе получается съ помощью 
указаннаго преобразованія пзъ уравненія линейнаго перваго порядка 
(173), коэффиціенты котораго, будучи раціональными функціями отъ и, 
могутъ быть любыми функціями перемѣннаго х.

Полагаемъ далѣе:

/і(г) = (г-г1)1.-'->/2(2). (180)
Внеся это выраженіе для /(г) въ уравненіе (173), будемъ имѣть:

Х»(г) (2-г1)х,_я -‘У = X—> (2) (2-2і)Х‘“”/а(2), (181)

«ли по сокращеніи на (г—21)>ч"я:
22
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(182) /„(г) = Хп-і (2)/2(з).

Мы приходимъ такимъ образомъ къ выводу, что па классъ диффе
ренціальныхъ уравпепій, изысканіемъ которыхъ занимались Е. Сгоигааі 
и II. А. Некрасовъ, надо смотрѣть какъ па уравненія, получающіяся 
пзъ уравненій вида (182) послѣ слѣдующаго ряда операцій: умноженія 
на (з -21)х,"ие/м, интеграціи по дозволенному пути Ь и, наконецъ, за
мѣны частныхъ производныхъ •••, ихъ выраженіями въ

зависимости отъ . При этомъ, интегралы искома; ’ <1х- <1хп ‘ г
мыхъ уравненій выражаются такъ:

(183)

ГЛАВА V.

Свойства интеграловъ /(и) сіи,

ѣ

/(и) сіи, у е /(и) сіи, 

л

а3)*і_|... («—1 /(и) сіи.

Преобразованія дифференціальныхъ линейныхъ уравненій однородной фор
мы съ раціональными коэффиціентами другъ въ друга при помощи интеграла 
^(и—я)к—і/(и) сіи. Сведеніе линейныхъ разностныхъ уравненій съ раціональ- 

л 
ными коэффиціентами къ дифференціальнымъ линейнымъ уравненіямъ; интегриро
ваніе въ окончательной формѣ нѣкоторыхъ изъ нихъ.

Приложеніе метода опредѣленныхъ интеграловъ къ совокупнымъ системамч. 
дифференціальныхъ и разностныхъ линейныхъ уравненій съ раціональными ко
эффиціентами. Сведеніе смѣшанныхъ линейныхъ уравненій къ линейнымъ диффе
ренціальнымъ уравненіямъ.
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Примѣненіе метода опредѣленныхъ интеграловъ къ интегрированію нѣкото

рыхъ линейныхъ обыкновенныхъ разностныхъ уравненій, коэффиціенты которыхъ 
зависятъ отъ трансцендентныхъ и числовыхъ Функцій.

Полная система дифференціальныхъ линейныхъ уравненій съ частными 

производными, частные интегралы которыхъ выражаются въ Формѣ: 

у*(и—1 (ц—д:2)Х1—1 ... (и—Ят^т~ ’/(“) &и- 

ѣ

Полная система линейныхъ уравненій съ конечными частными разностями, 
частные интегралы которыхъ выражаются въ Формѣ

(и—а,)®.—і (и—а2)аіі—’... (и—ат)хт —1 )(и) <1и.
і.

Два послѣдніе параграфа обнаруживаютъ, что расмотрѣнныя до 
сихъ поръ уравненія суть преобразованія [1)іе ЕиІег’зсЬе ТгапвГог- 
пгігіе—по терминологіи 8с1і1е8Іп§;ег’а *) и Іа ігапаіогтёе (1’ЕиІег— 
но Ріпсііегіе’ю2)] дифференціалыіыхч. линейныхъ уравненій перваго 
порядка съ раціональными коэффиціентами при помощи;

у = (м—х)к~1 •ф.і) Ли;
ь

У = I (и — х,)','’~І ••• (и — Хт^т-'г^и) Ли;
і

их = I (и—а)*-1 т;(м) Ли; (1)

*) „ІіеЪег (Ііе Іпіе^гаМоп Ііпеагег ііошо^епеп ВійегеіНіаІ^ІеіеЬип- 
&сіі (Іигсіі (Іиа(1га1игеп“. СгеІІе’э Лоигпаі, Віі. 116, 1896. 8.97 — 132. 
„2иг ТЬеогіе сіег Еиіегзсііеіі ТгапвГогтігіеп еіпег Іюто&епеп Іінеагеп 
ВііГегепІіаІ^ІеісЬип^ <1ег ЕисЬза’сЬеп Кіаазе'*. ІЬісіет, В<1. 117, 1897. 
в. 148—167.

. 2) „8иг Іа ІгапаГогтёе (ГЕи1ег“. Сгеііе’з Доигпаі, В<1. 119, 1898. 
р. 347—349.
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У»,,®,,= / (?«-а1)®'-'І(м-а2)»>-і ... (гі-ат)гт-' т](и) Ли, 
ь

гдѣ тДи) есть интегралъ преобразуемаго уравненія.
Для полученія болѣе общихъ результатовт. намъ надо предвари

тельно заняться изученіемъ интеграловъ:

ѵ / (и—хУ"~'/\и) Ли-,
д

V — I (и — 1 (и—хт)*-т-' /(и) Ли-,

(2) иг — I (и—а)х~'/(и) Ли-
ь

ІЛх,,х,, —ух,,! — (и ^і)^1 1 *•* 1 У(^) Ли,
ь

гдѣ /(&.) какая-либо функція перемѣннаго и съ изолированными особыми 
точками. Предварительно остановимся на изслѣдованіи свойствъ перваго 
изъ интеграловъ (2). При выборѣ путей Ь, мы должны имѣть въ виду 
требованія, указанныя въ § 1 главы ІІ-й. Искомыми путями прежде 
всего будутъ пути съ двойными обходами, огибающіе особыя точки 
подъинтегральной функціи. Если же составъ послѣдней таковъ, что 
указанные только-что пути пе исчерпываютъ дозволенныхъ путей въ 
плоскости перемѣннаго и, то тогда придется прибѣгнуть и къ инымъ 
путямъ, какъ, напр., выясненнымъ нами въ § 1 главы IV, или тѣмъ, 
которыми пользовались Ріпсііегіе 1) и Н]. Меіііп

Обѣщаясь представить подробную разработку дозволенныхъ путей 
во 2-й части своей работы, здѣсь мы изучимъ интересующій пасъ ин
тегралъ въ предположеніи, что Л суть пути съ двойными обходами. 
Обозначимъ неподвижныя особыя точки подъинтегральной функціи чрезъ 
(іі, а>, а3, а„ и сю.

•) „8и11е Гипгіопі ірсг&оошеігісііс ^енсгаііх/аіс1'. Кеші. Пеііа К. 
Ассаіі. ііеі Еіпсеі. Ѵоі. IV, Гавс. 12—13, 1888.

2) „Оіп (Іеііпііа іпіе&гаіег, ііѵііка Гог оЬог^гііпааПі ѵііхапйо • ѵііг- 
ііеп есі.“ Асіа Зосіеіаіів Ксппісае, 1. XX, 1895. р. 3—39.
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Допустилъ, что каждая изъ этихъ послѣднихъ такого характера, 
что, послѣ обхода около нея перемѣннаго и въ томъ пли другомъ на
правленіи, функція /(и) (соб. опредѣленная ея вѣтвь) мѣняетъ свое 
аналитическое выраженіе; при чемъ, порядокъ обходовъ около двухъ ея 
особыхъ точект. не вліяетъ на ея окончательное значеніе.

Будемъ теперь, какъ и раньше, придерживаться обозначенія:

(“р. “ѵ у. Ч)
(и-х)х-г/(и) <йі = [(ар. аѵ а„)]. (3)

С
При этомъ мы предполагаемъ, что (и—,т)Л ' / («) есть опредѣ

ленная вѣтвь подъпнтегральной функціи, а именно, то ея аналитическое 
выраженіе, которое для м—с принимаетъ опредѣленную величину (прп 
опредѣленномъ значеніи х):

(с—ж)*-1 /(с) = <ро(с) • (4)
Интегралъ (3), въ виду извѣстной теоремы Саисііу, (прп посто

янномъ х) не зависитъ отъ начала с. Поэтому значеніе интеграла со
храняется, если точка с перемѣщается въ плоскости перемѣннаго и, не 
встрѣчая на своемъ пути особыхъ точекъ функціи:

'р(и) = (и-а;)х-і/(ы)- (о)
Замѣтимъ, что, при этомъ, надо имѣть въ виду относительно на

чальнаго значенія ср(м) для новаго положенія с тѣ предостереженія, 
о которыхъ говорилось въ § 1 главы II, когда шла рѣчь о гипергеомет- 
рпческпхъ интегралахъ. Интегралы вида (3) [интегралы, взятые по 
простымъ путямъ съ двойными обходами] подѣлимъ на двѣ категоріи,— 
но-первыхъ, интегралы, гдѣ пути интеграціи огибаютъ неподвижпыя 
особыя точки (неподвижные стержнп) подъпнтегральной функціи и, 
во-вторыхъ, интегралы вида [(я^ х ж)]. Изъ интеграловъ первой ка
тегоріи, очевидно, достаточно ограничиться подробнымъ изслѣдованіемъ 
[(а, я2 а, а2)].

Легко видѣть, какъ и въ случаѣ интеграловъ, изученныхъ нами 
въ предыдущихъ главахъ, что всякая точка плоскости перемѣннаго 
и, не совпадающая съ я„ я2, •••, я„ п со, оказывается обыкновенной 
точкой интеграла [я, я2 Я| я2)|.
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Разсмотримъ далѣе какую либо изъ точекъ: а3, а4, •••, а„, напр.:а3. 
Пусть перемѣнное х въ плоскости м совершило въ какомъ-нибудь на
правленіи обходч, около а3 (стержень х около стержня «3). При этомъ 
предполагаемъ, что замкнутый путь, описанный перемѣннымъ .т, не со
держитъ внутри себя иныхъ особыхъ точекъ подынтегральной функціи, 
кромѣ а-з. Тогда произойдетъ слѣдующее. Функція ср(гі) не измѣнитъ 
своего аналитическаго выраженія. Что же касается до пути интеграціи 
въ [(«] а2 а,. «2)]> то онъ или совершенно пе измѣнится, или же пре
терпитъ консервативную деформацію. Отсюда въ правѣ заключить, что 
интегралъ [(«, ах «,)] въ области а3 представляютъ функцію одно
значную перемѣннаго х. Далѣе, безъ труда убѣждаемся, что для точки 
<7.3 этотъ интегралъ конеченъ и имѣетъ опредѣленную производную. 
Это же равносильно тому, что [аг а2 «,)] въ области а3 и, слѣдова
тельно, въ области любой изъ точекъ а3, «4, •••, а„ представляютъ
функцію голоморфную. Итакъ, всякая точка плоскости перемѣннаго и, 
не совпадающая съ а,, «2 и со, оказывается простою точкой разсмат
риваемаго интеграла.

Остановимъ теперь свое вниманіе на точкѣ а,. Положимъ, что 
перемѣнное х совершило обходъ около а, въ положительномъ направле
ніи. Тогда путь (а,) преобразуется въ Л, а (ж) въ А (см. черт. (8)), 
и интегралъ [(«, а2 а{ а2)] обратится вт> [Л«2 А «2)]. При этомъ, 
путь А эквивалентенъ (ж х). Раскрывая символъ [(Я а2 А 
будемъ имѣть:

[(А а2 А а2)] =
(Л) (а,)

(6) = (и-ж)1-' [/(«)-/2(м)]- У(«-®)Х_1(Л«)-А(м)] <4

С 
гдѣ />(%) есть значеніе /(«) послѣ обхода перемѣннаго и около точки а2 
въ положительномъ направленіи.

Легко далѣе обнаружить, что 
(Д> («)

У ((4-ж)х-'[/(іг)-/;(м)]Лн— I (и-а;)*-' [(/'(«)-/2(«))-

)]<?«* +
(7) .

+ е-ІіХ' / (и-х)^~‘ [/(ы)-/2(«)| (Ги.
С

Замѣтимъ, что /і(м) есть /(и) послѣ обхода перемѣннымъ и 
точки «і въ положительномъ направленіи, а Уі2(м) представляетъ ту



175

же функцію Ди) въ концѣ обхода этилъ перемѣннымъ точекъ аг и а2 
въ таковомъ же направленіи.

Внеся выраженіе (7) ві. соотношеніе (6), получимъ:

[(-1 «2 ^2)] --
(а, аг а, а,) (а, х а, х)

= У (и-а)1-1 /(и) Ли - (и-®)*-1 [Ди)-Д(и)] сіи. (8)
С с

Къ аналогичному выводу мы пришли бы, если бы допустили, что 
перемѣипое и совершило обходъ около точки а, въ отрицательномъ 
направленіи. Пусть теперь х совершитъ обходъ въ положительномъ 
направленіи около точки а2. Тогда интегралъ [(а, «2 а, я2)] преобра
зуется въ [(а, А' ах Л')].

Это же послѣднее выраженіе въ раскрытой формѣ напишется:

[(«і А' аі -4')] =
(а, а, <і, а,) (а, х а, х)

— ) /(и)Ли + [ (и—ж)^-1 [/(«)—Д(«*)] (9)
С с

гдѣ Д(и) есть Ди) послѣ обхода перемѣннаго и около и, въ положи
тельномъ направленіи.

Если же х обогнетъ и — со въ положительномъ направленіи, то, 
очевидно, интегралъ [(я, я2 а, я2)] преобразуется въ [(«, а.гаіЛ^\. 
Предыдущій анализъ приводитъ насъ къ заключенію, что единственными 
особыми точками интеграла [(Д я2 а, я2)] служатъ яъ аг и со. Не 
требуетъ особаго изслѣдованія въ этомъ направленіи интегралъ 
[(<іі го я, со)], — особыми точками его служатъ я( и со.

Пзъ интеграловъ второй категоріи мы остановимся лишь на ин
тегралѣ [(«! х а{ ж)]. Разсмотрим'ь какую-либо особую точку функціи 
Ди), напр.: а.,. Предположимъ, что перемѣнное х совершило обходъ 
въ положителыіом'ь направленіи около точки я2. Послѣ обхода контуръ 
(ж) приметъ положеніе X (см. черт. 10), эквивалентнаго:

X -= («г2 х а2). (10)
Интегралъ [(я, х а, ж)], слѣдовательно, приметъ новую вѣтвь 

[(«і X а.і .V)], которая можетъ быть выражена слѣдующимъ образомъ:
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[(а, Ха, X)] =
(«О (Л)

(11) =(1—е2"^') I (и—хУ~‘/(и) сіи—^и—хУ~,[/’(и)—/1(и)](Іи.

Далѣе, имѣемъ:
(X) (о,)

У« - х)х~1 [/(и) -у; (и)] сІи=(1- (и-хУ~' (/(и) -/,(«)] сІи+
С с

(X)

(12) + /(и-®)^’ [/2(и) -/12(и)] сіи.
С

Въ виду формулы (12), соотношенію (11) дадимъ видъ:

[(«і Ха, X)] =
(а, х а, х) (р, х а, х)

(13) = I (и—хУ~‘У(и) сіи—^и—хУ~‘[/(и')—Уі(и)]сІи.
с с

Положимъ теперь, что перемѣнное х совершило обходъ въ поло
жительномъ направленіи около точки а,. Тогда разсматриваемый инте
гралъ приметъ новое аналитическое выраженіе [(А А’ А А)] (см. 
черт. 11), которое вч, раскрытой формѣ напишется такъ:

[(А X А X)] =
(Л) (-Т)

(14) = (1-в™Хі) ^и-хУ*-’У(и)сІи-^(и-хУ~ [/(и)-/^)] сіи.
С с

Но имѣемъ:
(Л) С«,) (а, х <1, х)

У (и—х/-1/(«) = ] (и—®)Х_1 /(и)сІи- ^(и—х)^-‘/(и) сіи,
С С с

(*)

У(и-хУ~' [/(и)-/і(и)]сіи =
С

(а, х <г, х)

(15)

(16)
(X)

— $(и-хУ~' [/(и) -/■1(и)]</и4-е'-’іХ‘ §(и-хУ~' \Яи)-У&)\Ли.
С с

На основаніи формулъ (15) и (16) соотношеніе (14) представится 
слѣдуюіцимъ образомъ:
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(а, х «| х)

[(4 X А X)] = е2Я^' ) (и — х)>'—‘У1(и') (Іи. (1?)
С

Изъ предыдущаго мы заключаемъ, что особыми точками интеграла 
[(«! х сіі ж)] служатъ: а() а,, а3, •••, ап и со.

Добытые нами результаты позволяютъ намъ сдѣлать слѣдующій 
выводъ; любой изъ интеграловъ, взятыхъ по простому пути съ двой
нымъ обходомъ, послѣ всевозможныхъ перемѣщеній перемѣннаго х въ 
плоскости и можетъ быть представленъ линейной и однородной форму
лою съ постоянными коэффиціентами отъ интеграловъ по тѣмъ же 
путямъ, подъинтегральныя функціи которыхч. представляютъ различныя 
вѣтви функціи ср (м) (5).

Легко теперь обнаружить, что интегралы вида [(а^ аѵ)] 
могутъ быть выражены чрезъ интегралы вида [(а^ х а,хж)]. Въ самомъ 
дѣлѣ, имѣемъ:

[(яр. аѵ (іц аѵ)] =

гдѣ /ѵ(«) есть,/'(и) послѣ обхода перемѣннымъ и точки а7 въ положи
тельномъ, направленіи.

Далѣе, имѣемъ:

(1 — е2”^*) \ /{и)йи — / /(и)(1иА-
С с

(X)

+ / [/■(«)-Л(и)1 (19)

/(») (Іи +

(20)

Въ виду формулъ (19) и (20), изъ (18) находимъ:
23



Эта формула подтверждаетъ наше положеніе.
Изъ предыдущаго анализа слѣдуетъ, что для какой-либо особой 

точки ак функціи /іи) существуютъ п интеграловъ, которые имѣютъ 
аналогію съ главными интегралами въ теоріи гипергеометрическихъ 
интеграловъ. Прежде всего имѣемъ голоморфные въ области указанной 
точки интегралы: [(а, и, ак а,)], [(«, а3 а3)], [(«, ак_} ал а*.,)],
[(«і аі-4-і аі ан-і)Ь "■> [(с7і а» а> а")1 и> наконецъ, неголоморфный: 
[(а* х ак ж)].

Не лишены интереса представленія этихъ интеграловъ въ области 
точки ак. Изъ интеграловъ голоморфныхъ въ разсматриваемыхъ пре
дѣлахъ остановимся только на [(а, ах а,)].

Находимъ:
(о, а, «, «,) I

[(а, а2 ал а2)] — («-«*?-’/(и) [1--- <Іи —
с

с

Полагая далѣе:

(23) (_ і)г [X—1]р [ (м—а*.1 Ди) (Іи =. А(р),
С

предыдущему соотношенію дадимъ видъ:

[(п, а2 п, а,д)] =

(24) = А(0)+(®-а*) Л(1) + + (х-а>уА(р) +
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Чтобы получить разложеніе интеграла [(а4 х ак ж)] въ области ак, 
надо знать представленіе для этой послѣдней функціи /(и). Наеъ инте
ресуютъ тутъ главнымъ образомъ тѣ случаи, когда Ди} есть интегралъ 
линейнаго однороднаго дифференціальнаго уравненія съ раціональными 
коэффиціентами. Интересующая пасъ функція, согласно результатамъ 
Фукса, имѣетъ такое выраженіе:

(25) /(«) = )г X (и - ак) [Ід (и - ак )р,
/=о

гдѣ г есть постояннное, а <рДи— а*.) рядъ, идущій по положительнымъ 
и отрицательнымъ степенямъ и — ак\

фу (и—а*) = V Ау (и -а*)?. (26)
(р)

Внеся выраженіе (26) въ (25) и этотъ послѣдній результатъ въ

(ад. л л)
[(«х х ак х)] — I (и—Ди) сіи, (27)

С
будемъ имѣть:

[(а* х ак х)] =

— Е X Л |(и—х)К~‘ (и—ак),'+'г[1д(и—а*)рсіи. (28)
>=о (?) с

Введемъ новое перемѣнное интеграціи въ
(28) при помощи подстановки:

и — х + {ак — х) ѵ.

Тогда получимъ:

[(«х х ак х)] =

= (-1)’-+Чх-а*)^г х' X Л(-1)'’(«-«х)’' ] ^-’(ѵ-1)г+г
>=о (Р) <•,

интегралѣ правой части

(29)

(10ну

[ [Ід (ак - х) + 1д(ѵ-1)]' сіѵ =
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>=і <ІГІ10)
= (ак -х)х+г У У V іѵ^-' (ѵ-іу+г

>=О (р) 4=0 ~

(30) [ [^(ѵ-1)]’ <1ѵ,

гдѣ положено:
С —35 

(30') с 1 ак — х ‘

Принимая во вниманіе формулу (86а) главы I, будемъ имѣть:

[(а* х ак «)] =

(31) = в-А-1» (а, - ж)Нг х У Д. [>], (а, - х)г [Ід (ак - »)]>-»
>=о М ч=о

[ Д (Кр ч-^’+і).

Пользуясь формулами (86(3) главы I, можно было бы 
Д(Х, 1) выразить чрезъ Д (к, г), В\ (к, г),—, Д (X, г); при
чемъ Д (к, г) есть Ё(к, г).

Изслѣдованіе второго интеграла (2) не представляетъ труд
ности. Мы ограничимся лишь указаніемъ особыхъ точекъ тѣхъ изъ 
интеграловъ этого вида, гдѣ пути интеграціи суть простые пути съ 
двойными обходами. Всѣ оно сводятся къ тремъ типамъ: [(а, а2 а{ а2)], 
[(«! хі а, а?,)] и [(я?! ж2 х2 ж2)].

Поступая по пріему, изложенному въ главѣ III, приходимъ къ за
ключенію, что особыми точками функціи [(а, а2 ал а2)] оказываются 
лишь такія системы («1 х2 хт), гдѣ между количествами х2, хг, ■■■, 
хт есть обязательно аь сі2 и со.

Далѣе, особыми точками функціи [(а1 ж, а, я,)] служатъ совокуп
ности (хі х2 х3 хІН), гдѣ ж, совпадаетъ съ любымъ изъ количествъ: 
ж2, х3, •••, ж,„, ал, а2, ап и со, или же любое изъ перемѣнныхъ 
ж2, х3, •••, хт сливается съ </,, и со.

Наконецъ, особыми точками интеграла [(ж, ,г2 ж, ж2)| служатъ сис
темы (жі х2 х3 ••• ж,„), гдѣ одно изъ перемѣнныхъ х1 и х., совпадаетъ 
съ х3, хк, •••, хт, <»!, а.,, •••, а„ и со, или же какое либо изъ коли
чества. х3, •••, хт равно со.
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§ 2-
X

Остановимся теперь па интегралѣ Ж(ж) е “ /(и) сіи, (32) 
ь

гдѣ функція /(и) ограничена условіемъ:

1Іт- М«=о Л“) = 0 *) (32'^

для нѣкотораго весьма большого цѣлаго положительнаго числа А.
За примемъ прежде всего пути съ двойными обходами, огиба

ющіе особыя точки функціи /(и), а потомъ пути, связанные съ суще
ственно особой точкой и = 0 подъинтегральной функціи:

о(и) = е “ /(«). (33)

Предварительно отыщемъ тѣ направленія, которыя приводятъ а(«) 
въ точку и = 0 со значеніемъ 0. Пусть л занимаетъ опредѣленное 
положеніе ж0 въ плоскости и.

Положимъ далѣе, что

ж0 = р0 е?“-;
(34) 

и — г в'С'.

Тогда будемъ имѣть:

Лк = [С8 _ ф)+ізп (?о _ ф)]_ (35)IV /

Очевидно, что
м (% -ф) = О (36)

для слѣдующихъ значеній ф:

Ф = То + "2", = То + ~2~~ • (37)

*) Результаты этого параграфа справедливы,
1

йена условіем-ь Ііш. е “/(«)= О.
М —О

если /(«) ограни-
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Вообразимъ, что чрезъ точку « = 0 проведены двѣ прямыя О.г0 
и /, взаимно перпендикулярныя.

Прямая I дѣлитъ всю плоскость « па двѣ части а и р; при этомъ, 
какъ легко сообразить, всякій путь, ведущій къ точкѣ и = 0 внутри 
области а, приводитъ а(и) въ эту точку со значеніемъ 0. За дозволен
ный путь Ь можно принять замкнутую линію, которая имѣетъ своимъ 
началомъ и концомъ точку 0 и лежитъ въ безконечной смежности 
съ этой послѣдней внутри а.

Таковой путь, не содержащій внутри себя особыхъ точекъ функціи 
назовемъ чрезъ А.
Кромѣ Л, съ точкою и== 0 связаны еще другіе дозволенные пути. 

Такъ, всякій простой или сложный контуръ, начинающійся и конча
ющійся въ точкѣ и — 0 внутри области а и огибающій точки «ь 
• ••, есть искомый путь. Простые контуры, огибающіе послѣдова
тельно точки а.,, а„, обозначимъ чрезъ Д, Д, •••, Ьп.

Замѣтимъ, что при движеніи точки ,г() и, слѣдовательно, при вра
щеніи прямой О.ц, около точки 24=0, прямая I также вращается около 
топ же точки 0, все время оставаясь перпендикулярной къ 0л?о. При 
этомъ концы путей Л, Д, Д, •••, 7>„, представляемыхъ въ видѣ гиб
кихъ, удобонодвижпыхъ, растяжимыхъ и сжимаемыхт. нитей, все время 
касаются въ точкѣ 0 къ прямой О.с0.

■» * .. і



Всѣ пути съ двойными обходами имѣютъ общее начало с; при 
чемъ, начальное значеніе подъиптегралыюй функціи с(м) есть

°(с) = ао(с). (38)

Что же касается до значеній подъинтегралыюй функціи на путяхъ 
А, Д, Д, Д,, то они опредѣляются при помощи вспомогательныхъ 
нитей, соединяющихъ с сч> этими путями, такъ, какъ это указано 
II. А. Некрасовымъ на стр. 61—62 его работы: „Линейныя дифферен
ціальныя уравненія и пр.“.

С ——Изучимъ предварительно свойства интеграла / е " /(и) сіи. Легко
А

обнаружить, что всякая точка ж0, отличная отъ 0 и со, представляетъ 
простую точку этой функціи. Въ самомъ дѣлѣ, пусть х0 будетъ или 
простой точкою функціи а(м), пли же одной изъ слѣдующихъ: аъ а.,.

а„. Вообразимъ, что перемѣнное х совершило обходъ въ положп- 
телыюмъ направленіи около х0 по настолько малому замкнутому пути, 
что внутри пего пѣтъ другихъ особыхъ точекъ функціи /{и), кромѣ х0 
(если эта послѣдняя совпадаетъ съ одной изъ точекъ а2, «„).
Тогда произойдетъ слѣдующее. Путь А въ концѣ обхода или совсѣмъ 
не измѣнится, пли же претерпитъ консервативную деформацію. Что же 
касается до формы выраженія подъинтегральной функціи, то она оста
нется прежней. Въ виду этого, въ концѣ движенія перемѣннаго х ин- 

тегралъ I е « Ди) (Іи сохранитъ свое первоначальное значеніе.
А

Далѣе, дадимъ перемѣнному х безконечно малое приращеніе Дж 
вдоль прямой 0жо. Тогда будемъ имѣть:

!)/(«) (39)

Изъ соотношенія (39) находимъ:

,ПІД'" л?./и ,1и
ах и и

А

Что же касается до непрерывности функціи I е "./(и)(Іи для точ- 
А

кп х — а.’о, то это ея свойство вполнѣ очевидно.

(40)
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Эти же три результата показываютъ, что, дѣйствительно, х — х0 
служитъ простою точкой разсматриваемаго интеграла. Остается теперь 
изучить характеръ точекъ х — 0 и х = со. Мы начнемъ съ ж=0. 
Представимъ себѣ, что перемѣнное х совершило обходъ около м = 0 
въ положительномъ направленіи. По окончаніи движенія путь Л, оче
видно, займетъ первоначальное положеніе. Значенія же подъинтеграль- 
пой функціи з(м) будутъ опредѣляться при помощи новаго положенія 
нити 3, а именно 51 (Черт. 19). Легко видѣть, что интегралъ 
У е “ /(ад) (Іи преобразуется въ / е “ /0(и) сіи, гдѣ /0(и) есть Дм) 
А А
послѣ обхода перемѣннымъ и точки 0 въ положптелыюмт. направленіи. 
Отсюда слѣдуетъ, что х=0 представляетъ особую точку ІИ(ж). Если 
х совершитъ въ положительномъ направленіи обхода, около и — <*>, 
то, какъ легко сообразить, разсматриваемый интегралъ перейдетъ въ 

/ е “/_0(гг)<7и, гдѣ/_0(м)есть /(и) послѣ обхода перемѣннымъ и точки 
А
О вт> отрицательномъ направленіи. Значитъ, ж — со оказывается осо
бой точкой функціи 4И(ж).

Обратимся теперь къ интеграламъ:

(41)

Очевидно, что достаточно изслѣдовать первый изъ нихъ. Точно

такъ же, какъ н для интеграла е ” /'(и)/Іи, безъ труда убѣждаемся, 
А

что всѣ точки плоскости перемѣннаго и, за исключеніемъ 0 и со, яв-
X

ляются обыкновенными интеграла е" /(и) сіи.

Далѣе, легко видѣть, что х — 0 служитт. особою точкой разсмат
риваемой функціи. Въ самомъ дѣлѣ, вообразимъ, что перемѣнное х 
обошло точку 0 по замкнутому пути въ положительномъ направленіи. 
Вч, концѣ такого движенія путь Д приметъ новое положеніе Д 
(Черт. 19), которое, какч. видно изъ чертежа, отличается отъ прежняго 
двумя обходами около 0 — въ положительномъ и отрицательномъ на
правленіи.
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(42)

X

Новое значеніе интеграла «“/(«) сіи напишется по формулѣ: 
і,

X X
е ”/(и) сіи,С е “ /(и) сіи =. [в " [/, (и)—/(и)] сіи+ /

Ь', Л

гдѣ /,(«) представляетъ /(и) послѣ обхода перемѣннымъ и точки а, 
въ положительномъ направленіи.

Аналогичнымъ образомъ находимъ:

и Ди) сіи
4

X

(43)
X

( е и/(и) <іи = [ в(и) -Ди)] сіи +^/
X 

е “ /(и) сіи, 
1'п А

гдѣД(и), Л(?і)’ ”■> Л(й) СУ’ГЬ/(М) иослѣ обхода перемѣннымъ и соот
вѣтственно точекъ а1; а2, •••, ап въ положительномъ направленіи. 
Значитъ, х — 0 есть особая точка функцій (41). Такимъ же образомъ 
удостовѣряемся, что и а?—со служитъ особой точкою интеграловъ 
(41). Что же касается до пнтеграловт, съ двойными обходами, то всѣ 
они представляютъ функціи голоморфныя на всей конечной плоскости 
перемѣннаго х. Безконечно же удаленная ея точка является для нихъ 
существенно особою точкой.

Примѣнимъ добытые результаты къ нѣкоторымъ частнымъ видамъ 
интеграла (32).

Остановимся предварительно на интегралѣ:

И7,(аз) — ^ехи (и —а1)^,—1 (и—а^»-1 (и-а^п-1 сіи, (44)
х

гдѣ аь а2, •••, а„, Хп Х2. •••, Х„ суть нѣкоторыя постоянныя. При 
этомъ, будемъ предполагать, что Х^Хг + ••• + Х„ не есть цѣлое чи
сло пли нуль. Преобразуемъ интегралъ (44) къ новому перемѣнному 
интеграціи ѵ при помощи подстановки:

1и — —ѵ (45)
24
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Тогда получимъ:

(46) С I в и ѵ~^ (у—Р1)Х1_1 (г1—Р2)х,_1 ••• (г>—р„)х»—1 Йѵ,
Ь'

гдѣ положено:

(47) С= а^1-1 а2х«_' • •• а„Хл_І (—1)п+^+ — +^п—
5 — Хх —р- Х2—|— ••• 4-Х„ — н+2.

гдѣ принято:

(49) р,(ѵ) = ѵ~ь (о—Рі)1'-1 (ѵ-р2)к,_І ••• (”—Рл)^»-1.

Такъ какъ уа послѣ обхода перемѣннымъ х точки 0 въ положп- 
тельномъ направленіи принимаетъ множитель е~2п8*, то этотъ интегралъ 
въ области точки х = 0 имѣетъ такое выраженіе:

(50) Уо = яН І\х),

гдѣ Да?) есть функція однозначпая на всей конечной плоскости пере
мѣннаго х.

Далѣе соотношенія (42) и (43) въ разсматриваемой!, случаѣ пред
ставятся гакъ:

Уі = Уі+(в!"Х|<-1)у0;
У г — у24-(еапХ>(-1) у0;

У» = Уп 4- (е2пХ"’ - 1) Уо-
(51)
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Прп этомъ у„ суть значенія ?/,, т/2, уп послѣ обхода
перемѣннымъ х точки 0 въ положительномъ направленіи.

Изъ соотношеній (51) легко сообразить видъ функцій г/15 у2, •••, 
уп въ области точки 0. Въ самомъ дѣлѣ, первое изъ этихъ соотноше
ній, въ силу (50), напишется такъ:

[Уі-Уі] — 1) Да;). (52)

Отсюда ясно, что ух имѣетъ составъ:

Уі = аН Х(аг)-|-Ѵі(яг), (53)

гдѣ л(ж) и ѵг(х) суть функціи однозначныя.
Внеся выраженіе (53) въ равенство (52), найдемъ для Л(.г):

е2лк,і__ 1

А посему имѣемъ:
е2пк,«__ 1

= ~Ы>-1 Р(Х) + (55)

Аналогичнымъ образомъ находимъ:

е2пХ,»__ |

= ——7 Д»)+ѵ2(«);

е'жк„і _ 1
Дя?)4-ѵп(«); (56)

гдѣ у2(ж), у3(ж), •••, ѵп(ж) суть функціи однозначныя на всей конечной 
плоскости перемѣннаго х.

Легко'теперь обнаружить, что функціи ѵ,(х), ѵ2(х'), ѵ3(х), •••, 
ѵп(а?) голоморфны на всей конечной плоскости х. Разсмотримъ для 

(О р, о р,) 
этой цѣли интегралъ Ге~ |д(ѵ) <1ѵ.



Такъ какъ значеніе его по зависитъ отъ начала с (при соблюде
ніи извѣстныхъ предостереженій), то мы въ правѣ написать:

(и 3. '« (ю

в ” р.(с) — (1 —в-’11'-'') у0 — (1 — е_'-’ІС') у,.

Изъ соотношеній (55) и (57) находимъ:

(58)
(1_е--'кѴ)2/

У1 = ——--- 7357 +1_е-зпоі

О> ₽■ о 3')

Принимая во вниманіе (50) и сопоставляя соотношенія (55) съ 
(58), приходимъ къ выводу:

(я 3'»

Аналогичнымъ путемъ убѣждаемся въ справедливости равенствъ:

1

ѵ„(х)
е-2ЛО,-

1 г *
-- / ег

С

Такимъ образомъ голоморфность функцій і’і(л:), п2(а?), ѵп(&)
на всей конечной плоскости .г доказана.

с° &■"»
Имѣя въ виду, что интегралы вида ’е~ ]і(у) г/г могутъ быть но

С
извѣстнымъ пріемамъ выражены чрезъ 7),, т]2, •••, Т|„_1 линейными 
и однородными формулами съ постоянными коэффиціентами, на основа
ніи предыдущихъ результатовъ въ правѣ заключить, что за основную 
систему интеграловъ можемъ принять слѣдующія функціи:

(60) Уо’ ГМ' ГІ2’
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между которыми послѣднія п—1 голоморфны на всей конечной плоско
сти х, а первая остается однозначной въ той же плоскости послѣ умно
женія на ха.

Для будущихъ цѣлей не лишне остановиться на интегралѣ:

Ж2(а?) — ^ех"+)Г(и — аІ)^'~І (и—ат)^т-' сіи^ (61)

гдѣ ]Ѵ имѣетъ составъ (2) главы IV при условіи, что Ѳ,(и) =■ О-
Преобразуя этотъ интегралъ къ новому перемѣнному интеграціи ѵ 

на основаніи подстановки (45), получимъ:

Жа(®)= С, р”+,Г (1ѵ, (62)
2,'

гдѣ [3, 67 и 8, имѣютъ значенія:
. 1 _1 1 

₽, — ₽а = «2, •••>₽„=

3' — Х,-|-Х24- ••• -ЬХт — мі-|-2;
С\ — — ( — 1) —1-Хт—»> о^Х,—]а2Х.—і ... ат>'т—}- (63)

и" = ж (4-).

Подъ /7 будемъ разумѣть прежде всего пути Л, Д, Д, Д„, 
(К & & ₽2), (0, рз р, рз), (₽і Р,л ₽! ₽.), а также пути подобнаго 
же рода, но болѣе сложнаго состава, о которыхъ у насъ была рѣчь 
выше. Но кромѣ ихъ, сюда надо присоединить еще дозволенные пути, 
связанные съ существенно особыми точками [3,, ра, •••, {Зт функціи е"\ 
Изысканіе этихъ путей производится по пріему, изложенному въ § 1 
главы IV. Какт. тамъ, такч. и здѣсь простые дозволенные пути такого 
рода условимся обозначать чрезъ (/с/)^ для [1=1, 2, —, пг; а инте
гралъ, взятый по пути будемъ обозначать чрезъ [(АТ)]^.

Всѣ интегралы, о которыхъ тутъ идетч> рѣчь, за исключеніемъ

Сеѵ+ * (ѵ—I в'' ' (ѵ—₽і)\~'^Ѵ; •••> I + (■«—Рі)^~'---СІѴ,
*Л {



а равно и тѣхъ, которые приводятся къ суммѣ этихъ послѣднихъ, пред
ставляютъ функціи голоморфныя на всей конечной плоскости перемѣн
наго х. Что же касается до интеграловъ, взятыхъ по путямъ А, Д> 
Д, —, Ьт, то характеръ ихъ въ сущности былъ изслѣдованъ нами 
въ настоящемъ параграфѣ.

Легко далѣе убѣдиться, что за основную систему можно принять 
слѣдующую группу интеграловъ:

фі (6 3' Н») Ф'XX X
е^(ѵ)<1ѵ, I е1^ѵ)сІѵ\ [(01)]^, [(12)]^, •••, [Д -10)]^;

А С с

(64) ............................................................................

1(01)]?п, [(12)]рт, [(«,„- 10)]₽п.

Само собою разумѣется, что въ своихъ изслѣдованіяхъ мы пред
полагаемъ А,, Х2, •••, Хт и 5' отличными отъ цѣлыхъ чиселъ или нуля. 
Но легко видѣть, какъ должны измѣниться результаты, если нѣкоторыя 
изъ этихъ количествъ оказываются цѣлыми или нулями.

Перейдемъ теперь къ интегралу вида:

(65) Д, = У ■«*-/(«) (іѵ,
ь

гдѣ / (?>) представляетъ любую функцію перемѣннаго ѵ съ изолиро
ванными особыми точками, число которыхъ конечное. Пусть эти по
слѣднія будутъ: 6,, •••, Ь„. Мы ограничимся тутъ разсмотрѣніемъ
лишь слѣдующихъ дозволенныхъ путей:

(66) (о о 6і), (о Ъ2 о Ь2), (о 6,„ о Ьт).

Подлежащіе же изслѣдованію интегралы суть:

(о Ь, о Ь,) (о Ь, о Ь,) (о Ьт о

(67) I ѵх-‘/(ѵ)(Іѵ, •••, I
* С С с

при чемъ, значенія подъинтегральпой функціи на путяхъ интеграціи 
опредѣляются тѣмъ, что, при данномъ х, въ точкѣ ѵ — с она прини
маетъ данную величину.
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Не трудно сообразить, что интегралы (67) представляютъ функціи 
голоморфныя на всей конечной плоскости перемѣннаго х. Возьмемъ, 

(о Ь. о 6,)

напр., первый изъ нихъ: [ ѵх-’/(ѵ)сіѵ. Пусть х0 будетъ произвольной 
с

точкой плоскости перемѣннаго х (она же есть плоскость перемѣннаго ѵ). 
При всевозможныхъ обходахч. перемѣннымъ х этой точки въ любомъ 
направленіи, разсматриваемый интегралъ не мѣняетъ своего значенія. 
Далѣе, для х — х0 интегралъ конеченъ, однозначенъ и имѣетъ вполнѣ 

(о Ь, о Ъ.)
опредѣленную конечную производную І’ѵх--'1дѵ/(ѵ)с1ѵ. Значитъ, дѣй- 

с
ствительно, точка х0 и, слѣдовательно, любая точка конечной плоскости 
х представляетъ обыкновенную точку разсматриваемой функціи. Что же 
касается до х=со, то она оказывается существенно особою ея точкою.

Аналогичный выводъ имѣетъ мѣсто и относительно интеграловъ 
вида (м-а1)а--1---(м-ат)в'»_1/(«)^м, гдѣ (и) ограничена преды-

дущимъ условіемъ.
Разумѣя подъ Ь пути:

(«і а2 а1 а2), (а, а3 «, а3), •••, («! а„ ап), (68)

(^2 Я3 ^2 *’*? (^'2 ^2 (®»я ^я),

утверждаемъ, что интегралы разсматриваемаго рода, взятые по этимъ 
путямъ, представляютъ функціи голоморфныя въ области любой точки 
(«і х2 ••• хт), гдѣ между количествами ж2, —, хт нѣтъ со. Точки 
же (а?, х2 — х,„), гдѣ между хіг х2, хт оказываются сю, является 
существенно особыми для этихъ интеграловъ.

§ 3.

Особаго вниманія заслуживаютъ интегралы § 1, гдѣ функція /(и) 
Удовлетворяете, нѣкоторому линейному однородному уравненію съ раці
ональными коэффиціентами. Вч. этомъ случаѣ вышеупомянутые инте
гралы также удовлетворяютъ нѣкоторымъ однороднымъ линейнымъ 
(дифференціальнымъ или разностнымъ) уравненіямъ съ раціональными
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коэффиціентами. На выводѣ этихъ послѣднихъ мы сейчасъ и остано
вимся. Положимъ, что / (и) удовлетворяетъ уравненію:

гдѣД,* представляетъ алгебраическій многочленъ степени тк.
Пусть въ рядѣ чиселъ:

(70) т0 — п, т1 — п + 1, т2 — п + 2, тк — п+к, тн 

пѣтъ большаго тк — п -ф- к.
Умноживъ обѣ части соотношеніи (69) на (и — *+’*-*-' с}и

и взявъ отъ полученныхъ результатовъ интегралъ по дозволенному пу
ти Ь, будемъ имѣть:

(Рт„ / Рті(и-х^-"ч+/‘-і-' (Іи+
ь л

(70') "■+ /Р»Лм-а!)Х~я‘і+я^_,^Лйм+-"
ь

••• + у Ртп (и—х) X—»>*+»-*-1 у (Іи — О)
ь

или:
■р—п

(71) Ртр (и) («-ж)Х-<»*+«-*-< (Іи — 0.
7

Далѣе, имѣемъ:

(72) Р% (ж).
<і=0

*) Результаты настоящаго параграфа имѣютъ мѣсто также и 
въ томъ случаѣ, если правая часть уравненія (69) но пуль, но алгебра
ическій многочленъ перемѣннаго м, или же представляетъ выраженіе 
вида: (и—и)“ <р, («) +(н - ж)3 <р2 (и) Ч------ (- (и - ж)!1 ср,„ (и), гдѣ -р, (и),
'р2 (и), <р,„(и), представляя цѣлыя алгебраическія Функціи относитель
но и, могутъ быть произвольными Функціями относительно ж.
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Въ виду формулы (72), соотношеніе (71) можно написать въ

Р=п

2 22 (73)
р—о д=о

При помощи интеграціи по частямъ соотношенію (73) дадимъ видъ:

1)^ ^--^7 у(м—аз)х-’”*+₽1-'і-*-,^йи=О. (74)
Р^о ^=0

Полагая, что
т]— Г(м—®)^_,у йм, (75)

будемъ имѣть:

г_0. т
?! 1)»ц.-н—с—<г

(Х-т»+<7+я—к-1)^
тр [ }<1хтк+к-ч-Р

Порядокъ дифференціальнаго линейнаго уравненія (76), оче
видно, тк-\-к.

Соотношеніе (74) служитъ также для образованія линейнаго раз
ностнаго уравненія съ раціональными коэффиціентами, интегралы кото
раго зависятъ отъ интеграловъ уравненія (69). Въ самомъ дѣлѣ, по
лагаемъ въ немъ:

х =. а, X — тк =. а. (77)

Тогда будемъ имѣть:
Р—П <1=п»р

(-1/Ѵ {г+П\^~1>>П~Р ((«- <1и = 0. (78)

<=о і

Принимая
Щ = У{и—ау-'у сіи, (79)

соотношеніе (78) представимъ въ формѣ:
25
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Р=« Я=г»р
(80) {г+П'І.2^1'>П~Р Рт^ ^+^=°-

р=О <?=О

Полученное разностное уравненіе съ раціональными коэффиціен
тами, очевидно, порядка тк-\-к.

Остановимся теперь па частномъ видѣ уравненія (80).
Пусть, вмѣсто (69), будетъ уравненіе:

(81) (а0 — Ъо и) иа у(п'І+(а1—Ъ1 и) ип-1у^-'>-\---- (а„ —Ь„ и) у —О,

гдѣ ав, ак, •••, ап, Ьо, Ьк, •••, Ь„ суть постоянныя, служившее предме
томъ изслѣдованія многихъ ученыхъ, какъ, папр.: Сг. Вооіе’а, ’) Тію- 
тае, 2) Гогзуііі’а, 3) \Ѵ. АѴ. ІоЬпаоп’а, 4) Сгоигзаі, 5) Н). Меі- 
Ііп’а, 6) II. А. Некрасова ’) п другихъ.

Сопоставляя уравненіе (81) съ (69), находимъ:
т0 =. п -|- 1, т1 — п, т2 = п — 1, • ••, тр — п — р 4- 1, • ••, тп = 1;

(82)
Ртр(и) — (ар — Ъри) и"-?-, (а) = а "-?-«[(« — р\ ар — (п —/>+ 1)« а Ьр].

Внеся выраженія (82) въ (80) и полагая тамъ а= О, получимъ:

(г+2п)„ Ъо-(з4-2п-\)п_іЬ1+(г+2п-2)„_, Ь2------ 1-(- 1)л] и.±п+1 =
(83)
=[(з4*2п 1)я ст0 (г 4-2м—2)п—іа14-(г4-2м—3)я_2«2 — •••■+•(■— 1)п<яп]м»-|-п'

Полагая далѣе
84) г 4- п — аз,

*) А Тгеаііяе оп Оійегепііаі Ециаііопэ, 2 ей.. 1865.
2) „ОеЬег <1іѳЬоііегеп Ііурсг&еопіеігіясііеп КеіЬеп“.МаіЬ. Апи.,В<1.И.
3) А Тгеаііэѳ оп ОПГегѳнііаІ Ециаііоия. (Нѣмецкій переводъ Маяег. 

Вгаипзсііхѵеій. 1889).
*) Оп іііе Лпіе&гаіа іп Вегіея оГ Віиогпіаі ОіПегепііаІ Ециаііопя. 

Апіегіеап Лоигпаі оГ МаіЬ., ѵ. XI, ВаПіпіог. 1888.
5) „8иг ипе еіаѳяе (Іся іопеііопз ѳіс.“. Асіа МаіЬетаііса, 2:1. Вегііп, 

ЗіоскЬоІпі, Рагів, 1883. Р. 1—70.
6) „ИеЬег еіпеп ЕивапітепЬап^ /лѵізсііоп ^еіѵіввѳп ОііТегенНаІ ипсі 

ОіЙегеп2еп&1еіс1іии$еп.“ Асіа МаЛешаііса, і. 9. 1886.
’’) „Приложеніе общаго дифференцированія къ интегрированію 

уравненія вида Х(а, 4- 6, аз) аз1 22'?/ = 0.“ Мат. Сб., г. XIV, стр. 334-373.
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будемъ имѣть:

[(аз+»г)„&0—(«+п—1)п-ібі + («+п—2)п-2Ь2------- г (85)

+ (—І/бфМ-і =[(«+п—1)»а0 —(ж+п—2)»-! яі +

+ («+« — 3)„_2 а2----- + (—1)" «„] их.

Интегралы же этого уравненія выражаются въ формѣ:

их тр—'у (1ѵ. (86)
ь

Соотношеніе (85) есть линейное разностное уравненіе съ раціо
нальными коэффиціентами перваго порядка. Общій интегралъ такого 
уравненія въ зависимости отъ интеграловъ Эйлера былъ данъ нами въ 
§ 7 главы I. Въ разсматриваемомъ случаѣ этотъ интегралъ имѣетъ 
составъ:

тт _г РоV І>-«1)Г(Ж-Дг) ••• Г(ж-«п)
х~ ІМ Г(а;—а4)Т(а!—а2) ••• Г(а?—ая) ’ (87)

гдѣа,, а2, • ••, ап суть корни многочлена (ж-рг—1)„ — — (ж-ф-п—2)п_, -4-

4-3)Я_.,------ 1-(—1)” а а„ сч, а3, а» корни много-

члена (ж4-п)„— 1)„_.4- (я-|-п—2)„_2------- {-(—1)"^.

Сопоставляя между собою формулы (86) и (87), найдемъ:

ГаоѴ Г(ж— а,)Г(ж—а2) •• -Г(ж-ав)_ с
Ѵ4о7 Г(я; — а,)Г(я: — а2) •• •Т(я?-а„) 0

гдѣ есть нѣкоторая періодическая функція съ періодомъ единица,
Эта послѣдняя формула имѣетъ болѣе широкія основанія, чѣмъ 

подобнаго же рода формула Н]. Меіііп’а, данная имъ въ цитированной 
уже нами статьѣ.

Формула (88) имѣетъ мѣсто при 6() и а0 отличныхъ отъ нуля. 
Но вполнѣ очевидно, какъ надо видоизмѣнить ее, если оказывается тотъ 
или другой изъ этихъ случаевъ.
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§ 4-

Въ предыдущемъ параграфѣ мы обнаружили, что, если у есть ин
тегралъ уравненія (69), то функціи (75) и (79) удовлетворяютъ линей
нымъ уравненіямъ (76) и (80), — первая дифференціальному, а вторая 
разностному. Теперь же мы постараемся доказать, что интегралъ вся
каго дифференціальнаго линейнаго однороднаго уравненія съ раціональ
ными коэффиціентами можетъ быть представленъ вт> формѣ (75), 
а интегралъ всякаго линейнаго разностнаго однороднаго уравненія 
также съ раціональными коэффиціентами въ формѣ (79), гдѣ у есть 
интегралъ нѣкотораго дифференціальнаго линейнаго уравненія однород
ной Формы, коэффиціенты котораго раціонально зависятт. отъ и.

Имѣемъ:

(9°) Рт,(х) + Ртп(х) у=О,

гдѣ Ртк(х) есть алгебраическій многочленъ степени тк.
Полагаемъ:

(91) у — г, <іи.

Внеся это выраженіе въ уравненіе (90), будемъ имѣть:

(92) V (-. Р^х) (к-1)п^р ^(и -х)^-"+о-Ч: уи = О,
р=О Л

или:
р=и д=тр

(92') / , / , ------- («) («-яМ’+’-чл^о.
/>=О <7=0

При помощи интеграціи по частямъ находимъ:

__ _______ Г </'"*+*-^(/#>)С)
<?! (X— «-Р-пн-І-і— 7 +

[ (м —®)х+"ч+*—‘ = 0.
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Функція (91) служитъ интеграломъ 
полняетъ слѣдующее условіе;

уравненія (90), если С вы-

___________(Ь__________
7 ' (X —П-І-ті + 1)™^—9-І-Л'

<1тк ’-р-\ С /*>))
сіитк^і~р~ ч

Пусть далѣе дано уравненіе;

/™» С33) + .Ля, (®) 1 + • • • + /т„ (а;) мх_|_п = 0; (95)

при чемъ принято:

= Ао х”‘«+Аі х^-'А - + Л,.;

/»«і (ж) — Во хт< А Вх хт,~' 4- • • ■ + Вт<;

...........................•••••••• : : : : : (эб)
А„(®) — Мохтп 4- 4-------- и М„,

гдѣ А, В, • ••, М суть нѣкоторыя постоянныя:
Полагая въ выраженіи (79) ъ = х, с/. — 0 и и — ѵ, будемъ

имѣть:
= / ^~'у йѵ.

Внеся это выраженіе для их въ уравненіе (95), получимъ послѣ 
интеграціи по частямъ:

^у-А1 ѵт»-’у 4--------Ь(-1)”!” Ат,у]} 4-

4- (-!)“• [Д>Ѵ"‘,(™/)~ V”''-1 (Ч’/Н--------Ь (-1)’"' Л„,^] 4-

4- (—1)т» [М> (Ѵ".Ѵ) ~ Ѵ’""-1 «V) + •••

•••4- (— 1)”" ^т„ ѵяу]} сіѵ = 0.

При этомъ, принято:

ГМ = « (98')
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(98") хк
ь
( V® Ь>— I у сй; = (— 1)* У ѵ®—' \7*[«Ру] Лѵ. 

л

Остается теперь выбрать у такимъ образомъ, чтобы выполнялось 
условіе:

( — 1)т« [Лоѵ’"".у-И, + ... +(-!)”’. Ап,у] +

+ (-1)”*'[В0 ѵ"*' (уу)-13х ѵ’"1' '(чѵ)4-----Н-І)'"' +
(99).............................................................................

+ (-1)'"” [Д>Vт'і(упу) — М1 утп-' (ѵ»у)4---- Ц-1)'"" М,Ппѵпу] =0.
Полученное соотношеніе есть линейное дифференціальное уравне

ніе однородной формы съ цѣлыми алгебраическими коэффиціентами, 
и порядокъ его опредѣляетъ наибольшее пзъ цѣлыхъ положительныхъ 
чиселъ: т0, ти ■■-, тп.

Пусть будетъ въ частности:

«о ^У ~ «і ѴУ + аіУ +
+&о Ѵ2(ГУ) ~ ?(ГУ)+МУ +

+ «о Ѵ2(ѵ2У) - сі Ѵ(”2У) + с2 ѵ2У +

(іоо) ‘ :
4ЛѵѴ‘уМіѴА"У)+і!2 ѵПУ =

или:

^2(ао+6оѵ+со1’2+ ••• -+ЛО + V [(«0-«1) +

^100^ 4- (3 60 —б4) ■ѵ4-(5 с0—с,) і)2 4-••• 4-((2«4-1) ^0 —(.) ѵ’*]4-
+ [а2+(Ьо-іі4-ьа)ѵ+(4со-2с14-с2) ѵ2 4- •••

--- Р («2 И У = 0.
Разсмотримъ подробнѣе случай п = 2. Уравненіе (100') приметъ 

видъ:
2)2 («о+бо ѵ+со г>2) ~^г +

4- о [а0-а,) 4- (3 &0-&1) ѵ + фСо-Сц) ч>2] 4-

+ [®2+(^о-^ + ^) ѵ + (4с0—2с,4-с2)ѵ2] у = 0.
(101)



— 199 —

Преобразуемъ это уравненіе къ новому независимому перемѣнному 
і; на основаніи подстановки:

1
Ѵ=—г~.

I (102)
Тогда получимъ:

г (аоег+&о $+«о)-§-+[(«<,+«,) е2+(ь,-м +

, «г $а+(б0 —бі + &2) ^4-(4с0 —2с!+с2) ___ (103)I * У и*

Пусть далѣе будетъ: 
у = $Х іс. (104)

Въ силу (104), соотношеніе (103) приметъ видъ:

&2(а0 52+б0$+с0) ——|-$[(2ка0+я0+а1) &2+(2Хб0+&1 — &0) $4-
4-2Хс0+с1-Зс0]-^- + {[Х(Хао+аі)+«2]$2 +

+ [Х(60Х4-б1— 2б0)+(60—61Ч-&2) ] I +
4- Х2с04-Х(с! -400)4-400-20,4-с2} іо — 0. (105)

Выберемъ X такимъ образомъ, чтобы имѣло мѣсто:

Со^2+(сі-4со)Х4-4со-2с14-с2 = 0. (106)

Тогда по сокращеніи на с уравненіе (105) напишется въ формѣ:

е(а0$24-М+<ч>) +

4- [(2Хао4-ао+аі)^24-(2Х6о4-б1 —50)$4"2Хс04-сі — Зс0] ——{- (107)

4- {[Х(Ха04-«1)4-а2]ё4-Х(Х60—2604-^і)-|~^о—} ю — 0.

Допустимъ теперь, что

а0 = б0 = а, = 0. (108)
Уравненіе (107) обратится в'і> слѣдующее:



200

(Ю9)

со$ —^2“4-(^і^+2Хс0+«і—Зс0)-^—Н

4-(я^Ч-Х^—:хг 0.

Что же касается до уравненія (95), то въ разсматриваемомъ 
случаѣ оно приметъ форму:

(НО)

Интегралы же этого послѣдняго уравненія выражаются чрезъ ин
тегралы уравненія (109) по формулѣ:

(111) их— —
и

Остается найти функцію го. Пусть будетъ:

(112) «;=
і,

Внеся выраженіе (112) въ (109), получимъ послѣ интеграціи по
частямъ:

/ ’ег$ [(соа2+М+«2)-^- +
і,

(113) + (5с0—2Хс0—с1)2+251 —62)/] д?2=О.
Для опредѣленія /(г) имѣемъ уравненіе:

(114) (с022+51г-4-«2) ~~—[(2Хс0 —5с04-с1)г4-(Х61—2614-62)]/.

Допустимъ, что

(115) с022+&і2-+-а2 = с0(г-а,) (г—а2).
Уравненіе (114) можно написать вч, формѣ:

(116) Мд/ _ Л 
сІ2 г —а.

гдѣ Аі и А2 извѣстныя постоянныя, 
ненія будетъ:

Общимъ интеграломъ этого урав-

(117) / = Сопзі. (г— а1)И| (г —а2)л«.



201

(118)
А потому

го

Искомые же интегралы уравненія (110) напишутся въ формѣ:

мл=С' I сіі У в‘г (г— а,)'*1 (г — а2)-4> <1г,
ь' д

(119)

гдѣ С есть произвольное постоянное или произвольная періодическая 
функція съ періодомъ единица.

Но допустимъ, что
с022 + \2+«2 = с0(г —а)2.

Уравненіе (114) можемъ написать такъ:

Мя.Г = В, Д
(іг (г —а)2 г — а

(120)

(121)

Интеграломъ этого уравненія будетъ:
—Д- (122)

/ — Сопві. (г— а)в< е '

Искомые интегралы уравненія (110) представятся въ формѣ;

их = С\ I’ і'е! (г-а)в-<І2, (123)

гдѣ Сі произвольное постоянное пли произвольная періодическая функ
ція съ періодомъ единица.

Замѣтимъ, что уравненіе (110) но внѣшней формѣ имѣетъ ана
логію съ уравненіемъ:

(124)

изслѣдованіе котораго, какъ извѣстно, породило обширную литературу. 
. Разсмотримъ еіце уравненіе:

+ (г-рп—1)»—2 [^2~^Ві (г-|-гі)]
26
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— (24-я— 1)„_з [Л34-Д2 (г4-я)] Д4.3 4- •••
••• 4- (—1)" [Д>4*Ді—і (г+п)] Д_|_„ +

-|_ (_!)«+. Д Д+я+і = О.

Поищемъ его интегралъ въ формѣ:

(126) Д = /" я?'-1 уЛх.
ь

Внеся это выраженіе въ уравненіе (125) и произведя въ получен
номъ результатѣ интеграцію по частямъ, найдемъ:

/«■+■-' кл.-ад^- + (Д-ВД-^Д- +...
X

(127) • 4-(Д,—Дяа;)у] сйе = О.

Выберемъ у такъ, чтобы имѣло мѣсто:

(128) (до-воа!)-^-4-(А-ад-^- + - + (Л-ад^=о.

Уравненіе (128) интегрируемъ по пріему Лапласа.
Полагаемъ для этой цѣли:

(129) У = / ѵ <1и,
1

гдѣ ѵ нѣкоторая функція и.
Если внесемъ это выраженіе для у въ уравненіе (128) и произ

ведемъ тамъ интеграцію по частямъ, то будемъ имѣть:

( еа“{ [Д>и'*+Ди'‘-Ч---- [-Д,] +
>/

(130) 4- [Ди',4-(Д4-пД0)и’*~,4---- |-Д,4-Д_)]ѵ} Ли = 0.

Выберемъ ѵ такимъ образомъ, чтобы имѣло мѣсто:

[Дм-4-Ди"-1 4- - 4- Д] ~ 4-
(131) 4- Иоі4"+ (Д+нД0),4"—1 + ••• 4-Д4-Д-і] о = 0.
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Различаемъ два случая: 1) корни полинома Воип-\-Віип ----- [-
-ф- Вп различны и 2) этотъ многочлена, имѣетъ равные корни.

Въ первомъ случаѣ полагаемъ:

4-Ч----- \-Вп=В0(и-ах) (и—а2) • • (м—а„). (132)

Уравненіе (131) тогда можетъ быть представлепо въ формѣ:

гдѣ А', А'а, А’п извѣстныя постоянныя.
Интеграломъ уравненія (133) будетъ:

_
V = Сопзѣ е в« и(и — 04Х (и—а2)/---(и — (134)

Искомые же интегралы уравненія (125) представятся въ формѣ: 

гдѣ С произвольное постоянное пли произвольная періодическая функція 
съ періодомъ единица.

Во второмъ случаѣ полагаемъ:

(136)
гдѣ

(137)^14_^2"І" ■■■

Уравненіе (131) можно написать тогда такъ:

сіи 4- - 4- - 4-(и. — п —* и — аІ +

+ + - 4- —₽А— +«—а2

Іи— і І-і* 4--4-------□____-___ 1-------- ---(« — а*)'* (м — СЦ.)'*

(138)
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(139)
гдѣ принято:

ти2 = - а';,

и — а.

(НО)

___________ __ _____ З'і-і____
(^-1) («-Яг)'’-1 ((2-2) (м-а2)'«-«

X/. Х*-і К
и—а*

Искомые интегралы уравненія (125) напишутся въ формѣ:

(141)

••• (и — <Хі)Хі сіи,

гдѣ С\ произвольное постоянное пли произвольная періодическая функція 
съ періодомъ единица.

§ 5.

Примѣнимъ теперь методъ опредѣленныхъ интеграловъ къ интег
рированію смѣшанныхъ уравненій съ раціональными коэффиціентами.

Пусть будетъ дано уравненіе:

(142)

гдѣ положило:

(143)
'=“я

1/'2 —“ сс^рч ,
«=0

при чемъ ам нѣкоторое цѣлое положительное число, а а,,,,, нѣкоторое 
постоянное.
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(144)

Въ силу выраженія (143), уравненіе (142) приметъ видъ:

«=>» Р-" ‘^р,,
\ м \ Х^РЯ

(1,П 4 р

Постараемся удовлетворить этому уравненію при помощи функціи:

(145)
гдѣ Ь есть дозволенный путь.

Внеся это послѣднее выраженіе въ уравненіе (144), получимъ:
'?=’« р=» г—'^ /•

— X «чч Л-1 | ѵг+"-^_І йѵ = О. (146)
7=0 р=0 «=0 і

При помощи интеграціи но частямъ убѣждаемся въ справедливости 
соотношенія:

Выберемъ функцію /(у) такимъ образомъ, чтобы выполнялось 
условіе:

«=»* Р—П < = ард
2 ѵ X (-1)ам-’а.„ [ѵ"-^<7і>)"-’У(с)] = 0. (148)

<2=0 р=0 «=0

При такомъ выборѣ /(у), выраженіе (145) есть интегралъ урав
ненія (142).

Соотношеніе (148) представляетъ дифференціальное линейное 
Уравненіе однородной формы и порядокъ его опредѣляетъ наибольшій 
изъ показателей ам.

Мы особенно обратима, тутъ вниманіе на случай, когда всѣ поли
номы суть линейныя цѣлыя функціи перемѣннаго х.

Значитъ, уравненіе (144) вида:

Уравненіе (148) обращается въ слѣдующее:

(149)
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(150)

пли;

(151)

=0 р=о 5=0

«Га,.(0»)-----=

= с,„ (^ѵ)п + е (<м.,,в - о,„) (Ьр>)—,
2=0

гдѣ принято:

^<рі ==#002 4" #012 ѴП 1 + #022 'Ѵп~*‘ 4" *•* 4“ #о»2 1

^2» [#1<>2 ^#002] 4” Оп*^‘ [Дщ — (я— 1) #012] 4" *”

(152) ... +^|а129_(П-2)а02.] + ...

••• ѵ[#1я_і9 #ОП—12] 4“ #1П2 1

■^2» ~~~ ?) (#002 'уМ 4" #012 4“ •*• 4“ #0/12)*

2=т

Будемъ различать два случая: 1) корни полинома 2 Д» ^дѵ')т-,>
2=0 

относительно Ідѵ различны и 2) этотъ многочленъ имѣетъ одинаковые 
корни.

Остановимся предварительно на разсмотрѣніи перваго случая.
Пусть будетъ:

(1!,3) 2 Вѵ, (Ідѵ)*ч = Вм (Ідѵ-а^ (Ідѵ-а2) - (Ідѵ-^).
2=0

Пользуясь обыкновеннымъ пріемомъ, уравненіе (151) можемъ 
представить въ слѣдующей формѣ:

(154)

(ІѴ
-]-----А*----- 1___ Аа___ р ... і___Л™.

и0оп Ідѵ—с^ І,дѵ—а2 Ідѵ—а.,п

гдѣ Л,, Л2) Л,„ суть извѣстныя функціи ».
Интегрируя это уравненіе, находимъ:

/'(у) — Сопзі.

Соя 

ѵВчи
'л

/уо-а,,,
(155)
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(156)
Пусть далѣе:

Тогда можемъ написать:

Срп _  _Р___ . Р'1 1 і Р~2 1 . __ . I1» і

ѵ Д>» ѵ ѵ—8і ѵ—82 "і" ѵ—о„ ’ (156')

гдѣ р, [1,, [1.,, •••, (Л„ суть пзвѣстпыя постоянныя.
(7

Внеся выраженіе (156') для въ соотношеніе (155), 
интеграціи получимъ:

послѣ

(157)

Искомые пптегралы представятся тогда въ слѣдующей формѣ:

их — сопзі. 1 (ѵ
л

сіѵ. (158)

Допустимъ теперь, что

(159)
гдѣ

+ ^2 + + Ік -- П.
Тогда можемъ написать:

«/,-1____

+ (ѵ-8,)'-

+ - *5,V и2

+ + +

+ х* ц_і і ... і К

(ѵ—3*)'* (ѵ—З*)'*-1 ѵ—8*’
гдѣ а, а', |3', •••, X' суть извѣстныя постоянныя.

(160)
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Если это выраженіе внесемъ въ соотношеніе (155), то но выполненіи 
интеграціи найдемъ:

(161) (о) = С'оиаі.

гдѣ положено:

(162)
___Х1-,_____
(2* — 2)(о—3* )'*-2

К
о—

Искомые интегралы уравненія (149) напишутся тогда въ формѣ:

«2
тѴ — О

(163) гіх

+ ГА*.+...+ Г. 
,) Ідѵ-а, т

~ I е гг+3_1 (ѵ —31)а,’ (с— 32)Ні ••• (о —3*)\ сіѵ.
'ь

’Г,

Мы до сихъ поръ предполагали корни полинома _ Вчп(1дѵ)т «
•1=0

относительно Ідѵ различными. Но допустимъ, что имѣетъ мѣсто:

(164)

ГДѢ 
(165)

Уравненіе (151) тогда можно написать въ формѣ:

_ ^0'1 |__ _____  I I _  | ,. _ .
(Іѵ ѵВ„п (Ідѵ—аУ"' (Ідѵ — а1')т,~1 Ідѵ—ѵ^

Я* - +

Т + + •••+ +Ідѵ— а2

(166)
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—_____ У_____ и ______ ._____ _ 4- ... -4_ - ----- ,
(Ідѵ— ау)тѵ (Ідѵ— аѵ)тѵ—1 Ідѵ — аѵ ’

Л, &ѵІдѵ—а, 6 .1 ’ М,<Г>
Ідѵ—'лѵ

>

гдѣ А, В, М суть извѣстныя функціи V.
Интегрируя это уравненіе, будемъ имѣть:

У = соі)Щ. е

гдѣ ]Ѵ2 имѣетъ составъ:

іи — - . л_________________ р... д----------—1_
(Ідѵ-а^ (Ідѵ-а^-1 (Ідѵ-^)2

(167)

(168)
Л/>пѵ—1Мтч____,_____________

(Ідѵ — а.^)тч ((^г; —аѵ)тѵ—1

Принимая во вниманіе составъ для С
—в-(156'), будемъ имѣть: 
ѵ

Сіѵ,ае + / -1^-4- - 4- Г

/ / Іцѵ—а, I ідг—аѵ
і ' ‘ . (169)

Искомые интегралы уравненія (144) представятся въ формѣ:

/■Іг,Л+/’-7^+-+ /’*Л: 
аѵ. ~ (170):=Соп8І I ѵх+?-‘ (у — (у— о„)ІЛ«—І е

ь с
Если же за значеніе для-ТТ-примемъ его выраженіе, данное фор- 

лулоіі (160), то будемъ имѣть:
4- (

Интегралы же уравненія (149) напишутся тогда слѣдующимъ 
образомъ:

Щ + р;лч- -+ 

ил=соп8І Г(ѵ—З^а’,•••(■»—8*)1'е (Іѵ.
ь

ЛГ,4е
ІѴ”—ау’

(172)

27
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При помощи интеграціи но частямъ легко обнаружить справедліг 
вость соотношенія:

Ітѵ-г 11 Г
(Ідѵ—ац)тѵ'~1 (^ѵ —аѵ)тѵ~2 Ідѵ—ау / Ідѵ—аѵ ’

гдѣ а, Ъ, •••, I суть нѣкоторыя функціи ѵ, которыя опредѣляются обык
новеннымъ пріемомъ.

§ 6.

Въ настоящемъ параграфѣ постараемся доказать возможность 
примѣненія метода опредѣленныхъ интеграловъ къ интегрированію со
вокупныхъ системъ дифференціальныхъ, разностныхъ и смѣшанныхъ 
линейныхъ уравненій однородной формы съ раціональными коэффи
ціентами.

Остановимся предварительно па системѣ слѣдующихъ дифферен
ціальныхъ линейныхъ уравненій:

(174)

х ад^-=0:

у—о у~о

V Л' /х , V п, . .^7] п 
ѵ" Л,/Ж) + Іо (Ж) 5^ 0'

При этомъ, принято:
*=«ѵ 

Лѵ(ж) = X Ь^хіѵ-11;
АжО 

(175)
*=<ѵ

Д (я?) = ѵ сіѵаз'ѵ-*;
Ьео
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Л(®) =
Л=о

Д («) — %Ѵ с^я/ѵ"*,
і_о

гдѣ дѵ, Іѵ, ед,, и Гѵ суть цѣлыя положительныя числа. 
Обнаружимъ тутъ справедливость двухъ теоремъ. 
Теорема I. Если функція у выражается въ формѣ:

у = I еих <р(«) (Іи, (176)
ь

то функція 'д можетъ быть представлена такъ:

(177)

при чемъ, к(х) нѣкоторый алгебраическій многочленъ, а дозволенный 
путь интеграціи Т одинъ и тотъ же въ обоихт, интегралахъ.

Вт> самомъ дѣлѣ, изъ уравненій (174) безъ труда находимъ вы
раженіе для 7] чрезъ у и производныя этой послѣдней функціи въ 
формѣ: 

(178)

гдѣ к(х) и 2І/Ѵ(а?) суть извѣстныя цѣлыя алгебраическія функціи х, 
а I нѣкоторое цѣлое положительное число, значеніе котораго легко 
сообразить.

Пусть будетъ:

X аііѵх1’ѵ~ *. (179)
*=О

Тогда соотношеніе (178) напишется слѣдующимъ образомъ:

1 Ѵ=< іг=э,ѵ
71 =М 1 (18°)

Принимая во вниманіе выраженіе (176) для у, при помощи инте
граціи по частямъ соотношеніе (180) представимъ такъ:
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(181) <1и.

Прп условіи, что

(182)
Ѵ=І

0(г«)= X
ѵ=о

°*ѵ '■ " Ліі’ѵ-*

формула (181) совпадаетъ сч> соотношеніемъ (177).
Теорема II. Пусть функція у уравненій (174) выражается 

въ формѣ:

(183) у — I
і.'

Легко тогда обнаружить, что функція тѣхъ же уравненій можетч. 
быть представлена слѣдующимъ образомъ:

(184) т) =-^ У (м-аз)*^-1 х(«)<Ц
' ' и

гдѣ /с(ж) полиномъ предыдущей теоремы, а дозволенный путь II въ 
обоихъ интегралахъ одинъ и тотъ же.

Для доказательства теоремы воспользуемся соотношеніемъ (178).
Принимая во вниманіе формулу:

(185)
—-Ру

4=0

*) (и) (и—х)ѵч ~к

а также (183), равенству (178) дадимъ видъ:

(І86) =
[ ср(м) ТІ/./с ‘■)(«)<іи,

или, если д наибольшее изъ рѵ,

Ѣѵ-Сѵ+'і (<р(и) УІ/./Сѵ -'*) (и)]

/'у 1’5 <1и = 0.(187)
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(188)
Полагая, что

(к-1)ѵѴ=/ к=р у

ѵ=о і=о (Х+о-і/'^-гу+ч-а---^-*)
^Ч-Ѵ—7>ѵ+о |<р(м)

<1ик+''/~рѵ + 8

соотношеніе (187) заставила, совпасть съ формулой (184).
Въ виду двухъ предыдущихъ теоремъ, интегралы уравненій (174) 

можно искать въ любой изъ слѣдующихъ двухъ формъ:

или:

у — I (« —у(и)Ли,у == I (и—х)^-' у(и) Ли. (190)
/. /.

(189)

Остановимся сначала на формѣ (189). Если внесемъ выраженія 
(189) для у и 7] въ уравненія (174), то, принимая во вниманія фор
мулы (175) и произведя въ полученныхъ результатахъ интеграціи по 
частямъ, будемъ имѣть:

с?’ѵ—4 [г(ѵ <р(и)]

У=т' к=Іѵ

У=0 1=0

*=Уу

ѵ (_1)«у-*
1=0

СИ{«у—*

Л‘ч~к [ыѵ Ѳ(м)]

+

(191)

У=п' 1=/'

н- X Еѵ(-іЛ-Му
Ѵ=0 1=0

/у0(и)]

Выберемъ функціи <р(и) и 0(м) такимъ образомъ, чтобы имѣли 
мѣсто:

Ѵ=т і=«ѵ

V 2(_1)«у-*Ьъ
Ѵ=0 1=0

Ли,,ч~

Ѵ=т'

+ - - (~ 1),''~і «Чу
Ѵ=о 1=0

Л'у~ѵ [иѵ Ѳ(и)]
і/а'у_А

<ЙЛ— *

(7«ѵ—1' [мѵ <р(ы)]
к

+
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(192)

у=п к=д'

'2 Х7(-1)’'-‘^

ѵ=в' *■=;'
+ 2 2ѵ(-і)Ѵ-*с;ѵ

Ѵ=о 4=0

1 [н7 ср(м)]

йф—* [мѵ Ѳ(м)] — 0.

+

Точно также легко убѣдиться, что интегралы уравненія (192) вы
ражаются чрезъ интегралы уравненія (174) по формуламъ вида:

Польза отъ преобразованій такого {іода очевидна, — уравненіе, 
которое получается послѣ выполненія преобразованія, можетъ оказаться 
проще и, слѣдовательно, вопросъ болѣе трудный сведется къ болѣе 
легкому. Это послѣднее обстоятельство на самомъ дѣлѣ оказывается 
всякій разъ, когда степени всѣхъ коэффиціентовъ уравненія, подвер
гаемаго преобразованію, ниже его порядка.

Положимъ, что коэффиціенты уравненія (174) суть линейныя цѣ
лыя функціи перемѣннаго л. Значитъ, допустимъ, что

Аѵ(ж) = Ъоѵ «+біѵ;
(194) 71Ѵ(;Х’) —. Соѵ Ж-|-С,

■4ѵ(я?) /<оѵ
= СоѴя?+с'1У.

Тогда уравненіе (192) напишется слѣдующимъ образомъ:

сіи

Ѵ=л
2 б(ѵ«7 +

ѵ=о

+ о Е иѵ~’(ѵсоу—с1ѵи) = 0;

м ѵ=п' ѵ="
а X С'оѵиѵ + <р V „ѵ-1 (уЬ'„ѵ—Ь',ѵ и) + 

Ѵ=0 у—о

Ѵ=п'
+ 0 V «ѵ-«(ѴС'ѵ_с'ѵМ) = 0,

ѵ=»о

(195)
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Такимъ образомъ данная система преобразовалась въ систему 
уравненій перваго порядка.

Обратимся теперь къ формѣ (190) интеграловъ уравненій (174).
Внеся выраженія (190) для у и 7] въ уравненіе (174), получимъ:

— (~1)ѵ(^—1)ѵ/*(и—ж)^~ѵ-' <р (м) (Іи +
ѵ=о 7ь
Ѵ—Щ'

■/(и) (іи = О;

ѵ=я

- (—1)Ѵ(Х—1)., I А'ѵ(х)(и — (м)^м+
Ѵ=О Уь
Ѵ=П'

+ 2
ѵ=о

(196)
'к-ч-і у(и) (іи —О,

Л

ѵ—1 <р (и) 1)р А'ѵ(и)Ли 4-

(197)
~'у[и)1)р В'р(гі)(1и—О.

Л

Обозначимъ чрезъ а наибольшее изъ чиселъ <?.,—ѵ и —ѵ, а чрезъ 
3 наибольшее изъ чиселъ </ѵ—ѵ и —ѵ.

При помощи интеграціи по частямъ соотношеніямъ (197) можно 
дать тогда слѣдующій видъ:

(Х-1)ѵ__
р!(Х4-а— 1)а—/4-ѵ
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(198)

'>=«' р=1ѵ

+ * у
У=0 р— 0

(Х-1)ѵ
7>!(Х4-а- 1)а_?4-ѵ

,і--ЖЬ(у)№ЭД-1 л=№
р4-у

Ѵ=я' р-І^

4- ѵ ѵ
ѵ—о р=о

(Х-1)ѵ 
р!(Х+^-І)р_р+ѵ

[<р(ц)7»л;(ц)] + 
р+ѵ

(х-і)ѵ
^(н-р-і)^ ] л=|).

Отсюда для опредѣленія <р(м) и /(и) имѣемъ условія:

V
р=?ѵ

V а-ік ^а-^+ѵ[(р(ы)2>'’УІ;,(м)] +
ѵ=о 2>=0

р!(Х+а— 1)а_Р4.ѵ йца-Н-ѵ

у=т'
+ V

V-0

Г-'ѵ

V (Х-1)ѵ гі«-^-І-ѵ|-х(и)2)рД(м)] — г
р=о

р!(Х+а-1 )<,_;,+ѵ йм®—р+7
(199)

V V (Х-1)., Л),(«)] +
ѵ=о р=0 />!(Х+[3 —1)^_,,4-ѵ

Ѵ=м'
+ V

ѵ=о

р=>',

X' (Х-1)„ </₽-с+7[х(м)2Х^'(м)1
р=о

7>1(Х+р-1)р_р+ѵ

Порядокъ перваго изъ этихъ уравненіи совпадаетъ съ а, а вто
рого съ (5.

Польза отъ такого рода преобразованій не подлежитъ сомнѣнію. 
Возьмемъ, напр., систему двухъ уравненій, но своему строенію похо
жихъ па гипергеометрическоѳ уравненіе Е. РосЫіаттег’а:

V (-1)21.
*=о (X—1)я—1

ФіЦф
(А—1)1 +(Х-н) ''' 7

(ІХп~к

V (-1У«Т* Г ФЛ-'Ѵ.-,.) ^)1 7"-^ _
+ 4=о (Х-Л)„_* I. (Л-І)! + ( } Л! ] ~ ’

(200)
2, - (—і)"-* Г Ф1”у(®) 
І (Х-Т),;_* I. (А-1)! —|- (X — ш)
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(Іт'—ігі
(кхт'~^

гдѣ ф/іг), ф2(ж), фзС®), <р4(У), ?2(ж), <р3(я) И ?4(®) суть алге
браическіе многочлены послѣдовательно степеней: п—1, п— 1, т—1, 
т'—1, п, п', т и т'.

В'ь виду выраженій (190) для у и т), послѣднія соотношенія можно 
представить въ формѣ:

/(« - аз)’-" |\ (и) ф - ~\^и +

л

і

^и-хУ~т' [ ф4(ж)х— ?4(“)Х ] ,Ти =0-
л

Допустимъ, что
п' = и + т' — т 4- к2. (202)

Тогда при помощи интеграціи по частямъ соотношенія (201) пред
ставимъ такъ-.

С («—«)>•-" [ф,(м)ф- а ] (1и +

(- 1 )к' Г ѵ,

+ да [♦.(•к--

Значитъ, Ф и / удовлетворяютъ уравненіямъ: 

о-и [*■<“>*-

■и

сіи 4-

сіи =. 0;

(203)

ііи =. 0.

2й

4-

(204)
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І(к—»»)*, [ Ф»(«)Ф -

4. (_п*. -1 ' <1ик< [ ф4(«)х -
<іи

Въ случаѣ, если /сі — /с2 = О, соотношенія (204) обратятся въ

+

+ ф2(ад) ~^Г = [Фі+ [ф2(“)-?.'(«)Іх;

(205)
Тз(«) + <р4 (ы) — |фз(«) - <₽,' («) | Ф + [ф*(и)- («)] у.

Къ аналогичнымъ результатамъ мы пришли бы, если бы, вмѣсто 
уравненій (200), взяли систему двухъ уравненій, имѣющихъ аналогію 
съ уравненіемъ С. Лопіап’а (въ частности съ уравненіемъ ТІ88ОІ).

Обратимся теперь къ совокупными) системамъ уравненій въ ко
нечныхъ разностяхъ.

Положимъ, что дапа система двухъ уравненій:

— .Ау (я?) 2/в_|.у \ /^у(х') ѵ®-|-у = 0;
V— о ѵ=о

(206)
_ Ау (я?) |_у 4- \ 2?., (а?) ^.у — О,

ѵ=о ѵ=о

гдѣ Аѵ(х), Вѵ(х), А'ѵ(х) и М.,(х) совпадаютъ съ таковыми же функці
ями уравненій (174).

Докажемъ предварительно одну теорему.
Теорема III. Если функція их уравненій (206) выражается въ 

формѣ:

(207) их = у -и,®—1 <?(«,)<1иѵ
ь

то функція ѵх тѣхъ же уравненій можетъ быть представлена такъ:

(208) ѵ.
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гдѣ Л/(«) есть нѣкоторый полиномъ, а дозволенный путь Е въ обоихъ 
интегралахъ одинъ и тотъ же.

Въ самомъ дѣлѣ, изъ уравненій (206) безъ труда находимъ:

Ѵх~И(Е) (209)

(210)

гдѣ (ж) есть полиномъ степени тк вида:
р— 

Р,„х.(а;) = V акр хр.
Р—О

Замѣнивъ въ равенствѣ (209) /^(ж) и их ихъ выраженіями по 
формуламъ (210) и (207), будемъ имѣть:

1
л7(^7Ѵх = к-1

V
Л=о

V арк хр I и1х+і'-1(р(и1)(1и1 =
Р=О І

\ и*->
к=1
V

*=о

р=тА.

2 ( —1)р%> Др [«*<?(«,)]
р=0

(211)

Міх) .)

При условіи, что
к—1 р—
у А

А:—о р: 
соотношенія (211) и (208) совпадаютъ.

Въ силу теоремы 111, интегралы уравненій (206) можемъ 
въ формѣ:

(212)

искать

1

Пх и®-1 ср(м1)</и1;
ъ

(213)
Ѵх = /ѣ

Замѣнивъ въ уравненіяхъ (206) функціи их и ѵх ихъ выраже
ніями (213), будемъ имѣть:

Ѵ=ш , Ѵ=т'

=0;
V—<
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Принимая во вниманіе составъ полиномовъ Л.,(.г’)- Л'ѵ(л)
и В'ѵ(х), при помощи интеграціи но частямъ соотношеніямъ (21 і) да- 
димч. видъ:

Ѵ=я'
+ Е

ѵ=о

Е (— 1)’Ѵ-‘6ІѴ Д’ѵ“* [мУ <р(?/>!)]
*=0

+ Е Е (—1)'ѵ“* Скѵ [му 0(М4] 1 (Іи = 0;
V—о Л=о

(215)

Е Е (—1)^—*Ъ\..Дч'ѵ-і [«У (р(мц)] +
ѵ=о Ь=о

*=ІѴ ~|
Е (_і;;-*4ѵ.д<-* [иу 6 (мх)[ <^ = 0.

*=0 -*

Функціи '^(м,) и б^), слѣдовательно, служатъ интегралами 
уравненій:

Е Е (—і)<гѵ_’*^»ѵД’ѵ_Е Е (~1 Уѵ~*с іѵДгѵ~*[му()(«,)]—0; 
ѵ=о І=0 Ѵ=о к=о
(216)

Е Е (—1 і,'''_'2>ьД’)-»[п.у^(?41)]4- Е Е (~іу-'-*с'х.7Дгѵ-* [му Ѳ(«1)І = 0. 
Ѵ=0 >=0 Ѵ=0 і=о

Порядокъ перваго изъ этихъ уравненій опредѣляетъ наибольшее 
изъ чиселъ: с/ѵ и Іѵ, а порядокъ второго — наибольшее изъ чиселъ: 
</Ѵ И /у.

Если числа дѵ, /ѵ. </) и /) единицы, то система (206) преобра
зуется такимъ образомъ въ систему уравненій перваго порядка:

«1 Е ЬОѵ’ЧѴ 
ѵ=о

А 4- и
(Іи. + 1

У” И?
V с и V— ( ОѴ а1

ѵ=о
м

<1и.

у—7/1 V т'
= \ Щ (^1Ѵ -ѵбоѵ)? + Е н?(сіѵ ѵ гоу

ѵ=о Ѵ=0

Ѵ=П

Ѵ=о
.Л + и,
(Іи. 1 Е

ѵ=о
м 
ііи.

(217)



221

— X «1Ѵ (^іѵ —Ѵ ^оѵ) ? + - 111' 'С1Ѵ—Ѵ С«ѵ)
У~О V—О

Разсмотримъ также систему:

І. (—1)ѵ X аіѵ(х-\-к—1)ѵыа_|.х_ѵ 
ѵ=о *=О

"4~ — (—1)ѵ і. (^4*^ • —1 )у і — О;
у=о к=о

(218)

2 (—1)ѵ 2 а'кѵ (х-\-к— 1)ѵ ыі+»_ѵ +
Ѵ=о Л=О

4“ (----1)ѵ \ 6/.У (ж-р/с--- 1 )ѵ Ѵд._|_А-_ѵ----- О,
У—о к=о

гдѣ акѵ Ькѵ, акѵ и /\.ѵ суть нѣкоторыя постоянныя.
Внеся выраженія (213) для их и ѵх въ уравненія (218) и поль

зуясь интеграціей но частямъ, найдемъ:

+

/

V
Х-.о

У

219)
■у=Я 1=1

V X аіѵМ/
■У=о А'=о

</ѵѲ(м,) 1 Лик — О;

12 />іѵ и*
к—<\

!ІѴк = О.

Значитъ, для опредѣленія и Ѳ(и,) имѣемъ уравненія:

Ѵ=т Ъ=1

X 2 а*ѵ<
Ѵ = О О

<іѵ^ил)
<іикѵ

Ѵ=т' 
V

ѵ=о
У ькѵ «г 
*=О

ЛѴѲ(Ч) п.

(220)
'/у':(ѵл)

<1икѵ
у=я' 

V
ѵ=о

1' Ь'кѵ и/
А=о

п
</ѵ ~ѵ-
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Этп же послѣднія уравненія, имѣя своими коэффиціентами линей

ныя цѣлыя функціи отъ ?<,. посредствомъ преобразованій:

Л'

сводятся къ двумъ линейнымъ дифференціальнымъ уравненіямъ 1-го по
рядка однородной формы сь раціональными коэффиціентами. А потому 
система уравненій (218) сводится къ этимъ послѣднимъ посредствомъ 
слѣдующихъ двукратныхъ интеграловъ:

(222)

Легко такимъ же образомъ обнаружить, что система:

[(—1)пб0 (з+’н)» -ф- ( — 1)”—1 Ьц (г-ф-п—1)п_і -ф- ••• + бп] иг^-і -ф-

-ф- [(—1)"' <70 (г-^-п'),,, -ф- (—1)',/ —' <1І (з-ф-?/—1)„/_ і -ф- ••• -ф- Ч'] Ѵ'4-І==

— [( — 1)"а0 (з-ф-п — 1 ,.+( 1)"-1а1(гф-п-2)„_І-|-------- (-"„]«/ +

+ (-1)'''<’о(2+’1'—1)«' + '^(2+п' 2)в,_,4-------- |-с„]^;
(223)

[(—1/,иб'(2+ »<■)»>-ф-( 1)т—1 б'(г-|-»1—1)т—1 + •••-ф-бш] Че-І-І +

-р- [(— 1 )т/<^0 (2-|"ИІ,)т' + (--- 1 )т'~1 (з-|-т/— I )т’-1 + ••• + 'Ч] І’гЦ-і =

=[( —I)"1 а' (г+т- 11,,,-)- ( 1)"‘~‘ (г 4-м-2)„,_! + ••• + «„) ы, +

+ 1(— і)"*' <'«(г4_от/— ( 1)"',—1 с] (2-4 ’Ті' 2)ч>/—1 + ••• + Си,/] "С, ,

гдѣ а, Ь, с, сі, а', 1>, с' и <!' суть нѣкоторыя постоянныя, я ш, 
т' и п суть цѣлыя положительныя числа, — при помощи интеграловъ:

с/х, і>, — / х </./■(224)
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преобразуется въ слѣдующія дифференціальныя уравненія:

(а0 — Ъох) гс".у(',' + (аІ—Ьх х) ' + ... -|-(а„—Ь„ х) у +

+(с0—сІох)хл' у:"' + (с4—с/, а?) хм'~гу'"'~" + + (с„,—(1„:х) — О;
(225)

(а'—7>'.т) хту'т> + —Ь\х) хт~1ірт~1} + ••• + (ап1 Ъ'тх) у -|-

+ (со~<«) агв,'7]<т'’+ (<—</; X} азт'-1т/’','-1'4- ... + (с'т, -<1'тіх) т( = О.

Въ заключеніе этого параграфа, разсмотримъ слѣдующую систему 
смѣшанныхъ уравненій:

+

(226)

’ Дѣ а,Р„ Ь,м,

?=*»«
V

<?=о

Я—т3
у

<?=<•

Р=«з

V

у с— Чря
5=0

5 = 0
9>рі х^

'/«2’9

ж7>-8

суть постоянныя.

Ух"^—Ч +

+

Какъ и въ трехъ предыдущихъ случаяхъ настоящаго параграфа, 
безъ труда можемъ убѣдиться, что интегралы этой системы мы можемъ 
искать въ формѣ:

их = I ѵв-,У(у)<Тѵ-

(227) 

ѵх = І'ѵТ-,'^(г)еІѵ,
ь

гдѣ въ обоихч. интегралахъ дозволенный путь ѣ одинъ и тотъ же.
При этомъ, эти выраженія для и.х и гх па самомъ дѣлѣ удовлетво

ряютъ уравненіямъ (226), если /(г) и <р(г) опредѣляются изъ соотно
шеній:
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«=то /,=« »=«г,

X — У (—І/'-м-га,рі) У'-рч ■’ [і:“—Ѵ(г’)] + 
Ч=о р=0 а=о

<1=т, р=п, «=₽?(?
+ X Ё ( — 1)^РЧ~3 Ь1рі Д₽2></—’[«"■—/' ]= О,

Ч=а р=о і=о
(228,

0=и2 р-,,, ,=-^м 

XX X ( 1)'Гр9’'с,?,ДТр7—а[і;я<—?,(^ѵ/">—у,г»)]4-
2=0 р=0 3=0

«=”'> р=«, *=ър(.
+ X X X (—І)0??-Д®р?—’ р(^ѵ)’я«—? ^(и)] = 0.

2=0 />=0 8 = 0

Порядокъ перваго изъ этихъ уравненій опредѣляетъ наибольшее 
изъ чиселъ аРЧ и а порядокъ второго - наибольшее изъ чиселъ 
Тм и дрг Если эти числа единицы, то оба уравненія (228) перваго 
порядка.

Въ виду изслѣдованій настоящаго параграфа, легко видѣть, какъ 
примѣняется методъ опредѣленныхъ интеграловъ въ томъ случаѣ, если 
дается система нѣсколькихъ линейныхъ уравненій любого изъ трехъ 
разсмотрѣнныхъ родовъ.

§ 7.

Въ этомъ параграфѣ мы остановимся на нѣкоторыхъ разностныхъ 
линейныхъ уравненіяхъ, коэффиціенты которыхт. зависятъ отъ одного 
класса трансцендеіітныхч, функцій.

Пусть функція ср(а.‘) удовлетворяетъ условію:

<р («4-1) = '4(«) + Ѳ(«), (229)

гдѣ Ѳ(х) можетъ быть постояннымъ (нуль не исключается) или періоди
ческою функціей съ періодомт. единица. Въ числѣ функцій, обладаю
щихъ вышеуказаннымъ свойствомъ, оказывается извѣстная въ литера
турѣ функція А;с.

Разсмотримъ послѣ этого уравненіе:

X /тр [<?(«)] М- І-Р = (23°)
р=о
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