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ОФФИЦІАЛЬНЫЙ ОТДѢЛЪ.





ОТЧЕТЪ
о состояніи Варшавскаго Политехническаго Института 

ИМПЕРАТОРА НИКОЛАЯ II
за 1898—1899 и 1899—1900 учебные годы.

ВЫСОЧАЙШЕЕ повелѣніе объ открытіи Варшавскаго Поли
техническаго Института Императора Николая II состоялось 
8 Іюня 1898 года и вслѣдъ затѣмъ начался пріемъ прошеній отъ 
лицъ, желающихъ поступить въ Институтъ. Всего подано было 621 
прошеніе. Такъ какъ число желающихъ поступить въ Институтъ 
значительно превышало число вакансій на І-мл> курсѣ, то были наз
начены во второй половинѣ августа состязательныя испытанія но 
математикѣ, физикѣ и русскому языку въ объемѣ гимназическаго 
курса. Къ этимъ испытаніямъ явилось 359 лицъ, изъ коихъ но ком
плекту было принято _250_ человѣкъ, итакъ какъ большая часть изъ 
оставшихся непринятыми удовлетворила условіямъ пріема, то было 
исходатайствовано разрѣшеніе Господина Министра Финансовъ о 
принятіи 17 лицъ сверхъ комплекта. Такимъ образомъ всего было 
принято 267 человѣкъ, а именно:

на механическое отдѣленіе. . . . 111
„ инженерно-строительное ... 94
„ химическое................................ 62

Итого. . . . 267 чел.

Освященіе временнаго помѣщенія и открытіе Института со
стоялось 4 Сентября 1898 года. На торжественное открытіе при
были: Главный Начальникъ Края, Директоръ Департамента Тор
говли и Мануфактуръ, Дѣйствительный Статскій Совѣтникъ В. И.
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Ковалевскій, высшіе гражданскіе и военные чины, а также пред
ставители мѣстныхъ торгово-промышленныхъ сферъ не только изъ 
Варшавы, но и изъ Лодзи и Сосновицъ. На торжественномъ актѣ 
открытія Института были произнесены рѣчи Главнымъ Начальни
комъ Края, Директоромъ Департамента Торговли и Мануфактуръ 
и Директоромъ Института А. Е. Лагоріо.

Въ слѣдующій затѣмъ день, 5 сентября, начались лекціи и про
чія учебныя занятія на всѣхъ отдѣленіяхъ Института во времен
номъ помѣщеніи—въ зданіи любезно уступленномъ Институту Дѣй
ствительнымъ Статскимъ Совѣтникомъ Вліохомъ впредь до устрой
ства собственнаго помѣщенія Института. Въ этомъ зданіи были 
устроены 2 большихъ аудиторіи для слушанія лекцій, читаемыхъ 
одновременно нѣсколькимъ отдѣленіямъ, и нѣсколько малыхъ ауди
торій, далѣе:—химическая лабораторія, физическій, механическій, 
геодезическій, минералогическій и ботаническій кабинеты, а так
же чертежныя и рисовальныя залы.

1898—1899 учебный годъ.

Личный составъ Института.
Въ 1898—1899 учебномъ году въ Институтѣ состояли на слу

жбѣ слѣдующіе лица:
1. Директоръ, онъ же ординарный профессоръ Института по 

каѳедрѣ геологіи и минералогіи, докторъ минералогіи и геогнозіи 
Л. Е. Лагоріо.

Ординарные п р о ф е с с о р а:

2. Ио каѳедрѣ химіи—докторъ химіи, Ординарный Профес
соръ Императорскаго Варшавскаго Упиверситета Е. Е. Вагнеръ. •'

3. По каѳедрѣ теоретической механики—докторъ прикладной 
математики, Ординарный Профессоръ Императорскаго Варшав
скаго Университета 11. О. Сомовъ.

4. По каѳедрѣ математики—доктора чистой математики, Орди
нарные Профессора Императорскаго Варшавскаго Университета V 
В. А. Анисимовъ и Г. Ѳ. Вороной.

Ш т а т н ы е и р е п о д а в а т с л и:

5. Черченія—Инженеръ Технологъ С. А. Околъскій.
6. Рисованія—Классный Художникъ первой степени В. В. Не- 

вяд омскій.



7. Архитектурнаго черченія—Военный Инженеръ С. А. Забо
ровскій.

Временные преподаватели но найму:

8. Неорганической химіи — магистръ химіи, Экстраординар
ный Профессоръ Императорскаго Варшавскаго Университета 
И. И. Вевадъ.

9. Ботаники — докторъ ботаники, Ординарный Профессоръ 
Императорскаго Варшавскаго Университета В. И. Цалладинъ.

10. Геодезіи — кандидатъ физико - математическихъ наукъ, 
окончившій геодезическое отдѣленіе Николаевской Академіи Гене
ральнаго Штаба, Генералъ УГаіоръ С. Д. Рылъке.

11. Физики—кандидатъ физико-математическихъ наукъ В. А. 
Бернацкій.

12. Начертательной геометріи—кандидатъ физико-математи. 
ческихъ наукъ Э. В. Гляссъ.

13. Математики—окончившій физико-математическій факуль
тетъ Императорскаго С.-Петербургскаго Университета Д. Д. 
Мор духай-Болтовской.

14. Теоретической механики—магистрантъ прикладной мате
матики Императорскаго Варшавскаго Университета Д. А. Гон- 
таревъ.

15. Черченія—Военный Топографъ, Подполковникъ II. И. Доб
ровольскій.

16. Французскаго языка—Баккалавръ филологическихъ наукъ 
Дижонской Академіи К. А. Неру.

17. Нѣмецкаго языка — Ординарный Профессоръ И м п е рлтор- 
склго Варшавскаго Университета, магистръ филологіи О. Ѳ. Ва- 
зинеръ.

Штатные лаборанты:

18. Старшій — К. С. Славинскій.
19. Младшій — А. Ѳ. Флеровъ.

В р е м е и н ы е л а б о ранты по пай м у:

По химіи:
20. В. В. Лавровъ и 21. А. К. Семеновъ.

22. Инспекторъ Студентовъ К. Н. Капустинъ.
23. Его Помощникъ И. А. Максименко.
24. Библіотекарь Е. II. Добржинскій.
25. Его Помощникъ Г. О. Чайковскій.
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26. Смотритель зданій Л. М. Киткинъ.
27. Дѣлопроизводитель В. О. Конашинскій.
28. Его Помощникъ Ѳ. Е. Малицкій.
29. Бухгалтеръ Л. II. Радзивановскгй.
30. Его Помощникъ А, А. Терещенко.
31. Врачъ Б. II. Коръгбутъ-Дашкевичъ.

и 32. Фельдшеръ С. К. Зярекъ.
И. о. Декановъ были назначены—механическаго и инженерно

строительнаго отдѣленій—ординарный профессоръ II. О. Сомовъ и 
химическаго отдѣленія—ординарный профессоръ Е. Е. Вагнеръ, при 
чемъ профессоръ Сомовъ исполнялъ обязанности декана безвозмездно.

Правленіе Института состояло, подъ предсѣдательствомъ Ди
ректора, изъ 2 ординарныхъ профессоровъ, назначенныхъ гі. о. дека
новъ и Инспектора студентовъ. Оно имѣло въ отчетномъ году 42 
засѣданія.

Совѣтъ Института, подъ предсѣдательствомъ Директора, въ со
ставѣ всѣхъ наличныхъ профессоровъ Института, имѣлъ 11 засѣданій.

Секретаремъ Совѣта временно былъ назначенъ ординарный 
профессоръ В. А. Анисимовъ.

Преподаваніе.
Въ 1-мъ полугодіи 1898—1899 акад. года.

А. На соединенныхъ отдѣленіяхъ механическомъ и инженерно
строительномъ преподавались:

1. Высшая математика (алгебраическій анализъ, анали
тическая геометрія, дифференціальное и интегральное исчисленіе) 
при 6 часахъ въ недѣлю, — ординарными профессорами Института 
Г. О. Воронымъ и В. А. Анисимовымъ.

2. Физика, при 3 часахъ въ недѣлю, — временнымъ препо
давателемъ Института В. А. Бернацкимъ.

3. Теоретическая механика, при 3 часахъ въ недѣлю, 
ординарнымъ профессоромъ Института И. О. Сомовымъ.

4. Начертательная геометрія, при 4 часахъ въ недѣлю, 
—временнымъ преподавателемъ Э. В. І'ляссомъ.

5. Геодезія, при 2 часахъ въ недѣлю,—временнымъ препо
давателемъ, Начальникомъ Съемки Юго-Западнаго Пограничнаго 
Пространства, Генералъ-Маіоромъ С. Д. Рыльке.

6. Химія, при 3 часахъ въ недѣлю,—ординарнымъ профес
соромъ Института Е. Е. Вагнеромъ.

Для занятій черченіемъ и рисованіемъ студенты означенныхъ



2 отдѣленій были раздѣлены па 6 группъ. Руководство занятіями 
каждой группы поручалось преподавателямъ, которые могли посвя
щать достаточно времени для занятій съ каждымъ изъ слушателей 
отдѣльно.

Для запятій черченіемъ было назначено 6 часовъ, а для рисо
ванія 4 часа въ каждой группѣ. Руководство запятіями по черченію 
было поручено штатному преподавателю С. А. Окольскому и вре
меннымъ преподавателямъ — С. А. Заборовскому и II. И. Добро
вольскому. Занятіями по рисованію руководилъ штатный препода
ватель Э. В. Невядомскій.

Практическія упражненія на каждомъ изъ означенныхъ отдѣ
леній, при 3 группахъ, велись: по математикѣ, 2 часа въ недѣлю,— 
временнымъ преподавателемъ Д. Д. Мордухай-Волтовскимъ, подъ 
руководствомъ ординарныхъ профессоровъ Вороного и Анисимова; 
по механикѣ, 2 часа въ недѣлю, — временнымъ преподавателемъ 
Д. А. Гонтаревымъ, подъ руководствомъ ординарнаго профессора 
II. О. Сомова, и но начертательной геометріи, 1 часъ въ недѣлю,— 
временнымъ преподавателемъ Э. В. Гляссомъ.

Б. На химическомъ отдѣленіи преподавались слѣдующіе пред
меты:

1. Высшая математика, при 4 часахъ въ недѣлю,—орди - 
парнымъ профессоромъ Института В. А. Анисимовымъ.

2. Физика, при 4 часахъ въ недѣлю,—временнымъ препода
вателемъ Института В. А. Бернацкимъ.

3. Начертательная геометрія, при 2 часахъ въ недѣлю, 
—временнымъ преподавателемъ Института Э. В. Гляссомъ.

4. Химія, при 4 часахъ въ недѣлю,—профессоромъ Импе
раторскаго Варшавскаго Университета, преподавателемъ Инсти
тута И. И. Бевадомъ.

5. Ботаника, при 2 часахъ въ недѣлю, ординарнымъ про
фессоромъ Императорскаго Варшавскаго Университета, препо
давателемъ Института В. И. Палладинымъ.

6. Кристаллографія, при 1 часѣ въ недѣлю,—ординар- 
нымъ профессоромъ Института А. Е. Лагоріо.

Занятіями по черченію па означенномъ отдѣленіи, при 2 груп
пахъ, руководилъ штатный преподаватель Института С. А. Околь- 
скій—по 4 часа въ недѣлю для каждой группы.

Практическія упражненія па этомъ отдѣленіи происходили по 
математикѣ, начертательной геометріи, кристаллографіи, ботаникѣ 
и физикѣ съ раздѣленіемъ студентовъ на 2 группы. Означенныя 
упражненія велись для каждой группы: по математикѣ ординар



нымъ профессоромъ Института В. А. Анисимовымъ -2 часа въ не
дѣлю (безъ дѣленія на группы), по начертательной геометріи—вре
меннымъ преподавателемъ Э. В. Глассомъ по 1 часу, по кристал
лографіи—ординарнымъ профессоромъ А. Е. Лагоріо—по 1 часу, по 
ботаникѣ—профессоромъ—преподавателемъ Института В. И. Пал- 
ладипымъ — по 1 часу, по физикѣ— временнымъ преподавателемъ 
В. А. Бернацкимъ—по 3 часа.

Во 2-мъ полугодіи 1898—1899 анад. года.

Продолжались лекціи и практическія запятія, начатыя въ 1898 
году, при чемъ профессоръ Вагнеръ продолжалъ чтеніе лекцій по 
химіи совмѣстно студентамъ 1 курса механическаго и ипженерно- 
строительнэго отдѣленій по 4 часа въ недѣлю.

На инженерно-строительномъ отдѣленіи началось чтеніе лекцій 
по общимъ началамъ строительнаго искусства, при 4 часахъ въ не
дѣлю, ординарнымъ профессоромъ Института, Гражданскимъ Инже
неромъ В. I. Дейчъ. Онъ же продолжалъ чтеніе лекцій по геодезіи, 
при 2 часахъ въ недѣлю, студентамъ 1 курса механическаго и инже
нерно-строительнаго отдѣленій.

Переходныя испытанія начались 10 мая, причемъ, нѣкоторые 
студенты, по уважительнымъ причинамъ, Совѣтомъ были оставле-
ны на 2-й годъ,—другимъ были отложены экзамены па осень. Та-
кимъ образомъ переведено студентовъ на 11 курсъ:

Переведено Оставлено па Всего сту-
на И курсъ. ‘2-й годъ на 1 к. дентовъ.

Механическаго отдѣленія . . 85 5 90
Инженерно-строительнаго . . 51 14 65
Химическаго..................... . 41 1 42

И того . 177 20 197

Лѣтняя геодезическая практика происходила подъ руко
водствомъ ординарнаго профессора В. I. Дейчъ и преподавателя 
11. И. Добровольскаго въ іюнѣ мѣсяцѣ, въ окрестностяхъ посада 
1'родискъ,—для студентовъ механическаго отдѣленія съ 1 по 10 іюня, 
для инженерно-строительнаго—съ 11 до конца мѣсяца.

На механическомъ отдѣленіи студенты раздѣлены были на 9 
группъ отъ 9—10 человѣкъ въ группѣ; всего участвовало въ запя
тіяхъ 84 человѣка. Каждая группа студентовъ выполнила слѣдую
щія задачи:

1. Съемка обходомъ астролябіеіі участка, площадью но мень
ше 100 десятинъ (1 кв. вер.), съ нанесеніемъ полигона на бумагу 
по транспортиру, въ масштабѣ 50 еаж. въ 1 дюймѣ.



7

2. Съемка подробностей внутри контура: главнѣйшихъ — 
астролябіей и эккеромъ съ цѣпью, второстепенныхъ — глазомѣрно.

3. Мензульная съемка подробностей внутри контура, несня
тыхъ другими инструментами.

4. Нивеллировка по контуру или по средней дорогѣ, замкну
тымъ ходомъ, на протяженіи не меньше двухъ верстъ, съ соста
вленіемъ профиля.

На инженерно-строительномъ отдѣленіи студенты были раздѣ
лены на 6 группъ, по 7—9 человѣкъ въ группѣ; всего принимали 
участіе 44 студента. Практиканты выполнили слѣдующія задачи:

1. Съемка обходомъ астролябіей полигона, площадью до 200 
десятинъ (2 кв. версты), съ нанесеніемъ полигона на бумагу въ 
масшт. 50 саж. въ 1 дюймѣ по вычисленнымъ координатамъ вер
шинъ полигона, по магнитному меридіану.

2. Съемка подробностей внутри полигона съ астролябіей, экке
ромъ съ цѣпью и глазомѣрно.

3. Геометрическая тріангуляція на мензулѣ съ кипрегелемъ 
на площади І-го планшета (4 кв. версты при масштабѣ 50 саж. въ 
1 дюймѣ).

4. Нивеллировка по заданному направленію на протяженіи 
1 версты, съ пикетами черезъ 50 саж., съ промежуточными точка
ми и съ обратнымъ повѣрочнымъ ходомъ.

Достоинство работы каждой группы повѣрялось смыканіемъ 
полигоновъ, имѣющихъ общія границы, и сличеніемъ подробностей 
по планамъ механическаго и инженерно-строительнаго отдѣленій, 
такъ какъ оба отдѣленія работали въ одной и той же мѣстности. 
Результатомъ такого сличенія является сборный планъ съемокъ, 
предъявленный въ Совѣтъ и выполненный двумя студентами Инсти
тута въ масштабѣ 100 саж. въ 1 дюймѣ.

Для повѣрки степени участія въ занятіяхъ каждаго студента, 
помимо непосредственнаго руководства занятіями, служилъ экза
менъ практическаго характера по представляемымъ отчетамъ для 
каждой группы въ отдѣльности; на такомъ экзаменѣ студентамъ 
предлагались вопросы, касающіеся практики съемокъ, степени зна
комства съ снятою мѣстностью и съ тѣми пріемами, при помощи 
которыхъ была снята на планъ та или другая подробность. Какъ 
показываетъ опытъ, такое собесѣдованіе даетъ вполнѣ ясное пред
ставленіе о томъ, въ какой мѣрѣ практикующійся принималъ уча
стіе въ общей работѣ, а слѣдовательно выясняетъ, въ какой сте
пени онъ освоился съ практическими пріемами геодезіи.
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Служебныя перемѣны.

Въ личномъ составѣ Института за отчетное время нроизошли 
слѣдующія перемѣны.

A. Назначены:
1. Ординарнымъ Профессоромъ но каѳедрѣ строительнаго ис

кусства, по отдѣлу гидротехническихъ сооруженій, адъюнктъ-про
фессоръ Ново-Александрійскаго Института В. I. Дейчъ.

Б. Утверждены:
Временный преподаватель архитектурнаго черченія С. А. За

боровскій штатнымъ преподавателемъ Института по предмету строи
тельной механики и графической статики.

B. Умеръ.
Временный преподаватель геодезіи, Начальникъ съемки Юго- 

Западнаго пограничнаго пространства, Генеральнаго Штаба Гене
ралъ-Маіоръ С. Д. Рыльке.

Командировки.

Для подготовленія къ преподавательской дѣятельности были 
командированы, съ начала учебнаго года, въ Россію и за границу 
8 лицъ, а именно:

1. Инженеръ-Технологъ В. К. Задарновскій, подготовляющій
ся къ преподаванію технологіи волокнистыхъ веществъ.

2. Кандидатъ естественныхъ наукъ В. И. Исаевъ, подгото
вляющійся къ преподаванію химической технологіи (съ исключеніемъ 
технологіи красильныхъ веществъ, нефти и сухой перегонки дерева).

3. Кандидатъ математическихъ наукъ, Инженеръ-Технологъ 
А. Я. Касьминъ, подготовляющійся къ преподаванію прикладной 
механики (паровыя машины и котлы).

4. Инженеръ-Технологъ М. И. Лисянскій, подготовляющійся 
къ преподаванію заводскихъ машинъ, а также машинъ и орудій для 
обработки металловъ и дерева.

5. Технологъ, докторъ Женевскаго Университета, Д. А. Хар
динъ, подготовляющійся къ преподаванію химической технологіи 
(производство пигментовъ, окрашиваніе и печатаніе тканей, техно
логія нефти и сухой перегонки дерева).

6. Кандидатъ физико-математическихъ паукъ И. Ѳ. Чорба, 
подготовляющійся къ преподаванію практической механики (гид
равлика и подъемныя машины).

7. Кандидатъ естественныхъ наукъ Г. I. Ерчиковскій, подго
товляющійся къ преподаванію физико-химіи и электро химіи.
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8. Военный Инженеръ С. А. Заборовскій, подготовляющійся 
къ преподаванію строительной механики и графической статики.

Кромѣ того въ теченіе отчетнаго времени были командирова
ны съ ученою цѣлью какъ въ Россію, такъ и за границу, слѣдую
щія лица:

1. Ординарный профессоръ Е. Е. Вагнеръ,—за границу для 
осмотра химическихъ лабораторій, на зимнее вакаціонное время.

2. Ординарный профессоръ В. I. Дейчъ,—въ Воронежскую губ., 
для организаціи работъ по окончанію устройства опытнаго ороше
нія въ Каменной Степи, на мѣсяцъ съ 20 Іюля 1899 г.

3. Преподаватель В. А. Бернацкій—за границу, для пріобрѣ
теній по оборудованію физическаго кабинета, на срокъ съ 20 Іюля 
по 15 августа 1898 г.

4. Штатный преподаватель С. А. Окольскій—за границу съ 
у . ною цѣлью, для ознакомленія съ постановкой преподаванія ма
іи. ностроенія и черченія машинъ, а также для осмотра важнѣй
шихъ машиностроительныхъ и механическихъ заводовъ, на лѣтнее 
вакаціонное время.

5. Лаборантъ А. Ѳ. Флеровъ—за границу въ г. Цюрихъ, для 
основательнаго ознакомленія съ методами химическаго изслѣдованія 
растеній, а также для доставленія свѣдѣній о постановкѣ дѣла въ 
бактеріологическихъ лабораторіяхъ высшихъ спеціальныхъ учебныхъ 
заведеній заграницей, на срокъ сь 1 мая по 1 сентября 1899 г.

6. Лаборантъ К. С. Славинскій—за границу для ознакомленія 
сь постановкой практическихъ занятій по органической химіи въ спе
ціальныхъ высшихъ учебныхъ заведеніяхъ, на срокъ съ 15 мая но 
15 августа 1899 года.

1899—1900 учебный годъ.

Съ 15 Іюня 1899 года начался пріемъ прошеній отъ лицъ, же
лающихъ поступить въ Институтъ.

Бъ теченіе періода времени, назначеннаго для пріема упомя
нутыхъ прошеній, поступило 611 прошеній, въ томъ числѣ отъ 11 
лицъ, имѣющихъ право быть принятыми безъ экзамена. На осно
ваніи письменныхъ состязательныхъ испытаній по русскому языку 
и математикѣ и устныхъ по физикѣ, было принято въ число сту
дентовъ 270 человѣкъ. Къ 1 Января 1900 года на 2 курсахъ 
всѣхъ 3 отдѣленій числилось студентовъ:
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Отдѣленія
Общее число студентовъ.

I курсъ И курсъ И т о г о.

Механическое..................... 101 93 194

Инженерно-строительное. 107 49 156
Химическое..................... 64 48 112

Всего. . . 272 190 462

Личный составъ.

Въ личномъ составѣ за отчетное время произошли слѣдующія 
перемѣны:

А. Назначены:
1. Ординарнымъ профессоромъ по каѳедрѣ прикладной меха

ники—докторъ прикладной математики 11. В. Делоне.
2. Экстраординарнымъ профессоромъ по каѳедрѣ химіи—ма

гистръ химіи В. А. Солонина.
3. Штатнымъ преподавателемъ политической экономіи—док

торъ политической экономіи и статистики—профессоръ И. И. Ива- 
нюковъ.

4. Штатнымъ преподавателемъ черченія — гражданскій инже
неръ Л. С. Васильевъ.

5. Штатнымъ преподавателемъ рисованія—художникъ 3-й сте
пени I. К. Маньковскій.

6. Временными преподавателями черченія—военный инженеръ 
В. Н. Короткевичъ-Ночевной и инженеръ-механикъ В. К. Рофе.

7. Временнымъ преподавателемъ по деталямъ машинъ—инже
неръ-технологъ А. Я. Касьминъ.

8. Штатнымъ преподавателемъ геодезіи и руководителемъ 
практическими занятіями по математикѣ магистрантъ астрономіи, 
младшій астрономъ-наблюдатель обсерваторіи Императорскаго Вар
шавскаго Университета В. Э. Эренфсйхтъ.

9. Вретенпымъ руководителемъ практическими занятіями по 
химіи—кандидатъ физико-математическихъ наукъ В. И.Стржсмбошъ.

10. Старшими лаборантами: окончившій Ими. С.-Петербург
скій Университетъ по естественному отдѣленію физики - математи
ческаго факультета II. II. Нагорновъ, кандидатъ естественныхъ на
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укъ 0. И. Милобендзкій, младшій лаборантъ Института магистрантъ 
Имн. Варш. Университета А. О. Флеровъ и кандидатъ математи
ческихъ наукъ А. II. ІІоснѣловъ.

11. Младшими лаборантами: кандидатъ естественныхъ наукъ 
Д. И. Соболевъ и окончившій Императорскій С.-Петербургскій > ни- 
верситетъ по естественному разряду физико-математическаго фа
культета В. В. Чепинскій.

12. Помощникомъ Инспектора—В. И. Голоскевичъ.
Временно исправляющій обязанности Секретаря Совѣта орди

нарный профессоръ В. А. Анисимовъ—и. об. декана механическаго 
отдѣленія.

Ординарный профессоръ В. I. Дейчъ—и. об. декана инженерно - 
строительнаго отдѣленія.

Секретаремъ избранъ экстраординарный профессоръ В. А. Со
лонина,

Вь отчетномъ году было засѣданій Правленія—52 и Совѣта—12. 
В. Утверждены.
Ординарный профессоръ И. О. Сомовъ — заслуженнымъ про

фессоромъ Института.
Временный руководитель практическими занятіями по меха

никѣ Д. А. Гонтаревъ—штатнымъ преподавателемъ механики.
Временный преподаватель начертательной геометріи Э. В. 

Гляссъ—штатнымъ преподавателемъ начертательной геометріи.
Временный руководитель практическими занятіями но мате

матикѣ Д. Д. Мордухай-Болтовской — штатнымъ преподавателемъ 
математики.

В. Уволены.
Временно испр. об. Декана механическаго отдѣленія профес

соръ И. О. Сомовъ, согласно прошенію, отъ должности Декана.
Временный преподаватель неорганической химіи профессоръ 

И. И. Бевадъ прекратилъ чтеніе лекцій въ Институтѣ, и оставили 
занятія въ Институтѣ лаборанты В. В. Лавровъ и А. К. Семеновъ.

Командировки.

Для подготовленія къ преподавательской дѣятельности были 
командированы за границу въ 1899 году (кромѣ командированныхъ 
въ 1898 году) слѣдующія лица:

1. Инженеръ Путей Сообщенія ІО. В. Ломоносовъ, подгото
вляющійся къ преподаванію прикладной механики (паровозы).

2. Инженеръ-Технологъ В. И. Мейеръ, подготовляющійся къ 
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преподаванію прикладной механики, главнымъ образомъ по предмету 
сопротивленія матеріаловъ.

Преподаваніе.

Въ оба полугодія 1899 — 1900 учеб. года.

А. На I и II курсахъ механическаго и инженерно-строитель
наго отдѣленія читались совмѣстно лекціи но слѣдующимъ пред
метамъ:

1. Высшая математика: Ординарными профессорами 
Г. Ѳ. Воронымъ и В. А. Анисимовымъ—на I курсѣ 6 часовъ и 
И курсѣ 4 часа въ недѣлю.

2. Начертательная геометрія — штатнымъ преподава
телемъ Э. В. Гляссомъ на I курсѣ 2 часа въ недѣлю.

3. Теоретическая механика — заслуженнымъ ординар
нымъ профессоромъ Института II. О. Сомовымъ—на I курсѣ 3 часа 
и II курсѣ 2 часа.

4. Физика—временнымъ преподавателемъ В. А. Бернацкимъ 
по 3 часа въ недѣлю на I и столько же на II курсѣ.

5. Химія—экстраординарнымъ профессоромъ В. А. Солони
ной—на 1 курсѣ 3 часа въ 1-омъ полугодіи, а во 2 омъ 2 часа, и 
ординарнымъ профессоромъ Е. Е. Вагнеромъ во 2-омъ полугодіи 
2 часа.

6. Низшая геодезія — штатнымъ преподавателемъ В. Э. 
Эренфейхтомъ—на 1 курсѣ 2 часа и кромѣ того студентамъ II кур
са инженерно-строительнаго отдѣленія—Высшая геодезія по 2 часа 
въ недѣлю.

7. Сопротивленіе матеріало въ—штатнымъ преподава
телемъ С. А. Заборовскимъ па II курсѣ 2 часа.

8. Строительное искусство- ординарнымъ профессоромъ 
В. I. Дейчъ—на II курсѣ механическаго отдѣленія 3 часа и II кур
са инженерно-строительнаго отдѣленія 2 часа въ недѣлю.

9. Политическая экономія, при 2 часахъ въ недѣлю, и 
Статистика, при одномъ часѣ въ недѣлю, для студентовъ 11 кур
са механическаго и инженерно-строительнаго отдѣленій —препода
вателемъ Института, профессоромъ И. И. Иванюковымъ.

10. Во 2 мъ полугодіи на 11 курсѣ механическаго отдѣленія 
читались, при 6 часахъ въ недѣлю, лекціи по деталямъ машинъ 
временнымъ преподавателемъ А. Я. Касьмипымъ.

Для занятій черченіемъ и рисованіемъ студенты двухъ отдѣ
леній были раздѣлены на 3 группы. На черченіе было назначено 
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на I курсѣ обоихъ отдѣленій но 6 часовъ, па II курсѣ механиче
скаго отдѣленіи 4 часа и на инженерно-строительномъ отдѣленіи 
5 часовъ, а для рисованія—на I курсѣ механическаго отдѣленія 4 
часа и инженерно-строительнаго отдѣленія на I курсѣ —-3 часа и 
II курса 2 часа. Руководство занятіями но черченію было поручено 
преподавателямъ—С. А. Окольскому, В. К. Рофе, Л. С. Васильеву, 
В. Н. Короткевичу-ІІочевному и II. И. Добровольскому. Занятіями 
по рисованію руководили штатные преподаватели Э. В. Невядом- 
скій и I. К. Маньковскій.

Такъ какъ по черченію и рисованію для руководства занятія
ми были назначены вечерніе часы, то чертежные и рисовальные 
залы были открыты для студентовъ ежедневно до 9 часовъ вечера, 
за исключеніемъ дней неприсутственныхъ.

Практическія занятія на означенныхъ отдѣленіяхъ, при 3 груп
пахъ на І-хъ к. обоихъ отдѣленій и 3 группахъ на II к. механ. и 
2 группахъ на II к. инж.-строит. отдѣленій, велись:

1. Но математикѣ—преподавателями Д. Д. Мордухай-Вол- 
товскимъ и Э. В. Эренфейхтомъ, подъ руководствомъ ординарныхъ 
профессоровъ Г. Ѳ. Вороного и В. А. Анисимова, по 2 часа на 
1 курсѣ и по 1 часу на II курсѣ.

2. ІІо начертательной геометріи — преподавателемъ
Э. В. Глассомъ на I курсѣ по 1 часу.

3. ІІо физикѣ—преподавателемъ В. А. Бернацкимъ на II 
курсѣ по 3 часа.

4. По механикѣ—преподавателемъ Д. А. Гонтаревымъ па 
I курсѣ—по 1 часу и на II курсѣ—по 1 часу, подъ руководствомъ 
профессора II. О. Сомова.

5. ІІо строительной механикѣ—преподавателемъ С. А. 
Заборовскимъ по 2 часа на II курсѣ инженерно-строительнаго отдѣ
ленія.

6. По практической механикѣ—профессоромъ II. Б. Де
лоне 4 часа на II курсѣ механическаго отдѣленія.

Б. На химическомъ отдѣленіи I и II курса преподавались 
слѣдующіе предметы:

1. Высшая математика—ординарнымъ профессоромъ В. А. 
Анисимовымъ на I курсѣ—4 часа въ недѣлю.

2. Наче рт ате лыі а я ге ом ет рія — штатнымъ преподава
телемъ Э. В. Гляссомъ на I курсѣ 2 часа.

3. Теоретическая механика — профессоромъ II. Б. Де
лоне на II курсѣ 4 часа въ недѣлю въ 1-мъ полугодіи и практи
ческая механика по 4 часа въ недѣлю во 2-мъ полугодіи.
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4. Физика — преподавателемъ В. А. Бернацкимъ на Т и II 
курсахъ по 3 часа въ недѣлю.

5. Кристаллографія—на I курсѣ 1 часъ и Минерало
гія на II курсѣ 4 часа—ординарнымъ профессоромъ А. Е. Лагоріо.

6. Ботаника — преподавателемъ Института, профессоромъ 
В. И. ІІалладинымъ на I курсѣ 2 часа.

7. Неорганическая химія — экстраординарнымъ профес
соромъ В. А. Солонина на I курсѣ 4 часа въ 1-мъ полугодіи и 
5 часовъ во 2-мъ.

8. О р г а н и ч е с к а я х и мі я —ординарнымъ профессоромъ Е. Е. 
Вагнеромъ на II курсѣ 4 часа.

9. Сопротивленіе матеріаловъ—преподавателемъ С. А. 
Заборовскимъ на II курсѣ 2 часа.

Черченіями техническимъ и архитектурнымъ руководили штат
ные преподаватели Л. С. Васильевъ, С. А. Окольскій и В. К. Рофе 
при 6 часахъ на I курсѣ и 4 часахъ на II курсѣ.

Практическія упражненія въ этомъ отдѣленіи при дѣленіи сту
дентовъ I курса на 2 группы велись:

1. По математикѣ—на I курсѣ, подъ руководствомъ про
фессора В. А. Анисимова, преподавателемъ Эренфейхтомъ по 2 часа 
въ недѣлю (безъ дѣленія на группы).

2. По начертательной геометріи — на I курсѣ штат
нымъ преподавателемъ Э. В. Гляссомъ по 1 часу.

3. По физикѣ—на I курсѣ преподавателемъ В. А. Бернац
кимъ по 3 часа.

4. По кристаллографіи—на I курсѣ профессоромъ А. Е. 
Лагоріо по 1 часу; по Минералогіи же на 11 курсѣ эти занятія были 
необязательны.

5. По ботаникѣ—на 1 курсѣ преподавателемъ В. И. ІІал- 
ладинымъ по 2 часа.

6. Занятія по Аналитической химіи на II курсѣ произ
водились во всѣ учебные дни, за исключеніемъ субботъ, отъ 3 до 
8 часовъ вечера, подъ руководствомъ профессора В. А. Солонины.

Командировки.

Въ теченіе отчетнаго времени были командированы съ уче
ною цѣлью какъ въ Россію, такъ и за границу слѣдующія лица:

1. Преподаватель В. А. Бернацкій—въ С.-Петербургъ па пер
вый Всероссійскій Съѣздъ Электротехниковъ, съ 27 Декабря 1899 г. 
по 7 января 1900 года.
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2. Старшій лаборантъ Л. Ѳ. Флеровъ-заграницу для изуче
нія технической бактеріологіи, съ 15 апрѣля по 15 августа 1900 г.

3. Экстраординарный профессоръ В. А, Солонина—заграницу 
на зимнее вакаціонное время и 8 дней для осмотра лабораторій.

4. Преподаватель С. А. Заборовскій—въ г. Берлинъ для слу
шанія лекцій лѣтняго семестра въ ПІарлотенбургскомъ Политехни
кумѣ, съ 25 Марта 1900 г.

5. Экстраординарный профессоръ В. Л. Солонина—заграницу 
съ ученой цѣлью на лѣтнее вакаціонное время.

6. Старшій лаборантъ Ѳ. И. Милобендзкій—заграницу съ уче
ной цѣлью, съ 1 мая по 20 августа 1900 г.

7. Ординарный профессоръ ГІ. Б. Делоне—за границу для вы
бора новѣйшихъ машинъ и моделей для механическаго кабинета съ 
1 іюля но 1 сентября 1899 г.;—на Парижскую всемірную выставку 
съ ученой цѣлью, съ 15 іюля по 15 августа 1900 года.

8. Преподаватель В. А. Бернацкій—въ г. Парижъ для осмо
тра тамошнихъ физическихъ лабораторій и физическаго отдѣленія 
на Парижской выставкѣ, на лѣтнее вакаціонное время.

9. Преподаватель С. А. Окольскій—на Парижскую выставку 
для изслѣдованія постановки преподаванія техническаго черченія 
въ профессіональномъ отдѣленіи, на лѣтнее вакаціонное время.

10. Младшій лаборантъ Д. Н. Соболевъ—въ Бѣлецкую и Ра- 
домекую губерніи для производства геологическихъ изслѣдованій съ 
цѣлью собранія коллекцій для минералогическаго кабинета, на іюнь 
и іюль мѣсяцы 1900 г.

11. Испр. д. младшаго лаборанта В. В. Чепинскій — за гра
ницу съ ученой цѣлью съ 1 января по 1 іюля 1900 года для заня
тій по электро-химіи.

12. Испр. д. старшаго лаборанта А. П. Поспѣловъ—въ г. С.-Пе
тербургъ на первый Всероссійскій Съѣздъ Электротехниковъ, съ 27 
декабря 1899 г. по 7 января 1900 года.

Переходныя испытанія.

Переходныя испытанія начались 10 мая, причемъ нѣкоторые 
студенты, но уважительнымъ причинамъ, Совѣтомъ были оставле
ны на 2-й годъ, другимъ были отложены экзамены на осень. Та
кимъ образомъ переведено студентовъ па ІІ-й и III курсы:
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О т д ѣ л с н і я.
Оставлено на 

2-й годъ на томъ 
же курсѣ.

Переведено на 
слѣдующіе кур

сы.

1 11 II III

Механическое............................... 9 19 118 63

Инженерностроительное. . . 16 13 57 29

Химическое............................... . 8 9 60 34

Всего. . 33 41 235 126

Лѣтняя геодезическая практика.

Съ 3 іюня по 1 іюля 1900 года студенты 1 курса и нѣкото
рые студенты инженерно строительнаго и механическаго отдѣленій 
производили геодезическія работы въ окрестностяхъ посада І’роди- 
ска подъ руководствомъ преподавателей Эренфейхта п Доброволь
скаго, капитана Богданова, агронома Доброславина и студентовъ 
И курса Грабовскаго, Райкевича, Реферовскаго и Тржцинскаго. Въ 
работахъ участвовало 123 человѣка.

Всѣ студенты были раздѣлены на 15 группъ, изъ которыхъ 
каждая получила участокъ приблизительно въ 1 кв. версту, обошла 
его съ астролябіей и цѣпью, нанесла полигонъ на планъ по коорди
натамъ и, снявъ подробности, представила окончательный планъ 
своего участка. Подробности снимались: студентами механическаго 
отдѣленія помощью эккера, студентами же инженерно-строительнаго 
отдѣленія отчасти мензулой, отчасти эккеромъ; каждая группа сту
дентовъ инженерно-строительнаго отдѣленія получила 2 точки па 
планшетѣ рѣшеніемъ задачи ІІотепота, нѣсколько точекъ засѣчками, 
остальныя полярнымъ способомъ помощью кипрегеля-дальномѣра.

Каждая изъ 15 группъ произвела продольную пивеллировку 
на протяженіи 4 верстъ.

Этимъ работы студентовъ механическаго отдѣленія и ограни
чились.

Студенты инженерно-строительнаго отдѣленія занимались еще 
измѣреніемъ угловъ 2-хъ треугольниковъ съ повѣрочнымъ визирова
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ніемъ по діагонали съ цѣлью уравновѣшенія потомъ этой сѣти 2-хъ 
треугольниковъ. Углы измѣрялись 10 секунднымъ теодолитомъ. На
конецъ тѣ же студенты упражнялись въ разбивкѣ закругленій по 
координатамъ отъ касательной и по хордамъ и угламъ.

За весьма немногими единичными исключеніями студенты ра
ботали дружно и очень охотно, чему способствовала необыкновен
но пріятная погода.

Точность работъ контролировалась полученными невязками и 
засѣчками. Нѣкоторыя группы должны были дѣлать вторичный 
обходъ или повѣрять часть обхода.

Лѣтняя строительная практика.

Всѣ студенты, кои обязаны были отбыть въ текущемъ году 
строительную практику, частью были размѣщены Институтомъ на 
работахъ при постройкѣ казенныхъ, общественныхъ и частныхъ со
оруженій, частью же сами пріискали себѣ мѣста для означенной 
практики. Отчеты вмѣстѣ съ планами должны были быть предста
влены къ 10 августа и подлежали оцѣнкѣ г.г. профессоровъ соот
вѣтствующихъ каѳедръ.

Практическія занятія:

За все отчетное время практическія занятія студентовъ за
ключались въ слѣдующемъ:

I. По математикѣ:
Въ 1 и 2 семестрѣ 1898—1899 учебнаго года на инженерно

строительномъ и механическомъ отдѣленіяхъ занятія велись, при 
2-хъ часахъ въ недѣлю, подъ руководствомъ профессоровъ Г. Ѳ. 
Вороного и В. А. Анисимова, преподавателемъ Д. Д. Мордухай-Бол- 
товскимъ по 3-мъ отдѣламъ: алгебраическому анализу, аналитиче
ской геометріи, включая сюда сферическую тригонометрію, которая 
читалась вч> курсѣ какъ отдѣльная ея глава, дифференціальному и 
интегральному исчисленіямъ.

Въ І-мъ полугодіи 1898—1899 учебнаго года студенты зани
мались рѣшеніемъ задачъ по алгебрѣ, сферической тригонометріи и 
дифференціальному исчисленію. Занятія по этому послѣднему отдѣ
лу продолжались и во 2-мъ полугодіи, къ которымъ присоединились 
еще занятія по интегральному исчисленію и по аналитической гео-

3 
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метріи. Задачи рѣшались какъ въ аудиторіи, такъ и предлагались 
для рѣшенія на домъ. При этомъ разъяснялись наиболѣе трудныя 
части курса, пріобрѣтался студентами навыкъ въ самостоятельномъ 
рѣшеніи различныхъ задачъ и, вмѣстѣ съ тѣмъ, получалась повѣрка 
степени усвоенія студентами курса.

На химическомъ отдѣленіи въ томъ же учебномъ году, при 
2-хъ часахъ въ недѣлю, студенты, подъ руководствомъ профессора 
В. А. Анисимова, самостоятельно рѣшали разнообразныя задачи 
какъ по аналитической геометріи, такъ и по дифференціальному и 
интегральному исчисленію. При этомъ главное вниманіе обращалось 
на отчетливое выясненіе началъ указанныхъ математическихъ ди
сциплинъ, а равнымъ образомъ и на усвоеніе основныхъ формулъ, 
имѣющихъ наиболѣе важное значеніе въ приложеніяхъ.

Въ 1899—1900 академическомъ году практическія занятія на 
I к. механическаго и инженерно-строительнаго отдѣленій по алге
браическому анализу и аналитической геометріи производились пре
подавателемъ В. Э. Эренфейхтомъ по 1 часу въ недѣлю для каж
дой группы—всего 6 часовъ въ недѣлю, причемъ 1-я недѣля посвя
щалась алгебраическому анализу, 2-я геометріи; кромѣ того, по 
просьбѣ студентовъ инженерно строительнаго отдѣленія, былъ при
бавленъ 1 необязательный часъ въ недѣлю. Практическія занятія 
эти заключались въ слѣдующемъ: 1) въ рѣшеніи возможно легкихъ 
задачъ, 2) повѣркѣ нѣкоторыхъ теоремъ на частныхъ примѣрахъ 
помощью вычисленій, 3) геометрическомъ толкованіи нѣкоторыхъ 
теоремъ алгебраическаго анализа и 4) разъясненіи болѣе труд
ныхъ отдѣловъ теоретическаго курса.

Занятія по дифференціальному и интегральному исчисленію 
на I и II к.к. механическаго и инженерно-строительнаго отдѣленій 
велъ преподаватель Д. Д. Мордухай Волтовской, при 6 часахъ въ 
недѣлю на 1 к. и 5 часахъ на 11 к., слѣдующимъ образомъ: послѣ 
предварительныхъ разъясненій преподавателемъ на частныхъ при
мѣрахъ методовъ рѣшенія задачъ извѣстныхъ типовъ, желающіе 
изъ студентовъ выходили къ доскѣ и рѣшали тѣхъ же типовъ за
дачи, пользуясь указаніями преподавателя. Болѣе трудныя задачи 
предлагались преподавателемъ для рѣшенія па домъ, возвращались 
исправленными и часто служили темою для бесѣдъ преподавателя 
съ студентами. Па 1 к. въ 1-мъ полугодіи, идя параллельно курсу, 
читаемому профессоромъ Г. О. Воронымъ, студенты занимались 
вычисленіемъ предѣловъ и дифференцированіемъ функцій; во 2-мъ 
полугодіи занимались интегрированіемъ функцій.

На 11 к. въ 1-мъ полугодіи занимались задачами, относящи
мися къ приложенію дифференціальнаго и интегральнаго исчисленія 
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къ геометріи (на плоскости) и къ аналитическимъ ихъ приложе
ніямъ; во 2-мъ полугодіи занимались задачами относящимися къ 
приложенію обоихъ исчисленій къ геометріи (въ пространствѣ) и 
къ интегрированію дифференціальныхъ уравненій.

На I к. химическаго отдѣленія практическія занятія по мате
матикѣ велись преподавателемъ В. Э. Эренфейхтомъ, подъ руко
водствомъ В. А. Анисимова, но 2 часа въ недѣлю, при чемъ 1 часъ 
посвящался анализу, 2-й геометріи. Задачи рѣшались по всѣмъ 
основнымъ отдѣламъ, какъ то: аналитической геометріи на плоско
сти и въ пространствѣ, по дифференцированію и интегрированію 
функцій съ приложеніями, при чемъ предлагались возможно про
стыя задачи.

2. Но теоретической механикѣ:

Практическія занятія велись преподавателемъ Д. А. Гонтаре- 
вымъ, подъ руководствомъ проф. II. О. Сомова, при 6 часахъ въ 
недѣлю на I курсѣ и 5-ти часахъ на 11 к., и состояли въ рѣшеніи 
задачъ, непосредственно относящихся къ слушаемому курсу. Глав
ное вниманіе было обраіцано на слѣдующіе отдѣлы: 1) на равновѣ
сіе твердаго тѣла, 2) на связь между кинетической энергіей и ра
ботой, 3) на кинематику плоскаго движенія, 4) на составленіе диф
ференціальныхъ уравненій динамики точки и 5) на рѣшеніе задачъ 
статики по способу возможныхъ перемѣщеній.

3. По начертательной геометріи:

Практическія занятія въ 1898—1899 академическомъ году ве
лись подъ руководствомъ преподавателя В. Э. Глясса, при 8 ча
сахъ въ недѣлю для всѣхъ 3-хъ отдѣленій Института, и состояли 
въ черченіи эпюръ по курсу. Работы были поданы аккуратно и 
выполнены довольно тщательно.

Въ 1899—1900 академическомъ году—въ 1-мъ полугодіи пра
ктическія занятія состояли въ рѣшеніи на доскахъ въ аудиторіи 
различныхъ задачъ, согласно проходимому курсу, а во 2-мъ полу
годіи кромѣ того—въ вычерчиваніи эпюръ на листахъ. Каждый сту
дентъ начертилъ 2 листа, на каждомъ но 4 эпюра. Задачи на ли
стахъ состояли въ проэктированіи и нахожденіи пересѣченія много
гранниковъ и поверхностей.

4. По физикѣ:

Практическія занятія въ 1898—1899 академическомъ году ве
лись подъ руководствомъ завѣдующаго лабораторіей преподавателя 
В. А. Бернацкаго съ студентами I к. химическаго отдѣленія по 
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прилагаемой при семь программѣ задачъ (№ 1). Практиканты были 
разбиты на 2 группы; каждая группа занималась еженедѣльно по 
3 часа.

Въ 1899—1900 академическомъ году запятія велись подъ ру
ководствомъ того же преподавателя, при содѣйствіи старшаго лабо
ранта при каѳедрѣ физикѣ А. II. Поспѣлова, по прилагаемой про
граммѣ (№ 2).

Для возможнаго облегченія труда какъ руководителямъ, такъ 
и практикантамъ, составлено подробное описаніе каждой задачи 
съ рисунками имѣющихся для этого въ лабораторіи приборовъ 
необходимыми таблицами и т. д.; всѣ эти свѣдѣнія имѣются въ 
переплетенныхъ тетрадкахъ, предлагаемыхъ каждому практиканту 
вмѣстѣ съ приборами.

Каждый практикантъ обязанъ представить ходъ рѣшенія пре
дложенной ему задачи въ имѣющейся для этого у каждаго спеціаль
ной записной тетради. Полученные имъ результаты, если окажутся 
удовлетворительными, вносятся въ имѣющуюся въ лабораторіи кон
трольную книгу. Кромѣ того задача подписывается въ записной 
книжкѣ практиканта руководителемъ. Пока это не сдѣлано, пра
ктикантъ не можетъ получить другой задачи. Записныя книжки 
представляются практикантами въ копцѣ каждаго полугодія для 
составленія по нимъ необходимаго отчета. Такимъ образомъ под
писано:

въ 1898—1899 академическомъ году студентамъ I к. хпмиче 
скаго отдѣленія—680 задачъ.

Въ 1899—1900 академическомъ году—студентамъ I к. хими
ческаго отдѣленія—970 задачъ; студентамъ II к. механическаго 
отдѣленія —1913 задачъ и инженерно-строительнаго отдѣленія—1005 
задачъ.

Занятія велись ежедневно отъ 4-хъ до 8 ми часовъ по-полудни. 
Студенты химическаго отдѣленія были раздѣлены на 2 группы. 
Каждая группа механическаго и инженерно строительнаго отдѣленій 
занималась въ лабораторіи еженедѣльно; студенты химики разъ въ 
2 недѣли. Кромѣ того практиканты, выдающіеся аккуратностью и 
тщательностью въ исполненіи предлагаемыхъ имъ задачъ, допуска
лись въ лабораторію на утреннее время.

Изъ работъ спеціальныхъ, производимыхъ въ физической 
лабораторіи, можно указать на работы г. Цаузмсра, студента ме
ханическаго отдѣленія, надъ поляризаціей электродовъ (1898- 1899 
годъ), и его же работы въ I полугодіи 1899—1900 года съ жид
кими прерывателями для тока. Старшій лаборантъ А. II. ІІоспѣ- 
ловъ повторялъ опыты Рентгена; завѣдующій кабинетомъ пре
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подаватель В. Л. Бернацкій выработалъ методъ демонстрирова
нія опытовъ Герца помощью лампочки накаливанія и видоизмѣ
нилъ приборъ Дюлонга и Пти для опредѣленія термическаго ко
эффиціента расширенія ртути. Во многихъ этихъ работахъ при
нималъ дѣятельное участіе студентъ механическаго отдѣленія 
А. Соколовскій.

5. По химіи:
Практическія занятія во 2-ой половинѣ 1898—1899 г. и въ 

1899—1900 академическомъ году происходили во временномъ по
мѣщеніи Института въ химической лабораторіи, устроенной на 
96 мѣстъ со всѣми необходимыми принадлежностями.

Занятія производились съ студентами II к. всѣхъ отдѣленій 
и I к. химическаго отдѣленія.

Студенты II к. химическаго отдѣленія, въ количествѣ 48 че
ловѣкъ, занимались въ лабораторіи каждый день, кромѣ празд
никовъ и субботъ, до 8 часовъ вечера. ІІо субботамъ же лабо
раторія была открыта для запятій только до 3 часовъ дня. Въ 
началѣ занятія ихъ состояли въ систематическомъ прохожденіи 
качественнаго химическаго анализа, къ чему пособіемъ имъ слу
жила аналитическая химія Мепшуткина. Кромѣ постояннаго ру
ководства каждый студентъ время отъ времени подвергался про
вѣрочному испытанію по пройденному и продѣланному имъ ана
лизу и затѣмъ только получалъ на каждую аналитическую груп
пу для рѣшенія одну или двѣ задачи, состоявшія въ опредѣле
ніи качественнаго состава неизвѣстной ему смѣси. Затѣмъ по
лучалъ для изслѣдованія или минералъ, или руду, или сплавъ, 
давалъ полный отчетъ въ продѣланномъ имъ анализѣ этихъ ве
ществъ и наконецъ подвергался испытанію по полному курсу 
качественнаго анализа.

Окончившіе качественный анализъ приступали затѣмъ къ 
занятіямъ по количественному анализу, состоявшимъ въ коли
чественномъ опредѣленіи состава различныхъ соединеній вѣсо
вымъ способомъ, а также и титтрованіемъ. Трудъ по веденію 
этихъ запятій раздѣлялъ съ профессоромъ В. А. Солониной стар
шій лаборантъ Ѳ. И. Милобендзкій.

Студенты I к. химическаго отдѣленія, въ количествѣ 61 че
ловѣка, занимались въ лабораторіи во 2-ой половинѣ 1899—1900 
академическаго года 5 дней въ недѣлю до 8 часовъ вечера, при
чемъ они были раздѣлены на 2 группы. Запятія ихъ состояли 
въ систематическомъ прохожденіи качественнаго химическаго ана
лиза, пособіемъ къ чему имъ служила аналитическая химія про
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Фессора Меншуткина. Кромѣ постояннаго руководства каждый 
студентъ время отъ времени подвергался провѣрочному испыта
нію по пройденному и продѣланному имъ анализу и затѣмъ толь
ко получалъ па каждую аналитическую группу 1 или 2 задачи, 
состоявшія въ опредѣленіи качественнаго состава неизвѣстной 
ему смѣси. Было пройдено 2 аналитическихъ группы и лишь 
немногими студентами 3. Труды по веденію этихъ занятііі раз
дѣлялъ съ профессоромъ В. А. Солониной преподаватель В. И. 
Стржембошъ.

Студенты II к. механическаго и инженерно-строительнаго 
отдѣленій занимались въ лабораторіи, вслѣдствіе недостатка 
мѣстъ, только въ 1-ой половинѣ 1899—1900 академическаго года. 
Всѣхъ занимавшихся было 141 человѣкъ. Они были раздѣлены 
па 5 группъ, причемъ каждая занималась 1 разъ въ недѣлю отъ 
3 до 8 часовъ вечера. Занятія ихъ состояли въ качественномъ 
испытаніи важнѣйшихъ химическихъ соединеній, какъ, напр., по
варенная соль, селитра, сѣрная кислота, нашатырь и т. и., и въ 
ознакомленіи съ важнѣйшими ихъ свойствами. Пособіемъ для 
этого имъ служила аналитическая химія Бейлыптейна и Явейна.

Трудъ по веденію этихъ запятій раздѣлялъ съ профессо
ромъ В. А. Солониной преподаватель В. И. Стржембошъ.

6. ІІо кристаллографіи и минералогіи:

Практическія запятія велись въ 1898—1899 академическомъ 
году профессоромъ А. Е. Лагоріо по кристаллографіи обязатель
но по 2 часа въ недѣлю для студентовъ I к. химическаго отдѣ
ленія; въ 1899—1900 акад. году велись еще кромѣ этого необя
зательныя занятія по минералогіи съ студентами II к. химиче
скаго отдѣленія, при участіи лаборанта Д. II. Соболева.

Студенты занимались практическимъ ознакомленіемъ съ 
свойствами минераловъ и ихъ кристаллографическою Формою по 
имѣющимся въ кабинетѣ коллекціямъ и кристаллографическимъ 
моделямъ.

Кромѣ того въ кабинетѣ занимались спеціально; профессоръ 
А. Е. Лагоріо—изслѣдованіями надъ распредѣленіемъ извержен
ныхъ горныхъ породъ Таврическаго полуострова и составленіемъ 
геологическихъ профилей Крымскихъ горъ; лаборантъ Соболевъ 
—микроскопическимъ изслѣдованіемъ осадочныхъ палеозойскихъ 
породъ Кѣлецко-Сандомирскаго кряжа, а также составленіемъ 
тектонической карты и геологическаго профиля того же кряжа.
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7. По ботаникѣ:
Практическія занятія въ 1898-1899 акад. году велись подъ 

руководствомъ преподавателя профессора ІІалладина, при 4 ча
сахъ въ недѣлю, для двухъ группъ и состояли въ изученіи ана
томіи растеній; кромѣ того нѣкоторые студенты проходили курсъ 
анатоміи самостоятельно.

Въ 1899-1900 акад. году велись практическія занятія по бак
теріологіи и анатоміи растеній. По микробіологіи требовалось 
знакомство съ главнѣйшими представителями плѣсеней, дрожжей 
и бактерій, имѣющими техническое значеніе. Вмѣстѣ съ тѣмъ 
въ область практическихъ занятій входило приготовленіе ми
кроскопическихъ аппаратовъ.

Весной студенты занимались опредѣленіемъ растеній но цвѣ
тущимъ экземплярамъ.

Кромѣ студентовъ въ кабинетѣ занимались—по бактеріоло
гіи: ассистенты Варшавскаго университета В. А. Траншель и
II. В. Морковинъ и по сельско-хозяйственному анализу: II. II. 
Жабькинъ — главный садовникъ Варшавскаго Помологическаго 
сада.

8. По геодезіи:

Практическія запятія съ студентами I к. инженерно-строи
тельнаго отдѣленія велись преподавателемъ ЭренФейхтомъ во 
2-мъ полугодіи по 2 часа въ недѣлю. Единовременно, но недос
татку мѣста, могло заниматься только 17 студентовъ.

Для практическихъ запятій съ студентами 1 к. механическа
го отдѣленія было посвящено 12 вечеровъ въ 1-мъ полугодіи и 
5 во 2-мъ.

Практическія занятія состояли въ ознакомленіи съ теоріей 
геодезическихъ инструментовъ. Студенты занимались измѣре
ніемъ горизонтальныхъ и вертикальныхъ угловъ, рѣшеніемъ за
дачи ІІотенота, изслѣдованіемъ и исправленіемъ разныхъ инстру
ментальныхъ погрѣшностей.

Практическія занятія посѣщались весьма охотно; очень ча
сто приходилось студентамъ отказывать по недостатку мѣста.

У. По практической механикѣ:
Практическія занятія велись профессоромъ 11. В. Делоне, по 

4 часа въ недѣлю, съ студентами II к. механическаго отдѣленія 
и состояли въ построеніи студентами кинематическихъ моделей 
разныхъ механизмовъ. Эти модели, несмо тря на простоту и де
шевизну матеріала (картонъ и струна), весьма поучительны, со
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вершаютъ надлежащія движенія и описываютъ достаточно точно 
различныя кривыя. Нѣкоторые изъ студентовъ практиковались 
въ токарномъ и слесарномъ искусствахъ.

Студентъ Липецъ изобрѣлъ и выполнилъ новый механизмъ 
для черченія улитокъ Паскаля.

10. По строительной механикѣ:

Практическія запятія велись преподавателемъ С. А. Забо
ровскимъ съ студентами II к. инженерно-строительнаго отдѣле
нія при 4 часахъ въ недѣлю.

Предметомъ занятій было: рѣшеніе задачъ на опредѣленіе 
опорочныкъ реакцій, опредѣленіе напряженій въ частяхъ стати
чески опредѣлимыхъ сочлененныхъ системъ, разсчетъ деревян
ныхъ балокъ въ гражданскихъ сооруженіяхъ, разсчетъ желѣзныхъ 
двутавровыхъ балокъ, графическій разсчетъ подпорныхъ стѣнъ. 
Занятія эти посѣщались студентами очень аккуратно.

11. По топографическому черченію:

Въ 1898-1899 акад. году занятія съ студентами инженерно- 
строительнаго и механическаго отдѣленій велись подъ руковод
ствомъ преподавателя П. И. Добровольскаго при 5 часахъ въ 
недѣлю. Они состояли: 1) въ иллюмировкѣ примѣрнаго плана 
для ознакомленія съ условными знаками въ краскахъ, 2) въ зна
комствѣ съ планами въ горизонталяхъ и рѣшеніи соотвѣтствен
ныхъ задачъ на нихъ, 3) в'ь знакомствѣ съ планами, сдѣланными 
штрихами, и рѣшеніи соотвѣтственныхъ задачъ на нихъ, 4) въ 
выраженіи рельефа мѣстности горизонталями по данной модели.

Въ 1899-1900 акад. году студенты I к. инженерно-строитель
наго отдѣленія изучали условныя знаки и илюминовку примѣр
наго плана; студенты II к.—выраженіе рельефа мѣстности гори
зонталями по данной модели; студенты 1 к. механическаго от
дѣленія—условные знаки и илюминовку примѣрнаго плана, а так
же составленіе Фигуры обхода по примѣрному полевому астро- 
лябическому плану.

12. По техническому черченію:
Практическія занятія на I к. механическаго отдѣленія ве

лись подъ руководствомъ преподавателя С. А. Окольскаго при 
10 часахъ въ недѣлю.

Занятія состояли въ обученіи пріемамъ черченія машинъ, 
какъ подготовительной ступени къ разсчету и проектированію 
машинъ на слѣдующихъ курсахъ. Обученіе начиналось съ прак
тическаго ознакомленія съ техникою черченія и одновременно
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съ началами ученія о параллельныхъ проекціяхъ и перспективѣ 
посредствомъ 3-хъ первыхъ работъ (1-ая работа: условныя обо
значенія по вычерченнымъ преподавателемъ на доскѣ эскизамъ, 
составленнымъ по простымъ моделямъ, 2-ая работа: чертежъ на 
калькѣ по заводскому образцу, 3-ья работа: составленіе чертежа 
по эскизу, снабженному необходимыми размѣрами), состояло 
дальше въ выработкѣ умѣнія самостоятельно составлять эски
зы, а по нимъ рабочіе чертежи машинныхъ частей трехъ степе
ней сложности въ слѣдующихъ за симъ 3-хъ работахъ (4-ая ра
бота—по модели первой степени сложности, 5-ая работа—по мо
дели 2-й степени сложности и 6-ая работа—по модели 3-й сте
пени сложности) и переходу къ составленію чертежа безъ моде
лей по таблицѣ нормальными размѣрами или на основаніи эле
ментарнаго расчета по употребляемымъ эмпирическимъ Форму
ламъ (7-ая работа—соединенія трубъ); одна изъ работъ по моде
лямъ сопровождалась разсчетомъ теоретическаго вѣса и провѣр
кою результата путемъ непосредственнаго взвѣшиванія. Двѣ ра
боты по собственному выбору студента вычерчивались имъ лишь 
въ карандашѣ безъ обводки тушью и исполнялись па дешевыхъ 
сортахъ бумаги (сѣрой, писчей и т. и ).

Образцами служили изданные профессоромъ Дидлеромъ (изъ 
Берлинскаго политехникума) чертежи машинъ въ */5 или */10 и. в., 
образцы Есоіе Сенігаіе (Іез агія еі МапиГасІигез и чертежи, издан
ныя профессоромъ Ф. Линке (Дармштатскаго политехникума) по 
деталямъ машинъ, равно образецъ подлинника изданнаго г. Околь- 
скимъ.

На I к. химическаго отдѣленія студентами были исполнены 
подъ руководствомъ преподавателя В. К. Рофс слѣдующія работы:

На I к. химическаго отдѣленія: 1) условныя обозначенія ма
теріаловъ, 2) вычерчиваніе па калькѣ, 3) вычерчиваніе на увели
ченномъ масштабѣ по предложенному образцу, 4) составленіе 
эскиза и чертежа по несложнымъ моделямъ, 5) составленіе эски
за и чертежа по 2-ой степени сложности.

На II к. химическаго отдѣленія: 1) различныя соединенія 
трубъ, 2) задвижки, крапы и клапаны, 3) арматура паровыхъ 
котловъ, 4) разсчетъ и вычерчиваніе болтовыхъ или клиновыхъ 
соединеній, 5) разсчетъ и вычерчиваніе оси и вала, или цилин
дрической зубчатой передачи, или же разсчетъ и вычерчиваніе 
ременной передачи.

На II к. механическаго отдѣленія: 1) задвижки, краны и кла
паны, 2) арматура паровыхъ котловъ (по эмпирическимъ Форму
ламъ), 3) разсчетъ и вычерчиваніе болтовыхъ или клиповыхъ со
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единеній, 4) разсчетъ и вычерчиваніе оси и вала, 5) разсчетъ и 
вычерчиваніе цилиндрической зубчатой передачи, (>) разсчетъ и 
вычерчиваніе ременной передачи.

Въ общемъ практическія занятія посѣщались студентами 
исправно, многіе проявляли любовь къ дѣлу, выбирая наиболѣе 
сложныя работы.

13. По конструктивно-строительному черченію:
Практическія занятія велись йодъ руководствомъ препода

вателя 11. В. Короткевича-Ночевного па 1 и II кк. инженерно- 
строительнаго отдѣленія и состояли:

На I к.—въ перечерчиваніи съ оригиналовъ плановъ и раз
рѣзовъ зданій, а также деталей деревянныхъ, каменныхъ и смѣ
шанныхъ конструкцій. Всего было исполнено студентами 4 лис
та чертежей.

На II к.—въ проектированіи но эскизамъ деревянныхъ кон
струкцій (стропильныхъ Фермъ, мостовъ, Фермъ и нр.), разрѣзовъ 
деревянныхъ и каменныхъ зданій и разрѣзка сводовъ. Всего бы
ло исполнено студентами 4 листа чертежей.

Студенты посѣщали занятія исправно и оказали хорошіе 
успѣхи.

14. ІІо архитектурному черченію:
Практическія занятія велись подъ руководствомъ препода

вателя Л. С. Васильева.
Работы студентовъ I курса инженерно-строительнаго отдѣ

ленія заключались въ перечерчиваніи съ издаваемымъ Институ
томъ чертежей классическихъ архитектурныхъ ордеровъ. Тре
бовалось на полулистѣ ватманской бумагѣ исполнить въ боль
шемъ масштабѣ части ордера и въ меньшемъ масштабѣ весь ор
деръ.

Кромѣ этого черченія для большаго усвоеіфі студентами 
архитектурныхъ Формъ на I курсѣ инженерно-строительнаго от
дѣленія было устроено полугодовое письменное испытаніе по ар
хитектурнымъ ордерамъ. Испытаніе состояло въ требованіи въ 
опредѣленный срокъ на память и отъ руки (безъ линейки и цир
куля) исполнить въ заданномъ масштабѣ одинъ изъ архитектур
ныхъ ордеровъ.

На II к. этого же отдѣленія работы заключались въ вычер
чиваніи архитектурныхъ деталей (двери и окна) и Фасадовъ съ 
оригиналовъ, издаваемыхъ Институтомъ; но отъ студентовъ уже 
не требовалось строгаго копированія оригиналовъ, а позволялось, 
подъ руководствомъ преподавателя, детали разрабатывать самимъ.
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На механическомъ и химическомъ отдѣленіяхъ черченіе орде
ровъ устранено и послѣ 1-го чертежа (обломы и массы) было сразу 
приступлено къ черченію простѣйшихъ архитектурныхъ деталей 
(двери и окна), а также простѣйшихъ плановъ, фасадовъ и разрѣ
зовъ деревянныхъ и каменныхъ зданій, съ оригиналовъ, издавае
мыхъ также Институтомъ;—такимъ образомъ, прямо перешли къ 
программѣ II курса инженерно-строительнаго отдѣленія. Разница 
заключалась въ меньшемъ объемѣ и менѣе сложныхъ образцахъ. 
Программы для механическаго и химическаго отдѣленій были по
чти одинаковы, выдавались только болѣе простые образцы. Въ сред
немъ, успѣхи студентовъ вполнѣ удовлетворительны.

15. ІІо рисованію:
Практическія занятія въ теченіе 1898—1899 академическаго 

года велись преподавателемъ Э. В. Невядомскимъ, а съ 1899—1900 
академическаго года кромѣ того преподавателемъ-художникомъ I. К. 
Маньковскимъ.

На I к. инженерно-строительнаго отдѣленія занятія состояли 
въ рисованіи съ гипсовыхъ моделей, начиная отъ геометрическихъ 
тѣлъ и кончая рельефными орнаментами (преимущественно—капи
телями) готическаго и классическихъ стилей. Изъ общаго числа 7 
работъ, въ I полугодіи подлежало подачѣ 4 листа, во 2-мъ—3 листа.

На II к. того же отдѣленія студенты рисовали части лица и 
головы съ гипсовыхъ моделей. Въ 1-мъ полугодіи подлежало подачѣ 
4 листа, во 2-мъ—два.

На химическомъ отдѣленіи занятія состояли въ рисованіи гео
метрическихъ тѣлъ и несложныхъ архитектурныхъ мотивовъ, по 
3 листа на каждое полугодіе. Всѣ рисунки на химическомъ отдѣ
леніи исполнялись въ однихъ контурахъ (безъ тушевки).

На I к. механическаго отдѣленія занятія состояли въ рисованіи 
съ натуры (гипсовыя модели), начиная съ простыхъ геометриче
скихъ тѣлъ и несложныхъ архитектурныхъ мотивовъ и кончая не
сложнымъ орнаментомъ, классическими и готическими капителями. 
Всего исполнено 4 листа.

Учѳбно-вспомогатѳльныя учрежденія.

1. Библіотека Института открыта для пользованія съ 1 янва
ря 1899 года. Въ теченіе отчетнаго года поступило въ библіотеку 
всего книгъ, періодическихъ изданій, атласовъ и проч. 1764 назва
нія въ 3026 томахъ, на сумму 10794 руб. 59 коп. По категоріямъ 
эти книги распредѣляются слѣдующимъ образомъ:
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НАЗВАНІЯ томовъ на сумму
Книгъ............................... 1102 1640 6656, 63
Брошюръ.......................... 414 443 229, 52
Періодическихъ изданій. 115 708 2336, 33
Атласовъ .......................... 104 128 1209, 63
Справочныхъ книгъ . . 12 81 334, 93
Дублетовъ..................... 17 26 27, 55

Всего. . 1764 3026 10794, 59

Изъ означеннаго числа пріобрѣтено за деньги 871 названіе па 
сумму 7725 руб. Остальныя книги, въ числѣ 893 названіи, на сумму 
3569 руб. 54 коп. поступили въ библіотеку въ даръ отъ различ
ныхъ лицъ и учрежденій.

Наиболѣе значительныя пожертвованія въ книгахъ поступили 
отъ слѣдующихъ учрежденій: Департамента Торговли и Мануфак
туръ, Пмп ераторской Академіи Наукъ, Императорской Ака
деміи Художествъ, Императорскихъ Университетовъ: С. Петер
бургскаго и Новороссійскаго, Института Инженеровъ Путей Сооб
щенія, Привислянской и Самаро-Златоустовской ж. д. и отъ ча
стныхъ лицъ:—г. Кона, наслѣдниковъ Генералъ-Маіора Рыльке, г-жи 
Слупской, г. Ранда, г. Кетте, г. Езіоровскаго и отъ технической по 
охраненію Бакинскихъ нефтяныхъ промысловъ коммисіи.

Особенно цѣнное пожертвованіе принадлежитъ г-жѣ Слупской, 
которая прислала въ библіотеку свыше 200 названій книгъ и періо
дическихъ изданій по архитектурѣ, между ними много очень доро
гихъ. Кромѣ того редакціи многихъ газетъ и журналовъ доставляли 
безвозмездно свои изданія въ студенческую читальню, благодаря 
чему студенты находили въ ней достаточный матеріалъ для чтенія.

За отчетное время библіотекою пользовались 265 лицъ, а имен
но 25 лицъ служащихъ въ Институтѣ и 240 студентовъ, при чемъ 
было выдачъ 1546.

Изъ 1764 названій, имѣющихся въ библіотекѣ, выдавалось па 
домъ только 640, т. е. 42°/0 всего числа книгъ.

Дѣятельность библіотечнаго персонала, кромѣ текущей работы 
по выпискѣ, выдачѣ и пріему книгъ, состояла въ составленіи ка
талоговъ.

Въ силу § 4 библіотечныхъ правилъ были заведены слѣдую
щіе каталоги:

1) Неподвижный хронологическій каталогъ, раздѣленный на 
9 частей, означенныхъ буквами А, 15, С, В, Е, Г, (1, II, I.

2) Карточный систематическій каталогъ,
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3) Алфавитный каталогъ книгъ, печатанныхъ русскимъ шриф
томъ.

4) Алфавитный каталогъ книгъ, печатанныхъ иностранными 
шрифтами.

5) Алфавитный каталогъ дублетовъ.
6) Печатный систематическій каталогъ книгъ поступившихъ 

въ библіотеку въ 1899 году.

2. Кабинетъ теоретической механики состоялъ въ завѣдыва
ніи ординарнаго профессора II. 0. Сомова.

3. Кабинетъ практической механики состоялъ въ завѣдываніи 
ординарнаго профессора II. Б. Делоне.

Къ 1 му января 1900 года состояло па лицо 22 номера на 
сумму 1278 руб. 55 коп.

4. Геодезическій кабинетъ въ 1898 году состоялъ въ завѣды
ваніи генералъ-маіора Рыльке. Вслѣдствіе его смерти завѣдыва
ніе кабинетомъ временно было поручено преподавателю военному 
топографу подполковнику П. И. Добровольскому, а съ 1899—1900 
академическаго года преподавателю В. Э. Эренфейхту.

Къ 1-му января 1900 года состояло на лицо 150 номеровъ на 
сумму 4886 руб. 65 коіі.

5. Физическій кабинетъ состоялъ въ завѣдываніи преподава
теля В. А. Бернацкаго.

Къ 1-му января 1900 года состояло на лицо 723 номера на 
сумму 20.490 руб. 68 коп.

6. Лабораторія неорганической химіи состояла въ завѣдываніи 
профессора В. А. Солонины.

Къ 1-му января 1900 года состояло на лицо 245 номеровъ на 
сумму 10247 руб. 69 кои.

7. Минералогическій кабинетъ состоялъ въ завѣдываніи ди
ректора института профессора А. Е. Лагоріо.

Къ 1-му января 1900 года состояло на лицо 112 номеровъ 
(5233 предмета) на сумму 11152 руб., въ томъ числѣ книги и нѣ
сколько значительныхъ коллекцій, принесенныхъ въ даръ разными 
лицами и учрежденіями.

8. Ботаническій кабинетъ состоялъ въ завѣдываніи препода
вателя института профессора В. И. ІІалладина.

Къ 1-му января 1900 года состояло на лицо 102 номера на 
сумму 4544 рублей.

9. Чертежныя института состояли въ 1898/9 академическомъ 
году въ завѣдываніи преподавателя С. А. Окольскаго, а въ 1899— 
1900 году въ завѣдываніи ординарнаго профессора В. I. Дейчъ.
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Къ 1-му января 1900 года состояло на лицо 458 номеровъ на 
сумму 4080 руб. 16 коп.

10. Рисовальный залъ состоялъ въ завѣдываніи преподавателя 
Э. В. ІІевядомскаго.

Къ 1-му января 1900 года состояло на лицо 141 номеръ на 
сумму 993 руб. 64 коп.

11. Музей строительнаго искусства, въ которомъ, кромѣ обыч
наго для подобнаго рода музеевъ собранія моделей и приборовъ, 
составляется еще систематическая коллекція образцовъ строительныхъ 
матеріаловъ, добываемыхъ, какъ въ мѣстномъ краѣ, такъ и во всей 
Россіи. Помимо учебныхъ цѣлей, такая коллекція будетъ имѣть 
интересъ для производителей строительныхъ матеріаловъ, могущихъ 
выставить свои произведенія въ залахъ музея, доступныхъ не толь
ко для студентовъ института, по и для постороннихъ лицъ. Завѣ
дываніе музеемъ возложено на профессора В. I. Дейчъ.
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списокъ
трудовъ Г.г. профессоровъ и преподавателей. Варшавскаго 
Политехническаго Института ИМПЕРАТОРА НИКОЛАЯ II.

Проф. Е. Вагнеръ

1) Къ строенію терпеновъ и имъ родственныхъ соединеній; 
глава XIX и XX (Сообща съ А. Гинсбергомъ). Журналъ Русскаго 
Физико-химическаго Общества.

2) Къ реакціи окисленія алициклическихъ соединеній: окисле
ніе ацетилтриметилена. (Сообща съ М. Идзьковской). Тамъ же.

3) О продуктахъ дѣйствія хлорноватистой кислоты на лѣвый 
пиненъ. (Сообща съ К. Славинскимъ). Тамъ же.

4) О гидроксиламинѣ. Тамъ же.
5) Къ вопросу о вліяніи состава и строенія спиртовыхъ ра

дикаловъ па теченіе нѣкоторыхъ реакцій. Тамъ же.
6) О дегидратаціи а—гликолей въ непредѣльные спирты. (Со

обща съ студ. Боровскимъ). Труды Варш. Общества Естество
испытателей.

7) Атомъ и частица. (Отдѣльная брошюра).
8) Сдѣлалъ сообщеніе на X съѣздѣ естествоиспытателей въ 

Кіевѣ о нѣкоторыхъ работахъ, произведенныхъ подъ его руковод
ствомъ, а именно: 1) о соотношеніи между моногалоидгидратами 
пинена и галоидангидритами борнеола па основаніи работъ К. Сла
винскаго, И. Дембицкаго, О. Милобендзкаго и В. Брикнера; 2) О ре
генераціи терпеновъ отъ ихъ бромюровъ на основаніи работъ И. 
Годлевскаго и—И. Годлевскаго съ Рожановичемъ.

9) О стереоизомерныхъ 1, 2, 3 триоксиментанахъ. Журналъ 
Гус. Физ.-Хим. Общ.

10) О строеніи камфена. Тамъ же.
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11) Хи г Сопзіііиііон сіея Ріпепз. (Сообща съ К. Славинскимъ) 
Вегісіііе <1. йеиі. сііеш. СекеІІвсІіаГі.

12) ЦеЬет сііе ВегіеЬин" (Іег РіпепЬа]оіс1Ьу<1гаіе ии (іеп Ііаіоі- 
бапЬуйгійеп <1ея Вогиеоіз. (Сообща съ Брикнеромъ). Тамъ же.

13) Профессору Вагнеру отдѣленіемъ физико - химическаго 
Общества единогласно присуждена большая премія имени Алексан
дра Михайловича Бутлерова.

Проф. П. О. Сомовъ.

1) Къ вопросу о винтовыхъ скоростяхъ твердаго тѣла, связи 
котораго выражаются неравенствами. Протоколы Общ. Естество
испытателей при Императорскомъ Варшавскомъ Университетѣ 
№ 2. 1898 г.

2) Объ ограниченіи и уничтоженіи винтовыхъ перемѣщеній 
твердаго тѣла помощью опорныхъ поверхностей. Сообщено на съѣздѣ 
Естествоиспытателей въ Кіевѣ. Дневникъ X съѣзда Естествоиспы
тателей въ Кіевѣ № 3—4, 1898 г.

3) Объ одномъ пріемѣ для опредѣленія областей возможныхъ 
винтовыхъ скоростей твердаго тѣла, опирающагося на нѣсколько 
поверхностей. Протоколы Общества Естествоиспытателей № 5.1898 г.

4) О механизмахъ для изображенія движенія нѣкоторыхъ измѣ
няемыхъ системъ. Протоколы Физ.-Хим. Отд. Общ. Ест. за 1900 г.

5) О нѣкоторыхъ приложеніяхъ кинематики измѣняемыхъ тѣлъ 
къ шарнирнымъ механизмамъ. Варш. Унив. Извѣстія 1900 г. Л« 7.

0) О механизмахъ, основанныхъ на кинематикѣ измѣняемыхъ 
тѣлъ. Проток. Общ. Естеств. за 1900 г.

7) ИеЬег ОеЬіеіе ѵоп йсІігаиЬеп^езсЬ’Я'іпіІі&кейеп еіпез аіаггеп 
Кбгрегз Ьеі ѵегзсЬіейспег 2аЫ ѵоп ЗііііхйасЬеп. Хеіізсііг. Гйг Ма- 
ІЬетаіік и. РЬузік, В(1. 45, И. 5, 6.

Проф. В. А. Анисимовъ.

1) Объ одной формулѣ, относящейся къ опредѣлителямъ, и 
объ одномъ ея приложеніи къ теоріи дифференціальныхъ уравненій. 
Варш. Универ. Изв. № 1, 1898 г.

2) Къ теоріи кривыхъ двойной кривизны. Варш. Унив. Изв. 
№ 3, 1898 г.

3) О высотахъ наибольшаго освѣщенія данныхъ площадей. 
Варш. Унив. Изв. № 8, 1898 г.

5
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4) Къ теоріи линейныхъ дифференціальныхъ уравненій. Матем. 
Сбор. т. XX вып. 2, 1898 г.

5) ' Къ вопросу о формѣ интеграловъ дифференціальныхъ ура
вненій съ періодическими коэффиціентами. Мат. Сбор. т. XX вып. 3, 
1898 г.

6) 8иг Іез тёЛобез б’іпіё^гаііоп без ёциаііопв бійсгеійіеііез 
огбіпаігез еі диеідиез арріісаііопз бе Іа тёФобе бе бій'ёгепііаііоп. 
Маіііет. Аппаіеп, Вб. 51, Н. 2.

7) 8иг ипе Гогтиіе поиѵеііѳ геіаііѵе аих бёіегтіпапіз еі воп 
арріісаііоп а Іа іЬёогіе без ёдиаііопв біЙёгеиНеІІез Ііпёаігея. Маіііета- 
іізсЬе Аппаіеп, Вб. 51, II. 3.

8) О формѣ интеграловъ обыкновенныхъ дифференціальныхъ 
уравненій съ періодическими коэффиціентами (изъ переписки съ 
СЬ. Неппйё-омъ. Мат. Сборн., т. XXI, вып. 1, 1899 года.

Кромѣ того сдѣлалъ сообщенія въ засѣданіяхъ Отдѣленія фи
зики и химіи Варшавскаго Обіцества Естествоиспытателей: 1) О 
наивыгоднѣйшихъ высотахъ лампъ, фонарей и другихъ источниковъ 
свѣта при освѣщеніи данныхъ площадей. 2) Къ теоріи дифферен
ціальныхъ уравненій.

Проф. И. Б. Делоне.
1) Графическое изображеніе періодической законности хими

ческихъ элементовъ. Журн. Русск. Физ.-Химич. Общ. т. XXX, вып. 9.
2) ЦеЬсг ТзсйеЬузсЬей’зсЬеп АгЬеііеп іп бег Тііѳогіе бег Оеіѳпк- 

іпесЬапізпісп. ЕеіівсЪгій Гііг МаЙіешаіік ппб РЬузік 1899, Ней 4.
3) Начальное руководство къ самостоятельному изученію выс

шей математики и механики (изданіе Риккера).
4) Еа'ѵѵ оГ аіошіе ІѴеідіз. СЬешісаІ Хе\ѵз, Ѵоі. 81, № 2098.

Проф. В. И. Палладинъ.
1) Физіологія растеній. 3-е изд. Варшава, 1898 г.
2) Анатомія растеній. 2-е изд. Варшава, 1898 г.
3) Синтезъ бѣлковыхъ веществъ въ растеніяхъ. (Труды Харьк. 

Общ. Испытателей природы).
4) Условія образованія бѣлковыхъ веществъ, непереваримыхъ 

въ желудочномъ сокѣ, и ихъ значеніе для дыханія растеній. (Варш. 
Унив. Изв.).

5) Вліяніе температуры на дыханіе растеній. (Варш. Унив. Изв.).
6) іійкіепсе бе Іа Іишіёге зиг Іа ГогшаНоп без шаііёгез ргоіёі- 

дисз асііѵез сі. зиг 1’ёпсгуіо бе Іа іезрігаііоп без рагііем ѵегіез без 
ѵё&ёіаих. Вёѵие уёпёгаіе бе Воіапідие. 1899.



7) ІпЯиепсе <1сз еЬап^ешепіз сіе іетрёгаіиге зиг Іа гезрігаііоп 
‘1<‘8 ріапіез. Кеѵие ^ёпёгяіе сіе Воіапіцпе. 1899.

8) Курсъ ботаники, читаемый на химическомъ отдѣленіи Вар
шавскаго Политехническаго Института, съ 181 рис. въ текстѣ.

9) Микробіологія съ 56 рис. въ текстѣ.

Преп. В. А. Бернацкій.

1) Иеііег <1іе Са^пагсі сіе Іа ТоигзсЬеп ВоЬгеп. 2еіізсЬгій Гііг 
<1- рііузік. иші сІіешізсЬеп ИпіеггісЫ, 1898, Н. 3.

2) Колѵе йхіеііхіну сѵісігоа. (Популярно-научное сочиненіе о лу
чахъ Рентгена, электрическихъ лучахъ и телеграфѣ безъ прово
локъ) Варшава, 1898 г.

3) Перевелъ на польскій языкъ Оп Іі&Ьі Тиндаля. Варшава, 
1898 г.

4) Къ вопросу о магнитномъ наклоненіи въ древности. Про
токолы Варшавскаго Общества Естествоиспытателей.

5) О примѣненіи лампочки накаливанія для демонстрированія 
опытовъ Герца. (Журналъ Русскаго физико-химич. общ. 1900 г.).

6) ИеЬег <1іе Ап\ѵеп(1ші^ еіпег СИііЫашре хиг Оетопзігаііоп сіег 
НегіхзсЬеп иші МагсопізсЬсп Ѵегзисііе. ЕеіізеЬтіГі Гііг рЬузік. ипсі 
сІіешізсЬеп ПпіеггісЫ, 1900.

7) Еіп Аррагаі зиг Везііттип§ ііез УѴіігтеаизсІеЬпип^зсоеіГі- 
сіепі сіез (іиекзі)Ьегз. ЕеіізсЬгій Гііг рЬузік.-иш! сЬетізсІіеп Ипіег- 
1-ісІіі, 1900.

Препод. С. Оеольскій.

1) Оіе МазсЬіпепГаЬгік Аи^зЬиг^.
2) Оіе МеіаІІ-ВеагЬеііип&з Мазскіпеп аиГ сіег 11-ег КгаГі иші 

АгЬеіізшазсЬіпеп. АизіеІІип^ хи МііпсЬев 1898. Веісіе іи Ехсигзіовз- 
ВегісЫе сіег МазсЬіпепЪаизсЬиІе сіег ТесЬпізсЬеп ПосЬзеЬиіе хи Оагт- 
віааі, Ьгз&. ѵоп РгоГ. Ьіпке, 1899.

3) Напечаталъ критику сочиненія II. ЕізсЬег, Оіе УѴегкхеи^- 
шазсЬіпеп (Оіе МеіаІІЬеагЬеііип^зшазсЬіпеп).

Преп. Э. В. Нѳвядомсвій.

1) Статьи изъ области художественной критики въ газетѣ 
Кагісг Сойхіеппу.

2) То\ѵагхузі\ѵо Хасііеіу зхіик ріфщусЬ \ѵ КгбІезПѵіе Роізкіспі.



Лабор. А. Флеровъ.

1) Еівііизз <1ег ХаЬгип^ аиі <1іе АіЬтпп^ Йег Рііке. ВоіапівсЪѳя 
СепігаІЫаіі.

2) ИеЬег еіпеп Ііізіоп-апіісііеп Когрѳг аив ТЬутиз. 2іасЬгй. Ліг 
рііувіоіо^;. СЬетіе ѵоп Норре-Веуіег.

3) Тогігаоог пой ВігкепЬгіісЬ „Всгепйе^еѵѵ-/' іт ІѴІайітіг’асЬеп 
ОоиѵегпешепГ ВоІапівсЬез СепігаІЫаН, 1898.

4) Образованіе болотъ и зароетаніе озеръ Сѣверо-Западной 
части Владимірской губерніи. Землевѣдѣніе.

5) Берендѣево болото и Заболотье. Землевѣдѣніе.
6) Списокъ растеній цвѣтковыхъ и споровыхъ во Владимір

ской губ.
7) Краткій отчетъ объ изслѣдованіяхъ во Владимірской губ. 

лѣтомъ 1898 г. Годичный отчетъ Императорскаго Московскаго
Общ. Испытателей природы за 1898 г.

8) Вліяніе питанія на дыханіе грибовъ.
9) О гистонѣ и парагистонѣ.

Лабор. К. Славинскій.

1) 2иг Сопвіііиііоп йсз Ріпеиа. Сообща съ Е. Е. Вагнеромъ.
2) О пиногликоляхъ. Журн. Русск. Химич. Общества.
3) О продуктахъ дѣйствій хлорноватистой кислоты на пиненъ. 

Сообща съ Е. Е. Вагнеромъ. Тамъ же.
4) Сдѣлалъ сообщеніе въ Варіи. Обществѣ Естествоиспыта

телей о нѣкоторыхъ производныхъ пинола.

Лабор. Ѳ. Милобѳндзкій.

1) Объ отношеніи изомерныхъ спиртовъ къ треххлористому 
фосфору. Журн. Русск. Физ. Хим. Общества.

2) О камфенгликолѣ. Тамъ же.

Стипѳнд. Г. Ерчиковскій.

1) О нѣкоторыхъ производныхъ камфенилона и камфенилоно- 
вой кислоты. Труды Варіи. Общ. Естествоиспытателей.

2) Объ окисленіи а-пиноновой кислоты въ пиноилмуравьиную 
кислоту. Тамъ же.
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Кромѣ того были изданы литографированные курсы лекцій, а именно:

1 к у р с ъ.

проф. Анисимовъ.

Теоретическая механика, проф. Сомовъ.
Дифференціальное исчисленіе, проф. Вороной.
Задачи по дифференціальному и интегральному исчисленію, 

препод. Мордухай-Болтовской.
Алгебраическій анализъ
Аналитическая геометрія . .. ' , проф. Анисимовъ.Аналит. геом. для хим. отдѣл. /
Математика для химическ. отд. I
Физика, преп. Бернацкій.
Геодезія, преп. Эренфейхтъ.
Дополи, къ курсу геодезіи для инж.-строит. отд., преп. Эрен

фейхтъ.

| проф. Делоне.

II курсъ.

Теоретическая механика, проф. Сомовъ.
Математика, проф. Вороной.
Задачи по математикѣ, преп. Мордухай-Болтовской. 
Теоретическая механика для химич. отд., проф. Делоне. 
Сопротивленіе матеріаловъ, проф. Кирпичева (переиздано). 
Практическая механика
Атласъ практич. механики 
Детали машинъ, преп. Касьминъ.
Физика, преп. Бернацкій.
Строительная механика, преп. Заборовскій.
Строительное искусство 1
Атласъ строит. искусства ( ПР°Ф- Дейчъ.
Геодезія высшая, преп. Эренфейхтъ.
Органическая химія (не окончена) проф. Вагнеръ.
Дополненіе къ курсу сопротивленія матеріаловъ (химическое 

отдѣл.), преп. Заборовскій.
Дополненіе къ курсу Ііирпичева (химическое отдѣленіе), прей. 

Заборовскій).
Дополненіе къ курсу Кирпичева (механ. и инж.-строит. отдѣл.), 

преподаватель Заборовскій.
Пособіе по техническому черченію, преп. Рофе.
Пособіе по техническому черченію, преп. Окольскій.



УЧАЩІЕСЯ ВЪ ИНСТИТУТЪ
за 1899 гражданскій годъ.

Распредѣленіе по курсамъ 
и отдѣленіямъ.
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I I II I 1 11 I I11
СОСТОЯЛО НА ЛИЦО:

къ 1 января 1899 года .... 112 98 60 270 270

Въ теченіе отчетнаго года:

выбыло ............................... 27 — 49 — 19 — 95 — 95
поступило.......................... 102 1 109 5 62 7 273 13 286

Въ томъ числѣ оставшихся на вто-
71рой годъ на курсѣ ................................. 27 — 30 — 14

41
71 —

Переведено на старшіе курсы . — 91 •) — 44 — — 176 176
Состояло на лицо къ 1 января

48 272 1891900 года .................................................. 102 92 108 49 62 461

Распредѣленіе учащихся:

А. по вѣроисповѣданію:
православныхъ .... 5 О 15 9 7 6 27 18 45
римско-католиковъ . . 85 56 6 5 34 42 35 192 125 317
лютеранъ............................ 8 3 4 3 1 1 13 7 20
единовѣрцевъ ....

1армяно-григоріанъ. . . — — 1 — — — — 1
іудеевъ................................. 3 30 23 2 12 5 38 37 75
англиканскаго ....
реформатскаго .... 1 — — 1 — 1 1 2 3
караимовъ........................... — —

102 92 108 49 62 48 272 189 461
В. по сословіямъ:

Дворянъ и сыновей чиновниковъ . 69 40 60 37 31 35 163 112 275
ІІочетн. гражд. и купц. 1 гильдіи . 1 3 1 — 1 1 3 4 7
Духовнаго авапія................................. — 1 — 1 — — —
Военнаго сословія................................. 1 — — — 1 — 2 —
Мѣщанъ, купцовъ 2 гильдіи и ремс-

100слсітниковъ..................................... 29 45 46 10 25 10 65 165
Крестьянъ.................................................. 1 3 1 1 1 2 3 С 9

*) II р и и ѣ ч а и і с: Въ числѣ 91 студ. мех. отд. 2 к. находится 6 студ. 1 к. 
инж. стр. отд., переведенныхъ на 2 к. моханич. отд.
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Распредѣленіе по курсамъ 
и отдѣленіямъ.
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Иностранцевъ............................................ 1 - 1 ]
Казаковъ..................................................... — — — — — —’ —

102 92 108 49 62 48 272 189 461

В. по образованію полученному ими 
до поступленія въ Институтъ:

Окончившихъ полный курсъ:
въ университетахъ и другихъ выс-

иіихъ учебныхъ заведеніяхъ:
(въ томъ числѣ выдержавшихъ пол-

пое полукурсовое испытаніе на 
физико - математе-математическ. 
факультетѣ Университетовъ) . . 4 3 5 8 4 16 20

Въ гимназіяхъ...................................... 59 49 54 23 27 25 140 97 237
„ Реальныхъ училищахъ съ допол-

пительнымъ классомъ .... 37 36 48 17 28 12 113 65 178
„ Коммерческихъ училищахъ . . — — — — 2 _ 2 — 2
„ Военно-учебныхъ заведеніяхъ . — — 1 4 — — 1 4 5
„ ІГроч. среди, учебн. завед. . . . 2 3 5 — 5 3 12 6 18

Выдержавшихъ испытаніе на атте-
стать зрѣлости:

При Гимназіяхъ...................................... — 1 — — 1 1
„ Реальн. учил. съ дополи, клас. — — - — — —

102 92 108 49 62 48 272 189 461

Было освобоя:дено отъ платы за слу-
шаніе лекцій:

ВЪ 1-МЪ Ііо.іугод. | полностью . . . 26 — 29 _ 24 — 79 — 79
отчетнаго года | отъ половины . 9 — 5 — 2 — 16 — 16

во 2-мъ полугод. | полностью . . . — 26 — 20 — 14 — 60 60
отчетнаго года | отъ половины . 20 7 6 33 33
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Именной списокъ служащихъ въ Варшавскомъ Поли
техническомъ Институтѣ ИМПЕРАТОРА НИКОЛАЯ II 

къ 1 Іюля 1900 года,

№
 п
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.

Должность, ученая сте
пень, чинъ, имя, отчество 

и фамилія. К
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ш
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ст
во

. Когда и какую 
послѣднюю на
граду получилъ.

1 Директоръ и ординар- 
| ный профессоръ Институ
та, докторъ минералогіи и 

! геогнозіи, Дѣйствительный 
Статскій Совѣтникъ Але
ксандръ Евгеніевичъ Ла- 
горіо.

Испр, обяз. Декановъ:

IV 17 Аир.
1898 г.

9 Анр
1900 г.

1
1

Орденъ Св. 
і Равноапост.
князя Влади
міра 4 ст. 1 
Янв. 1898 г.

2 Механическаго отдѣле 
нія — ординарный профес
соръ по каѳедрѣ матема
тики, докторъ чистой ма
тематики, Статскій Совѣт
никъ Василій Аѳанасьевичъ 
Анисимовъ.

V 1 Авг.
1898 г.

1 Авг.
1898 г.

14 Мая 1896 
г. орденъ Св. 
Станисл. 2ст.

3 Инженерно - строитель
наго отдѣленія — ординар
ный профессоръ по каѳедрѣ 
строительнаго искусства, 
гражданскій инженеръ, 
Статскій Совѣтникъ Вик
торъ Іосифовичъ Дейчъ.

V 1 Янв.
1899 г.

1 Янв.
1899 г.

1 Янв. 1898 
г. орденъ Св. 
Станисл. Зет.

4 Химическаго отдѣленія 
— ординарный профессоръ 
по каѳедрѣ химіи, докторъ 
химіи, Дѣйствительный 
Статскій Совѣтникъ Егоръ 
Егоровичъ Вагнеръ.

1

V 1 Авг. '
1898 г.

9 Анр.
1900 г.

1

14 Мая 1896 
г. орденъ Св. 
Анны 2 ст.
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! Когда и какую 
і послѣднюю на
граду получилъ.

6

7

9

Профессора:
Ординарный профессоръ 

по каѳедрѣ теоретической, 
механики, заслуж. профес
соръ Института, докторъ 
прикладной математики, 
Дѣйствительный Статскій 
Совѣтникъ Павелъ Осипо
вичъ Сомовъ.

Ординарный профессоръ 
по каѳедрѣ математики, 
докторъ чистой математи
ки, Статскій Совѣтникъ Ге
оргій Ѳеодосьевичъ Воро
ной.

Ординарный профессоръ 
по каѳедрѣ прикладной ме
ханики, докторъ механики, 
Статскій Совѣтникъ Нико
лай Борисовичъ Делоне.

Экстраординарный про
фессоръ по каѳедрѣ химіи, 
магистръ химіи, Коллеж-1 
скій Совѣтникъ Василій 
Андреевичъ Солонина.

і

V

V

V

VI

1 Авг.
1898 г

1 Авг.
1898 г

1 Авг.
1898 г.

ІоНояб.
1897 г.

1 Іюля
1899 г.

14 Мая 1896 
г. орденъ Св. 
Анны 2 ст.

1 Янв. 1898 
г. орденъ Св. 
Станисл.2ст.

27 Марта 
1886 г. орд. 
Св. Станисл. 
3 ст.

| 14 Мая 1896
* г. орденъ Св.
' Станисл. 3 ст.

Шта тные преподаватели:
Преподаватель техниче

скаго черченія, инженеръ- 
технологъ, Надворный Со
вѣтникъ Станиславъ Янъ 
(2-хъ именъ) Антоновичъ 
Окольскій.

Преподават. рисованія, 
классный художникъ 1-й 
степени, Надворный Со
вѣтникъ Элигіушъ Іосифъ 
(2-хъ именъ) Викентьевичъ 
Невядомскій.

I і. . .

VII 1 Сент.
1898 г.

1 Сснт.
1898 г.

VII

6
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послѣднюю на
граду получилъ.

11 Преподаватель приклад
ной механики,военный ин
женеръ, Надворный Совѣт
никъ Сергѣй Андреевичъ 
Заборовскій.

VII 8Нояб.
1899 г.

8 Нояб.
1899 г.

14 Мая 1896 
г. орденъ Св. 
Анны 3 ст.

12 Преподаватель политиче
ской экономіи и статистики, 
докторъ политич. экономіи, 
Статскій Сов., проф. Иванъ 
Ивановичъ Иванюковъ.

VII 1 Іюля
1899 г.

7 Апр.
1878 г.

1 Апр. 1890 
г. орденъ Св. 
Владим. 3 ст.

13 Преподаватель, руково
дитель практическими за
нятіями по теоретической 
механикѣ,магистрантъ, На 
дворный Совѣтникъ Дмит
рій Андреевичъ Гонтаревъ.

VII 20 Авг.
1899 г.

20 Авг.
1899 г.

14 Преподаватель, руково
дитель практическими за
нятіями по математикѣ, 
окончилъ Имп. С.-ІІет. У и. 
съ дипломомъ первой ст., 
Надворный Совѣтн. Дмит
рій Дмитріевичъ Мордухай- 
Болтовской.

VII 4 Окт. 
1899 г.

4 Окт.
1899 г.

15 Преподаватель начерта
тельной Геометріи, канди
датъ математическихъ па 
укъ, Статскій Совѣтникъ 
Эдуардъ - Генрихъ (2-хъ 
именъ) Владимир. Гляссъ.

VII 19 Авг.
1899 г.

20 Сент.
1899 г.

1 Янв. 1892 
г. орденъ Св. 
Стаписл. 2ет.

16 Преподаватель рисова
нія, классный художника. 
3 й степени Іосифъ Кон 
стантиновичъМаньковскій.

VII 1 Янв.
1900 г

17 Преподаватель архитек
турнаго черченія, гра ждан 
скій инженеръ Левъ Сте-1 
паповичъ Васильевъ.

VII 20 Авг.
1899 г.



Л
'2
 п

о п
ор

яд
-|

18

19

Должность, ученая сте
пень, чинъ, имя отчество 

и фамилія.

Преподаватель геодезіи 
и руководитель практиче 
скими занятіями но мате 
матикѣ, магистрантъ, Над
ворный Совѣтникъ, Вик
торъ Эмильевичъ Эрен
фейхтъ.

Преподаватель физики, 
кандидатъ физико матема
тическихъ наукъ, Коллеж
скій Асеесоръ Викторъ 
Адольфовичъ Бернацкій.

Лица, приглашенныя для 
занятій въ Институтѣ по 

найму:
20 і Преподаватель ботаники, 

I ординарный проф. Имііера- 
I торскаго Варшавскаго Уни

верситета, докторъ ботани
ки, Статскій Совѣтникъ 
Владиміръ Ивановичъ Пал- 
ладипъ.

21 Преподаватель нѣмецка
го языка, ординарный про
фессоръ Императорскаго 
Варшавскаго Университе
та, магистръ классической 
филологіи, Надворный Со 
вѣтникъ Оскаръ-Рудольфъ 
(2-хъ именъ) Ѳедоровичъ 
Базинеръ.

22 Преподаватель француз 
скаго языка, баккалавръ 
филологическихъ наукъ Ди
жонской Академіи, Надвор
ный Совѣтникъ Карлъ Ген
рихъ-Рудольфъ (3-хъ им.)

, Андреевичъ Неру.

К
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. Когда и какую 
послѣднюю на
граду получилъ.

VII ЦФевр. 
1900 г.

8 Мар.
1898 г.

1 Янв. 1898 
г. орденъ Св. 
Станисл. Зет.

VII 27 Мар.
1900 г.

15 Сент.
1898 г.

—

— ■ Сент.
1898 г.

30 Дек.
1894 г.

1 Янв. 1895 
г. орденъ Св. 
Станисл. 2ст.

1 Сент.
1898 г.

31 Авг.
1884 г.

— 1 Сент.
1898 г.

20 Мар.
1898 г.

1 Янв. 1894 
г. орденъ Св. 
Станисл. Зет.
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. Когда и какую 

послѣднюю на
граду получилъ.

23 Преподаватель конструк
тивнаго черченія, военный 
инженеръ, Капитанъ Нико
лай Владимировичъ Корот- 
кевичъ Ночевной.

1 Сент
1899 г.

17 Апр
1894 г.

14 Мая 1896 
г. орденъ Св. 
Анны 3 ст.

24 Преподаватель топогра- 
і фичеекаго черченія, воен

ный топографъ, Подпол
ковникъ Павелъ Ипполито
вичъ Добровольскій.

1 Сент.
1898 г.

30 Авг.
1890 г.

14 Мая 1896 
г. орденъ Св. 
Владим. 4 ст.

25 Преподаватель техниче 
скаго черченія, инженеръ- 
механикъ Владиміръ Кон
стантиновичъ Рофе.

1 Окт.
1899 г.

26 Преподаватель по курсу 
деталей машинъ, ин женеръ 
технологъ Александръ Яко
влевичъ Касьминъ.

1 Февр.
1900 г.

Штатные лаборанты:

27 Старшій лаборантъ при 
каоедрѣ химіи, магистръ 
фармаціи, Коллежскій Ассе- 
соръ Казимиръ Станисла
вовичъ Славинскій.

VIII 11 Сент.
1898 г.

11 Сент.
1898 г.

28 Старшій лаборантъ при 
каѳедрѣ химіи, окончила, 
Императорскій С.-ІІетерб. 
Увиверсит. съ дипломомъ 
2 ст., Коллежскій Ассесоръ 
Николай Николаевичъ Па- 
горновъ.

VIII 1 Воля
1898 і’.

5 Дек.
1897 г.

29 Старшій лаборантъ при 
каоедрѣ химіи, кандидатъ 
физико-математич. наукъ, 1 
Коллежскій Ассес. Оаддей- 
Бенопъ (2-хъим.) Игнатье
вичъ Милобендзкій

VIII 1 Сент.
1899 г.

25 Авг. )
1898 г.
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послѣднюю на
граду получилъ.

30 Испр. д. Старшаго лабо
ранта при каѳедрѣ физики, 
Дѣйствительный студентъ 
Императорскаго Варшав
скаго Университета, Кол
лежскій Ассес. Александръ 
Петровичъ Послѣдовъ.

I

VIII

1

1 Сент.
1899 г.

1

1 Сент.
1899 г.

31 Старшій лаборантъ при 
ботаническомъ кабин., ма
гистрантъ физико-матема
тическихъ наукъ, приватъ- 
доцентъ Императорскаго 
Варшавскаго Университе
та, Коллежскій Ассес. Але
ксандръ Ѳедоровичъ Фле
ровъ.

VIII ІОІІояб.
1898 г.

1 Япв.
1900 г. 1

32 Испр. д. младшаго лабо 
ранта при каѳедрѣ физики, 
оконч. Ими. С.-ІІет. Унив. 
съ дипломомъ 1 ст., Титу
лярный Совѣтникъ Викен 
тій Викентьевичъ Чепин
скій.

IX 1 Авг.
1899 г.

1 Авг.
1899 г.

Лаборанты по найму: і
33 Испр. об. младшаго лабо

ранта при каѳедрѣ минера
логіи и геологіи, кандидатъ 
физико - математическихъ 
наукъ Дмитрій Николае
вичъ Соболевъ.

1 Окт.
1899 г.

34 Руководитель практиче
скими занятіями по химіи, 
кандидатъ физико-матема
тическихъ наукъ Викторъ 
Стржембошъ.

1 Сент. ■ 
1899 г.
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послѣднюю на
граду получилъ.

Библіотека:

35 Библіотекарь, Колежскій 
Секретарь Евгеній Наркис- 
совичъ Добржинскій.

VIII 9 Іюля
1898 г.

24 Анр.
1898 г.

36 Помощникъ библіотека
ря, Титулярный Совѣтникъ 
Георгій Ѳеодосьевичъ Чай
ковскій.

IX 22 Мар.
1899 г.

2 Іюля
1897 г.

Инспекція:

37 Инспекторъ, Статскій 
Совѣти. Константинъ Ни
колаевичъ Капустинъ.

V 1 Іюля
1898 г.

1 Іюля
1898 г.

1 Янв. 1898 
г. орденъ Св. 
Станисл. Зет.

Помощники инспектора:

38 а) Коллежскій Ассесоръ 
Иванъ Андреевичъ Макси 
менко.

VII1 9 Іюля
1898 г.

29 Окт.
1898 г.

39 б) Надворный Совѣтникъ 
Василій Ивановичъ Голо- 
скевичъ.

VIII 1 Авг.
1899 г.

24 Аир.
1900 г.

14 Мая 1896 
г. орденъ Св. 
Станисл. Зет.

Канцелярія: •

40 Д ѣлопроизводитель, Кол
лежскій Асессоръ Василій 
Осиповичъ Конашинскій.

VII 30 Окт.
1899 г.

20 ІІояб. 
1899 г.

■1' "

41 Испр. д. Помощника Дѣ
лопроизводителя, неимѣю
щій чина Ѳома Елеазаро- 
вичъ Малицкій.

IX 30 Іюля
1898 г.

42

1

Бухгалтеръ, неимѣюіцій 
чина Людовикъ Янь ("2-хъ 
именъ) Яковлевичъ І’адзи- 
вановскій.

VII 11 Іюля
1898 г.
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. Когда и какую 

послѣднюю на 
граду получилъ.

43 _ Помощникъ Бухгалтера, 
Коллежскій Секретарь Але
ксандръ Андреевичъ Тере
щенко.

Хозяйственная часть'.

IX I 4 Дек.
■ 1898 г.

1

17 Апр.
1899 г.

1

44 Смотритель зданій, Гу
бернскій Секрет. Леонидъ 
Михайловичъ Киткинъ.

Пріемный покой:

VII 1 Септ.
1898 г.

і 24 Окт.
і 1874 г.

45 Врачъ, неимѣющій чина 
Богданъ - Станиславъ - Гу
ставъ (3-хъ именъ) Конра- 
довичъ Корыбутъ - Дашке
вичъ.

VII 1 Сент.
1898 г.

46

1

2

1

Фельдшеръ, неимѣющій 
чина Сигизмундъ Карло
вичъ Зярекъ.

Командированные за-грани- 
н,у дли подготовленія къ про

фессорскому званію:
Кандидатъ естествен

ныхъ наукъ Георгій Іоси
фовичъ Ерчиковскій, под
готовляющійся къ чтенію 
курса физико-химіи и элек
тро-химіи, въ командиров
кѣ съ 1 января 1899 г. на 
2 года.

Военный Инженеръ, На
дворный Совѣтникъ Сергѣй 
Андреевичъ Заборовскій, 
подготовляющійся къ чте
нію курса прикладной ме
ханики, по отдѣлу строи
тельной механики и графи
ческой статики, В7і коман
дировкѣ съ 1 апрѣля 1899 
года на 2 года.

15 Окт.
1898 г.
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граду получилъ.

3 Инженеръ-Технологъ Вя
чеславъ Карловичъ Задар- 
новскій, подготовляющійся 
къ чтенію курса технологіи 
волокнистыхъ веществъ, въ 
командировкѣ со 2-го полу
годія 1898 г. на 2 года.

4 Кандидатъ естествен
ныхъ наукъ Владиміръ Ива
новичъ Исаевъ, подгото
вляющійся къ чтенію курса 
химической технологіи, въ 
командировкѣ со 2-го полу
годія 1898 г. на 2 года.

5 Инженеръ-Технологъ Але
ксандръ Яковлевичъ Кась- 
минъ, подготовляющійся къ 
чтенію курса прикладной 
механики (паровыя маши
ны и котлы) въ команди
ровкѣ со 2-го полугодія 
1898 г. на 2 года.

6 Инженеръ-Технологъ Ми
хаилъ Ивановичъ Лясин- 
скій, подготовляющійся къ 
чтенію курса заводскихъ 
машинъ, а также машинъ 
и орудій для обработки ме
талла и дерева, въ коман
дировкѣ со 2 полугодія 1898 
г. на 2 года.

7 Технологъ, Титулярный 
Совѣтникъ Дмитрій Андре
евичъ Хардинъ, подгото
вляющійся къ чтенію курса 
химической технологіи, въ 
командировкѣ со 2-го полу
годія 1898 г. па 2 года.

і I
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I

9

Кандидатъ физико-мате
матическихъ наукъ Иванъ 
Оеодосьевичъ Чорба, под
готовляющійся къ чтенію 
курса практической меха
ники (гидравлика, подъем
ныя машины), въ команди
ровкѣ со 2 го полугодія
1898 г. на 2 года.

Инженеръ Путей Сооб
щенія Юрій Владимировичъ 
Ломоносовъ, подготовляю
щійся къ чтенію курса при
кладной механики (парово
зы), въ командировкѣ съ 29 
сентября 1899 г. на 2 года.

Инженеръ-Технологъ Ва
лентинъ Ивановичъ Мей
еръ, подготовляющійся къ 
чтенію курса прикладной 
механики, главнымъ обра
зомъ по предмету сопроти
вленія матеріаловъ, въ ко
мандировкѣ съ 29 сентября
1899 г. на 2 года.



50Вѣдомость
объ учрежденныхъ въ Варшавскомъ Политехническомъ 
Институтѣ ИМПЕРАТОРА НИКОЛАЯ II стипендіяхъ за 

1898 и 1899 гражданскіе годы.

НАИМЕНОВАНІЕ СТИПЕНДІИ.
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Р.ѴВ. к. 1’УБ. К.

1898 годъ:
а) Казенныя стипендіи,-

1. 11а подготовленіе къ званію про
фессоровъ Института согласно Высочай
ше утвержденному 8 Іюня 1898 г. мнѣ
нію Государственнаго Совѣта .... 9000 5 1800 5 5

б) Стипендіи на каниталы, завѣщан
ные и пожертвованные Институту, со
ставляющіе спеціальныя средства Ни- 
стптута.—ІІе было.......................................

«

в) Капиталы, составляющіе тѣ же 
спеціальныя средства Института,но имѣ
ющіе назначеніемъ выдачу пособій.—Не 
было...................................................................... _ _ _ _ _ _

г) Стипендіи разныхъ вѣдомствъ 
учрежденій и лицъ:

1. Гатчинскаго Сиротскаго Инсти
тута Императора Николая 1-го .... 110 140 1

2. По записи Сѣраковской отъ Вар
шавскаго Учебнаго Округа.......................... 150 - 1 150 — 1 1

3. По записи кс. Убыша отъ Вар-
шавекаго Учебнаго Округа...................... •17 — 1 17 — 1 1

Итого......................... 9337
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РУБ. К. РУБ. к.

1899 годъ:
а) Казенныя стипендіи:

1. Па подготовленіе къ званію Про
фессоровъ Института, согласно Высочай
ше утвержденному 8 Іюня 1898 г. мнѣ
нію Государственнаго Совѣта .... 1800(1 10 1800 10 10 10

б) Стипендій на капиталы, завѣщан
ные и пожертвованные Институту, со
ставляющіе спеціальныя средства Ин
ститута:

1. Имени Дѣйств. Тайнаго_Совѣтн. 
Ііербедза.......................................7 . . . 256 50 1 256 50 1 1

в) Капиталы, составляющіе тѣ же 
спеціальныя средства Института, по 
имѣющіе назначеніемъ выдачу пособій. 
Не было.............................................................

1. По записи Манцевича отъ Мин
скаго реальнаго училища.......................... 252 47 1 252 47 — 1 1

2. Гатчинскаго Сиротскаго Инсти
тута Императора Николая I.................... 120 — 1 120 — 1 1 1

3. Варшавскаго учебнаго округа по 
записи кс. Убыша............................................ 47 — 1 4 7 — 1 1 1

4. Тоже по записи Сѣраковской. . 450 - 3 150 - 1 о О 3

5. „ „ л Ордепги . . . 100 — 1 100 - - 1 1

6. „ „ „ Франца Камин
скаго . . . . 460 —

1 4
1 2

90
50

4
2

1 “

7. Отъ Госуд. Контроля стипендія 
имени Статсъ-Секрстаря Сельскаго . . 358 6 1 358 6 — 1 1

8. Отъ управл. акциза. сборами Вар
шавской и Сѣдлсцкой губер. стипендія 
имени Дѣйств. Стат. Сов. Барона II. В. 
ІІІтейнгейля . .... 228 1 228 - 1 1

Итого............................ 20272 3



5352

в -аь д о 
о денежныхъ оборотахъ но Варшавскому Полите* 

за 1898 и 1893

ЛГ О С Т ЗЕэ

ническому Институту ИМПЕРАТОРА НИКОЛАЯ И
гражданскіе годы.

<

Приходъ денежныхъ средствъ

Предположено 
было по фипан 
совоіі смѣтѣ Де 
парламента Ми 
нистерства Фи 

пансовъ.

Дѣйстви
тельныя по 
отупленія.

РУБЛИ. КОИ. РУБЛИ. КОІ1.

Въ 1898 году

I

Изъ суммъ Государственнаго 
Казначейства:

Па содержаніе Политехническаго 
Института.................................................. 43625 — 43625 —

Па подготовленіе къ званію про
фессоровъ Института............................ 9000 — 8100 —

Поступило отъ разныхъ учрежде
ній и лицъ на выдачу стипендіи и 
пособій студентамъ...................... _ 178 50

Поступило платы за слушаніе лек
цій со студентовъ и вольнослуша
телей ........................................................ 14030

—

Всего въ 1898 году . — — 65983 ! 50

Расходъ денежныхъ средствъ.

Предположено 
было но финан
совой смѣтѣ.

Дѣйстви
тельный 
расходъ.

РУБЛИ. коп. РУБЛИ. ІІО1І.

& 1898 г.
тіо ®0Де₽жан'е личнаго состава 
Институтѣ™®0 “ служащнхъ въ 

і(ч„и0еоГІ'я служащимъ и ету- 
3 и НІамъ Института......................

тЛ.С0^е^:каніе учебно-вспомога- 
пособі>ХЪ учрежДеній 11 учебныя 

5 і|'.1 П0Подненіё библіотеки . . .
сіто-°ТОП.леі1'е’ освѣщеніе, водо- 

О/кеціе, чистоту и прочіе хо- 
6. На ЛВеНВЫе раохода ■ • • ■ 

ЦедяРскіе расходы, содер-
7 жаніе црИслугп и прочее . . .
8 На С0Держаніе пріемнаго покоя.

.і. > иоДготовлсніе къ званію про-
9 ІяССОропѣ Института......................

ВЬІДачу стипендій и пособій 
ііЬГЧ’.:апі'таловъ, присланныхъ раз- 

И,. в„ ’ у,11)сікденіямп и лицами . 
іпчть въ Доходъ казначейства 
ДентоІъ* слуі"аиіс лекцій со сту- 

‘ 11 вольнослушателей. .

9000

—

23881

3500

1250
2750

3375

1750
250

8100

178

14030

15

50

■

Итого. . . — — 59064 1 г-, 65

11- Къ І899 г
• остатокъ въ суммѣ . 

"оетУпилъ въ рессурсы казны.
— - 6868 85

Сумма эта, согласно 
Высочайше утвержд. 
8 іюня 1898 г. мнѣнію 
Госуд. Сов., отпущена 
на усиленіе средствъ 
Института въ 1899г.; 
ст. 3 отчета 1899 г.

Всег° въ 1898 году . .
— — 65933 50
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Приходъ денежныхъ средствъ.

Предположено 
было по финан
совой смѣтѣ Де
партамента Ми
нистерства Фи

нансовъ.

Дѣйстви
тельныя по
ступленія.

РУБЛИ. коп. РУБЛИ. КОП.

въ 1899 году:

Изъ суммъ Государственнаго 
Казначейства.

1. ІІа содержаніе Института . . 123607 50 123607 50

2. ІІа подготовленіе къ званію про
фессоровъ Института...................... 27000 — 17400 —

3. ІІа усиленіе средствъ Института — - 6868 85

За. На выдачу путевого пособія и 
разныхъ выдачъ по особымъ ас
сигнованіямъ!....................................... _ — 3000 —

4. Пожертвовано на учрежденіе 
стипендій............................................ - 6000 -

5. Получено %-овъ отъ капиталовъ 
состоящихъ въ распоряженіи Ин
ститута .................................................. 128 25

6. Присланныхъ отъ разныхъ лицъ 
и учрежденій па выдачу пособій 
и стипендій студентамъ Инсти- 
тута........................................................ 2053 41

7. Платы за слушаніе лекцій со 
студентовъ и вольнослушателей 30240

•

Всего за 1899 годъ . . — 189298 01
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Расходъ денежныхъ средствъ.

Предположено 
было по финан 
совой смѣтѣ.

Дѣйстви
тельный 
расходъ.

63

РУБЛИ. КОІ1. РУБЛИ. КОИ.

70580 60

— — 3998 85

23121 20
—

— 5750

— — 10251

__ 5750 —

— — 500

— — 3000 —

— — 17400 -

- - 1442 50

- — 85 48

-г- — 30240 -

172118

Въ 1899 г.
пт..™0Держап'е личнаго состава 
ТЛ_ Давателей и служащихъ въ 
Институтѣ лицъ . . .
тшит^0С0С'Я служащимъ и сту-

3 Ня <■/.”' ИЗЪ .СУМ!ІЪ Института . 
' тепгп дерЖаніе учебно-вспомога-

ііора?“ХЪ УчРе»Диній, учебныя 
-Я’ Командировки II лѣтнія 

занятія и экскурсіи......................
• а пополненіе библіотеки. . . 
' тѵ топленіе, освѣщеніе, чисто- 
ходы 11рочіе хозяйственные рас-

;г пІі<.аіІЦелярскі'’ Расходы, содер- 
ящніе прислуги и прочее . . .

4 ОДеРжаніе пріемнаго покоя. 
чіЛ,6806 1ІОС°й‘е и разныя выда-

ХжаіДимъ по особымъ ассиг
нованіямъ .

' ІЬІІ.о^ОДГОТОВЛеиіе къ званію про-
10 Пя ,?Р°ВЪ Института. ....

' пгі “ДаЧу етипеидііі ц пособій 
ИЯЗПІ.Т. иИТаловъ’ присланныхъ

11 ІІ > И Учрежденіями и лицами. 
' от-і кяі?аЧ^ ст11пеиДій изъ %-овъ

Ііаеиоп италовъ> находящихся въ
12 В±„РЯЖСІ,ІИ Института . . .

' наго Казн^ Д-ходъ Государствен- 
шаніе лекцнГ'СТВаМаТиааСЛу:

Итого . .

... Оста*окъ къ 1900 году:
’’ остатки от'"'е Іп’1>есУ1’сы казны 

года отъ личныхъ суммъ 1899

14 а'. Р'Іси°Ряжеіии Института:
б) ллп1>1ІеПлі1Ітскаго капитала . 

'ыдачипособій студентамъ

II того

Нсего за 1899 годъ .

10527

6040
610

17179

90

57
91

38

189298 ]

38

01

Сумма 10527 р. 90 к., 
согласно Высочайше 
утвержденному мнѣ
нію Государственна
го Совѣта, разрѣшена 
на усиленіе средствъ 
Института въ 1900 г.

______________________



списокъ
предметовъ, принесенныхъ въ даръ Варшавскому Поли

техническому Институту ИМПЕРАТОРА НИКОЛАЯ II.

1898—1899 учебный годъ.

Минералы.

1. Отъ управленія коней князя Гогенлоэ-6 ящиковъ образ
цовъ желѣзной руды, каменнаго угля и горныхъ породъ.

2. Отъ горнаго инженера Кондратовича—образцы мрамора.
3. Отъ южно русскаго днѣпровскаго металлургическаго обще

ства—18 пудовъ образцовъ руды марганцовой.
4. Отъ Альбрехта (ст. Домброва)—минералы, образцы камня 

и чугунное литье.
5. Отъ Іона—части машины и колесо чугунное.
6. Отъ Екатерининскаго чугуноплавильнаго, желѣзодѣлатель

наго, сталелитейнаго и трубопрокатнаго завода въ Сосновицахъ— 
образцы продуктовъ изъ сварочнаго и литаго желѣза, и образцы 
употребляемыхъ сырыхъ матеріаловъ.

1899—1900 учебный годъ.

1. Отъ управленія каменноугольной кони „Антонъ” въ дер. 
Лагиша—образцы каменнаго угля, а также камня лежащаго надъ 
и подъ углемъ.

2. Отъ акціонернаго общества сосновицкихъ трубопрокат
ныхъ и желѣзодѣлательныхъ заводовъ—коллекція, состоящая изъ 
43 штукъ образцовъ производствъ сосновицкихъ заводовъ.

3. Отъ М. Гейдснвурцеля—препараты постепенной перера
ботки дерева на сульфитъ-целлюлозу.

4. Отъ Домбровскаго управленія франки - русскаго горнаго 
общества въ Домбровѣ—образцы цинковаго производства изъ заво
да подъ Бендиномъ.
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Книги.

1898—1899 учебный годъ.

!■ Отъ лѣснаго департамента—10 экземпляровъ книгъ.
2. Отъ института инженеровъ путей сообщенія 5 экземпля

ровъ книгъ.
3. Отъ начальника Варшавскаго округа путей сообщенія

5 экземпляровъ книгъ.
4. Отъ инженера Фолькерскаго—4 книги.
5. Отъ профессора Варшавскаго Политехническаго Института 

Е. Е. Вагнера—6 книгъ.
6. Отъ инженера Кондратовича—1 экземпляръ его сочиненія.
7. Отъ профессора Варшавскаго Политехническаго Института 

П. 0. Сомова—15 экземпляровъ книгъ.
8. Отъ департамента торговли и мануфактуръ всѣ изданія 

этого департамента.
9. Отъ Людовика Кона, по завѣщанію его сына Маврикія 

Кона—44 разныхъ научныхъ изданія.
Ю. Отъ отдѣла сельской экономіи и сельско-хозяйственной 

статистики Министерства Земледѣлія и Государственныхъ Иму
ществъ—1 экземпляръ книги „Отчеты и изслѣдованія по кустарной 
промышленности въ Россіи “, т. 5.

11. Отъ Императорскаго Германскаго генеральнаго консула 
барона фонъ-Ванингейма—1 экземпляръ адресной книги Германскихъ 
вывозныхъ фирмъ.

12. Отъ директора Харьковскаго ветеринарнаго института 
^Сборникъ трудовъ, Харьковскаго ветеринарнаго института”.

13. Отъ наслѣдниковъ генералъ-маіора Рыльке—78 томовъ и 
выпусковъ разныхъ изданій.

14. Отъ библіотеки Императорскаго С.-Петербургскаго 5 ни- 
верситета—82 тома и выпуска.

15. Отъ Императорскаго Томскаго Университета—8 томовъ.
16. Отъ Политехническаго Общества, состоящаго при Импе

раторскомъ Московскомъ Техническомъ Училищѣ—„Бюллетени его 
за 1894 -1898 г.г.”

17. Отъ Ново-Александрійскаго Института Сельскаго Хозяй 
СГВа и Лѣсоводства—11 томовъ.

18. Отъ Московскаго Сельскохозяйственнаго Института 
выпусковъ.

19. Отъ Императорскаго Института экспериментальной ме
дицины—выпуски 1—3 тома VII „Архива Біологическихъ Наукъ .

20. Отъ Императорской Академіи Художествъ—18 изданіи.
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1899—1900 учебный годъ.

1. Отъ вдовы статскаго совѣтника Екатерины Слупской- 
220 книгъ.

2. Отъ Ѳаддея Ивановича Венгржиновскаго—различныя книги.
3. Отъ г. Оглоблина—5 экземпляровъ его сочиненія „Колори

стическій Сборникъ”.
4. Отъ Императорскаго С. Петербургскаго Университета— 

60 книгъ изданія общества естествоиспытателей.
5. Отъ Юрьевскаго Университета—различныя диссертаціи фи 

зико-математичеекаго содержанія и Ученыя Записки за 1899 годъ.
6. Отъ инженера Юльяна Ранда—различныя книги.
7. Отъ Главнаго Штаба Военно-топографическаго отдѣла —

25 томовъ записокъ съ XXXI по XXXV и съ XXXVII но ЬѴІ.
8. Отъ Академіи Наукъ—38 экземпляровъ книгъ научнаго 

содержанія.
9. Отъ Станислава Езіоровскаго—150 названій книгъ.
10. Отъ Императорской С.-Петербургской Академіи Наукъ— 

500 томовъ книгъ различныхъ изданій и брошюръ.
11. Отъ Библіотеки Общества для содѣйствія улучшенію и 

развитію мануфактурной промышленности—44 экземпляра брошюръ 
съ рисунками.

12. Отъ бухгалтера эмиритальной коммисіи въ губерніяхъ 
Царства Польскаго Антона Коссовскаго— 60 томовъ различныхъ 
книгъ общеобразовательнаго содержанія.

13. Отъ Департамента Земледѣлія и Государственныхъ Иму
ществъ—по одному экземпляру вышедшихъ изъ обращенія слѣдую
щихъ брошюръ по энтомологической части.

1) Я. Шрейнеръ-„Новый способъ борьбы съ хлѣбнымъ жу
комъ”.

2) Его же—„О мохнатой бронзовкѣ въ Южной Россіи”.
3) Красильщиковъ—„Люцерновая или Льяная Совка”.

и 4) Кулеша—„Отчетъ по командировкѣ въ Самарскую губер
нію для организаціи правильной борьбы съ сусликомъ”.

14. Отъ г. Щепанскаго—различныя книги.
15. Отъ II. Оберга—книги для горнаго отдѣленія Института.
16. Отъ технической по охраненію Бакинскихъ нефтяныхъ 

промысловъ коммисіи—I, II и III выпуски монографіи буроваго дѣла.
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Образцы строительныхъ матеріаловъ.

1. Отъ товарищества для производства гончарныхъ издѣлій 
барона Бернгейма. 2. Отъ товарищества для производства Глухо
озерскаго цемента. 3. Отъ торговаго дома бр. Грибшъ. 4. Отъ 
анонимнаго общества цемента въ Одессѣ. 5. Отъ Бруно Гофмаркъ. 
6. Отъ Робертъ Дитлеръ. 7. Отъ Окско-Волжескаго общества про
изводства строительныхъ матеріаловъ. 8. Отъ товарищества Нев
скаго механическаго завода. 9. Отъ общества Коломенскаго машино
строительнаго завода. 10. Отъ кирпичнаго завода Б. Бржезинекой 
Въ г. Ломжѣ. 11. Отъ кирпичнаго завода въ имѣніи графа С. Г. 
і рохольскаго. 12. Отъ кирпичнаго завода В. Грозмана и Л. Штейн- 
геля. із, 0ТЪ Высочайше утвержденнаго общества Сызранско- 
Печорской асфальтовой промышленности. 14. Отъ правленія това
рищества С.-Петербургскаго вагоно-строительнаго завода. 15. Отъ 
И. А. Фильякъ. 16. Отъ торговаго дома ГІ. Валленберга.



УЧЕНЫЙ И УЧЕБНЫЙ ОТДѢЛЫ.



О ВЫСОТАХЪ

НАИБОЛЬШАГО ОСВѢЩЕНІЯ 

ДАННЫХЪ ПЛОЩАДЕЙ.

В. А. Анисимова.

I.
Въ педавно появившейся книгѣ г-жп В. Шиффъ содержится слѣ

дующая старинная задача *):
яНа горизонтальномъ столѣ АВ помѣщепъ дискъ т, освѣщенный 

лампою, основаніе которой находится па постоянномъ разстояніи = а 
Отг,‘ Центра диска. Опредѣлить высоту, на которой слѣдуетъ помѣстить 
лампу, чтобы дискъ былъ наиболѣе освѣщенъ “.

Въ качествѣ отвѣта на вопросъ предлагается рѣшеніе:

„высота равняется а и
/2 ’

') В. Шиффъ. Сборникъ упражненій и задачъ но дифферен
ціальному и интегральному исчисленіямъ, отд. XVI, зад. 56, стр. 83. 
ЦстсРбургъ, 1898.

Задача вполнѣ точно Формулирована еще въ первомъ изданіи 
извѣстнаго сборника:
. Вгемаі. Кесиеіі (1’ехегсісев виг 1е саісиі іпйпііёвітаі, р. 39—

’ 8°Віііоп ііц ргоЫёте 94. Рагів, 1856.
і
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Отвѣтъ этотъ будетъ правильнымъ, но только при дополнитель
номъ условіи, которое не указано при формулировкѣ задачи,—именно 
при условіи, что разсматриваемый дискъ имѣетъ безконечно малые раз
мѣры.

Въ другихт. случаяхъ, когда освѣщаемая площадь имѣетъ копеч- 
пые размѣры, опредѣленіе высотъ наибольшаго освѣщенія является дѣ
ломъ болѣе сложнымъ и труднымъ.

Предполагая, что источникъ свѣта можетъ быть разсматриваемъ 
какъ свѣтящая точка, мы въ настоящей статьѣ излагаемъ общія сообра
женія по вопросу о нахожденіи высотъ этого источника под'ь условіемъ 
наибольшаго освѣщенія данныхъ площадей произвольнаго вида и даемъ 
полное рѣшеніе задачи для нѣкоторыхъ площадей опредѣленной формы.

II.
Пусть свѣтящая точка А', посылающая лучи на данную горизон

тальную площадь Г, можетъ перемѣщаться 
по вертикали 80 вверхъ отч> точки О ея 
пересѣченія съ плоскостью фигуры # (черт. 
1). ІІа какой высотѣ нужно помѣстить 8, 
чтобы площадь Е была наиболѣе освѣщена? 

Сила освѣщенія I источникомъ & пло
щади Е будетъ» тѣмъ больше, чѣмъ болѣе 
получаетъ # свѣтовыхъ лучей отт> 8. Для 

сравненія 1 при различныхъ высотахъ строимъ сферу радіуса единицы 
съ цептромт. вт> 8 и проводимъ изъ & прямыя къ различнымъ точкамъ 
контура площади Получающаяся при этомъ коническая поверхность 
вырѣжетъ изъ поверхности сферы нѣкоторую площадь /. Для различ
ныхъ высотъ, сеіегіз рагіЬив, сила освѣщенія I пропорціональна /’и 
потому

(1) I = к/,

гдѣ к положительное постоянное.
Съ цѣлью вычисленія/, соотвѣтствующей данной высотѣ

(2)
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беремъ внутри Е безконечно малую во всѣхъ направленіяхъ площадку 
Пусть сІЕ содержитъ точку М. коей разстояніе МО до О обо

значимъ черезъ р

(3) МО = р.

Площадкѣ сІЕ будетъ соотвѣтствовать на сферѣ площадка Л/ и 
легко находимъ

X

ЕМ~
зіпЗМО ... 1Т.<10 = —---- ---- ЕЕ = , - <1Е.

СІ^2 |/(«2+р2)3

Такъ какъ / представляетъ сумму площадокъ сі/, то получаемъ 
/ выраженіе

(4) ж 2> О,

'ДЬ интегрированіе распространяется па всю площадь Е.
Формула (4) опредѣляетъ I для высотъ, отличныхъ отъ нуля. 

Для образованія площадокъ сІЕ можемъ взять 2 произвольныя системы 
кривыхъ на плоскости Е: за с?/1 примемъ тогда элемепгъ площади, 
01Рапиченпый 2 парами смежныхъ кривыхъ этпхъ 2 системъ. Пре- 
Дѣяъ интеграла будетъ одинъ и тотъ же, какія бы 2 системы кривыхъ 
5ІЬІ ни выбирали. Но предполагается при этомъ ітріісііе, что кон- 
тУръ разсматриваемой площади Е имѣетъ конечную длину.

Ито касается до значенія х — 0, то, согласно съ физическими 
Условіями вопроса, должно принять для всякой площади Е

Формула (5) дополняетч, опредѣленіе 1, даваемое выраженіемъ 
ь Указывая значеніе / при ж=0, и такимъ образомъ /, какъ функ- 

Ня отъ х, опредѣлена для всѣхъ значеній щ > 0.
Полагаемъ, что контуръ площади Е есть кривая конечной длины. 

"Ла Оевѣщенія I будетъ, говоря вообще, непрерывною функціею отъ щ 
пР°изводная ея по х будетъ даваться формулою
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(6)
йі _ С р2-2ж2
с^х ./ |/(«2+р2)5

Возможны 2 различныхъ, но своимъ свойствамъ, положенія точки 
8 относительно площади Р.

Если точка О лежитъ внѣ площади Р, то въ этомъ случаѣ 
радіусъ-векторъ р имѣетъ тіпгтипі и тахітит

тіпгт.

тахіт.

Р = а,

р = Ь.
Ъ > а > О

Легко видѣть, что тогда

Производная съ возрастаніемъ х мѣняетъ свой знакъ, первая;
ходя съ (4-) на (—). Посему I обязательно для нѣкотораго значенія 
ж = жо>0 достигнетъ и?аж/яшйг’а. Имѣемъ, слѣдовательно, заклю
ченіе:

Если точка О лежитъ внѣ площади Р, то обязательно су
ществуетъ высота ея наибольшаго освѣщенія.

Нѣсколько иначе будетъ обстоять дѣло въ томъ случаѣ, когда О 
находится внутри площади Р или на ея контурѣ. При существо
ваніи въ данномъ случаѣ таяйпгт’а для р

тахіт. р — Ь, Ъ > О

тіпітит уже исчезаетъ, обращаясь въ нуль. Посему, имѣя п здѣсь

мы не можемъ извлечь изъ нашихъ условій никакихъ указаній относи
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тельпо знака производной Д— для значеній « < -4г. Эта пропзвод-
12

чая при х < -4_ представляется въ видѣ суммы элементовъ какъ по- 
т Д

ловительныхъ, такъ и отрицательныхъ, а посему при х < можетъ 
г А

оказаться и положительною, и отрицательною. Принимая во вниманіе 
сказанное, заключаемъ:

Если точка О лежишь внутри или на контурѣ площади Г, 
т° не имѣемъ, въ общеліъ случаѣ, положительнаго отвѣта по во
просу о существованіи или несуществованіи высоты наибольшаго 
освѣщеніи.

Особнякомъ можетъ быть поставленъ случай, когда точка О, 
находясь на контурѣ, является для контура точкою возврата 
пли точкою съ двойною касательною. Вч> этомъ случаѣ для р < е, 
*ДЬ е есть число произвольно-малое, площадки (1Е будутъ относительно 
е малыми порядка выше 2-го, какъ нетрудно это видѣть. Разсматри
вая соотвѣтственные элементы интеграла (4) 

х <1Е = х <1Е
/а,,2+р2 х2+р2

видимъ, что они могутъ быть отброшены, какч> произвольно малые, не 
т°лько для конечныхъ ж>0, но и для а? произвольно малыхъ. Но 
10|'Да въ интегралѣ (4) на ряду съ высшимъ предѣломъ Ъ для значеній 
Р будемъ имѣть и писшій предѣлъ 8 для тѣхъ же значеній. Будутъ 
сираведливы прежнія заключенія. Въ разсматриваемомъ случаѣ бг/- 
^адз существовать высота наибольшаго освѣщенія.

Сказанныя заключенія, легко видѣть, не примѣнимы къ общему 
случаю точки О на контурѣ или внутри площади Е. Въ самомъ дѣлѣ, 
Вь этомъ случаѣ площадки сіЕ для р < 8 будутъ малыми того же по- 
Радка какъ и а?2+р2 ц потому для х малыхъ въ интегралѣ (4) отбро- 
ШеіІы быть не могутъ.

Остановимся нѣсколько подробнѣе на томъ случаѣ, когда суще
ствуетъ высота наибольшаго освѣщенія. Высота эта, въ силу преды- 
дУЩихъ соображеній, будетъ корнемъ уравненія



Число положительныхъ корней этого уравненія можетъ быть болѣе 
одного. Въ самомъ дѣлѣ, вторая производная отъ 1 по х выражается
формулою

<7-1 і б»2—9р2 ...- = к х --------- <1Е.

Отсюда ясно, что -^-г, будучи отрицательною для малыхъ х, для

большихъ х дѣлается положительною. Слѣдовательно, —— не сохра

няетъ постояннаго знака (—) съ возрастаніемъ х и потому уравненіе 
-^- — 0, имѣя одинъ положительный корень, можетъ ихъ имѣть бо

лѣе одного.
Если число положительныхъ корней конечно, то ихъ будетъ нечет

ное чпсло. Будетъ существовать нѣсколько тахітит1 омъ силы освѣ
щенія. Наивыгоднѣйшею высотою для 8 будетъ высота, соотвѣтству
ющая тахітит'у тахітотит. Мы не имѣемъ основаній, а ргіогі, 
отрицать существованіе даже безконечно большаго числа положитель 
ныхъ корней для уравненія —— 0. Теоретически мыслимы случаи,

когда имѣемъ

= 0ах

для значеній х промежутка < х < при соблюденіи неравенствъ

0 X Х{
іГ’з Xі

сіі <0, х> х-1

Для всѣхъ значеній промежутка х{ < х < х2 функція 1 будетъ 
имѣть одно и то же наибольшее значеніе.
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Послѣ указанныхъ замѣчаній, относящихся къ площадямъ Е про
извольнаго вида, разсмотримъ болѣе подробно тѣ площади, для которыхъ 
РаДІусы-векторы, выходящіе, изъ О, пересѣкаютъ ихъ контуры въ одной 
или двухъ точкахъ, отличныхъ отъ О.

III.
Начинаемъ съ случая одной точки пересѣченія, какъ болѣе прос-

Таго. При сказанномъ условіи точка 
можетъ лежатъ только или вну- 

пгра или на контурѣ площади 
(черт. 2). Положеніе точекъ М пло
щади р на ся ПЛос,коСти опредѣляемъ 
полярными координатами р и Ѳ относи
тельно полярной системы съ полюсомъ 
Въ Принимая (ІР = рс/рсІЯ, въ 
(1,лу формулъ (4) и (5), будемъ имѣть Черт. 2.

I — О для значенія

,г > О

ж = О.

Здѣсь интегрированіе по р производится отъ 0 до значеній р па копту- 
Рі*, которыя, предполагается, опредѣлены уравненіемъ

(8) Р = <р(0).

Интегрированіе по Ѳ выполняется вгь предѣлахъ 0 и а. Въ слу- 
1аѢ точки О внутренней уголъ а= 2т:, въ случаѣ же О точки конту- 
ра Уголъ а<2іг.

выполняя въ (7) интегрированіе по р, получимъ

11=4/[ хі —-------Ъ/о,
Г х- + р®(9)

1=0 для значенія



8

Производная отъ 1 по х для х > 0, равняясь

— = -Л Г р— 

<*в ./ Р(ж2+р'2)3
о 1

</0,

будетъ отрицательною для всѣхъ х> 0. Функція 1 убываетъ съ воз
растаніемъ х, обращаясь при этомъ въ пуль для безконечно-большихъ 
х. Въ самомъ дѣлѣ, имѣемъ для большихъ х=- съ точностью до е
малыхъ высшихъ порядковъ

Для малыхъ же х функція I приближается неопредѣленно къ значенію

I = ка.

Въ разсматриваемомъ случаѣ нѣтъ высоты наибольшаго освѣ
щенія. Можно только сказать, что площадь # тѣмъ болѣе будетъ 
освѣщена, чѣмъ ближе къ пей свѣтящая точка 8.

IV.

Разсматриваемъ теперь случаи

изч> (4) и (5) для I выраженія

двухъ точекъ пересѣченія контура 
площади Р съ радіусами-вектора
ми изъ О. Возможны при этомъ 
2 гипотезы : точка О лежитъ внѣ 
площади /*', или же находится па 
ея контурѣ. Изучаемъ случай 
точки О внѣшней (черт. 3). 
Употребляя опять полярныя ко
ординаты р и 0 точекъ М пло
щади при полюсѣ О, получимъ



(11)
р Ир М

І/(Ж2 + р2)3 ’

для значенія

х > О

х = О.

Здѣсь интегрированіе по Ѳ производится въ предѣлахъ 0 п а; а есть 
}юлъ между крайними радіусами-векторами ОР п 0(1 и измѣняется 
в'ь предѣлахъ О < а <

Что касается до интегрированія по р, то оно происходитъ между 
предѣлами р1 и р2> причемъ подъ р, и р2 разумѣются радіусы-векторы 
ПРИ одномъ Ѳ тѣхъ 2 точекъ 7І/( и НА, въ которыхъ, согласно условію, 
прямая изъ О съ угломъ 0 встрѣчаетъ контуръ, считая при этомъ 
Р» = р2- Радіусы-векторы р, и ра предполагаются данными въ функціи 
угла Ѳ

(12) Рі = 'Рі(Ѳ), 

р2 — <р3(Ѳ).
р2 > рі

Въ данномъ случаѣ р, мѣняясь между предѣлами р] и р2, пе мо- 
®етъ быть нулемъ. Въ силу этого, первая изъ формулъ имѣетъ смыслъ 
не только для х> 0, но и при ж = 0, давая для I значеніе 7—0. 
Посему вторая изъ формулъ (11) можетъ считаться излишнею.

Выполняемъ въ (11) интегрированіе по р. Находимъ

(13)
а

х > 0.

Для сужденія о ходѣ измѣненія непрерывной вообще функціи I отъ 
'> вычисляемъ ея производную по х

----- Р»2------ 1 м
К (яЧ-р?)3-1

х > 0.

Для малыхъ х — г и большихъ х = - положительныхъ значе- е

(14)

О
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ній х, получимъ, съ точностью до малыхъ высшихъ порядковъ, прибли
женныя значенія

I7
<1х

(15)

Отсюда йівидно, что -
ах

съ возрастаніемъ х

ходя съ на Слѣдовательно, въ

X =

е > О
1
е

ъ свой знакъ, пере- 

ъ случаѣ существу
ете высота х — х0 наибольшаго освѣщенія.

Это значеніе х — х0, такч, какъ -4^- будетъ, вообще говоря, не- 
ах

прерывною функціею отъ х, является корнемъ уравненія

; Р‘_-------У-- 1М = 0.
л^+р.2)3 Г(ж2+Р?)3-і

Уравненіе (16), въ силу ранѣе сказаннаго, обязательно имѣетъ
по крайней мѣрѣ одинъ дѣйствительный положительный корень.

V.
изучаемъ наконецъ вторую гипотезу для случая двухъ точекъ пе

Черт. 4.

ресѣченія контура площади 7*’ съ 
радіусами-векторами изъ О, ког
да точка О лежитъ па кон
турѣ. Будемъ имѣть дѣло съ 
площадями одного изъ указан
ныхъ па черт. 4 типовъ. Точка 
О для контура можетъ оказать
ся точкою возврата, угловою и 
точкою съ двойною касательною.
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Употребляя и здѣсь полярныя координаты р и Ѳ съ полюсомъ въ 
О для точекъ Л/ площади Е, получимъ изъ (4) и (5) формулы

а

1 — 0 для, значенія х — О

гДѣ въ интегралѣ уничтожаются взаимно элемепты, близкіе къ р — О, 
Пе только для конечныхъ х, по и для х малыхъ, такъ что въ сущности 
Для опредѣленія I достаточно только первой изъ формулъ (17).

Въ этой формулѣ р! п р2, какъ и прежде, обозначаютъ радіусы- 
Еекторы соотвѣтственныхъ точекъ (при одномъ и томъ-же Ѳ) двухъ 
частей контура ОАВО и ОСПО. Подъ а разумѣется уголъ между 
крайними радіусами-векторами ОР и способный мѣняться въ пре
дѣлахъ 0 < а < 2х.

Будемъ имѣть такимъ образомъ формулы предыдущаго отдѣла: 
нримѣнимы будутъ соотвѣтственныя разсужденія. Справедливо будетъ 
11 заключеніе: въ разсматриваемомъ случаѣ существуетъ высота наи
большаго освѣщенія.

Высота эта будетъ однимъ изъ положительныхъ корней х = х0 
Уравненія вида (16).

VI.
Имѣя дѣло съ площадью Е произвольнаго вида, мы можемъ ее ра-

Д^сами-векторами изъ О разбить па отдѣльныя площади 2^, Ег, ... Е„

Е = + Г, +-----Еп,

Удовлетворяющія условіямъ, указаннымъ въ отдѣлахъ III, IV и V. Сп- 
Ла освѣщенія 1 для маніей площади лѴ будетъ представляться выраже- 
піемъ формы

I — А + Л + • • • + Лі,

Л, ... ^п могутъ быть написаны въ формѣ (9) или (13).
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Когда точка О лежитъ внѣ площади Г, будетъ имѣть общее за
ключеніе отд. И о существованіи высотъ наибольшаго освѣщенія. 
Высоты эти будутъ положительными корнями уравненія

<11 <11, | <1Іп
<1х <1х <1х <1х

Когда же точка О лежитъ внутри или на контурѣ площадгі Е, 
то общихъ заключеній нѣтъ. Каждый отдѣльный случай потребустч. 
спеціальнаго изученія. Могутъ существовать или не существовать 
высоты наибольшаго освѣщенія. Высоты эти, буде существуютъ, 
окажутся положительными корнями послѣдняго уравненія настоящаго 
отдѣла. Категорическому отвѣту даетъ мѣсто, очевидно, тотъ случай, 
когда О лежитъ на контурѣ Е и контуръ площади Е имѣетъ вблизи О 
одинъ изъ видовъ, указанныхъ въ отдѣлѣ V. Для этого исключительна
го случая высоты наибольшаго освѣщенія будутъ существовать, 
являясь опять положительными корнями того же послѣдняго уравненія 
настоящаго отдѣла -Д- = О.

<1х

VII.
Приложимъ наши общія соображенія ка> частнымъ примѣрамъ. 
Разсмотримъ прежде всего кольцевыя площади.

Чсрт. 6.

емъ соотвѣтственно черева. а п

Такъ называема, 
мы площади Е (черт. 5), ограничен
ныя двумя концентрическими въ О 
окружностями и двумя радіусами-век
торами изъ О. Обозначаема, черезъ а 
уголъ 7І0С между крайними радіуса
ми-векторами ОВ и 01). При а=2'Ж 
будемъ имѣть кольцо съ центромъ въ 
О. Радіусы дуга. АС и В1) пазыва- 
6

(18)
р, = ОА — а,

Ъ > а
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Уравненіе (16) для данпаго случая будетъ

(19) а2
|/(ж2+ а2)3

Ь2
І/(ж2+б2)3

и имѣетъ только одинъ положительный корень

(20)
/і/а2 + іф

г)то высота наибольшаго освѣщенія. Соотвѣтственный тахітит си
лы освѣщенія I есть

(21)

Въ формулѣ (20) параметръ а не фигурируетъ. Тотъ же самый 
отвѣтъ годенъ и для случая полпаго кольца конечной ширины радіусовъ 
а и 6, что понятно само-собою.

Приближаемъ Ъ неопредѣленно къ а; получимъ кольцевую пло- 
ціадь безконечно малой ширины. При Ь = а получаемъ

(22)

Результатъ, годный и для малыхъ а, для малыхт> площадокъ сіі1'1 на 
Разстояніи а отъ точки О. Это отвѣтъ, указанный г-жею В. ІПиффо.

Формула (20) можетъ имѣть разнообразныя приложенія на прак
тикѣ.

Па ней можетт. быть обосновано вычисленіе наивыгоднѣйшпхъ 
Ысотъ лампъ для домашняго употребленія,—фонарей для освѣщенія 

г°родскихъ улицъ и площадей.
1'а же формула можетъ найти себѣ примѣненіе и въ военпомъ дѣ- 

при опредѣленіи наивыгоднѣйшихъ высотъ электрическихъ прожек
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торовъ для наибольшаго освѣщенія напередъ заданныхъ кольцевыхъ 
площадей. Само собою попятно, что при такомъ примѣненіи источникъ 
свѣта предполагается па столько сильнымъ и воздуха. на столько проз
рачнымъ, что съ измѣненіемъ разстоянія, по крайней мѣрѣ въ предѣ
лахъ разсматриваемой площади, напряженіе, яркость свѣтоваго луча не 
мѣняется.

При большихъ значеніяхъ отношенія і = — вмѣсто (20) мо- а
жемъ взять значеніе

приближенное съ точностью членовъ порядка а 
Т‘

VIII.
Въ качествѣ втораго примѣра, разсмотримъ площади I1 (черт. 6), 

ограниченныя ст> двухъ сторонъ 
двумя радіусами - векторами 
изъ О, а съ другихъ двухъ — 
окружностью съ центромъ въ 
О и прямою, перпендикулярною 
къ одному изъ радіусовъ-векто
ровъ. Если назовемъ черезъ а 
уголъ между крайними радіусами- 
векторами и черезъ а и Ъ соот
вѣтственно радіусъ окружности

Черт. 6.

и разстояніе прямой до О

(23) | ОА - а, 
\ ов = ь,

то возможны двѣ гипотезы: Ъ > а, Ъ < асола, сообразно двумъ ви
дамъ площадей Е и 11\. Въ обоихъ случаяхъ будемъ имѣть для то
чекъ М и Мі прямыхъ В1) и //(/>!
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Но въ то время, какъ для площади Е имѣемъ р1 = а и р2 — ,

Для площади Ех нужно будетъ положить рц = —-и р2 = а- Посему 

Для площади Е сила освѣщенія 1 будетъ опредѣляться, въ силу (13),
Формулою

(24) ХСО$Ь

ѴС2~І-Х2 — X2 8ІП2 Ѳ

Для силы освѣщенія 1 площади Ег слѣдуетъ взять знакъ противопо
ложный.

Но высота наибольшаго освѣщенія въ обоихъ случаяхъ будетъ 
положительнымъ корнемъ одного и того же по формѣ уравненія

Интегрированіе по Ѳ въ (24) легко выполняется и мы получаемъ

(25)

Сравненіе же для опредѣленія высоты наибольшаго освѣщенія 
будетъ

(2б) а2 а _ Ь28Іпа
|/(а5г4-а2)3 (аз2+52) Иб2+ж2со82а

Уравненіе (26), какъ легко это видѣть, по уничтоженіи ради- 
Каловъ, будетъ 3-й степени относительно а?. Изслѣдуя полученное 
г,11'Имъ образомъ уравненіе, убѣдимся, что оно при дополнительныхъ 
Условіяхъ
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(27)
Ъ < сока а

даетъ только одно дѣйствительное положительное значеніе для ж2.
Посему для разсматриваемыхъ площадей Г существуетъ всегда 

единственная высота наибольшая освѣщенія.
Не останавливаемся па подробномъ доказательствѣ высказаннаго 

положенія, на детальномъ изученіи свойствъ корней разсматриваемаго 
уравненія и на вопросѣ, объ опредѣленіи единственнаго положительнаго 
корня уравненія. Разрѣшеніе этихъ задачъ потребовало бы сложныхъ 
вычисленій.

Переходимъ къ разсмотрѣнію частныхъ случаевъ общей задачи, 
о которой идетъ рѣчь въ настоящемъ отдѣлѣ,—случаевъ

6 . Ъ
= 1, — = соза.а 1 а

Разсмотримъ, во первыхъ, исходя изъ гипотезы Ь > а, предѣль
ный ея случай Ъ — а. Будемъ имѣть пло
щадь В — АВС, изображенную на черт. 7, 
ограниченную дугою окружности радіуса а, 
касательною къ пей и радіусомъ-векторомъ 
изъ О.

Уравненіе (26) для опредѣленія высо
ты наибольшаго освѣщенія обратится въ 
данномъ случаѣ въ

а

Г.г- | ц-
віпа

У а2+х2 соя2 а

и по разрѣшеніи его относительно х дастъ для высоты наибольшаго 
освѣщенія формулу

(28)
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Соотвѣтственная сила освѣщенія будетъ

к(29) Іо
а2 зт а

—г-г--------1 — агссоззін2а а

Гакъ какъ Іо отъ а не зависитъ, то сила наибольшаго освѣщенія 
одинакова для всѣхъ площадей разсматриваемаго типа при одномъ углѣ 
а 11 различныхъ радіусахъ.

Легко сообразить, что при равенствѣ угловъ АОВ,, АОВ и 
^іОВ высоты наибольшаго освѣщенія площадей АВ^С, АВС и 

всѣ будутъ равны между собою и будутъ опредѣляться форму
лою (28). Та же формула дастъ высоту наибольшаго освѣщенія и для 
площадей АСВВ&А и АСА.ВА, и вообще любой комбинаціи пло
щадей, одинаковыхъ съ АВС и приложенныхъ къ площади круга 
АС'ЛСр.. но такъ, чтобы эти площади не налегали другъ на друга.

Посему, если мы опишемъ около окружности АгСАСі... правнль- 
пый многоугольникъ объ п сторонахъ, то для площади В", заключен
ной между сторонами описаннаго многоугольника и окружностью, 
пысота наибольшаго освѣщенія будетъ опредѣляться также формулою 
(28), если положить въ ней

(30) л
а — — 

п

Соотвѣтственная сила освѣщенія будетъ равняться 2пІ0, 
°предѣляется по формулѣ (29) при значеніи

Полагая, что въ формулѣ (28) уголъ 
а ‘^опредѣленно приближается къ нулю, бу
демъ имѣть, какъ и слѣдовало ожидать,

а
= ТТ’

ГДѢ Іо

Іітх9 
а = о

Положимъ, во вторыхз, что при усло
віи /х^асоза число Ь стремится къ предѣлу
= а сова. Получимъ площадь Р = АВС, 

паображенную па черт. 8, ограниченную ду-
1010 ОкРУжности радіуса а, хордою и радіусомъ-векторомъ изъ О, пер-

3
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пендикулярнымъ къ хордѣ. Уравненіе (26) въ данномъ случаѣ напи
шется въ формѣ

а __ віпасова
гс'2-|-а2 «2-|-«2сов2а ’

и даетъ для высоты наибольшаго освѣщенія значепіе

(31)

Соотвѣтственное выраженіе для силы освѣщенія /0 будетъ

(32) 70 = А Гш-евші/1-1// - а," 1.
[_ г іда V іуа

Сила наибольшаго освѣщенія не зависитъ въ данномъ случаѣ отъ 
радіуса окружности.

Разсуждая такъ же, какъ и ранѣе, найдемъ, что формула (31) 
даетъ также высоту наибольшаго освѣщенія для площади Е", заклю
ченной между окружностью центра О н радіуса а и вписаннымъ 
въ нее правильнымъ многоугольникомъ обч> и сторонахъ. Нужно бу
детъ, какъ и прежде, въ формулѣ (31) положить а =.

IX.
качествѣ третьяго примѣра, изслѣдуемч. случай 

площади 7*’, ограниченной спиралью Ар
химеда съ полюсомъ вч> О, касательною 
къ спирали въ точкѣ О и окружностью 
радіуса а съ центромъ также въ О (черт. 
9). Общая теорія для площадей подобнаго 
рода была нами изложена вч. огд. V. При
дется пользоваться формулами (17) и (16) 
и реды д у щи хч, отдѣл о въ.

Легко видѣть, что для даннаго случая 
придется положить р2 = а. Что же каса

ется до рп то замѣтимъ, что уравненіе спирали Архимеда будетч.
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Рі = 6Ѳ, если принять касательную къ ней въ ея полюсѣ за полярную 
ось. Уголъ 7. опредѣляется изъ условія Ьѵ. — а, и, такъ какъ а пред
полагается не превосходящимъ 27с, то

(33)

Тогда формула (17) даетъ намъ

а

О

X
Ѵх2 + Ь2Ѳ2

х -1 м.
Ѵх2 + а2 3

Интегрированія здѣсь безъ труда выполняются и мы получаемъ

(34) а+Ѵхг+а2
X

ах
Ѵх3+а2

Уравненіе для опредѣленія высоты наибольшаго освѣщенія послѣ 
нѣкоторыхъ преобразованій представится въ формѣ

(35) ?(ж) = 1°д
а-{-Ѵх2-\-а2

х
х2+2а2

У(х2-]-а2)3

Изслѣдуемъ это уравненіе. Для малыхъ положительныхъ значеній 
х = е легко найдемъ

(г) = Іод + Іод2—2 > О

Съ точностью до малыхъ 2-го порядка. Точно также для большихъ по- 
ннжіітелыіыхч, значеній х = — получимъ приближеніе

,'1‘ го'*ностыо малыхъ высшихъ порядковъ. Такимъ образомъ функція 
съ возрастаніемъ х отъ е до — мѣняетъ свой знакъ, переходя 



20

съ (+) на (—), и, будучи непрерывною функціею отъ х, ві, сказанномъ 
промежуткѣ одинъ или нечетное число разъ обращается въ нуль. Раз
смотримъ ближе этотъ вопросъ о числѣ положительныхъ корней урав
ненія ср(ж) = О. Составляя выраженіе для ср'(ж), находимъ

а3(2ж2 —а2) 
а?І/(ж2-|-«2)5

Функція <р(ж), убывая съ возрастаніемъ ж отъ ж=() до ж= , затѣмъ 
г 2

начинаетъ возрастать. Но <р(е) >0 и - 0, посему <р(ж) толь

ко однажды обратится въ пуль для нѣкотораго значенія х0 < ,
V и

а

при х — -а~ достигнетъ своего наименьшаго значенія, которое долж- 
1'2

по быть отрицательнымъ. II дѣйствительно, находимъ

= = -0,21...

Такимъ образомъ для разсматриваемой нами площади существу
ете только одна высота наибольшаго освѣщенія. Какъ мы видѣли, 
высота эта х — х0 удовлетворяетъ неравенству

а

Отмѣтимъ одну замѣчательную особенность разсматриваемыхъ пло
щадей. Параметра. Ъ спирали въ уравненіи (35) не фигурируетъ; вы
сота наибольшаго освѣщенія одинакова для всѣхъ спиралей—для пло
щадей АОВ{ и АОВ., параметровъ 6, и /л та же самая, что и для 
площади АОВ съ параметромъ Ь. Нужно только, чтобы удовлетво
рялось требованіе (33).

Прирѣжемъ къ нашей площади АОВ площадь АОВХ по спирали 
Архимеда съ параметромъ выходящей изъ О и касательной кт. АО. 
Для повой площади АВОВ^А высота наибольшаго освѣщенія будетъ 
та же, что и для площади АОВ.
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Отрѣжемъ отъ площади АОВ площадь АОВ, по спирали Архи- 
МеДа съ параметромъ &2. Для повои площади ВОВг, какъ это видно 
1ІЗЪ Формулы (34), высота наибольшаго освѣщенія будетъ та же, что 
и Для площади АОВ.

Имѣемъ такимъ образомъ заключеніе:
Всѣ площади, ограниченныя окружностью и 2 произвольными 

СПиРалямгі Архимеда, касающимися другъ друга въ ихъ общемъ по
люсѣ, центрѣ данной окружности, получаютъ наибольшее освѣ
щеніе съ одной и той же высоты надъ этимъ центромъ.

Въ заключеніе замѣтимъ, что по формулѣ (34) сила освѣщенія 1 
обратно пропорціональна параметру Ь спирали. Посему, если назовемъ 
черезъ /] силу освѣщенія для площади АОВи то найдемъ при одной и 
т°й же высотѣ

(36) ІЬ = 1^ = Сопві.,

интересный результатъ, относящійся къ площадямъ разсматриваемаго 
типа.

Довольствуемся указанными примѣрами; ихъ можно было бы по
добрать весьма большое число. При заданной напередъ формѣ функцій 
Р* и р2 отъ наше уравненіе (16) будетъ служить общимъ псточнп- 
к°мъ происхожденія такихъ уравненій, которыя имѣютъ по крайней ыѣ- 

одинъ дѣйствительный положительный корень.

X.
Во всемъ предыдущемъ изложеніи мы предполагали, что яркость 

онѣтоваго луча съ измѣненіемъ разстоянія не мѣняется. Коснемся 
Вкратцѣ вопроса объ опредѣленіи высотъ наибольшаго освѣщенія въ 

1 ь случаѣ, когда яркость луча, благодаря присутствію не вполнѣ 
прозрачной среды, съ возрастаніемъ разстоянія ослабѣваетъ.

Полагаемъ, что яркость свѣтоваю луча, сеіеі'ів рагіЪив, 
Рагпно-пропорціональна п-й степени разстоянія.

Въ этомъ законѣ поглощенія яркости число п должно быть опре
дѣлено пуТеМъ опытнымъ.

Повторяя наши прежнія разсужденія и держась старыхъ обозначе
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ній, получимъ для силы освѣщенія источником'ь свѣта $ площади 7у1 
при новыхъ условіяхъ формулу

(37) I = кС * Щ ж > О,
1 И(а,2 + р2у‘+з

гдѣ интегрированіе распространяется на всю площадь Е, съ дополни
тельнымъ опредѣленіемъ

(38) 2=0 дли значенія х — 0.

Будутъ справедливы, въ общпхч. чертахъ, паши прежнія заключе
нія. Сила освѣщепія 1 будетъ вообще непрерывною функціею отъ ж; 
ея производная по х будетъ опредѣляться формулою

(39)

и высоты наибольшаго освѣщенія, буде онѣ существуютъ, будутъ поло
жительными корнями уравненія

Повторяя разсужденія, аналогичныя разсужденіямъ отдѣла II, най
демъ, что уравненіе (40) имѣетъ по крайней мѣрѣ одинъ положитель
ный корень въ слѣдующихъ 2 случаяхъ: 1) если точка О лежитъ 
внѣ площади Е и 2) если О есть точка контура, въ которой двѣ 
его вѣтви, касаясь другъ друга, имѣютъ соприкосновеніе выше п-го по
рядка.

Для площадей другихъ типовъ категорическаго отвѣта въ общемъ 
случаѣ не имѣется.

Разсматривая подробно случаи, когда контуръ площади 7*’ радіу
сами-векторами изъ О пересѣкается только въ одной пли въ двухъ точ
кахъ, отличныхъ отъ О, придемт. къ нижеслѣдующимъ результатамъ.

Если радіусы-векторы изъ О пересѣкаютъ контуръ площади 7*' 
только въ одной точкѣ (черт. 2), то получимъ
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і = _А_ Г Г_1-------- х------------1 ль, х > о
(41) { “+1.;/кжП )/(«2 4-р2)"+і

I == О для значенія х = 0.

Производная отъ / по х 

х > О

отрицательна для всѣхъ х > 0. Посему въ данномъ случаѣ нѣтъ вы- 
т-огы наибольшаго освѣщенія: чѣмъ ближе Л' къ площади Е, тѣмъ бо- 
лѣе освѣщена послѣдняя.

Если же радіусы-векторы изъ О пересѣкаютъ контуръ площади Е 
в'ь двухъ точкахъ (черт. 3 и 4), то получимъ, сохраняя прежнія обоз
наченія,

(42) {
..... .. х------- ~1 ЛЬ,

О для значенія

х > О

х = 0.

I =

I =

Изъ площадей типа черт. 4 въ дапномъ случаѣ пе разсматривают- 
Ія всѣ тѣ, для которыхъ въ О имѣется соприкосновеніе не выше иго 
иорядка.

Уравненіе для нахожденія высотъ наибольшаго освѣщенія будетъ

(43)

Уравненіе (43) всегда имѣетъ по крайней мѣрѣ одинъ положи- 
Іе-іьііый корень.

Напримѣръ, для кольцевыхъ площадей съ центромъ въ О, имѣ- 
(,'1|> Уравненіе
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62 — пж2
(44)

а2 — пх2
]/(ж2 + а2)”^ У (ж2 Ч- 62)’*+’

Полагая, что Ъ неопредѣленно приближается къ а, получимъ пре
дѣльное уравненіе 

корень коего есть

(45)

Это высота наибольшаго освѣщенія для малой площадки йЕ вгь раз
стояніи а отъ О въ предположеніи, что яркость свѣтоваго луча умень
шается пропорціонально п-й степени разстоянія. Тотъ же результата, 
получается непосредственно изъ выраженія (39) для .

сіх
Вт> частномъ случаѣ п = 1 уравненіе (44) приводится къ би

квадратному

(46) Зж4 + (а24-Ь2)аз2 — а2Ь2 — О.

Единственный положительный корень этого послѣдняго уравненія 
есть

_ 7/)/(а2+62)2+ \2аѢ2-а2-Ъ2
(47) х0 — ф ——————- •

Это высота наибольшаго освѣщенія для кольцевой площади радіусовъ 
а и Ъ въ предположеніи, что яркость свѣтовыхъ лучей уменьшается 
пропорціонально 1-й степени разстоянія.

При Ъ = а получаемъ я?0 = согласно съ только что приве-

денною формулой (45).

Варшава, 8 Октября 1898 г.



ОБЪ ОБЛАСТЯХЪ
ВОЗЮНШЪ ВИНТОВЫХЪ СПОРОСТЕЙ твдй Ш, 

опирающагося на нѣсколько поверхностей.
П. О, Сомова.

ГЛАВА I.
Граничная плоскость І-го рода.

1- Предметъ изслѣдованія. Если связи, ограничивающія 
ПеРемѣщепія твердаго тѣла, могутъ быть представлены въ видѣ пѣсколь- 
Кихъ поверхностей, па которыя оно опирается, но отъ которыхъ опо 
можетъ и отходить, то величины, опредѣляющія положенія возможныхъ 
вантовыхъ осей и параметры винтовой скорости, подчинены пѣсколь- 
Кимъ неравенствамъ. Въ моей статьѣ: „О винтовыхъ перемѣщеніяхъ 
ТвеРДаго тѣла, связи котораго выражаются неравенствами“ *}, были 
казаны способы для опредѣленія помощью такихъ неравенствъ возмож- 
ИЫХъ винтовыхъ осей даннаго направленія и предѣловъ для параметра 
вантовой скорости па этихъ осяхъ при различномъ числѣ опорныхъ по
верхностей. Но вопросы: объ изслѣдованіи областей, опредѣляющихъ 
вею систему возможныхъ винтовыхъ осей, какъ по направленію така, и 

положенію для всякаго даннаго числа опорныхъ поверхностей, объ

') Варш. Унив. Изв. 1896 г. VII и VIII. 

1
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опредѣленіи условій, при которыхъ эти области возможпо больше сокра
щаются, и наконецъ объ опредѣленіи наименьшаго числа опорныхъ по
верхностей п необходимыхъ и достаточныхч. условій, чтобы твердое тѣ
ло было лишено всякой подвижности,—были только намѣчены и остав
лены безъ дальнѣйшаго разсмотрѣнія. Настоящая статья имѣетъ цѣлью 
дать отвѣтъ па эти вопросы въ возможно общемъ видѣ.

Употреблявшіеся въ указанной выше статьѣ синтетическіе, а от
части и графическіе пріемы, вполнѣ подходящіе по своей наглядности 
для намѣченной тамъ цѣли, не всегда достаточны и удобны для рѣшенія 
только-что перечисленныхъ болѣе общихъ вопросовъ. Поэтому придет
ся прежде всего нѣкоторые результаты приведенной выше статьи, на 
которые мы будемъ опираться, представить въ болѣе общей и притомъ 
аналитической формѣ, и вмѣстѣ съ тѣмъ сдѣлать къ нимъ нѣкоторыя 
дополненія *)•

2. Условія, опредѣляющія возможныя винтовыя 
оси въ случаѣ одной опорной поверхности. Положеніе вин
товой оси будемъ опредѣлять шестью ея координатами, принявъ за та
ковыя три слагаемыя, т], С, но прямоугольнымъ координатнымъ 
осямъ (а??/ г) вектора, изображающаго угловую скорость <о, и три его 
момента, X, [і, ѵ, относительно координатныхъ осей, такъ-что

X == ?/С -27],

р. = — хі, (1)
V = жѵ; — у^.

Кромѣ того, такъ какъ въ дальнѣйшемъ будетъ играть существенную 
роль сфера—указательница направленій угловой скорости, названная 
по соображеніямъ, изложеннымъ въ [§ 1 ] и въ |§ 6], сферою парамет
ровъ,—а съ другой стороны абсолютная величина угловой скорости па 
винтовой оси, или вообще величина отложеннаго па данной прямой век
тора, въ дальнѣйшихъ вопросахъ ніщакого значенія не имѣетъ, то бу
демъ, для упрощенія формулъ, длину этого вектора принимать равнымъ 
единицѣ.

р Для сокращеніи, ссылки на указанную выше статью будутъ ставиться въ такія 
скобки: | |, безъ упоминані я ея заглавія. Ссы.іки-жо на настоящую статью будутъ дѣ- 
латьса въ круглыхъ скобкахъ. Кромѣ того, дла удобства справокъ, въ копцѣ згой статьи 
помѣщенъ указатель встрѣчающихся здѣсь обозначеній.
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Обратимся теперь къ условію, которому удовлетворяютъ возмож
ныя винтовыя скорости въ случаѣ одиой опорной поверхности [§ 4]. 

то условіе выражалось одною изъ формулъ

(2)
(3) 

гДѣ р параметръ винтовой скорости, 5,—кратчайшее разстояніе віш- 
т°вой оси I отъ общей нормали пх къ поверхностямъ опорной (ЕЛ и 
ІІОВеРхпости (б’і), принадлежащей двигающемуся твердому тѣлу, ср,— 
У°Лъ между I и Пі, отсчитываемый по принятому въ [§ 2] правилу. 

°Рмула (2) соотвѣтствуетъ тому случаю, когда уголъ, образуемый 
Даннымъ направленіемъ угловой скорости, со, съ положительнымъ на
правленіемъ нормали пх [§ 2] острый, а формула (3)—случаю, когда 
01111 тупой. Пользуясь извѣстною формулою для относительнаго мо
мента двухъ векторовъ, имѣемъ

?іХ-|-^1р.-}-Сі'>Ч-Х1^-4- р-і т]+V] С 
$Л + 7],7]+СіС (4)

‘’ь тй, Сь Хь [іі, Ѵі—координаты прямой причемъ, для нѣко- 
ТоРЫхъ упрощеній, будемъ предполагать, что тр, Сі суть слагаемыя 
Вектора, подобію со. равнаго единицѣ. Такъ какъ въ случаѣ фор
мулы (2)

> О, 
а вт> случаѣ формулы (3)

< о,

10 Для обоихъ случаевъ условіе возможности винтовой скорости можно 
Сразить неравенствомъ:

^1+;>«і)і + ((м+/>ѵ;1)7і + (ѵ1+2>С1)С + ^Х + 7ЛХ-|-СІѵ > 0. (5)

Если
и+тртН-и = О, (6)

0 можетъ на данной винтовой оси съ заданнымъ направленіемъ угло- 
корости пли имѣть произвольное значеніе или только быть безко- 

С11І°-бо.іыііимъ, смотря но тому, съ которой стороны отъ нормали на
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ходится винтовая ось [§ 4]. Аналитически это будетъ обусловливаться 
знакомъ выраженія

(Х1$+р.]т]+ѵіС+$іХ+7]1р.+Сіѵ): (7)

если оно положительное, то условіе (5) будетъ выполняться при вся
комъ р\ если-же оно отрицательное, то у? можетъ имѣть только безко
нечно-большое значеніе.

Когда условіе перпендикулярности (6) не существуетъ, то знакъ 
выраженія (7) играетъ роль при опредѣленіи осей, около которыхъ воз
можно простое вращеніе; для такихъ осей находимъ, полагая въ нера
венствѣ (5) 2>=0:

Хі$+р.іТ|-4-ѵІС+$іХ-|-’>]ір.+СіѴ > 0. (8)

Это условіе соотвѣтствуетъ сказанному въ [§ 5].
3. Граничная плоскость 1-го рода. Въ случаѣ нѣсколь

кихъ опорныхъ поверхностей важную роль при опредѣленіи возможныхъ 
винтовыхъ осей и возможныхъ значеній параметра играютъ плоскости:

Д* — + Віку + Сікг + Д* — 0, (9)

ГДѢ

д* = (іі)

Си = (Сіт;—7],$) (^$+7]*7]+СД) —(12)

-Си — ($іС+>]іТ]-|-СіС)(Хі$4-р-*т]-|-ѴіС) — ($*6+т)«•т)+С*С)(Х^+|ь('»] 4-ѵіС). (13) 
ч

Ниже мы увидимъ, что когда задана система параллельныхъ вин
товыхъ осей (е, 7], С), то такія плоскости отдѣляютъ возможныя оси 
съ однимъ направленіемъ угловой скорости отъ возможныхъ осей съ 
обратнымъ направленіемъ. угловой скорости, пли-же отдѣляютъ оси во
обще возможныя отъ. осей невозможныхъ. Въ обоихъ. этихъ случаяхъ, 
условимся называть эти плоскости дѣйствительными граничными 
плоскостями 1-го рода и означать символомъ 6/*. Въ случаѣ т 
опорныхъ поверхностей число плоскостей вида (9) равно т(т—1)/1.2; 
но, какъ мы увидимъ, не всѣ онѣ будутъ дѣйствительными граничными 
плоскостями 1-го рода. Тѣ изъ нихъ, которыя не имѣютъ этого значе- 
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П1Я> будемъ называть плоскостями, подобными граничнымъ плоско- 
спгямъ 1-го рода н означать символомъ 8-'к. Символъ 8І1С мы будемъ 
сохранять для того случая, когда не дѣлается различія между дѣйстви
тельною граничною плоскостью и плоскостью, подобною граничной.

4. Условія, опредѣляющія возможныя винтовыя 
оси въ случаѣ двухъ опорныхъ поверхностей. Въ случаѣ 
Двухъ опорныхъ поверхностей возможность винтовой скорости обуслов
ливается совмѣстностью неравенствъ: (5) и

+ (р-з+у>т]3)7] + (ѵ2+рС3)С + &А + Т]3[1 + С3ѵ = О. (14)

Двумя плоскостями, перпендикулярными къ нормалямъ и п2 и 
нроходящпми черезъ центръ сферы параметровъ [§ 6], который мы бу
демъ въ дальнѣйшемъ предполагать находящимся въ началѣ координатъ, 
поверхность этой сферы раздѣляется па четыре области сферическихъ 
Двуугольниковъ. Этимъ областямъ соотвѣтствуютъ четыре сочетанія 
внаковъ у косинусовъ

+ Т)3Т] “Ь СаС. (15)

Двумъ областямъ, для которыхъ знаки этихъ величинъ одинаковы, со
путствуютъ такія винтовыя оси, что па каждой изъ нихъ угловая 
скорость можетъ имѣть то пли другое направленіе, смотря по тому 
1§ 6], будетъ-лп параметръ винтовой скорости больше пли меньше каж- 

изъ величинъ

5,^ср,, 83^<р3, (16)

а Двумъ другимъ областямъ—винтовыя оси съ параметромъ, заключен- 
1ІЦМ'ь между величинами (16).

Когда дана система параллельныхъ винтовыхъ осей, принадлежа
щихъ но своему направленію первой парѣ областей,—т. е. у которыхъ 
одно направленіе угловой скорости принадлежитъ одной изъ этихъ обла- 

Геб> а противуположное направленіе другой области,—-то па каждой та- 
Оси возможныя величины параметра отдѣлены промежуткомъ между 

саиіипамп (16); но существуютъ и такія оси, для которыхъ величины 
’) Дѣлаются равными и слѣдовательно р можетъ принимать всякія 

^ивіенія. Принимая во вниманіе выраженіе (4) и аналогичное ему для 
выражая равенство
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81 <(/91- = 0, (17)

и вводя выраженія (1) для X, р., ѵ, получаемъ уравненіе

= Лі2 х + -Віа у + 6’12 з -|- = 0, (18)

гдѣ коэффиціенты составлены по схемѣ § 3. Эта плоскость не есть 
дѣйствительная „граничная", а только „подобная граничной", потому- 
что каждая прямая даннаго направленія служитъ возможною осью и па 
каждой изъ нихъ возможно вращеніе и въ ту и въ другую сторону, 
смотря по величинѣ параметра. Согласпо сказанному въ § 3, мы долж
ны теперь эту плоскость означить символомъ 8”,. Очевидно, что эта 
плоскость отдѣляетъ оси, для которыхъ

§і<0фі > 82<<7?з>

отъ осей, удовлетворяющихъ обратному неравенству.
Обращаясь къ двумъ другимъ областямъ па сферѣ параметровъ, 

соотвѣтствующимъ противуположнымъ знакамъ величинъ (16), нахо
димъ, что винтовыя оси, принадлежащія пучку параллельныхъ прямыхъ, 

. раздѣляются плоскостью 8іг па двѣ группы, сообразно тому пли. друго
му направленію угловой скорости. Теперь такая плоскость становится 
дѣйствительною граничною н должна быть означена символомъ . 
Оси, лежащія въ такой плоскости, имѣютъ свойство, что для каждой 
изъ нихъ р имѣетъ одно опредѣленное значеніе, а вращеніе на нихъ 
становится возможнымъ въ обѣ стороны.

Итакъ, въ случаѣ двухъ опорныхъ поверхностей каждому направ
ленію винтовыхъ осей соотвѣтствуетъ одна параллельная этому направ
ленію плоскость 6\2, которая будетъ или плоскостью 8'ѵі пли 8[\, смо
тря по тому, какое направленіе винтовыхъ осей задано. Главный ин
тересъ, ввиду вопроса о возможно большемъ стѣсненіи перемѣщеній 
твердаго тѣла помощью опорныхъ поверхностей, представляютъ плоско
сти 8-к, свойства которыхъ теперь и будутъ подробнѣе разсмотрѣны. 
Впрочемъ мы увидимъ послѣ, что и плоскости 8"к играютъ полезную 
роль при рѣшеніи нѣкоторыхъ вопросовъ объ областях'ь возможныхъ 
винтовыхъ осей.

5. Области (4~о>) и (—(о). Опредѣлимъ, какое изъ двухъ 
направленій угловой скорости соотвѣтствуетъ топ и другой сторонѣ гра-



кичкой плоскости. -Когда плоскость (18) есть плоскость Р'2, то вели
чины (15) протпвуположныхт> знаковъ; если при этомъ <о такъ направ-
лена, что

+ Т), 7] -|- Сі С > 0, (19)
42$ 4“ ЦіЦ + СгС <С О, (20)

т° должно быть
§,/<7(0, 82ід <р2; (21)

а этому соотвѣтствуетъ неравенство:

-412а?-|--Ві2?/_|-" С) 2 2 -|- 1)і 2 — 0 • (22)

Іочпо такъ-же обратному направленію угловой скорости и слѣдователь-
ПО условію

(23)
будетъ соотвѣтствовать неравенство:

-412 Х 4“ Р 2 У Ч- С,2 2 + Р 2 < 0 . (24)

Первую изъ областей, отдѣляемыхъ граничною плоскостью, будемъ 
называть областью (-р®), а вторую—областью (—го).

Означимъ черезъ а12, |312, у12 углы, образуемые нормалью къ 
плоскости >9,', съ осями координатъ, а черезъ Рі2 длину перпендикуля
ру опущеннаго па эту плоскость изъ начала координатъ; тогда

^-1 2 СО8 ОС, 2 :=: -4,2, &, 2 СО5 р, 2 = -/1| 2, ^12 СО8 У, 2 ---- б) 2,

^12-^12 —-^12 ?

ГДѢ

&і2 = ± Гл132Н-Д22 + С'і22 = — ;

причемъ принято во вниманіе, что

Сг ■-!- г;,2 + С,2 = 1
11 положено

С.С =
+ тр- 7]* + С, С» = З’1*-

Относительно знака величины /г12 замѣтимъ, что положительному 

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)



значенію ея всегда будетъ соотвѣтствовать направленіе нормали 
отъ плоскости 8', въ область (—|—а>), а отрицательному значенію к12 
—направленіе въ область (—о>). Дѣйствительно, если 72,, > 0, то, 
по условію (22), начало координатъ лежитъ въ области (-|-<о), 110 
въ то-же время, по формуламъ (25) мы должны принять кі2 < 0 для 
направленія перпендикуляра изъ начала координатъ на плоскость 8іг, 
слѣдовательно кі2 > 0 для обратнаго направленія, т. е. въ область 
(-|-(о); если-же Т)12< 0, то начало координатъ, по условію (24), ле
житъ въ области (—(о), по въ то-же время, для направленія перпенди
куляра изъ начала координата на плоскость 8'2, имѣемъ к12> 0; а это 
направленіе совпадаетъ теперь съ направленіемъ нормали отъ этой плос
кости въ область (Ц-<о).

Если заданная винтовая ось, параллельная данному направленію, 
опредѣляется своими координатами, 7], С, X, [А, ѵ, то для опредѣле
нія того, которой изъ областей, 1—<о) или (—<о), опа принадлежитъ, 
имѣемъ, согласно формуламъ (21) и (23) а также по формулѣ (4) и ей 
аналогичной для Ь21ду2, и принимая еще во вниманіе, что д, и д2 гіро- 
тивуположпыхъ знаковъ, слѣдующее неравенство:

(^у. -?і<72)Х + (дщр — т]і 72)114- (Сз*?і — Сі7э)ѵ
+ 7<) & + (Мі — 1М'.0ѣ + (М' — ѵі ?») С = 0 (30)

для области (+<о) 11 обратное неравенство для области (—<о).
6. Графическое построеніе слѣда плоскости 8І2. Въ 

статьѣ: ,0 винтовыхъ перемѣщеніяхъ../1) было введено графиче
ское изображеніе областей (-|-о>) и (—<о) на плоскости, перпендику
лярной къ заданному направленію винтовыхъ осей |§ 10]. Примѣни
тельно къ этому полезно замѣтить себѣ слѣдующее правило для графи
ческаго построенія слѣдовъ а]2, а"3 плоскостей 8'2, 8", на плоскости чер
тежа. Такъ какъ прямая а',3 дѣлитъ уголъ между (4~’о) 11 (—пг) 
па части, синусы которыхъ обратно пропорціональны тангенсамъ угловъ 
ср, и гр2, взятымъ по ихъ абсолютной величинѣ |§ 9], то для проведенія 
прямой а'3 можно отложить на прямыхъ (-(- п,) и (— п2), въ указы
ваемыя стрѣлками стороны |§ 10]. отрѣзки, пропорціональные абсолют- 
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иымъ величинамъ ід^>1 п іду2-, геометрическая сумма этихъ отрѣзковъ 
п даетъ (I) направленіе слѣда $'2.

Для построенія слѣда з"2 плоскости 8" нужно отрѣзки, пропорціо- 
пальные ід и ід отложить не оба въ сторону, указываемую стрѣл- 
11010 на проекціи нормали, а только одинъ изъ нихъ, другой-же — 
Въ ст°ропу, обратную стрѣлкѣ (II). Такое измѣненіе построенія обу
словливается тѣмъ, что въ углѣ между проекціями (-Ьиі) 11 (-ф-^) Н0Р’ 
малей величины ід^г и іду2 имѣютъ, согласно правилу для отсчиты- 
Ванія угла ср, протпвуположные знаки.

7. Плоскости При изученіи областей, содержащихъ впн-
т°аьія оси, существенную роль играетъ плоскость лУ,-, содержащая пор- 
5,аль ц параллельная заданному направленію винтовыхъ осей (яло- 
с?гоедь нормалей [§ 9 и слѣд.]). Пусть будетъ

Аіх + В, у + 4- і)і — О (31)

Уравненіе плоскости Такъ какъ всякая прямая, лежащая въ этой 
плоскости, удовлетворяетъ условію

== О,

10 ао формулѣ (4) и принимая во вниманіе выраженія (1), можно на
писать:

2
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Л,- — 7),< — С:7], (32)
В{ = и-и, (33)
Сі = &]— ЦіѢ, (34)
Д = — (М + [1; 7) + V; С). (35)

Плоскостью (31) раздѣляются области, въ которыхъ имѣетъ
противуположпые знаки.

Пусть будутъ а,-, (3;, у,- углы, образуемые нормалью къ этой 
плоскости съ осями координатъ, такъ-что

кісоза.,• — Аі, кіСО8^і= Ві, кісо8’(і = Сі, кхРі=—1)ч (36) 

гдѣ Рі перпендикуляръ, опущенный па плоскость изъ начала коорди
натъ, а

кі = ±//1-(и + ^ + С.С)2 . (37)

Для опредѣленія знака у /с, можно установить слѣдующее правило: если

^ + ѴЧ + С.ОО, (38)

то направленію нормали къ плоскости (31) въ область, гдѣ О,
будетъ соотвѣтствовать /с, > 0; еелп-же

+ тр] + С.-С < О, (39)

то названной области будетъ соотвѣтствовать к, < 0. Дѣйствительно, 
если, при существованіи условія (38), 72, < О, то, какъ это видно 
изъ формулъ (4), (32), (33), (34) и (35), начало координатъ при
надлежитъ области, гдѣ 8,-^ср, отрицательное; съ другой стороны, те
перь по послѣдней изъ формулъ (36), /г, > 0, и этому соотвѣтствуетъ 
направленіе перпендикуляра Р, изъ начала координатъ на плоскость; 
по это-жс есть и направленіе нормали плоскости (31) въ область поло
жительныхъ значеній Подобнымъ же образомъ можно видѣть,
что при существованіи условія (39) этой области будетъ соотвѣтство
вать отрицательное значеніе

Величина угла е12 между двумя плоскостями и Л2 зависитъ отт> 
того направленія винтовыхъ осей, которому эти плоскости параллельны. 
Опредѣлимъ эту зависимость, подразумѣвая но еІ2 тотъ изъ двухъ смеж
ныхъ угловъ между плоскостями и ТѴ2, который заключаетъ въ се-
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ѣ граничную плоскость 8'.,. Эта плоскость проходитъ черезъ прямую 
пересѣченія плоскостей и ДГ2 и лежитъ въ той парѣ образуемыхъ 
этими плоскостями вертикальныхъ угловъ, въ которой знаки величинъ 
(іб) одинаковы, т. е. въ областяхъ (-|—]-) и (------ ) [§ 10]. Такъ
какъ мы разсматриваемъ, предполагая существованіе дѣйствительной 
Наличной плоскости 8'2, такія направленія винтовыхъ осей, для кото- 
Рихъ величины (15) протпвуположпыхъ знаковъ, то, согласно съ ука
заннымъ выше правиломъ, для направленія нормалей къ плоскостямъ 

и Дг внутрь области (-|—р) или (------ ), нужно величинамъ и
2 дать противуположпые знаки. А такъ какъ уголъ между этими 

направленіями нормалей дополняетъ уголъ г12 до двухъ прямыхъ, то по 
Формуламъ (32), (33) и (34) получаемъ:

соз ____ 712 — 7172
К(1-Зі2)(1-^2)

(40)

Углы е, и г2, образуемые граничною плоскостью съ плоскостями
1 ц -Ч, зависятъ, такъ-же какъ и направленія этихъ плоскостей, отъ 

Т01°, какою точкою на сферѣ параметровъ опредѣляется направленіе 
пиптовой оси, т. е. отъ величинъ тд, С- По формуламъ (25) и (36):

-41-412 + + Сі Сц
СО8&1 — ———-I—----------------------

'11А1 3
Та

Кь какъ измѣряется угломъ между направленіемъ нормали кч> пло- 
окости Дд въ сторону, гдѣ > 0, и между направленіемъ норма-
ли къ плоскости 6’/.. въ сторону, гдѣ лежитъ область (-|- со) (см. черт. 
і ^И]), то на 0СНрваніи указанныхъ выше правилъ для знаковъ /с12 и 
•і слѣдуетъ, что эти величины должны быть взяты съ противуполож- 
и^ми знаками. Съ другой стороны по формуламъ (10), (11), (12), 

(33) и (34);

Д| Д13 + Ві В12 -р- С| Сі2 --  73_7*7121

ІОЭТомУ окончательно

СОИ 7і7і-' 7- (41)

Для опредѣленія угла е2 нужно принять во вниманіе, что онъ
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измѣряется угломъ между прежнимъ направленіемъ нормали къ и 
направленіемъ нормали къ ТѴ2 въ ту сторону, гдѣ ()2іду2> 0 (см. черт. 
[VIII]). Но такъ какъ и <?2 противуположныхъ знаковъ, то к2 того- 
же знака, какъ н к^, поэтому

соз г2 ________ у3<7із — <?і__
Г (1 - 7з2) (712+7а2 - <1.2)

(42)

Знаки въ формулахъ (41) и (42) могутъ быть провѣрены еще 
слѣдующимъ образомъ. Когда уголъ (п2<о) дѣлается прямымъ, то 6','3 
приходитъ въ совпаденіе съ 2Ѵ, [§ 11]; поэтому выраженія (41) и (40) 
должны совпасть, а со«е2 долженъ обратиться въ 1, что мы и нахо
димъ въ дѣйствительности.

8. О винтовыхъ осяхъ съ данными предѣлами для 
параметра и обоими направленіями вращеній. Относи
тельно случая двухъ опорныхъ поверхностей остается сдѣлать еще нѣ
сколько замѣчаній, касающихся такихъ винтовыхъ осей, параметры ко
торыхъ заключены между данными предѣлами.

Предположимъ сначала, что винтовыя оси принадлежатъ къ той 
группѣ ихъ, для которой знаки величинъ (15) одинаковы.

Когда заданы всѣ координаты (^, у, С, X, 7], ѵ) винтовой оси и 
мы нашли, что обѣ величины (15) положительныя, то параметру р 
можно давать всякія значенія, превосходящія большую изъ величинъ 
(16), которыя найдутся по формулѣ (7) и ей аналогичной, относящей
ся ко второй опорной поверхности. Если направленіе угловой скоро
сти измѣнится на обратное, то величины (15) сдѣлаются отрицатель
ными, и тогда параметру р можно давать всякія значенія, не превосхо
дящія меньшей изъ величинъ (16) |§ 7]. Такимъ образомъ, при со
впаденіи знаковъ у величинъ (15), предѣлъ для параметра винтовой 
скорости зависитъ отч> избраннаго на данной винтовой оси направленія 
угловой скорости. Поэтому, если параметръ тоже напередч. заданъ, 
то пли будетъ возможно винтовое движеніе съ вращеніемъ въ одну толь
ко сторону пли совсѣмч, не будетъ возможно. Если для параметра бу
дутъ заданы только нѣкоторые предѣлы

(43)
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то виитовое перемѣщеніе па данной оси будетъ возможно пли съ обоими 
направленіями вращенія или только съ однимъ или вовсе не будетъ 
возможно, смотря по тому, будутъ-ли величины (16) заключены между 
заданными предѣлами или по крайней мѣрѣ одна изъ нихъ будетъ внѣ 
эіихъ предѣловъ (могутъ и обѣ находиться внѣ предѣловъ, но только 
съ одной ихъ стороны) или наконецъ данные предѣлы будутъ заклю
чены между величинами (16).

Предполагая, что заданы только три координаты винтовой оси, 
ті> С, удовлетворяющія условію, чтобы знаки величинъ (15) были 

одинаковы, а остальныя три координаты оставлены произвольными, мы 
можемъ отыскать такія винтовыя оси, па которыхъ вращеніе будетъ 
возможно въ обѣ стороны при томъ-же значеніи параметра. Для каж
дой такой винтовой оси величины (16) должны совпадать; эти величи- 

ы принадлежатъ поэтому плоскости 8"3. Чтобы дѣйствительно было 
возможно вращеніе въ обѣ стороны, параметру нужно дать для каждой 
0Си, лежащей въ этой плоскости, одно опредѣленное значеніе; поэтому, 
{(-лп ддя р дапы предѣлы (43), то возможныя винтовыя оси въ плоско- 
Сти ^12 будутъ заключены между двумя параллельными прямыми. По
ложеніе п ширину полосы, образуемой этими осями, нетрудно опредѣ- 
11111Ь слѣдующимъ образомъ. Пусть будетъ к разстояніе винтовой оси, 
взятой въ плоскости отъ прямой пересѣченія плоскостей и Лт2, 
считаемое положительнымъ, когда винтовая ось лежитъ въ области

Тогда
'» п отрицательпымъ, когда она лежитъ въ области (------ ).

віяе, лшеа 1

110 Для крайнихъ винтовыхъ осей имѣемъ:

Зі ід ?і = Ъ ід ъ—Рі} 
іду{ — 8'2ід<(2 = р3.

)

Такъ какъ к п р одного знака, то можно написать:

(44)
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(45)

беря для соідЦі, соІдуг, 8Іпз1 и 8Іпе2 положительныя значенія. От
сюда ширина полосы

(46)

пли, принимая во вниманіе одну изъ формулъ (41), (42):

ді2+дз2-2дід1дІІ
і—д^—д^—ді^+ЯдідіЪ ?

(47)

Нужно помнить, что на осяхъ, лежащихъ въ плоскости 8",, воз
можна винтовая скорость нетолько съ параметромъ

Р — Зі^ср! = 83^<р3,

но и со всякимъ другимъ параметромъ; только въ послѣднемъ случаѣ 
вращеніе не будетъ уже возможно вт. обѣ стороны.

Будемъ теперь предполагать, что знаки величинъ (15) противупо- 
ложны. Плоскость 8", обращается тогда въ дѣйствительную гранич
ную, 6’,',. Формулы (44), (45), (46) и (47) сохраняютъ свое значе
ніе для винтовыхъ осей, заключенныхъ между тѣмп-же данными предѣ
лами и съ тѣмъ-же условіемъ, чтобы вращеніе было возможно вт, обѣ 
стороны. Разница будетъ состоять въ томъ, что теперь около каждой 
изъ осей полосы (6) будетъ возможно перемѣщеніе только съ однимъ 
опредѣленнымъ значеніемъ параметра.

9. О винтовыхъ осяхъ съ равною разностью между 
крайними значеніями параметра. Въ [§ 10] было замѣчено, 
что для всѣхъ осей, лежащихъ въ плоскости, параллельной граничной, 
разность между крайними значеніями, въ которыхъ заключены возмож
ные параметры, одинакова и пропорціональна разстоянію между обоими 
плоскостями. Эти свойства видны теперь непосредственно изъ фор
мулъ (17), (18), (10), (11), (12) и (13). Дѣйствительно, раскры
вая условіе 

ід <р( — 83 <р3 = а, (48)

мы получимъ уравненіе
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(ад+7І2р.+сзѴ+х2е+<м+ѵ2с)(е1е+7],7]+с,о

— ($А+'і,]і{1-+Сі.ѵ+Хі|+|ііТ]+ѴіС) (І2І+^2^+СзС)

— <г(?іі+'ф^+СіС) (^Ч-ѵ^+СгС), (49)

которое п можно разсматривать какъ уравненіе вышеуказанной плоско- 
СТи> если въ немъ координаты х, у, г, входящія въ выраженія момеп- 
товъ X, [т, ѵ( угловой скорости, считать текущими. Но угловые коэф
фиціенты въ этомъ уравненіи не отличаются отт. коэффиціентовъ Л12, 
^12, 6’12 въ уравненіи тряпичной плоскости (18); вмѣсто-же />12 мы 
кмѣемъ теперь

12 ~ (^2^+р-зТ]Ч-ѵ2С) ($і І+тр т]+СіС) — (Х^+р-іТ/Ч-ѴіС) (І2$+ѵ]2^-|-С2С)

— ^(^іС+’Чі’Ч+СіС) (іг^ + ^г^ + СгС) • (50)
Далѣе, означая черезъ Д„ разстояніе этой плоскости отъ граничной и 
нринимая во вниманіе формулу (26), имѣемъ

А 012 — -^12 „ <719'2 /=чч
Д " =  к----- - = - а V— 2 9 ’ <51)

0ТкУда и видна указанная выше пропорціональность *)•
Формула (51) вмѣстѣ съ тѣмъ показываетъ, что направленія 

ті> С), для которыхъ разстояніе Дя, при данной разности между 
крайними значеніями параметра, одинаково, образуютъ копусъ четвер- 
Таг° порядка.

10- Полная система винтовыхъ осей, параметры 
к°торыхъ не выходятъ изъ данныхъ предѣловъ. Предпо- 
л°жимъ теперь, что задана петолько разность, по и самые предѣлы, 
Р‘"<р2, для параметра винтовой скорости и отыщемъ всѣ винтовыя 
ОГ11 Даннаго направленія, па которыхъ параметръ можетъ принимать 
Тол,,ко значенія, не выходящія изъ этихъ пли другихъ, болѣе тѣсныхъ 

между ними заключенныхъ предѣловъ. Если-бы существовала толь- 
°Дча опорная поверхность съ нормалью то всѣ винтовыя оси 

Дачнаго направленія, удовлетворяющія условію р ^.рі, лежали-бы по 
°Л"У сторону плоскости, параллельной этому направленію и нормали ?г,

Ноіі ' (~) поставленъ потому, что при существованіи дѣйствительной гранпч-
,л"скостн величины у, и у2 противуположныхъ знаковъ. 
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п отстоящей отъ послѣдней па величипуа всѣ винтовыя оси, 
удовлетворяющія неравенствамъ (43), были-бы заключены между дву
мя такими параллельными плоскостями, разстояніе между которыми рав-
пялось-бы ± (р2—

плоскость 8'., (ІИ); это слѣдуетъ

Если-бы существовала только вторая 
опорная поверхность, то винто
выя оси, удовлетворяющія тѣмъ- 
жс условіямъ, заключались-бы 
между двумя плоскостями, па
раллельными нормали п2 и задан
ному направленію осей; разстоя- 
піе-же между этими плоскостя
ми опредѣлялось-бы величиною 
± (р2—р^соіду2. Поэтому въ 
случаѣ двухъ опорныхъ поверх
ностей искомыя винтовыя оси бу
дутъ заключены внутри призмы, 
грани которой принадлежатъ че
тыремъ вышеуказаннымъ плоско
стямъ. Эта призма расположе
на такъ, что одною изъ ея діаго
нальныхъ плоскостей служитъ 

изъ того, что два противуположныхъ 
ребра ея удовлетворяютъ условіямъ:

йф<рі = =1>ч

а эти равенства возможны только для осей граничной плоскости. 
Остальныя два ребра этой призмы представляютъ собою такія винтовыя 
оси, па которыхъ параметръ винтовой скорости можетъ принимать вся
кія значенія, заключающіяся между данными предѣлами р{ и р2. Всѣ 
другія винтовыя осп, принадлежащія призмѣ, могутъ имѣть значенія па
раметра, заключенныя лишь между болѣе тѣсными предѣлами р\ и у/, 
для которыхъ

Рі = = Р'і •

Наконецъ можно еще видѣть, что если оба предѣла, рі и р2, по
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ложительные, то разсматриваемая призма вся лежитъ въ области 
(++); если они отрицательные, то призма лежитъ въ’области 

если-же рх и рг противуположпыхъ знаковъ, то эта прпзма 
захватываетъ всѣ четыре области (-|~ -]-)> (------ )> (Н----- ) п (----- Ь)-

Теперь можно представить себѣ всю систему возможныхъ вппто- 
выхъ осей, па которыхъ параметръ винтовой скорости можетъ прпни- 
Іать значенія, не выходящія изъ данныхъ предѣловъ рѵ и рг. Извѣст- 

ио> 'Іто если твердое тѣло петолько опирается на двѣ неподвижныхъ по- 
Еерхности, по обязательно къ нимъ касается, то вся система возмож- 
пыхъ винтовыхъ осей образуетъ комплексъ второго порядка, который 
слагается изъ конгруэнцій перваго порядка, содержащихъ каждая впн- 
г°выя оси одинаковаго параметра. Представимъ себѣ двѣ слѣдующихъ 
изъ этихъ конгруэнцій: конгруэнцію (р?р слагающуюся изъ всѣхъ вин
товыхъ осей параметра ри и конгруэнцію (^2) осей съ параметромъ р2. 
Каждому заданному направленію винтовыхъ осей въ этихъ конгруэн
ціяхъ соотвѣтствуетъ по одной прямой, которая лежитъ очевидно въ 
граничной плоскости. Если твердое тѣло только опирается на двѣ 
1Іеп°Двпжпыя поверхности, то эти двѣ прямыя служатъ противолежащи- 
Мв Ребрамп разсмотрѣнной выше призмы, которая и можетъ быть по
кроена, если черезъ эти ребра провести по двѣ плоскости, параллель- 
НЬ]хъ нормалями, къ опорнымъ поверхностямъ. Итакъ, представивъ 
Се ѣ конгруэнціи (рр^) и (р2), беря въ ііихъ параллельныя между собою 
пР'імьія и строя вышеуказаннымъ образомъ призмы, мы получимъ всю 
гистему винтовыхъ осей, параметры которыхъ могутъ принимать зна- 
енія» не выходящія за данные предѣлы.

И- О поверхности, огибаемой плоскостями »^12. По
ложеніе плоскости 6’12 зависитъ отъ заданнаго направленія винтовыхъ 

сей. Чтобы составить себѣ представленіе о всей системѣ плоскостей 
іа Для тѣла, опирающагося па двѣ поверхности, нужно опредѣлить по- 

зірхноеті,, огибаемую всѣми возможными положеніями этой плоскости. 
85110 напередъ видѣть, что эта поверхность линейчатая, третьяго по- 

Рядка. Дѣйствительно, прямыя удовлетворяющія равенству (17), обра- 
3УІоіъ систему такихъ винтовыхъ осей, которыя возможны для тверда-

и не
какъ
пря-

10 1 Ьла, прикасающагося къ двумъ неподвижнымъ поверхностямъ 
МогУщаго отъ нихъ отходить. Эта система прямыхъ составляетъ, 
УЖе вь1Ше упомянуто, комплексъ 2-го порядка. Если за начало

3
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моугольныхъ координатъ принять средину кратчайшаго разстоянія меж
ду нормалями къ опорнымъ поверхностямъ, а за оси («) и (?/) бпссек- 
триссы угловъ между ними, то уравненіе этого комплекса имѣетъ видъ:

(Хт]—[і$)яіп2Я1,4-2гіа$7] ±±= О, (52)

гдѣ 2В-12 уголъ, а 2г12 кратчайшее разстояніе между нормалями. По
верхность особенностей (Зіп^иІагіШепйасІіе) этого комплекса, буду
чи въ общемъ случаѣ четвертаго порядка, распадается въ дапномт, слу
чаѣ па плоскость и линейчатую поверхность 3-го порядка, такъ какъ 
по классификаціи Клейна и Вейлера комплексъ (52) принадлежитъ къ 
т. и. четвертой канонической формѣ, обозначаемой Вейлеромъ символомъ 
[11 22], т. е. къ типу, для котораго поверхность особенностей имѣетъ 
указанный выше видъ ’). Нужно теперь замѣтить, что плоскости (18) 
содержатъ пучки прямыхъ комплекса, проведенныхъ къ безконечно-дале
кимъ точкамъ, такъ какъ содержатъ системы параллельныхъ винто
выхъ осей, возможныхъ для твердаго тѣла, когда оно обязательно ка
сается къ двумъ поверхностямъ. Такимъ образомъ эти плоскости при
надлежатъ къ числу „особеішыхч, плоскостей“ (віп^иіаге ЕЬепеп) и 
должны поэтому касаться поверхности особенностей 2), которая являет
ся такимъ образомъ поверхностью, огибаемою плоскостями (18).

Опредѣляя эту огибаемую поверхность обыкновенными пріемами, 
мы найдемъ, что эта поверхность есть цилиндроидъ, содержащій 
винты, взаимные съ винтами возможными для твердою тѣла, 
когда оно неизмѣнно касается двухъ поверхностей. А именно, 
уравненіе плоскости (18) при новомъ положеніи координатныхъ осей 
получится, если въ уравненіи комплекса (52), прямыя котораго удовле
творяютъ условію (17), подставить

X = 2/С—27], р. = 2$—о;С (53)

*) Маіііеіп. Апп. 1874 г., стр. 183. Для сравненія см. Рійсіег, Мейо Оеоіпеігіе 
<1ев Каитез, стр. 342.

Въ приложеніи къ нѣкоторымъ спеціальнымъ вопросамъ о касаніи тѣла къ нѣсколь
кимъ поверхностямъ комплексъ (52) и другіе комплексы того-жо тина разсматривались мною 
въ статьяхъ: „О перемѣщеніяхъ неизмѣняемой поверхности, прпкасаюіцоііси къ одной пли 
къ нѣсколькимъ неподвижнымъ поверхностямъ1', Варшавскій Упив. Пзв. 1893 г. IV, § 14, 
и „О нѣкоторыхъ системахъ винтовыхъ скоростей". Варіи. Упив. Пзв. 1895 г., VI и VII, 
§ IV- 

3) Рійскег. N0110 Оеотеігіе Нов Каииіев, стр. 315.
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и считать г], С, постоянными, а х, у, г текущими. Итакъ имѣемъ 
Для плоскости (18):

^8Йі2В-12 .аз + 7]Сми2&і2 .у — (^2Ч-7]2)8Іл2і}і2 . г-|- 2г12^ = О.

Считая-же здѣсь отношенія : 7}: С перемѣнными параметрами, для 
огибаемой поверхности найдемъ уравненіе:

— 2вт21>і2.2,

2і'і 2,

8Іп 2-0-, 2. аз,

или

8Йі2і>,2. (аз2+у2)2 + 2п2я:г/ = 0. (54)

Каждой точкѣ А па этомъ цилиндроидѣ соотвѣтствуетъ пли дѣй
ствительная граничная плоскость, 8^, пли плоскость, подобная гранич- 
П0Г|> 8",: это будетъ, въ связи со знаками величинъ (15), зависѣть 
0Тъ того, каково направленіе пучка параллельныхъ виптовыхъ осей въ 
эт°й плоскости. Чтобы опредѣлить это направленіе для данной точки 

на Цилиндроидѣ, нужно замѣтить точки Рх и Р2 пересѣченія плоско- 
ети съ нормалями къ опорнымъ поверхностямъ: прямая РіР2 есть одна 
изъ осей искомаго направленія, именно та, для которой параметръ при
нимаетъ значеніе равное пулю (прямая пересѣченія плоскостей 2Ѵ) и

§ 7).
Такъ какъ плоскости 812 суть „особенныя плоскости“ въ комплек- 

еѣ (52), т. е. такія, въ которыхъ комплексная кривая обращается въ 
Днѣ точки (центры плоскихъ пучковъ), то въ каждой изъ этихъ плоско- 
Сіей кромѣ пучка параллельныхъ винтовыхъ осей долженъ быть еще 
Другой пучекъ возможныхъ винтовыхъ осей. Чтобы его найти, прн- 
ІІем'ь вниманіе, что плоскость (18), какъ касательная къ цплппдро- 
ПДУ, содержитъ одну изъ его производящихъ, а, которой, какъ и всякой 
Другой производящей цилиндроида, соотвѣтствуетт, опредѣленная велп- 
1Ипа параметра р. ІІа цилиндроидѣ существуетъ еще одинъ винтъ, а', 
г гѣмъ-же параметромъ/?; и всѣ винтовыя оси, пересѣкающія обѣ эти 

пР°изводящія, возможны, если ихъ параметру дать значеніе ■—р, какъ 
І!ІІ|ііы, взаимные съ разсматриваемыми винтами цилиндроида. Отсюда 
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видно, что центромъ искомаго пучка будетъ точка пересѣченія винта «' 
съ данною плоскостью $12.

Такъ какъ всякій возможный винтъ, при обязательномъ касаніи 
тѣла къ двумъ поверхностямъ, долженъ принадлежать одной изъ пло
скостей 812, потому-что въ пей содержатся всѣ винты одного и того-же 
направленія, то винты второго пучка («') лежатъ еще въ различпыхч. 
другихъ плоскостяхъ 6\2, пересѣкающихся съ данною по прямымъ это
го пучка. Пусть будетъ I' одна изъ этихъ прямыхъ; вт> искомой вто
рой плоскости лежитъ впптовая ось, параллельная I' и имѣющая 
параметръ равный нулю; эта ось пересѣкаетъ нормали щ и п2; поэто
му, проведя прямую, параллельную I' и пересѣкающую обѣ нормали, а 
черезъ нее плоскость, касательную къ цилиндроиду (54), мы и полу
чимъ искомую плоскость.

Если тѣло только опирается на двѣ поверхности, т. е. можетъ отъ 
нихъ я отходить, то на осяхъ I' пучка (л') будетъ возможна винтовая 
скорость или только съ однимъ значеніемъ параметра (—р) или со вся
кимъ значеніемъ параметра, смотря по тому, припадлежитъ-лп напра
вленіе оси I' плоскости или 8”2. Въ послѣднемъ случаѣ вращеніе 
въ одну сторону возможно при значеніи параметра, не меньшемъ —р, 
а въ обратную сторону—при значеніи его, не бо'лынемъ —р (§ 4).

12. О поверхности, огибаемой плоскостями равныхъ 
разностей параметровъ. Въ § 9 разсматривались геометриче
скія мѣста возможныхъ винтовыхъ осей, для которыхъ разность между 
крайними значеніями параметра величина постоянная. Для каждаго за
даннаго направленія винтовыхъ осей такія оси образовали плоскость, 
параллельную плоскости *5’12 и отстоящую отъ нея па величину Д„, про
порціональную расносгп а параметровъ (51). Отсюда слѣдуетъ, что 
совокупность всѣхъ винтовыхъ осей, допускающихъ одинаковую раз
ность а предѣлыіыхч> значеній параметра, образуетъ комплексъ, имѣ
ющій поверхностью особенностей поверхность, огибаемую всѣми выше
указанными плоскостями. Уравненіе этого комплекса въ координатной 
системѣ, принятой въ § 11, мы найдемъ, подставивъ въ условіе (48) 
координаты возможной винтовой скорости. Вмѣсто того, чтобы пре
образовывать къ этой координатной системѣ уравненіе (49), мы вос
пользуемся готовыми формулами для входящихъ въ условіе (48) вели
чинъ, составленными въ статьѣ: „О перемѣщеніяхъ неизмѣняемой по-
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верхпостп...“ *), стр. 43 и 44 [(95), (96), (99) п (100)]. Это да- 
етъ Уравненіе

224- ([Х-І-г,2 _ (Х+гІа7])сО80-|8 — ((1 —Г13С)8ІП^12 

? СО8 д| 2 4- 7] 8ІП ■Э’і 2 6 СО8 2 — 7) 8ІЯ &і2

которое, по приведеніи п по исключеніи изъ разсмотрѣнія винтовыхъ 
ОсеН> Удовлетворяющихъ зависимости

^2СО820-12— Т]2«ІЛ13 = О,

т- е- перпендикулярныхъ къ той пли другой нормали, принимаетъ видъ:

(Ц — р4)«іп{)-,24- 2г12?4 4- ^2асо«2&і2 — =0. (55)

Этотъ комплексъ принадлежитъ къ тому-же типу, какъ комплекст. (52). 
Дѣйствительно, его поверхностью особенностей будетъ опять цплиндро- 
"А'ь, только съ другимъ параметромъ и иначе расположенный, чѣмъ ци- 

индроидъ (54). Чтобы это показать, зададимъ направленіе (^, т), § 
винтовыхъ осей и, введя въ (55) выраженія (53), будемъ разсматри
вать Уравненіе (55) какъ уравненіе плоскости, содержащей винтовыя 
Осп эт°го направленія:
^ит2&12.Ж4- тг] С 2й-( 2. т/ — (^24-7]2)«йі2д|2. з

+ 2г13$т] 4- а^2со82&12 — а7]28Іп2&,2 = 0.

Для огибаемой поверхности находимъ:

2(аСО82д1а_8г-п2^13.2),

2г13,

»іп2й„.х,

Или

,^х2-[-у2')2-\-2г12Хі/ ■ х2—а .у2 = 0. (56)

Подстановкой

> Варш. Унив. Изв. 1893 г.
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X = х'сО8О. — у'8Іпа.,
у — х' 8Іпа.-\-у' С08Л ,
2 = 2'4-7»,

въ которой

7» — соід 2Яц, (д2а.= - т , (57)

уравненіе (56) приводится къ виду:

8Іп20‘і3.(хГ2+у'2)г'4-Ѵ4г1і2-{-а2 .х’у' — 0, (58)

т. е. представляетъ цилиндроидъ, отнесенный къ его главнымъ вин
тамъ. Такъ какъ всѣ цилиндроиды между собою подобны, а коэффи
ціентъ

^4»-І224-а2
8ІП 2&12

измѣряетъ высоту цилиндроида, т. е. разстояніе между двумя параллель
ными плоскостями, между которыми заключены всѣ его производящія, 
то цилиндроидъ (58) можетъ быть полученъ изъ цилиндроида (54) рас
ширеніемъ въ отношеніи

^4ла2 + «2:2г13

и винтовымъ перемѣщеніемъ, опредѣляемымъ формулами (57). Мѣняя 
а отъ—оо до -ф-со, мы получимъ всю систему цилиндроидовъ (58); 
при этомъ главныя оси ихъ совершатъ поворота, на прямой уголъ, а 
высоты цилиндроидовъ отъ безконечно-большихъ дойдутъ до минимума 
2г12 и опять возрастутъ до безконечности.

Изъ всего вышеизложеннаго получается полное представленіе о 
распредѣленіи возможныхъ винтовыхъ осей для твердаго тѣла, опира
ющагося на двѣ поверхности, съ указаніемъ для каждой оси разности 
между крайними значеніями параметра.
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ГЛАВА II.
Система трехъ граничныхъ плоскостей І-го рода.

13. Винтовыя оси перваго и второго рода въ случаѣ 
трехъ опорныхъ поверхностей. Когда твердое тѣло опирает
ся на три неподвижныхъ поверхности, то существуютъ такія направле- 
11111 винтовыхъ осей, что для каждаго изъ нихъ вся система параллель- 
■Ыхъ осей является возможною, и такія направленія, при которыхъ 

возможныя оси изъ пучка параллельныхъ прямыхъ отдѣлены отъ невоз
можныхъ двумя граничными плоскостями. Оси перваго рода опредѣ
лится условіемъ, чтобы углы, образуемые ихъ направленіями съ поло- 
'Ки''едиными направленіями нормалей къ тремъ опорнымъ поверхностямъ 
01,1,111 Или только острые или только тупые; а оси второю рода, соот
вѣтствуютъ такимъ направленіямъ, при которыхъ одинъ или два изъ 
этихъ угловъ острые, а другіе—тупые [§§ 14, 15 и 16] *)• При вся- 
К05ІЪ направленіи осей существенную роль играютъ 3 плоскости вида 

$зь $]2, которыя являются или какъ дѣйствительныя грапич-

ствительная граничная плоскость является только тогда, когда изъ 
ДвУхъ угловъ, образуемыхъ даннымъ направленіемъ осей съ парою нор- 
Улеп, одинъ острый, а другой тупой; поэтому при осяха 1-ю рода 
вс>ь три плоскости могута бытъ только подобными граничныма, 
1ІР11 осяха-же 2-го рода—двѣ плоскости дѣйствительныя гранич-
ІЬІЯ, а третья подобная граничной. При этомъ, съ измѣненіемъ 
аі|равленія винтовыхъ осей, роли этихъ плоскостей могутъ взаимно 

ПеРемѣпяться. Такъ какъ отъ относительнаго положенія трехъ ука- 
1аі|пыхъ плоскостей, находящагося въ зависимости отъ направленія 
'і іка параллельныхъ осей, зависитъ все распредѣленіе возможныхъ 
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винтовыхъ осей и ихъ параметровъ, то мы и обратимся къ изученію 
свойствъ этихъ трехъ плоскостей.

14. Два основныхъ свойства системы трехъ гра
ничныхъ плоскостей. При какомъ угодно числѣ опорныхъ по
верхностей всякой группѣ трехъ изъ нихъ, имѣющихъ п,, пк, Пі свои
ми нормалями, соотвѣтствуетъ для всякаго произвольно заданнаго на
правленія винтовыхъ осей система трехъ граничныхъ плоскостей
8ц, 8ік. Эти плоскости обладаютъ слѣдующими свойствами.

1) Онѣ пересѣкаются по одной прямой, параллельной заданному 
направленію, такъ какъ прямая, удовлетворяющая условіямъ:

§і ід <р, = ід — 8г ід , (59)

принадлежитъ всѣмъ тремъ граничнымъ плоскостямъ. Эту прямую бу
демъ означать такъ; оік1.

2) Если опорную поверхность и прикасающуюся къ ней часть 
поверхности двигающагося тѣла измѣнять такимъ образомъ, чтобы об
щая нормаль въ точкѣ ихъ касанія перемѣщалась параллельно самой се
бѣ, то всякая граничная плоскость, зависящая отъ этой нормали, пере
мѣщается также параллельно самой себѣ, такъ какъ ея направленіе за
виситъ только отъ направленій, но не отъ положеній, опредѣля
ющихъ ее двухъ нормалей. Поэтому, если нормаль и,- будетъ перемѣ
щаться параллельно самой себѣ, то будутъ тоже параллельно самимъ 
себѣ перемѣщаться плоскости 8ц и 8ц, плоскость-же не будетъ 
измѣнять своего положенія. Прямая <з1Ч( будетъ вслѣдствіе этого дви
гаться, оставаясь параллельною самой себѣ, но плоскости 8к1. Подоб
ное же, съ круговою перестановкою значковъ, можно сказать и о нор
маляхъ пк, Пц

Оба эти свойства будутч. неоднократно имѣть приложеніе.
15. Прямая а(Н. По изложенному въ § 11, всякая гранич

ная плоскость есть плоскость, касательная къ нѣкоторому цилиндроиду. 
Въ случаѣ трехъ опорныхъ поверхностей мы имѣем'ь три цилиндроида, 
построенныхъ на нормаляхъ, взятыхъ попарно. Теперь мы видимъ, 
что касательныя плоскости къ этимъ цилиндроидамъ, параллельныя дан
ному направленію осей, пересѣкаются по одной прямой, которая есть 
прямая а,Ч).
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Яіце замѣтимъ, что эта прямая есть та винтовая ось, которая въ 
чучкѣ параллельныхъ между собою прямыхъ была-бы единственно воз
можною, еслп-бы двигающееся тѣло не могло отходить отъ трехъ опор
ныхъ поверхностей, такъ какъ параметръ такой винтовой оси долженъ, 
какъ извѣстно, одновременно равняться каждой изъ трехъ величинъ

Пусть будутъ Х(Н, р,ш, ѵ,н моменты прямой а)Н, соотвѣтству- 
юіцеіі заданному направленію ((;, 7], С) параллельнаго пучка винтовыхъ 
осей. для І1ХЪ опредѣленія мы имѣемъ два уравненія (59), въ кото- 
РЫа нужно ввести координаты нормалей и винтовой оси а,н, и условіе:

+ = 0. (60)

Беря выраженія (59) попарно и пользуясь формулами (4), (13) 
11 (28), можно написать:

$!2'()Хіл-г+ (фУі-ТрЗТ) р.,н + (СгЗ'і —Сі^г) ѵгі.; = Иц,
— Ха-/+ (тр<д — т]ід,і)р.ііг4- (С» = Ді.

Отсюда,

Уравненія могутъ быть замѣнены слѣдующими:

1^і4г(Срч*г — т]Ѵ,к) = & Ди4~ &ьД«4“&Д«і,
КіІ (4Ѵ|Л/— СХіі;) = 7],Д*г4-Т^.Дг, + Т)( Д'і, 

К'Н — $ Р-іі-і) = + ѢіОік,

тр С»
^к Ск

& 7]| С/
(61)

принимая во вниманіе зависимость (60), находимъ:

(*< Х;і( — тіД,-Дц-Ь С*Дн 4-Сг Да)— С (трДи+д Д» 4-т]/Д *), (62) 
г-^р-.и == с(е,Дп+еіді+$гді*)-е(с.д«+сід1+с(дд (вз)

ѵ,*< = $(ір Дц-Ьтд 4-ѵр Дг) — ?] (4<Д*( 4" Д Д/< 4~ С Д*). (64)

16- Система трехъ плоскостей, подобныхъ гранич 
4
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нымъ, для винтовыхъ осей перваго рода. Если заданное 
направленіе пучка параллельныхъ прямыхъ соотвѣтствуетъ винтовымъ 
осямъ 1-го рода, то (§ 13) всѣ прямыя этого пучка представляютъ оси 
возможныя, причемъ параметры ихъ должны имѣть значенія, находящія
ся внѣ промежутка между меньшею и большею изъ трехъ величинъ

Зз^<рз. (65)

Плоскости $п> могутъ тогда служить для указанія тѣхъ двухъ 
изъ этихъ величинъ, которыя являются для данной оси предѣлами воз
можныхъ значеній параметра. Проведемъ на плоскости, перпендику
лярной къ заданному направленію пучка параллельныхъ осей, слѣды 
з"3 п а", плоскостей 8"3 и 83\, и найдемъ тотъ уголъ (231) между ни
ми, для осей котораго оправдываются неравенства

> Зз^'рз > (66)

Слѣдъ з"2 третьей плоскости 8"2 не можетъ проходить вч> этомъ и 
вертикальномъ съ нимъ углѣ, которому соотвѣтствуютъ, неравенства, 
обратныя неравенствамъ (66). Проведя этотт. слѣдъ въ парѣ допол
нительныхъ. къ нимъ угловъ, мы получаемъ для даннаго пучка осей

шесть областей, имѣющихъ 
свойство, что при переходѣ 
винтовой оси изъ одной 
области въ смежную съ нею 
два смежныхъ члена двой
наго неравенства вида (66) 
совершаютъ взаимную пе
рестановку. На чертежѣ (IV) 
цифры, поставленныя въ 
скобкахъ, указываютъ по
рядокъ, въ которомъ слѣ
дуютъ величины (65) отъ 
большей къ меньшей. Двѣ 
крайнія изъ этихъ величинъ 
опредѣляютъ каждый разъ 

предѣлы, между которыми не можетъ, находиться величина параметра 
винтовой скорости.
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17. Граничныя плоскости для винтовыхъ осей вто
рого рода. Когда заданное направленіе пучка параллельныхъ пря
мыхъ такое, что величины <?2, д3 не всѣ одного знака, то, какъ 
было уже выше замѣчено, двѣ изъ плоскостей 8ІЗ, 83і, 812 дѣла
ются дѣйствительными граничными и одпа изъ двухъ паръ вертикаль
ныхъ угловъ между ппмп опредѣляетъ область возможныхъ винтовыхъ 
осей даннаго направленія; причемъ одинъ изъ этихъ угловъ опредѣляетъ 
область а другой—область (—со) [§ 16].

Третья плоскость, остающаяся подобною граничной, всегда лежитъ 
пРи этомт. внутри этихъ двухъ угловъ. Чтобы это показать, возьмемъ 
одинъ изъ трехъ возможныхъ теперь случаевъ [§ 14], а именно зада
димъ направленіе винтовыхъ осей, которое удовлетворяетъ неравен
ствамъ

7і > О, 72 > О, 7з < О, (67)

или неравенствамъ имъ обратнымъ. Тогда дѣйствительными гранич
ными становятся плоскости и 831. Сообразно съ неравенствами 
(^7) мы имѣемъ теперь для возможной винтовой оси въ области (-]~а>):

8рд ?2 ^р

Ъіідуі < р < 8з^<р3,

(68)

(69)

а И'ь области (—со), сообразно съ неравенствами, обратными неравен
ствамъ (67), ц для р имѣемъ неравенства, обратныя неравенствамъ 
С68) н (69). Въ обоихъ случаяхъ, винтовая ось, удовлетворяющая 
Условію

31(7 <Р1 = §2^2,

т- е- лежащая вч> плоскости 8”2, подобной граничной, принадлежитъ кт> 
Ч1І,‘-ту возможныхъ, слѣдовательно плоскость 8"2 лежитъ въ той парѣ 
Вертикальпыхъ угловъ между 823 и 8зи которая содержитъ области воз- 
м°’кпыхъ винтовыхъ осей.

Въ [§ 16] было отмѣчены и изображены точечнымъ пунктиромъ 
11,1 ЧеРтежѣ [XVIII] геометрическія мѣста винтовыхъ осей, для которыхъ 
Разпость между предѣлами возможныхъ параметрові. одинакова. Каж- 
1100 такое геометрическое мѣсто слагается изъ граней двуграннаго угла, 
пГ‘Разуемаго плоскостями, параллельными дѣйствительнымъ граничнымъ 
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(§ 9). Легко видѣть, что ребра всѣхъ такихъ двугранныхъ угловъ ле
жатъ въ плоскости А именно, для осеіі, лежащихъ на одной изъ 
граней этого угла, параллельной плоскости 673,

8з^<рз~ Зз^фз — а,

а для осей, лежащихъ па другой грани того-же угла, параллельной пло
скости 63'п

8з^<р» —— а;

па ребрѣ этого угла д3іду3 имѣетъ въ обоихъ этихъ выраженіяхъ оди
наковое значеніе; слѣдовательно 8^^'^ и тоже Дѣлаются рав
ными.

Чтобы найти величину угла е12 между дѣйствительными граничны
ми плоскостями, содержащаго возможныя винтовыя оси, воспользуемся 
сказаннымъ въ § 5 относительно знака величины &12. Въ разсматри
ваемомъ теперь случаѣ въ области (-|-со) угловая скорость удовлетво
ряетъ неравенствамъ (68) и (69), и направленіями, нормалей къ пло
скостямъ 673 п бз) въ сторону области (-|~со) соотвѣтствуютъ:

А'зз > о, А,'зі < О;

но, такъ какъ уголч, между этими нормалями измѣряетъ дополненіе до 
двухъ прямыхъ къ углу е12, то мы имѣемъ:

-‘АзЗ-^ЗІ -|- ^33 Дзі -р- С23 С 'зі
со8 2 --  ----------- ■=■----р---------------------

^2 3 ' ѵ’з 1

или, по формуламъ § 3 и § 5:

_ 7з(?зз7іЧ-'7зі72—</і2<7з)—уі</а
СО8 с 12   ,-------------------- -- ---- - ----------------- , —.........{V)

+ "№+43 -2ЦпѴідз)(ц»і+Ѵі2-2цг№1і')

Подобно углу е,2, въ областяхъ, удовлетворяющих'ь неравенствамъ

7з > О, > О, </і < О,

<7з > О, > О, уа < О,

области возможныхъ винтовыхъ осей будутъ опредѣляться соотвѣт
ственно углами е23 и гЗІ, для которыхъ:
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</і (Дзі Ъ Ч-712?3 —723^) —
У(дз2+ді2—2д31д3д1)(д12+д3і—2д1ідід2)

дЛд^дз+д-ііді —дзідг)~дзді
И (д> 2+?22—2д> 29'19'2) (д'22+9'з2 — 27239’29'3)

(71)

(72)

=12---

ем = пост.,
мы будемъ для краткости

е31 — пост., 
означать такъ;

18. Сферическія кривыя: е23=пост., ё31=пост., 
пост. Въ вопросѣ о большемъ пли меньшемъ стѣсненіи перемѣщеній 
тнердаго тѣла помощью трехъ опорныхъ поверхностей существенную 
Р°ль играютъ величины угловъ г23, е31, еІ2, опредѣляя относительную 
подвижность твердаго тѣла около осей даннаго параллельнаго пучка. 
Поэтому представляетъ интересъ изслѣдованіе такихъ направленій осей, 
Для которыхъ эти углы сохраняютъ постоянныя, напередъ заданпыя 
значенія. Опредѣляя-же направленія винтовыхъ осей точками па сфе
рѣ параметровъ (§ 2), мы приходимъ къ разсмотрѣнію сферпческихч, 
кРивыхъ, удовлетворяющихъ условіямъ: 
=12= пост. Эти кривыя 
(е2})> (е3і), (е12). Онѣ 
представляются пересѣ
ченіями сферы парамет- 
Ронъ конусами четверта- 
10 порядка, потому-что 
к°°РДинаты €, т], С вхо
дитъ ВЪ д3 линей
нымъ образомъ. Для на
шихъ цѣлей будетъ доста- 
Т°чцо изслѣдовать, какъ 
ЭТп кРивыя проходятъ че
резъ границы разсматрп- 
наемыхъ нами па сферѣ 
параметровъ областей, со- 
етвѣтствующпх ъ вппто- 
вымъ осямъ второго ряда, а для 
принимаетъ на этихъ границахъ 
11311 трехъ паръ такихъ областей 
правыхъ, 
костей.

этого нужно замѣтить, какія значенія 
СО3 312, СОЯ&я, СО5 831. Въ каждой 
играетъ роль только одна изч> трехъ 

соотвѣтствующая парѣ дѣйствительныхъ граничныхъ плос-
І’азсмотримт. кривую (е12) соотвѣтствующей ей области ВСВ 
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(V) сферическаго треугольника, точки котораго удовлетворяютъ нера
венствамъ (67). ІІа сторонахъ этого треугольника одна изъ величинъ

7з обращается въ нуль, такъ какъ эти стороны принадлежатъ 
плоскостямъ, перпендикулярнымъ къ нормалямъ и,, п3. Для этихъ
сторонъ соз е12 принимаетъ значенія:

(От) [солеіа]?_о = 7зі72—

V 7з2 + 73“ — ^7аз 72 73

(ВИ) [созеІЗ]?і=0 = 7зз7і —7|273
^7з2 4~ 7|2 — ^731 7з 7і

т [«’8еп]?,=о = - 1.

(73)

(74)

(75)

Въ первыхъ двухъ выраженіяхъ знакъ (—) поставленъ потому, что по 
правилу § 5, примѣненному въ § 17, при извлеченіи корпя должно 
быть удержано его положительное значеніе; но величина 73, на которую 
произведено сокращеніе, предполагается отрицательною.

Для точки находимъ

[со5е1,]г_0?_0 =

а для точекъ В п С со& е12 становится неопредѣленнымъ. Истинное 
его значеніе зависитъ отъ того пути, по которому мы подходимъ къ 
этимъ точкамъ. Вегъ линіи (е,2) проходятъ черезъ точки В и С, 
п точно также въ сопряженной съ разсматриваемою областью черезч, 
точки, діаметрально противуположныя.

Идя по лппіп ВС отъ В къ С, найдемъ, что въ точкѣ С 
со$е12 = — а идя по линіи ВВ отъ В къ В, получимъ для точки 
В'. СО8^іг =---7гз-

При переходѣ изъ области ВВС вч> смежную знакъ передъ кор
немъ въ формулѣ (70) можетъ перемѣниться, такъ какъ эта послѣдняя 
была составлена исключительно въ предположеніи неравенствъ (67), 
которыя относятся только къ области ВВС. Можно видѣть, что эта 
перемѣна можетъ произойти при переходѣ черезъ дуги СВ и ВВ\ при 
переходѣ-же черезъ дугу ВС знака, передъ корнемъ сохраняется.

Дѣйствительно, въ § 5 мы видѣли, что знакъ неравенства въ фор
мулѣ (22) соотвѣтствуетъ неравенству (21) вч, томъ случаѣ, если вы
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полнены неравенства (19) и (20). Это соотвѣтствіе не измѣняется 
1акже, если знаки обѣихъ величинъ (19) и (20) мѣняются на обрат
ные. Если-же мѣняется знакъ только одной изъ этихъ величинъ, то 
мѣняется и знакъ неравенства (22). Въ этомъ послѣднемъ случаѣ и 
еДѣлапное въ копцѣ § 5 заключеніе о знакѣ величины кы, входящей въ 
Уравненіе граничной плоскости 6'12, должно быть измѣнено на обратное. 
Примѣняя это разсуждепіе къ граничнымъ плоскостямъ *8'31 и $в, иУж' 
110 при переходѣ изъ области ВВС въ смежную съ нею область, въ ко- 
т°рой или линяетъ свой знакъ, передъ корнемъ въ формулѣ (70) 
перемѣнить знакъ на обратный.

Попятно, что это относится только къ такимъ точкамъ сферы па
раметровъ, въ которыхъ соз еІ2 пли обращается въ пуль или дѣлается 
неопредѣленнымъ. Поэтому напр. при переходѣ съ дуги СВ, па кото- 
Р°п созе12=—1 (75), черезч> точку В па продолженіе дуги СВ, мы 
ПолУчпмъ соз е12 =1. Точно также, переходя изъ области ВВС 
Вь класть ВЕА черезъ точку В, мы должны измѣнить знакъ въ фор- 
м1лѣ (70). Если-же будемъ идти по дугѣ ВВ, на которой соз е12 вы
ражается формулою (74), п черезъ точку В перейдемъ па дугу ВА, то 
С0згі2, принявъ въ точкѣ В значеніе —^23, будетъ продолжать измѣ
няться дальше безъ разрыва.

Кромѣ точекъ В и С перемѣну знака въ формулѣ (70) могутъ 
нйусдовлпвать и другія точки на границахъ треугольника, когда на 
Цпхъ С08 Ей обращается въ нуль.

Формулы (70), (71) п (72) показываютъ еще, что па границахъ 
Разсматриваемой области на сферѣ параметровъ двѣ изъ трехъ гранич
ныхъ плоскостей приходятъ въ совпаденіе. Такъ напр. въ области 

* С которая удовлетворяетъ неравенствамъ (67), дѣйствительными 
Раничными плоскостями служатъ плоскости и $31 (§ 17), и уголъ 

МежДУ ними опредѣляется формулою (70). На сторонѣ ВС, для то- 
Чекъ которой ?! = 0, формулы (70), (71) и (7 2) даютъ

(СО8е>’)?1=0 = (СО8ез>)?,=0> (СО8^’)?І=о = !•

Гакимъ образом ъ хотя кривая (г12), для которой соз е12 = а, при 
ІІеРеходѣ изъ области ВВС въ смежную съ пею область ВЕВ черезъ 
гРапицу теряетъ свое значеніе, ибо плоскость 631 перестаетъ быть 

ствительною граничною,—но зато въ точкѣ перехода ея мѣсто за
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ступаетъ кривая, для которой сое езі —а и которая въ области ВВС 
не играла роли при опредѣленіи угла между дѣйствительными граничны
ми плоскостями. ІІодобное-же соотношеніе существуетъ между кривы
ми (е12) и (е23) при выходѣ изъ области ВВС черезъ границу ВВ.

При переходѣ-же черезъ границу ВС мы попадаемъ уже въ 
область винтовыхъ осей 1-го рода, и тамъ всѣ три кривыя (е23), (еЗІ), 
(е12) теряютъ свое первоначальное значеніе, такъ какъ всѣ три плоско
сти $23, 631, &2 становятся плоскостями, подобными граничнымъ.

19. Кривая (Еі2)0, для которой соееІ2=0. Эта кривая 
имѣетъ особенное значеніе въ вопросѣ объ относительной подвижности 
твердаго тѣла при трехъ опорныхъ поверхностяхъ, отдѣляя тѣ напра
вленія, для которыхъ уголъ между плоскостями и 5ЗЬ заключающій 
возможныя винтовыя оси даннаго направленія, меньше прямого угла, 
отъ направленій, гдѣ онъ больше прямаго. Направленія перваго рода 
можно разсматривать какъ таковыя, при которыхъ невозможныя оси 
преобладаютъ надъ возможными.

Для кривой (е12)0 мы имѣемъ условіе 

дз(у2зуі+узіу2—уі2уз)—уіу2 —0, (76)

которое опредѣляетъ конусъ второго порядка.
Прежде чѣмъ перейти къ его разсмотрѣнію, отмѣтимъ случай, 

когда оні> внутри области ВВС точекъ не имѣетъ, Это будетъ тогда, 
когда всѣ три угла между положительными направленіями нормалей 
п2, п3 острые. А именно, тогда

<р>з 0, 713 О?
а ввиду условій (67) числитель выраженія (70) всегда остается отри
цательнымъ. Понятно, что то-же замѣчаніе относится и къ осталь
нымъ областямъ, соотвѣтствующимъ винтовымъ осямъ 2-го рода. По
этому можно сказать вообще: положительныя направленія
нормалей къ трема опорными поверхностямъ образуютъ между со
бою только острые уілы, то во всякомъ пучкѣ параллельныхъ вин
товыхъ осей области возможныхъ осей преобладаютъ надъ облас
тями невозможныхъ осей.

Замѣчанія § 18 позволяютъ судить о томъ, какч> будетъ въ обла
сти треугольника ВВС въ различныхъ случаяхъ проходить линія (г12)0. 
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Такъ какъ опа есть пересѣченіе сферы параметровъ конусомъ второго 
порядка, а пи одна изъ сторонъ треугольника ВВС не превосходитъ 
полуокружности, то пи одна изъ нихъ не можетъ пересѣкаться съ ли
ніею (еІ2)0 болѣе чѣмъ въ двухъ точкахъ. Прпнпмая-же во вниманіе, 
что эта линія, какъ всѣ линіи (е12), проходитъ черезъ точки В и С, 
Мы заключаемъ, что она со сторопамп ВВ и СВ можетъ кромѣ того 
пересѣкаться еще только въ одной точкѣ. Сторону-же ВС опа, кромѣ 
пакъ въ точкахъ В и С, вовсе пересѣкать пе можетъ, что также слѣ
дуетъ и изъ формулы (75). Ввиду этого можно относительно прохож
денія линіи (е12)0 въ области ВВС различать 8 случаевъ, сообразно 
еъ 8 различными сочетаніями знаковъ у величинъ д^, д31, д12. При 
атомъ точки пересѣченія кривой (е12)0 съ дугами СВ и ВВ будутъ по
путаться въ томъ случаѣ, если возможно будетъ удовлетворить усло
віямъ:

д'зі22-2'і29'з = О, (78)
9гз2і-2‘22з = °- (79)

На чертежахъ, соотвѣтствующихъ этимъ случаямъ, въ вершинахъ 
треугольника поставлены знаки, которые въ нихъ имѣетъ сое г12, если 
Къ точкамъ В и С переходить по линіямъ ВВ и ВС (§ 18); заштри
хованная часть представляетъ область, для которой сое е12 положптель- 
пый; т. е. точки этой области опредѣляютъ такія направленія вппто- 
ВЬ1ХЪ осей, для которыхъ невозможныя осп преобладаютъ надъ возмож
ными. При номерахъ чертежей вч> скобкахъ поставлены соотвѣтствен
ные знаки д23, д3іі д12. Внимательное разсмотрѣніе этихъ случаевъ 
показываетъ:

1) Упомянутый вз началѣ этою параграфа случай, когда 
в0 всей области треугольника ВВС уголъ е12 остается тупымъ, 
ес,пь единственный; такъ-чгпо условіе (Т1) нетолько достаточное 
^Ля этого, но и необходимое.

2) Нѣтъ такою случая, чтобы во всей области треуюлъни- 
Ка ВВС уголъ е12 оставался острымъ.

20. Разборъ всѣхъ дѣйствительно возможныхъ въ 
вастоящѳмъ вопросѣ случаевъ. Три плоскости, проходящія 
Іерезъ центръ сферы параметровъ и имѣющія своими нормалями пря- 
МЫя пІ( п2, ??3, параллельныя нормалямъ къ опорнымъ поверхностямъ,

о
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пересѣкаются между собою по тремъ прямымъ ВЕ, ЕС и АЕ, пер
пендикулярнымъ къ тремъ плоскостямъ (п2и3), (п3 Ю> (щЮ) (черт.

)> а сферу параметровъ пересѣкаютъ по тремъ большимъ кругамъ, ко- 
І0Рые предыдущими прямыми раздѣляются каждый на четыре дуги. 
Составимъ формулы, опредѣляющія эти 12 дугъ и 3 угла между пря
мыми щ п др, рр, др іу ^ели принять «1; п2, п3 за ко
ординатныя оси, то прямыя ВЕ, ЕС, АЕ представятъ систему т. н. 
Дополнительныхъ координатныхъ осей, играющихъ, какъ извѣстно, роль 
Въ теоріи криволинейныхъ координатъ. Мы воспользуемся относящи
ми сюда формулами въ томъ видѣ, какъ онѣ приведены въ сочиненіи: 
^Національная механика* I. Сомова, т. I, глава VIII. За поло
жительныя направленія дополнительной системы возьмемъ, согласно 
принятому въ этомъ сочиненіи правилу, такія направленія, чтобы углы 
МежДУ ними и положительными направленіями нормалей къ опорнымъ 
поверхностямъ не превосходили прямого угла. Означая эти направле- 
П'я черезъ 7г1; Л2, А3 а косинусы угловъ (А27г3), (/і3Лі), (ЕЮ 
с2з> сзі, с12, находимъ:

с* = созАС — созЕЕ = — созАЕ = — созСЕ

~ Жи(і-и ’
- созАВ = созЕЕ — — созВЕ — — созАЕ

_ 912923 9зі
^(1—9і22)(1—9з»2) ’

= созВС = созЕЕ = —созЕВ = -созСЕ
__  9339зі—9і2
_ ^(1-3,з2)(1-^?) ’

Для угловъ (ЕЮ, (ЕЮ> (ЕЮ имѣемъ:

) Остальные 6 угловъ между ними прямые.

черезъ

(80)

(81)

(82)

(83)
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гдѣ

731 |

7зз ; = 1—7зз2-7зі“—712”4_^723?ЗІ(7|2-

1 I
(84)

Въ зависимости отъ знаковъ величинъ д31, дГІ съ одной сто
роны и отъ знаковъ величинъ

7зі7із — 923> 7|3733 — 7зо 7зз?зі—7>2 (85)

съ другой стороны, можно представить себѣ 8.8 = 64 различныхъ слу
чая треугольника ВВС, по не всѣмъ этимъ случаямъ соотвѣтству
ютъ возможные сферическіе треугольники. Принимая во вниманіе: 
1) извѣстныя условія для возможности образованія сферическаго тре
угольника, 2) то обстоятельство, что

7аз = СО&В, 7зі = СО8(7, = —СОИІ),

и 3) формулы (80), (81), (82), по которымъ соотвѣтствуютъ сто
ронамъ

С®<у, вв<^> вс<1
неравенства

7зі713—?зз < о, —узі < О, 7зз7зі—713 0>

можно случаи возможныхъ треугольниковъ размѣстить въ помѣщенной 
на слѣдующей страницѣ таблицѣ, въ которой пустыя клѣтки соотвѣт
ствуютъ невозможнымъ случаямъ.

Что касается до продолженія линіи (е12)0 за предѣлами области 
ВВС, то остается только напомнить сказанное въ § 18 о соотношеніи 
между кривыми (ем), (е3,), (еі2) при переходѣ изъ одной области на 
сферѣ параметровъ въ смежную съ нею.

21. О случаяхъ совпаденія двухъ дѣйствительныхъ 
граничныхъ плоскостей. Мы видѣли въ § 18, что соле12=—1 
для точекъ дуги ВС. Вообще онъ принимаетъ значенія, равныя 4-1 
для тѣхъ точекъ сферы параметровъ, которыя лежатъ (черт. V) на
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Знаки 
величинъ 

(85)

3 н а ки 723, 7зі > 712

+ + + - + + + - + + + - ------- - + - 4------- —
+4-4- Ѵі VI, VII, VIII,

~ + + ѴІІ2

+ ~ + ѴІЗ

+н— ѵ4

~- + І5 ІѴо ѴІ5 ѴІІ5

- + - Іе III* Ѵ6 ѴІІ6

+ -- I, II, ѵ, VI,

~ — - Іа

°»ружиости ЕВСЕ (д3=0): надугахъ ВС и ЕЕ созгі2 =— 1, а 
,Іа Дугахъ ВЕ и ЕС созе,2 —-}-1. Спрашивается, можетъ-ли со$е,2 
ирпнимать эти значенія въ какихъ-либо другихъ точкахъ шара пара- 
Метровъ. Формула (70) даетъ для этого условіе 

?з2і(1'2„2)<712-|-(1_2812)21»-і-(1_31^)?>2

+ 2(7зі<?13— ?п)<Мз + 2(^2Ц23—Цзі'№зѴ1 +2^^2з^31-^12')^^^2] = 0. 

Сраженіе, стоящее въ скобкахъ, не можетъ обращаться въ нуль, если 
ПоРмали п,, п2, п3 не имѣютъ нѣкотораго исключительнаго направ- 
ЛѲЦІя А• а именно, косинусы </,, а2, а3, изъ которыхъ только два МОгѵтт, Кт ххх1 ь оыть задаваемы произвольно, связаны между собою зависи
мостью *):

) !• Сомовъ. Раціональная механика. Т. I, глава VIII, формула (6).
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(1 —^зз2)^2 + (1—<7зі2)<7з2+ (1—7із2)?з2

+ 2(<7зі9’із-9'зз)7з?з + 2(713723-2’31)<7з<7і + 2(д>3д'>і —^з)^^ = А, (86) 

гдѣ Д опредѣляется по формулѣ (84). Но Д = О только въ томъ 
случаѣ, если всѣ трп нормали пх, п2, щ параллельны одной плоскости. 
Если этотъ случай исключить, то можно сказать, что кромѣ точекъ 
окружности, перпендикулярной къ «3, па сферѣ параметровъ нѣтъ то
чекъ, которымъ соотвѣтствовало-бы условіе созе12= + 1.

Понятно, что подобное-же заключеніе справедливо и для угловч. 
е2з и е31.

22. О направленіяхъ, для которыхъ е^, е31, еи полу
чаютъ значенія тахіта или тіпіта. Кромѣ крайнихъ зна
ченій+1, косинусы этихъ угловъ могутъ пли внутри пли па грани
цахъ какой-либо области на сферѣ параметровч. принимать значенія 
тахіта пли тіпіта. Достаточно разсмотрѣть этотч> вопроса, для 
одной изъ областей; возьмемъ опять область ВВС (черт. V). Преж
де всего можно видѣть, что внутри области тахіта пли тіпіта не 
существуютъ. Положимъ 

исключая изъ разсмотрѣнія такія направленія, для которыхъ </3 = О,
т. е. солеіг — — !• Итакъ, по формулѣ (70)

С08е — Нх ж'і— 7ззЖ1+д’зіЖз-д,із-а?|Жз_________
^(І+Ж!2—22зіЖі)(1+жз2—2<7зз®з)

Производныя

_ (7зз<?зі ~Уіз)я-‘і + (1 — ^зі2)^з~і~ Узі^із —

дх, Ъі3 53

2>/ _ _ (^—^аз^^і + ^ззУзі—7із)«'з+7зз7Із - </зі

<)а?г 6і Ь33

въ которыхъ для краткости положено

1 -І-я-'і2 — 2</3|О;і = 6|2,

1 + о?з2 — 27зз«-'з = 6а2,
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обращаются въ нуль прп

Ж1 = Узі , Ж2 = ^2 3.

при этихъ значеніяхъ для х, и х2 находимъ:

( д*/ Р д2/ ду А ____ .
\дхідх2) дх,2 дх22 (1 —2зз2)2(1 —?зі2)2 1

такъ какъ Д отрицательнымъ быть не можетъ (84), то максимума 
Или минимума со5е12 внутри области ВВС, т. е. гдѣ пн одна изъ ве- 
•чичинъ д^ д2> дз пе равна нулю, не существуетъ.

Такимъ образомъ наибольшія и наименьшія значенія со8Еі2 нужно 
ІІСкать па границахъ области ВВС; при этомъ достаточно разсмо- 
тРѣть стороны СВ н ВВ, такъ какъ на третьей сторонѣ ВС пмѣемт. 
<"05 = — 1. На сторопѣ ВВ а?2 = О, а па сторонѣ СВ хг — 0;

ѵг\ ®2) принимаетъ на этихъ сторонахъ соотвѣтственно значенія

/г(х2) =

дгзЖі—<?і2

И-)-®,2—2дзіхх

$31 ^2 —2*2
I 1 2 — 2^23^2

Производныя перваго порядка этихъ функцій обращаются въ нуль прп

= Ж'г = _ (87)
^23^31—^12 723*?3* —

пРоизводпыя-же второго порядка прп этихъ значеніяхъ перемѣнныхъ 
будутъ:

^23^31 —
-2діхх^

З’ззЗ’зі —<7и 

(1+«22—Зд’ззЖз/

что ^ТП Ф°Рмульі согласуются съ формулами (74) и (73), если принять во вниманіе,
1 Извлеченіи корпя изъ </32 нужно написать —</2, согласно замѣчаніямъ § 5 и § 18. 
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гдѣ для знаменателей, согласно сказанному въ § 5 и въ § 18, всегда 
должны быть удержаны положительныя значенія. Итакъ мы будемъ 
имѣть для обѣихъ сторонъ, СВ и ВВ: при

З'гзЙ'зі —> О 
тахітит, а при

О'зз^/зі —З'и < О 
тіпітит. Случаяже 

З'зз^зі -<?12 = О

разсматривать нечего, такъ какъ въ этомъ случаѣ, 
треугольникъ ВСВ обращается въ двуугольникъ,

по формулѣ (82), 
т. е. три нормали

дѣлаются параллельными одной плоскости; а этотъ случай [§ 19] легко 
можетъ быть разобранъ непосредственно другимъ путемъ, и мы оста
вимъ его въ сторонѣ.

Переходя къ разбору перечисленныхъ въ § 19 восьми случаевъ, 
мы должны принимать во вниманіе только такія рѣшенія, при которыхъ 
х\ п х'„ отрицательныя, такъ какъ внутри области ВВС и па ея гра
ницахъ, СТ) п ВВ, д3 отрицательное, а и д2 пе меньше нуля. По
этому въ выраженіяхъ (87) числители и знаменатель должны быть оди
наковаго знака.

Въ случаяхъ І5, ІѴ5, ѴІ5, ѴІІ3 и Ѵ4 нѣтъ ни максимума, пн мини
мума.

Въ случаяхъ Ѵ1; ѴІЬ Ѵ1В п VIII, имѣются максимумы на обѣихъ 
сторонахъ ВВ и СТ); въ случаѣ VII, максимумъ только на СТ), въ 
случаѣ ѴІ3 только на ВВ.

Въ случаѣ І8 минимумы па ВВ и па СВ\ въ случаяхъ І6, ІІІ6, Ѵ6 
и ѴІІе мпппмумъ только па ВВ-, въ случаяхъ І„ ІІ„ V, и VI, мини
мумъ только па СТ).
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ГЛАВА III.
Граничная плоскость второго рода.

23- Три рода винтовыхъ осей и система шести гра
ничныхъ плоскостей перваго рода въ случаѣ четырехъ 
опорныхъ поверхностей. Когда твердое тѣло опирается на че- 
1ьіре неподвижныхъ поверхности, то могутъ существовать такія па- 
нравленія винтовыхъ осей, что для каждаго изъ нихъ вся система па
раллельныхъ осей является возможною, пли возможныя оси отдѣлепы 
отъ невозможныхъ тремя дѣйствительными граничными плоскостями 
плп наконецъ онѣ отдѣлепы четырьмя граничными плоскостями [§ 21 
п (,лѣд.]. Сообразно съ этимъ мы будемъ различать винтовыя оси 1-го,
2-го и 3-го рода *). Оси перваго опредѣляются условіемъ, что- 

Углы, образуемые ихъ направленіями съ положительными паправле- 
111,13111 всѣхъ четырехъ нормалей къ опорнымъ]поверхностямъ, были пли 
только острые пли только тупые. На каждой изъ этихъ осей пара- 

етръ р можетъ имѣть значенія, находящіяся вніъ промежутка между 
Меньшею и большею изъ величинъ

(88)
11 вРащепіе возможно п въ ту п въ другую сторону, смотря по тому, съ 
Кот°Рой стороны отъ крайнихъ возможныхъ значеній находится величи
на Р [§ 23]. Нзъ шести граничныхъ плоскостей, по числу сочетаній 
1,311 4 элементовъ по 2, ни одна не имѣетъ значенія дѣйствительной 
гРаиичной плоскости. Онѣ играютъ лишь роль, подобную той, которая 
Указана въ § 16 для случая трехъ опорныхъ поверхностей. Винто- 
вы'1 оси второю рода опредѣляются условіемъ, чтобы ихъ направле- 

я образовали съ одною нормалью тупой уголъ, а съ тремя нормалями 
0(Трые углы, или наоборотъ. Для каждой такой оси параметръ впнто- 
®° скорости заключенъ между нѣкоторыми крайними значеніями 
іэ 24]. Возможныя винтовыя оси ограничены при этомъ тремя дѣй- 
Твительпымп граничными плоскостями, образующими замкнутую или не-

■ Си. примѣчаніе въ § 13.

6
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замкнутую призматическую область. Пинтовыя оси третьяго рода 
принадлежатъ такимъ направленіямъ, которыя съ двумя нормалями 
образуютъ острые, а съ двумя другими нормалями тупые углы. Пара
метръ тоже заключенъ между нѣкоторыми предѣлами; по возможныя 
области опредѣляются четырьмя дѣйствительными граничными плос
костями [§ 25].

24. Аналитическое условіе исчезанія осей перваго 
рода, Направленія нормалей могутъ быть даны такія, чтобы осей 
перваго рода вовсе не существовало [§ 23]. Въ вопросѣ о возможно 
большемъ стѣсненіи твердаго тѣла это обстоятельство играетъ весьма 
существенную роль; ввиду этого замѣтимъ аналитическое условіе исче
занія этихъ осей. Согласно указанному вт, [§ 21, стр. 55], геометри
ческое условіе этого исчезанія состоитъ въ томъ, чтобы на сферѣ пара
метровъ отрицательное направленіе каждой изъ четырехъ нормалей на
ходилось впутрп трехграннаго угла, образуемаго положительными на
правленіями остальныхъ трехъ нормалей. Очевидно достаточно, чтобы 
это требованіе выполнялось для одной изъ четырехъ нормалей; тогда 
оно само собою будетъ выполняться для остальныхъ.

Такое относительное направленіе четырехъ нормалей мы будемъ 
называть противостояніемъ нормалей. Ввиду того, что намъ при
дется разсматривать такое противостояніе для различныхъ четверокъ 
нормалей и тогда, когда число опорныхъ поверхностей больше четы
рехъ, означимъ теперь группу четырехъ нормалей такъ: пк, пт.

Разсмотримъ четыре величины:

(89)

составленныя по схемѣ (61), и будемъ всегда имѣть въ виду, что поря-
докч, значковъ всегда соотвѣтствуетъ 
порядку строкъ опредѣлителя. Вели
чины (89) по своему численному зна
ченію опредѣляютъ объемы параллеле
пипедовъ, у которыхт, три сходящихся 
ребра равны единицѣ и направлены 
по тремъ положительнымъ нормалямъ. 
Возьмемъ нормали пк, если

онѣ расположены такъ, что дѣлая на сферѣ параметровъ обходъ по сто-
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ронамъ сферическаго треугольника, имѣющаго своими вершинами поло
жительные копцы этихъ нормалей, по часовой стрѣлкѣ, мы отъ норма

къ И;, то 0; при иномъ же
Принявъ это во вниманіе, можно

и Ч- переходимъ къ пк и отъ п4. 
Расположеніи нормалей Ѵік1с 0. 
Далѣе видѣть, что если поло
жительный конецъ нормали 
пт попадаетъ въ область сфери
ческаго треугольника (п,п*пг), 
то всѣ четыре величины (89) 
одного знака (черт. XV); если 
отрицательный конецъ нор
мали пт попадаетт, въ область 
тти’о-же треугольника, то ИНті 

II Рг.іт имѣютъ другой 
ЗНакъ> чѣмъ (черт. XVI).

Рппимая во вниманіе, что по 
Формулѣ (61) отъ перестанов- 
Ка Двухъ смежныхъ значковъ 

какой-либо изъ величинъ 
9) мѣняется знакъ этой ве- 

Лі|чины, можпо сказать, что 
63 Послѣднемъ случаѣ, кото
рый

т

Мы назвали противостояніемъ, величины

Ѵк1т, Ѵііт, Ѵікті Ѵікі (90)

и^ѣ/отъ одинаковые знаки.
Если пи положительный ни отрицательный конецъ нормали пт не 

Попадаетъ въ область треугольника (п,п4.?і;), то пи величины (89) ни 
величины (90) пе будутъ одного знака. Итакъ вышеуказанное условіе 
асательно величины (90) есть нетолько необходимое, но и достаточное 

Условіе противостоянія.
Если это условіе выполняется относительно нормали пт, то оно 

Ь],юлпяется и относительно всякой другой нормали; такъ-что будутъ 
ДЦ01° знака величины:

Ѵіті? Кпііі Ѵк Іі) тіі ? (91)
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(92)

(93)
Гг,пі, Ѵтік) 'тІі>

Ѵкіпі) ^тіі) I гк I) ^тН»

25. Граничная плоскость второго рода. Когда число 
опорныхъ повермностей не менѣе четырехъ, то во всѣхъ вопросахъ объ 
областяхъ возможныхъ винтовыхъ осей играютъ роль нѣкоторыя плос
кости, проходящія черезъ центръ сферы параметровъ, которыя мы бу
демъ называть граничными плоскостями второго рода. Пусть бу
детъ піг пк, п1г пт какая-нибудь четверка нормалей. Каждой такой 
четверкѣ соотвѣтствуетъ одна граничная плоскость второго рода Рікіт, 
имѣющая своимъ уравненіемъ:

РкІтѢ + МіНтЦ + ^ікІпХ — О,

гдѣ

Хі Сі
Ѣк Ч]к Сі
С/ Ч]і
Ѣт 4}т Ст

(94)

(95)

Рікіт --

Нпже мы увидимъ, что эта плоскость играетъ особенно важную 
роль, когда четыре нормали находятся въ противостояніи} въ этомъ 
случаѣ мы будемъ ее называть дѣйствительною граничною плоско
стью второго рода и означать символомъ Р\1т. Если-же 4 пор- 
мали не находятся въ противостояніи, мы будемъ эту плоскость назы
вать плоскостью, подобною граничной второю рода и означать 
символомъ Р"кі„,.

Помимо той роли, которую будетъ играть плоскость РШт въ 
дальнѣйшемъ, можно указать слѣдующее кинематическое и вмѣстѣ съ 
тѣмъ геометрическое значеніе ея. Предположимъ на время, что твер
дое тѣло не можетъ отходить отъ четырехт. опорныхъ поверхностей 
X,-, Е*, 2(, Ет; оно будетъ тогда имѣть двѣ степени свободы и всѣ 
возможныя для него винтовыя оси будутъ расположены на цилиндроидѣ.
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Пусть будутъ тд, С, X, р., ѵ координаты какого-нибудь винта этого 
Цилиндроида и р его параметръ. Взаимность этого впита съ винтами, 
лежащими па нормаляхъ пк, пг, пт и имѣющими параметръ, равный 
нулю, существующая теперь для всѣхъ возможныхъ для тѣла винтовъ, 
выражается условіями:

^■' + р&Н4- (Ні + (ѵ. +^С,-)С + &Х + ^Р'+СіѴ = О,

^+у>^)& + (р.* + р7]*)7] + (ѵА + 2>С*)С + ^Х + т]і]і.4-С4Ѵ = О, 
/і . . (96)(-Л' + />$;)&+ (Р-г + р^і )^і + (ѵг +/Чг)С + ^Х + трр. + Сг ѵ = О, 
(Хи 4- рѣпі) $ + (р.т Р'Г]т)’<] + (Ѵщ + /?Ст) С + + Ч]т Р- "Ь СщѴ =0.

Исключая отсюда X, |і, ѵ, мы получаемъ для направленій (^, тд, С) усло- 
В1е въ видѣ равенства нулю опредѣлителя, который, послѣ нѣкоторыхъ 
Упрощеній, приводится къ первой части уравненія (94). Итакъ, гра- 
ппчпая плоскость 2-го рода есть плоскость, параллельная производя- 
Чимъ цилиндроида, содержащаго возможныя винтовыя оси при обя- 
За>пельномъ касаніи твердаго тѣла къ четыремъ опорнымъ поверхно
стямъ.

Предположимъ теперь опять, что твердое тѣло только опирается 
На 4 поверхности. Исключая/? изъ уравненій (96), взятыхъ попарно, 
П вмѣняя X, [і, ѵ ихъ выраженіями по формуламъ (1), мы получаемъ 
Уравненія шести граничныхъ плоскостей перваго рода, соотвѣтству- 
Ю1йихъ заданному направленію пучка параллельныхъ винтовыхъ
°Сей. для направленія, удовлетворяющаго условію (94), мы находимъ, 
Чт° существуетъ виптовая ось (/*), лежащая одновременно па всѣхъ 
Шестц граничныхъ плоскостяхъ. Слѣдовательно, при направленіяхъ, 
ПаРаллельныхъ граничной плоскости 2-го рода, вегъ шесть соот- 
в1ьпісгпвующихъ этому направленію граничныхъ плоскостей 1-го 
Р°да пересѣкаются по одной прямой. Ниже (§ 28) мы придемъ 
Кь этому-же заключенію другимъ путемъ.

26. Общее свойство областей, опредѣляющихъ воз- 
ад°асныя винтовыя оси даннаго направленія. При изуче- 
11111 этихъ областей весьма важно различать случаи, когда нормали къ 
1егьірелъ опорнымъ поверхностямъ пе находятся въ противостояніи и 

1101 Да онѣ находятся въ противостояніи (§ 24). Можно показать, что 
ь первомъ случаѣ область винтовыхъ осей, для всякаго даннаго на
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правленія пхъ, будетъ распространяться въ безконечность, во второмъ- 
же случаѣ эта область будетъ заключена въ замкнутой призмѣ, т. е. па 
плоскости, перпендикулярной къ данному направленію винтовыхъ осей, 
опа изобразится [§ 10], (§ 6), замкнутымъ многоугольникомъ. Для 
этого пужпо принять во вниманіе, что условіе замкнутости пли незам- 
кнутостп области винтовыхъ осей не зависитъ отъ относительнаго рас
положенія нормалей, а зависитъ только отъ ихъ относительныхъ на
правленій. Помимо того, что это видно непосредственно изъ уравне
нія (9) граничной плоскости, въ которомъ угловые коэффиціенты не 
зависятъ отъ к, [л, ѵ, это можно видѣть и изъ самаго опредѣленія гра
ничной плоскости, по которому ея направленіе зависитъ только отъ 
угловъ, образуемыхъ заданнымч. направленіемъ винтовыхъ осей съ 
опредѣляющими ее двумя нормалями. Поэтому, если мы будемъ мѣ
нять относительное расположеніе нормалей, не мѣняя пхъ направленій, 
то для того-же пучка параллельныхъ осей граничныя плоскости будутъ 
перемѣщаться, оставаясь себѣ параллельными.

Отсюда слѣдуетъ, что при параллельномъ перемѣщеніи нормалей 
незамкнутая призматическая область возможныхъ винтовыхъ осей, не
зависимо отъ числа отдѣляющихъ ее граничныхъ плоскостей всегда 
остается незамкнутою. Замкнутая-же призматическая область всегда 
останется замкнутою; она можетъ при параллельномъ перемѣщеніи 
нормалей и граничныхъ плоскостей обратиться въ одпу прямую линію 
(на плоскости—въ точку), причемъ область (-]- (о) можетъ исчезнуть 
п при дальнѣйшемъ перемѣщеніи перейти въ область (—со) пли на
оборотъ, по она всегда останется замкнутою областью.

Итакъ, чтобы рѣшить, будутъ-ли области винтовыхъ осей замкну
тыя пли нѣтъ, достаточно это разсмотрѣть для какихъ-нибудь частныхъ 
положеній нормалей, параллельныхт, даннымъ. • По этотъ вопросъ лег
ко рѣшается для случая, когда всѣ четыре нормали между собою пересѣ
каются. Если нормали не находятся въ противостояніи, то черезъ точку 
ихъ пересѣченія можно провести такую плоскость, что положительные 
концы всѣхъ четырехъ нормалей будутъ находиться по одну ея сторону. 
Около всякихъ осей, лежащихъ въ такой плоскости, возможно между 
прочима, вращеніе (въ одну опредѣленную сторону); возможны конечно 
и винтовыя перемѣщенія, параметры которыхъ не переходятъ за из
вѣстные предѣлы. Во всякомъ случаѣ мы видимъ, что тогда существу-
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ютъ области винтовыхъ осей, распространяющіяся въ безконечность. 
Если-же нормали находятся въ противостояніи, то при взаимномъ ихъ 
пересѣченіи для тѣла остаются возможными только вращательныя пере
пущенія около точки ихъ пересѣченія; т. е. для всякаго направленія 
пинтовыхъ осей возможная для нихъ область на перпендикулярной къ 
нимъ плоскости изображается точкою. Отсюда слѣдуетъ, что при вся- 
КИХъ иныхъ, параллельныхъ прежнимъ положеніяхъ нормалей эта 
область остается замкнутою.

Итакъ, для замкнутости областей возможныхъ, параллель
ныхъ между собою, винтовыхъ осей при всякомъ направленіи по
слѣднихъ необходимо и достаточно, чтобы нормали къ четыремъ 
спорнымъ поверхностямъ находились въ противостояніи.

Къ этому заключенію мы придемъ попутно на основаніи другихъ 
с°ображеній, рсзбирая подробнѣе винтовыя оси 2-го и 3-го рода.

Имѣя главнымъ оаразомт, въ виду вопросы о возможно большемъ 
етѣсненіи перемѣщеній твердаго тѣла помощью опорныхъ поверхностей, 
МЬІ будемъ дальше предполагать, что нормали къ опорнымъ поверхно
стямъ находятся въ противостояніи, т. е. что винтовыя оси перваго 
Р°Да отсутствуютъ.

27. Роль граничной плоскости второго рода для 
винтовыхъ осей второго рода. Какъ было уже замѣчено въ 
§ ^3, винтовыя оси 2-го рода ограничиваются, прп всякомъ данномъ 
ИХъ направленіи, тремя дѣйствительными граничными плоскостями, обра
зующими, въ случаѣ противостоянія нормалей, замкнутую трехгранную 
пРизму, которая заключаетъ, смотря по выбранному направленію, или 
°бласть (-|— со), пли область (—со). Мы покажемъ, что появленіе той 
0,10 Другой области обусловливается тѣмъ, съ которой стороны отъ гра- 
Ничной плоскости второго рода находится на сферѣ параметровъ точка, 
ОпРедѣляющая данное направленіе винтовыхъ осей.

Изъ четырехъ случаевъ, относящихся къ винтовымъ осямъ 2-го 
Р°Да [§ 24], достаточно разсмотрѣть одппъ, чтобы сдѣлать потомъ об- 
Ц'ее зак>чоченіе. Возьмемъ случай, когда направленіе угловой скорости 

пинтовой оси удовлетворяетъ неравенствамъ

7і = 7» = 9, 7< 0 (97)

0,111 неравенствамъ имъ обратнымъ. Дѣйствительными граничными 
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плоскостями въ этомъ случаѣ служатъ плоскости 8'4, 824 и 8з4, пересѣ
кающіяся попарно по прямымъ а2з4, а314 и а124 (§ 15). Въ случаѣ 
появленія для возможныхъ впптовыхъ осей области (-{-(о), каждая пзъ 
этихъ прямыхъ по отношенію къ пепроходяіцей черезъ нее дѣйствитель
ной граничной плоскости лежитъ въ области (~[~<о); 11 точно также, въ 
случаѣ, когда трехгранпая призма заключаетъ въ себѣ область (—<о), 
каждая пзъ трехъ указанпыхъ прямыхт, лежитъ, по отношенію къ не
преходящей черезъ нее дѣйствительной граничной плоскости, въ области 
(—со). Въ § 5 было указано, какъ различаются области (-|-(о) и 
(—<о) по знаку первой части уравненія'граничной плоскости. Такимъ 
образомъ вопросъ сводится къ опредѣленію этого знака въ первой ча
сти уравненія каждой пзъ плоскостей 8,4, 824, 8'4, когда туда будутъ 
подставлены соотвѣтственно координаты прямыхъ а.,з4, а314 и а124. Для 
этихъ коордппатъ мы имѣемъ, кромѣ С, выраженія, составленныя 
по схемамъ (62), (63) п (64), которыя должны быть подставлены въ 
неравенства, составленныя по схемѣ (30).,

Первая часть уравненія плоскости 8{4 можетъ быть такъ написана:

= (^9'1-^2'4)Х + (7і4<71-7]1д’4)р. + (С4<7і-Сі74)ѵ-|- _О14;

подставляя сюда вмѣсто X, р., ѵ моменты прямой по формуламъ:

Кз4^»з4 == (ч]Сз — С*]»)-^Л4-Ь (*)С3— Ст]з)294з_І-(т]С4 Ст)4)212з, 

К34Р-234 = (С$2—$Сз) І^34Ч- (СС3—? Сз) О42 4- (СС4 —$С4)-О23, 
Г234 ѵ,34 = (^Т]2 —Т^3)А4-Ь(^3—7]?з)-О43+(^4—7]С4)Аз,

означая результатъ подстановки черезъ и полагая

I I,- Сі = Ка,
і Ѣк ~Цк С4- I

получаемъ:

Кзі('8м)зз4 = (<?і Ко»~Чі Ко») А4+ ('/і Ко» — 2* Коз)^Л»
— 2< Ко4 ^Лз + Кз4 Л14. (98)

Замѣтимъ слѣдующее тожество:

2<Кн+2* Кн+2< Ка = К*ь (99)
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(100)

А именно

Чі Ѵокі + Ѵоц + Ч‘ Кн* —

о е т] с
Ч‘

| З'л- 6* 7]* С* ’
| Ч‘ &і Ч

иринимая-же во вниманіе значеніе величинъ дк, д,, вычитая изъ 
элементовъ перваго столбца этого опредѣлителя суммы произведеній 
элементовъ второго столбца на элементовъ третьяго столбца па 7] и 
элементовъ четвертаго столбца на С и принимая во вниманіе, что

^-+^+^ = 1,

Мы найдемъ зависимость (99). Пользуясь ею, можемъ написать:

Чі І^-ІОЗ—Чк 1Л| 02   1^'24—Ч^Ѵ^ІХ)

З'і 1^403— Чі I7! 03 == 1^134—З'з Р704і.

Подставляя это въ (98) и принимая во вниманіе перемѣну знаковъ, за- 
ВислШую отъ перестановки значковъ, получаемъ:

234 ('814)234 = Р234Й14+ Рзі4.О24+ И1347?34

— 1Л041 (91-^3 4 -^4 2 -^2з) •

По формулѣ (13):

Чі^кі + + Чі^'к — 0;

('8/4)334 — (101)

Пользуясь схемою (13), можно далѣе написать:

Г”‘П'4+Г,НІ)„+У134Д4

(^4^Ч-р-4^+Ѵ4С)

Чі Ь 7], Сі
Чі 7]а С3
Чз 7]з Сз
О 7)4 С4

(Х^+м+ѵ^) & 71> Сі 
(Х3$ + р-з71 + ѴзС) $37]3Сз ' 
(Хз$Ч-р.37]-|-ѴзС) Сз 7)з Сз 

о с, 7М с.
7



— 50 —

Преобразовывая первый пзъ этихъ опредѣлителей подобно опредѣлите
лю (100), мы найдемъ, что онъ равенъ Такимъ образомъ

Ѵа34-1Л<+ + 1Л|24 1^34 --- ^4

^і^+рі^-|-ѴіС т]і С, 

^з$-Гр-зТ]-4-ѵ3С т]з Сз 

^■з^4-рзТ]-|-ѴзС 6з Т)з Сз 

^4ІЧ_р-і7]4-ѵ.іС Ѣі ^4 С<

Поэтому для выраженія (101) окончательно получаемъ:

($/4)234 --  — ‘ТГ (■і,1234$ + -^іа34Т] + -ЛГХ234С) =--- т/ Р1134) (Ю2)
'234 '234

гдѣ ДМ4, іѴ1234, 2^,234 составлены по схемѣ (95).
Для полученія аналогичныхъ этому выраженій, соотвѣтствующихъ 

прямымъ а314 и о124, нужно только принять во вниманіе, что во всѣхъ 
предыдущихъ формулахъ зпачекъ (4) остается на мѣстѣ, а первые три 
значка совершаютъ круговую перестановку; коэффиціенты въ выраже
ніи для Р[иі при этомъ не мѣняются; такъ-что находимъ:

($24)314 — у/  -Р1234; (103)

($3'4)124 = - Р/234. (104)
У124

Вообще полезно замѣтить себѣ слѣдующую общую формулу:

($А)нт = - -^-Ріыт, (105)
У кіт

и принять во вниманіе, что здѣсь перестановка значковъ (г) п (&) вле
четъ за собою перемѣну знака всего выраженія; такъ-что

($«*)іІт = — ($н)*Іт, (106)

потому-что при этой перестановкѣ мѣняются знаки всѣхъ членовъ въ 
первой части уравненія граничной плоскости. Перестаповка-же знач
ковъ (/с), (/) и (т) между собою вліянія па знакъ не оказываетъ, такъ 
какъ эти значки указываютъ только па прямую аЛ(,„, положеніе кото
рой отъ порядка этихъ значковъ не зависитъ. Это замѣчаніе согласу
ется впрочемъ и со свойствомъ второй части формулы (105), гдѣ псре- 
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становка двухъ смежныхъ значковъ (/с), (/), (иі) производитъ одновре
менную перемѣну знака у Ѵі/т и у Рік1т.

Возвращаюсь теперь къ сказанному въ началѣ этого §, мы ви
димъ, что замкнутость области возможныхъ винтовыхъ осей 2-го рода 
обусловливается однозначностью величинъ Ѵ^, Ѵзіі и У1М; а это тре
бованіе выполняется въ случаѣ противостоянія нормалей. Кромѣ это- 
го> уже извѣстнаго намъ результата (§ 26), мы находимъ, что, при вы
полненіи этого условія замкнутости, появленіе области (-|-оо) или 
( (о) обусловливается знакомъ выраженія Р!,:іі.

Итакъ мы нашли, что для винтовыхъ осей 2-го рода, удовлетво
ряющихъ, неравенствамъ (97) пли имъ обратнымъ, появленіе области 
(~Ь<о) пли (—со) зависитъ отъ того, съ которой стороны отъ дѣйстви
тельной граничной плоскости 2-го рода

Р/ш = 0 (107)

находится на сферѣ параметровъ точка, опредѣляющая заданное направ
леніе винтовыхъ осей.

Можно убѣдиться, что плоскость (107) играетъ эту роль нетоль- 
ко для осей, удовлетворяющихъ неравенствамъ (97) или имъ обрат- 
Пымъ, по и для остальныхъ винтовыхъ осей 2-го рода, удовлетворя
ющихъ одпой изъ трехъ системъ неравенствъ

31 = 0, Зз > 0, 31 >0, 2з<0, (108)

31 Зз 34 > 0, 2з < 0, (Ю9)

Зз > 0, Зз = 31 > о, 31 < о (ПО)

пли имъ обратныхъ.
Для этого нужно только обратить вниманіе на замѣчаніе въ кон- 

§ 24, Напр. для винтовыхъ осей, удовлетворяющихъ неравен- 
птвамъ (108), роль прежней нормали п4 играетъ теперь нормаль п3. 

формулахъ (102), (103) и (104) отрицательный множитель за- 
м|,'Нптея тоже теперь отрицательнымъ множителемъ д3, Р'гМ обратится 
Вь-^і24з, т. е. только перемѣнитъ свой знакъ, а знаменатели замѣнят
ся слѣдующими:

1\із, 1 пз,

к°торые, опять вслѣдствіе предполагаемаго противостоянія нормалей, 
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всѣ одного знака, хотя и противоположнаго знаку прежнихъ величинъ 
І7234, ^зи, Кг4- Подобное-же мы найдемъ и въ остальпыхъ двухъ 
случаяхъ, въ которыхъ вмѣсто первоначальныхъ величинъ явятся

З'з; -Р1432 , і74 3 2 , ^312; 1^142 ,

<?І > -^ 4231 , І^ЗІ , 1341 , К121 •

Итакъ мы видимъ, что во всгьхъ четырехъ случаяхъ винтовыхъ 
осей второю рода появленіе области (-|-(о) или (—со) обусловли
вается исключительно знакомъ величины Р,23і.

Согласно формулѣ (30), для появленія области (—}—<о) величи
ны (102), (103) и (104) должны быть положительныя. Для этого 
величины

1234) 1^234, ^314, Т/124л Ѵз 21

должны быть одного знака. Въ случаѣ предполагаемаго противосто
янія нормалей послѣднія четыре изъ этихъ величинъ одного знака; по
этому сказанное условіе можно формулировать проще и въ болѣе об
щемъ видѣ такъ:

для области (+ со): ѴшР^т < О, (111)

для области (—ш): Ѵаі Р/ІІт > 0. (112)

28. О плоскостяхъ, подобныхъ граничнымъ 1-го 
рода, для винтовыхъ осей 2-го рода. Въ §§ 14 и 15 было 
указано, что въ случаѣ трехъ опорныхъ поверхностей три граничныя 
плоскости 1-го рода пересѣкаются по одной прямой. Для винтовыхъ 
осей 2-го рода, въ случаѣ четырехъ опорныхъ поверхностей, мы имѣ
емъ (§ 23) три дѣйствительныхъ граничныхъ плоскости 1-го рода 

^кт, іЗіт и три плоскости, подобныхъ граничнымъ: 6*", іЗ-'ц. 
Для нѣкоторыхъ дальнѣйшихъ вопросовъ полезно замѣтить себѣ, какъ 
эти три послѣднихъ плоскости проходятъ. Для этого на плоскости, 
перпендикулярной къ данному направленію осей, сдѣлаемъ изображеніе 
возможной области по правилу, уже раньше примѣнявшемуся (§ 6), 
[§ 10]. Эта область треугольника ограничивается теперь слѣдами 
$'іт, трехъ дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей. Верши
нами треугольника служатъ слѣды прямыхъ <зн,„, о/іт и а,ь„ (§ 15).
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Черезъ эти вершины проходятъ соотвѣтственно слѣды 5^, з"к трехъ 
плоскостей, подобныхъ граничнымъ. Эти слѣды пересѣкаются въ од
ной точкѣ <зік1г согласно § 14; а такъ какъ, по § 17, плоскость, по
добная граничной, лежитъ вт> той парѣ вертикальныхъ угловъ между 
Днумя дѣйствительными граничными плоскостями, которыя содержатъ 
возможную область, то точка аік1 лежитъ внутри треугольника.

Рямую ои; (XVII), слѣдъ которой находится въ этой точкѣ, мы бу- 
Де,ІІ> называть центральною осью даннаго направленія. Ея значеніе 
('лЦуюіцее. Если нормаль пт, т. е. ту, которая па чертежѣ входитъ
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съ знакомъ (—), передвигать параллельно самой себѣ, то плоскости 
$4», ^т, Зі'т будутъ перемѣщаться тоже параллельно самимъ себѣ 
(§ 26); треугольникъ, изображающій возможную область, будетъ оста
ваться себѣ подобнымъ; при этомъ онъ можетъ обратиться въ точку, 
послѣ чего область (-|-(о) обратится въ область (—со). Когда тре
угольникъ обращается въ точку, то слѣды з-„,, 4».. я'іт пересѣкаются 
между собою въ одной точкѣ съ слѣдами з"А.; по такъ какъ по
ложеніе этихъ послѣднихъ не зависитъ отъ положенія нормали пт, то 
точка ихъ пересѣченія и есть та точка, въ которую обращается тре
угольникъ. Итакъ, когда всіь шесть граничныхъ плоскостей пере
сѣкаются по одной прямой, то такою прямою служитъ цен
тральная ось.

При данныхъ положеніяхъ четырехъ нормалей всѣ граничныя пло
скости пересѣкаются по одной прямой для тѣхъ направленій винтовыхъ 
осей, для которыхъ величины (102), (103), (104) и имъ подобныя, 
соотвѣтствующія остальнымъ случаямъ винтовыхъ осей второго рода, 
дѣлаются равными нулю. Предполагая, что ни одна изъ величинъ 
д2, не равна пулю, мы должны для этого удовлетворить условію
(107), т. е. брать направленія, параллельныя граничной плоскости вто
рого рода. Съ другой стороны при пересѣченіи всѣхъ граничныхъ пло
скостей перваго рода по одной прямой, всѣ четыре величины (88) для 
этой прямой дѣлаются равными; слѣдовательно такая прямая представ
ляетъ собою возможную винтовую ось въ предположеніи, что твердое 
тѣло не можетъ отходить отъ четырехъ опорныхъ поверхностей. От
сюда мы заключаемъ: при направленіяхъ, параллельныхъ граничной 
плоскости второю рода, призматическія области возможныхъ 
винтовыхъ осей обращаются въ прямыя линіи, которыя принадле
жатъ нѣкоторому цилиндроиду.

Очевидно, что это заключеніе справедливо нетолько для винто
выхъ осей 2-го рода, но и для винтовыхъ осей 3-го рода (§ 23), къ 
разсмотрѣнію которыхъ мы теперь и перейдемъ.

29. Объ областяхъ возможныхъ винтовыхъ осей
3-го рода. При такихъ направленіяхъ, которыя соотвѣтствуютъ 
винтовымъ осямъ 3-го рода, области возможныхъ осей отдѣляются че
тырьмя дѣйствительными граничными плоскостями 1-го рода (§ 23). 
Удерживая предположеніе, что нормали къ опорнымъ поверхностямъ на-
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Х0Дятся въ противостояніи, мы уже напередъ можемъ утверждать, что 
всякая такая область будетъ замкнутая (§ 26).

Остановимся пока па одной изъ возможныхъ теперь трехъ сопря
женныхъ паръ случаевъ относительно неравенствъ для ([2, ([3, 

21], и именно предположимъ, что

Ці > о, ^>0, ц3 < О,

ТогДа Дѣйствительными граничными будутъ плоскости 84з, 823, 8'4, 824. 
Разсуждая независимо отъ извѣстныхъ уже намъ свойствъ граничныхъ 
плоскостей, мы можемъ представить себѣ здѣсь три случая: 1) появ- 
леніе замкнутой области (-{-со) [черт. ХЬ], 2) появленіе замкнутой 

3) полное исчезновеніе возможной обла-областп (— и) [черт. ХИ] 
ети [черт. ХЫІ]. На 
еамомъ-же дѣлѣ, бла- 
г°Даря нѣкоторымъ 
свойствамъ грапич- 
НЬІХЪ плоскостей 1-го 
Р°Да, послѣднее пред
положеніе оказывается 
“евозможнымъ *). ІІо- 
Кажемъ это на пло
скости, 
Лярной къ заданному 
Направленію винто- 
ВЫхъ осей, прп помо- 
1411 слѣдовъ къ гра- 
1111 шымъ плоскостямъ.

аждая цара Этпхъ 
бѣдовъ (У <•' у ІТ 
х ^24), раздѣляетъ 
плоскость чертежа XVIII на четыре области, которыя мы будемъ пзобра- 

,------ )з, (Н----- )з, (-----Н)з п (+ +К (------ )«>
Здѣсь напр. (-Ь4~)з обозначаетъ область того

перпендпку-

(+-)«, (-+).

*)
“счезанія

и

Соотвѣтственное мѣсто моей первой статьи [§ 26, стр. 65], гдѣ возможность 
была допущена, должно быть исправлено.
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угла между прямыми а'3 п 833, точкамъ котораго, по отношенію къ каж
дой пзъ этихъ прямыхъ, соотвѣтствуетъ область (4-<о); точно также 
напр. (---- |-)4 обозначаетъ область того угла между прямыми з4 и
точки котораго по отношенію къ прямой принадлежатъ области 
(—со), а по отношенію къ прямой 5о4—области ю). Кромѣ того, 
по отношенію къ каждой парѣ прямыхъ (з'ІЗ, з23) и (5'4, з24) область 
(+«>) отмѣчена горизонтальными, а область (—<о) — вертикальными 
штрихами. Такъ какъ дѣйствительно возможная область винтовыхъ 
осей можетъ получиться только тамъ, гдѣ обѣ области (4- со) или обѣ 
области (—со) имѣютъ общія части, то для полнаго исчезновенія воз
можныхъ областей необходимо п достаточно, чтобы вт, углѣ (-]—)-)3 не 
лежала ни одна пзъ сторонъ угла (+ +)і и чтобы въ углѣ (-|- 4-)* 
не лежала ни одна пзъ сторонъ угла (-|- —)3, и чтобы то-же самое тре
бованіе было выполнено относительно угловъ (------ )3 и (------ )4.
Если эти требованія выполнены, то каждая изъ четырехъ точекъ аі23,

0,34, а234 (§ 15) будетъ по отпошепію къ непреходящимъ черезъ 
нее двумъ слѣдамъ граничныхъ плоскостей удовлетворять слѣдующимъ 
условіямъ: по отношенію къ одному изъ этихъ слѣдовъ опа будетъ 
въ области (4-со), а по отношенію къ другому слѣду — въ области 
(— со) *). Обратно, если эти послѣднія условія выполнены, то совмѣ
щеніе областей (4- со) или (— со) невозможно; такъ-что вышеуказан
ныя условія необходимы и достаточны для исчезанія возможныхъ вин
товыхъ осей даннаго направленія. Теперь покажемъ, что па самомъ 
дѣлѣ выполненіе этихъ условій недостижимо. Для этого обратимся къ 
двумъ плоскостямъ, подобнымъ граничнымъ, $/' іі $з4. Онѣ имѣютъ 
свойство, что первая пзъ нихъ проходитъ черезт, линіи а123 и аІ24 пере
сѣченія плоскостей ($4, $23) и ($4, $4), а вторая—черезъ линіи <з134 
и аМ4 пересѣченія плоскостей ($13, $4) и ($4, $4)- Этимъ положеніе 
плоскостей $4 и $4 вполнѣ опредѣляется, и па чертежѣ (XVIII) слѣды 
ихъ; з'4 п 534 получатся, если соединить прямыми точки а123 и а124 и 
точки а134 и а234. Но мы знаемъ свойство плоскости, подобной граноч
ной, по отношенію къ двумъ дѣйствительнымъ граничнымъ плоскостямъ 
въ системѣ трехъ нормалей къ опорнымъ поверхностямъ (§ 17): она

1) Тоже самоо можно слазать и по отношенію къ двумъ остальнымъ точкамъ пере
сѣченія четырехъ слѣдовъ; по для нашей цѣли достаточно разсмотрѣть четыре точки. 
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проходитъ внутри той пары вертикальныхъ угловъ между дѣйствитель
ными граничными плоскостями, которая содержитъ области (-}- о) и 
( со); а это
условіе не вы- XIX 
полняется, если 
пряничныя пло
скости такъ рас
положены, какъ 
потребуется для 
полнаго .исчеза
ли возможныхъ 
Осей заданнаго 
поправленія.

Итакъ это 
исчезані.е невоз
можно.

Вмѣстѣ съ 
птимъ мы ВИ
ДИМЪ, чт0 В03. 
можпая область 
пинтовыхъ осей 
Доннаго направ- 
ленія всегда опре
дѣляется четы
рехгранною призмою; т. е. не можетъ быть напр. такого положенія, 
иокое представлено па чертежѣ XIX. Потому-что тогда опять плоско- 
СТи> подобныя граничнымъ, не моглп бы имѣть того положенія, какое 
°пи должны имѣть въ дѣйствительности.

30. Роль граничной плоскости второго рода для 
зинтовыхъ осей третьяго рода. Остается опредѣлить прп- 
знакъ, по которому можно было-бы и для винтовыхъ осей 3-го рода от
личать случаи появленія области (-|- со) и области (— со).

Употребляя обозначенія § 27, можно сказать, что для появленія 
°бласти (-]_ (о) необходимо и достаточно, чтобы было

(ЗД. за > 0, (<8/4)133 > 0; 
8
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причемъ, па основаніи показаннаго въ §29, сами собою будутъ уже 
удовлетворяться и неравенства

оедіа4>о, (&'а)184>о.

По схемѣ формулъ (105) и (106) можно написать:

(51'4)пз =

Такъ какъ д, и 7, положительные, то для области (-ф-со) мы на
ходимъ:

І^іаз • -Р1234 < О,

и вообще:
Тш Рі'кіт < О,

а для области (—<о) — обратное неравенство.
Итакъ, признаки для областей (-|- о>) и (— со) всегда выра

жаются неравенствами (111) и (112), независимо огпъгпоіо, ка
кое направленіе винтовыхъ осей будетъ взято, т. е. будутъ-ли вин
товыя оси 2-го пли 3-го рода.

31. Общее заключеніе. Соединяя вмѣстѣ все изложенное 
въ этой главѣ, можно сказать: въ случаѣ 4 опорныхъ поверхностей, 
нормали къ нимъ въ точкахъ ихъ касанія къ двигающемуся тѣлу мо
гутъ быть такъ расположены, что для всякаго направленія винтовыхъ 
осей область возможныхъ осей будетъ представляться трехграпною или 
четырехгранною замкнутою призмою. Около всѣхъ осей, параллель
ныхъ ребрамъ такой призмы и лежащихъ внутри ея, возможна винтовая 
скорость, параметра, которой имѣетъ значенія, заключенныя между нѣ
которыми конечными предѣлами, для различныхъ осей вообще говоря 
различными, угловая же скорость, входящая въ составъ винтовой ско
рости, имѣетъ для всѣхъ осей призмы только одно изъ двухъ направле
ній, (4-<о) пли (— со).

На сферѣ параметровъ точки, опредѣляющія направленія (-(- <о) 
отдѣлены отъ точекъ, опредѣляющихъ направленія (—о>), граничною 
плоскостью второго рода.
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Направленіе граничной плоскости второго рода зависитъ нетолько 
0Тъ направленія по и отъ относительнаго положенія четырехъ нормалей 
Кь опорнымъ поверхностямъ.

Вт> случаѣ четырехъ опорныхъ поверхностей нѣтъ такихъ паврав- 
ле,І1й. но которымч. не были-бы возможны никакія винтовыя перемѣ
щенія.

Существуютъ такія направленія, по которымъ возможна только 
°Дна винтовая ось съ опредѣленнымъ значеніемъ параметра. Всѣ та- 
К1ІІ винтовыя оси параллельны граничной плоскости второго рода и при
надлежатъ цилиндроиду, двумя производящими котораго съ нулевымъ 
параметромъ служатъ двѣ (дѣйствительныя пли мнимыя) сѣкущія четы
рехъ нормалей.

Наконецъ полезно еще замѣтить, что если четыре нормали не на
ѣдятся вт> положеніи противостоянія и слѣдовательно области винто
выхъ осей незамкнутыя, то можно представить себѣ плоскость, подоб
ную граничной второго рода, какъ такую плоскость, что для параллель
ныхъ ей направленій всѣ шесть граничныхъ плоскостей перваго рода 
ПеРесѣкаются по одной прямой. Эта плоскость не пмѣетт, значенія 
Дѣйствительной граничной плоскости потому, что при всякомъ направ
леніи пучка параллельныхъ ей прямыхъ имѣются осп и съ однимъ на
правленіемъ и съ обратнымъ направленіемъ вращенія, (—|- <о) и (—со).

ГЛАВА IV.
Граничныя плоскости второго рода въ случаѣ пяти опорныхъ 

поверхностей.
32. Системы граничныхъ плоскостей 1-го и 2-го ро- 

Д8, Для настоящаго случая. Аналогично съ случаемъ четырехъ 
°порныхъ поверхностей можно теперь всѣ винтовыя оси раздѣлить на 
тРи рода.

перваго рода опредѣляются условіемъ, чтобы величины

1,, 12, і», іч іі ЩЗ)
( Ѣ были одного знака. Для такихъ осей не существуетъ ни одной 

’ввтелыіой граничной плоскости 1-го рода. Нормали къ опорнымъ 
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поверхностямъ всегда могутъ быть такъ расположены, чтобы такихъ 
осей въ дѣйствительности пе существовало, такъ-какъ это можетъ быть 
уже достигнуто при четырехъ опорныхъ поверхностяхъ (§ 24). Въ 
дальнѣйшемъ мы будемъ предполагать отсутствіе осей перваго рода; а 
для этого будемъ принимать, что четыре изъ пяти нормалей нахо
дятся въ противостояніи.

Оси второю рода характеризуются тѣмъ, что четыре изъ пяти 
величинъ (113) имѣютъ одинаковый знакъ. При этомъ изъ 10 гра
ничныхъ плоскостей перваго рода, по числу сочетаній изъ 5 элемен
товъ по два, 4 будутъ дѣйствительными граничными.

Оси третьяго рода опредѣляются тѣмъ, что для пихъ три изъ 
величинъ (113) одпого знака. Число дѣйствительныхъ граничныхъ 
плоскостей 1-го рода здѣсь равно 5 или 6. Подробнѣе это будетъ вы
яснено въ § 36.

Можно себѣ представить пять различныхъ граничныхъ плоскостей 
второю рода, дѣлая пять различныхъ комбинацій нормалей по четыре; 
по дѣйствительное значеніе граничныхъ плоскостей будутъ имѣть изъ 
нихъ двѣ, остальныя-же три плоскости не будутъ играть роли при от
дѣленіи возможныхъ направленій отъ невозможныхъ. А именно, пусть 
будутъ п1г п2, п3, четыре нормали, находящіяся въ противостояніи; 
имъ будетъ соотвѣтствовать дѣйствительная граничная плоскость 2-го 
рода Р1234- Пятая нормаль вмѣстѣ съ тремя изъ предыдущихъ четы
рехъ нормалей будетъ тогда опредѣлять дѣйствительную граничную 
плоскость 2-го рода, когда она находится съ этими нормалями въ про
тивостояніи. Для этого на сферѣ параметровт. отрицательный конецъ 
пятой нормали долженъ упасть въ область сферическаго треугольника, 
имѣющаго своими вершинами положительные копцы трехъ другихъ нор
малей (§ 24). Такъ какъ по нашему предположенію первыя четыре 
нормали находятся въ противостояніи, то четыре сферическихъ тре
угольника, опредѣляемые ихъ положительными концами, покрываютъ 
всю поверхность сферы параметровъ; поэтому пятая нормаль непремѣн
но упадетт. своимъ отрицательнымъ концомъ въ область одного изъ 
этихъ треугольниковъ. Эта область и укажетъ намъ тѣ три нормали, 
которыя вмѣстѣ съ пятою нормалью должны послужить для опредѣленія 
второй дѣйствительной граничной плоскости 2-го рода. Пусть будутъ 
эти три нормали: п2, п3, п4; искомою плоскостью тогда будетъ пло
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скость Р2'315. Остальныя три плоскости, не соотвѣтствующія уже та
кимъ четверкамъ нормалей, которыя находиліісь-бы въ противостояніи, 
ЗІЬ] будемъ называть (§ 25) плоскостями, подобными граничнымъ 2-го 
Рода и означать такъ:

33. Области возможныхъ направленій винтовыхъ
осей. Какъ было показано въ предыдущей главѣ, дѣйствительная гра
ничная плоскость второго рода дѣлитъ сферу параметровъ па двѣ обла
сти: о) н (— Теперь двѣ плоскости Р,'234 и Р,'345, пересѣкаясь
110 Діаметру сферы, дѣлятъ ее па четыре области, которыя, по знаку 
Угловой скорости, можно обозначить такъ: (++), (----- г), (-]---- ) и
( ’В). Для каждой изъ двухъ четверокъ нормалей, разсматривае
мыхъ отдѣльно, область возможныхъ винтовыхъ осей даннаго направле
нъ представляется па перпендикулярной къ нимъ плоскости въ видѣ 
замкнутаго треугольника или четырехугольника и содержитъ оси одного 
направленія вращенія: (-|- оо) пли (—<о). Въ случаѣ пяти нормалей 
эта область представляется общею частью двухъ областей указаннаго 
виДа; притомъ имъ должно соотвѣтствовать одно и то-же направленіе 
нращенія; слѣдовательно области возможныхъ винтовыхъ осей могутъ 
получиться только при такихъ направленіяхъ ихъ, которыя на сферѣ 
параметровъ принадлежатъ областямъ —І-) и (------ ).

Въ § 30 былъ указанъ признакъ для отличія на сферѣ парамет
ровъ области (4-го) отъ области (—го). Для нахожденія областей 
(++) и (------ ) нужно только примѣнить его къ каждой изъ двухъ
Дѣйствительныхъ граничпыхъ плоскостей 2-го рода.

Для остальныхъ направленій не получается возможныхъ винтовыхъ 
осей. Итакъ, для тою, чтобы существовали такія направле- 
Пія> по которымъ никакія винтовыя оси не возможны, твердое 
)пп>ло должно опираться по крайней мѣрѣ на пятъ поверхностей.

34. Аналитическій признакъ, отличающій двѣ дѣй
ствительныя граничныя плоскости отъ трехъ ппоско- 
СТѳа> имъ подобныхъ. Этимъ признакомъ можетъ служить ска- 
эоиное въ § 24. Мы видѣли тамъ, что въ случаѣ противостоянія че- 
ІЬ1Рехъ нормалей величины (90) имѣютъ одинаковый знакъ. Въ слу-

Пяти опорныхъ поверхностей мы имѣемъ 10 подобныхч. этимъ ве- 
личинъ, по числу сочетаній изъ 5 элементовъ по 3. Положимъ, что 
1Ы цашли по указанному признаку, одну изъ двухъ искомыхъ плоско
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стей, Р1234; послѣ этого нужно сдѣлать испытаніе съ четырьмя четвер
ками нормалей (и2, т?3, тг4, ?г5), (?г3, и4, пк, и6), (?г4, ??,, п2, пй) и 
(пь п2, п3, п^), соблюдая каждый разъ указанное въ § 24 правило 
относительно послѣдовательности въ расположеніи четырехъ нор
малей, и выбрать ту четверку, для которой величины ѴкІЬ, ѴИб, Ѵаі, 
Ѵт окажутся одного знака. Прп этомъ изт. геометрическаго разсмо
трѣнія мы напередъ уже знаемъ, что это можетъ оказаться только для 
одной изъ 4 комбинацій нормалей.

Пояснимъ это на слѣдующемч> примѣрѣ. Пусть нормали къ опор-

Для координатъ этихъ пяти нормалей

ным'ь поверхностям'ь въ 
точкахъ касанія къ нимъ 
твердаго тѣла пмѣют'ь слѣ
дующее положеніе: п1} п2, 
и3— по пересѣкающимся и 
равнымъ единицѣ ребрамъ 
куба — ОА, Ев, ВВ 
(фиг. XX); и4 проведена че
резъ вершину С параллель
но діагонали куба, пг>—че
резъ вершину Е по направ
ленію, которое ниже указа
но величинами Се, т}5, Се

мы имѣемъ тогда:

1 е С X и- V

71, 1 О О О 0 О

п2 О 1 О -1 О 1

«3 О О 1 1 О О

1 1 1 1 1 А
1 з ГЗ Гз Гз ГЗ

1 1 1 1 1 /1 1 1,е5
Гз Г2 Гб 13 Гб Пз М |
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Вычислимъ теперь величины (90) для каждой изъ 5 комбинацій 
четверокъ нормалей. Въ слѣдующей таблицѣ поставлены знаки этихъ 
величинъ, которые только и играютъ роль:

(г к 1 т) Vк 1 т Ѵі і т г к т ѵш

(2345) + + + + . . . -Р2345

(345 1) — — + - ....................... -Р&451

(4512) — + — + р«....................... -*4512

(5123) + — + + рп
....................... 5123

(1234) — — - - . . . Р1234

Отсюда заключаемъ, что первая и послѣдняя изъ комбинацій четверокъ 
н°рмалей находятся въ противостояніи и даютъ дѣйствительныя гра
ничныя плоскости второго рода.

35. о существованіи общей части у областей, соот
вѣтствующихъ направленіямъ и (—--—) на сферѣ
иаРамѳтровъ, въ случаѣ винтовыхъ осей 2-го рода. Бу
демъ сохранять предположеніе, что дѣйствительными граничными пло
скостями 2-го рода служатъ плоскости Р[ззі и Р'345. По самому опре
дѣленію винтовыхъ осей второго рода (§ 32) одна изъ величинъ (113) 
имѣетъ знакъ, противуположный знаку остальныхъ. *Но этою величи- 
11010 не могутъ быть ни ни такъ какъ въ первомъ изъ этихъ 
СлУчаевъ нормали щ, пг, п3, піг а во второмъ — нормали п^, п3, піг 

ие находились-бы въ противостояніи, что противорѣчило-бы предполо
женію о томъ, что плоскости /^234 и Р32М дѣйствительныя граничныя. 
Усмотримъ оси, направленіе которыхъ удовлетворяете, неравенствамъ:

?і = °, Ъ Р
< О (114)

11,10 неравенствамъ имъ обратнымъ. На плоскости, перпендикулярной 
Къ этому направленію, возможная область представится общею частью
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. . ... 24,
а нормалямъ п2, п3, п4, п6— плоскости 8^, 834. Такимъ

двухъ треугольниковъ, опредѣляющихъ возможныя области виитовыхъ 
осей 2-го рода для каждой изъ двухъ четверокъ нормалей, взятыхъ въ 
отдѣльности. Спрашивается, будутъ-ли эти два треугольника непре
мѣнно имѣть общую часть? Разсмотрѣніе граничныхъ плоскостей 1-го 
рода непосредственно приводитъ къ утвердительному отвѣту. А имен
но, при существованіи неравенствъ (114), нормалямъ п4, п3, п4 со
отвѣтствуютъ дѣйствительныя граничныя плоскости 1-го рода /5,), 8ЗІ

образомъ у двухъ треугольниковъ имѣются двѣ общихъ сторопы и 
834, а такъ какъ 
оба треугольни
ка заключаютт, 
(§ 33) области 
съ тѣмъ-же зна
комя. угловой 
скорости, (-|- со) 
или (— со), то и 
углы треугольни
ковъ, заключен
ные между этими 
сторонами, об
щіе. Слѣдова
тельно у этихъ 
треугольниковъ 
непремѣнно су
ществуетъ общая 
часть. На черте
жѣ XXI изобра
жены. такой слу-

чай, согласно указанному въ [§ 10] и въ § 6 правилу.
36, Объ областяхъ возможныхъ винтовыхъ осей

3-го рода. Этимъ осямъ соотвѣтствуетъ 10 различныхъ случаевъ, 
по числу различныхъ комбинацій неравенствъ

> О, у» > 0, /]і > О,
^т < 0, цг < 0.
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Въ зависимости отъ того, въ какомъ отношеніи находятся эти комби
націи къ двумъ комбинаціямъ четверокъ нормалей, опредѣляющихъ дѣй
ствительныя граничныя плоскости 2-го рода, здѣсь могутъ встрѣтиться 
’ГРЦ различныхъ случая образованія области возможныхъ винтовыхъ 
°сей: опа можетъ представляться общею частью: 1) двухъ четырех
угольниковъ, 2) четырехугольника и треугольника п 3) двухъ тре
угольниковъ. Который изъ этихъ случаевъ каждый разъ представится, 
ото зависитъ отъ того, которыя шесть изъ 10 граничныхъ плоскостей 
■'■■го рода являются дѣйствительными граничными. Въ предположеніи 
прежнихъ двухъ дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 2-го рода 
-^1234 и 7-'2'а45 замѣтимъ, что въ первой четверкѣ нормалей отсутствуетъ 
нормаль^, а во второй четверкѣ—нормаль сообразно съ этимъ, 
к°гда величины и обѣ положительныя, получаются два четырех
угольника; когда онѣ противуположныхъ знаковъ, то имѣемъ четырех
угольникъ съ треугольникомъ; когда-же онѣ обѣ отрицательныя, то по
являются два треугольника.

Въ нижеслѣдующей таблицѣ изображены всѣ могущіе здѣсь встрѣ
титься случаи, причемъ для каждаго изъ нихъ выписаны дѣйствитель
ныя граничныя плоскости 1-го рода и цифрами (III) и (IV) отмѣчены 
соотвѣтствующія числу пхъ фигуры треугольниковъ и четырехуголь
никовъ.

Ці #3 ?4

1)
++ +--

«1'8 «23 <814 «24

«/3 «24 «б'з «54

IV
IV

++ -+-
«12 «32 «14 «34

о / а г с* > С г
032 ^34 054

IV
IV

++
✓

«1'2 «42 «1'3 «43

«42 «43 «52 «63

IV
IV

9
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і
V?

2)
+ - ++-

844 824 83’4
С* 9 0 / 0 9 0 9О24 О34 025 О35

III
IV

+ - + - +
3 9 0 9 39013 023 0.13

й'з 8& 8^ 8Ь
III
IV

+ - —Ь +
3 1 39 39
012 Оз2 042

3 9 3 9 3 9 3 9032 О42 О53 О54

III
IV

- + ++-
8к 8^ 8Ъ 8й

824 83'4 8^4
IV
III

- + + - +
3 9 3 / 39 31
021 О.ц 023 О43

о 9 39 39023 О43 О53

IV
III

- + - + +
8А ЗА 8& 8Ь

832 842 8^2
IV
III

3) —
8^ 8А 84х

82!> 8зь 843
III
III

37. О существованіи обшей части у областей, опре
дѣляющихъ винтовыя оси 3-го рода. Подобно вопросу, 
разсмотрѣнному въ § 35, остается разсмотрѣть, всегда-ли области воз
можныхъ осей, соотвѣтствующія каждой изъ двухъ четверокъ нормалей, 
взятыхъ отдѣльно, имѣютъ общую часть, когда задано для винтовыхъ 
осей 3-го рода направленіе, принадлежащее возможной па сферѣ пара
метровъ области (—]—-}-) и (------ ). Когда область возможныхъ вин
товыхъ осей принадлежитъ двумъ четырехугольникамъ или четырех
угольнику и треугольнику (первые 9 изт> помѣщенныхъ въ таблицѣ 
§ 36 случаевъ), то существованіе общей части у этихъ фигуръ можно 
усмотрѣть непосредственно ивъ того обстоятельства, что у нихъ суще
ствуютъ двѣ общихъ стороны, а вслѣдствіе однозначности въ обѣихъ 
областяхъ угловой скорости, (-{- <<>) или (—<о), и уголъ внутри фигу
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РЫ, заключенный между этими сторонами у нихъ общій. На чертежѣ 
XXII изображенъ первый изъ этихъ 9 случаевъ, въ которомъ возмож
ная область (-|-а)) получается какъ общая часть двухъ четырехуголь

никовъ, а на чертежѣ XXIII четвертый случай, въ которомъ эта область 
ннляется общею частью треугольника и четырехугольника.

Въ послѣднемъ, изъ перечисленныхъ въ таблицѣ § 36 случаевъ, 
°бщая область принадлежитъ двумъ треугольникамъ, опа тоже бу- 

Летъ нсегда существовать въ дѣйствительности. Но такъ какт, тре
угольники, какъ это видно изъ вышеуказанной таблицы, не имѣютъ 
общихъ сторонъ, то нужно воспользоваться для доказательства другими 
с°ображепіями. Можно воспользоваться указанными вт> § 28 свойства- 
Ми няоскостей, подобныхъ граничнымъ плоскостямъ 1-го рода, кото- 
Рцхъ теперь у насъ имѣется четыре: 6'2з, $2 11 Первыя три
І1,(|> этихъ плоскостей имѣютъ свойство, что онѣ пересѣкаются по одной 

Рямой аМ4, причемъ эта прямая лежитъ внутри каждой изъ трехгранныхъ 
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теперь призмъ, содержащихъ винтовыя оси, возможныя по отношенію 
къ каждой изъ двухъ четверокъ нормалей, взятыхъ въ отдѣльности. 
Откуда п видно, что эти призмы имѣютъ всегда нѣкоторую общую 
часть. Этотъ случай представленъ на чертежѣ XXIV.

7ХПГ

38. О плоскостяхъ, подобныхъ граничнымъ второ
го рода. Для дальнѣйшаго полезно замѣтить слѣдующія два свой
ства этпхъ плоскостей, аналогичныя свойствамъ, указаннымъ въ §§ 14 
и 17 для плоскостей, подобныхъ граничнымъ перваго рода. Въ § 32 
было уже замѣчено, что кромѣ двухъ дѣйствительныхъ граничныхъ 
плоскостей второго рода существуютъ еще три плоскости имъ подобныя, 
но соотвѣтствующія такимъ четверкамъ нормалей, которыя не находят
ся въ противостояніи. Эти три плоскости пересѣкаются по одной 
прямой съ двумя дѣйствительными граничными. Пусть эти послѣд
нія плоскости опять будутъ и /Ѵзій- Если задается направленіе 



— 69 —

винтовыхъ осей, параллельное плоскости Рі23і, то всѣ шесть плоскостей
8ІЗ, 8п, 8ІЗ, 824, 83і, будутъ-ли онѣ дѣйствительными гранпчпы-

Ми 1-го рода пли только имъ подобными, пересѣкаются по одной пря- 
Моіі (§ 25), для которой

— 83ід^, = 83іду3 =

Іочпо также при какомъ-нибудь поправленіи винтовыхъ осей, па
раллельномъ плоскости Р2ІІІ, мы имѣемъ прямую, по которой пересѣ- 
аются всѣ 6 плоскостей $м, 8^, 8№, 83і, 833, 8№\ п для этой прямой

82^<р2 = = 84<у<р4 = §5^<р5.
Поэтому прямая пересѣченія плоскостей Р/28< и Р2ІІЛ имѣетъ свойство,
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что при направленіи винтовыхъ осей, ей параллельномъ, существуетъ 
такая ось о12М5, для которой равны между собою всѣ пять величинъ

= д^дъ — йзідуз — — 35<<7«р5 (И5)

и которая поэтому принадлежитъ всѣмъ 10 граничнымъ плоскостямъ 
1-го рода, дѣйствительнымъ пли имъ подобнымъ. Но это указываетъ, 
что взятое направленіе впнтовыхч, осей параллельно нетолько плоско
стямъ Рі23і и /*2345, по и остальнымъ тремъ плоскостямъ Р"ЗІІ, Р"гѵі и 
Р"13-,. Слѣдовательно всѣ эти 5 плоскостей, проходя кромѣ того че
резъ общую точку—центръ сферы параметровъ, пересѣкаются по одной 
прямой.

Прямая 012345, удовлетворяющая равенствамъ (115), есть очевид
но та винтовая ось, которая была-бы для твердаго тѣла единственно 
возможною, еслп-бы оно не могло отходить отъ пяти опорныхъ поверх
ностей.

Замѣтимъ еще одно свойство трехъ плоскостей, подобныхъ гра
ничнымъ второю рода, свойство, которое будетъ имѣть важное значе
ніе въ случаѣ 7 опорныхъ поверхностей (§ 52): всѣ три плоскости 
лежатъ внутри той пары вертикальныхъ угловъ между дѣйстви
тельными граничными плоскостями 2-города, которая опредѣля
етъ на сферѣ параметровъ области возможныхъ направленій. Со
храняя прежнее предположеніе о плоскостяхъ /’і'234 и Р23і3, возьмемъ 
папр. плоскость Р"233 и зададимъ какое-нибудь ей параллельное напра
вленіе винтовыхъ осей. Можно показать, что оно принадлежите къ 
числу возможныхъ направленій] а этимъ и будетъ доказано вышепри
веденное свойство. Между прямыми пучка заданнаго направленія су
ществуетъ одна прямая, а1235, для которой

— Ъідуі — йзідуз — діід^і (116)

п по которой пересѣкаются плоскости 8І2, 8ІВ, 82і и По
кажемъ, что опа принадлежитъ къ числу возможныхъ винтовыхъ осей. 
Заданное направленіе винтовыхъ осей можетъ попасть па сферѣ пара
метровъ въ различныя области, соотвѣтствующія тому пли другому со
четанію знаковъ величинъ (113). Положимъ сначала, что оно попало 
въ область, удовлетворяющую неравенствамъ (114), и пусть для прямой 
0123.-. ^4^^! больше величинъ (116). Тогда, беря четыре нормали «1(
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п2> п3, Пі, соотвѣтственно плоскости Р[ІЗІ, мы получаемъ на плоскости, 
перпендикулярной къ заданному направленію винтовыхъ осей, изобра
женіе возможной области (-}-«>) вч> видѣ треугольника, ограниченнаго 
слѣдами плоскостей /%, 82'4, 83і и слѣдъ прямой <з1235 получается вну- 
тРи ея, такъ какъ эта прямая совпадаетъ теперь съ прямою а123, кото- 
Рая, какъ мы знаемъ (§ 28), лежитъ внутри возможной области. Бе- 
Ря другую четверку нормалей, п3, п6, соотвѣтствующую плоско-
стц Дз45> мы придемъ къ подобному-же заключенію: прямая а1235 совпа
даетъ съ прямою 0^5 и поэтому лежитъ въ возможной области (-|- со), 
ограниченной плоскостями 82і, 8& и 8ЗІ. Итакъ прямая а1и5 есть 
возможная винтовая ось, а слѣдовательно заданное направленіе тоже 
принадлежитъ къ возможнымъ.

Къ подобному-же заключенію мы приходимъ, предполагая, что 
меньше величинъ (116), съ тою только разницею, что теперь 

возможная область будетъ заключать винтовыя оси съ обратнымъ на
правленіемъ вращенія (—<о). См. § 4 и § 28.

Мы сейчасъ предполагали, что взятое направленіе удовлетворяетъ 
неравенствамъ (114), т. е. что для него уголъ (п, <о) какъ разъ съ 
Тою нормалью (тг4) тупой, которая не входитъ въ опредѣленіе плоско
сти Р433і. Положимъ, что наше направленіе попало въ другую область 
на сферѣ параметровъ, пусть напр.

<?і > О, > 0, > О, 75 > О,
7з < 0.

Разница теперь будетъ та, что на плоскости, перпендикулярной къ это- 
51У направленію, слѣдъ прямой <з1235 окажется не внутри возможной 
°°ласти, а па ея границѣ. Въ самомъ дѣлѣ, теперь по отношенію къ 
нормалямъ П1( «2, пз> пі мы будемъ имѣть возможную область, ограпи- 
'•снпую слѣдами плоскостей 8^, 8.'3 и 843- и слѣдъ прямой <з1235, совпа
дающей опять съ прямою а123, будетъ въ вершинѣ треугольника, какъ 
1111 точкѣ пересѣченія слѣдовъ плоскостей 8{3 и 833. Но эта точка бу
детъ также вершиною и другого треугольника, опредѣляющаго возмож
ную область того-жс знака <о по отношенію къ нормалямъ п2, п3, п4, 
пъ такъ какъ эта область ограничена слѣдами плоскостей 833, 843, 833, 
а плоскости 833, 833 и 8{3 пересѣкаются по одной прямой, благодаря 
Равенствамъ (116).
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ІІодобные-же результаты получатся, когда возможная область опре
дѣляется общею частью не двухъ треугольниковъ, а двухъ четырех
угольниковъ или треугольника и четырехугольника, и могутъ быть по
казаны петолько для плоскости ц0 11 Для Двухъ другихъ плоско
стей, подобныхъ граничнымъ 2-го рода, Р"иь п Р^ІЬ.

39. Общее заключеніе. Главнѣйшіе результаты этой главы 
можно формулировать слѣдующимъ образомъ.

1) Направленія пяти нормалей къ опорнымъ поверхностямъ мо
гутъ быть взяты такъ, что области возможныхъ винтовыхъ осей всякаго 
даннаго направленія будутъ замкнутыми.

2) При этомъ всѣ направленія, по которымъ возможны винтовыя 
оси, заключены на сферѣ параметровъ между двумя граничными плоско
стями 2-го рода, опредѣленнымъ образомъ выбранными между 5 такими 
плоскостями вообще возможными.

3) Остальпыя три изъ предыдущихъ плоскостей, пересѣкаясь съ 
первыми двумя по одной прямой, проходятъ внутри пары вертикаль
ныхъ угловъ, опредѣляющихъ возможныя направленія.

4) Для всякаго возможнаго направленія, независимо отъ того, 
къ какому роду винтовыхъ осей, 2-му или 3-му, оно принадлежитъ, не
премѣнно существуетъ замкнутая область возможныхъ винтовыхъ осей.

ГЛАВА V.
Граничныя плоскости второго рода въ случаѣ шести опор

ныхъ поверхностей.

40. О числѣ возможныхъ дѣйствительныхъ гранич
ныхъ плоскостей. Не дѣлая въ дальнѣйшемъ строгаго подраздѣ
ленія виитовыхъ осей на такія группы, какъ это было сдѣлано въ 
§§ 4, 13, 23 и 32, будемъ лишь ограничиваться предположеніемъ, что 
между шестью нормалями къ опорнымъ поверхностямъ сущсствуетт. че
тверка нормалей, находящихся в'ь противостояніи; эго необходимо для 
того, чтобы при всякомъ возможномъ направленіи осей область ихъ бы
ла замкнутою (§ 24). На основаніи этого величины 

<1і, Чі, </з, <1*, Ці, 7» (117)
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не могутъ быть веѣ одного знака. Число дѣйствительныхъ граничныхъ 
плоскостей 1-го рода, изъ числа всѣхъ 15 такихъ вообще возможныхъ 
плоскостей, зависитъ отъ того, сколько изъ величинъ (117) имѣютъ 
знакъ, противуположпый знаку остальныхъ: въ случаѣ одной такой ве- 
пнчины получаемъ 5, въ случаѣ двухъ—8 и въ случаѣ трехъ — 9 
Дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 1-го рода.

Не останавливаясь пока на этихъ плоскостяхъ, обратимся къ гра
ничнымъ плоскостямъ второю рода, па изученіи которыхъ основывает
ся главнымъ образомъ вопросъ объ уничтоженіи возможныхъ винтовыхъ 
осей. Такъ какъ граничная плоскость 2-го рода опредѣляется четырь
мя нормалями, то всѣхъ такихъ граничныхъ плоскостей можно теперь 
себѣ представить 15. Понятно изъ соображеній, аналогичныхъ тѣмъ, 
ноторыя приводилось по поводу пяти опорныхъ поверхностей (§ 32), 
'1Г° не всѣ эти плоскости будутъ дѣйствительными граничными. 
1 якихъ плоскостей можетъ быть или три или четыре. Пусть бу
дутъ піг пк, п{, пт четыре нормали, находящіяся въ противостояніи, и 

ікіт соотвѣтствующая имъ дѣйствительная граничная плоскость 2-го 
Р°Да. Присоединимъ пятую нормаль пг и по правилу, указанному въ 
§32, выберемъ изъ 4 новыхъ вообще мыслимыхъ граничныхъ плоско
стей второго рода ту, которая является дѣйствительною; пусть она бу
детъ Рк1тг. Введемъ теперь шестую нормаль ??8 и опредѣлимъ: 1) 
ТУ изъ четырехъ мыслимыхъ граничныхъ плоскостей 2-го рода, кото- 
Ряя является дѣйствительною въ системѣ нормалей

Пі, Пк, Пц пт, пв, (118)

ц 2) ту изъ четырехъ граничныхъ плоскостей второго рода, которая 
Ц1Раетъ роль дѣйствительной въ системѣ нормалей

^1) Пт, Пг, . (119)

Здѣсь могутъ быть два случая. Въ опредѣленіи третьей искомой пло
скости, кромѣ обязательнаго участія п,, могутъ участвовать три нор- 
мя-’и, пк, Пі, пт общія въ первыхъ двухъ плоскостяхъ: тогда мы по- 
4У'іимъ плоскость Рк1т, и понятно, что четвертая искомая плоскость 
^УДетъ съ нею совпадать, такъ какъ теперь въ пятеркѣ нормалей (119) 
П‘ находится въ противостояніи съ пк, п(, пт, а нормаль пг при этомъ 
У ‘аствовать не можетъ, потому-что по предположенію сама находится 

іо
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въ противостояніи съ тѣми-же тремя нормалями. Итакъ мы имѣемъ 
въ этомъ случаѣ всего три дѣйствительныхъ граничныхъ плоскости

Рйіт, Ріітг, Рйт>. (120)
Второй случай будетъ тотъ, когда въ опредѣленіи третьей плоско

сти участвуетъ иная тройка изъ числа первыхъ четырехъ, нормалей, 
чѣмъ въ опредѣленіи второй плоскости РкІтг. Положимъ, что участ
вуютъ нормали п,-, пт и даютъ плоскость Р-Іт,\ тогда мы получа
емъ и четвертую плоскость, отличную отъ предыдущей, такъ какъ меж
ду нормалями (119), служащими для ея опредѣленія, не находится нор
мали ?г,-. Пусть эта плоскость будетъ /Утг8; тогда четырьмя плоско
стями

РіИт, Ріітг, Рііті, Рі'тг» (121)
исчерпывается вся ихъ система. Дѣйствительно, всякая другая пло
скость, напр. будетъ уже подобною граничной, такъ какъ пормалп 
Пі, пк, п,, п, ие находятся уже въ противостояніи.

41. Свойства четверокъ нормалей, опредѣляющихъ 
дѣйствительныя граничныя плоскости 2-го рода. Для 
дальнѣйшаго весьма существенно замѣтить себѣ, сколько разъ какія 
нормали повторяются при опредѣленіи этихъ плоскостей. Въ случаѣ 
трехъ дѣйствительпыхч, граничныхъ плоскостей три значка (кіт') вхо
дятъ въ обозначеніе всѣхъ трехъ плоскостей; потому-что существуютъ 
три нормали, съ которыми находятся въ противостояніи всѣ три 
остальныя.

Въ случаѣ четырехъ дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 
2-го рода мы всегда найдемъ, что два значка входятъ въ обозначеніе 
всѣхъ четырехъ плоскостей, а остальные четыре значка встрѣча
ются по два раза. Чтобы убѣдиться, что другого рода комбинаціи 
значковъ не возможны, разсмотримъ, какіе случаи могутъ вообще встрѣ
титься при послѣдовательномъ введеніи въ разсмотрѣніе пятой и шестой 
пормалп. Положимъ, мы первую плоскость Р}ІІт выбрали. Вводя пя
тую нормаль пг, мы получаемъ плоскость, которая будетъ имѣть одно 
изъ слѣдующихъ обозначеній:

пусть искомая плоскость будетъ РкІтг Вводя шестую нормаль, мы
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Должны съ нею комбинировать три изъ четырехъ первыхъ нормалей и 
три изъ нормалей, опредѣляющихъ вторую граничную плоскость. Ис
ключая случай, когда эти двѣ тройкп нормалей совпадаютъ, случай 
плоскости Рк1т,, приводящій только къ тремъ дѣйствительнымъ гранич
нымъ плоскостямъ 2-го рода, мы получаемъ одну пзт> слѣдующихъ 
трехъ плоскостей:

■Еіітіу ■Рікт$) -РікІ5-

Четвертая граничная плоскость зависитъ отъ нормали п, и трехъ 
нормалей изъ числа четырехъ, опредѣляющихъ вторую граничную пло- 
окость, т. е. она будетъ имѣть одно изъ слѣдующихъ трехъ обозначеній, 
Въ которыя обязательно долженъ входить зпачекъ (г), ибо плоскость 

мы уже исключили изъ разсмотрѣнія:

Р' Р' Р'л-ітг») 1 ктг^

Такимъ образомъ мы получаемъ
значковъ по четыре:

1) (ікіт) (к 1 т г)
2) (гкі т) (кітг)
3) (гкі т) (к Ітг)
4) (ікі т) (к 1 т г)
5) (і к 1 т) (к 1 т г)
6) (гкі т) (к 1 т г)
7) (гкі т) (кітг)
8) (ікіт) (кітг)
9) (ікіт) (кітг)

пока 9 случаевъ комбинацій шести

(і 1 т з) (1 т гз) (122)
(г 1 т з) (к т г з) (123)
(і 1 т 8) (к 1 г з)
(і к т з) (Ітг з)
(і к т 8) (к т г 8) (124)
(ікт з) (к 1 г з)
(гкі з) (1 т г в)
(ікіз) (ктгз)
(І кІ8) (к 1 гз) (125)

изъ нихъ въ дѣйствительности возможны только три. Выборъ дѣй
ствительныхъ граничныхъ плоскостей пе можетъ зависѣть отъ того по
рядка, въ которомъ мы беремч> четверки опредѣляющихъ ихъ нормалей; 
внчду этого невозможность остальныхъ шести случаевъ станетъ очевид- 
І10ІО> если мы будемъ тѣ-же- граничныя плоскости опредѣлять въ дру- 
г°мь порядкѣ, чѣмъ это сдѣлано въ вышеприведенной таблицѣ. І’аз- 
С5І°тримъ для примѣра 2-й случай (123) и начнемъ съ четверки норма- 
ЛеЙ со значками (Ашга). Введя пятую нормаль ?г,, мы должны для
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второй граничной плоскости получить одно изъ слѣдующихъ четырехъ 
обозначеній:

(і т г з), (і к г з), (і к т з), (і 1с т г);

между тѣмъ такой комбинаціи въ ряду (123) не встрѣчается. ІІодоб- 
ное-же мы увидимъ въ 3, 4, 6, 7 и 8 случаяхъ. Вч> случаяхъ-же 1, 
5 и 9 опредѣленіе граничной плоскости не обусловливается порядкомъ, 
въ которомъ мы къ этому приступаемъ, и эти случаи, въ которыхъ 
значки отмѣчены жирнымъ шрифтомъ, и суть единственно возможные.

42. Аналитическій признакъ для выбора дѣйстви
тельныхъ граничныхъ плоскостей 2-го рода. Для этого 
выбора мы можемъ поступать аналогично тому, какъ это дѣлалось въ 
§34 въ случаѣ пяти опорныхъ поверхностей. Для того, чтобы пло
скость Р-,к1т была дѣйствительною граничною, должпы быть одного 
знака величины

Ѵкіт, Ѵ/Н- (126)

Предположимъ, что существуютъ только три дѣйствительныя гра
ничныя плоскости (120). Въ первой изъ лихъ, для удобства срав
ненія съ остальными, переставимъ значки, написавъ Ру1ті вмѣсто 
Р'іыт- Тогда для этихъ плоскостей необходимое п достаточное усло
віе будетъ состоять въ томъ, чтобы 12 величинъ, изъ которыхч, 10 
различны,

Ѵик, ' Іті?

( Ѵтік), 1 Іт гу Ѵт к г) ѴІІГ> (127)

( К ж «, Ѵ„,,

были одного знака.
Когда существуютъ четыре дѣйствительныхъ граничныхъ плоско

сти (121), то существуютъ подобпыя-же условія относительно 16 ве
личинъ, пзч, которыхч. впрочемъ только 12 различны. Чтобы удобнѣе 
ихъ представить, переставимъ въ выраженіяхч. (121) значки слѣдую
щимъ образомъ:

Р' . р' р' />'' Н/ту ■* гкііп) -* іяііп) 1 гліт» (128)
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Тогда можно видѣть, что петолько каждая четверка въ отдѣльности, но 
и всѣ 1.6 величинъ

'кіт у Ѵііт у Vі к т у 1 ) к і)
(Ѵк1т)у Ѵ?гт у Е- к т у ѴІІГ,

Іт у (Ѵііт)у в т у ѵ1гі,
(Ѵз!т)у ( Ѵігт)у у' г $ т у ѵг,г

(129)

будутъ одного знака.
На практикѣ нужно опредѣлить зпакп 

написать обозначенія
всѣхъ 20 величинъ вида

всѣхъ 15 граничныхъ плоскостей второго
Рода и выбрать 
Т'Ь три или че
тыре изъ этихъ 
плоскостей, ко
торымъ соотвѣт
ствуютъ четвер
ни величинъ 
(126) одного и 
того-же знака. 
Послѣ этого, пе
рестановкою 
значковъ у сим
воловъ найден
ныхъ плоскостей, 
НОЖНО достиг
нуть того, что 
нетолько каждая 
четверка вели- 
Чинъ (П6), но 
и всѣ Ю^івели
чинъ (127) или 12 величинъ (129) будутъ одного знака.

Для поясненія разсмотримъ слѣдующій примѣръ. Нормали 
и Щ взяты такъ, какъ это сдѣлано па примѣрѣ § 34. Далѣе предста
вимъ себѣ координатныя оси повернутыми около начала координатъ 
такъ, чтобы новое ихъ положеніе относительно стараго опредѣлялось 
Эйлеровыми углами
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замѣтимъ при этомъ (черт. XXV) новое положеніе ОА'В'В'ІУС'Е'О' 
куба ОАРВ1)СЕ(У и нормали и4, п5, ?ге направимъ по ребрамъ его 
СгІУ, В'О' и Е'А1 противуположно новымъ направленіямъ координат
ныхъ осей. Относительно прежняго положенія координатныхъ осей 
координаты шести нормалей будутъ выражаться слѣдующимъ образомъ:

е X Р- V

Ѣ і 0 0 0 0 0

п, 0 1 0 -1 0 1

п3 0 0 1 1 0 0

Пі — а2(1 —а) — а2(1-|-а) -а2 а3(1-|-4а) — а3 —2а*(1 —2а)

«5 а2(1 + «) а2(1—а) —а4 0 0 0

«6 -а2 а2 — а — а3(1-|-2а) а3(1—2а) 2а4

гдѣ а — 1/У2. Вычисливъ 20 величинъ значенія которыхъ здѣсь 
не выписываемъ, размѣстимъ знаки ихъ въ слѣдующей таблицѣ 15 
граничныхъ плоскостей 2-го рода:

(і кіт) Vк 1 т ѵІіт Vі к т ѵ,кі

(1234) — — — —

(1235) + + — —

(1236) — + — —

(2345) + + + +
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(і кі т) Ѵкіт Ѵікт

(1345) + — — —

(1245) - — — +

(3456) - — — —

(245 6) — - + +

(2356) + — — —

(1256) + — — +

(1356)• + — — +

(1456) — — +

(1 246) + — - + :

(1346) - — —

■

(2346) - — — +

Изъ этой таблицы мы видимъ, что дѣйствительными граничными 
Плоскостями второго рода служатъ 4 плоскости:

■Р1234, Р‘23№, РыіЛ) Р}'зі6. (130)

Полезно замѣтить, что при перестановкѣ значковъ у дѣйствптель- 
»°й граничной плоскости 2-го рода знаки величинъ (126) могутъ пере
топиться только всѣ сразу; при перестаиовкѣ-же значковъ у плоскости, 
подобной граничной 2-го рода, могутъ перемѣниться или знаки всѣхч. 
величинъ (126) или двухъ изъ нихъ, но во всякомъ случаѣ только 
гакъ, чТ0 никогда не получится ихъ однозначности. Такч>-что выборъ 
дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей не можетъ зависѣть 

т°іо, въ какомъ порядкѣ будутъ взяты шесть значковъ 1, 2, 
3> 4> 5, 6.
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Теперь, чтобы получить однозначность всѣхъ величинъ (129), 
остается только переставить два смежныхъ значка у Р^іь. Въ даль-' 
нѣйшемъ мы будемъ, въ случаѣ 4 дѣйствительныхъ граничныхъ пло
скостей 2-го рода, разсматривать плоскости

-Р1234, РІКЪ, -?3456, -Р1346 (131)

и помнить, что при этомъ всѣ величины (129) отрицательныя.
43. Область возможныхъ направленій въ случаѣ 

трехъ дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 2-го 
рода. Для этого случая область возможныхъ направленій винтовыхъ 
осей представляется па сферѣ параметровъ сферическимъ треугольни
комъ. Опа обращается въ точку, если всѣ три плоскости

Ркіті) Ркітг) Ркітг (132)

пересѣкаются по одной прямой. Въ § 38 было замѣчено, что если за
дано направленіе винтовыхъ осей, параллельное одновременно двумъ гра
ничнымъ плоскостямъ 2-го рода, напр. Рк1ті и РкІтг, то всѣ 10 гранич
ныхъ плоскостей 1-го рода, соотвѣтствующія 5 нормалямъ пк, пг, пт, 
п{ и пг, пересѣкаются по одной прямой <зкіпіг, удовлетворяющей усло
віямъ

8*ідЧк = йіідуі — Втід<?т = йіідчі = 8,Лд^г (133) 

и представляющей собою ту винтовую ось, которая была-бы для твер
даго тѣла единственно возможною, еслибы оно не могло отходить отъ 
пяти поверхностей. Отсюда слѣдуетъ, что если три плоскости (132) 
пересѣкаются по одной прямой п если данъ параллельный ей пучекъ 
винтовыхъ осей, то всѣ 15 граничныхъ плоскостей 1-го рода пересѣка
ются по одной прямой акітігі, для которой

ЯРд^к — $іід^і = 5тід^„, — 5{ід^і — 8,ід<р,- — ЪРду,, (134) 

и которая тоже представляла-бы собою единственную возможную для 
твердаго тѣла винтовую ось, если-бы оно не могло отходить отъ 6 
опорныхъ поверхностей. Конечно, существованіе такой оси только 
тогда и возможно, когда плоскости (132) пересѣкаются по одной пря
мой; но съ другой стороны извѣстно, что твердое тѣло, прикасаясь къ 
6 поверхностямъ, только тогда сохраняетъ возможное винтовое перемѣ-
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■ценіе, когда нормали къ этимъ поверхностямъ въ точкахъ касанія къ 
нимъ твердаго тѣла принадлежатъ одному и тому-же комплексу 1-го по
рядка, и что аналитическое условіе для этого состоитъ въ томъ, чтобы 
опредѣлитель, составленный изъ координатъ шести нормалей,

22 = 0

$1 7]1 с. X, Ѵі
Ѣ? Т]2 с. х, Р-2
Вз 7]з Сз Р-з Ѵз

С4 Х4 ѵ4
Се Х5 ѵ5

$6 Т]6 Се Хе |Аб Ѵе

(135)

Равнялся пулю. Итакъ

(136)

есть условіе пересѣченія трехъ плоскостей (132) по одной прямой.
Когда этотъ опредѣлитель не равент> нулю, что мы и будемъ въ 

Дальнѣйшемъ предполагать, то знакъ ею опредѣляетъ направленіе 
вращенія около возможныхъ винтовыхъ осей. Чтобы это показать, 
аспомнпмъ признакъ, по которому различаются па сферѣ параметровъ 

, и приложимъ его къ такимъобласти (4-ю) и (—со) (§§ 27 и 31), 
Управленіямъ винтовыхъ осей, 
Которыя параллельны ребрамъ 
тРехграннаго угла, образуемаго 
орамыми пересѣченія трехъ пло
хостей (132). Въ случаѣ обла
сти (-|-о)) каждая вершина сфе
рическаго треугольника, заклю- 
•ающаго эту область, лежитъ по 
отношенію къ непроходящей че- 
Резв нее граничной плоскости 
Города въ области (-|- со) (черт. XXVI). Возьмемъ точку для 
ея координатъ ($, 7], С) имѣемъ уравненія:

Р/Ітг = 0, Р/Іт, = 0; (137)

" ати координаты, подставленныя въ должны, согласно формулѣ (1 1 1 \ г 4 
ѵ Удовлетворить неравенству

и
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ѴкІтРкІті < О,

а для обратнаго направленія, соотвѣтствующаго области (—со),— не
равенству обратному.

По выполненіи дѣйствій, результатъ подстановки указанныхъ ко
ординатъ въ Рі1ті даетъ выраженіе, числитель котораго есть опредѣ
литель

^кіт _
ігв

Рсіті у
I т г у 

^к Іяіу

Мкіті ,
Мкктгу
Мк I »і 5у

Ркіті 
-ЭДI-I т г 
Рк I т *

(138)

а знаменатель есть квадратный корень изъ суммы квадратовъ опредѣли
телей второго порядка, составленныхъ изъ коэффиціентовъ уравненій
(137) . Произведенное ниже вычисленіе опредѣлителя (138) въ коор
динатахъ шести нормалей покажетъ намъ, что онъ отличается только 
множителемъ отъ опредѣлителя 1) *). Тотъ-же самый опредѣлитель
(138) получается, если вмѣсто точки М,- разсматривать Мг пли 3/,. 
Если теперь одну изъ нормалей п,-, пг, п,, папр. п,-, перемѣщать па
раллельно самой себѣ, то плоскость Рі1ті, коэффиціенты которой со
держатъ координаты X,-, [А,-и ѵ,., будетъ поворачиваться около центра 
сферы параметровъ, а остальныя двѣ плоскости будутъ оставаться безъ 
измѣненія; при этомъ область (-]- со) (фпг. XXV) можетъ обратиться 
въ точку и перейти въ область (—«)). Въ то же время опредѣлитель 
(138) обратится вт> пуль и перемѣнитъ свой знакъ.

Нижеслѣдующее вычисленіе этого опредѣлителя, которое мы долж
ны выполнить и для другихъ цѣлей, покажетъ намъ, что эта перемѣна 
знака дѣйствительно обусловливается перемѣною знака опредѣлителя 
Р. По формуламъ (95) можно написать:

Ъкіті — Хі- + КѴткі 4" Х„, Кіи4- X,- ѴтЦу

Мкіті — Н* + К,,*,' 4- 4" |*ч Ѵ»ід ,

Ркіті --  Ѵк 1 Іті 4“ V; 1 ткі 4“ V/» Ѵні 4” ЕиіИ

(139)

и подобнымъ-же образомъ представить остальные 6 элементовъ опредѣ-

) Формула (143).
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лителя (138). Разложивъ послѣ этого этотъ опредѣлитель на двадцать 
опредѣлителей вида

X* X; Х,„ 

р-і р-г Р-т 
ѵ* V; ѴЯ1

--  Икіту (140)

при которыхъ множителями стоятъ произведенія величинъ Ѵ,ті, 
потри или суммы такихъ произведеній п дѣлая наконецъ 

Вь членахъ послѣдняго рода рядъ приведеній при помощи зависимости, 
имѣющей своею схемою:

Р) к I Р) т г Ѵцш --- ^кІт^Нг/

кіт
і г$

(141)

находимъ:

(142)

44. Область возможныхъ направленій въ случаѣ 
четырехъ дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 
2'Го рода. Что въ случаѣ трехъ дѣйствительныхъ граничныхъ пло
хостей 2-го рода область возможныхъ направленій на сферѣ парамет
ровъ пе можетъ совсѣмъ исчезнуть, это очевидно. Нельзя того-же пря
мо сказать въ случаѣ четырехъ граничныхъ плоскостей; по нзслѣдова- 
В1е покажетъ, что и въ этомъ случаѣ полное исчезаніе области 
возможныхъ направленій не достижимо. Вопросъ этотъ могъ-бы 
быть разсмотрѣнъ путемъ, аналогичнымъ тому, котораго мы придержп- 
вались въ случаѣ четырехъ опорныхъ поверхностей, изслѣдуя область 
возможныхъ винтовыхъ осей заданнаго направленія, когда она зави- 
опт'ь отъ четырехъ граничныхъ плоскостей 1-го рода (§ 29); только 
Іеперь разсматриваемая область находится не на плоскости а па сферѣ 
параметровъ. Но вмѣсто того, чтобы разбирать этотъ вопросъ, опре
дѣляя, какъ это дѣлалось раньше, относительныя положенія прямыхъ 
пересѣченія четырехъ граничныхъ плоскостей, проще воспользоваться 
ДРУгимъ пріемомъ, по существу тожественнымъ съ предыдущимъ и то- 

е уже примѣнявшемся въ случаѣ четырехъ опорныхъ поверхностей 
(§ 24).

Четыре граничныхъ плоскости второго рода раздѣляютъ сферу па
раметровъ въ общемъ случаѣ на 14 областей; такъ-что изъ 16 возмож-
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ныхъ сочетаній знаковъ неравенствъ, отъ которыхъ зависитъ возмож
ность пли невозможность направленій винтовыхъ осей, два сочетанія 
отсутствуютъ *)• Пусть будутъ для краткости

Л == а, $4-6,-7] 4- С, с = О, 

1\ = пЛ 4- 4- с*С = О, 

Рі — «I 5 4- 6; 7] 4- С| С = О , 

Рт = <7ТО$ 4“ 6,„7] 4“ (7яС = О

уравненія четырехъ граничныхъ плоскостей 2-го рода и пусть будутъ 
неравенства

Л>0, Р*>0, Р, >0, Рт>0 (144)

пли неравенства имъ обратныя, условія существованія на сферѣ пара
метровъ области возможныхъ направленій винтовыхъ осей. Чтобы та
кой области па самомъ дѣлѣ не существовало, необходимо и достаточно, 
чтобы нормали къ плоскостямъ (143), направленныя каждая въ ту сто
рону, для которой оправдывается одно изъ неравенствъ (144), находи
лись в5 противостояніи. Указанный для этого въ § 24 признакъ 
можно, въ примѣненіи къ настоящему случаю, формулировать слѣдую
щимъ образомъ. Разсмотримъ опредѣлители вида

Ркіт —

а* а; а,п

СД; Сі Ст

тогда четыре такихъ величины (7Нм, должпы быть
одного знака.

Остается теперь разсмотрѣть, выполнимо-лп это требованіе по от
ношенію къ коэффиціентамъ четырехъ граничныхъ плоскостей 2-го ро
да. Не ограничивая задачи, мы можемъ, ради наглядности, изучать 
случай существованія плоскостей (131), такъ какъ подъ этотъ типъ 
обозначеній подходятъ, какъ это было выяснено вгь § 42, всѣ другіе 
случаи того-же рода. Въ такомъ случаѣ мы имѣемъ:

■) Для сравненія: [§ 21] и § 24.
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3456

-7*3456 І1234 -7*1346

-4/з456 ^Лз34 4/, 346

^3456 234 N. 346

-7*3456 -7*2435 7*1234

-4І34 56 •І/24З5 ■^1/1234

■^3456 -^2435 1 234

Разлагая элементы этихъ опредѣлителей на суммы четырехъ членовъ по 
схемѣ (139), разлагая каждый опредѣлитель на сумму 20 членовъ, со
держащихъ множителями выраженія вида (140), и пользуясь опять фор
мулами приведенія, имѣющими своею схемою формулу (141), получимъ:

^кіт — 1^435 1^346 -1^,

Ц}іт = ТЛ346 Р134-І1,

Нікт — Р134 Р343-71,

Ѵікі = І 243 1^435 71-

(145)
(146)
(147)

(148)

схемѣ (129) и по таблицѣ на стр. 78 и 79 имѣемъ теперь нера
венства ;

7«з Г3<6 > О,
173 46 1^134 < О,

1^134 1' 343 > 0;

Цізз К435 < О,

к°горын показываютъ, что величины ІІк1т, Ц\іт, Цит, Цік, не мо- 
гУт'ь быть одного знака. Поэтому исчезаніе областей (—|—<°) 11 (—{0) 
ІІа сферѣ параметровъ не достижимо *)•

*) Относительно принятаго здѣсь порядка значковъ си. конецъ § 42.
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Подобное-же заключеніе ложно сдѣлать въ остальныхъ случаяхъ 
(124) и (125), въ которыхъ вмѣсто плоскостей (131) являются пло
скости:

/1234, /.'435, /2456 , /1246

или плоскости
/1234, /2435, 2-2356, /1286.

45, О случаѣ 2) — 0. Въ § 43 было уже замѣчено, что если 
1) = 0, то три плоскости (132), существованіе которыхъ тамъ пред
полагалось, пересѣкаются по одной прямой, и при направленіи винто
выхъ осей, параллельномъ этой прямой, всѣ 15 граничныхъ плоскостей 
1-го рода пересѣкаются по одной прямой а12345с. Подобпое-же мы на
ходимъ и въ случаѣ § 44: при I) = 0 всѣ четыре плоскости (131) 
пересѣкаются по одной прямой и при параллельномъ ей направленія 
винтовыхъ осей всѣ 15 граничныхъ плоскостей пересѣкаются по одной 
прямой а123456. Кромѣ указаннаго въ § 43 значенія этой прямой для 
случая обязательнаго касанія твердаго тѣла къ опорнымъ поверхно
стямъ, она имѣетъ еще слѣдующее значеніе. Такъ какъ области (-(- (о) 
и (— <о) на сферѣ параметровъ обратились теперь въ точки (лежащія 
на концахъ діаметра), то осталось возможнымъ только одно опредѣлен
ное направленіе винтовыхъ осей; но такъ какъ для этого направленія 
граничныя плоскости 1-го рода пересѣкаются по одной прямой а12345в, а 
мы съ самаго начала предполагаемъ, что направленія нормалей къ опор
нымъ поверхностямъ удовлетворяютъ условію замкнутости областей 
возможныхъ винтовыхъ осей всякаго ихъ направленія, то прямая а12з«в 
является теперь единственною возможною осью. По свойству гранич
ныхъ плоскостей 1-го рода (§ 4), и параметръ па этой оси можетъ 
имѣть только одно опредѣленное значеніе, причемъ вращеніе, входящее 
въ составъ винтового перемѣщенія, возможно вч. обѣ стороны. Соеди
няя сказанное здѣсь съ сказаннымъ въ § 43, находимъ:

Для тою, чтобы при помощи шести опорныхъ поверхностей 
заставитъ твердое тѣло имѣть винтовую скорость около одной 
опредѣленной оси съ опредѣленнымъ параметромъ, необходимо и 
достаточно, чтобы 1) нормали къ опорнымъ поверхностямъ въ 
точкахъ касанія къ нимъ твердаго тѣла принадлежали одному и тому-же 
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комплексу 1-го порядка и 2) чтобы четыре изо этихъ нормалей 
находились въ противостояніи.

46. О непремѣнномъ существованіи возможныхъ 
винтовыхъ осей для всякаго возможнаго направленія. 
Чтобы рѣшить вопросъ о томъ, существуетъ-лп для всякаго возможнаго 
"оправленія и область возможныхъ винтовыхъ осей, нужно, подобно 
ТомУ> какъ это сдѣлано въ § 35 и въ § 36 для случая пяти опорныхъ 
поверхностей, опредѣлить, всегда-ли имѣютъ общую часть замкнутыя 
области треугольниковъ пли четырехугольниковъ, которыя соотвѣтству
ютъ каждой отдѣльной четверкѣ нормалей, служащей для опредѣленія 
Дѣйствительной граничной плоскости 2-го рода. Смотря по числу этихъ 
послѣднихъ, область возможныхъ осей можетъ являться общею частью 
Пли 3 или 4 фигуръ, причемъ нужно различать нѣсколько случаевъ 
смотря по тому, сколько фигуръ того или другого вида входитъ въ опре
дѣленіе. Видъ каждой фигуры (треугольника пли четырехугольника) 
°бусловлпвается тѣмъ, слѣды сколькихъ дѣйствительныхъ граничныхъ 
плоскостей 1-го рода ее ограничиваютъ; число-же этихъ послѣднихъ 
плоскостей для данной четверки нормалей (ікЛт) зависитъ (§ 40) отъ 
знаковъ величинъ ср, дк, дг, д,„; ибо такая плоскость является только 
ТогДа, когда мы комбинируемъ двѣ такія изъ этихъ величинъ, которыя 
имѣютъ прп данномъ направленіи осей протпвуположные знаки. Всѣ 
возможные въ этомъ отношеніи случаи помѣщены въ слѣдующей табліі- 
Ч'Ь, въ которой впрочемъ для сбереженія мѣста выпущены пазвапія гра
ничныхъ плоскостей 1-го рода. Кромѣ того, для наглядности, вмѣсто 
плоскостей (132) взяты плоскости Р,'234, Р^, РкіЗІ, а для случая че- 
ГЬІрехъ граничныхъ плоскостей 2-го рода удержаны обозначенія (131). 
Чодъ названіемъ каждой изъ этихъ плоскостей число сторонъ соотвѣт
ствующей ей фигуры обозначено римскою цифрою. Изъ числа всѣхъ 
^4 возможныхъ сочетаній знаковъ для д взята только половила, такъ 
какъ другая половина (обратныхъ знаковъ) соотвѣтствуетъ обратному 
Управленію того-же пучка параллельныхъ впнтовыхч. осей и опредѣли- 
етъ па перпендикулярной къ нимъ плоскости ту-же область, разсматри
ваемую только съ обратной стороны. Кромѣ того случаи однозначно
сти величинъ д совсѣмъ исключены изъ разсмотрѣнія, какъ невозмож
ное при противостояніи какихъ-либо 4 нормалей.
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■

1
& & і Ъ 2* РА34 -Ріив ^1234 7Ѵз45 р/1 3456

1 _ + + + + 4- III III III III 0 0 III
2 + — 4- + 4- 4- III III III III III 0 0
3 4- + — 4~ + 4- III III III III III III 111
4 + + + — + 4- III 0 0 III III III III
5 + 4- 4- + — 4- 0 III 0 0 III III 0
6 + + + + 4- — 0 0 III 0 0 III III

7 — + 4- 4- 4- IV IV IV IV III 0 III
8 — 4- — + + 4- IV IV IV IV III III IV
9 4- + — 4- 4- IV III III IV III III IV

10 - + 4- + — 4- III IV III III III III III
11 — + + 4- 4- - III III IV III 0 III IV
12 4-і - — 4- 4- + IV IV IV IV IV III III
13 + - 4- — + + IV III III IV IV III III
14 + — + + — 4- III IV III III IV III 0
15 4- - 4- 4- 4- — III III IV III III III III
16 + + — — 4- 4- IV III III іѵ IV IV IV
17 + + — 4- — 4- III IV III III IV IV III
18 + 4- — 4- 4- — III III IV III III IV IV
19 + + + — — + III III 0 III IV IV III
20 4- + + — 4- — III 0 III III III IV IV
21 + + + 4- —' — 0 III III 0 III IV IV

22 — — — 4- 4- 4- III III III III IV III IV
23 — — 4- — 4- 4- III IV IV III IV III IV
24 — — + 4- — 4- IV III IV IV IV III III
25 — — 4- 4- 4- — IV IV III IV III III IV
26 — 4- — — 4- 4- III IV IV III IV IV III
27 — 4- — 4- — 4- IV III IV IV IV IV IV
28 — 4- — 4- 4- — IV IV III IV III IV III
29 — 4- 4- — — 4- IV IV III IV IV IV IV
30 — + + — 4- — IV III IV IV III IV III
31 — + 4- + — — III IV IV III III IV IV
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Нѣкоторые изъ перечисленныхъ здѣсь случаевъ будутъ па самомъ 
Дѣлѣ отсутствовать, такъ какъ въ случаѣ шести опорныхъ поверхностей 
сфера параметровъ раздѣляется плоскостями, перпендикулярными къ 
нормалямъ,’ па 32 области [§ 35] и слѣдовательно не всѣ 64 сочетанія 
6 знаковъ величинъ получатся въ дѣйствительности. Которыя изч, 
сочетаній будутъ отсутствовать, это уже зависитъ каждый разъ отъ от
носительнаго направленія нормалей.

47. Разборъ случаевъ, являющихся при трехъ дѣй
ствительныхъ граничныхъ плоскостяхъ.

a) Случаи 4, 5, 6, 19, 20 и 21 невозможны, потому-что въ 
нихъ для нѣкоторыхъ изъ трехъ четверокъ нормалей, (1234), (1235), 
(1236), получаются одинаковые знаки величинъ <[ (напр. въ случаѣ 4 
У ?2, ?з, 7з и у 7і, 72, 7з, 7е); а это противорѣчивъ предположенію, 
что разсматриваемыя четверки нормалей находятся въ противостояніи.

b) Въ случаяхъ 1, 2, 3 и 22 возможная область винтовыхъ осей 
опредѣляется общею частью трехъ треугольниковъ. Здѣсь общая 
часть можетъ образовываться двоякими, образомъ. Въ случаяхъ 1, 2 
и 3 всѣ три треугольника имѣютъ по двѣ общихъ стороны л'21 и з',; 
напр. въ 1 случаѣ они ограничены сторонами:

(«21 ®31 ®41), (®21 ®31 ®51), (®21 ®31 ®61).

А такъ какъ всѣ треугольники лежатъ по одну и ту-же сторону отъ 
прямыхч, 3^ и —ибо заданное направленіе осей возможное и поэто- 
МУ знакъ (о во всѣхъ треугольникахъ одинаковый,—то они неизбѣжно 
имѣютъ общую часть. Этотъ случай аналогиченъ разсмотрѣнному въ 
§ 35. Въ случаѣ 22 треугольники не имѣютъ общихъ сторонъ; но 
внутри ихъ есть общая точка—слѣдъ прямой а4Гл пересѣченія трехъ 
плоскостей 6^, $64, поэтому существуетъ и общая часть всѣхъ 
трехъ фигуръ. Для сравнепія и болѣе подробнаго выясненія см. § 37, 
фиг. XXIV.

c) Два треугольника и четырехугольникъ встрѣчаются въ слу
чаяхъ 9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17 и 18. Во всѣхъ этихъ случа- 
,,Хь, аналогично случаю § 37, изображенному на чертежахъ XXII и XXIII, 
«сѣ три фигуры имѣютъ по двѣ общихъ стороны; откуда и слѣдуетъ 
существованіе возможной области. ІІапр. въ случаѣ 9 имѣемъ:

12
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(«21 «31 «24 «34 ) , («21 «31 «51), («21 «31 «61)-

(I) Въ случаяхъ 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30 и 31 возмож
ная область представляется общею частью двухъ четырехугольниковъ 
и одною треугольника. Непремѣнное существованіе ея слѣдуетъ 
опять изъ того, что всѣ три фигуры имѣютъ по двѣ общихъ стороны. 
Напр. въ случаѣ 31:

(«21 «зі «41), («21 «31 «25 «3б), («21 «31 «26 «Зв) .

е) Возможная область опредѣляется тремя четырехугольника
ми въ случаяхъ 7, 8 и 12 и существуетъ въ дѣйствительности, благо
даря тому, что они опять имѣютъ по двѣ общихъ стороны; напр. въ 
случаѣ 12:

(«12 «13 «42 «4з), («12 «13 «52 «5з) , («12 «13 «62 «бз) .

48. Разборъ случаевъ, являющихся при четырехъ 
дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостяхъ 2-го рода.

a) Случаи 1, 2, 5, 6, 7, 11, 14 и 21 невозможны по той-же 
причипѣ, какъ случаи а) § 47.

b) Случаи, въ которыхъ общая часть опредѣлялась-бы тремя тре
угольниками и однимъ четырехугольникомъ или однимъ треугольникомъ 
и тремя четырехугольниками не можетт, встрѣтиться вслѣдствіе тѣхъ 
особенностей, которыми отличаются четыре комбинаціи нормалей, опре
дѣляющихъ плоскости (131), и которыя указаны въ § 41.

c) Въ случаяхъ 3, 4, 10 и 15 возможная область принадлежитъ 
четыремъ треугольникамъ-, но въ первыхъ двухъ случаяхъ она обра
зуется иначе, чѣмъ въ двухъ послѣднихъ: въ случаяхъ 3 и 4 существу
етъ одна общая у всѣхъ четырехъ треугольниковъ сторона з<3, а въ 
случаяхъ 10 и 15 этого нѣтъ.

Разсмотримъ сначала случай 3; сторонами треугольниковъ въ немъ 
служатъ (черт. XXVII)

(«13 «23 «4з), («23 «43 «бз) , («43 «53 8бз), («18 «43 «бз) •

Пусть каждый изъ нихъ заключаетъ область (-{-о)1)- Построивъ

*) Мы^знаемъ, что знакъ угловой скорости во всѣхъ отдѣльныхъ четырехъ обла
стяхъ одинаковый если для винтовыхъ осей задано одно изъ возможныхъ направленій. 



— 91 —

первый изъ этихъ треугольниковъ, ОВС, мы найдемъ, что сторона л33 
пройдетъ такъ,* что она будетъ со сторонами л33 и л« образовать тре
угольникъ, имѣющій общій уголъ АВС съ первымъ треугольникомъ,

ибо это необходимо для однозначности со въ обѣихъ областяхъ; тогда 
область АВСВ представитт> общую часть этихъ двухъ треугольниковъ. 
Послѣ этого замѣтимъ, что сторона л33 должна такъ проходить, чтобы 
образовать замкнутую область треугольника какъ со сторонами л33, л^, 
такъ и ео сторонами л33, л^, причемъ опа должна быть такъ проведена, 
чтобы въ обоихч. треугольникахъ заключалась область съ тѣмъ-же зна
комъ (о) какъ въ первыхъ двухъ треугольникахъ. Для этого не
обходимо, чтобы вершины О и А находились по одну сторону отъ л^, 
соотвѣтствующую тому-же знаку (—|— со). Но очевидно, что тогда пли 
поя область АВСВ или часть ея (па чертежѣ XXVII: АЕЕВ) будетч. 
принадлежать всѣмі. четыремъ треугольникамъ.

Подобное-же разсужденіе приложимо къ случаю 4.
Въ случаяхъ 10 и 15 предыдущія соображенія не приложимы; по 

111,1 можемъ воспользоваться свойствами плоскостей, подобныхъ грапич- 
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пылъ перваго рода. Разсмотримъ случай 10; въ немъ сторонами тре
угольниковъ служатъ:

(«21 ®31 ®41)> (®25 ®35 «У; (®35 ®45 ®6б), (®31 ®41 ®61) . (149)

Построимъ (черт. XXVIII) первые два треугольника, принявъ во внима
ніе (§ 37), что вершины ихъ должны лежать соотвѣтственно на слѣ
дахъ Зз'4, 54'2, «и плоскостей, подобныхъ граничнымъ, и что оба они 
должны заключать внутри себя точку а2М—слѣдъ прямой пересѣченія 
этихъ плоскостей. Далѣе замѣтимъ, что послѣдніе два изъ треугольни
ковъ (149) заключаютъ внутри себя точку а346, которая притомъ ле
житъ на прямой «84, такъ какъ а346 есть слѣдъ прямой пересѣченія пло-

ХХѴІП

скостей $63 и Л’34. Наконецъ мы видимъ, что эти два треугольни
ка имѣютъ съ первыми двумя треугольниками соотвѣтственно по двѣ 
общихъ стороны «35, 845 и 531, з«; а вслѣдствіе одинаковости знака (о 
во всѣхъ 4 областяхъ и области угловъ между этими сторонами въ обѣ
ихъ парахъ треугольниковъ общія. Отсюда слѣдуетъ, что точка а3ів 
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лежитъ внутри всѣхъ четырехъ треугольниковъ и слѣдовательно по
слѣдніе имѣютъ общую часть.

Случай 15 можетъ быть разобранъ подобнымъ-же образомъ.
сі) Разборъ предыдущихъ случаевъ достаточно выясняетъ путь 

Для констатированія возможной области винтовыхъ осей даннаго на
правленія, когда эта область является общею частью двухв треуголъ- 
никовз и двухв четырехугольниковъ. Достаточно поэтому будетъ толь
ко замѣтить, что эти случаи можно раздѣлить па 2 группы. Къ пер
кой группѣ относятся случаи 8, 9, 12, 13, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 
28 и 30, въ которыхт. существуетъ у всѣхъ четырехъ фигуръ одна 
общая сторона 5з4 вслѣдствіе того, что пормалямъ п3 и п4, принадлежа
щимъ къ каждой изъ четырехъ четверокъ нормалей, соотвѣтствуютъ 
противуположные знаки величинъ д3 и <у4. Эти случаи могутъ быть 
Разобраны подобно случаю с) этого §, изображенному на черт. XXVII. 
Ко второй группѣ относятся случаи 24, 25, 26 и 31, въ которыхъ че
тыре фигуры не имѣютъ общей стороны, но въ которыхъ эти фигуры 
попарно имѣютъ по двѣ общихъ стороны. Эти случаи аналогичны дру
гому случаю с) этого §, изображенному на чертежѣ XXVIII. То обсто
ятельство, что теперь два изъ треугольниковъ замѣнены двумя четырех
угольниками, существеннаго измѣненія въ изслѣдованіе не вноситъ.

е) Случаи 16, 27 и 29, въ которыхъ возможная область принад
лежитъ четыремъ четырехугольникамъ тоже отчасти аналогичны раз
смотрѣннымъ раньше; но ввиду нѣсколько большей сложности пхъ, мы 
Разберемъ ихъ подробнѣе.

Въ случаѣ 16, въ которомъ сторонами четырехугольниковъ слу
жатъ:

(150)

ИѢТЪ ни одной стороны, общей всѣмъ четыремъ фигурамъ, но зато есть 
прямая 5з'4, слѣдъ плоскости подобной грапичной 1-го рода, которая 
служитъ общею діагональю всѣхъ четырехугольниковъ (не по длинѣ, а 
только по положенію). Это слѣдуетъ пзъ того, что на ней лежатъ 
вершины четырехугольниковъ: <з134 и аМ4, аМ4 и аИ4, аИ4 и аИ4, аМ4 
11 °із4 (§ 29). Замѣтивъ это, будемъ дѣлать послѣдовательное по
строеніе четырехугольниковъ (черт. XXIX), причемъ будемъ еще имѣть 
1Ь виду, что знакъ ш во всѣхъ четырехъ областяхъ одинъ и тотъ-же, 
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ибо мы задали паправлепіе винтовыхъ осей, принадлежащее къ числу 
возможныхъ. Первые два четырехугольника, имѣя по двѣ общихъ сто- 
ропы, 43 п $'24, имѣютъ очевидно и общую часть. Третій четырехуголь
никъ пмѣетч. со вторымъ другія двѣ общія стороны, $13 и но кромѣ

XXIX
того двѣ осталь
ныя его сторо
ны, $63 II $«, 
должны быть 
такч> расположе
ны, чтобы съ дву
мя ■ сторонами 
перваго четырех
угольника, $|3 и 
$'н, образовать 
четвертый четы
рехугольникъ, 
содержащій об
ласть съ тѣмъ-

же знакомъ (<о). Вслѣдствіе этого непремѣнно останется общая часть 
всѣхъ четырехъ фигуръ, которая и будетъ представлять возможную 
область.

Въ случаяхъ 27 и 29 у всѣхъ четырехъ четырехугольниковъ су
ществуетъ общая сторона $Х Возьмемъ случай 27; стороны четырех
угольниковъ тогда слѣдующія:

(151)

Діагоналями каждаго изъ этихъ четырехугольниковъ служатъ слѣды 
плоскостей, подобныхъ граничнымъ 1-го рода:

№,^), №,4), №,8?,), ($1'6,81'8). (152)

Такъ какъ во всѣхч> четырехч, четырехугольникахъ знакъ <о одинако
вый, то всѣ они находятся по одну сторону отт, слѣда общей граничной 
плоскости $13; съ этой-же стороны будутъ находиться поэтому и точки 
пересѣченія діагоналей (152). Проведемъ теперь, сообразуясь съ 
этимъ, по въ остальномъ совершенно произвольно, прямыя $13, $'13, ягі, 
8з» и $1', и построимъ 4 четырехугольника (151). Пусть будетъ 
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АВСі) (фиг. XXX) первый пзъ пихъ; второй, АСгЕР, имѣетъ съ нимъ 
общія стороны 5^3 и $43 и общую діагональ з'!и (по положенію, по не по 
величинѣ); вслѣдствіе этого у него неизбѣжно будетъ существовать об
щая часть съ первымъ четырехугольникомъ. У третьяго четырехуголь

ника, КНІЕ, имѣются СЪ предыдущимъ ОПЯТЬ двѣ общихъ стороны, $45 
11 и общая діагональ $з5. Кромѣ того точка Н па этой діагонали 
Должна лежать съ той-же стороны отъ прямой $« какъ и точка О, ибо 
прямыя $53 и $44, вмѣстѣ СЪ прямою $43 II НОВОЮ прямою $61, должны 
°бразовать четвертый четырехугольникъ съ тѣмъ-же знакомъ со; поэто- 
МУ четырехугольникъ КНІЕ имѣетъ общую часть съ обоими предыду
щими. Послѣдній четырехугольникъ КЬМР опредѣляется уже самъ 
с°бою, такъ какъ мы имѣемъ уже по положенію три стороны его $43, 
11 й<і и обѣ діагонали. Очевидно, что онъ имѣетъ общую часть съ 
Остальными, потому-что вершина его Ь лежитт. по ту-же сторону отъ 
5<і какъ Іі и О, Если-бы точки А, К, Е, Р па общей прямой $33 слѣ
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довали въ другомъ порядкѣ, напр. К, А, Р, I), то тогда подобнымп- 
же разсужденіями можно было бы констатировать существованіе общей 
части, которая всегда имѣетъ одною изъ своихъ сторопъ отрѣзокъ па 
прямой 543, заключенный между двумя средними изъ вышеуказанныхъ 
точекъ.

49. Общее заключеніе. Соединяя главнѣйшіе результаты 
этой главы, находимъ:

1) Если четыре изъ нормалей къ шести опорнымъ поверхностямъ 
удовлетворяютъ условію противостоянія, то всѣхъ четверокъ нормалей, 
удовлетворяющихъ этому условію, найдется три пли четыре.

2) Сообразно съ этимъ область возможныхъ направленій опре
дѣляется на сферѣ параметровъ сферическимъ треугольникомъ пли че
тырехугольникомъ и пе можетъ совершенно исчезнуть нетолько въ пер
вомъ, по также и во второмъ случаѣ; такъ-что шестью опорными 
поверхностями не можетъ быть достигнуто полное уничтоженіе 
винтовыхъ перемѣщеній.

3) Для всякаго возможнаго направленія непремѣнно существу
ютъ въ пучкѣ параллельныхъ ему впптовых'ь осей возможныя винтовыя 
оси. Онѣ заключены внутри замкнутой многогранной призмы, ребра 
которой параллельны заданному направленію осей; а вращеніе около 
этихъ осей, входящее въ составт, винтового перемѣщенія, возможно 
только въ одну сторону.

4) При помощи шести опорныхъ поверхностей можно заставить 
твердое тѣло имѣть перемѣщеніе около одной опредѣленной осп съ опре
дѣленнымъ параметромъ; для этого шесть нормалей къ опорнымъ по
верхностямъ въ точкахъ касанія къ нимъ твердаго тѣла должны при
надлежать одному и тому-же комплексу 1-го порядка, и кромѣ того на
правленія ихъ должны быть взяты такъ, чтобы какія-нибудь четыре 
изъ нихъ находились въ противостояніи. Вращеніе около этой оси 
возможно въ обѣ стороны.
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ГЛАВА VI.
О полномъ уничтоженіи опорными поверхностями возмож

ныхъ винтовыхъ осей.

50. О числѣ дѣйствительныхъ граничныхъ плоско
стей 2-го рода въ случаѣ семи опорныхъ поверхностей. 
Когда число п опорныхъ поверхностей больше шести, то нормали къ 
чимъ могутъ быть заданы такъ, что изъ всѣхъ возможныхъ сочетаній 
знаковъ у величинъ останутся только сочетанія, въ которыхъ число 
минусовъ равпо числу плюсовъ (если п четное) или одно изъ этихъ чи
селъ только па единицу меньше другого (если п нечетное) [§ 37]. 
Такъ какъ въ дальнѣйшемъ зависящее отъ этого число граничныхъ пло
скостей 1-го рода насъ интересовать не будетъ, а къ вопросу о возмож- 
чо большемъ стѣсненіи перемѣщеній твердаго тѣла мы подойдемъ дру
гимъ путемъ, то мы не будемъ дѣлать непосредственно указаннаго пред
положенія о направленіи нормалей, а ограничимся лишь другимъ, болѣе 
общимъ предположеніемъ, необходимымъ, какъ мы уже знаемъ (§ 24), 
Для того, чтобы для всякаго возможнаго направленія винтовыхъ осей 
область пхъ была замкнутою. Итакъ, пустъ нормали къ семи опор
нымъ поверхностямъ направлены такъ, чтобы по крайней мѣрѣ 
четыре изъ нихъ находились въ противостояніи.

Въ этомъ предположеніи число дѣйствительныхъ граничныхъ 
плоскостей 2-ю рода можетъ бытъ равно четыремъ, шести или 
восьми. Прежде чѣмъ идти дальше, необходимо разсмотрѣть условія 
появленія этихъ случаевъ и выяснить, въ какихъ комбинаціяхъ будутъ 
КажДый разъ входить семь нормалей.

1-й случай. Число дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 
^■го рода ровпо четыремъ при слѣдующемъ расположеніи нормалей. 
Пусть будутъ т?!, 9^, Пз, нормали, находящіяся въ противостояніи; 
чпедемъ пятую нормаль, ??6, и опредѣлимъ по извѣстнымъ намъ прави
лами, (§ 34) Т[; ТрИ нормали изъ числа первыхъ четырехъ, съ которы- 
Ми Ч находится въ противостояніи; пусть онѣ будутъ: п,, п2, п3. Та- 
кпмт, образомъ мы получимъ двѣ дѣйствительныхъ граничныхъ плоско- 
СТи 2-го рода: и Л'23В. Предположимъ теперь, что, по отношенію

13
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къ первымъ четыремъ нормалямъ, шестая нормаль, пк, находится в'ь 
противостояніи опять съ первыми тремя изъ нихъ; такъ-что является 
граничная плоскость Р[гзз. Понятно, что тогда по отношенію ко вто
рой четверкѣ нормалей (??,, п^, п3, п5) нормаль находится въ проти
востояніи тоже съ первыми тремя изъ нихъ, и поэтому новой гранич
ной плоскости отъ комбинаціи со второю четверкою нормалей здѣсь не 
получается. Если седьмая нормаль, п7, по отношенію къ первымъ че
тыремъ нормалямъ обладаетъ тѣмъ-же свойствомъ, т. е. даетъ пло
скость Д'237, то, подобно предыдущему, она со второю и третьею чет
верками нормалей новыхъ дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей не 
дастъ; такъ-что мы получаемъ всего 4 такихъ плоскости:

-Р1234, Р1235) Рі236, Р1231* (153)

2-й случай. Предположимъ, что первыя шесть нормалей по сво
ему направленію удовлетворяютъ прежнимъ условіямъ, т. е. даютъ пло
скости Р\ш, Рігзб, по что нормаль пп комбинируется съ первою
четверкою нормалей иначе чѣмъ прежде, папр. даетъ дѣйствительную 
граничную плоскость 7Л'347; тогда ?г7 со второю и третьею четверками 
нормалей даетъ двѣ новыхъ такихъ плоскости, которыя непремѣнно бу
дутъ обозначаться такъ: Р2357 и Р3361. Въ самомъ дѣлѣ, разсматривая 
шестерку нормалей іи, п3, щ, п5, пп, мы имѣемъ теперь тотт> слу
чай предыдущей главы, когда являются не три, какъ въ 1-мъ случаѣ, 
а четыре дѣйствительныхъ граничныхъ плоскости. Изъ этихъ плоско
стей три уже найдены: Р^23і, Р[ІЪЗ и /Ѵ347; чствертая-же плоскость съ 
одной стороны не должпа зависѣть согласно предположенію отъ тропки 
нормалей п2, п3 и слѣдовательно въ ея опредѣленіе, кромѣ пъ дол
жна неизбѣжно входить нормаль пг;. а сь другой стороны, но указанно
му въ § 41 свойству, она должпа зависѣть огч> тѣхъ двухъ нормалей, 
которыя входятъ въ опредѣленіе каждой изъ трехъ первыхъ гранич
ныхъ плоскостей, т. е. въ нашемъ случаѣ отъ п2 и п3. Итакъ иско
мая плоскость есть Рп„. Подобнымп-же соображеніями мы находимъ, 
что третья четверка нормалей (ііЛ, п2, п3, пе) съ седьмою нормалью не
обходимо опредѣляетъ плоскость Р2'8в7; такъ-что вся система плоскостей 
будетъ:

7^' р' л Р'-7 1234 9 7 1235; 7 1236; 1)! р/1 2347; < 2357 ; 7 2367 • (154)
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3 й случай. Этотъ случай получается тогда, когда первыя 
шесть нормалей даютъ не три, а четыре дѣйствительныхъ граничныхъ 
плоскости 2-го рода. Пусть они будутъ, какъ вт> примѣрѣ предыдущей 
главы,

-Р1234, -?2435 , Р3456 , Р1346 ;

тогда, комбинируя седьмую нормаль съ 4 четверками, опредѣляющими 
эти плоскости, мы можемъ, вообще говоря, получить или двѣ или четы- 
Ре новыхъ дѣйствительныхъ граничныхъ плоскости. Двѣ плоскости 
получаются, если пп по отношенію къ первой четверкѣ нормалей даетъ 
плоскость Р2ІІ1 или 7э!'347; по подобный случай былъ уже выше разсмо
трѣнъ. Положимъ, что п1 съ первыми четырьмя нормалями иначе ком
бинируется и даетъ плоскость /Ѵзз,; тогда пп со второю четверкою нор
малей непремѣнно дастъ плоскость Р^, такъ какъ въ ея опредѣленіе 
кромѣ и щ непремѣнно должны войти тѣ двѣ нормали, которыя об- 
Щ0 У трехъ граничныхъ плоскостей Р^, Р^ и Р{231, принадлежа
щихъ къ группѣ шести нормалей: п1} п.,. п3, піг п6 и По тѣмъ-же 
воображеніямъ нормаль ??, съ третьею четверкою нормалей п3, піг піг 
7іб должна дать граничную плоскость Р3'667 а съ четвертою четверкою

пз, піг пе—плоскость Р)31і7. Вся система 8 дѣйствительныхъ гра- 
пичныхъ плоскостей 2-го рода представляется теперь въ такомъ видѣ:

■Р1231, -І 2435; ^3456, Р\3ів, (155) 
■Рігз7, Ргзы> Рзьбі) Р1361-

Всякія другія предположенія относительно направленій 7 нормалей при
ведутъ неизбѣжно къ одному изъ разсмотрѣнныхъ трехъ случаевъ и мо
гутъ отличаться только нумераціею нормалей. Поэтому въ дальнѣй
шемъ, при изученіи областей возможныхъ направленій, можно удержи
вать обозначенія (153), (154) и (155) какъ типичныя въ трехъ ука
занныхъ случаяхъ.

51. Области возможныхъ направленій въ случаѣ 4 
Дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 2-го рода. 
Вообще говоря, четыре граничныхъ плоскости 2-го рода могутъ на сфе- 
Р*1 параметровъ дать или не дать возможной области. Въ послѣднемъ 
с<1Учаѣ не существуетъ такихъ направленій, но которымъ были-бы воз
можны винтовыя оси и слѣдовательно получается полное закрѣпленіе 



100

тѣла. Обратимся къ рѣшенію вопроса, достижимо-ли это въ дѣйстви
тельности. Для этого можно воспользоваться пріемомъ § 44. Пред
положимъ, что

7331 < О;

принимая во вниманіе схему (127) и обозначенія (153), мы видимъ, 
что въ этомъ случаѣ величины

ѵзіі, ѵіи,
7335, ѵзіі,

ѵзіе, 7136,

^237) ѵ311,

тоже всѣ отрицательныя. Тогда, согласно правилу, опредѣляющему на 
сферѣ параметровъ область (-|-(о) и выражаемому неравенствами (111) 
и (112), для дѣйствительнаго ея появленія должны быть выполнены 
условія:

^1231 О, Р1235 < О, -Р1236 < О, Р1237 < О

и въ то-же время для появленія области (—со)— обратпыя неравен
ства. Для исчезанія-же этихъ областей необходимо, согласпо § 44, 
чтобы 17кІт, Ц^нт, Цщ были одного знака; причемъ теперь:

^кіт —

и т. д. Вычисленіе, подобное произведенному въ § 43, даетъ по фор
мулѣ (142):

Діт — д6, = И,,,2 Д,
Нііт — = -ДбГ = — V 2— '123 д,

Уікт — Д57 = 7| зз2 Д,
Ѵікі = Ь" = -д8. = __ у 2— '123

гдѣ вообще I), есть опредѣлитель шестаго порядка, составленный изъ 
координатъ тѣхъ шести изъ числа семи нормалей, между которыми 
нѣтъ нормали п,; при этомъ предполагается, что во всѣхъ четырехъ 
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такихъ опредѣлителяхъ значки 1, 2, 3, ... расположены по строкамъ 
вь возрастающемъ порядкѣ сверху внизъ. Итакъ для исчезанія воз
можныхъ направленій необходимо, чтобы два изъ опредѣлителей Т)4, І)5, 
Д, -О, имѣли знакъ, противуположный знаку двухъ другихъ.

Сопоставляя съ этимъ всѣ раньше введенныя условія, можно ска
зать: Наименьшее число опорныхъ поверхностей, при которомъ 
можно вполнѣ закрѣпитъ твердое тѣло, равно семи; это закрѣп
леніе достигается при слѣдующихъ условіяхъ: 1) между семью 
нормалями должны быть даны четыре находящимися въ противо
стояніи; 2) остальныя три нормали должны бытъ направлены 
такъ, чтобы отрицательные концы ихъ находились на сферѣ па
раметровъ въ области треугольника, имѣющаго своими вершинами 
положительные концы однѣхъ и тѣхъ-же трехъ изъ числа первыхъ 
четырехъ нормалей; 3) если составитъ 4 опредѣлителя изъ ко
ординатъ нормалей, взятыхъ по шести такимъ образомъ, чтобы 
63 числѣ ихъ каждый разъ были три нормали, проходящія черезъ 
вершины вышеупомянутаго сферическаго треугольника, гпо два изъ 
этихъ опредѣлигпелей должны имѣть знакъ, прогп иву по ложный 
знаку двухъ остальныхъ.

Ниже мы увидимъ, что этотъ случай при 7 опорныхъ поверхно
стяхъ единственный, когда достигается полное уничтоженіе возможныхъ 
винтовыхъ осей; такъ-что вышеприведенныя условія суть нетолько до
статочныя, но и необходимыя. Выполненіе-же этихъ условій всегда 
Достижимо, потому-что, когда направленія 7 нормалей заданы согласно 
вышеуказаннымъ требованіямъ, мы располагаемъ еще избыточнымъ чис
ломъ элементовъ для установленія требуемыхъ знаковъ у 4 опредѣли
телей, а именно моментами нормалей.

52. Области возможныхъ направленій въ случаѣ 
6 Дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 2-го рода. 
Плоскости 2Ѵ234, -^/235 п -Лгзв опредѣляютъ па сферѣ параметровъ сфе
рическій треугольникъ АВС, который заключалъ-бы область возмож- 
вьіхъ направленій, еелп-бы не было нормали п,; точно также плоскости 
^гз47 > и Т%67 опредѣляютъ другой сферическій треугольникъ

который содержалъ-бы область возможныхъ направленій, если- 
бы не было нормали я,. Для исчезновенія всѣхъ возможныхъ, винто
выхъ осей необходимо и достаточно, чтобы эти два треугольника не
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имѣли общей части. Покажемъ, что въ дѣйствительности это требова
ніе невыполнимо. Для этого обратимся къ помощи плоскостей, подоб
ныхъ граничнымъ плоскостямъ 2-го рода (§ 38). Въ пятеркѣ норма
лей пи п2, п3, п~ и п3, кромѣ двух'ь дѣйствительныхъ граничныхъ 
плоскостей и Рть, существуютъ три плоскости, подобныя гра
ничнымъ;

2-2356» 2^356 , 2Э1256. (156)

Точно также въ пятеркѣ нормалей ?г2, п3, пй, щ мы имѣемъ 2 дѣй
ствительныхъ граничныхъ плоскости Р23і1 и Р^і и кромѣ того три 
плоскости, подобныхъ граничнымъ:

2з5в7, РгівТ) Ргзбб- (157)

Замѣтимъ, что въ системахъ (156) и (157) одна плоскость Р^ об
щая. ІІодобнымъ-же образомъ, разсматривая плоскости и Р,2з4
съ одной стороны и плоскости Рг'зв7 и 2Ѵз« еъ ДРУГОЙ, мы найдемъ двѣ 
тройки плоскостей, подобныхъ граничнымъ:

О '/ Р Ч 7) II
2346, 1 1346; -* 1246 ,

р ч р Ч р IIА 3467 , 2 2467 ; 1 2346 ;

въ которыхъ одна плоскость, Р^, общая. Наконецъ, парамъ плоскостей 
(-^1234, Р\23ъ) 11 (-Р2347, -^2357) соотвѣтствуютъ двѣ тройки плоскостей, 
подобныхъ граничнымъ:

р II рч 7) II
2345 ; * 1345 ; 1 1245 ;

р ч 7) іі р и
3457 ? 1 2457 , 2345 ;

въ которыхъ опять одна плоскость, Р&и, общая. Какъ было показа
но вч> § 38, плоскости, подобныя граничнымъ 2-го рода, лежатъ въ той 
парѣ вертикальныхъ угловъ между двумя дѣйствительными граничными 
плоскостями 2-го рода, которая опредѣляетъ на сферѣ параметровъ об
ласть возможныхъ направленій винтовыхъ осей; поэтому слѣды пло
скостей

2щ56 , 2-2346» Ршь (158)

на сферѣ параметровъ пересѣкаются между собою внутри обоихъ сфе
рическихъ треугольниковъ АВС и І)ЕР (черт. XXXI). Они Пересѣ-
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каются при этомъ въ одной точкѣ С, потому-что плоскости (158) при
надлежатъ одной и той-же пятеркѣ нормалей: п2, пг, п-, (§ 38).
Іакъ какъ эта точка принадлежитъ обѣимъ областямъ АВС и РЕЕ, 
то эти послѣднія непремѣнно имѣютъ общую часть. Отсюда еще не 
слѣдуетъ непосред
ственно, что эта об- 
Щая часть есть область 
возможныхъ направле
ній, такъ какъ для 
этого необходимо еще, 
чтобы въ областяхъ 
АВС и РЕЕ знакъ 
(0 былъ одинъ и тотъ- 
э16- Но можно слѣ
дующимъ разсужде
ніемъ убѣдиться, что 
эти области, покрывая 
отчасти другъ друга, 
не могутъ соотвѣт
ствовать противуположнымъ знакамъ «>. Разсмотримъ четыре пло
скости

7*1235, 71236, 7*2357, 7*2367

изъ числа плоскостей (154); въ системѣ шести нормалей «2, п3, 
Пг°> пч оиѣ суть дѣйствительныя граничныя плоскости второго рода 
11 поэтому, образуя сферическій четырехугольникъ, заключаютъ въ себѣ 
непремѣнно, согласно § 44, область возможныхъ направленій. Знакъ со 
Долженъ быть въ этой области съ одной стороны такой-же, какъ въ об
ласти АВС, потому-что у этихъ областей уголъ между и /Ѵш об- 
Ніні, а съ другой стороны знакъ со долженъ быть тотъ-же какъ въ обла
сти потому-что у этихъ областей уголъ между Р^ и Р^ об-
Нйй; слѣдовательно и области АВС и РЕЕ должны имѣть одппако- 
'“ЮЙ знакъ (о. Итакъ общая часть этихъ областей представляетъ со- 
боі° дѣйствительно область возможныхъ направленій.

Слѣдовало-бы еще показать, что для всякаго возможнаго направле
нія существуетъ замкнутая призма, содержащая возможныя оси; но мы 
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этого дѣлать не будемъ, такъ какъ пріемы для этого тожественны съ 
указанными въ предыдущей главѣ (§§ 47 и 48).

53. Области возможныхъ направленій въ случаѣ 8 
дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 2-го рода. 
И въ этомъ случаѣ, подобно предыдущему, полное уничтоженіе возмож
ныхъ винтовыхъ осей не достигается. Это можпо показать при помо
щи соображеній, аналогичныхъ тѣмъ, которыя намъ служили въ случаѣ 
шести опорныхъ поверхностей для доказательства того, что если воз
можная область опредѣляется какъ общая часть 4 четырехугольниковъ 
(случай е, § 48), то она всегда въ дѣйствительности существуетъ. 
При этомъ мы будемъ постоянно основываться па томъ, что при помо
щи 6 опорныхъ поверхностей полное уничтоженіе возможныхъ винто
выхъ осей не достижимо.

Восемь граничныхъ плоскостей (155) можно шестью способами 
комбинировать по четыре такъ, что каждая четверка ихъ будетт. пред
ставлять систему дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 2-го рода 
для шести изъ числа 7 опорныхъ поверхностей. При этомъ комбини
рованіи нужно соблюдать правило (§ 41), по которому распредѣлены 
значки шести нормалей въ обозначеніи 4 граничныхъ плоскостей; со
гласно этому мы получимъ слѣдующія 6 группъ:

Р\ 234 , РІ343, Р'3436 , 7’1346 (не }участвуетъ (159)

Р1231, Різы, Рзьзі, Р '4 1367 ( • . . . . «4), (160)

Р1234 , Рг345, 7’2357, Р\231 ( • «б), (161)

Р1346, Рз466 ) 7’з567 , Р\331 ( • • «»), (162)

Р\ТЗі , Р'4 1346, 7’1867, р'* 1237 ( • М, (163)
V4 2345, Різы, 7’з567, Т’зіів ( • п,). (164)

Седьмая комбинація, безъ п3, невозможна, потому-что значекъ 3 вхо
дитъ въ обозначеніе всѣхъ 8 плоскостей (155). Кромѣ того и другія 
комбинаціи невозможны, какъ не удовлетворяющія основному требова
нію § 41, чтобы два значка входили въ обозначеніе группы всѣхъ 4 
плоскостей. Для доказательства неизбѣжности существованія на сферѣ 
параметровъ области возможныхъ направленій винтовыхъ осей доста
точно впрочемъ ввести въ разсмотрѣніе 4 комбинаціи. Возьмемъ ком
бинаціи (159), (160), (161)и(162). Плоскости (159) опредѣли- 
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ютъ на сферѣ параметровъ область возможныхъ направленій въ видѣ 
четырехугольника для случая шести опорныхъ поверхностей съ норма
лями пи п2, п3, піг п5, пв. Вершинами его служатъ послѣдовательно 
точки пересѣченія слѣдовъ плоскостей: Р^ и Р23а, Р^ и 7Э3456, Р^ 
11 Аз46, Руза и -^1234; т. е. вообще слѣды тѣхъ двухъ плоскостей, ко
торыя соотвѣтствуютъ группѣ 5 (а пе 6) нормалей; такъ-что вершиною 
разсматриваемаго четырехугольника пе можетъ быть точка пересѣченія 
слѣдовъ пары плоскостей Р/234 и РЗІ5ІІ или Р23іі и РіЗІ6, въ опредѣленіи 
которыхъ участвуютъ всѣ 6 нормалей. Это слѣдуетъ изъ разсмотрѣ
нія случая 5 опорныхъ поверхностей. Итакъ плоскости (159) имѣ
ютъ расположеніе, подобное представленному на чертежѣ XXXII.

///и

Возьмемъ комбинацію (161). Въ ней участвуютъ, кромѣ слѣ
довъ двухъ новыхъ плоскостей Р23Ь1 и Р^, слѣды двухъ прежпихч, 
плоскостей Р{аі и поэтому для построенія соотвѣтствующаго 
комбинаціи (161) четырехугольника нужно только провести первую па-

14 



106

ру названныхъ плоскостей. Вводя комбинацію (160), мы вводимъ 
остальныя двѣ плоскости изъ числа дѣйствительныхъ граничныхъ /’1'367 
и Рз^т, которыя должны быть такъ расположены, чтобы какъ съ плоско
стями Рігуі и Р2'з57 такъ п съ плоскостями Р'ЗІ6 и РЗІМ (162) образовать 
четырехугольникъ возможныхч, направленій. Наконецъ, дѣлая постро
еніе, нужно соблюдать, чтобы и остальныя двѣ комбинаціи (163) и 
(164) давали области возможныхъ направленій. Для наглядности вер
шины каждаго изъ первыхъ четырехт. четырехугольниковъ отмѣчены 
особыми знаками, и кромѣ того въ каждомъ изъ нихъ проведено по од
ной діагонали, изображающей слѣдъ одной изъ плоскостей, подобныхъ 
граничнымъ.

При соблюденіи всѣхъ указанныхъ требованій не можетъ у всѣхъ 
четырехугольниковъ не существовать общей части, такъ-какъ въ про
тивномъ случаѣ нѣкоторые изъ четырехугольниковъ, разсматриваемые 
отдѣльно, не будутъ давать возможной области въ группѣ 6 пормалей, 
что протпворѣчило-бы, ввиду показаннаго въ предыдущей главѣ, пред
положенію, что всѣ 8 плоскостей (155) дѣйствительныя граничныя.

Что всѣмъ областямъ четырехугольниковъ соотвѣтствуетъ одинъ 
и тотъ-же знакъ со, въ этомъ можно убѣдиться путемъ разсужденій, 
аналогичныхъ приведеннымъ въ копцѣ § 52, а именно, принявъ во вни
маніе, что каждые два послѣдовательно разсмотрѣнныхъ четырехуголь
ника имѣютъ по двѣ общихъ стороны, а уголъ между ними заключаетъ 
въ обоихъ четырехугольникахъ область съ тѣмъ-же знакомъ со.

Итакъ въ случаѣ 8 дѣйствительныхъ граничныхъ плоскостей 2-го 
рода полное исчезаніе области возможныхъ направленій не достижимо.

Что для каждаго изъ остающихся возможныхъ направленій най
дется и замкнутая призма, заключающая возможныя оси, это можетъ 
быть показано такпмъ-же путемъ, какъ это дѣлалось въ предыдущей 
главѣ для случая 6 опорныхъ поверхностей, и мы этого дѣлать не бу
демъ.

54. Общее заключеніе этой главы. 1) Если четыре 
изъ пормалей къ 7 опорнымъ поверхностями. удовлетворяютъ условію 
противостоянія, то всѣхъ четверокъ нормалей, удовлетворяющихъ это
му условію, найдется четыре пли шестъ пли восемь.

2) Въ нервомъ изъ этихъ случаевъ можетт. быть достигнуто нол-
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ное закрѣпленіе твердаго тѣла; для этого должны быть выполнены ука
занныя въ § 51 условія.

3) Этотъ случай при 7 опорныхъ поверхностяхъ единственный: 
в"ь остальныхъ двухъ случаяхъ полное псчезаніе области возможныхъ 
направленій не достигается.

Такимъ образомъ, принимая во вниманіе все сказанное въ преды- 
ДУЩихъ главахъ, мы видимъ, что наименьшее число опорныхъ поверх
ностей, при которомъ можетъ быть достигнуто полное закрѣпле
ніе твердаго тѣла, есть семъ.

Ввиду этого результата можно не продолжать изслѣдованія для 
случая 8 или большаго числа опорныхъ поверхностей. Понятно, что 
при 8 опорныхъ поверхностяхъ нормали къ нимъ, для уничтоженія воз
можныхъ винтовыхъ осей могутъ быть подчинены меньшимъ ограниче
ніямъ; отысканіе требуемаго для этой цѣлп расположенія нормалей не 
нредставляетч. труда вслѣдствіе болѣе широкаго выбора ихъ. Разборъ- 

всѣхъ встрѣчающихся при этомъ случаевъ можетъ быть сдѣланъ 
пріемами, подобными тѣмъ, которые указаны въ двухъ послѣднихъ 
главахъ.

Августъ, 1898 г.





Указатель маввйшт овозиаченій.
Квадратныя скобки [ ] указываютъ ссылку на статью: „О вин

товыхъ перемѣщеніяхъ твердаго тѣла, связи котораго выражаются не
равенствами”. Варш. Унив. Изв. 1896 г.
«—угловая скорость на винтовой оси, изображаемая векторомъ, отло

женнымъ въ ту сторону, откуда вращеніе кажется происхо
дящимъ по часовой стрѣлкѣ.

р—параметръ винтовой скорости, считаемый положительнымъ, когда 
угловая и поступательная скорости направлены въ одну 
сторону.

”. — нормаль къ опорной поверхности въ точкѣ касанія къ ней двигаю
щагося твердаго тѣла, считаемая положительною въ ту сто
рону, куда твердое тѣло можетъ отъ поверхности отходить.

— опорная поверхность.
— часть поверхности твердаго тѣла, опираяющаяся на поверх

ность Е,-.
— винтовая ось.

8. — кратчайшее разстояніе между Іппі} считаемое всегда положи
тельнымъ.

— уголъ между I и п,-, отсчитываемый по слѣдующему правилу:
проведемъ черезъ точку пересѣченія п,- и 8( прямую Іа, па
раллельную 1\ тогда уголъ <р,- отсчитывается отъ п,- до пер
вой встрѣчи съ 10 по часовой стрѣлкѣ, если смотрѣть па 
плоскость («,, Ц съ той стороны, съ которой находится ось I.

С — слагаемыя угловой скорости винтового движенія на коорди
натныхъ осяхъ.

р., ѵ — моменты угловой скорости относительно координатныхъ осей. 
С<, 71., С<, X,-, р.,, ѵ,- — подобныя-же координаты прямой
Іа— косинусъ угла между положительными направленіями нормалей 

П{ И 71*.
7.—косинусъ угла между положительнымъ направленіемъ нормалей ті,- 

и угловою скоростью.
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—плоскость, содержащая нормаль п,- и параллельная заданному на
правленію винтовыхъ осей.

Сфера параметровъ—шаръ, описанный около произвольной точки ра
діусомъ, равнымъ единицѣ; точки на поверхности этого ша
ра служатъ для опредѣленія положительныхъ направленій 
угловой скорости; отъ нахожденія такой точки въ той или 
другой области на с®ерѣ параметровъ зависятъ знаки нера
венствъ, которымъ удовлетворяетъ р.

8ц— дѣйствительная граничная плоскость перваго рода, соотвѣтству
ющая парѣ нормалей щ и пц.

8"к— плоскость, подобная граничной плоскости перваго рода.
— та или другая изъ предыдущихъ плоскостей, когда не дѣлается 

между ними различія.
е'гк, «іи, «а — слѣды предыдущихъ плоскостей на плоскости чертежа, 

перпендикулярной къ заданному направленію винтовыхъ 
осей.

°ікі — прямая пересѣченія трехъ граничныхъ плоскостей 8кі, 8ц, 8ц. 
Сі

Ьк 7]* С* .Ѵш — опредѣлитель
Іг 7]< С;

е,ч— уголъ между двумя граничными плоскостями 8ц и 8ц.
(&к) — кривая на СФерѣ параметровъ, точки которой опредѣляютъ такія 

направленія винтовыхъ осей, для которыхъ уголъ г,ч. прямой.
(е«т)о—одна изъ предыдущихъ кривыхъ, для которой вц — тг/2.
Раіт—дѣйствительная граничная плоскость второго рода, опредѣляе

мая нормалями щ, Пк, н(, пт.
Р,ыо>—плоскость, подобная граничной плоскости второго рода.
?аіт—та или другая изъ предыдущихъ двухъ плоскостей, когда не 

дѣлается между ними различія.
Б — опредѣлитель, составленный изъ координатъ шести нормалей къ 

шести опорнымъ поверхностямъ.
Д — опредѣлитель, составленный изъ координатъ тѣхъ шести норма

лей изъ общаго числа семи нормалей къ семи опорнымъ по
верхностямъ, между которыми нѣтъ нормали п,-.
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О нѣкоторыхъ дафферендіальныхъ в разностныхъ линейныхъ 
уравненіяхъ, интегрируемыхъ посредствомъ опрейиьм 

интеграловъ.
(По одному и многимъ независимымъ перемѣннымъ).

И. Р. Брайцѳва.

ГЛАВА I.
Эйлеровы иптегралы съ произвольными параметрами. Линейныя уравненія въ ко

нечныхъ разностяхъ, интегралы которыхъ зависятъ отъ этихъ интеграловъ.

§ 1.
Обозначимъ чрезъ /(и) слѣдующую функцію:

/(м) = _ иу>-^ (])
гДѣ а и Ъ нѣкоторыя постоянныя, и разсмотримъ вмѣстѣ съ Ь. Росіі- 
Ьатшег’омъ ‘) слѣдующій интегралъ:

Е(а, Ъ) — е~к(а^і)ігиа~' (1 —и)'1—' Ли. (о)
і

Замѣтимъ, что путь интеграціи Ь состоитъ изъ послѣдователь
ности путей:

Черт. 1.

*) „Ииг Тіісогіс (Іег Еиіег’всііеп 1ійс&га1е“. МаСІі. Апп., Ьеірхі^,
1890.



■ сршіт2рс, щп,п,с[с, сртрпрс и сдпрі^с. Каждый изъ этихъ по
слѣднихъ представляетъ элементарный контуръ съ общимъ началомъ с. 
Условимся эти контуры въ указанномъ порядкѣ обозначать такъ: (1), 
(0), (1) и (0). При этомъ, черточка вверху указываетч. на то, что 
означенный путь пробѣгается перемѣннымъ и въ отрицательномч. па- 
правленіи. Что же касается до всего пути Л, то условимся обозначать 
его слѣдующимъ образомъ:

(2') Ь — (ЮІб).

Самый же интегралъ (2) будемъ обозначать такъ:

*■ (іоГо>

(3) ~ в—П(а+Ь)і'іиа—1 (1 —«)*—'Йи.
С

Такое обозначеніе имѣетъ то преимущество, что прямо указывается, 
какъ начало с, отъ котораго производится интеграція, така. и самый 
путь интегрированія. Въ другихъ случаяхъ, когда не будетъ особенной 
нужды въ указаніи начала с, мы будемъ пользоваться болѣе сокращен
нымъ обозначеніемъ, котораго придерживался II. А. Некрасовъ въ своей 
статьѣ: „Линейныя дифференціальныя уравненія, интегрируемыя по
средствомъ опредѣленныхъ интеграловъ", а именно:

(4) .Ё(а, Ъ) = [(1016)].

Послѣ опредѣленія пути интеграціи, остается выбрать аналити
ческое значеніе подынтегральной функціи. За таковое мы примемъ 
ту ея вѣтвь, которая, при и—с, принимаетъ величину:

(4') /(с)=/0(с).

При соблюденіи этихъ двухъ условій, ясное дѣло, интеграла. (3), пли 
(4) имѣетъ вполнѣ опредѣленное значеніе.

Опираясь на извѣстную теорему Саисііу изъ теоріи функцій 
комплекснаго перемѣннаго, заключаемъ, что интеграла. (3), или (4) въ 
извѣстныхъ предѣлахъ не зависитъ отъ начала с. Но въ этомъ можно 
убѣдиться и другимъ путемъ, давъ формулѣ (2) иное выраженіе. Въ 
самомъ дѣлѣ,
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6) = в-"<а-ѵ>[(ІОІб)] — {(1 -в™аі) [(1)] - (1 - е™) [(0)] } = 

— е ~,а 0« ( (і_в2пя«) / и°—‘(и—І)6-1 (ім—(1—еіяг,‘) / и“~'(и— 1)ь~ЧІи-\-
(V (0)

рг (5) 
+ (1-в2!І'") (1-е2"м) I }.

?

Относительно интеграловъ правой части соотношенія (5) замѣтилъ 
слѣдующее: [(1)] п [(0)] суть интегралы, взятые по элементарнымъ кон
турамъ (1) п (0); интегралы риа_'(ы—с/ад и

(О ■ (о)

берутся по замкнутымъ кривымъ: рт2т2р и дп^д-, наконецъ, за путь 
р

интеграціи (и— іу~'сІи можно принять прямую др. Формула (5)
« _

Обнаруживаетъ, что Е(а, Б), дѣйствительно, пе зависитъ отъ начала с. 
Въ виду этого обстоятельства, точку с въ плоскости перемѣннаго 
и можно перемѣщать по любой линіи, лишь бы она пе встрѣчала пп 
точки 0, ни 1. Благодаря этому, а также въ силу тѣхъ соображеніи, 
что отдѣльныя части пути Ь можно деформировать, не измѣняя тѣмъ 
величины интеграла (2), путь интеграціи можно представить такъ:

Черт. 2.

Сдѣлаемт. здѣсь надлежащія поясненія. Путь Е тутъ состоитъ 
изъ отрѣзка ср дѣйствительной оси, окружности ртрпгр съ центромъ 
въ точкѣ 1, потомъ рс, отрѣзка сд дѣйствительной оси, окружности 
ЧПіИ.д съ центромъ вт> 0 и дс-, наконецъ путей: ср, ртрнір, рс, сд, 
Ч'н2п1д и дс. Что же касается до величины /0(с), то за таковую 
примемъ:

У‘0(с) = (6)

гДѣ /ус и Ід(\ —с) суть дѣйствительныя зпачепія.
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Формула (5) легко даетъ связь между интеграломъ Ь. Росіі- 
Ьаштег’а А’(«, 6) и интеграломъ Эйлера перваго рода В(а, I)). 
Какъ извѣстно, этотъ послѣдній имѣетъ смыслъ лишь при соблюденіи 
условій:

(7) В(а) > О, Л'(б) > О;

Прп чемъ подъ п разумѣемъ дѣйствительныя части коли
чествъ а и Ь.

Но, прп неравенствахъ (7), для безконечно малыхъ размѣровъ 
окружностей рт^щр и ціііпщ имѣютъ мѣсто:

(8) / иа—1 (и — I)6-1 <1и — О, /«“ (м —1)4_1 Ли — О,
(У (о)

п формула (5) принимаетъ видъ;

Ё(а, Ъ) = е-^-^ (1-е-™) (1 —е2кМ)^-‘(и—іУ’-^и =
О

1

Іи«-і (1 — и)ь~'(.1и =
1

— — 4впясі зппіі I иа~‘ (1 — и)6-1 сіи.
О

А такъ какъ

(9') //(«,&) = '1иа~1(1—и)ь—'сІи,
о

ТО

(10) Е(а, Ь) — — 4впіса етсЬ В(а, б).

Та же формула (5), примѣненная къ случаю а и 1> цѣлыхъ или нуля, 
приводитъ къ интересными результатамъ. Положимъ прежде всего, что 
а есть цѣлое положительное число +?»., отличное отъ пуля. Тогда легко 
видѣть, что формула (5) даетъ:

(11) Я(+т, Ь) = 0.

Аналогичнымъ образомъ легко убѣдиться, что

(12) ЛЁ(а,4-т) = 0.
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Допустимъ, что а — 0. Тогда по формулѣ (5) найдемъ: 

^(0, Ь) = (1—е2пМ) /'и~І(и-іу‘-ІсІи = — 4п8пісЬ.
«О

Такимъ же образомъ находимъ:

(13)

Е(а, 0) — — 4 л «или.

Допустимъ, наконецъ, что а есть цѣлое отрицательное число — т. 
Тогда по той же формулѣ (5) будемъ имѣть:

-Е(—т, Ь) = (—1)”* (1 —в2пг,‘)У»-1)'-'“' (Іи =.
(0)

= (—1)"‘2і8плЬУм—т—1 (1—ад)6-Ми.
по

Разлагая (1 — и')ь~' но восходящимъ степенямъ а, получимъ:

1 1 • и

в.+„

(Н)

(15)

И2

(16)

Впося выраженіе (16) въ формулу (15) и выполняя интеграцію, 
иаходимъ:

и, 7\ 4л(5-1) (& —2) -ф-т) , ....Е(—т,Ь) =---------------- ПА---- ------і------ — зпт.Ь. (И)
1.2 ••• т

Аналогичнымъ пріемомъ убѣждаемся, что

р, . 4 л (а — 1) (а— 1) ••• (а — т)Е(а,—т) -------- ------ —---------- -------- «п л а. (18)
1 • • • 771

Формулы (17) и (18) даютъ:

Е(—т, —п) — 0, (19)

ПРЦ Цѣломъ п (нуль не исключается).

§ 2.

Формула (14) получается изъ (13) чрезъ замѣну въ ней 6 чрезъ 
и взаимное перемѣщеніе а и о. Аналогичнымъ пріемомъ получается 



формула (18) изъ (17). Это обстоятельство является слѣдствіемъ 
одного свойства функціи Е(а, 5), по которому значеніе ея не мѣняет
ся отъ взаимнаго перемѣщенія а и Ь, а именно:

(20) Ё(а, Ъ) = Ё(Ъ, а).

Убѣдиться въ этомъ можно слѣдующимъ образомъ. Преобразуемъ 
интегралъ (2) къ новому перемѣнному интеграціи го при помощи под
становки:
(21) 1 — и = ю.

Будемъ имѣть:

(22) Ё(а, Ь) — е~*<а+Ні^гоІ’~' (1 — ю)“—1 сію,

гдѣ принято:

(23) Сі — 1 — с.
(іоіо;

Такъ какъ гоь~1 (1 — го)0-1 (Іго не зависитъ отъ начала с,, то 

можно принять за таковое точку с, и тогда, придерживаясь обозначенія 
(2), соотношеніе (22) представимъ в'Ь формѣ (20).

Легко также обнаружить, что имѣютъ мѣсто слѣдующія соот
ношенія:
(24) Е(а,Ь) = Е(1 — а—Ъ,Ъ) = Е(1—а—Ь, а).

Въ самомъ дѣлѣ, обозначимъ чрезъ

(24') а = (01)

путь, состоящій изъ соединенія двухъ простыхъ контуровъ: (0) и (1), 
при одномъ и томъ же началѣ с, и разсмотримъ интегралъ:

П0І5)'
(25) Ё(1 —а — Ь, Ь~) = вк(а у*и-а-~6 (1 — н)''_І сіи.

С
Это соотношеніе получается изъ формулы (2) послѣ замѣны въ 

ней а количествомъ 1 — а — Ь.
Въ интегралѣ (25) введемъ новое перемѣнное интеграціи и' на 

основаніи подстановки:
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(27)

Тогда получимъ:
(іооГоЗ)

Ё(1—а — 1>, Ь) — екаі Iи'а~' (и'— I)6-1 сіи' =
<■>

= е^[(1аіа)] = е-"С«-іЛ { (1_^) [(!)]-(! -е2”“) [(0)] } =
(1016)

_ е- — и'а—\1—и')ь—і <1и' = _Е(а, 6),
<•«

гДѣ иоложепо:

(27')

Такимъ образомъ одпо равенство (24) устаповлепо. Что же ка
сается до другого изъ нихъ, то его мы получимъ изъ (27), если въ 
этомъ послѣднемъ взаимно перемѣстимъ а и 6.

§ 3.

Остановимся теперь на выводѣ пѣкоторыхъ формулъ, которыя 
понадобятся намъ впослѣдствіи. Для этой цѣли поступаемъ слѣду
ющимъ образомъ. Замѣнимъ въ формулѣ (3) а чрезъ а-\- 1. Тогда 
будемъ имѣть:

(1010)
Да+1, Ь) = — е-^а^''риа(1 -и/-1 (Іи. (28)

С
При помощи интеграціи по частямъ убѣждаемся въ справедливости:

Ё{а+1, Ьу=- Ё(а, Ъ). (29)

Замѣняя въ этой формулѣ послѣдовательно а чрезъ а, а -|-1, 
0 ~|- 2, •••, а-\-т — 1, найдемъ:

і’(а+1, Ь) = — Е(а, Ь);

(,,0)

«(«+“, 4) = - _і).
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Послѣ перемпоженія почлеппо этихъ равенствъ, получимъ:

Ь) =. (—!)”*(31)
«(«+!) (а+2) (аЧ-т-1) _ = ,

(«+6) (а+6+1) ••• (а+6+»п —1) а’

Изъ соотношенія (29) очевиднымъ образомъ получаются слѣ
дующія равенства:

Ж«~1, Ь) = й(«, 6);

(32) Ж«-2, Ъ) = - Е(а-1, Ь),

Е(а—т, Ъ) =---Л7а —т —1, 6).а—т 4 ’ 7
Умпожая почленно эти соотношенія, будемъ имѣть:

Изъ формулъ (31) и (33) путемъ перемѣщенія надлежащихъ ко
личествъ находимъ:

(34) -Ь'(а, 6+?п) — (— I)™ 6(6+1) (Ь+2) ... (Ь+ш-1)___ р, «
(а+6) («+6+1).--(а+6+7П—1) 7 ’

Будемъ считать теперь _Ь'(а, 6) функціей независимыхъ пере
мѣнныхъ а и Ь. Легко убѣдиться, что функція Л'(а, 6) голоморфна 
для всѣхъ копечпыхч. а и Ь. Формулы же (11), (12) и (24) показы
ваютъ, что Е(а, 6) обращаются въ нуль для слѣдующихъ значе
ній а и Ъ:

а — 1, 2, 3, 4,............ ; 6 ПРОИЗВОЛЬНО.
(36) 6 = 1, 2, 3, 4,................. ; а произвольно.

«+6 = О, -1, -2, -3,...................................

Совершенно простой анализъ убѣждаетъ, что это простые пули 
функціи Ё(а, Ь). Пользуясь соображеніями, приведенными у Гог- 
ауііі’а на стр. 76 въ его: „ТІіеогу оі’ Гипсііопв оГ а сошріех 
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ѵагіаЫе“, строимъ голоморфную функцію двухъ перемѣнныхъ а п Ь, 
которая бы обладала однократными нулями (36). Эта функція такова:

г=СО
/(«, 6) =(«+&)[] (1 (1-А) (1+“±Г]<р(а,г>), (37)

Г=1

гДѣ голоморфная функція <р(а, Ь) не имѣетъ нулями количествъ (36). 
Функція /(«, 6), какъ частный случай, обнимаетъ функцію 
6). Намъ надо теперь выбрать 'р (а, 6) такимъ образомъ, что 

бы имѣло мѣсто тождественно:

/(«, Ъ) = &)• (38)

Если допустить, что выполняются условія (7), то, принимая во 
вниманіе соотношеніе (10), можемъ написать:

г=со

—4:8піса $птЛ> В(а, Ь) = («+б) [| (1—д-) (39)

Г=1

Далѣе, прп помощи извѣстныхъ формулъ:

а также:

(40)

(41)

изч> равенства (39) найдемъ:

(42)

Итакъ, если дѣйствительныя части а и Ъ больше пуля, будемъ 
имѣть;

^(«, Ь) = — 4л2(а+Ь) [[ (1-у) (1_ѵ) (1+2Ѵ~)- (43)
Г=1

Отсюда, на основаніи извѣстной теоремы теоріи функцій ком
плекснаго перемѣннаго, обобщенной па случай какого угодно числа пе- 

2
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зависимыхъ перемѣнныхъ, заключаемъ о справедливости формулы (43) 
для любыхъ а и Ъ.

Выведемъ тутъ одну формулу, которая должна имѣть значеніе 
въ полной теоріи функціи Е(а, 6). Для этой цѣли поступаемъ слѣ
дующимъ образомъ. Перемѣнимъ въ формулѣ (43) знаки при а и Ъ на 
обратные. Тогда получимъ:

(44) Е(-а, -Ь) = 4^(а+Ь) Д ( 1--^).
Г=1

Если теперь равенства (43) и (44) почленно перемножимъ, то 
найдемъ:

(45)

Е(а, Ь) Е(—а, —Ъ) — —

Г— 1

Пользуясь же формулою (40), предыдущему соотношенію дадимъ 
видъ:

(46)

IIЫ Я 
ихъ

=. 1б7г(а+6)яша8)г7гб«нл('а4-^)Е(а, Ъ) Е(—а, —Ъ) —------ ----------------’аЪ
ІІа ряду съ формулою (46), мы могли бы получить еще пнтерес- 

формулы; но, пе желая уклоняться отъ прямой цѣли, на выводѣ 
останавливаться не станемъ.

§ 4.

(47)

Мы еще возвратимся къ интегралу Ё(а, Ь). Теперь же сосредо
точимъ особенное вниманіе на изученіи нѣкоторыхъ свойствъ интеграла:

(о) 
Г (а) =. ( е“ иа~' сііі ,

’—со

гдѣ путь интеграціи состоитъ изъ отрѣзка —оор дѣйствительной оси, 
окружности рт^кт.р и, наконецъ, отрѣзка —со той же оси. При
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этомъ, интегрированіе совершается въ положительномъ направленіи 
(это направленіе па чертежѣ 3 обозначено стрѣлкой). Но, чтобы ппте-

Черт. 3.

гралъ (47) имѣлъ вполпѣ опредѣленное зпачепіе, подъпнтегральпой 
функціи

ср (м) =. е“ иа~' (48)

нужно датъ опредѣленное аналитическое выраженіе. Если чрезъ и~с 
обозначимъ абсцису точки к, то за таковое выраженіе выберемъ ту ея 
вѣтвь, которая для и—с принимаетъ:

<р (С) = в^а-іудс.

при чемъ Ідс представляетъ дѣйствительное значеніе.
Легко теперь сообразить, что Г(а), при этомъ условіи, оказы

вается функціей голоморфною на всей конечной плоскости перемѣннаго 
Въ самомъ дѣлѣ, для всякаго конечнаго а Г(а), очевпдпо, имѣетъ 

величину конечную и вполнѣ опредѣленную. Далѣе, легко видѣть, что 
1 (а) непрерывна для всякаго конечнаго а. Дѣйствителъпо, давч> а 
безконечно малое приращеніе Да, найдемъ послѣ вычитанія;

(О)

Г(а+Да) — Г (а) — ] ви и"~‘ (гі^“ —1) сіи. (50)
— со

Далѣе, имѣемъ:

иДо = ----- |- 2 2?..77(51)

гДѣ принято:
/у* и = (52)
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Внеся выраженіе (51) въ (50), получимъ:

Г(а-)-Да) — Г (а) —
(53)

<1и.
СО)

= Да [вииа~1 Іди Г1 + 
■- со

Равенство (53) и подтверждаетъ наше положеніе о непрерыв
ности Г(а).

Изъ формулы (53) непосредственно вытекаетъ:
Со)

(54) Д1М—
•'-со

Что же касается до однозначности Г(а) для всѣхч» точекъ копсч 
пой плоскости а, то эго свойство ея вполнѣ очевидно. Всѣ эти резуль
таты и доказываютъ голоморфность функціи Г(сі). Такъ какъ далѣе 
подъпнтегральная функція показательная относительно а, то мы въ 
правѣ заключить, что а — оо служитъ существенно особой точкою 
изучаемой функціи.

Выраженіе (47) постараемся представить нѣсколько въ ипой фор
мѣ, которая позволитъ намъ найти пули функціи Г(а).

Имѣемъ:
р г— со

Г(а) = / епип—'(1и+ ) епип~' (Іи+е2™* / в"гьа—'<1и ==.
— со <0> р

(55) ; г
~ (1 — е-каі I е" иа~' сіи-}- I еѵиа~' <1и.

_со (О)

При помощи формулы (55), легко устанавливается зависимость 
между Г(а) и Эйлеровымъ интеграломъ второго рода Г(а). Въ самомъ 
дѣлѣ, принимая во вниманіе условіе:

(56) Л(а) > О,

при которомт, только имѣетъ смыслъ Г(а), по формулѣ (55) найдемъ:

(57)
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ибо уменьшая до нуля размѣръ круга рт^р, въ предѣлѣ будемъ 
имѣть:

(58)

Измѣнивъ въ интегралѣ правой, части (57) перемѣнное и на прп 
помощи подстановки:

и = — и', (59)
получимъ:

—ТСЛІ

Г(а) = 2і-чп-а Г(а). (61)

Изслѣдуемъ теперь значенія Г(«) для цѣлыхъ значеній аргумента 
а пли нуля. Пусть прежде всего а будетъ цѣлое положительное число 
Н~ т, отличное отъ нуля. Тогда формула’(61) даетъ:

Г(-Н») = О.

Далѣе, если а — 0, то по формулѣ (55) найдемъ:

1.2.3 ••• к I
к = о (о)

(62)

(63)

Если же а есть цѣлое отрицательное число 
Формулѣ (55) будемъ имѣть:

со
Г(-’П) = 22

— т, то по той же

1___
1.2••• л

і = о

■ ик—,п—' <1и —
(ѵ)

2~і
1.2.3 іи (64)

Равенство (62) обнаруживаетъ, что пулями функціи Г(а) слу
жатъ: 1, 2, 3, 4,””. Безъ труда можно удостовѣриться, что каждый 
изъ нихъ кратпости единица. Вт> самомъ дѣлѣ, если чрезъ т обозпа- 
чимт> какой-либо изъ этпхі. пулей, а чрезъ е безконечно малую вели- 
ч,,пу, то будемъ имѣть:

Со)

Г(иг-{-б) — I е“ ! Ли.
— со

(65)
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(66)

Ио имѣемъ:

р+е(ум-4-^- Ід2и+ •••!

Впеся выраженіе (66) въ (65), найдемъ:
«о (о)

Г(т+®) = е Iе,’‘ит~1ІдиЛи-\—е"ит~' Ід2иЛи+ •••.
— со '—СО

Покажемъ, что коэффиціентъ при е въ (67) отличена, отъ нуля. 
Имѣемъ:

(о)

I в” ит~' Іди Ли = 2т ( <
— о Со)

= (-1)“2ліГ(т),

(67)

(68)

— со

е“ и™-1 { е” ит~' Іди сіи =

какъ при всякомъ цѣломъ положительномъ т, имѣетъ мѣсто:

Ііт. ви ит~' Іди Ли — 0.
(о;

Итакъ, доказано, что 1, 2, 3, 4, ••• суть однократные нуля 
функціи Г(а).

такъ

(69)

§ 5.

Въ этомъ параграфѣ мы дадимъ нѣсколько формулъ, изъ кото
рыхъ нѣкоторыя имѣютъ важное значеніе для послѣдующаго. Предва
рительно построимъ функцію, имѣющую своими однократными пулями 
нули функціи Г(а): 1, 2, 3, 4, 5, •••• .

Пользуясь соображеніями, извѣстными въ теоріи функцій ком
плекснаго перемѣннаго, эту функцію представляемъ вт> формѣ:

(70)

гдѣ <р(а) голоморфная функція въ конечной плоскости. 
Принявъ во вниманіе формулу;

Ііт.
»=со |_ с,(7!)
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гДѣ с Эйлерово постоянное, соотношенію (70) можетъ дать такое 
выраженіе:

Г(«) = ф(а)вса1іт. ——---- -- ——«“• (72)

Легко удостовѣриться, что

вса <р (а) = 2тгі. (72')

Въ самомъ дѣлѣ, пользуясь извѣстной формулою:

г<а) =.г“« [<.(,+1) 1(й2;'.|.‘. (<.+,,) р”

а также формулою (40) п принимая во вниманіе (61), находимъ:

Сопоставляя (72) н (74), заключаемъ о справедливости (72') для 
случая 7?(а) > 0, Отсюда, на основаніи извѣстной теоремы теоріи 
Функцій комплекснаго перемѣннаго, убѣждаемся въ справедливости 
(72') при любомъ а.

Кромѣ разложенія (74), функція Г(а) можетъ имѣть также:

Г(а) = 2яіе~са Д ( 1—~)еГ’ (75)
Г = 1

Измѣняя далѣе въ формулѣ (74) количество а на а-\- 1, будемъ 
имѣть:

Г(,+1) = 2» а». Г ‘--О- „.+■ 1 (ге,

Цѣля далѣе равенство (76) почленно на равенство (74), получимъ:

Г(а-|-1) = — а Г(а). (77)

Изъ равенства (77) очевиднымъ образомъ получается рядъ со- 
йтношеній:

Г(«4-1) = — а Г(а);

Г(а+2) = - (а-|-1)Г(а+1); 
....................................................................................... (78)

!(«+&).— — (а-|-/с—1) 1 (м-{-/>:— 1).
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Послѣ перемноженія равенствъ (78), найдемъ:

(79) Г(а4-А) — (—1)*а(а-|-1) (а+2) ••• (а-\-к — 1)Г(а).

(80)

Изъ соотношенія (77) получимъ слѣдующія формулы:

Гѵ п Г(а)1(л-1) = — —р

гл. і>_ Г(«-П .
I («-!)---------

Г(а-І) =---------
Г(а —/с—1)

Перемноживъ между собою почленно соотношенія (80), будемъ 
имѣть:
(81) Г/ м_ (—1)*.Г(а)

1 ~ (а—1)(а—2) ••• (а — к) ‘
Если въ формулѣ (74) измѣнимъ знакъ у а, то получимъ:

(83)

(1Ц-а) (2Ц-а) ••• (пЦ-а) _((1
1.2.3 ••• п П

Перемноживъ почленно равенства (74) и (82), будемъ имѣть:

[(•-?) о-Й- ей1

Г ( —а) = 2ігНмп.
П = СО Ь

Г(я) Г(—а) = — 4л'- Ііт. 
п = сс

НЛП,

(84)

въ силу (40),

Г(а) Г(—а) = —

Эта формула имѣетъ существенное значеніе 
функціи Г(а). Аналогичнымъ образомъ убѣждаемся,

Г(«) Г(1—«) = --  47Г8ПЛЯ.

При помощи формулъ (74) и (73), формулу 
ставить такъ:

вт> полной теоріи
что:

(85)

(43) можно ііред-

(86)
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Обозначимъ далѣе чрезъ ВДа, 6) слѣдующую функцію перемѣн
ныхъ а п Ъ\

Вр,(а, 5) ~ е-я(а—і)і у иа— і (ад_іу>—і 1)]|ійы? (86а)
С

гдѣ [х цѣлое положительное число.
Очевидно, что функція В^(а, 5) связана съ Е(а, 6) при помощи 

соотношенія:
„ , сІѴ-Е(а,Ъ)в^а,Ъ) = -^---- (86'а)

Принимая во вниманіе предыдущее соотношеніе и формулы (34) 
и (35), можемъ написать:

г = р.

Дл(«, 5+иі) = ( —I)”1

(86?)

^|л(а> &_Ш) — (-1)”*

При этомъ принято:
<г .. _ ______ 5(5+1) (5+»г-1)______ .
г (а+5) (а+5+1) ••• (а+5+т—1) ’ (86'?)

Ф(Ь) =
(а+5—1) (а+5—2) ••• (а+5 — т)

71. і \ /7> 7 (86"?)

1.2.3 ••• I (86'"3)

§ 6.

Разсмотримъ здѣсь слѣдующій интегралъ:
(ю’Го)

Д (х'> У) — и®-1 (и—1)у—10 (и) <1и,
С

гдѣ 6 имѣетъ составъ:
0(м) = 50н’п+51ит~, + 52и"—-'+ ••• + 5,„_2и-+5„,_, «+5,„.

(87)

(38)
з
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При ЭТОМЪ &0, Ьі, ■■■, Ъ,„ суть нѣкоторыя функціи X и у.
Выраженіе (87) можно преобразовать къ интересной формѣ. Для 

этой цѣли выведемъ одну вспомогательную формулу *). Пусть будетъ:

(89) &(ы) = (м—1 )*'+”»,

гдѣ и п., суть какія-либо цѣлыя положительныя числа.
Дифференцируя обѣ части равенства (89) по и, будемъ имѣть:

(90)

Взявъ отъ обѣихъ частей соотношенія (90) интегралъ по пути 
(1016), найдемъ искомую формулу:

(91)
(1010)

1 (м—1)2'+"!—1 ІС —— О-

Полагая:
п2 — 0; и,. = О, 1, 2, 3, т—1,

будемъ имѣть рядъ соотношеній:
(1010)

I [(ж+у)м — х\<1и — О,
С

(1010)

I их~' (и— Г)Ѵ~'и [(ж+у4-1)«—ж—1] сіи =. О,
С(92)

(1010)

У и®-1 (ы—• 1)у—1 ит—’ [(ж+у+ш—2) и—ж—иі—2] сіи — О,
С

(1010)

Гих~' (и—іу—‘ и"'—' [(ж+у+»і—1)м—ж—»і—1] сіи ~ 0.
С

Умноживъ эти равенства послѣдовательно на е "(х 1),Д,

’) Желаннаго результата мы могли бы достигнуть, если бы, раз
ложивъ Ѳ(?г) но степенямъ и или м—], воспользовались Формулою 
(31) пли (34).
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е «мид, е ’с(а’“І)<Вт, вычтемъ лѣвыя части полученныхъ соотно
шеніи изъ правой части (87): тогда будемъ имѣть:

(1010)

Д(аз, У} — у м*-1 (м—I)’’—1 { Ът-\-В1х-\-
4- — (В1 (х+у) — В2 (ж+1))] и +
+ [г>т_3-(В2(ж+у+1)-Т?3 («4-2))] и"- 4- (93)

4- [6,— (71т_1(«4-’/4-”г — 2)— Вт(х+т— 1))] ит~1 +
4- [А, — 2?т(®4-у4-«*-1)] «га } Ли.

Выберемъ теперь 13х, В2, В„ такимъ образомъ, чтобы имѣли 
мѣсто соотношенія:

Вт(х+у+т—1) — б0;

Вт_, (х+у+т — 2) — Вт(х+т— 1) = Д;

• : : : : : : (94)

7?2(«4-//4-1)— 7?3 (я?4-2) = бВІ_2;

/?1(«4-г/)-772(а?4-1) — б„,_і.

Въ виду равенствъ (94), соотношеніе (93) напишется въ формѣ;

Ві(х, у) — (6т4--В,я?) Е(х, у). (95)

Остается теперь изъ уравпепій (94) опредѣлить Д. Изъ этихъ 
Уравненій безъ труда находимъ:
в' " (»+>) I «"+” 4+2)-(*+

4-ш— 1)4-61(я?4-1) ••• («4-ш—2) («4-’/4-’п—1)4-

4-б2(«4-1) ••• («4-ш—3) («4-?/4-т — 1) («4-г/4-т — 2)4-

• •• 4-б„1_1(«4-?/4-1) ••• (аз4-у4-йі—1)

Разсмотримъ далѣе интегралъ:
(0) 

Г, (аз) =. I е" их~' <р(ы)</ы;
— со

(97)



при чемъ полипомъ гр(м) имѣетъ составъ:

(98) ср(?4) = а0 ит и”*-' +«2 м"*-3+ • • • +а„_і ,

гдѣ коэффиціенты а0, аь а2, •••, ат суть какія-либо функціи пере
мѣннаго х.

Обозначимъ чрезъ М(и) слѣдующую функцію:

(99) М(и) =. еи их±п.
Отсюда имѣемъ:

(100) <1М(и) = е" 1 («-)-«+«) Ли.
Беря отъ обѣихъ частей этого соотношенія интегралъ по пути 

( —сч?0), будемъ имѣть:
(О)

(101) у'е" «®+п—1 («4-п+«)йи = 0.
— со

Давая въ формулѣ (101) числу п значенія:

(102) п — О, 1, 2, 3, •••, т—1, 
будемъ имѣть:

(0) (0)

е“ых—І(«+«)</« — О, I еиііх—1 и(м-+-®+1)йы = 0, •••
— со —со

(103) <?’.
......... , I еиих~'ит~' (?<-[-яі +^— 1)</п = 0.

— со

Умноживъ соотношенія (103) послѣдовательно на С\, С2, С3, 
•••, Ст и вычтя лѣвыя части полученпыхт. равенствъ изъ выраженія 
(97), получимъ:

(0)

Г,(а?) = / еиих~' { <»„1—С’1т+[лп1_1 — (С1Ч-(а;4-1)С’;,))и-|-

+ [®т—8 —(С24-(я?+2) С3)] К2+ •••(104)



21

Выберемъ (7); С2, С3. •••, Ст такимъ образомъ, чтобы имѣли 
мѣсто:

4- С2 («+1) = ат—і;

С’2+С3(а!+2) = ам—

С'з+С^аз+З) = «т—з‘> 
.............................................................. (Ю5)

С„,_1 + С,т(а?-|-77і—1) = а3;
С/л ---- <І0.

Въ силу этихъ соотношеній (105), формула приметъ видъ:

І\(я?) = («т — Сіж) Г(®)« (106)

Функція-же С безъ труда находится изъ уравненій (105). Ея 
составъ слѣдующій:

С\ = аот_і—(«4-1)ат_24-(®4-1) («4-2)а„,_34- •••
••• +(-1)я,-Іа0(«4-1) ••• («4-тп-І). (107)

§

Въ настоящемъ параграфѣ разсмотримъ линейныя уравпепія въ 
конечныхъ разпостяхъ, интегралы которыхч> завпсятч, отъ функцій 
Г(я)и Да;,!/).

Формула (77) показываетъ, что 1'(а?) удовлетворяетъ уравненію:

««4-14- хих — 0. (108)

Это уравненіе опредѣляетъ функцію Г(«), такъ что, при изученіи 
этой функціи, можно было бы исходить отъ уравненія (108).

Уравненіе (108) можно обобщить слѣдующимъ образомъ. По
ищемъ уравненіе, которому удовлетворяетъ функція Гі(.г’) предыдущаго 
параграфа. Исключая изъ (108) н (106) функцію Г(«) = их, будемъ 
имѣть:

[*»,„ — «т-і х+х (х4-1) а„, _2 - х («4-1) («4-2) а,„_3 4- • • •
••• 4-( —1)т«в«(»4-1) ••• («4-іп—I)] ѵ^4-і4- (109)

+а5 [< -а4,_, (ж4-1)4-(.«4-1)(«4-2)а;„_2-(я:4-1)С'»-,+2) («4-3)а^_3 |-...
... 4_(_1)і» («4-1) ... («4-т) «У] ѵх = О,
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гдѣ чрезъ а', —, а'т обозначены функціи а0, а1} а.,, •••, ат послѣ 
замѣны въ нихъ х чрезъ ж-ф-1. Таковому уравненію удовлетворяетъ 
функція 1\(ж).

Далѣе, обозначимъ чрезъ гох слѣдующую функцію:

(110)
І’(ж—«1) Г(ж—а2) ••• Г(ж—ар)
Г(ж—а,) Г(ж—а2) Г(ж-а9) ’

гдѣ а, а,, а.,, ар, а,, а2, •••, а, суть нѣкоторыя постоянныя.
Пользуясь формулою (77), безъ труда находимъ, что іѵх удовле

творяете уравненію:

(111)

Этотъ послѣдній результатъ позволяете памъ рѣшить обратный 
вопросъ, а пмеппо: дано уравненіе

(И2) ^(ж)ыа,+і-|-ф(ж)ма. — О,

гдѣ ср(ж) п <р(ж) алгебраическіе полиномы степени п и т, и требуется 
найти его интегралъ.

Мы тутъ разсмотримъ два случая: 1) корпи полиномовъ ф(ъ’) 
и ф(ж) различны и 2) между корнями этихъ функцій есть равные.

Полагаемъ въ первомч, случаѣ:

ф(а?) = {х—сгі) (ж—а2) (ж —а„);

(113) ф(ж) = а(х—«!) (ж—а2) ••• (ж-а,„).

Представляя тогда уравненіе (112) въ формѣ: 

(114)

безъ труда находимъ:

(115) иг = .са-(-іу»^+і)-7,,І('Г -^) ,
Г(ж "і) !'(■'■ "••) !'(•'■ -»я)

гдѣ с—произвольное постоянное пли произвольная періодическая фун 
кція съ періодомъ единица.
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(116)

(И7)

Если же составъ <р(л’) и ср(.ѵ) такой:

гдѣ

ф(ж) = (« — «,)"*■(» —а2)"‘‘--- (к— 

ф(ш) = а(х — а.1'У‘і(х—я.2)П!--- (х—а.і>)п&,

«ч+™2+ ••• +»»л = «;

»і-И2 + ■•• = иг,

То уравненіе (112) представится въ формѣ:

(П8)

ц интегралъ его, очевидно, такой:

их = с ах(— 1)(’л4-"+1> [Г(ж—а1)]'1'••• [Г(а?—«у)]”*'
[Г(ж—а1)]т‘”- [Г(«—а*)]’"*

(119)

Слѣдуя Нр МеІІііГу *), можно значительно обобщить предыдущіе 
Результаты.

Положимъ для этой цѣли:

(®) — А х г(ж~я0 Г(ж-<4) ••• Г(а?-<).
1 !>-<) Г(Ж-а9 - Г(®-<) ’

ЕР(х) = Арх
Г(х — а1(^'>) Г(аі —а2<р)) ••• Г(ж—а,„<р’) 

Г(ж - а/р>) Г(« - а/р') • • • Г(® - а„й'І)

ГДѢ Л, а' п а' суть нѣкоторыя постоянныя.
Обозначимъ чрезъ ѵх слѣдующую сумму:

= А\(ж)Р1(®)+#2(®)/2(®)4- ••• +#,,(®)^,(®), (121)

г«ѣ 112, Вр суть какія-либо функціи перемѣннаго х.

’) Асіа МаіЬешаііса, I. 9. Вегііп, НіоскЬоІш, Рагів, 1887, стр. 146.
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ІІз'ь формулы (121) находомъ:

Ѵя+і =- Щ{х)Е1(х}-\-В^х)Уі(х)+ ■■■ +/ір(х) Ер(х);
<122):::::::::::::::::::: :

Е2{х)+ ••• +Вр(Р~і\х)Ер(х).
При этомъ составъ функцій 7?’,, В'2, ■•■, В'р, •••, •••, Вр(г~1)

легко опредѣляется.
искомое уравненіе напишется тогда такъ:

(123) «хд-р+^іп,Ѵл4-р_і+Хл,_1 ѵя^>_2 4- ••• +Х2'иа.^.і-|-к1'Ѵя = О;

при чемъ коэффиціенты )м, Х2, —, К,> опредѣляются уравненіями:

X, 2і’1(«)4-к27г1'(аз)+ ••• 4-2?/с-і)(ж) = О; 

к12?2(аз)+Х27?((аз)+ ••• +2?2<>-’) (») = О;
(124) ........................................................................................

х1вд+х2я;(а!)+ ••• +тг//>-«(Ж) = о.

Этими результатами мы пока ограничимся. Впослѣдствіи, выяс
нивъ связь между линейными уравненіями дифференціальными и въ ко
нечныхъ разностяхъ, мы еще разъ возвратимся къ этому предмету. 
Теперь же мы остановимся на системахъ уравненій въ конечныхъ раз
ностяхъ, которымъ удовлетворяютъ функціи, зависящія отъ Е(х,у)-

Соотношенія (31) и (34) показываютъ, что функція Е(х,у) удо
влетворяетъ системѣ двухъ уравненій:

(125)

Одно изъ нихъ можно замѣнить слѣдующимъ:

(126) и,г, у/ у — О,

которое получится, если приравняемъ между собою значенія «„4.,, ,4.1» 
найденныя изъ (125). Систему (125) можно обобщить. Легко
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найти систему двухъ уравненій, которымъ удовлетворяетъ функція
у) предыдущаго параграфа.

Эти уравненія слѣдующія:

(ж-(-?/) (Ът -^-В^х) у~\~х Р>т + В'і (ж-Ѣ1] ѵх. ,, = О;
(я>4-#) (Ьт+Дж) ,,+і-|-у(&"1-|-5'1'ж)ѵТіу = 0. (127)

При этомъ, Ь’т и В, суть значенія Ът іі Д послѣ подстановки 
на мѣсто х количества х ф-1, а подъ Ь"т п Д разумѣемъ тѣ же фун
кціи Ът и Д съ замѣною въ нихъ у чрезъ у ф- 1:

Обозначимъ далѣе чрезъ юх функцію:

= „і-н, (128)
Дж-ап у-₽х) ... _Е(ж-а„, у-р„1

ГДѢ 62, а1; а2, •••, ат, 6,, Ь2, ■■■, Ьт, аь а2, а„, рй
суть нѣкоторыя постоянныя количества.

ІІрп помощи формулъ (31) и (34), безъ трудъ находимъ уравне
нія, которымъ удовлетворяетъ іох,ѵ:

у +

+(-а!, -<*Ф (а?- (ьф — (а?-«.») («Н-#-«1 -Р1)••• (а-'+.У-«» -РФ
(« - аф (ж - аф • • • (ж - аф (ж+у - «і - 6ф • • • (жф-у- «,»-&„,)

10 X, у-І-1 + (129)

+(-(, (У~ЬФ — (У~Ь»>) — (а?+у-«і~Рі) — (а?+у-а»-ря) _п
(у-РіН^-₽2) — (’/-₽»)(а->+’/-«і-^)-"(а?+^-«м-^ф А!'

Вмѣсто одного изъ нихъ можно принять слѣдующее:

а (ж —«ф (ж —аф ••• (ж —а„ф 
(ж —аф (ж — аф (ж— аф

(130)

которое получается изъ уравненій (129) такимъ же способомъ, какъ 
* 126) изъ соотношеній (125).

Уравненія (129) можно было бы значительно обобщить. Но на 
этомъ мы останавливаться не станемъ.

■і



26

Г Л А В А II.
Гдпергеометрическіе интегралы и ихъ свойства. Связь между гипергеометриче- 

скимъ уравненіемъ «-го порядка и линейнымъ уравненіемъ въ конечныхъ разно

стяхъ п-го порядка съ линейными коэффиціентами. Интегрированіе этого послѣ-1 
дняго посредствомъ опредѣленныхъ интеграловъ при одномъ условіи.

§ 1.

Разсмотримъ интегралъ:

Здѣсь «ь а.,, «з, • ••, а„ нѣкоторыя постоянныя количества; 6,, 62, 
Ь2, •••, Ь„ и X также постоянныя. Относительно эгпхъ послѣднихъ на 
первыхъ порахъ сдѣлаемъ предположеніе, что ни каждое изъ нихъ въ 
отдѣльности, ни сумма пхъ не есть цѣлое число пли пуль. Далѣе, х 
перемѣнный параметръ, а Ь путь интеграціи.

Переходя къ подробному изученію свойствъ интеграла (1), выбе
ремъ предварительно путь Ь въ плоскости перемѣннаго и такимъ обра
зомъ, чтобы онъ удовлетворялъ слѣдующимъ условіямъ:

1) путь не долженъ пересѣкать самого себя на всемъ про
тяженіи;

2) въ началѣ и копцѣ его любая вѣтвь нодъинтегральной функ
ціи должна принимать одно и то же значеніе.

3) подъпнтегральная функція для любой его точки должна оста
ваться конечной и непрерывной;

4) интегралъ, взятый по этому пути, долженъ имѣть значеніе 
конечное и отличное отъ нуля.

Всѣмъ этимъ требованіямъ удовлетворяютъ надлежащимъ обра
зомъ направленные пути, которые, придерживаясь терминологіи Ь. 
РосЫіаттег’а, будемъ называть путями съ двойнымъ обходомъ. 
Теорія таковыхъ путей разработана трудами Роіпсагё О. Лог-

*) Ашсгісап Лоигпаі, В(1. VII. Асіа Маііісіпаііса, ВВ. VIII. 
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сіап’а *), Ь. РосЫіаштег’а2), II. А. Некрасова 3) и ЗсЫеат- 
{?ег’а *).

Для полученія пути такого рода, выполняемъ въ плоскости пере
мѣннаго и слѣдующее построеніе. Отмѣтимъ на вей двѣ особыя точки 
«р. и аѵ подъиптегральной функціи:

Ди) = (и — 1 ••• (и — ап)ь«~1 (и — ге)^_(2)

Опишемъ далѣе изъ этихъ точекъ конечными радіусами окружно
сти Ка^ и К«.„ которыя, не встрѣчая особыхъ точекъ /(«), не содер
жали бы внутри себя иііыхъ изъ нихъ, кромѣ а,х и аѵ. Потомъ двѣ 
произвольныя точки р и д этихъ окружностей соединяемъ линіей

такъ, чтобы она, имѣя съ окружностями лишь по одной общей точкѣ 
и не пересѣкая самой себя, не проходила, вмѣстѣ съ тѣмъ, ни чрезъ 
одну изъ особыхт, точекъ функціи Ды). На этой линіи выберемъ какую 
либо точку с. Тогда искомый путь представится послѣдовательностью 
линій сц^'дс, срр'рУрс, сдд"д?дс и срр"р'рс. Придерживаясь обо
значеній предыдущей главы, этотч, путь, составленный изъ элемептар-

1) Соигз П’АпаІузе, ѵ. III (1887).
2) МаіЬ. Апп., Ва. 35, 36, 37, 38.
3) „Линейныя дифференціальныя уравненія, интегрируемыя по

средствомъ опредѣленныхъ интеграловъ”. Москва, 1890, или переводъ 
этой работы на нѣмецкомъ языкѣ въ 38 т. Маііі. Ани.

*) Сгеііе’з Лоигііаі, ВН. 116 шій 117.
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пыхъ контуровъ (ау), (аД (аѵ) и (а„), при общемъ началѣ с, назо
вемъ такъ:
(3) ■ («ѵ СІр).

Мы предположили, что внутри пути заключены лишь двѣ осо
быя точки «ѵ п а„ функціи Дад). Но можно было бы допустить, что 
внутри искомаго пути содержится большее ихъ число. Если, напри
мѣръ, окружность Каѵ огибаетъ точки а', а", а"', —, а окружность 
ЛД точки а', а", а'", •••, гдѣ а и а берутся изъ ряда количествъ: а1( 
а2, •••, а„ и ж, то, обозначая контуръ, окружающій точки я', а", а'", ••• 
чрезъ о1; а контуръ, содержащій внутри себя а', а", а'", ••• чрезъ а2, 
за искомый путь можемъ принять:

(4) і2 = (а, а2 а, а2).

Впослѣдствіи мы убѣдимся, что путь Д, съ точки зрѣнія разсма
триваемыхъ нами интеграловъ, эквивалентенъ линейной комбинаціи 
опредѣленнаго числа путей вида (3). Въ виду этого тута. мы будемъ 
говорить только объ этихъ послѣднихъ.

Легко видѣть, что пути вида (3) [и вида (4)], дѣйствительно, 
удовлетворяютъ четыремъ условіямъ, о которыхъ была рѣчь выше. 
Прежде всего, первое требованіе выполняется очевиднымъ образомъ. 
Далѣе; выберемъ опредѣленную вѣтвь иодъинтегральной функціи /(?*), 
п ея значеніе для точки и=с пусть будетъ/Дс). Если теперь заста
вимъ перемѣнное и описывать путь («ѵ а,, аѵ аД начиная съ с, то 
окажется слѣдующее. Послѣ обхода съ перемѣннымъ и элементарнаго 
контура (аѵ), Функція Ди) [соб. ея вѣтвь] возвратится къ своему пер
воначальному значенію Д(с) ст. умноженіемъ на фактора. е‘каѵі, такъ 
что новое значеніе Ди) въ с будетъ е™аѵі/0(с). Потомъ, послѣ обхода 
перемѣннымъ и точки а,к по контуру (а„), новое значеніе Ди) для 
и—с будетъ е2’'(я|1+°ѵ),Д(с). Наконецъ, послѣ того какъ ііерсмѣнпііос 
и обогнетъ точки аѵ и по линіямъ (яѵ) и (яД Ди) приметъ свое 
первоначальное значеніе Д(с). Значитъ, путь /, удовлетворяетъ и вто
рому требованію. Согласно построенію, путь не проходить ни чрезъ 
одну изъ особыхч. точекъ Ди). Л потому на всемъ его протяженіи эта 
функція остается конечной и непрерывной.
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Обнаружимъ теперь, что и послѣднему требованію путь Д также 
Удовлетворяетъ.

Для случая интеграла (1), взятаго по пути Д, будемъ придержи
ваться обозначеній, одинаковыхъ съ тѣми, какими мы пользовались въ 
предшествующей главѣ, а именно, этотъ интегралъ будемъ обозна
чать такъ:

у = [(яѵ Я|х аѵ ар.)], (5)

пли же:
(«ѵ "р. «V «р) 

«/ = /'Ли)СІи-
с

Для своихъ цѣлей выраженіе (5) представимъ въ слѣдующей 
формѣ.

Имѣемъ:

[(«ѵ Яр. аѵ Яр.)] = [(яѵ)]+вм''ѵ’[(«р)]+е2’г^и.+'’ѵ>'[(«ѵ)] +

+е2”У[(ар)] = [(аѵ)]4-е2’'г,ѵ*[(ар.)]-е2’гУ[(аѵ)] — [(«р.)] =

— (1 _ е2"Ѵ) [(«?)] — (1 -е2І'Ѵ) [(ац)]. (6)

Вторая часть, очевидно, представляетч, величину конечную; кромѣ 
того, она отлична отъ нуля (при произвольномъ а?), ибо при тѣхъ 
ограниченіяхъ, которыя наложены нами па 62, 63, —, и х, пи 
интегралы [(а,х)| и [(аѵ)], ни ихъ множители не могутъ быть нулями. 
Поэтому, и четвертое требованіе выполняется.

Такихъ путей какъ (аѵ а,х аѵ аД очевидно, — • Впо
слѣдствіи мы убѣдимся, что изъ ппхъ только п линейно независимы. 
Что же касается до прочихъ, то каждый изъ нихъ эквпвалсіітенч> ли
нейной и однородной комбинаціи отъ первыхъ.

Простыя соображенія, которыя мы приводить не станемъ, убѣ- 
’кдаютч. насъ, что въ конечной плоскости и иныхъ путей, удовлетво- 
Рніощихъ нашимъ требованіямъ, пе существуетъ.

Для дальнѣйшихъ цѣлей, соотношеніе (6) представимъ въ слѣду- 
• ницей формѣ:



Замѣтимъ, что подъ интегралами / /<1и и уздѣсь разумѣемъ
(А'«Ѵ) СЛ'Я(1)

интегралы, взятые по окружностямъ Ка.} и К«^, а путь интеграціи рЦ
Я

вч, интегралѣ [/(Іи представляетъ линію, соединяющую точки р и Ц 
р

и не проходящую ни черезъ одну изъ особыхъ точекч, /(и).
Изъ формулы (7) прямо слѣдуетъ, что [(«., аѵ, аѵ <7)Х)] не мѣняетъ 

своего значенія, гдѣ бы точку с пи взяли на линіи (аѵ а„ аѵ а^. Но 
при этомъ, разумѣется, надо предполагать, что новое начальное значе
ніе /(и) для и~с есть именно то, котораго эта функція достигаетъ, 
когда перемѣнное и, выходя нзъ с и двигаясь вдоль пути интеграціи, 
въ первый разъ достигаетъ новаго положенія точки с. Опираясь далѣе 
на извѣстную теорему Саисііу изъ теоріи функцій комплекснаго пере
мѣннаго, самый путь интеграціи (аѵ а,аѵ а^~) можно подвергать нѣ
которой деформаціи, прп которой значеніе интеграла [(аѵ а)Х аѵ а(Х)| со
храняется безъ перемѣны.

Такъ, прежде всего линію рд, представляя ее въ видѣ удобо- 
подвижііой, гибкой, растяжепной и сжимаемой пити, можно видоизмѣ
нять и по формѣ, и положенію произвольнымъ образомъ, лишь бы она 
не встрѣчала особыхъ точекъ функціи /(и). Аналогичной деформаціи 
можно подвергать и окружности 7ѵ«(Х и При всѣхъ этихъ деформа
ціяхъ, однако, надо особенно слѣдить за перемѣщеніемъ начала с и из
мѣненіемъ начальнаго значенія выбранной вѣтви подынтегральной 
функціи, — надо придавать ей именно то ея значеніе, которое опа при 
непрерывномъ измѣненіи, дѣйствительно, принимаетъ всякій разъ для 
новаго положенія «=с.

Въ заключеніе настоящаго параграфа прибавимъ слѣдующее. При 
нашемъ допущеніи, что -ф- /;2-|------ не есть цѣлое число
или нуль, къ числу особыхч. точекч, функціи ./(и) относится также 
и безконечно удаленная точка плоскости и. Отсюда понятно, что въ - 
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кругъ нашихъ разсмотрѣній должны еще войти интегралы вида: 
[(а со а со)], ГдѢ подъ а разумѣется любое ихъ количествъ: а,, «2, 
аз, •••, а„ п х.

Будетъ выяснено въ слѣдующемъ параграфѣ, что таковые интегра
лы могутъ быть представлены линейными и однородными формулами съ 
постоянными коэффиціентами отъ п интеграловъ вида (5), пли (5').

Замѣтимъ, что пути, удовлетворяющіе четыремъ вышеуказаннымъ 
Условіямъ, мы будемъ называть дозволенными; а интегралы, взятые по 
нимъ, дозволенными интегралами.

§ 2.

Пусть х представляетъ нѣкоторую неизмѣнную точку плоскости и, 
не совпадающую ни съ какой пзъ точекъ а,, «2, •••, ап и не лежащую 
на разсматриваемомъ пути интеграціи. Постараемся тогда обнаружить, 
что пзъ интеграловъ вида [(«ѵ аѵ «у)] и [(а со а со)], о
которыхъ говорилось въ предыдущемъ параграфѣ, можно выбрать п та
кихъ, что всѣ прочіе интегралы того же вида, а также и интегралы ви
да (4) могутъ быть выражены чрезъ нихъ линейными и однородными 
формулами съ постоянными коэффиціентами. За таковые п интегра
ловъ можно, напр., принять слѣдующіе:

К«і «2 «і «2)]> [(«і аз аі «з)]> •"> [(М«®іа»'] И [(«1 х а1 л-)]. (8)

Постараемся въ этомъ убѣдиться. Возьмемъ какой-либо интегралъ 
«и «ѵ йц)], не совпадающій пи съ однимъ изъ интеграловъ (8).

Имѣемъ на основаніи формулы (6):

[(«і «ѵ «і «?)] = (1-е2пУ) [(«!)]-(1-е2пМ) [(«*)]> (9)

[(«і а.х «і «іх)] = (1 -е-'пУ) [(«,)]-(1 [(ау.)]. (10)

Отсюда находимъ:
Г,„ М _ (! ~^>і) [(«*)] — [(«* «7 «і «ѵ)| .
ІѴ*»ЛІ   ---------- ‘ р_е27й,і —— 7

(1—в-«Ѵ’) [(«.)] - {(«і аі>. аі 
К";>)1 = —* ’. • : і_Ж": * (Ю')
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Внеся выраженія [(яѵ)] и [(а^)] изъ формулъ (9') н (10') въ 
соотношеніе (6), получимъ:

(11) [(аѵ ац а, а^)] ~------------------------------

Пусть далѣе дапы два сложныхъ контура: Д= (а'а" а'"—) и 
Д=(а'а" а'"—), гдѣ а', а!', а!",— и а', а", а'",— суть какія-либо 
точки ряда а,, а2, а3, • ••, ап и х.

Пзъ контуровъ Д и Д, имѣющихъ общимъ иачаломъ точку с, 
составимъ путь: (I), Д Д Д) и постараемся обнаружить, что интег
ралъ [(2), Д Д Д)] можетъ быть выраженъ чрезъ интегралъ (8) ли
нейными и однородными формулами съ постоянными коэффиціентами. 
Въ самомъ дѣлѣ, пусть, послѣ однократнаго обхода перемѣннымъ и то
чекъ а', а!', а"', ••• и а', а", а'", подъинтегральная функція /(и) 
принимаетъ соотвѣтственно множители: е2”^'*, е2”^"*, ё^'"', ••• и е2г)“‘, 
е2ПА!‘, ... Тогда будемъ имѣть:

[(Д Д Д Д)] = (1-в>«(Х.+Х.+ -)*) [(Д)]_(і_е=пА'+Х«-г -в) [(Д)].

Далѣе имѣетъ мѣсто:

[(Д)] = [И]+в2^'.Д(а")]+^й'+>--').- ....

[(Д)] = [(а')]+в=«Х,. [(а")]+е2к(Х,4Д,).- [(а'")Д-

Принимая во вниманіе формулу (9') (или (10')), можемъ напи- 
рядъ равенствъ:

Г/„/У| _ (І-в”^") [(«!)]-[(«■! «' «! «'?]
11“ — ————1_е2п6-----------------,

ГГа'П1 - (1-в-,пХ"() •

(12)

(13)

(14) 

сать

(15)

(15')

(!(>')
г/„»чі _ (1-«2,'Х,<) [(«!))-[(«! а"а, а''))
1іа^— 1_в»«М

(16)
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Внеся выраженіе (15), (15'), ••• и (16), (16'), ••• въ формулы 
(13) п (14) и полученные такимъ образомъ результаты въ соотно
шеніе (12), найдемъ:

[(•Ч Е„ Л, Х2)1 —

1 _е-.’пік'4-к''4-к'"4--)і { [(«, а' а4 [а, а" ах а")]4----  ] -

] _е5пЛ,+л,4--)»
1 ■

(И)
{ [(а, а' а, [(а4 а" а, а")]+ - }•

Такимъ образомъ требуемое обнаружено. Теперь уже легко дока
зать, что п интегралъ [(<*=<> а<>=)], гдѣ а совпадаетъ съ однимъ изъ 
количествъ аь а2, •••, ап п х, можетъ быть представленъ линейною 
а однородною формулой съ постоянными коэффиціентами отъ интегра
ловъ (8). Въ самомъ дѣлѣ, если чрезъ а обозначимъ контуръ, имѣющій 
своимъ началомъ точку с и огибающій въ положительномъ направленіи 
всѣ конечныя особыя точки /(гі), то будемъ имѣть тождественно:

[(а со а оо)] = [(а а а о)]. (18)

Обозначимъ далѣе:

А: = X + (19)
І=1

а факторъ, который принимаетъ /(м) послѣ обхода перемѣннымъ и 
точки а въ положительномъ направленіи,—чрезъ е:гсМ. Тогда будемъ 
имѣть:

[(а а а о)] = [(а)]4-е'2п“ [(а)]4-е'2ІсГі_ЦІ [(а)]4-е_2яН [(а)] =

— _ е-2*н | (1 _е2ПИ) [(а)]_(і_в2іск) [(о)] } — (20)

— — е—-кіі [(а а а а)].

Сопоставляя равенства (20) и (18), заключаемъ:

. [(а со а со)] = — е—[(а а а а)]. (21)

Полученное соотношеніе подтверждаетъ наше положеніе, такъ 
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какъ интегралъ [(а а а □)] есть интегралъ вида [(Д Д Д Д)], вы
раженіе котораго чрезъ интегралы (8) дается формулою (17).

Примѣчаніе. Такъ какъ въ нашихъ разсужденіяхъ всѣ особыя 
точки а,, •••, аа и х функціи /(и) равноправны, то, само собою 
разумѣется, вмѣсто интеграловъ (8) мы могли бы для тѣхъ же цѣлей 
взять любую изъ слѣдующихъ группъ:

(22) [(«2 «1 «2 «1)1, [(«2 «3 «2 «з)]> К«2^«2Ж)];

(2'2) [(«з а1 «3 [(я3 а2 а3 я2)], •••, [(а3 аз я3 аз)];

(22") [(аз а, аз Д], [(х а2 х а2У„ І(ха,хая)].
Въ виду свойствъ интеграловъ (8), изложенныхъ въ этомъ пара

графѣ, назовемъ ихъ основными, пли основною системой интеграловъ. 
Ясное дѣло, если какая-либо изъ системъ (22), (22'), —, (22") бу
детъ замѣнять (8), то п ее будемъ также называть основною.

§ з.

Кромѣ тѣхъ ограниченій, которыя были наложены на показатели 
1>і, Ь2, Ь3, •••, Ьп и допустимъ еще, что дѣйствительныя части ихъ 
больше нуля. Тогда имѣютъ смыслъ тѣ интегралы, которые были внер- 
вые разсматриваемы Ь. РосЫіапітег’омъ въ его статьѣ: „СеЬег 
Ьурег^еошеігізсЬе Киіісііопеіі и-іег Ог<1пиіі{*“ ’). Эти интегралы 
двухъ типовъ:

(23)

Легко установить связь между интегралами (23) и тѣми, которые 
изслѣдуемъ мы. Для этой цѣли обратимся къ формулѣ (7). Изъ нея 
легко получаемъ:

‘) Сгеііе’з Лопгпаі, В(1. 71, стр. 316—352.
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[(«» Яр. «V = (1—е!пѴ*') (1 —еЖЬѵ*) ]/Ли, (24)
"|Л

а также:
___ >

[(«р а? а[к ж)| =. (1 — вг’гУ) (1 — й2К^) // Ли. (25)
х

Формулы (24) п (25) обнаруживаютъ, что въ разсматриваемомъ 
случаѣ гипергеометрическіе интегралы Ь. РосЫіаіпшег’а лишь посто
янными множителями отличаются отъ изслѣдуемыхъ нами интеграловъ. 
Пусть теперь 62, •••, />„ и X удовлетворяютъ, кромѣ того, условію:

7?(52)-|- +7?(ЬП)4-Л(Х) < п. (26)

Тогда будутъ имѣть смыслъ слѣдующіе интегралы:

со со
//Ли, //Ли, (27)
“р 1

гДѣ подъ а;1 разумѣемъ любую изъ точекъ а,, а2, •••, ап.
Примѣняя къ разсматриваемому случаю формулы (24) и (25), 

будемъ имѣть:

|(«р сю <ір сю)] = (1—е-2пМ) (1—в2ПУ) / /йм; (28)
-СО

X
[(я; сю х со)] = (1—е—2ІсЬ) (1 — е2к^') I у сіи. (29)

•'со

Выражая далѣе [(аи сю сю)] и [(я:сс'Ж.х>)] по Формуламъ
(21) и (17) чрезъ интегралы (8), а эти послѣдніе чрезъ интегралы:

//Ли, //Ли, //Ли, //Ли, (30)
<7, «I «I <1і

110 формуламъ (24) и (25), мы такимъ образомъ удостовѣримся, что
интегралы (27) выражаются лиііейпымп и однородными формулами съ
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постоянными коэффиціентами чрезъ пптегралы (30). То же падо ска 

зать и относительно всякаго интеграла р. отличны

отъ единицы. Въ виду этого обстоятельства, интегралы (30) можно 
считать основными въ вышеуказанной работѣ Ь. РосЫіаттѳг’а.

Ясное дѣло, за основные интегралы можно считать также одну

а, а, ап х

изъ слѣдующихъ группъ:

(31)
а.

", ІР1и,
а2 а2

а. ап х
(31')

«3
•' •/
«э а3

До сихъ поръ мы исключали изъ своихъ разсмотрѣній тѣ случаи, 
когда нѣкоторыя изъ количествъ 6а, •••, Ъп и X суть цѣлыя числа 
или нуль. Теперь же мы остановимся на анализѣ этихъ случаевъ. До
пустимъ, прежде всего, что 6., есть цѣлое отрицательное число — 
а не есть цѣлое число или нуль. Тогда формула (7) дастъ: 

(32)

Ф(«,»)
(« I 1

(33)

Но имѣемъ:

[(«ѵ ац аѵ

гдѣ положено:

(34) <р(и, а:) = (и — (и — аѵ_|)'ѵ-і(н — ,)''ѵ Н • • • (а—ж)*-1.
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Такъ какъ <р(ад, х) голоморфна въ области точки «ѵ, то мы въ 
правѣ написать:

ср(гд, аз) — <а(аѵ, аз) + (м —аѵ) х) 
(1аѵ

<1"'ѵ ф(Оу, аз

(іа~”'ч

Внеся выраженіе (35) въ (33), получимъ:

//«'« =-+-^27: НІѴ
<Ітѵу(аѵ,х) Г (Іи
/1ачтѵ .і и—аѵ^Ка

2кі
1.2 ••• «іѵ

</"'ѵ ср(яѵ, аз)
<1аѵтѵ

(36)

Изъ формула. (32) и (36) заключаемъ:

~ ~м_ 2згі(1-е2пУ) ср(«ѵ, аз)
Ц«ѵ «р. «ѵ М — - у.2.3 - тѵ аа^ ■ (37)

Вч. случаѣ, если
X. = —■ т, (38)

аналогпчпымч. путемъ найдемъ:

 Ч1 2хі(1—е2”ѴІ) ^тЛ(аз) [(а? х «„)] =±= - ,1 ‘ ■* 1.2 ••• т ахт (39)

гдѣ положено:

/і(м) = (« — а.2)г,‘-'... (ы —«„)*»->. (40)
Если же:

Ьѵ — — тѵ =. О, (41)

то безч. труда находимъ:

[(пѵ <іи аѵ ,7ц.)] = 2тгі(1 -е2’сУ)ф(аѵ, аз); (42)

[(аз а(1 аз а^)] = 2згі (1 -е2а')/1(аз). (43)

Значитъ, вт, этихч. случаяхъ интегралы [(«ѵ аѵ я^)] и 
[(а? х я,к)] лишь постоянными множителями отличаются отъ ин
тегральныхъ вычетовъ функціи ,/(«) для точекч. аѵ и х. Пусть 
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Іѵ= — &а= — ?»2. Тогда интегралъ [(<7, а2 ал <?2)] лишь постояннымъ 
множителемъ разнится отъ интегральнаго остатка Дм) для точки а2. 
Значитъ, въ числѣ интеграловъ (8) есть также и интегральный вычетъ. 
Вообще, если Ь2, Ь3, •••, суть цѣлыя отрицательныя числа пли ну
ли, то въ числѣ основныхъ интеграловъ (8) оказывается к интеграль
ныхъ остатковъ (до постоянныхъ множителей), принадлежащихъ къ 
точкамъ «2, «з, •••, аі+1. Если въ этомъ послѣднемъ случаѣ к=.п—1, 
а X также цѣлое отрицательное число или пуль, то всѣ интегралы (8) 
представляютъ интегральные вычеты для точекъ а2, а3, а,і} ап и х. 
Повидимому является особеннымъ случай, когда Ъ2 цѣлое отрицательное 
число или нуль, такъ какъ тогда всѣ интегралы (8) лишь постоянными

Черт. 5.

множителями отличаются отъ интегральнаго остатка функціи Д(м) от
носительно точки а,. ІІо тутъ, вмѣсто интеграловъ (8), за основную 
систему надо принять одну изъ группъ интеграловъ, указанныхъ въ 
примѣчаніи къ § 2 настоящей главы, и тогда мы будемъ имѣть одинъ 
изъ случаевъ, только-что разсмотрѣнныхъ.

Но мы не можемъ предположить всѣ показатели Ь2, •••, Ь„ и X 
равными цѣлымъ отрицательнымъ числамъ пли нулю, бсзч. того чтобы 
всѣ интегралы (8) и (22), (22'), •••, (22") не обратились въ пуль. 
Значитъ, въ разсматриваемомъ случаѣ пути съ двойными обходами, 
какъ неудовлетворяющіе четвертому условію § 1, должны быть от
брошены.

Но тутъ можно выбрать такіе пути, которые, удовлетворяя всѣмъ 
этимъ требованіямъ, будутъ путями дозволенными. Въ самомъ дѣлѣ, 
подъпнтегралыіая функція оказывается функціей раціональной. Полюсы 
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ея суть: «і, а2, •••, ап и х. Что же касается до и = со, то оиа явля
ется обыкновенной точкою. Выберемъ искомые пути интеграціи такимъ 
образомъ, какъ это показано па чертежѣ. (См. черт. 5).

Каждый изъ этихъ путей представляетъ элементарный контуръ съ 
общимъ началомъ с. Очевидно, что проведенные такимъ образомъ пути 
Удовлетворяютъ всѣмъ требованіямъ, о которыхъ мы предъ этпмъ го
ворили. Легко также сообразить, что взятые по этпмъ путямъ интегра
лы до фактора 2тсг совпадаютт, съ интегральными вычетами функціи 
Ди) для точекъ «1; «2, •••, ап и х. Между этими пЦ-1 интегралами 
существуетъ одно линейное и однородное соотношеніе съ цѣлыми по
стоянными коэффиціентами. Для доказательства этого положенія, про
ведемъ около точекъ а1; а2, •••, ап, х и с замкнутую кривую А.

Черт. 6.

Интегралъ / /ди, взятый по пути А, пуль, такъ какъ и — со 
4

простая точка /(и)- Съ другой стороны, тотъ же самый интегралъ 
равенъ суммѣ интеграловъ, взятыхъ по элементарнымъ контурамъ («[), 

•••, («„) и (ж) съ общимъ началомъ с. Отсюда слѣдуетъ, что толь- 
ко п между нпмп могутъ быть взяты за систему основныхъ ин
теграловъ.

Положимъ теперь, что равно цѣлому положительному числу
4- «гѵ. Пользуясь формулой (6), находимъ:

[(аѵ Яр. я., яр,)] = 0. (44)

Очевидно, что въ этомъ случаѣ основная система (8) содержитъ
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п— 1 линейно различныхъ интеграловъ. Вообще, если &2, Ь3, 6*4.1
суть цѣлыя положительныя числа, то въ системѣ (8) только п—-А 
интеграловъ, отличныхъ отч> нуля. Если же вт. этомъ послѣднемъ слу
чаѣ /с=п — 1, а X есть также цѣлое положительное число, то всѣ ин
тегралы (8) пули. Если равно цѣлому положительному числу, то 
тогда надо, вмѣсто (8), Припять за основные интегралы какую-либо изъ 
группъ, указанныхъ въ концѣ § 2.

Этими выводами мы пока ограничимся. Впослѣдствіи мы еще разъ 
возвратимся къ этому случаю, который представляетъ нѣкоторый 
интересъ.

§ 5.

Въ своемъ предыдущемъ анализѣ мы предполагали х неподвижною 
точкою въ плоскости перемѣннаго и. Будемъ же теперь считать х пере
мѣннымъ п изслѣдуемъ измѣняемость интеграла (1) въ зависимости 
отъ непрерывнаго измѣненія х. Для этой цѣли воспользуемся постро
еніями, предложенными II. А. ІІекрасовымч. ‘), которыя состоятъ въ 
слѣдующемъ.

Вообразимъ, что чрезъ точки а2, ап и х плоскости пере
мѣннаго и проходятъ оси круглыхъ цилиндрическихъ стержней, радіусы 
поперечныхъ сѣченій которыхъ конечны, но достаточно малы. Пусть 
направленіе этихъ осей нормально къ плоскости и. Условимся стержни 
отличать названіемъ тѣхъ особыхъ точекъ, чрезъ которыя проходятъ 
ихъ оси. Стержни а1( а2, а3, •••, ап неподвижны, а х способенъ къ 
перемѣщенію. Что же касается до путей интеграціи, то будемъ пред
ставлять ихъ въ видѣ гибкихъ, сжимаемыхъ и растяжимыхъ, удобо- 
подвижныхъ нитей. Каждая изъ нихъ, выходя изъ с, огибаетъ стержни 

«2, •••, а,, и х (па чертежѣ 7-омъ представлены два контура и сѣ
ченія стержней 04 и а2 съ плоскостью и).

При такого рода построеніи, перемѣнное х, очевидно, можетъ опи
сывать въ плоскости и лишь такіе пути, которые не проходятч, чрезъ 
особыя точки /(и) и точку с, а также не встрѣчаетъ при своемъ те
ченіи путей интеграціи. Приступая къ раскрытію свойства, интеграла

‘) „Линейныя уравненія п пр.“, стр. 56—59. 



(1) при помощи этихъ построеній, остановимся предварительно па 
основныхъ интегралахъ (8). Эти послѣдніе раздѣломъ на двѣ катего
ріи. Къ первой категоріи отнесемъ п— 1 интеграловъ, въ которыхъ 
пути интеграціи окружаютъ лишь неподвижные стержни, а ко второй— 
интегралъ [(«, х аг «)]. Изъ интеграловъ перваго рода мы подробно 
остановимся только па интегралѣ [(а, а, а2)], такъ какъ надлежащія 
формулы для прочихъ п — 2 интеграловъ получаются пзъ формулъ, 
принадлежащихъ функціи [(«! «2 ах а2)], простою замѣною нѣкоторыхъ 
количествъ другими.

Пусть стержень ж совершитъ произвольное движеніе, при кото
ромъ, предположимъ па первыхч> порахъ, онъ не сталкивается съ дру-

тІерт. 7.

гимп стержнями и не вызываетъ деформаціи въ пути интеграціи ин
теграла [(«, «2 о, а2)]. Изслѣдуемъ, какъ, при непрерывномъ перемѣ
щеніи х въ плоскости м, будетъ измѣняться разсматриваемый интег
ралъ. Легко прежде всего убѣдиться, что [(«, а2 а, а2)] для каждой 
точки линіи, описываемой перемѣнпымъ х, представляетъ функцію не
прерывную. Въ самомъ дѣлѣ, пусть интересующая насъ точка будетъ 
ж0. Допустимъ, что ж0-|-Дж, гдѣ Да? безконечно малое приращеніе, 
также принадлежитъ кч. той же линіи. Тогда будемъ имѣть:
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Такъ какъ далѣе:

(46)

= —(Х-1)(и-

то находимъ:
А [(«! «2 а, а2)] —

(47)
X—2 Даз
1.2 гі-«0

Эта формула даетъ намъ право заключить о непрерывности 
функціи |(«і «2 «2)] для любой точки разсматриваемаго пути.

Изъ соотношенія (47) имѣемъ:

сі [(«( а2 «4 а2)]
(Іаз

(48)

Очевидно, что [(а, а2 а2)] представляетъ величину конечную 
для х — х0, а въ области этой точки выражаетъ функцію однозначную. 
Отсюда слѣдуетъ, что разсматриваемый интеграла, въ области любой 
точки интересующей насъ линіи представляетъ функцію голоморфную. 
Мы допустили только такія перемѣщенія стержня х, при которыхъ онъ 
не сталкивается съ другими стержнями и не вызываетъ деформаціи въ 
пути интеграла [(«1 «2 <іл «2)|. Теперь же мы освободимся отъ этихъ 
ограниченій. Прежде всего мы можемч. допустить, что, сталкиваясь съ 
стержнями: я1( о,, •••, а„_, п а,„ стержень х отбрасывается ими; при 
этомъ, какъ убѣждаютъ только-что полученные результаты, пере
мѣнное х можетъ описывать лишь такіе пуги, вдоль которыхъ 
[(«! а, «і я2)] оказывается функціей голоморфной. При своемъ дви
женіи стержень х можетъ встрѣчать путь интеграціи въ интегралѣ 
[(«! «2 «і «2)]. Тогда оігь увлекаетъ вслѣдъ за собою этотъ путь, вы
зывая въ немъ опредѣленную деформацію. Въ виду способности путей 
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сжиматься и растягиваться, мы можемъ предположить, что точка с 
остается неподвижной. Вызываемая при этомъ деформація пе вліяетъ 
па измѣненіе интеграла [("і «2 аі 11 Дѣло, слѣдовательно, обстоитъ 
такъ, какъ еслибы указанной деформаціи совсѣмъ пе было. Голоморф
ность функціи [(«! а2 аі а2)| сохраняется также въ области каждой 
точки пути, описываемаго перемѣннымъ ж, даже въ томъ случаѣ, если 
стержень ж приводитъ въ движеніе точку с, ибо, какъ было въ своемъ 
мѣстѣ доказано, разсматриваемый интегралъ въ тѣхъ границахъ, кото
рыя мы сейчасъ имѣемъ въ виду, не зависитъ отъ начала с.

ІІашъ предыдущій анализъ приводитъ насъ къ заключенію, что 
функція [(«! а2 «і с/2)] голоморфна въ области каждой точки плоскости 
перемѣннаго и, пе совпадающей съ точками а,, а2, ап и со.

Вопросъ, къ рѣшенію котораго мы перейдемъ сейчасъ, — это из
слѣдовать, какъ ведетъ себя интегралъ [(с^ а2 ак а2)] въ области осо
быхъ точекъ/(ад): «1( а2, а3, —, а„ и со. Предварительно обратимъ 
вниманіе па точки «3, а4, •••, ап. Возьмемъ какую-либо изъ нихъ, 
папр., ак. Легко обнаружить, что въ области этой точки функція 
[(«! а2 а, а2)] голоморфна. Въ самомъ дѣлѣ, точки а„ а2, •••, ап_г и ап 
предполагаются отстоящими другъ отъ друга на конечныхъ разсто
яніяхъ. Поэтому всегда можно подобрать стержпи а1г а2, ап и ж 
такихъ размѣровъ, что стержень ж свободно совершаетъ обходъ около 
ак, оставляя всѣ прочіе стержни внѣ пути, описываемаго при этомъ 
точкою ж. Итакъ, допустимъ, что, при такихъ условіяхъ, стержень ж 
Дѣйствительно совершилъ обходъ около стержня ак въ какомъ-либо на
правленіи. Тогда произойдетъ слѣдующее. Стержень ж пли совсѣмъ 
оставитъ въ сторонѣ путь интеграціи разсматриваемаго интеграла, 
или же, если встрѣтить его, то вызванная этимъ деформація пе вліяетъ 
на измѣненіе интеграла. Что же касается до подъпнтегральной функціи, 
то опа въ концѣ такого обхода возвратится къ первоначальному сво- 
ему значенію Отсюда мы имѣемъ основаніе заключить, что въ
области ак интегралъ |(а, а2 ал о>)| представляетъ функцію однознач
ную. Легко сообразить, что функція [(а1 а2 а, а2) | конечна и непре
рывна для точки Точно также безъ труда убѣждаемся, что для этой 
точки опа имѣетъ производную. Все это вмѣстѣ обнаруживаетъ, что 
точка ак и, слѣдовательно, любая изъ точекъ а„ «4, а„ есть прос
тая точка интеграла [(</, а2 ак а2)].
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Остается теперь изслѣдовать характеръ точекъ а2, а2 и со. Оста
новимся предварительно па точкѣ а,. Допустимъ, что стержень х со
вершилъ однократный обходъ въ положительномъ направленіи около 
стержня ал.

Черт. 8.

Положеніе контура ((74) послѣ обхода обозначено чрезъ А, а по
ложеніе контура (ж) послѣ того же самаго обхода отмѣчено чрезъ Т. 
Въ копцѣ обхода интегралъ [(«, (іл <т2)| преобразуется въ 
[(Л а2 А а2)]. Не трудно обнаружить, что этотъ послѣдній можетъ 
быть представленъ линейной и однородной формулою съ постоянными 
коэффиціентами отъ интеграловъ [(«, а, а, а2)] и [(</, х ах а,)]. Дѣй
ствительно, легко сообразить, что путь А эквпвалептсігь (а,-ж). 
А посему интегралъ [(И а2 А ст2)] равеігь [(ж а2 х аг х ал х «2)]_ Рас
крывая этотъ символъ по извѣстнымъ пріемамъ, будемъ имѣть:

[(Л а2 А п2)| = (1-е2^*) (1_е»*М) [(д.)] _р_

(49) + [(Я1)]- (1 -в^'А [(а2)].

При помощи формулы (6) предыдущему равенству дадимъ слѣ
дующій видъ:

(50) [(Л а2 А а2)] = [(«, а2 ал «2)] - (1 - е-'"М) [(О1 х й)].

Такимъ образомъ убѣждаемся вт> справедливости высказаннаго 
положенія. Результатъ вторичнаго обхода стержня х около <71 зави
ситъ не только отъ измѣняемости [(м( а2 <ц «2)], по также и отъ пн 
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теграла [а, х а2 ж)]. Мы еще возвратимся къ этому вопросу, когда 
изучимъ свойства интеграла [а1 х а, а?)]. Теперь же будем'ь продол
жать раскрывать особенности функціи [(а, а2 а, а2)]. Мы предположи
ли, что обходъ былъ совершеніе около а,. Допустимъ теперь, что 
стержень х совершилъ въ положительномъ направленіи однократный 
обходъ около точки а.,. Тогда, какъ легко сообразить, интегралъ 
[(а, «, а2 о,)] приметъ новое аналитическое значеніе [(А'2 ал А', а2)1, 
выражающееся чрезъ интегралы [(<т2 а2 а2 «,)] и [(а2 х а2 а?)] слѣ
дующимъ образомъ:

[(Л', «, А', а,)] = [(а2 а, а2 )] — (1 — [(а2 х а2 ж)]. (51)

Но имѣемъ:

[(а2 а2 а2)] = — [(а, «2 «2)];

[(а2 ж а2 ж)] = (1 "Л') 1(г'і а2 аі яг)]
1 —е-л''''

(52)

(53)

Въ силу формулъ (52) и (53), соотношеніе (51) напишется такъ:

[(«! Л', ал Л(.)] — е'-’">'([(а1 а2 а, а2)] + (1 —е2"^’) [(а1 ж ж)]. (54)

Мы предположили, что стержень х совершилъ по обходу около 
®і и а-, въ положительномъ направленіи. Формулы, аналогичныя фор
муламъ» (50) и (54), мы получили бы, еслибы тотъ же самый стержень 
совершилъ по обходу въ отрицательномъ направленіи около ал и «».

Посмотримъ теперь, какъ представится интегралъ [(а4 а, ал <і2)] 
послѣ однократнаго обхода перемѣннымъ х въ положительномъ на
правленіи точекъ аѵ и а2. (Черт. 9).

Въ копцѣ такого обхода путь интеграціи въ интегралѣ 
|(“і «2«« «2)] остается безъ перемѣны. Что же касается до начальна
го значенія функціи /(?/,) послѣ этого обхода, то, очевидно, оно будетъ 
е’’ІА'Уо(с)* І’і> виду этого, интегралъ [(<?, аг ах а2)] преобразуется въ 
е ’:А( |(г/і “*)]• Такимъ образомъ убѣждаемся, что въ конечной
части плоскости и единственными особыми точками интеграла 
1(®і «2 «і «»)] служатъ ал и а2.
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Перейдемъ теперь къ изслѣдованію характера точки и — <=о. 
Предположимъ, что стержень х совершилъ обхода, въ положительномъ 
направленіи около и = со. Въ концѣ обхода, ясное дѣло, путь 
интеграціи разсматриваемаго интеграла останется безъ перемѣны. 
По начальное значеніе функціи будетъ А посему ин
тегралъ [(«, а2 ах а,)] приметъ новое свое аналитическое значеніе: 
е—.чгкі

Пашъ анализъ, слѣдовательно, приводитъ насъ къ выводу, 
что на всей плоскости перемѣннаго и особыми точками интеграла 
[(я, а2 а, а2)] оказываются лишь: ап а2 и со.

Заключенія, сдѣланныя нами касательно интеграла [(«, а2а, а2)| 
приложимы н къ прочимъ интеграламъ (8) той же категоріи. Такъ,

папр., особыми точками для |(7г, <г3 ах о3)] являются а,, ал и со. 
Формулы, аналогичныя (50) и (54), для разсматриваемаго интеграла 
получаются из'ь этихъ послѣднихъ чрезч, взаимную перестановку ко
личествъ: Ь2 и 63, а., и о3.

§

Въ пастояіцемч. параграфѣ мы остановимся па раскрытіи свойствъ 
интеграла [(а, .т а, а?)]. Допустимъ, что стержень х совершилъ нѣко
торое перемѣщеніе, не встрѣчая нигдѣ пути интеграціи въ [(а, х а.х ,т)|. 
Сталкиваясь же съ другими стержнями, онт. отбрасывается ими. Легко
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убѣдиться, что въ области каждой точки пути, описаннаго при этомъ 
перемѣнными. х, функція [(а, х ж)] голоморфна. Въ самомъ дѣлѣ, 
пусть х = хи будетъ какая-либо точка этого пути. Возьмемъ на 
пемъ безконечно близкую точку ж0-(-Дж, и сообразимъ разность 
[(«! «2)]х=хо+Дх— [(«! «г)]в=л,. Замѣтимъ, что путь ин
теграціи въ обоихъ этихъ интегралахъ одинъ и тотъ же, а именно: 
(«і ж0 «! ж0).

Имѣемъ:
[(<1| (Іі [(^1 ^1 ----

(а, х„ а, х„)
=— (к— 1)Дж Г(ы —••• (и —(ы —ж0/--' р— (55)

Эта формула доказываетъ непрерывность функціи [(«, х а{ ж)] 
Для любой точки пути, описаннаго перемѣннымъ х.

Изъ формулы (55) прямо слѣдуетъ:
(а, х, а., х„)

[(а, ж а, «)] =—(X — 1) I (и—а1)ь‘~і ••• (и—х$'~'Ли. (56)
х-=х9 с

Далѣе, вполнѣ ясно, что [(«, х ж)] конечна и однозначна для 
ж == ж0. А отсюда слѣдуетъ, что ж0 и, слѣдовательно, любая изъ то
чекъ разсматриваемаго пути оказывается простою точкой функціи 
[(«і х ж)]. Мы допустили лишь такія перемѣщенія стержня х, при 
которыхч. элементарный контуръ (а,) не претерпѣваетъ деформаціи. 
Но, очевидно, наше заключеніе останется во всей силѣ, если предполо
жить, что х при своемъ движеніи встрѣчаетъ контуръ (а,). Всѣ эти ре
зультаты даютъ намъ право заключить, что всякая точка плоскости 
перемѣннаго и, не совпадающая съ особою точкою функціи /(и), слу
житъ простою точкою интеграла [(а, х ак ж)].

Перейдемъ теперь къ разсмотрѣнію точекъ а,, а,, ап и со. 
Предварительно обратимъ вниманіе на точки о,, ал, •••, а„. Допустимъ, 
что стержень х совершилъ однократный обходя, въ положительномъ на
правленіи около стержня а,. (Черт. 10). Въ концѣ такого обхода
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подъпптегральная функція возвратится къ своему первоначальному зна
ченію 7о(с). Что же касается до пути интеграціи (а. х а. .т), то онъ 
преобразуется въ (а.Ха.Х'), гдѣ А’представляетъ новое положеніе 
контура (х). Обнаружимъ, что интегралъ [(«! А’а, Аг)] можетъ быть 
выраженъ чрезъ [(«, а2)] и [(а( х а. а?)] линейной и однородной

формулой съ постоянными коэффиціентами. Достаточно взглянуть па 
чертежъ 10, чтобы видѣть, что путь А" эквивалентенъ (а..хсХ). 
А посему имѣемъ:

[(«і Ха. X)] = (1-в^) [(„,)] _(1_е'-*М) [(в^а,)] =

(57) = (1 —[(Я1)]_(1-^М) [(1-е^Х.) [(а,,)]+е=пМ [(ж)]].

Пользуясь формулою (9') настоящей главы, этому соотношенію 
дадимъ видъ:

(57') [(а1 X а. X)] = (1 -в=як') а2 а. [(<ц х а. ас)].

Легко также обнаружить, что, если стержень х совершитъ одно
кратный обходъ въ положительномъ направленіи около стержней а2 
и а3, то интегралъ [(а, х а. .г)] приметъ новую вѣтвь, которая мо
жетъ быть представлена линейною и однородною формулой съ постоян
ными коэффиціентами отъ [(а, «2 а. «2)], [(а, а, а. ая)| и [(а, ха. ;г)]. 
Вообще, если стержень х совершити, обходя, въ положительномъ на
правленіи около точекъ а2, а3, ••• то новое значеніе интеграла
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