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9 ustrojach żelazo-betonowyoh. wykonywani© wszelkich 

podziałów i przegubów, oraz wszelkich w mniej szyn lub 

większym stopniu ruchomych połączeń, napotyka na trud

ności konstrukcyjne. Z drugiej strony, sam sposób po-
i

wstania każdaj budowli żelbetowej; z matęrjału pó ł 

płynnego a bezkształnego, który nabiera kształtu i 

twardości w specjalnie dla daaej budowli wykonanych 

formach, narzuca nam niejako konieczność pojmowania 

ustroju żelaao-betonowego, jakgdyby ulanego z jednej 

bryły, a więc ustroju ciągłego, niepodzielnego na drob 

ne i elementarne części konstrukcyjne.

Dlatego też w budownictwie żelaso-betonowera więk

szość ustrojów stosowanych nie daje się  sprowadzić do 

elementów prostych, których zewnętrzne warunki mecha

niczne dałyby się wyznaczyć przy pomooy samy oh tylko 

równań statyki.

Stanowi to w pewnym zakresie przeciwieństwo tych 

ustrojów w stosunku do ustrojów żelaznych lub drewnia-
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nych. Baprzykład belka, leżąca na dwóch podporach 

przegubowych, z których jedna *est oprócz tego p r z e 

suwna, stanowi element statycznie wysnaazalny„ ba r 

dzo c zęs to  spotykany w ustrojach żelaznych i drew-
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nianych. Belkę taką, z wyżej wyłuszosonyoh powo

dów , w żelazo-betonie spotykamy o wielo r zad z ie j ,  

natomiast jako ustró j typowy będziemy tu m ie l i  c ią g  

belek, leżących na jednej osi i sztywno ze sobą p o 

łączonych, c z y l i  belkę c iąg łą ,  w ie lop rzęs łow ą , a więc 

belkę statycznie nie wyznać a alną /rys„X. To

samo można powiedzieć o połączeniu belek ze słupami 

aa których s ię  wspierają. W ustrojach żelbetowyoh 

belk i zasadniczo stanowią jedną, aałość ze słupami, 

co znów wprowadza w pewnych warunkach statyczną nie* 

wyznacsainość / ry s 01 ,d„ e/„

Widzimy więc, «e  ustro je żelaao-b^tonowe są to 

ustroje,.po większej ce^óci statycznie niewyznaosaal « 

n «„ ,s ta tyczna  niewyznaczalność aoie byó zewnętrzna 

lub wewnętrzna.

Zewnętrzna statyczna niewyznaczalnośó charaktery 

ęuje się tem, że ze-*miaaą rodzaju podpór /stopnia 

zamocowania/ ona znika. Przykłady takich ustro i  wi 

daimy na,rys.2. Są to  przedewszystkiem ramo#nice 

jednoprzęsłowe, na jogó ln ie j  u ję to  jako o iąg  belsk,
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sztywno połączonych między sobą, a leżących na l in g i
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łamanej, wspartej dwoma swoimi kojcami.

U stro je ,  wskazane na rys.3, są wewnętrznie s ta 

tyczn ie  niewyznacżalne , gdyż żadne zmiany w iok 0po
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raoh nie sprowadzą statycznej wyznaczalności. Są to 

prsedowszyatkia* wieloprzęałowe belk i c iągłe i ramow

ałeś  otwarte lub zamknięte /Kratownice T ię rendee l1 a/,

V giGrwrwjm ro d za jn Ufitraj<5w _ zalany »Agtro-



ju mają zawsze wpływ na naprężenia.

Do wyznaczenia wszystkich warników mechanicznyoh 

ustrojów obu powyższych rodzai, równania statyki, 

wynikające z rozważania brył doskonale sztywnych, 
jak wiemy» nie wystarczają.

Uciekamy się więo do innej dziedziny mechaniki, 

a mianowicie do zjawisk i praw, wynikających ze 

sprężystości tworzywa, które określają nam warunki 

pracy tych ustrojów i dostarczają brakujących aależ-
a

ności matematycznych.

Jak zaznaczyliśmy, w ustrojach statycznie niewy- 

znaczalnych zewnętrznie, spotykamy się zawsze z csayn- 

nikiem Wywierającym bardzo znaczny wpływ na rozkład 

i wielkość naprężeń w danym ustroju, a mianowicie z 

wpływem zmian temperatury i kurczeniem się tworzyfa. 

Istotnie opora nieruchoma lub nieruchoma i sztywna 

inaczej będzie oddziaływała na ustrój, gdy on się  

skurczy lub rozszerzy skutkiem oohłodzenia lub na

grzania, niż to ma miejsce, gdy ustrój pozostaje 

niezmiennym co do swyoh wymiarów. Powstają zatem 

skutkiem zmian temperatury w prętach ustroju, dodat

kowe naprężenia, ni eras bardzo zaaozae.

Podobny wpływ jak ochłodzenie ustroju posiada 

skurcz betonu, czyli właściwość zmniejszania ob ję -  

todoi w okresie twardnienia. SkuroR ten można przy -
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ją<5 jako równoznaczny z ochłodzeniem ustroju o 10°

do 15°C. , oo wynosi, przy spółóeynniku rozszerzalnoś-
' ' o

oi "betonu równym 0,000012 na 1 C. , skrócenie o 0,12

do 0,18 milimetra na jeden metr długości.

STOPI# STATYCZNEJ rnwiZNACZALgofet.

Pod stopni ©ci śt&tysBftdj ńiewyJSilAOZftiflodoi pojmuje* 

my liczbę równać, które należy ustalić poza równania

mi statyki, w tym celu, ażeby wyznaczyć wszystkie s i 

ły  zewnętrzne, działające na dany ustrój, oraz punkty 

fc&oeepienia tych s i ł .  Mówimy więc, że ustrój jest po

jedynczo, dwukrotnie, trzykrotnie i t.d. statycznie 

niewyznaczalny, jeże li  potrzeba jest jednego, dwóch, 

trZeoh i t .d . dodatkowych równań.

Jako sposobu określania statycznej niewyznaczal- 

ności, użyjemy następującej metody poglądowej.

Jeżeli będziemy rozpatrywali połączenia ze sobą 

dwóch bry ł,  to zauważymy, że połączenia te mogą po

zostawiać tym bryłom większą lub mniejszą swobodę 

wzajemnych ruohtfw w jednej płaszczyźnie, tylko bowiem 

ustroje leżące w jednej płaszczyźnie będziemy brali  

narazie pod uwagę. Połączenia te wyrazimy w postaci 

mechanicznej drążków osadzonych w bryłaoh przegubowo. 

Za leżn io  od liczby tych drążków, będzie istniała



mniejsza lub większa swoboda wzajemnych ruchów.

WTPADEK T. Bryły nie są woale połączone, Batem 

siwoboda wzajemnych ruohdw jest zupełna /rys.4 / . -

Bryły mogą się wzajemnie: a/ obracać, h/ przesuwać 

poziomo, o/ przesuwać pionowo,

Wszystkie trzy możliwe ruchy uwidocznione są na 

rysunku strzałkami. Jako przykład mogą służyó koiioe 

4wdch belek wspornikowych, niczem ze sobą bezpośred 

nio nie połączonych*
UPADEK IX. Bryły są połączone jednym sztywny®

drą&kiem, osadzonym przegubowo. Swoboda ruchów wza-
i 1 *

jemnych unicestwiona w kierunku pionowym / ry s .5/. 

Bryły mogą wzajemnie tylko: a/ obraćad s ię , b/ prze 

suwrć poziomo. Przykład: połączenie przegubowe i 

przesuwne kotfców dwóch belek, z których Jedna służy 

za oporę dla drugiej.
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WITADEK I I I = Bryły są połączone dwoma drążkami 

3*tywnymi, ;jak wskaeano na r y s .6 , prayczem jeden
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z przegubów jest dla obu drążków wspólny. Swoboda 

ruohów wzajemnych unicestwiona tak w kierunku piono

wym, jak i poziomym. Pozostaje jedynie swoboda wza

jemnego obrotu brył. Przykład; zwornikowy przegub 

łuku.

WYPADEK IV, Bryły są połączone trzema drążkami 

sztywnymi, z których dwa posiadają wspólny przegub, 

trzeci zaś umieszczony jest zupełnie oddzielnie 

/wszystkie trzy drążki nie mogą być wzajemnie równo

ległe/. Wszelka wzajemna swoboda ruchów unicestwio

na /rys.?/. Przykład: belka jednym końcem osadzona 

w murze i wszelki przekrój sztywnego ozłona konstruk

cyjnego.

Zastąpienie różnego rodzaju połączeń pomiędzy 

bryłami systemem prętów, jak to uczyniono powyżej, 

n m  stwierdzenia w kmżdym wypadku, i l e
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ni ©wiadomyoh nastręcza rozwiązanie danego zagadnie

nia statycznego. Mianowicie niewiadomych je s t  t y l e ,  

i l e  prętów, gdyż rozwiązanie statyczne winno nam 

dać s i ł ę  d z ia ła ją cą  w każdym z tych. prętów, gdyby 

i s t o tn i e  połączenia były w ten sposób urzeczywist

nione* Wykonanie tych połąozeii przy pomocy innyoh 

mechanizmów /jak to widaó z przytoozonych powyżej 

przykładów/, dających t© same swobody ruchów nic nie 

zmienia oczywiście w warunkach statycznych ustroju.

Przy połączeniach pewnej l i c zb y  bry ł  w jeden 

ustrdj nośny, c z y l i  w jeden nieprzerwany o iąg belek 

dowolnego k s z t ł tu ,  oparty na fundamencie lub bezpo

średnio na z iem i, możemy całośó uważać za zespół 

b ry t  /belek/ tak czy inaczej połączonych ze sobą i z 

fundamentem /lub ziemią/. Wówozas dla każdej poszczę 

gó lne j  b ry ły  układu i s tn ie ją  3 równania równowagi, 

zatem d la  ustro ju ,  składającego s ię  z b brył będzie 

my m ie l i  3  b równail, Zważywszy, że w myśl powyższe

go, każdy z wyobrażalnyoh drążków, łącząoych dane 

c ia ła ,  może być zastąpiony s i ł ą ,  i  że znajomość wszysfr 

kich tych s i ł  da nam znajomość meohanicznego stanu 

danego ustro ju , dochodzimy do wniosku, i ż  łatwo zda

my sohie sprawę ze stopnia statycznej niewyznaczal- 

noścl tego ustro ju, gdy zastąpimy drążkami wzajemne 

po łączen ia  poszczególnych belek astroju i  połączenia
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z ziemią lub fundamentem i porównamy otrzymaną 

liczbę drążków wyobrażalnych z liczbą równarf, do

starczonych przez statykę, 5  6 . Oznaczmy przez  W* 

liozbę drążków wyobrażalnych* stanowiących połącze

nia belek między sobą, a przez &  liczbę takichźe 

drążków, łączących ustrój z ziaraią lub fundamentem, 

Wówozas będziemy mieli przy statycznej wyznaczalno- 

6oi ustroju równanie:

OJ + z, = J  b ............... /!/
zaś w wypadku statycznej niawyznaozalnośoi równość 

powyższa zamieni się na nierówność?:

6vT + Z }  3 b lub inaczej GJ + Z -  $ b - V ' , . .  ./£/ 

gdzie \t' będzie liczbą brakujących równaj czyli 

stopniem statycznej niewyzn&czalności ustroju.

Wgźmj dla przykładu najprostszą ramę / rys .8/,

[7--------------------- sa

Ó

j s y ./: ó ,
składającą się % trzech prętów, połączonych ze sobą 

zupełnie sztywno, z ziemią zaś przegubowo, czyli 

przy pozostawieniu swobody obrotu; mamy więc w tym
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wypadku:

OJ* 6 6=3  zatem w *  Z = 6*-V = i o
3 b = $ ; 10

brak więc jednego równania; ustrój je3t po j edyiiczo 

s ta tyczn ie  niewyznacisalny.

Przy tak ie j  samej ramie, ale zamocowanej n,a opo

rach /rys„9/mamy:

ur- 6 ) z = 6 ) 3 1 - ^ i 6+ 6 = 3
c z y l i  brak nam trzech równań; rama taka będzie t r z y -

kro tn ie  s ta tyczn ie  niewyznaćżalna.

Rozpatrzymy jeszcze belkę c ią g łą  na TL oporach 

/ rys .  10/, 2 których jedna jes t  przegubowa, s ta ła ,  

a pozosta łe  przegubowe i  przesuwne.

‘Ôfer " ~£$łir rtffyfc

S. <LO.
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Będziemy mieli:

OJ* ( ' n - Z j S Z - n - i - l )
zatem

aT -  ( n - Z ) 3  +■(71 + i y  TL-Z

ożyli brak jest (^l'Z) równań, belka jest^Tj-Z) krot

nie statycznie niewyznaczalna. Jak wiadomo tę właś

nie brakująoą liczbę równań dają nam równania Olapey- 
rona.

Przy projektowaniu ustroi statycznie niewyznacza.1- 

nyoh należy mieć na uwadze, że zbyt wielka liczba  

brakujących równać 'sf komplikuje zadanie do tego 

stopnia, że dokładne obliczenie staje się niemożli- 

wem. Dlatego też należy dążyć do zmniejszenia stop

nia statycznej niowyznaozalnośoi ustroju. Trzykrot

ną statyczną niewyznaczalność można uważać w prak

tyce jeszcze za łatwą do przeprowadzania w oblicze

niu. Wogóle w dużych konstrukcjach bardzo wielu 

statycznie niewyznacżalnych, radzimy sobie w ten 

sposób, iż konstrukcję dzielimy przy pomocy przegu

bów i innych mniej lub więosj ruchomych połączeń 

na części składowe o małym stopniu statycznej n ie -  

wyznaczalności, oblioząmy w tom założeniu i wykony

wamy stosownie do oblicsenia.

W ustrojach żelbetonowych, nie dźwigających spe-



16 -

oralnie wielkich obciążeń, pozwalamy sobie na pewne 

przybliżenia, polegające na tern* że w danej konstruk

cji* wielokrotnie statyczn ie  niewyznaczalnej zakłada

my do obliczenia szereg przegubów tak, by pokaźnie 

zmniejszyć liczbę statyczn ie niewyznaczalnych, a nas

tępnie, przy wykonywaniu budowy, przegubów nie ro b i 

my, mie jsca przegubów robimy zupełnie sztywnemi, po- 

mijając przyjęte w obliczeniu założenie. Na to , aże

by takia postępowanie nie prowadziło do dużej ro z 

bieżności między obliczaniem a samą pracą konstrukcji, 

trzeba, ażeby owe przeguby fikcyjne były założone 

w takich, miejscach, w których moment gnący jes t ,  

w konstrukcji c ią g ł e j  przy n ie is tn ie jących  przegubach 

bardzo mały, najmniej odbiegający od zera.

Takie załatwienie się  z wielokrotną statyczną n ie -  

wyznaczalnością przy t ra fn ie  pomyślanych przegubach, 

znacznie upraszcza obliczen ie  konstrukcji, nie odbie

rając je j  za le ty  sztywności i  j ed n o l i to śc i ,  jaką 

żelaao-beton posiada,.

Rozpatrzymy k i lka  przykładów z powyższego stano

wiska.

Ramownica trójprzęsłowa, całkowicie zamocowana na 

oporach/rys . 11/, wymaga do rozwiązania 

równać dodatkowych prócz równań statyki. J e że l i  słu-
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py oprzemy na prsegubach, to iloóć.brakująpyąh rów

naj zmniejszy s i|  nam o 4 , pozostanie wszakże Y, = 5

v

V T T p

"V"

7fl7 rrp ■7777777

^ y < r .  i i .

Możemy zrobić dalsze założenie: możemy słupom 

środkowym dać przeguby na górze, czyniąc z nioh ^ 

ten sposób drążki, krępując© wyłącznie ruch pionowy 

/rys. 12/. Będą to t.s?w* słupy wahakowe. Wówczas 

~ q  + £ -c)=J , czyli konstrukcja ©tała się tylko 

trzykrotnie statyczni© niewyanaoz&lną, moieray więc 

ją  z łatwoóoią obliczyd.

ŻEŁBBTBICTSO. U ,  Br. 165.
' i s * x '

V # r f P ^ ?

Arkusz 2-^i
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Ostatnie ze wskazanych rozwiązać jest najb^r'- 

dsie^ celowe* gdyż; w ietocio mai o odchyla si$ od 

tego wyniku, Jaki otrzymalibyśmy a ie  robiąc zupeł

nie przegubów, obliczenie zaś znacznie s ię  uprasz

cza, gdyś, }ak widzimy, ilość brakujących r<5wna4 

spada z 9-oiu na 3.

$r<53przęs£owq hale fabryczne / r y s .13/ na jlep ie j

n y j .  i 3 .



daj ą si ę rozwi ąz ad p rz a z st os o w a ni © słupów ;,Jrah ak o -

wy oh.

Imae rodzaj9 uproszczę#,.uwidocznione na .rys *14-a  

i 14-b , dają r os wiązanie innie j rac 3 onalne,

Mówiliśmy poprzednio, i ż  zamianę połączeń sztywnych 

pa przegubowe prz©prowadzamy tylko teoretyczn ie , dla  

uproszczenia-obliczeń, zaś przy budowie przegubów nie 

wykonywamy, Ęie zawsze jednak jsat to możliwem.

T2VS. i 4 - *  & y s .  1 4  - *

Przy budowlach bardzo poważnych i o dużych obciąże

niach, j e s t  konieczno wykonywanie w rzeczywistości 

przagubów przyjętyoh w obliczeniu.

m m  c u m .

Belkę ciągłą.rozpatrujemy jako ustró j wyłącznie 

wewnętrzni® statycznie niewyzn&czalay* w założeniu  

przegibności wszystkich općr i  przesuwnośoi wszyst

kich prócz jednej.  W. konstrukcji ż e la z o -be tonów e j  w
' 1



rzeczywistości śc iś le  biorąc niema to miejsca, j e d 

nakże powyższe zawożenia możemy przyjąć, pako dają

ce nam dostateczne przybliżenie.

Weźmy belkę ciągłą,, podpartą na TL opornoli, Je-, 

ż e l i  przyjmiemy za niewiadome statycznie niewyznaozal 

ne^artoóo i  momentów oporowych, t o ,korzystając z rów

nali Cląpeyron’.a;mamy możność wyznaczenia tyołi momen

tów, JTa oporach krańcowych. momenty oporowe są rófna 

zeru /w założeniu podpór jak wyżej/, pozostają,

Witęo do wyznaczenia (71-2) momenty oporowe. Roz

patrzmy dwa sąsiednie przęsła be lisi ciągłej /oznaczę* 

nia są podanie na rys..15/* przyczepi i

-  20 -

są to momenty oporowe na odnośnych oporach. Wskazane
ł; ' ' • ,

na rysunku wykresy mcmentów gnącyoh dla przyjętego 

obciążenia /areszty zupełnie dowolnego/ odpowiadają
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przypuszczeniu, £e każde p rzęs ło  be lk i  c i ą g ł e j  j e s t  

oddzielną, od sąsiednich. odciętą , belką* le żą cą  swo

bodnie na dwu oporach. Oznaczmy y ie lko^ć p o la  momen

tów gaąoyob. lewego przęs ła  przea , Jego środek 

ciężkości przez S t oraz odległość tego środka c i ę ż 

kości od opory lewej r~ I przez J  . Analogiczn ie  

dla prawego przęs ła  wprowadzamy oznaczenia F~^/ > S r„ 
oraz  ̂ -  odleg&ość od prawej opory.

Równania 01ap©yron’ a, jak wiemy z wytrzymałości 

tworzyw, zwiążą każde trzy  sąsiednie momenty.oporowe 

następującą za leżnością ;

/ W Z I A r ( l  + 1 , )  + A l , ; in *  N r ...... 73/

gdzie N ” j e s t  wyrazem zależnym od obciążenia rozpa

trywanych przęse ł  oraz od ug ięc ia  s ię  opory T  w zg lę 

dem dwdoii pozostałych, opór, które to przesunięc ie  pio 

now oznaczymy przez £ r / r y s .16/  ̂ fa r to śd  N r  wyra

ża s ię  wzoremi

/&/■ • • J\J =  — — ̂ °r — GRoW) __ C E  J  £-r ( -̂r * tf+t)

gdy jednak ug ięc ia  podpór nie uwzględniamy, ostatn i 

wyraz odpada.

We wzorze /4/ wyraz oy. j e s t  momentem statycznym

- 21 -
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pola moment ftp F r  
lewego przęsła  

względem lewej oppi 

.ry T-/ , zai

-  »o*en-
te® statyo&nym pola momentów prawego przęs

ła  względem opory prawpj r+l /w założeniu belki 

r o z c ię t e j  nad oporami/,, Możemy zatem napisać;

w  ■ l . -  i v - i t i

lub in a o ze j :

/&/■■■ L  == / A . - x d x \  7 2 , =
tf-T* / o A' J O (•*+/)

4?ś$li  praes / Ą  ojsaaczyay moment gaąęy w dowolnym
•o ox i .••

przekroju.lewego przęeła* wzięty® »  odległości X 

od opory V- i  , m ^rses -AV;c “ ®aa^ ° ^ ciSnSr moment 
prawego praęssł& względem opory i  /rys, 15/.

Jako wynik zastosowania rśSw&aa&f. 4i&|<ąyr»*a 

otrzymamy ty le  równaj il® posiadamy momentów ©po

rowych, przy tern momenty skraja© iry znaczymy z warw- 

Jtć.w podparcia skraj ay oh. p r z ę s e i  belki /w danym 

wypadku feęią one rćwas zęr^/^ bą&zląmy mogli z$te® 

wszystkie niewiadome . momeaiy--«per.owo wyznaosyć. 

|fyg»f*oz&ni© w i i  j\[ r sroko d£$o ej w skł&d
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równania CXapeyron'a, przyjmie następującą poatać 

ęjray ić in joh  ró&n&jtoGh obciążetf;

VTCPA0IK I .  O b ciążen ie  p iła m i a k u p io a e ia i:

ftrayjaująo oznaczenie, jak m  rys .i? ,  macy:

w -  N = -
f (Ł? '0» -r ) _ jp̂y-+i CL r.tr. I I r+i &  ■>»•-/■J
l y

a, Tfl a rv/

Z-r I

R y ^  / t -

WPijDCf U »  Obciążenie w spos<5$> ciągły na całkowi-

tyoh długoś

ciach pnsęseł 

/rys.iO/

fi-/

> r ['"
e:::i::i i x : i: ...

L
£
JU- 1/ -r-t /

L ynax

R y s .  18.
) z

3^£' 1 £
6

i w : .■ Jtr 2 ł W * -  ■ f  -  i /
’ r r 3 s ' 5  2 r

f i  *  -  f  < U ’ : v U ........* •
\JS$ĄXĘ3L 1X1, Obciążenie w sposób c iąg ły  ty lko  na

— .........■;■'■■■"— — «'1,1 ■ *■' 1 r

esfioiaok d łu g ie  i  prsęse£ /rys. 19/;



Bp Obliczani* belek ciągłych możemy posługiwać się 

tablioami Winklera* Tablice t® są ułożono dla belek“i • : -t. ‘ V ;

dwu- i trsyprsęsłowych i  dla obciążeń równomiernych, 

zajmujących całe przęsła, w założeniu równych przę

seł 1 . „dbliezagy z nich ®aximu® i minimum momentu 

gnącego w dowolnym przekroju /tablice podają spółczyn*
n ik i  co -fe 1 / Z wzorów;

4
H +hf ) 1 ---  .... ,/xo/

-  c /d ]  / . ........ . . . / I V

gdzie ^  jest obciążeniem ciągiem stałem /np. ciężar 

własny belki/, zai jo -  obciążaniem ciągłeza rucho-



mem/wjaględnie obciążeniem aastępozem o i  ągn ci^śardw 

skupi onych/f obliczo&e& na metr bieżący be lk i .  War

tość spółossyn&iktfii CLt O % C podają.tablice  /patrz 

atr. £6 i  27/.
*» ? •
Zmienność momentdw gnących belkę c ią g łą  w p r z e 

krojach niebezpiecznych t , a ,  raa oai opory i  wpob ll-  

ću środka praęała uprzytoianimy sobie l e p ie ; ! , gdy wy

znaczymy momenty jako fnnkcj e sumy obciążeń; s ta łego  

i  ruchomego* badając w każdym wypadku na jn iekorzys t 

n ie jsze  dla danego momentu roz łożen ie  na belce c ią g 

ł e j  obciążenia ruchomego.
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Osnaose^ąo Bumą ■olseiążenia stałego i ruchomego 

przez ^  oraz przez ^--J- ~ .si0# tutek obóiąźenta sta łe-
r

go do ca łkowitego , moi omy wyznaczyć momenty gnące w 

za leżności od ^ i jednego tylko ■ spójtcsynniła j  t za

stępującego spółczynniki z tab l ic  Winklera.

3
= T

/A,

.A"K /'
sr™ kXA, ■ &

/a :

/ A

/A\
~tr

/A,

Tn,  

y n '
~ 3£7

AV
■AAY

|)la momentów w środkach praęsei =  (oLcj + bjdjl =

J
v< -i £ P /

l -  ( CU*- loT+1o)<^l ~ J  <j l  

Dla momentów na osiach opiSr yV ^  __ — /^ąq ^  Cp ) \
min d l ]

— -  [iar^ + c ^ - f j  <j] -  (dt-c-r+c ) cj J  ćjl*'

Spóitoaynni&i J '  i  j "  d la  punktów wskazanych na powyż

szym szk icu  są podane w tab l ic y  na str .29 przy różnych 

stosunkach obciążenia ruchomego do obciążenia całkowitego, 

Fs r y s .20 a» >̂ i  o są wskazane dla przykładu ro z ło że 

n ia  obc iążen ia  ruchomego na belce 5-przęsłowejs dające 

m6x. lub min. momentów gnących w przekrojach oznaczonych
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aomentó# dla belki c iąg łe j  , wyznaossonych dla

lajkar&yst&ięJg&yoK wypadków akłada się % dwóch, ciągów

trsya-ycłi. /patrs rys'..21 a/* 2 którjoh jeden .ciąg jest

11 a mar, .momentów, drugi -  dla min. momentów. Ssczegól-

ais fasujące dla ob liczenia  wytrzymałości są oczy-

f iac ie  częśc i  krsyurych wyrysowane grubiej.- tf&laźy pęd-

i© p e iM  ossęćoi 'belek« jak to widać s wykresu,

snajdują s ię  pod działaniem to momentów dodatnich.,, to

Bome&tów., u}emayc&, i  winny "być odpowiednio uzbrojone.

¥ wypaA&ash. stosunkowo mały oh obciążeń i  równych.

■raęsei ob l iczan ie  belek ciągłych równomierni© oboiąio-

ych ao&aa dokonywać w uproszczony sposób następujący;
o

1 -  dla b e lk i  dwuprzęsłowej; największy moment gnący
---------- i ---------------------------------------------------- ----------- ------------ «n .

,a opora© środkowej, jes t  równy i —-
^  O

dla  b e lk i  tr.zyprasjałowej / rys .S I/ ; 

w-przęsłach skraj ,-iy oh ę f \  ~  -£ i  - * j e ż e l i  skrajne 

pory aą przegubową,
AA „  P I

w . prsąóle  środkowemi i  i  rnax ~



& & A  2  i
la  ryst 21 b i o dla wsaystkiok prsęseł

podane jest dla środkowano przekroju przęsła.

Jeże l i  belka jes t  obustronnie aamooowana, to

AA  w skr&jnyoh prsęsłaah bierzemy takie sa- 
X X rtv<tx. . %

me', jak w preęćle ^rodkowóa, ośy l i  AA  JlL
■* 1 /uax

Momenty oporów© na oporach, ćrodkowyoh i  skraj - 

Łyohfe j e ż e l i  helka obustronnie- aamoooarana:

' r i - g  
3- dla belki wielopra^słowej\
j&sgsła ©krajne,,,' prsy skrajnych oporach, praegubo-

' * K *. i.. ■ .  •••.
wyoh, jak praęala skraja© belki trsyprsęs^owej , t . j .

p£
niulk 1 & yjJ.if \  =■-x . -1- nruxx

j e ż e l i  belka zamocowana obustronni©, toyV\ =. ^
rn.ii. x.

Fraęs^a środkowe, wssyatki® jednakowe, jak przga-
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ło  środkowe "belki trsyprzęałowej, c z y l i  AA __ fr j*
 ̂m.ax  ̂̂

Opory, wszystkie jednakowa, Jak opory środkowe 

be lk i  ir zyp rzęs ław e j , c z y l i  momenty oporowe będąs

.  H */A l o
Sposób gra f iczny wyz^ączenia momentów oporowych, 

b e lk i  c i ą g ł e j .

Podamy jeszcze  gra f iczny  sposób ob liczania  belek 

c iąg łych . Wyobraźmy sobie belk$ c ią g łą  w ie lopraęsło-  !* ’ 1 
wą /rys .22/# będziamy rozpatrywać dwa jakiekolwiek są

siednie przęsła  

tej be lk i ,  kt^5re 

oznaczymy przez 

lt i lT+i /pozo.
r-i lk r-n

l nr + t

Z  Z .
stale oznaczenia 

przyjmiemy jak po* 
przednio / r y s ,15//. Pgaktom stały© lewym przęsła 

będziemy nazywać pimkt przecięcia się prostej momentów 

z osią b e lk i , je ż e l i  obciążymy tylko przęsło sąsiednie 

7 , pozostawiając przęsła na l©«ro od tegoż nieoboią-
V>/ ■" v

&oaeai i uważaijąo belkę za nieważką. Przypuśćmy nara- 

zie , źe położenie punktu stałego dla przęsła l r  
jest nam znane, ©znaczymy j© przez £, j sa&jąc da

ne położenie jednego punktu stałego , możemy
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znaleźć sąsiednie. Dzielimy p r y s ło  t r na trzy rów

ne oaęśoi, to samo robimy z przęsłem /r / ry s .23/,

pr&ez punkty podbiału połoaone w sąsiedztwie opory 

prowadzimy proste T i 7' prostopadłe do osi belki. 

Odległość mieędzy temi proatemi będzie równa Bumie 
trzeokliozęśai przęseł l r i l rH . Przestawimy te 

trzecie części w odcinku J - J '  e lewa na prawo i 

odwrotnie. Wtedy otrzymamy l in ję  J[ jako pionową 

przechodzącą przez punkt podbiału przestawionych 

t rz eoicfj.cz ęśa i .
Prowadzimy k punktu L r  prostą pod dowolnym kątem; 

oznaczmy punkty przecięcia tej prostej z prostą J  

i T przez a i b . Punkt a  łączymy z punktem C 

przecięcia się prostej II z oaią belki i przedłużamy 

a c  do prsecięoia się w punkcie ci z prostą i  1 . 
£sLBBTŃlOTO~ff~Nr016B Arkus* 3-oi.
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tiąoKymy t e r a :  punkt b i  c l .  P reeo ięo ie  s ię  prostej

b<L % osię belki b^dssie właśnie stukanym punktem

stałym £, prjcęała » Je&eli taras bgdaiamy

o h o i e l i  sn a le ć ó  następne punkty s t a ło  L ,r+ i  ZLĘjf 5̂
i  t*d.  , postępować będaiomy a n a lo g io * n i» t wyabod*ąo 

%% snaaego  nam ja* punktu s ta łe g o  -Ly. .
O osyw iśoie  pierwszym punktem stałym każdej b elk i  

o i ą g ł a j  j e s t  j e j  k raił o owa opora, gdyż pr^ea nią 

p rse jd is ie  l in ja  momentów w każdym wypadku o b o ią śe -  

* i  a.

Weiay d a le j  d la  przykłada belko trssyprjsęaiową

r , ‘
,, i

■T ' 'z 1
1
1 L-> 3

£\*0

i 5 v y ł. z f .
i

/ ryB. 24/ i wy»nao*my dla niej punkty stałe i l in ja  

praaatawioayob. triseoioh osęśoi. Będą to punkty ZL,
__ *S/

i L 3 o ras proate F i  R z < % a prostyoh TT i ]IZ 
odkładamy wartoŚoi T, i T z jako r*$dne, *nalesio~ 

ma a wsora:

N r/ " J ” >

3 (  £ .  +  )

/12/
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prsjycze® N r określamy z wzorów ?,8 lub 9.
?rm® punkt 1 i koniec rad n e j  T ; , p m s d s i i y  

prostą do pm^oiąoiA  się w punkcie L,'z z prostopad

łą  wystawioną « punktu L ,  . Prawa punkt L ’ i koniec 

rr.§dnej T, prowadzimy prostą do przeoięoia aią w 
punkcie L'5 z prostopadłą wystawioną z punktu L . 

Gdybyśmy raieli więcej przęseł, postępowalibyśmy 

w dalszym oiągu taksaoo. iiąozymy teraz punkt 4 z  L\ 
prostą i prowadzimy ją do przecięcia się w punkcie 

a  z l in  ją opory 3 » dalej łączymy punkt O, % 
punkta* L z do przecięcia się z l i a j ą  opory Zr . Od

cinki >2 & i 3  o, będą oznacj&a^y wartości szukanych 

momentów oporowych £ \z i A l ^ . Rzecz oczywistą, 

iź prry danych warunkaoh zagadnienia Q .

Mając znalezione w ten ozy inny spoaó)? ^ópęnty
.• f\ \ *

oporowe, możemy wysinozyd wssyatkie,pozostałe do
i , j  ̂ ' 

określenia wartości-;* Ą i \
^  1

y J
1° Oddziaływania, opór,

------------------------------------------------- T —

Rozpatrzmy każde przęsło jeko oddzielnie leżące

na dwuoh oporach, przyozem momenty oporowe okreś l i 

my zapomocą par s i ł  o ramionach l r i l r+i / ry s ,23/ 

skąd wynikają zależności;

r ' =  /A.v-~ f \+ - ,  ■ ę  —-  /^ rv-/ ~ v

y+t
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Z
t  K ~Ł. fti

Oddziaływani® opory 

u środkowej T  wywo- 

łam® wy ląc B ii i e oboią.

j 6‘ ( i śeaiem zewnętrznem
r-i

b «lk i oB»ao*»y pra«g

K Y / .  £<5\ Cor » mówozas ca ł 

kowite oddziaływanie oporyfbędzie;

c r ~ c „ * c - c ' w

wstawiając zaś wartości na C'r i C^., otrzymamy

.............

2°. Momenty gnące w dowolny® przekroju, belki.

Moment gnąoy w,przekroju odległym o X  od lewej 

opory t - v kadzie oazywiście rćwny;

n ^ m x - n rj i - i ) - A r f r ....... / " /

gdzie przez }T£X oznaczyliśmy moment w tymże prze

kroju od obciążenia belki wyłącznie siłami zewnątrz 

nemi, przy belce rozciętej na oporach /rye.2€/.
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f a A / A O W N I C E :

I .  Ramownioa jodnoprKęsłowa przegubowa

RospatrBymy najprostrsą r&mownicę prostokątną 

/rys .27/ obciążoną dowolni® Eiłassi pionowo®.!. P'o~ 

pr^eopinioa jest BEtywno połąosona z e  słupami w 

węgłach C i D  , natomiast aa podporach A  i  B  

Błupy są opa.fto przegubowo. iyaokośó ranowniey niacfc 

będsie k, , roRpiętcśó l  . Obciążenie ssewnętrene 

daj© odpory pionowe '4 i Vh ekiarowan® do g ó r j , 

ora* odpory poaiowa ^ b '  roapatruja

my obciążenia tylko pionowa, odpory JCŁ i x Ł t>4d ,
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dz ia ła ły  do wewnątrzf będąc równe 1 skierowane prze- 

OTt, ciwnie, c s y l i :

C

m .

A

X 1
—> .

!C
^

1 j j

fi-

i i

\ 'J 1

D
'X J = ' W - S

Zwykłe równania statyki 

pozwolą aa® wyznaczyć od-
*WlŁ pory pionowe

I

i K

V777777?
B

7777777"

i^yy :  z  7 .

0,,° zależności od warunków 

obciążenia zewnętrznego. 
Raaownica taka,posiada 

jedną wartość statycznie 

niewyznacżalną. Niech tą 

wartością będzie odpór

boczny X  . Celea wyznaczenia tej wartości winniśmy 

uzyskać jedno równanie dodatkowo do równań statyki 

i r  tya celu, sięgając do praw sprężystości, zaato- 

aujeay zasadą najaniejazej pracy sprężystej. Przyj

mując przeguby za nieprzesuwalne możemy w myśl tej 

zasady przy równać do zera pierwszą pochodną po X  

od wyjrassn. pracyf będziemy wówczas m ie l i ;

& 'A £3? o /1W
S & zU A  oznacza istotny mement gnący, występujący
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w danym punkcie osi ramy pod wpływem dowolnego 

układu s i ł  zewnętrznych /obcią&eiS/, 

frf - s i ł ę  normalną /osiową/ w tymże punkcie 

(Li ~ element długości oai ramownicy 

3 -  moment bezwładności?
_ > członów ramownicyF -  pole przekroju )

E -  spółcjcynnik sprężystości tworzyw*.

Wyraz trzeci odnosi się do emiany temperatury, rów-.
i9

nomieimej w całej ramownicy na i  przy apółczynniku 

rozszerzalności materiału £ ; zmś wyraz wywarty 

wyraża pracę pcd wpływem powstania różnicy tem

peratury A t  w tworzywie ramownicy pomiędzy siewnę- 

fcrsaą i  wewnętrzną powierzchnią jej członów* Jeżeli  

efcwilowo nie będziemy brali pod uwagę wpływu zmian 

temperatury, czyli przyjmiemy t~  O 1 A t - O ,  
otrzymamy równania:

/A O  M M  i - J ~  - ^ =■ 0  • • •
£3  <"i>X

Przypuóómj na chwilę, że rozpatrywaną rft#ow»ieę 

uczyniliśmy statycznie wysnaczainą przez danie j e d 

nemu z przegubów Lużnodoi przesuwania się. Idwczas 

odpory po«iome JC unikną, a feaiem i  momenty gnące 

panujące w poszczególnych częściach ramy ulegną 

zmianie, Hie zmieniając obciążenia nazwijmy momenty
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które wystąpiłyby w tym wypadku w ramowniey; dla 

lewego słupa A C -  7ft0t dla poprzeczki CD~7fL-lt 
orae d la  prawego słupa "  ^ 2 *

Gdy b powrotem przyczepimy odpory JC do prze

gubów to rozpatrując przekrój słupa AC w odległości 

'M od opory A  możemy napisać i

Q A\ _ ^
moment gnący yV^= stąd * J

/ I V
Q N

s i ł a  osiowa N =  *  L. " SD A ~ 0

element długości ot 3 -  oty 
analogioznie dla słupa J3 :

moment gnący y\Ą _  y

s i ł a  osiowa N ~ ~ ^  ^ą ~ ® j

element długości óU = ćLj 
dla poprzeczki CJ) rozpatrujemy przekrój w odległoś
ci X  od punktu C :

/18/

momsnt g n ą e y y ^ = Jty -  =

> , PA" /
s i ła  osiewa /Y -  j Z

element diugośei ^

/ 19/
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Podstawiają© te wartości w równanie /16/ i Bakła- 

dając El jednakowe dla słupów i popr^eeBki , saś 

J  i F~ różne, pr«ycEem oenaoBymy J0 i /7 d la  

słupów, Kaś i Ft dla popręeoski, otrzymamy:

3 JjJ W  j y  i-
u 0 O '

Bkraoająo to równanie przes £  , porsądkująo wyra

zy i mnożąc wszystkie wyraey pr&&& moment be«wład- 

nośei popreecRki 3, . t otrzymamy;

A  . f
1  
J,

SKćLd. V  _  x /  + \
A  J L Ą K ' + U  \ f l

1  *  ' w

RoKpatreymy co OKnacssają posBo^ególne wyrazy

równania /£1/.
ZaeBynamy od dwóch pierwszych wyraeów mianownika



3. 1  L 3 Pi 1t . j .  y  ^ h/ oraz H  . Jeżeli każdemu elementowi

długości cUj słupów AC t BD nadamy pewien ciężar

równy cUj to całka f j o d y ) y z -  f
będzie momentem bezwładności poprzeczki względem

tejże osi. Oatateeenie więc suma wyrajów y- + i i i '
będ*ie momentem bezwładności osi ramownioy względem

osi A B  gdy osi ramownioy nadana jest pewna waga na

jednostkę długości, wagy czysto fikcyjna, zwana cza*

BemMwagą sprężystą” .

Powyższy moment bezwładności oznaczymy przez

• « y i i  =  ± - f  k * *  I C ......... /22/

Przed rozpatrzeniem znaczenia wyrazów licznika  

w równaniu /21/ przypuszczamy ponownie, iż ramowni- 

ca stała się statycznie wyznaezalną przez nadanie 

przesuwnośoi jednej z przegibnyoh podpór przy zacho

waniu pierwotnego /dowolnego/ obciążenia. Niech ob

ciążenia te wywołują w poszczególnych częściach, ra -  

mownicy momenty gnące uwidocznione na rys .28. lówczas 

pierwsza całka licznika w równaniu /21/ J  7ii0 
będzie momentem statycznym osi słupa AC ramownioy"* • 
względem osi A  3  , jeżeli  elementom długości tego 

słupa nadamy eiężar fikcyjny W 0 oLj # m eoh da-  

l e3 S 0 środkiem eiężkoś&i pola momentów słupa

- 4 2 -
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. 3

A C  -w ielkoś

cią powierzchni 

tego pola, a 5 fl -
-  rautem środka 

ciężkości #S0 aa 

oś słupa; wówcsas 

będssiemy mogli 

napisaćs

i

‘ “ i  1%

n . y Ą -

r y s . z a .
gdaie M jest

° orzędną pu-ałctu, ib

stosują© to samo rozumowanie i podobne o^nacKenia, 

dla popr^ec^ki, mamy; .
1 X

wresRoie dla drugiego słupa 3 D  napiseemy;

1

Stad widzimy, że oałki licenika równania /21/ 

są momentami statyofjńymi rautów środków ciężkości 

pól momentów gnących, na oś ramownicy, wciętymi
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względem osi A J .  Sumę tych momentów titatyoss- 

nych ofsnaoKyay praes wobeo csego możemy

napisać:

k  =  i ■ j . \ : 7 j k ' 7 j . \ - / w
Po podstawianiu w równanie /2i/ wielkości

i  3 ^  fflany:

X
s Gs

3 ,a, A
p,

(

~r~ - 7 2 4 /

WPŁIW ZlflAN T3MPETATTJRX

Wyobraźmy sobie, i ż  rozpatrywana ramowniea 

i©8t nieważka i nieobaiążona siłami zewnętr&nemi

/ ry s .29/ i snal 

duje s ię  w tem

peraturze, w 

które j  zosta ła  

wykonana. W ta 

kim wypadku 

nie mamy żad- 

nyeh naprężeń. 

Jaśe l i  tempera

tura ulegnie

k

-i**-

i3SV. 29.



śmianie, to z jaw ią  s ię  naprężenia w ratnowniey, apo- 

wodowana wystąpieniem odporów w przegubach. Przy
puśćmy,. że tempetatura obniżyła s i ę ,  skutkiem eze- 
go ramowniaa u leg ła  skurczeniu, wdwozas jedynie s iły

n&zewnątrz , gdyż ramowniaa kuroząa s ię  stara s i ę  

zb l iż y ć  przeguby ku sobie. V ra z ie  nagrzania ramo- 

wnioy, kierunek parć X t  będzie odwrotny. Rozpatrz-  

my wypadek równomiernej umiany temperatury w oałej  

ramownioy a więo wypadek gdy A t  - 0 h
Przypuśćmy, że nasza ramownioa zosta ła  o z ię b io -  

na równomiernie o t  wywołując odpory X t  , k ić -  

ryob dz ia łan ie  określimy e ogólnego równania /15/:

z powodu braku jakiegokolwiek oboiążenia zewnętrz

nego ramownioy będziemy m ie l i ;

Po wstawieniu tyoh wartości w równanie /25/ i  wpro

wadzeniu oznaczeń analogicznych do oznaczeń równania 

/Z A /  otrzymamy;

X t  t które powstaną w przegubach będą działały



~  46 -

UWAGA.; d la  betonu przyjmujemy <£ *» O.ooooi
do 0.00 00 13 5 średnio £ L -0.0 o o o nz  

EZ — I ł D  000  

Mająo już wyznaczone wartości A  i JCt  , dal-  

sk© obliczenia prowadzimy, posiłkują® się wyłąos- 

nie prawami statyki.

RAMA DOraiEGO KSZTAŁTU

W /s:

k \
jl_y L
i X "

Z OPORAMI NA JEDNAKOWEJ iYŚOKOSCI.

Izór /24/ i /Z ty  wyznacza;}ąoy wartośoi ^  i X t  
w szozególaym wypadku rozpatrywanej powyżej ra~ 

mównicy, możemy uogólnić dla ramownicy jak ie jkol

wiek, o dwu przegubaoh. na jednej wysokości.

'W* Niech będzie ramowniea

kształtu wskazanego 

na ryao30 obciążona 

jakimkolwiek układem 

Y ^ s s i ł  zewnętrznyoh, opar- 

»3 ta na dwóch oporaoh 

prsegibayoh, znajdują

cych ai$ na jednym 

poisiomi©. Ramownica 

taka jak wiemy bidzie pojedynczo statycznie niewy- 

znaezalaą, Uosyji&y ją statyeznie wyznaezalną praes

3̂ / \  nu
,ls;

5 iV >
\ 3 X

i

l X ł 
. 1

R Y S .  3 0 .
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s&mianę jednej « opór prsegibayah. na przeaywną. 

iówcaas momenty gnące YYt w poszczególnych prętach  

ramowricy, wywołane obaiąśeniem ssewnętrRn®* przed
stawią się jak na rysunku.

Moment gnący ramowniay statyczn ie  niewy«nao*al~ 

naj, w dowolnym punkcie t e j  raiaownioy; wgr&ei się  

wzorem;

saó s i ła  osiowa w tymże punkcie;

JN/=-XC^5oc gdsie oc jest kątem nachylenia 

dowolnego pręta ramownioy wisględea pouioau 

biorąc pochodne po X  mamy;

wstawiając otreymane wartości w równanie zasadni-

oze /16/ •

stąd sań po skróceniu prseft El , pomnożeniu przez 

dowolną stałą 3 C i  przekształceniu;

X m /
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roepatrująo anaaBeaiaposzczególnych oaJ:©k wi&tsi-.

f ' ( JL\ } y z baBwladnośoi
J  l ^ ' *" osi ramowniey wjęględaa 

osi A ©  , prsy aadaaiu ciężaru eleamafcowi dłu- 

ęaśoi równy* j  ^  * aożemy ją  satem ostnaoHyó 

prese w poprzednim wypadku SKozególayra.

/
S oi^ __  mosentem statyoBaym

-J ^ ramownioy w«ględea osi A g
o

przy nadaniu elementowi długości ciężaru równego 

i .  i  # oznaczymy ją  sątem przess przyoeem;
J  J ■■

^o
Ostatecznie więc;

V  ^

J{- ~  3 ^  f SC O ^<  ..........  /29/
0

analogicznie d la  X t możemy napisać mnór ogólny;

y  J E !  4  ^  / 3q /

3 4 y v c  4 * * ...........................

U l i  (U : Ponieważ wyraz ° f  cojhc - ^ ^ J je a t  mały 

w porównaniu, r  , t  większości wypadków można

go odr*uoi<5, b«e dużej nieścisłości.
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RAMA DOWOLNEGO KSZTAŁTU 2 O P O M I NA N IEJSM A 

KOWEJ HSOKOŚCI.

Wprowadzimy teraz dalsze uogólnienie zasadni

czych wzorów. Przypuśćmy* że mamy jak poprzednio 

ramownioę dowolnego kształtu, obciążoną dowolnym 

układem s i ł  zewnętrznych /rys.31/, różniącą się od

poprzedniej tylko temt że opory A  i 3  nie znaj

dują się na jednakowym poziomie. Moment gnący tej 

ramowniey, w dowolnym jej punkcie C będfcie;

A  = W  ~ X  secJ$ycoij$ - 771 -  X"j
silit, osiowa w tymże punkcie pozostanie jak poprzed

nio bez zmiąnyi N ~  -X c<?;>oc
\

Kr. 165. Arkusz 4 -ty .



Ostatecznie więc będziemy mogli napisać najogól

niej i .
„w

Y  _ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  ■ • / 3 V
■Ą, ^ y  CcJdt-TC ~

Y  ~  — -— 2  £  Ś..L„------- .. /3£/

^  A

pamiętając, że wartości 5. wyznacza się,

pi^yjiBująa pionowe rzędne y  odmier*on® od osi A B

FRZSBIEG O BLICZEM  RAlfOWHICI.

Dla ramownioy wskazanej na rys.32 wyznaćzj6 jC , 
więc obliczyć $ ^  i .

3/ Wykreślamy krzywą momentów 1TL na osi r a -  

mównicy w założeniu, że jedna * c*p£r może się swo
bodnie poruszać,

2/Dla każd9go pola jnomenttfw na ramownioy znajdu- 

^omy środek cięśkośei i raut tegoż na oś ramownioy,
oraz samo polt?, skąd otrzymujemy iloczyny i  i  \i

4v Jn.
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- jest' dowolnym momentem fcezwładnośoi, ?;ai

J  -  ies.t momentem bezwład®ości przekro ju  danegon,
pręta ratnownicy.

3  z .

3/ Znajdujemy moment bezwładności ^3 dlf* ka&dc 

go prostego odoinka osi ramownioy.
.Do tego oelu służyć może wsór następujący;

£ = ł / y * ;n Jy,

d./e A l  -  .
*3 ł - y .

więc
d i  = y>-yL J\

dy
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Dla najbardziej ogólnego wypadku, gdy A  23 

nią jest poziome, otrzymamy oczywiście wzór iden

tyczny, jak to widać a rozpatrzenia rys .34. Znaki

Rbfy. 3 3 .  34.

rtędnyoh. y  mogą oczywiście by<5 różne. 

LITERATURA,

Gotowe wzory do obliczenia wartojci statycznie 

niewyznaożalnych w najbardziej ozęsto spotykanych 

ustrojach raisownio i wypadkach obciążeń daje:

Dr o KLBINL0SJ3L ,,Bahinenformeln,ł -  Berlin. Brnet. 
u. Sohn.
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Zwię^łs teoretyczne traktowanie pr?,f)&nii otu Kna1<- 

duje s ię  w następujących książkach:

Dr.Ing. W.Gehler "Der Rahmen”, Berlin. Ernst. 
uu Sohn.

Ing. Hugo t .BRONMK "Biegungsfeste Rahmen". 

Berlin , Ernst u0(Sohn0

TOŁOPRZjiSŁOWA.

Calem zumiejsgenis liczby wartości statycznie 

ni evfy?;n a c alnyoh ^amierfmy pośrednie słupy /rysu 35/ 

na wahaki, prse?; dodani© słupom wspartym na przegu-

3 r 3

/A E F  w

i ^ y y :  3 5 .  
\ x h |xc

A,

..... . - - -c

<  ^  ^  >

--------------  j ..... .............

*  t l  v

•i

1

lr

* *  
J ------- i <, ^

t R ys .  3 0 .

bach £  I F ' dodat-  

kowych przegubów 

pod belką gdrną 

w punktach 3  i C  

1 ^  / r y s ,36/.

Przyjmiemy, że 

takie podparcie 

punktów JE? i  C  

k  daje oddziaływania 

wyłącznie p iono

wej oi*yli wahaki 

są równoznaczne 

z oporami prtse--
fIV/



r 777777/777

Tr/wn 777

3 ? .

gibnemi i przesuwnemi 

/rys.3?/0 Jak to się ła t 

wo przekonać, będziemy 

mieli wówczas tyle warto

ści otatyoznia niewyzna- 

ozalnych, i le  jest przę

seł ramownioy.
Jaka statycznie niewy- 

znaczalne wybierzemy: rozpór boczny oras od

działywania wah&ków; X Ł i JC .
Wartości ta wyznaczymy z rozpatrzenia przesu

nięć punktów A  , 3  i C ramownioy 

pod działaniem s i ł  X CiiX h i X c na ramownioy, któ

rą uczyniliśmy statycznie wyznaćżalną prze* usunię

cie chwilowe podpór 3  i C oraz przez danie jed

nej z opór A  możnośoi poziomego przesuwania się

/rys.38/. Tak przekeztał 

coną ramownioę poddamy 

kolejno działaniu:

6/ s i ły
■77777777/7 b/ si ły JĈ  - ~ i  

0/  siły X  = - /
oraz

d/ s i ł  zewnętrznych, przy których wartości

p o wy z a s e obi i o stany,
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Niech. wtedy oznao*?.:

-  wpływ siły  * na przesunięci o

n s i ł  sewnętrp-nycti" tt JT

Analogiczne mają snac^enie inne zestawienia 

wskaźników we wzorach poniżbryołi. J'eże3i nałożymy, 

że w istniejącej ramownioy opory eą nieraohoiae 5 

niema zmian temperatury, to prawa sprężystoźol p o 

zwolą nam nadanie równaniom praoy następującej pos?-

x/ Mailer~Brefislaurw£JraphisohG. Statik"* 2 tom.

2 dział*
i MDie neuren Metłioden der Pestigk0itEie^lr6,,,

Stosownie do prawa Maxwell*ai

i t,d.



00 zmniejsza liczbę współczynników przy niewiado

mych.
Jeżeli będziemy rozpatrywali wyłącznie pracę 

gięoia, pozostawiając na ubocau pr&cę s i ł  osiowych.

1 tnąoych, to każde przesunięcie wyrami się wzorem:

d s  / u /
E 3

gdzie d $  jest elementem długości osi ramownloy, 

zań oałka obejmuje całą ramownicę.
Momenty /A. z odpowiednimi wskaźnikami są to mo

menty Odpowiadające obciążeniom, działającym na ra -  

ifiównioę Statycznie wyznaożalną /rys,38/. Więc sto

sownie do powyżazycli założeń będziemy mieli: 

i n 0 -  mom. gnące pod obciążeniem s i ł  zewnętrz
nych, gdy wszystkie O

-  moin. gnące przy ~ - i
A V ł -  « «  . " jc

S \ L -  " "  « '  jcc - - y
Jest oczywiste* że z chwilą, gdy wyznaczymy war

tości atatycsnie niewyzaaczalno z równeuS /33/, mo

ment istotny, gnący ramownicę w danym przekroju, wy
razi się wzorem;

A l  = / n  -  A  jc - f\  x - y n  x - - / 3 5 /
0 o. a, b  b  c. c  /  V
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Oddziaływania, opdr Yp i Ŷ  będą miały postać:

Yp= K ~ a  -K X - Ypx -  ...i r0 a, rh b ri c

-  57 -

Ŷ  Y? - Y, X - r  Y? :X - .......I ‘o IcL * lh i  lr c V

/ 3 6 /

gd*ie

Yp -  jest oddziaływa

niem opory prawej przy
JC=0 .

Yp -  jest oddziaływa
ją,

niea opory prawej prrtj 
X ~ - i

i t.d.

Przebieg obliczenia 

będzie więc następują

cy; po doprowadzeniu 

ramownioy do postaci 

statycznie wyznaczalnej 

/rys„38/ wykreślany na 

osi ramownicy l in je  mo

mentów dla następujących 

jej stanów:

- V - * , * ? ■ *
/wybraliśmy ramownicy 

dwuprzęsłową o dwu war-
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tośoiaoh. statyczni© niewyanacRalnyci*/ rys039. Poso- 

staje dokonać całkowania wyrasów typu w*oru /34/, 

ażeby móc rozwiązać dwa równania typu /33/ 2 dwie

ma niewiadomemi i

Masy t'« , c f^  ,
Jak widzimy, pola momentów, których iloczyn anaj* 

duj© s ię  pod znakiem całki, mogą mieć różne kształ

ty. Jeżeli krzywe 

/jak w stanie JC*0 /  
zamienimy odcinkami 

prostymi, to możemy po

wiedzieć, źe w najbar-  

deiej ogólnym wypadku 

pola momentów są to 

dwa różne trapesy ę 

wspólnej długości pod
stawy ^5 ' . Będsiemy mieli /rys.40/:

^ A i (v^6c =

• t o n )
j ^ y y :  4 -0 .
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=  i  f r ( z y . ' + y j - + % ( * % ' + ] ' ) • ■ ■  r n v

Z wzoru /3?/, odpowiadająoego dwom różnym t r a 

pezom, możemy z łatwością wyprowadzić wzory dla in 

nych szczególnych wypadków, nadając różne wartości 

^-orn: gdy naprzykład y  -  mamy trójkąt z t r a 
pezem ( c)dy Aj = mamy prestoK^t 2  tr-a.peze/71 it.cL.

2 trapezy.

/ K ^ ł / y > n + y : ]

Prostokąt z trape*em



X

X

X

y,

T ró jk ą t z

a S ,

X
z

nx
, ś , '  „•» r f , =  - y - 3 (

2 prostokąty:

II
'ii

»L

prostokąt * trójkątem.

/ / vL / \ " £s= # J ! r

Dwa trójkąty

łw,
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TfTZUACZANIE OSI ODKSZTAŁCONEJ,

j z y s  4-1.

Najszybciej będziemy mogli wykreślić kształt  

osi odkształconej belki giętej /lub słupa/, gdy 
znajdiiemy długości cl, b i c /rys„41/, pr^yor,efc 

^  i ^ są to odcinki wycięte przez styczne do

odkształconej osi na 

oporach, zad C jest  

to wartość ugięcia po

środku. belki.

^ oC Ha tablicy 3ą zes

tawione wzory dla n a j 

częściej spotykanych 

sposobów obciążenia. 
Otrzymujemy te w2ory najłatwiej bądi z ogólnego 

wzoru sprężystości

—2L!jŁ.- =  ...........  /38/
d.JŁŁ iE1^

bądź s twierdzenia Mohra/odkształoona danego prę

ta giętego posiada kształt l i n j i  momentów przy 

biegunowej odległości H ~  Ę J  dla tegoż pręta, ob
ciążonego polami momentów,- wywołanych rozpatrywa- 

nem obciążeniem/.

Dla przykładu welmy najprostszy wypadek pręta 

obciążonego momentem / ^ \ s .
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Posiłkując się t^ierdseniem KoŁrfa 'bę&r.te-my

mieli: y= L  - L
B Z G

skąd moment gnący 

w odstępie X  od l e -  

’3 wej opory jest obcią

żeniem trójkąta A B C .

x  _  A k x / / i x8
3 * /  ( l A■o 'X £ -2 3

a więc ir.ędna uginała będzie:

.Kąt stycznej do odkształconej g osią nieod- 
kształconą będzie;

więc w punkoie A  przy X  -  O

to,#. — wiąo 6  =  /&oę =  — -g ^ = \C i fk g
J <££J  ł “  «g£ j  <s

saó nr punkcie ■B przy JC — /

fi} j3  =  -  » i «0 C L = - ć t j f i =  —
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BELKI 0I4GŁE

W RAMO®IGACH PIETROWICE.

Obliczanie ramownic piętrowych należy do zagad

nień wielce złożonych, zwłaszcza gdy, jak to na j
częściej bywa, ramownica składa aię z wielu pięter 

i wielu przęseł. Chcąc uniknąć trudności rachunko
wy oh}konstruktorzy upraszczają sobie zadanie, roz
patrując belki poziome takich ramownic, jako belki 
c i ą g ł e 4 leżące na oporach przegibnyoh, pozostawiając 

na ubGczu sprężyste oddziaływania słupów, związa
nych sztywno z belką.

0 ile założenie przegibnyoh opór jest do za
akceptowania, gdy chodzi o opory pośrednie danej 
belki, o tyle zbyt daleko odbiega ono od prawdy, gdy 

chodzi o opory krailcowe. Istotnie, jeżeli zbadamy 

w belce ciągłej, przegibnie podpartej, odchylenia, 
stycznej do osi belki odkształconej od poziomu, to 

przekonamy się, że te odchylenia są kilkakrotnie 

większe na oporach krańoowyph, niż na oporach po
średnich. Utwierdzenie przeto, choćby częściowe /sprę
żyste/, końców belki ciągłej wywołuje znaczne mo

menty zamocowania, wpływające wydatnie na rozkład

ŹELBBTHIGTWO..Kr.165. Arkusz 5-ty
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momentów yk samej belce i wywołujące pokaźne mo

menty gnące w słupach krańcowych. Ponieważ w każ

dej ramownioy wielopiętrowej słupy krańcowe po

siadają 211 aozną sztywność, końce belki ciągłej  

są w nich w wysokim stopniu utwierdzone, i za

równo przyjęcie tych opór za przegibne, jak sza

cowanie stopnia zamocowania w spoaób dowolny, 

jedynio w celu przybliżonego sprawdzenia słupów 

i przeważnie niedoskonałego skonstruowania połą

czenia, uważać należy zn zbyt daleko posunięte 

uproszczenie statycznego zadania.

Jeżeli takie uproszczenia są stale w obiegu, 

przypisać to należy brakowi dostatecznie łatwej 

i przejrzystej, a jednocześnie wystarczająco 

śc is łe j  metody, przy której pomocy mogłyby być 

szybko wyznaczone momenty zaraooowania końców 

ciągłej belki w słupach ramownioy piętrowej. Jest 

przytem konieczne, aby ta metoda pozwalała na 

uwzględnienie odmiennych spółozynników sprężysto
ści raaterjału słupów i belek, gdyż w praktyce 

często takie wypadki zachodzą, zwłaszcza w posta

ci połączenia konstrukoji żelbetowej z murarai 
ceglanemi.

Metodę, dającą dostatecznie dokładne rozwią-
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zanie tego zadania, przynajmniej w granicach dok

ładności, wynikającej z uproszczeń, jakie są stale 

stosowane w obliczeniaoh ustroi o wielu statycznie 

niewyznaczalnych, pragniemy tu zaproponować. Można 

ją  nazwać "metodą prostowania ramownicy".

Rozpatrzmy w ramownicy wielopiętrowej jedną 

z Jaelek ciągłych K K  wraz ze związanemi z nią s łu 
pami /rys. 4 Z- /.

FZS/S. 4  Z,
Wyodrębnijmy ją  z reszty ustroju przy pomocy 

przegubów, które załófemy w miejscach, gdzie mo

menty, pochodzące od odkształcenia tej belki są 

niewielkie* tak ażeby przyrównanie ich do zera.
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przez umieszczenie przegubów nie odbiło się zbyt
nio na dokładności wyników. Na razie załóżmy prze
guby w punktach J i cl . Pod wpływem obciążenia 

nasza wyodrębniona część ustroju odkształci się 

naprzykład jak schematycznie wskazano na rys, 4:3  

W przegubach górnych i dolnych powstaną siły po
ziome G i D . O siłach tych możemy w każdym ra
zie powiedzieć: 1/ że każda siła Grt jest zwrócona

R  

JD, 
" R y s .  4 - 3 .

w odwrotnym kierunku do s i ł y j } ^ ,  przyczepionej 
do znajdującego się n* tej samej osi pionowej dol
nego przegubu i 2/ że w wypadku ogólnym te siły nie 

są sobie równe, są bowiem zależne nietylko od kąta
o jaki został obrócony dany wę^eł iT , ale i od dłu
gości słupów, ich momentów bezwładności, oraz spół- 
czynników sprężystości materjału, z którego są wyko
nane. Jeżeli jednak założymy, że piętra są prawie
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jednakowej, jeżeli nie zupełnie równej wysokości, 
i że sztywność słupów przyległych kondygnacji róż
ni się niewiele, to bez wielkiego błędu możemy 

przyjąć, że dla każdego węzła T  belki T O tC za-  
chodzi równanie;

G r + D f  = O .......... / 4 - 0/

Możemy więc przyjąć, że nasz wyodrębniony ustró* 

znajduje się pod działaniem s i ł  poziomych., które, 
będąc przyczepione do poszczególnych węzłówr wza
jemnie się równoważą, tak że belka jcT nie ma moż
ności przesuwania się poziomo pod wpływem jakich
kolwiek obciążeń pionowych na nią działających.

Ta ostatnia właściwość odróżnia naszą -belkę w 
rozpatrywanego typu ramownicy od takiejże belki
# ramownicy, mającej słupy pod belką tylko, taka 

bowiem ramownica, czy to wskutek własnej asymetrji, 
ozy też wskutek niesymetrycznego obciążenia od
kształca się w ten sposób, że belka przesuwa się 

poziomo, jak to ilustruje rys. 4-^f. Ta możność lub 

niemożność przesuwania się poprzecznicy wzdłuż swej 
osi ma oczywiście duży wpływ na rozkład momentów 

gnących ratownicy.
Nasz wyodrębniony ustrój, posiadający wyżej opi

saną właściwość, nazwiemy "ramownicą typu// -

f-
j,
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Rozpatrzmy /bliżej ten typ ramownioy.

Jak zaznaczono wyżej, można bez wielkiego błędu 

uznać pośrednie opory za przegibne, co urzeczywist

nią się w ramownicaoh zwykłych /rys. przez za 

opatrzenie dla celów obliczania odpowiednich słu

pów w choćby fikcyjne przeguby pod belką, czyli 

założenie, że słupy spełniają tu rolę wahaków, a 

więc rolę identyczną z tą, jaką spełniają opory 

ostre na rolkach. Hie zmieniając mocy rówaania/^ćj/ 

zamienimy nasze, sztywne w istocie połączone, słupy

pośrednie na słu

py wahakowe* kraw

cowe zaś słupy po

zostawimy jako 

SźtywhO połączone 

z belką. Badana 

przez nas ramowni- 

oa typu H  przy

bierze ostatecznie postać, wskazaną na rys. 4 5 c l - 
Zadanie sprowadza się do wyznaczenia stopnia za

mocowania, jaki wytwarzają słupy, zbiegające się 

na końcach belki w punktach I<Z , w założemiu, że 

punkty te są stałe, natomiast możliwy jest ruch , 

obrotowy końców belki około tych punktów,
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Jeszozę ogólniej zadani© może być ujęte, j e 

że l i ,  zamiast dwóęh słupów na jednej, pionowej 

założymy istnienie w punktach f<£ całych snopów 

zbiegających się prętów, z których każdy posiada 

inną długość, inny moment bezwładności i inny sp<5ł- 

czynnik sprężystości materjału /rys. ^5"*#/; wyzna

czyć należy stopień zamocowania, wytworzony przez 

taki snop sztywno z końcem belki połączonych prę-

- - - 'M .......... ...." * --------------- 2------------ 5*------ 3h * ---- 3B------------- ar------
Cl) b)

R y s ,  ^ s .
Nieoh pręt osadźonj w przegubie L posiada 

długość h i  , mom. b**włt oraz spółcz. spręż. 

Odpowiednio oznaczymy h ,3 ,  ££ dla wszystkich prętów

osadzonych w przegubach 1,2.......  TL / rys.-^<£»/. -

Przypuśćmy, że pod wpływem pewnych obciążeń, dzia

łających na belkę, węzeł j<T obrócił się o kąt oę, , 

w przegubach prętów powstały s i ły  Ą  , ’ Ą  • • Ą . ;
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ugięcia końców prętów będą f - f  • Znajdź-
my długość i, fikcyjnego, przedłużenia belki 

M-kS* ożyli długość fikcyjnego pręta, leżącego 

na osi be lk i,  sztywno z nią połączonego, a posia

dającego ten sam mom, bezwł. ćJ i ten sarn spółcz. 

spręż. EZ co belka, pod warunkiem, że przy tej 

długości pręt ten będzie posiadał tę samą sztyw

ność co snop prętów, który przy jego pomocy za

stąpimy; innemi słowy; przez zaśtąpienie snopa 

prętów przedłużeniem belki o długości l  nie 

zmieni się kąt w danych warunkach obciążenia 

belki.

Dokonawszy tej zmiany, otrzymamy belkę prostą 

na wielu ,oporach, składającą się z realnej bada

nej belki z dodatkiem fikcyjnych zastępczych 

przęseł na końcach czyli wwyprostowaną ramownicę,'1 

którą możemy badać i rozwiązać przy pomocy rów

nali trzech momentów i wszelkich innych metodjSto- 
•

sowanych do belek ciągłych na wielu oporach. Nas

tępnie, rozmieszczając dowolnie obciążenia na 

przęsłach badanej belki hZ hC , wyznaczymy momen

ty oporowe na oporach i<T oraz wszystkie inne mo

menty gnące, powstające przy istnieniu tych momen
tów zamocowania końców, zamocowania, wywołanego
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4* 6.

istnieniem sztywno połączonych, z belką snopów, 
prętów,wagi. krańcowych słupów przyległych pięter. 
Przęsła zastępcze są wskazane na rys. 4*5 i 4*6 

linją przerywaną w przedłużeniu belki.
Jest oczywiste, że tą samą metodą można badać 

ramownicę zwykłe /nie typu/// prostokątne i 
wieloprzęsłowe pod warunkiem wszakże, że są syme
tryczne względem osi pionowej i obciążone syme
trycznie względem tejże osi.
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Długość l  zastępczego przęsła  belk i wyznaczy

my jak następuje. Skoro rca pozostać niezmienionym 

moment na oporze , przy zastąpieniu snopa prę

tów przęsłem zastępcz.em, inusi is tn ieć  równanie

Prdoa iegó* a poddbieilśtvt& trójkątów maitty i

Is ta i ia j^ a  fcs Wyraży do rcwiiferiia /4*1)t otrzymu

jemy

Jest to poszukiwana długość przęsła zastęp

czego.

Jeże l i  przęsła zastępcze powstały ze słupów 

pionowych, będą oczywiście rozpatrywane jako 

przęsła , na które nie ma dostępu obciążenie ru

chome i  których waga własna równa je s t  z e ru ,-

Jak wiadomo, ugięcie

skąd
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W ogólnym jednak wypadku waga własna prętów, 

wchodzących W skład snopa, wzgl. te obc ią żen ia ,  

które na nie d z ia ła ją ,  bęjdą miały wpływ na s t o 

pień zamocowania koiSców b e lk i ,  gdyż wpływają na 

wartoóć kąta obrotu . Ograniczając s ię  dó obc ią -  

żeil równomiernych i c iąg łyc l i ,  znajdziemy takie

.obciążenie zastępcze w kg/m.b., które ,  będąo roz~
i

łożone na aastępczem przęśle  1  , wywrąe tak i sam 

wpływ na kąt <x , jak i wywierają łączn ie  o bc ią że 

n ia  |j , tosłożcne ha posżez(S|ólnyoh prętach snopa

«S/m.-b.2

4 i

j?yyr 4 ? .
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Rozpatrzmy pręt, osadzony w przegubie i , two

rzący z przęsłem zastępczera kąt M7. , i dźwigający 

obciążenie .równomierne  ̂ kg/m.b. Ha zasadzie rów

nań, wynikających bezpośrednio z twierdzenia Mohra 

możemy napisać:

K i ( Ttii jyYfft,

ale

skąd

tq oc —
9 E £J;

1 *■
' W ^ ___3  i  tk~k

1 ‘ <3

a a  _ _  9 i  c o ^ ^ j h i .  _  3  £ < ;  J ;  łj, „  .

/  5  h  3

Ponieważ suma momentów zamocowania prętów snopa 

w punkcie K  musi być równą momentowi zamocowania 

przęsła  zastępczego, mamy równanie;

y  9 l <&> k c  y '  3  E 2 i  3 i  f e g , _  z , l  . 3  £ 7  J  f y # ,

i 8  i h L “  8  l  "  ' 
skąd

2: ~  2" — 003 ^ 4- fj~2 J)T Ed.3
l  ̂ ./ Z  ̂ i ^

l e c z ,  jak wynika z równania ' j 4 ^ j % wyraz w nawiasie 

je s t  równy zeru, więc poszukiwane obciążenie zas

tępcze będzie;



Gdy mamy do czynienia tylko a dwoma słupami 

pionowoai *3,“ 90° 1 Z'lO°, to oczywiście Z . ~ O .

Daj eray poniżej przykład liczbowy, i lu stru jący  

zast o sowa di. u wzoru /Ą-Zj. Hależy obliczyć momenty 

gnące w belce c iąg łe j  żelbetowej trayprzęsłowej, 

wspartej w środkowej swej części na żelbetowych 

słupach, końcami zaś zamocowanej w słupach ceg la 

ny oh / rys.4*8°-iH  Po wyodrębnieniu ramownioy typu 

j - j  /rys. $-8c/ na podoba:?!e l ic zb ,  podanych na 

'rysunku, otrzymujemy następujące wartości;

Ti, =  35"0 i J =  —— rf " - --3 =  3 6 0 0 0 0 ‘n 4’
/ *V

^  == 40Qcm. . ; J . =  55~=Z0800Q0cm4,

^  E2Z ^  S f  000 tyjcni dla ceg ły .

Dalej

3 =  - = w  w o  '>

z a ś .  £  —  ź ł 9 0 0 0  tyjCmzdla żelbetu.

Wstawiając te liczby do wzoru /Ą-ZJ * o-trzy-maiay:

; 140000 X 1140000  ___ , n
/ —  ------------------------------------A r ,  5 0  771.

8400 fMMUL + zos oooo]
/ 350 T  ^  1
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oht;a,tcnie J° Kę/mł '?'
l ^ n nr

/M om en ty 
<m ramowaic^ ty/514- H — <*> belce ci^jlej

73Ve/T 4 8 .

Rozpatrując dalej belkę na 6-iu  oporach, np„ 

pod obciążeniem równomiemem na wszystkich trzech 

przęsłach, i posiłkując się równaniami trzech,mo

mentów, wyznaczamy poszukiwane momenty gnące z
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uwzględnieniem zamocowania koiloów, jakie dają słupy 

ceglane. Dla porównania, na wykresie /rys.^#<£/ są 

zestawione wartośoi momentów, wynikające z rozpa

trzenia ramownioy typu f-J i z obliczenia "belki 
c ią g łe j .

Jest oczywiste, że wzory, które zostały wypro

wadzone z warunku najmniej szóści pracy i uogólnione 

do dowolnego ciągu belek sztywno ze sobą połączo

nych i znajdujących się w jednej płaszczyźnie, c ią 

gu wspartego na 2 przegubach, stosują s ię  w całośoi 

do wyznaczenia wartośoi f-J  jako statycznie niewy- 

znaczalnej w łuku dwuprzegubowym. Zachodzą tu jednak

Ł U K I  Ż E L B E T O W E .

ŁUK 0 DWU PRZEGUBACH.

----------><------------------ *~
r r

p b
pewne okoliczności 
nowe i dlatego na

leży to zadanie 

rozpatrzeć oddziel

cie. Przy obciąże
niu jedną s i ł ą  sku

pioną /rys. 49 y,
i 3 v y r  4 9 .
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P  f

będziemy mieli;

Oddziaływania opór;

1 = p |  X =
moment gnący w odstępie X  od lewej opory;

/ /\ ~ ’C JC- " p i  ~ H 1
Ale ; jes t  to moment gnący zwykłą belkę

swobodnie wspartą na oporach i  J3  , więc nazywa

jąc taki moment /V\o możemy napisać:

A \  - / A - H - y
Rozpatrując dalej łuk uczyniony chwilowo statycz

nie wyznaćżalnym przez nadanie oporze prawej możnoś

ci przesuwania się, możemy przeprowadzić następujące

rozumowanie ./rys„50/„ 

S i ła  normalna wywo

łuj e przesunięcie 

wzdłuż osi X

a  ^  ^  ^  ęf —

N
\

Moment gnący wywołu

je kątowe odkształ-  

ff̂ 7 ceni 6 cLT

Co l / A  d i 
£  .3



"A
w > ^  v\ {\

f v  \  T *  1

c  V  ■ ę  • \  c \  j  j  > l .  -

>̂\v\ £ c.<b\ ■> S G r ^ l
.£ Q\ft

\  3*1 tjT i v *  j  y -^lH 

•‘{ ♦ ^  A' W s ^ V .

sv\ '' Q®'3L,ci i . ’̂\\i

3  \ i * s ^  \ j i ' ■< - \ ) S\t
T ^ T ^ E E I—r " —4

iYi:—J •. . , V -

\NJ x

1 r r
J



'CU-4
/f

Co y  f r o y  h  i & o  i c h { ^  ; < ^
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a wiąo prseimiięoi© zadłuż osi X  b§4cl©

•w d r ^ y
■J £ 3  j

Bćwjaoffilorne nagrasaaie powoduj® p rse o u j i ię o i© j

'̂Ł-
<E t  Ua  — 6 :  t  c £ x  

Oazowi i « więc pr&esmiięoie opory aoaynionet

prsosuw ną b y ł aby :  ' 1 ^ 'A  " " ć  (,

S, - 0  * J ^ f  + J e t< u : - / » /

Póftlewai; $®&2&ak nakładany ®po*y niepr*«s«mnev 

więc nyras/ 4 i j  nożeziy pz&yrćwmó do 0.

totooo tego, &<s imk posjlada pr*swa&Ri* pr*#k*$j 

amiermy, e&tm ułatwiła la  ©ałkow&Eia ssałótoay pewne
’ v ■ > .A7 • ■■,

prawo tej jsmienaojści naprę. ;
i ■'

J  = J sec y /; j  F  ~ F  óec y  
g^sie ,3’ i F ‘ są to średftie wartoóoi stałe. 

Możemy taż przybliżenie prs&yjąć

”* H  <f
pr^oas tego Jest

d l  = d x .  sec y

Wtedy otrzymamy:

kBliBEmOfiO. t r . l r a a s .  t ó u s »  6-ty.



Ą y -ą c U s e c ą  ' [ - H jcc!f d x  + ^  =  n
E ^ i e e - j  / E f j c c y  C t ‘ U

skąd

j r ^ x  + j -_m ±  + e t i  = 0 . . . / ^ i

gdy fcróo* tego *Btawimy stosownie do wyżej wskaaatiego 

/ ^ \  ~  / \  ~  H  y , Gtraymamy; j

77- - g . J f ć t ^ r l - o  V *r/

G4y narazi* odrzucimy wpływ zmiany temperatury, 
©trzymamy:

n _  / / \ ^ x
n  -  j r ~ — r -  =  - 7 --------------- - • T  nJ  y cLx,-b -p l Jy* dx.

gdzie

r  = 1

i +  - 1 X _ _
F 'Jy'lcLx

3*st to spółozynnik zależny od uwzględnienia odkształ
cić od s i ł  normalnych,

*  łtfltach pianki eh Mlsży go uwaględnić, »  innych 

■oż« by<5 «pły* tan ńieroipatrywany; wtedy y =  - j ,
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£ 2 ¥ X  S I .

' ‘ Mpty* zmiany tempera

tury otrzymamy /rys. 51/  

£ rozpatrzenia momentu 

gnącego A ]t = Ht ' ^ i odrzu- 

P^acę Bill normal

nych będziemy mieli;

=■ « *
l  y

A t  =  £ T Z  = J y d T  -

Skąd

l j  _ _  f £  X ± L
f  <Jy%cLx.

8dy mamy łak paraboliczny /lub plaski kołowy 

Zbliżony do parabolicznego/,, wtedy

M

~  J ś  H

/ \

i '̂ S w  

f
f

i ) \

U-----  ...i
w X

------ >*

Istotnie równanie paraboli  

względem środka loku będzie;

w Ł L
L

4 j x z
r

cLą A
15 n

Spdłoayniuk Y  feędzi* oczywiści#i
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S l*a  H  aiły  okupionej P  będaie;

L7 „  3 P  a  - £>
y - ^ 7 7 — r

311 a ]7 

będzie:

wkorfou od teapera iury;

/-/ =  € C T t  
1 t 8  '£*.

*>m ZZ felASHM.

f  ty *  wypadku p r z e su n ię c ie  opór j u ż  nie j e s t  

równe a 0. J e ż e l i  p r ą t k u j  ściąga będzie F  '* * 
jego sp<$łe*ynnik sp r ę ż y s to ś c i  £ V  , to

< ę . = J £ L  2 .

,  , . E* C
Wtedy /bea eaiaa t«np«r»turj/ y.amiaet rdwnsnia 

?/b«d«l.m, . i . l i ,  sard4niająo£- 41aŁuku i
41* deiąga : ■ * . z

K9t
i równomiernego oboiążsnia ^

nr __  ̂ Y
H  - j r r



sakąd

albo

, ,  r  

J y * * -
gdaie

r ' =  7
f i ~h X -1

/ y V x / r  71 ' fz
dla łuku parabollcmago;

V- ___  i
m M  f ±  -, 1  JL 
i  + 8 5 * [ F ‘ n Fz

%im$ŻMlk POWSTAJĄ W KOMISACH WSKUTEK RÓlSIGI
TBMPJiRATffR.

Ścianka kóttina anajduje s ię  podosaa faskcjonowania



tego ostatniego pomiędzy gazami spaliaowewii i 

powietrzem zewnętranem. temperatura gaz 6* spa l i -  

iidwyob. wynosi w połączeniu z ozopuchem około 

*• 2BG°C. .(łazy w miarę podnoszenia się w kominie 

tracą nieco ciepła, tak, że temperatura ich spada 

mniejwięcej o 1°C. na każdy metr podniesienia się 

w kominie. Je&eli wziąó temperaturę powietrza w 

najbardziej niekorzystnym wypadku -  20°C. ,  to rófc- 

nica między temperaturami gaaów z jednej i z dru

giej strony ścianki będzie:

-  Z 5 0 - ( - Z v )  = 2 7 0 ° c
Róinica temperatur na powierzchniach ścianki 

będzie oczywiście mniejszą s powodu oporów po

wierzchniowych,* tśżnięy £, -  tx / x j b . 51j. Oblicza
my Ze wzoru:

t - ti

g d z i e W  -  i lość  ciepła / v  k&lerjach/, która się 

traci na powierzchniach ścianki przy 1°G. rófcnioy 

temperatur i  1 m2. powierzchni, -  i lość  ciepła,

W - f
( tw-' t z )

K,

• ••• J5 oj
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która przejdssie w godziny prae* 1 m? praekroju da

nego ciała przy 1 a. grubości i 1°G, x4M icy t•apa
ratur.

& .. '' ; 
Kię&gy betonem i  powietrza*

W  — ekoło 4,S .
Sla botanu/f =  0,3 do 0,6 

przeciętni® ©*45.

Gdy wstawimy ta wartości 
do wzoru/£o/ otrsyaamy:

\ \ N

t.

t

K \N  
\

, \ \

*1

~ 2o .c

/• -  t
1 z % + Ho S

pr^ycsaa o jest to grubość
ścianki w astrach.

fila wyżej podanych t w i t

1 grubości ścianki cf= 0,15
otraymaay j.

/«/

Tsyy. t - r &
?o- 0, 1 5 : * ?a

& + 2o • #, ?'J
7/6 C

Jeżeli ni© brać wypadku krańcowego, można uwafcąó, 

£• normalnie w kominach t i -  t^=  80® do 90°G.

Pr*y ściankach podwójnych Bpadek temperatury 

przedstawi się l in ją  wykresu / t j B . 5 3 / i  w każdej iScian 

@e, prey tych samych eależcniach ogólnych, spadek
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-+-j

to

S
>>
K

-  t z  wyniesie około 3G°G, Kależy zasłn&ezyó, źe 

wskutek dowolności spólcżynmiktfw, obliczanie powyż

sze nie jest ścisłe i daje Jedynie przybliżone poję

cie o etanie rzeszy,

HAPagZjNlA P01STAJ4GB OB TBMPgRATURI.

• Z&lótńy, ±& spadek temperatury odbywa się po l i -  

nji prostej w grubości ścianki i &e spółozynnik roz

szerzalności befconu i żelaza, jest jednakowy /prze

ciętni® £ ar 0,000012 do @*00001/, Ścianka pozosta

wiona samej sobie i swobodna* będąc w ten 

sposób nagrzana wygięłaby się. Jeżeli wygięcie jaj  

jest pewstrsysa&a©, to desywiście powstaną w niej na* 

pBęienia wynik aj ąe® -s odkBsisłóenla włókien, wydln- 

ś^ayofe. ftlftjsfaakowG wskutsk ,r#źni® teapsratnry.' R66-
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32'ica iemperat&r t z  wywol&lś. ■atiós'&kkóWe wf d iu~  
Żemło Z\ włókien krańcowych* Wskutek powstrzy

mani a odkształcenia śc iank i, tirłó&na z w ia n e j  s t r o 

ny rozciągną s ię  o / \  2 , zaś se' strón$r go f^oe j

Każde z tych cdks&talceń. odpowiada p&wnejtra iaa»- 
prężeniu, js&my więc wypadek gięcia płyty żelbeto
wej , gięcia określonego sumą odksStałOeń krańco- 
wyoh włókien. M kominie zjawisko to &a siejsce  

zarówno w pierścieniach, jak i  w pasach pionowych 

/rys -5V-

Rozpatrsmy to zagadnienie najprzód w f a z i e  I I .  

Oenaczay w danej p ły c ie  żelbetowej,. jednostronnie

ci a, r -  t2- t A -  rófeBioę' t^ńperatur w stopniach

A z ■

nagrzanej, a ni© mogącej się swobodnie odksstał-
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C pomiędzy powierzchnią betesrn. /bardziej nagrza

nego/ i  ielazett /mniej aagrsanefl/. Bano jest poKateue

J \  -  przekrój żelaza oraz d  * rachunkowa grubość 
^ A

płyty, skąd zawartość żelaza ^  -  7—7-• PołożenieJ b-<L
osi obojętnej jest wobec tego wiadome, gdyż J O < , a  

gdzie —

oC -  ?i cj ^ ~ y i~ v 1 •* /i

/pettrz Gz.I wzór 38 V .

Skoro smata odkształceń Włókien iSsiekanyoli i roz

ciąganych jest nam wiadoma, Mianowicie:

O Jb

E\ £7,
=  < ? T

osy li

skąd

I ł  ^  i l
£\ * £ \

e i(7~

s; - -&-. = e r £7.& Ti u '-'a

i jest nam wiadome położenie osi obojętnej, wyznaczy

my naprężenie z podobieństwa trójkątów /rys,55/ wtedy

= oc <f r  £ & ....*___j  51/

— . . , , A y

«fak widać e powyższych wzorów, naprężenia te przy 

określonej zawartości żelaza ^  , są zal^śne jedynie
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od r&fcttioy teaperatur i  , gdyż wzory d la  każde-  

ę. go określonego •j7 przybiera ją

postać:
- 6", - 3 S T . . . . .  . /U J

. . . . . . / « /

gdzie i&pćłczynaiki 1 2  są

S  -  7z

izys. ss.

zależne jedynie od wartości 

stałyoh i od .

Pętoiewaź sprawa pękania ko-  

rai nów od temperatury jest zwią

zana z naprężeniami roze iąga ją -  

c e » i , jakie powstają w betonie, 

należy zbadać napr^ćenie teś w fasie I ,  t.&fi. przy 

uwzględnienia betonu n® rozciąganie.

BOzpatrzay najprzód wypadek, gdy społezynniki 

sprężystośoi betonu na ściskanie i na rozciąganie 

mogą być przyjęte jako sobie rdwno, więc

E ,  : E ,I r  is '
Hieoh tu y  oznaoss zawartość żelaza w oaiym

przekroju, czyli u? — A  ? , zaś T  niech bidzie
? łi

rćźnieą temperatur pasiędzy powierzoknia-

ai betonu. Ze wzoru / I S ^  óaęści I ,  założywszy 

X -  oc-h, , oraz przyją*#zy, &e żelazo znajduje się



#* 6rod&u"ei«ifeości Irdjkąta naprężeń, rosoiągaf ąoyok 

otTŁymamy /rys.

och

skąd

/i <x,
~ ~ x

Lłk'
. H:

<b "h n ^ b k

k + <9 11 ~ b<X> k, Tl b ł̂ i

<X:
' :JL - -i Ha, 2Ł 7 1 5

f  ■+ n  ' 

Reswiąsanie tego rdimkiiiavdft3<f:

c £ ~  Ł L Ł i i S -
6 + 4-.n$

k

i

clti ~ X

___ ___ r

A

|  ( 1 - ^ k . M
‘i*

*
' — - - /  J

/ -c
*

--

k

k
"łX

T Z y j -  ' 5 6 .

a « » * * ł ł ■ i y ^ / .

I wypadku, gdy 

spółcsyaaiki £7^

1 i:- 'ir  ni»  są rów
ne, c z y l i ;

s tego e&nego ®so- 

ru / I W ’ cfc.I, 
.©irayma&y ;



skąd po uporaądkowatiiii i  roswiąsaniu"* stoaun&ta do 

CC otrzymamy: . ’
c.1 ,» ‘ ■' V V‘K . ,• ■ •• *

, - 5jn + Zny  , fcjn+Zna?] : , *>jvl +4>k'<$  ̂ . .  . ./5?/

.. ....... . . ; ; ■ «* ' - ■'■ 'v--
J0Bt Gcsaywi&te, ś© aa 'sasadsi* *rjr&ej grsytoefiofie'

■go rqaua&waniai dirsyautjąy. A y s .  5<S/ . ,, \>

Gl = oc Ć T  E ls .......... , ./S8/

6"i =jvi(i-<x-)£T£is !! ' f /S9 f

v,;fz ■,;=? »  .nr j6 ° u
!■■' - '•* *- *, ,

jak widssisiy więc, waeystkis naprężenia posiadają
• * * * i'*' V ' •

postać rdwńad fŚ 4 j \  /55L mianowicie:

•SS *f! A  ?■ --T -^  t a T * 4!' 1  V  \S

<rz -  z . - r  ’■

pray-p»®f s p ^ c ^ n | k i  %■ 2  f,ą te#****,
od,zawartości ^  i od kilku wart0iśoi ^|a|y©h,

Spółoaynniid te, Ja^.to widać a poista^J w&orów /$(£»$ 

sąt tp ąąprę|ę#|^ą^ ."jaliie. pęfetąją • w. . O-ĥ włgfefejigh 

|>r|©k.rojttjprajr , 1 ° ^ . rgżn^cy f j f*P *  i$ 4*8f?P®rrf
wiersąłmiaiąi ^(i|ank| Ąpfifca.
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Ua załączonym wykresie są umieszczone k r z y w e j ;

IBr  i 2̂ , /czyli naprężenia przy

1°6. r^taicy temperatur ( Z~ 1 °c J  / dla pięciu wy*

padkćw, w których spółozynnik rozszerzalności od

temperatury przyjęto na 1®6. <S * 0,000012e

1/ ?aza U ,  m = / ( ^  — £  -  fr loooo n * i a  
J &r

Z/ faza I a , ^ ^  ~  14.0000  ̂ n ~ - i$

3/ ?aza I  b. y*t = 0,4 ; £^5 = '14-0000 , 71 -/5  

4/ Paza 1 b, yn = 0.111 ( ' J  > "14-0000, n*15

3/ Pąza U ,  £  *  I * - 0000 > Ą = ^

typadek 4/ został podany jedynie dlatego, że z tych 

czy innych powodów w niektórych podręcznikach niemiec

kich tak nieprawdopodobne jyi= j - bywa przytaczane.

Z wykresu można wyciągnąć następujące m i oski; 

a/ Siostmki jvi i u  spółóByniaików sprężystości 

/zwłaszcza JVi / mają duiy wpływ na naprężenia, ©la-.

tego,, je że l i  obliczenie ma d&ó realne wskazówki co de
■'•ił

naprężeń panujących w przekrojach, stosunki te muszą 

byó dobrane zupełnie realnie, Opierając się na wyni

kach ostatnich dcświadoęetf fcależy stwierdzić, że
f



- 9 5 -



Jest b l isk ie  1.

V  Kapręienia rozciągająca w betonie prsy zwykłej

ol^odbj* rófeicy t^mperatnf powierzchni / <T ~  80°€./

są naogtfi bardzo duże i  przekraczają wytrzymałość

sajlepssyok betonów na rozciąganie.
' * "* k ■■ .•
o/ dodawanie żelaza w pasie rozciąganym bardzo 

mało wpływa na zmniejszenie naprężeź rozciągających 

w betonie.
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