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M yśl ponownego wydania cz. F-ej T e o r j i  
P r ą d ó w  z m i e n n y c h  ja k  również rozpoczęcia 
11-e] części tegoż sk ry p tu — spotkała się z bar
dzo przychylnem  stanowiskiem oPana ćProfesora 
£ .  Staniewicza, pomimo trudów, jak ich  wyma
gało przejrzenie i uzuoelnienie poprzedniego  
wydania oraz p rzy  gotowanego materjalu do no
wego działu.

Niniejszem przeto korzy stamy z okazji, by 
spełnić m iły obowiązek wyrażając na tem m iej
scu najserdeczniejsze podziękowanie Panu Pro
fesorowi, którego łaskawej pom ocy instytucja 
nasza nie ty lko  w dziedzinie wydawnictw, ale 
w całej swej działalności wiele zawdzięcza.

KOMISJA WYDAWNICZA 
To w. Br. Pom. Stud. Pol. Warsz.

Marzec, 1927 r.

b t r . 0 2 p  /.M.ŻJ ' P t



PR4DI ODKSZTAŁCONE.
wAicjZAWJa 

Nr. Inwent,.

I

§ 1. Szereg Four ie ra .  Prądy zmienne, spotyka
ne w p rak tyce ,  częs to  nie  są dokładnie s in u s o id a l 
ne,  chociaż są okresowo zmienne, c z y l i  i n a c z e j , i c h  
nap ięc ie  i  n a tężen ie  są perjodycznemi funkcjami 

czasu. Taicie prądy będsiemy nazywali prądami od- 
k sz ta łconem i. Analiza  ich op ie ra  s ię  na znanera 
tw ierdzen iu  F ou r ie ra .

l i e c h  będzie J[xj , gdzie , jednoznaczna
funkcja  periodyczna czasu  t s okresem T ; znaczy 

to ,  że wartoźci t e j  funkcj i  będą s ię  powtarzały w 
odstępach czasu,  różniących s ię  o okres T  lub o 
ca łkow itą  l i c z b ę  okresów. Oznaczając przez A do
wolną l i c z b ę  ca łkow itą ,  możemy napisać :

- f  [~ f (t+kT)]~
Zakładając - -j .  ^ ~X ", otrzymamy: v __ ^

I  (xj - j ( x  + Z kicJ 
c z y l i ,  że w artośc i  funkc j i  będą s ię  powtarzały d la  

w ar tośc i  JC różniących s ię  o całkowitą  l ic zb ę  
sftedy według F our ie ra ;

/ w = i  * a t COźX +■ COS&X +fl3 COS + • "+Rn co$ux+

X- n
T



t  B 1 sin a + Ą M n + ] & 5sUt5Ą ,u +3 n su-i n x  -£
fan K<-,n

=/}0 + I . L  Caskx + £  3 k M>. Jcjl . . . .  / / /K'i *r* '
gdzie B*  są wielkości.asni s ta łem i ,
zaś n  może być l io z b ą  skończoną lub nieskończoną.

Dla zna lez ien ia  ty oh s ta ły c h  postępujemy w n a s 
tępujący sposób. Mnożymy obie s trony  wzora / ! /  prze  
dx  i całkujemy w granicach od 0 do albo od 

dowolnej wartości X do -X +£jz , 
f  ten sposób otrzymamy;

Zn- In  An.

fffrjdi sJ a .,cLjc + co$Rx djc 'l:""hj B Ąóin.Jud&+"'

o o a

Jfszystk ie  ca łk i  określone p o s ta c i  J f y K0&kn3ji 

i jB ^ s in h ic U  są zerami t ponieważ ich  c a łk i  n ie -
O " :

określone i  cosk* mają tę  samą wartość
na początku i na końcu okresu. Zatem

4«.

a

7
_____  0

Dla zna lez ien ia  każdego ze spółczyuników" mnożymy



obie s trony wzoru / ! /  przez coźIuk i  oałkujemy 
jak poprzednio. Otrzymamy wtedy:

2n. ^
J*(x) cos k\ cLr '  Ą0Jcoskxlx * ' * * *J\ijco$ix Mslixdx+

+ i-Ali Jcołkji Aję +"■ +Bi fćin ivT  cosk* Chc+"-J ■ J\ ■ ■ _ ' o °

Pierwsza o&łka j e s t  zerem, cośmy już  wyprowadzi

l i  poprzednie, Każda z ca łek  typu:

û>blx cosLk dx (iłk) i  J  Sun, ijc <ss kx cix
O #
j e s t  również zerem, bo funkcja  podcałkowa daje s ię  

zamienić na sumę 2 -eh fuclcoji trygonojnetrycznycli, 
a tych c a łk i  w rozpatrywanych g ran icach  są ,  j a k e ś 
my już  w i d z i e l i , ze rami..

O t  rz ymuje  my z a t  ew:
in

easJuA* * f i Kj  jCos*Aję oLx •

Ale" *n
U l  i*  4  ' ś d t ^ z Ł * .  .u -  - J f  W  .-or

J  *6 10 <*«
skąd

Ifui) cm A t dx =• JT •



Zupełnie tak samo, mnożąc obie s trony wzoru / ! /  przez 

su ik x  i całkując  znajdziemy;

~ Jt ^ J ^ )  (4)*
O

Dla celów e le k t ro tec h n ik i  czasami przekształcamy 

szereg Fouriera  jeszcze in a c z e j ,  możemy mianowicie 

połączyć sinusy i cosinusy,  k tó rych  argumenty są  t e  

same, pisząc jedną ty lko funkcję s inuso ida lną .  Za

kładając:

f \KCać>liJs + B k ĆyUlliS 53 s i n f k x  + 

będziemy m ie li ;

A Kc^5liĄ + 3 K3lnJuc ~ j ę  siak*  ■+ 3 ~c#$Jćą 

Skąd

,% coiif -̂- B k i  3" sin W:» flKj

f K= ) f m i

-  6 -

Na te j  podstawie szereg  F ou r ie ra  możemy nap isać  
w pos tac i:

yjj(J 5 "Rj 3*si*i(MLj>J + Ę s t a f a t y j *  «*• + 5ia(kj(+<fJt'"/Sj

Sinusoida Ę  $w\,(t+t£j nazywa s ię  główną s in u 

so idą ,  albo główną f a lą .  Inne s inuso idy  noszą ivaaw% 

harmonicznych rozpatrywanej funkc j i  i w z a le in o ^ c i
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od wskaźnika w ie lokro tnośc i  argumentu głównej s in u 
soidy mówimy w sk rócen ia  2-ga, 3 -c ia  i  t . d ,  harmo
niczna.

§ 2. Fraypadki szczególne.

1/ Krzywa, st&powiąca wykres roapatrywan*} f u n i -

' - j i#  j e s t  symetryczną osi X  » ten sposób,
żo p o i  owa f a l i ,  EioajdTł/jąca s ię  pod os ią  X . j e s t  
jakby ^wierciAdlaneia odbićiera połowy . ta l i ,  p r^cb ie 
ga jące j  nad o^iią J t  , p r z e s u n ię t e \u naprzód o K 
/ r y e . l / .

if wy
padku dla 
2 -oh punktów 

krzywej, któ
rych odcię te  
różnią  s ię  o 

JI , rzędne 

będą &i.ę róż-  

n i ły  ty lko  
znakami. To 

znaczy; f/JL + Jlj
Aby temu zadośćuczynić,  w szeregu Four ie ra  nie 

powinno byó s t a ł e j  J \0 , pozatem zginąć powinny



wyrazy, zawierające funkcje trygonometryczne od a rgu-

tych wielokrotnościach X , gdyż ty lk o  te wyrazy

Prsy wyznaczaniu spółczynników wystarczy c a łk o 

wanie « granicach, od 0 do X  i pomnożenie rezu l ta tó w  
przez 2. |  ten sposób:

osątku krzywej, to symetrja  będzie polegała  na tem, 

że dwa punkty krzywej, mające odcięte  i  “ JC bę-
dą miały rzędne o te j  samej wartodoi, przyteift znaki 
tych rzędnych mogą by<5 różne lub jednakowe; r o z p a  
trzymy więc dwa wypadki: ., ,tt-. >

e /  przy zamianie X  na -JC »nak rzędnych s ię  
zwiania, czy l i

menttfw, stanowiących parzys te  w ie lokro tnośc i  •X" . Mo
gą pozostać tylko wyrazy z argumentami o n i e p a r z y s -

w tym

/  1 (4  ' / I i C Ą Ą *  rń z.C O ó  d *  +.: ■' i- A zkH  # > & l* k+ i)* +  +

* A  sin  X+33 ź in ó j  Sin(ćk+l)ji+'"~

Z/,,Krzywa j e s t  symetryczną względem swego p o c z ą t 

ku. J e ż e l i  początek osi  spółrzędnych umieścimy w po -
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f(-X)
jak  to ma miejsc© d la  krzywej na r y s , 2 .

x

W tym wy- 
w sz e 

regu F our ie ra  

/ ! /  n ie  powin
no być s t a ł e j  

ii o cycna wyra- 
sów, zaw iera-
3 4o y o l : oo s’inu -

•i. , ........,
s y f otrzymamy

więc sze reg  w p o s ta c i ;

; ''t óHJhi i .  l i

-  2 2 ‘ E>k Jłjik-i . w

■ v . . .  v . - . "■•■ . ,  /•* .. '■ >.
b/ przy zm ian ie  X  na w X ssnak rzędn/ołi s ię  

n ie  zmienia,  ozy i i

■ . ,<  > y *
jak to r np. ma miejsce d la  krzywej na rys. 3.

Łatwo j e s t  zauważyć, że w tym wypadku;jł azere* 

gu F o u r ie ra  / . ! / .  n ie  powinno bv«5, wy razó w , ,zab ie ra 

jący  oh. s inusy ;  będziemy więc m ieli  szereg:



Y/UJ* R c + R t <*5 Jl + Ą- CO$Zx + ' ' "  +

* R k ćoóJuc + ' ■* =
J<*n

~ Ro ^ j L R f j c o ó  k x  . • - /*?/

3/ Krzywa j e s t  

symetryczna wzglę

dem os i  X , j *k
w przypadku / ! /  

i  względem poozą t-
*

ku krzyw ej, jak w 

przypadku 2 a. 

rys .3 .  Wtedy na zasa

^d^fepo.prJWidnioh rozumowań w szeregu  F o u r ie ra  mogą 

pozóstawS^tylko wyrazy, zawierające  s inusy  arguineri- 

tłói^stanowiącyoJi n iepa rzys te  w ie lokro tnośc i  -X , 
ożyli

/(*) * A  5UIX + A  Wl 3j( + " • * Ą * .j  sią(8ki)x*- (to)

'Ponieważ w tym wypadku można p o d z ie l ić  krzywą, 

'‘Odpowiadającą jednej f a l i  na 4 równe c z ę ś c i ,  o t a -  
#k§B®t*s>amym przebiegu, więc przy o b l ic z an iu  spó łczyn-  

llniMw wystarczy całkowanie w graniaach  od 0 do x  

i  pomnożenie ro z u l ta tu  przaz 4. W ten epos-ćl).

& )kt1 - ?— /  / a /  ij-K t U  ( t ą

*» 10 —
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S 3. Przykłady.

Przykład 1. Prąd o na tężan iu  s ta łem  J Q zmienia

okresowo kierunek  / r y s . 4 /

U

rys*4.
Zachodzi tu  o s ta tn io  rozpatrywany wypadek szcze

gólny; stosujemy zatem wzory / 1 0 /  i  / I I /

f a l  * A &

h m f a ) *  Jo^sC end-

B  *<łk.H j i7 T  l
O 4 CL r. i  OL/J.łlor 1 <°a r / / -  i i M h L j  .

- i  J L _  i
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Ostatecznie:

^  + T  S**1 t y  * ’ .* J s

Dana funkcja  j e s t  wypadkową- m ie lo n e ?  one go s z e 

regu sinusoid ,  k tórych okresy i amplitudy maloją ,  
jak szereg natura lny  l i c z b  n ieparzystych* a począ
tek wszystkich, j e s t  wspólny. Główna f a l a  ma am pli

tudę > t r z e c i a  harmoniczna J “~r — Q ^ X  

i t . d . "• | i 
Przykład 2. ffunkcja zmienię s ię  w sposób t ra p e -

z o id a ln y / r y s .  y . r; , j

rys.5.
Rozpatruj©my ćwierć iv
Dla ' *' v" ?• ■ • 0  i  ;■

o C i X < f\;
i

Mamy :
w

f (*J => 3



f M = &  sin <x + B3 sin5x + • • • + sm (Zk ti)* + • • • ..
& «c

ffizk+i ~ j  h  $w(&k+4}xdx--' j i j j f c }  -Hti jźk  *• {j-\ łLx+

$in(2k+4]j d x j
oCi*

YaJ sinfik+ l]* Łx * J  —• U $\Av.[lk+i) J.djr *
0  V. C <

7W>jfk If i k + d ) ' * ' +4)*-&[£k+J)x

i  sin* zcU  - ~X z  + IC05Z <h - -- Zfio& Z + ^ n Z )
J <L J

vX sin (ćJii-jJję tli tik - j~ (ćk+ljx tosfik +i)x V

+sui (£k+J)A * óiri(Zkt4)'X ~ (&k+iJeC'i
lo

Jh
‘Cos (Zk+i/oc

* *
?4] sUifók+j)* <cLr - <J0J  M4x (zk* i) x djc =?

*ĆC oC

“iw
pdyż

co fi/ćJ i-r lJ f -0  ;

R a J L . j k  [ *kri (Zk+dja------ — £&S/ćjk+jJccl •
&UH Jl di j  (Zk^J*  [ZkHj 1 J J



i A . - Ą  ta+tek+ridL -  *3° .Jt zk+i Mó ( J{ v  '  ridi tćk+j)*
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=
-  j«L. p o , Hn(3k+J)<£

j(AJ =  j Jk  J  3oC s j n 3g  ^ 5<»c 5m , d u ^

,  4 j C
Jlai

sjniak+JU  s in /ć  A+j/ję , 
(ć k + i)*  J

—r-Zykład 3’ ? r ^d » « M t a  i maleje naprzemiaL p ro 
porcjonalnie  do czasu między s ta łem i wartościami 
/ ry s .6 / .

X

rys, 6.



-  15 -

J e s t  to graniczny wypadek przykładu poprzednie
go przy oc r £  . Zatem

,5 m  oc r 3 o c  s  * -  { .

5 in  5  ci -  & ^  ~ i  ■ • • •
> • • sin  (4 {  + '/)<& - s in  ( i 1 + j J  J  3 'i-

s w  (4l+5) u  = <Hn (4 Ć + 3 )f-~ - / ;

Przykład 4. Prąd zmienny sinusoidalny zmienia 
swój kierunek w drugie j  połowie okrosu, s ta^ąa  s ię  
w ten  sposób prądem jednokierunkowym-tętniącym

Maray tu  przypadek szczególny 2 b / ,  więc stosuje-* 

my wzór / 9 / ;
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ix) * $ o  Hk £05 .

Roapatr^wan^ funkcja^  mająo wartość raakeymalną 

JL » zmionia s ię  od zera do i  w sposób nas tępu ją -  ay:
vj granioaoh od 0 do Jl • • - . f e ) *
>' M " M u 231 ' . . . '-cZh, vC.

Obliczamy spdłcayniiik i:x - i:-'-.. ■ ■ ■ >. ... . .

Ao* sin * che +J  "  Jr*. oc d s / z  1o i . .

^ 3 ^ [ j  * ĉ 3 ̂ Jr + f  s ta  ję £05 A s  jL x l

-  u n (Ii~ jJ jcJ< ir  —

* * / /  ^  ~~T~i S£*łŚZźiL + O ś j k d k j l
A / ,  ^ 7  /  /*
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Jm I—£0$(Iii-{)31 ĆOó/A-Jljl i ___ ,
Źji k+d k~i ' k-4 k - i

/. J L ______4  „  c o ź (1c + {!x_ W A -  ( j n .

k+i k~i k+-i ' k - ■(

-  JL f  i  d , '&os(k+4jji _ ćpj (k~j)si
31 I k r  i  k - d  k * 4  k - i

/<.przy k  nieparaystem

J teć fli+ d jjl = ć C ó ( k ~ 4 ] jT  -  ' i
• • ł-' i . ‘ ‘ * 

wtedy, oo łatwo zauważyć. f ? !’ * i; ■' ' ' V# > / i'\: :
/li-o .

pray A4 paraystem
cc^jk + 4jn  » j i  4  

co ó (k -/J ji  = cos(~n-)=~ 4 3
wtedy

/} - J L / k .  -  - *  / -  4 .Ł  (It-il-lk+ll 
nk n [ M  k i j  *  (k + m -i)  *

=  - Ł 2 L  i
s i  j f - i  ■ 

Podstawiając wartośc i  / L  i  / iA do wzoru na rozpa-

TJBOBJA "PR4DÓ* Z H IE U m E l.N r.197 , Arkusz 2 -g i .

| '  JrTRM9\  <v . i /  * '  ̂
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trywaną funkcję otrzymamy:

J e ż e l i  mamy prąd t ę t n i ą c y , k tórego w artośc i

fu n k c j i t p rzedstaw iającej  krzywą prądu, t r z e b a  t y l -

§ 4, Analiza krzywych. W rozpatrywanych p r z y k ła 
dach wyższe harmoniczne wywierają coraz mniejszy 

wpływ na k s z ta ł t  krzywej, ta k ,  że uwzględniając 
ty lko niewielką i lo ś ć  harmoniczny cli, otrzymamy 
względnie znaczną dokładność. W praiktyce uwzględ

niamy n a jczęśc ie j  harmoniczne do 9-ej  włącznie, , , 
Bardzo ważny ze względu na k s z t a ł t  kmywej j e s t

r y s . 8.

ko do poprzedniego wzoru dodać J Q
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jsmk JuarMŁioaaej; j e ż e l i  j e s t  doda tn i ,  to 
k r s j m  n  T l^ n o h o łk i  s topione w stosunku do i - e j  

k*r«<miczne5, J e ż e l i  jo s t  ujemny, to wierzchołki są 
saostraon e. Supełnie odwrotnie wpływa znak 5-ej kar* 
monioznaj.

Ha rys . 9 

uwidooaniony 
jest  wpływ 
tych harmo

nicznych nu 
k sz ta łt  krzy
wej*

Równania 
tych krzywych 
są następują
ce:

L  M nx  

£  y  * Jm źiax<-śXi w 5xy  = j m suwr<-j 

$ .y  - 3Z 1 m i3x- 

ff.y JfrL-sin5x

- t̂n SMtJf



I s t n i e j e  bardzo wiele sposobów analizowania  

krzywych. Eozpatrżymy t u e-posób^ffisoiier-flinnena., 
polegający na następująoem twi® rdzeniu,;

Sumy

$UIX + 5ik(X +e£]+ Unfc+Zoc)+ Mnjx^p~'j)ac] ■ [ jź j  

JOOS X + JC05 (Jc+ocj * ZOó (x+ZcCji-, ., + </JtJx +fp ~ ^ 7 j  $)
-  » *• gdzie oC - &ML 
L PK i p  l iczby  oałkowite ,  są  równe p - s i n  X wzgl~. 

p£X>5X , j e ż e l i  j&ut l i c z b ą  ca łkow itą  i  rów
nają s ię  0, j e ż e l i  J$- j e s t  ułamkiem*

P
Jak wiadomo:

JA -łc
• _  c + e  ■O tfl Z  ~ - Łrn Z, - ~. .. ,/C t ^

Zamieniając według tego wzoru wszystkie s inusy  
w sumie / 1 2 /  otrzymamy:

~ I i  * * ~ZZ +_£ + ■•. + — 721
=. 1 1 ^^ )1 ~j~ -m ^ gfi+lp-*)«■]•y _

W nawiasach mamy 2 postępy geometryczne c wykład-
• i i ,, -c a ' . ,ynikach. £ i  €> ; ich. sumy



Zatem d la  c a ł e j  sumy otrzyjnas^ :

4 j  

pM  j t ^ - i  T 3* - ' /  /

» j i n ^  +jP~ijdC/ -  sin(x~d;}^&lM(*\ *-pĄ+ Si* !■> 4 .
2 O } ' ̂ /v ó̂5 oC
p l f T TZakładając cC^ ~ r —  otrzymamy d la  sumy wsćr:
. f

són/jc - t - f t k j i j ^ n j j ę - ^ r 1 j - s i n  fo + zkn )*  źwijc _ 
~ ć o s ź j g z j

s in o i i - s in J c  ^  o 
& ( j -  Sjr>$ M n  j  ~ I-c*

l '  ̂7 
J e ż e l i  n ie  j e s t  l i c z b ą  całkowitą ,  to

jtos a ie  j«at Jednością i  waór /1 4 /  daje t  re 
z u lta c ie  0.



icJ e ż e l i  jz j e s t  l i c z b ą  ca łkow itą ,  to  daje

nieokreśloność,  lecz  łatwo znaleźć  wartość sumy
kw tym wypadku, gdyż oznaczając y $ - t n  , gdzie 'tn

je s t  l ic zb ą  całkowitą ,  będziemy m ie li  cc= flfriji
r

i suma /1 2 /  da

s in  x  + Unfx t Z tn nj-t- s in  fx + i m %) + . . .  + źm pc +(p -jJŹmjj*

- 54MA-f SUVX + S4ŚMX + ,", , rh $Wb J[ s p  SifLJL

Analogicznie możemy dowieść powyższe tw ie rd z e 
nie d la  sumy 713/,

Sposób Fisclier-Hinnena rozpatrzymy najp ierw  w 
przypadku, kiedy krzywa j e s t  symetryczna względem 

osi odciętych / r y s .  10 /;  wtedy szereg  F o u r ie ra  po 
s iada ,  jak wiadomo, ty lko  harmoniczne rzędów n i e p a 

rzystych, mianowicie według wzoru / 6 /

f / j j  = Ą  W5X + $inx +■ A 3 C03 3jc i- 3$ w i' 3*% +. . .  -

&>s(%l<+4)x + B 2jiH sin(% k+ J}xJ ........... f / j j

Ogranioaymy l ic zb ę  h&rssonicsnycli do 9 -6j w łącz
nie*

Bajpierw wybieramy początek osi  apółrzędnycii w
dowolnym punkcie 0 na osi X  / o s i  sy m e tr i i  rozpa -

1 if.

trywanei krzywej/,  Przypuśćmy, że od dowolnego punk

tu  M na s s i  X . , któreg© odc ię ta  j e s t  x * o d ło -

-  22 -



S i
-  23 -

rys, 10,
aytsy aa t e jń e  t s i  H M  ~ f t j l  , .Aipcfc rzędna krfc.y- 
n o j , odpowiadająca punktowi J^J , b ę d z ie ^ : '  , wtedy

Ą  C05 X + 3 i X + /!, ĆAS 3£  +-Ą  -Wl 3 x  1“

* __ +fijXć'ó$x ■'- 3y S4fl S-X - ^  * ’ * •
Fodzielay /V/Y; na 3 równe oaęśc i i nieofc 

ii ni „ ^
^  ^  eftuaosają rzędne w punktach podsia łu ,k tó
rych odcięto stanowią o, a + ̂ c, JC-'-/#<* gdzie
o c  =  ^ . Te same wartości raędnycli musimy otrzy*

w/ ’
mać, zakładając we wzorze / 1 5 /  zamiast JC kolejno
X f Jt+cC, . Oznaczając sum$/ ;/ j n c

2  + V +2
będziesay m ie l i ;
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ĄjjtOJ* +CD5(X+oC]+£Oó(A+%d]J 

+Rj^£os3x  + cosl3'X+5acJ+ 40ó(3x+6<zjJ+

' ' 7  +£>3 jsw i <̂JC 4- 3^z j f a  + 3cCJ i- źifl/Sji-ÓctjJi-

+ AgjjOOS 3 J, +Cos($j( + $oc)-h <U>5 ($x+ J ó c c jjt

+ fyyjj&K Sx + un ($X+ SocJ + $in(SjC +JSccjj!!î 3̂

Ba pedstawie poprzedni© wyprowadźenego t w i e r 

dzenia, przy oc * --y  ©trzymamy:

i

, J> 4  CQs3ą+3&d + $ f l 3 coś S jc  +

+ 3 B S  s i n  S jc  = Ą  • • • - / i v /

Następnie dzielimy ten  sam odcinek / / / i *  na 
5 równych c zę śc i ,  ©dmierzawy rzędne w punktach po

dzia łu  Xt &+<*trJf.+%c&JJi+3<&JX + 4oę  i gdzie 
korzysta jąc  se wzoru 715/ i b ie rąc  sumę rzędnych, 
k tó rą  ©znaczymy przez J s  , otrzymamy, jak po 
przedni©:

■5As m s  + 5  B s  &*vśji -»5S ___ _ *. ./1 8 /

Biiieląc następnie  M P l na 7, a wreszcie na 

9 równych częśc i ,  ©trzymamy;



] f\y  CO5 7x  + 7 E>7 s m 7% ~ . / 1 9 /

ćas 3 S smJoi - 3 S . . • • • ' * •  */2C/

gdzie i  eznaozają sumy 7-miu i  9-o iu  rzęd 
nych w odpowiednich punktach podziału .

Pięć wzorów 16, 1?, 18, 19 i  20 zawiera 10 n i e 
wiadomych'apółozynnikdw f i  i  £ )  , d la  zna lez ien ia

r , « • 
k tó rych  po trzeba  mieć 10 n iezależnych od niebie  rów

nań. Równania te możemy % ła tweóoią  u łe iy ó ,  p rzepro 
wadzając o b l ic z en ia  dla  dwóch rozmaitych wartości 
JC i w tym wypadku najdsgodnieif wziąć najpierw 
jC- {9 B nas tępn ie  X~ jr  , J e ż e l i  dla  x*Q oznaczy

my rzędną prssea ^  |  sumy *5^ 3 /  ,-Ą odpowiednio 
przez y , . y ^  ^  *■ zaśś d la  oc * | r  oznaczymy * 
rzędną przez ^  i  sumy odpowiednio przez y j 9

y , wtedy ze wzorów i 6 , l ? , 1 8 919 i : 20 o t rzy 
mamy : 
d l a  x  -O

Ą + Ą ,  ■'■fis +&$■ = %

'■3 $35h } h 3/1  

5 f i s . .  , /Z l /
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d la  X =

> J Z Z /

b i ~ B i  + B s ~ B f +. 4 -7 /

' 3 3 3 + ^ Ą = ^ '

5  B s  = ^

- 7 5 ,  *
SB* 3 # '

skąd edrazu znajdujemy wartego i poszukiwanych s p ó ł -  

ezynników,
Sposób * priypAdktt krzywej, styiw-

trycznej względem oat •do ię tyob ,  b id z ie  więc n a s tę p  

pujący; bierzemy dwelny  punkt na osi X , jako 
początek spóŁrzędnych; @d tegs  punktu {x*0J  o d k ła 

damy na osi X edoinek równy &jc » odpowiadający 
jednemu ©kresswi; odmie rstuny rzędną krzywej Ba po
czątku spÓłrzędnyoh. y i i nas tępn ie  dzielimy ©dci- 
nek k e le jn t  na 3 a 5, 7 i  9'rdwayck c z ę ś c i >, admierz^' 

jąo za fcaidym razem ©dpowiednie rzędne i s&raują© je  
przy uwzględnieniu znaków tych arsędnych;' » ten  spo 
sób znajdujemy 4j_ , ^  ^ ? 4/ j nas tępn ie  przesuwa

my a i^  na ©si X  @d początku spółrzędnych e 1/4  

ekreBu jjc* J~J i  postępujeroy # -sposób a n a l t g i c z -  
ny, wyznaczając j r^  4j*t y j  , tf /  , ^  L » iSnaleziene 

wartości podstawiamy do układu równań ,/21/ i  /Z Z /



i rozwiązujemy te  równania; obliczone wartości 
spółczynników A  i  B  podstawiamy do w z o r u /1 5 / ,  
k tó ry  ©kreśli  an a l i ty c z n ie  badaną krzywą.

W wypadku ogólnym, gdy "badana kjc-ywa nie wy

kazuje sy m o tr j i ,  musimy praedewsaystfr \ *1* s tw ie r 
d z ić ,  ozy szereg  Fourie ra  / ! / ,  #krc*l&jąay p&jązu- 
kiwaną funkc ję ,  sawiara  st&aią , k tó ra  e ię  ob
l i c z a  ze wzoru / 2 / ;Art

■“ j f f a )  d x =
o

wyraz ten  stanowi ś redn ią  rzędną wszystkich punk
tów krzywej, zawartych pomiędzy ^ = (2  i X*&3Lf 
a więc w gran icach  całego okresu; ponieważ w j e d 
nej połowie okresu rzędne są dodatn ie ,  w drugiej  
ujemne, p rze to  w r e z u l ta c ie  d la  ogólnej ś redn ie j  
otrzymamy alb© wielkość dodatnią,, albo wiellcodć 
ujemną, alDo zero .  Praktycznie  taką ś redn ią  może
my zna leźć ,  d z ie ląc  okres ©d dewolnege punktu na 
o s i  X  / n p .  od jl-  0  do x~%-cx  /  na mniejszą 

lub większą l i c z b ę  c z ę ś c i ,  w ^ależnofSci «d s to p 
n i a  odk sz ta łcen ia  krzywej; l i c z b a  t a  powinna byó 

p a rz y s tą ,  aby w każdej połowie okresu wypadła j e d 
nakowa l i c z b a  d z ia łek ;  nas tępn ie  odmierzamy wszyst*
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kie rzędne, odpowiadające punktem podz ia łu ,  # b l i -  

czamy ioh sumę z uwzględnienie® ssaków, wreszcie 

dzielimy tę  zw ą  przez l ic zb y  rwądiujtth; ®ir«ymany 

w ten sposób r e z u l ta t  da aav Ą 0 . J t& e l i  FLn n ie  
będzie r<5wne zeru /p rak ty czn ie  -  b l iz k ie  * e ru / ,  w te 

dy, przesuwając »ś ©dciftyoli rówatleg le  na e d le g ł t ś ć  
rdwną A 0 w str®nQ dodatnią lub ujemną, w z a le ż n o ś 
ci od znaku Ą 0 , otrzymamy nowe <isi spółrsędnycn, 

względem ktćrycb odcięte kriywej pozostaną t e  same, 
zaś wszystkie rzędne będą zmniejszone 0 / l c , W te r  
sposób w ,nowyin układzie spśłraędnycb w szeregu Fou
r i e r a  pozbędziemy s ię  wyrazu st&łeg®.

Są r y s .11 p#kazana Jest  taka  krzywa n iesy m etry cz 

na; w jednej połowie okręgu mamy p rseb ieg  inny, a n i 
że l i  w drugiej połowie; ś redn ia  wszystkich rzędnych, 

odpowiadających, jednemu okresowi, wynetoi 0 0 * A .  ;
wypadła ©na w tjk> r^padku dodatnią .  P t p r z e 

n ies ien iu  osi 0 \  do po łażen ia  0 X , o trzymuje
my nswy układ współrzędnych 0' \  7 0 '3  względem k t ó 
rego rozpatrywana krzywa określana będzie szeregiem 

Fouriera, zawierającym wyłącznie oesinusy i s inusy.

Znalezienie ś redn ie j  rzędnej oży l i  { \ 0 maże być 

uskutecznione jeszcze l e p ie j  za pomocą p lan im etru  
/przyrządu da okreś len ia  po la  powierie lm iA Eozpa-



rya„11. 
t r u j ą c  bawię® wyras

/
A
y A x

Jo
i  b iorąc początek spółrzędnych fe*O j « punkcie 
p r z e c ię c ia  s i ę  krzywej z eaią  ,X , od k tórego z a 

czynając rzędne krzywej prayjiaują wartości  dodat
n i e ,  będziemy m ie l i :

n tijt

M A x  + j  u  A x  =* S i ~3%  .

gdzie 5  eznacza pele powierzchni,  zawartej po
między krzywą i o s ią  X- w gran icach  x = 0  i  x-5X



zaś Ą  -  pole powierzchni, ograniozenej krzywą 

i ©sią ) (  w granicach x  ~ 31 i  x~%T£\ wyraz 
fSTTęty ze znakiem -  , ponieważ w rozpatrywanych 
tu t a j  grasicach wszystkie rzędne krzywej będą ujem 

ne. J e ż e l i  więc za pomocą p lan im etru  skreślim y p@- 
l a  3 4  i 3 * . to d la  z n a le z ie n ia  R Q t r z e b a  r ó ż -  *
nicę tych warteści  p o d z ie l ić  przez b  Sl , Ja3nem 

je s t ,  że po przesun ięc iu  asi X d© po łożen ia
0 X . pe la  p©wierzohni, ©dpewiadająoe dedatnim

i ujemnym rzędnym krzywej, będą s@bie równe; na 

r y s .11 pela te są zakreskswane.

Przystępując da ana l izy  krzywej, n ie  z a w ie ra ją 

cej w szeregu Fouriera  s t a ł e j  f \ 0% musimy znaleźć  

spółczynniki przy c©sinusach i s inusach  wszystkich 
harmonicznych, aardwn© n iep a rzy s ty ch ,  jak i p a rzy 

stych. Ograniczymy i w tym wypadku l i c a b ę  harme- 
nicznych de 9«-aj włąosaie.  Ustaliwszy w dewolnym 

punkcie na ®si odciętych p«osątok ©si apdłrzędnyoh 
odkładamy ®d dowolnego punktu na t e j  os i  z odc ię tą  

a  odcinak rckity Z j l  . Odcinek ten  dzielimy k o 
lejno na 2 , 3 , i . , . , , 9  równych c z ę ś c i ,  odmiorzamy 
rzędna krzywej >* punktach podbiału  i  obliczamy od

powiednie sumy r&ędnyoh s uwzględnieniem znaków 

rządnych, Osnaczająo jak i  poprzednio p rzez  ^  ; 

rzędną łrzywej,  d la  odc ię te j  X  , zas§ przez



Ą  j Ą  Bizmy rzędnycft, odpowiadających 2 , 3 . .  9 
działkom, otrzymamy, roaumując tak samo jak w po
przednio  rozpatrzonym przypadku, następujące  »ao- 
ry :

A  wsx+E)Ź sinJi+Ąz co A  -t-Bg b in 2 x+*. . ,  +Ą tosSx +£)s 

Zfijcosfa+stjBjg $ inZ x +Z1\ cos 4x +£B i  sm> 4 x  + 

+£[% co$óx +&BÓ Un6x +& f 0 cos 3x +Z3&siafa^ <S<>

2>A3 Co$ 5 x  + <3 E>3 6 COóÓx +
t  3  1% s in  ó x  + ó f \ s  cosóU*- 3  3 S U n S x  - Ą

^ Ai co54x + ̂ Bizm  f a  + lj f  & cos 8x +43$ U nfa-3i
5 A f cos 5x + 5 3 S $ih 5x  ~ 3$
s ń ó C03ÓJI+ 6 e>6 2>VH* ÓjC ~ 3^ 1
?A t  cds7x + 7  3 7 $'in7x -  3jr 
dA 3 cos 8x + 3 Ba $4*1 3 ^  ~ 3 & 
y  Ay cćó Sx + S 3 s  5-wi S x  ~ 3 s

Dla z n a le z ie n ia  spółczynnlkćw A i  3  musimy 
ułożyć 18 równaó niezależnych. Sajpierw bierzemy 
x^~ 0  , to  znaczy wybierajsy pierwszy punkt po

d z ia łu  w początku spć ł  rzędny oh;; oznaczając rzędną 
krzywej w tya  punkcie przez 9 zaś  sumy rzęd 
nych przy kole jnych  d z ie len ia ch  w tym wypadku 
przez  , 'ij^} ■ otrzymamy z powyższych wao-
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A i +Ai +fii + ..~ + A s  

A ^ A ^ A ^  Ą»

A s  + h t  t ^ 3 = - ^ r

okąd określamy wszystkie epółczynniki A  .
Dla zna lez ien ia  spćłozynników /3 musimy dać 

x  jakąkolwiek inną wartość, a le  taką ,  aoy te  

apołczynniki po&oetńły w© wzoraoń, c zy l i  aby żaden 
z sinusów nie s t a ł  s i$  równym zeru  /p r z y  x  = -jr 

jak to  c z y n i l i b y  w poprseduiia przypadku z g in ę ł y 
by we wzoracn spółozynniki 3  z parzystemi indek~ 
a a o i / 0 Oczywiście dogodniej j e o t  p rzy jąć  d la  X  

wartość taką, aby ona stanowiła  Jl podzielone 

przez l iczbę  całkowitą większą n iż  3 np. 

lub 72“ , Odmierzając od nowego punktu od-



c i ę t e j  odcinak równy Z j i  i postępując jak poprzed
n io ,  otrzymamy Jeszcze 9 równań d la  z n a la z isn ia  spćł-, 
czynników £> . .

% 5. Stasowanie prądów, Wiadomo, śe suma 2-ch p r ą 

dów s inuso ida lnych  o tym samym okresie  a różnych am

p l i tu d a c h  i  fazach j e s t  również prądem sinusoidalnym 
o tym samym okres ie .  Osnacaay wartości chwilowe 2-ch 

prądów przez jut i  iĄ , ich  amplitudy przez Jt i J£ , 
ką t  p rze su n ięc ia  fazy drugiego prądu względem pierw
szego przez y> . Prąd wypadkowy n iech  ma wartośó 
chwilową l  oraz amplitudę 3  ; ką t  p rzesun ięc ia  f a 
zy prądu wypadkowego względem pierwszego z danych 
prądów oznaczmy przez  ltf , zad pu lsac ję  przez <J. 
Wtedy mamy;

4  * Jx - sin - c j t  j ^  *. J[. s i n ^ u t  +y}',

i  ~ 3 -  s i n  ( u t  + ij/J; : -i, - i t +4% .
Zatem

sifl cjt + źih.((jt+ yji
4  cj t  +J4 ć>ui u t c o s y  +3*, cos c jt bwv (f -

-  J  ź i n  c j t  COS j /  j  x ^ 5  CJ t  s i n y ;  

pt +,Xcoć>y>-Jco5 ijrj&ui cot+{3Ź siny- J'sinj/Jcos(jt =0i

T HOR JA PH4D0W ZKIEMCH, I .  Nr. 197. Arkusz 3-c i .
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Ponieważ rowncść ta  zaonodzi d la  wsayatkion war

to śc i  t  , więc musi być:
W  COó (j> ~ JCOÓ 'jf — 0 Jg SUl (j? -  3 ' Sił l ijf --- 0i

Skąd

J cos ijf - J t + Jg coć> y  s 3  $w- j f  -  3*. źc-n Y .
Podnosząc oba o s ta tn ie  równania do kwadratu i 

dodająo stronami znajdziemy;

J* - $ + * 3 3 , ^ + $ ,
skąd

J  ~ j j *  h£  J: 3 ^ COŚ Lj) + 3# >

dzie ląc  zaś drugie równanie przez pierwsze otrzyma- 
ay:

-  3e Y
COÓ

L

W ten sposóo znaleźliśmy amplitudę .1 ką t  p r z e 
sun ięc ia  fazy prądu wypadkowego.

Je ż e l i  amplitudy prądów składowyon są. jednakowe

j t -  a . ,
wtedy

J ~  jst X  +£ 3 t cosy -  J } f z ( {  - £ 3 ]  cos-%r ’

U f  = l y - f  • = ,  tą h
4 i 3  +3̂  COó ij>. l+COóLj> J



Przypuśćmy t e r a z ,  że mamy dwa jednakowa prądy 

odksz ta łcone , p rzesun ię te  względem s ie b ie  o ką t
Y  i ich  harmoniczne jednakowego rzędu k  oz

naczmy przez llkJ igk ; mają one oczywiście równe 

amplitudy 3 ^  y lec2  są p rzesu n ię te  względem s i e 
bie o pewien k ą t .  • ,

'  i  ź i n h u t  l L ^ J *  ( U  =

= cj£ ó-uklJJćl) L +Ji-
oznaczmy

Suma tych 2-ch harmonicznych da nam s inusoidę

o t e j  samej oczywiście c z ę s to t l iw o ś c i ;  a k tó re j  
amplituda i ką t  p rze su n ię c ia  fazy będą

Będzie to  zatem harmoniczna prądu wypadkowego 

tego samego rzędu:
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f  szczególnym przypadku harmoniczne prądów 

składowych mogą s ię  znosić  i prąd  wypadkowy może 
być pozbawiony odpowiedniej harmonicznej. Trzeba 

na to ,  żeby

k f t = 3 i l ź m - ' l )  j =

Czyli prąd wypadkowy będzie pozbawiony harmo

nicznej  pewnego rzędu, o i l e  kąt  p rz e su n ię c ia  faz  

prądów składowych tak s ię  ma do JC , jak dowolna 
l iozba  n iep a rzy s ta  ma s ię  do wskaźnika rzędu z n i e 
sionej harmonicznej.

Odpowiednia harmoniczna prądu wypadkowego o s iąg -  
nie największą amplitudę, kiedy

nos j f1- = 4 ; ■ X m, ■ k ft -  & m Ji-}

^  =̂ k- 3 ti

to j e s t  kiedy kąt p rzesun ięc ia  fazy tak s ię  'fila do 
Jl , jak dowolna l i c z b a  parzys ta  ma.się  do wskaź- 

nika rzędu wzmożonej harmonicznej.

§ 6. Wpływ samoindukc j i  i  pojemności na k s z t a ł t
krzywej prądu. Przypuśćmy, ż-e w obwód prądu od-
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kszta łconego  o n a p ię c iu ,  k tórego  wartość chwilowa 
j e s t

v - /  J A łsć o sk c jt + B a ź i ł t k u t ) , 
k=0

albo
&=ti

V = J 2  f km M n /J c u t  +<fk j
k-o

włączyliśmy samoindukcję cC> , Przypuśćmy, że możemy 

pominąć wszelkie  inne opory c z y l i ,  że całkowite n a 
p i ę c i a  zewnętrzne idz ie  na pokonanie nap ięc ia  samo- 
in d u k c j i .  To o s t a tn ia  saś równe j e s t ,  jak wiadomo, 
iloczynowi spóiczynnika samoindukc^i przaa przyrost  
prądu w czas ie

v s

Stąd

x h .= -L -  'i r d l  i
cL

U

Ale

W  A t  = 1 1 \ m m a i  (k u  t + =

Ji-n /,- W n l k c j t + f  ) M  « 
k-° J
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~ti£ "tJ~
y

Wobec tego

^ - t h c  s ^ f c H r f
h=o

Widzimy, że wszystkie s inusoidy prądów są opóź

nione o kąt prosty względem swoicn nap ięć ,  zaś am
pli tudy  prądów będą równe

/  X ;
i n  ku<L

Wyraz u JL  t jak wiadomo, stanowi oporność i n -  

dukoyjną w obwodzie prądu s inuso idalnego przy pul* 

sa c j i  cj ; wyraz I&uJL będzie s tanow ił  oporność 

indukcyjną, odpowiadającą harmonicznej ze wskaźni
kiem k

Doszliśmy więc do następującego wniosku;
Prąd j e s t  wzgl ędem nap ięc ia  opóźniony o kąt  

p r o s ty ^  Amplituda każdej harmonicznej prądu równa 
s ię  amplitudzie nap ięc ia  t e j  samej harmonicznej,  
podzielonej przez oporność indukcyjną t e j  harmo-
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n icz n e j ,  Wynika s tąd ,  że amplituda haraonioznej_ 
prądu j e s t  tem mniejsza w stosunku do odpowiedniej 
narmonicanoj n a p ię c ia ,  im wskaźnik ha rmonicznej 
j e s t  wyższy, oay l i  samoindukc ia  tłami bardziej h a r 
moniczne wyższe. W ten sposób przez wpro»Hdzenie 
do obwodu samoiruJ-Ukcji zbliżamy krzywą prąciu do 
sinusoidy .

Przypuśćmy t e r a s , sq w oWód t£go od-
• ksz ta łconego o nap ięc iu

pominąć wszelkie inne opory> c z y l i ,  i e  całkowite 
•nap ięcie  zewnętrzne idzie  na pokonanie nap ięc ia  
na kondensatorze,,  To o s ta tn ie  zaś równa j e s t ,  
ja s  wiadomo, iloczynowi odwrotności pojemnośoi 

przez ca łkę  prądu

Ale



k=o

hO
ku j %m s i a ( L ) t  + fk + f )  i

Wobec tego

s i n f t u t + f t  + j f ) ;
k=o

Z tego wzoru, widać, ze wszystkie s inusoidy 
prądów są przyśpieszone o kąt p ro s ty  względem 

swoicn napięć, zaś amplitudy prądów będą równe

M L
Wyr as stanowi oporność pojemnościową

w obwodzie prądu sinusoidalnego przy p u l s a c j i  CJ, 
wyraz będzie s tanowił oporność pojemnoś
ciową, odpowiadającą harmonicznej ze wskaźnikiem 

k  . ' ' ' 

Otrzymaliśmy więc nas tępujący  r e z u l t a t :
Prąd wyprzedza nap ięc ie  o ką t  p ro s ty ,  Amplit.u- 

da każdej harmonicznej prądu równa s ię  am pli tudzie

napięc ia  t e j  samej harmonicznej, podzie lonej  p r z e z



oporność pojemnościową tej narmonicznej. Wynika
s tą d ,  że amplituda harmonicznej prądu j e s t  tem 
większa w stosunku do odpowiedniej harmonicznej 

nap ięc i a ,  im wskaźnik harmonicznej j e s t  wyższy 9 
-c z y l i  pojemność potęguje harmoniczne iryżago,

W ten  sposób p r z e z wprowadzenie do obwodu pojem- 

ności  krzywa prądu będz ie b a rd z ie j  od k sz ta łcona, 
c z y l i  b a rd z ie j  oddalona od s inuso idy ,  n iż  krzywa 
nap i e c i a Ł

§ 7. Spółczynnik k s z t a ł t u  i  spćłczynnik ampli
tudy, Spółczynnikiem ks z t a ł t u  k rzywej prądu nazy

wamy stosunek jego wartości  skutecznej do wartości 

ś red n ie j

zaś wartość ś radn ia

U  _ "j Isn //r .
O

w wypadkach, szczególnych, gdy mamy krzywe syme
t ry czn e ,  możemy rozpatrywać ty lko  część krzywej, 

odpowiadającą 1 /2  lub 1/4 okresu,

y

Wartość sku teczna  j e s t  określona wzorem:

o
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Spółcsypnikiem amplitudy krzywej prądu nazywamy 

stosunek jego wartości maksymalnej do w ar to śc i  

skutecznej
< _ ,y*n .

-  y  ’

Znajdziemy te spólcayimiki dla niektórych  

krzywych:
a/ S inu so idą / roapatruje»y 1 /2  okresu/,

/ .  & .Ji
S  ~ ^  cix. i  s m  x  cix

Jl" j  -  j*r i

3  = -|b- 9
lX

i = b_ _ ~.h/v£_ ~ < ,
* £4 ~fp-ym - * r r

'■'< — - Frt //7“ /V /
*■ i /  ■ ~  .

V  Krzywa p łaska ,  to jssfc tmywa. p rądu4 zmie
niającego s ię  w ten sposób, ze 'jest w c iąg u  każda- 

go półokresu stały,,  poc£€ui Esaisnia ?naki ,  zacho-> 

wując t ę  samą wartość btfKwzględną / r y s 0l 2 /  ; r o z 
patrujemy 1/2 okresu.



o/ Krzywa o s t r a  / w p o s tac i  t ró jkąta / ,  to j e s t  
krzywa prądu, zmieniającego e ię  liniowo od n a j 
większej do na jnm ie jese j  wartośc i  bezwzględnie 
równych, k tó re  '.osiąga oo pół okrosu / r y s ,  13/.

Rozpatrujemy 1/4 okresu,



' / 3 
Zestawiając otrzymamy;

f " ........ ~ " 71
K s s t a ł t  krzywej

mi---- ---------------------2a--!----

o
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Zwracamy uwagę, że krzywa p łaska  ma dwa sp ó ł-  
czynniki mniejsze,  krzywa o s t r a  większe, n iż  s i 
nusoida,,

§ 8. Wartość skuteczna prądu odkształconego.

Jak wiadomo, w ar tośc ią  skuteczną funkcji  okre 
sowo zmiennej nazywamy wyrażenie

Dla prądu zmiennego odkształconego mamy :

J e ż e l i  t ę  sumę podniesiemy do kwadratu, o t rz y 
mamy sumę wyrazów następujących p o s ta c i :

Całka sumy równa s ię  sumie ca łek ,  zatem pod 
p ierw ias tk iem  otrzymamy sumę całek wyrazów tych
p o s ta c i ,  wziętych w granicaoh od 0 do &3L . Mie 
liśmy już  poprzednio / s t r . 4 / ,  że
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/•** rZsi

sinh jc  cosLx ,clx - O j  / cos koc cos l x  -Łxr. O^

0 ° rZn
Sinic# s in i  jicLk-O $ 7 ccsIuk suiŁx'<Lx-0 j

'o
bo każdy t a k i  i loczyn  można zamienić na sumę 2 -on 

funkcyj trygonometrycznych, a tych c a łk i  są  w ła ś 
n ie  zerami. Pozostaną zatem jedynie  wyrażenia pos

t a c i ;
'Zst

u
z

Ą h cossIcx M c
'o

3* sin* kx ,dx;
Ale

i

,2sc
£05 2 koc xLx -  SC

sin .Zk x  A x = SC;

Skąd

r*n
Aji co^kcc A*x -  I 4 *  sui*kx- Ax- 9Jj{

yo uo
Zatem wartość skuteczna



3  ' H  ( \ “>slcx * B k n  kjcl
Jc*0

możemy przedstaw ić  też  w p o s ta c i :
Jz~tic-i ^

k~o

gdzie

/ \k C05 lcx + Ą  difi L k ^ 31 ć>i*l (jLxi-U>J)

T -  A *  + B *  • ta ie -  A * .A' * * '
Zatem wartość skuteczna będzie:

y = f t £ i A ; + B : i  ;
* 1 * * 0  1 k--o

g a r to ść  skuteczna n a p ię c ia  /wzgl.  na tężen ia /
prądu odkształconego rćwna s ię  pierwiastkowi kwa-
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dratowemuz połowy s umy Kwadratów amplitud nap ięć  

/w agi. natężeń/ wszystkich. harmonicznych.
Ale wartość skuteczna funkc j i  s i n u s o i d a ln e j , 

a więc nap ięc ie ,  wzgl. n a tę ż en ie ,  każdej harmonics- 

nej równa s ię  wartości  maksymalnej, podzie lonej  

przez y * ;

<sy*=yłk n i
Zatem

s - f ie 5£-H-*z%  - IT W ‘
Dla napięcia

Dla prądu

j-iz jT  =fx
ffarfcość skuteczne. nap ięc ia  /w zgl.  n a tę ż en ia /  

prądu odkształconego równa s ię  p ierwiastkowi kwa
dratowemu sumy kwadratów w artośc i  skutecznych, n a -  

pięó /wzgl. uatężejS/ wszystkich harmonicznych.
Stosunek wart-ośoi skutecznej prądu o d k sz ta łco 

nego do wartości skutecznej głównej fal .i  stanowi 
spółcssynnik krzywej p r ą d u / n a p i ę c i a  lub  n a tę ż e n ia / .
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Dla krzywej n ap ięc ia  będzie to

§ 9. Obwód prądu odkszta łconego.

Rozpatrując obwód, w którym mamy oporności: rze~

Rozpatrzmy te ra z  obwód, w którym d z ia ła  napięcie
o przebiegu odkształconym. Wiemy, że napięcie tak ie  

rozpada s ię  na szereg  harmonicznych, o przebiegu s in u 
soidalnym, o różnych am pli tudacn ' i  częs to t l iw ościach .  

Wobec n ieza leżn o śc i  prądów, płynących w jednym obwo-

czyw is tą ,  indukcyjną i pojemność i ową,możemy napisać 

d la  prądu s inuso ida lnego;

d  • r (k'-sr * t\L  +<L ’~h

To równanie da je ,  jak wiadomo;

t  = JCn $ m ( u t
gdz i e ;

TEOjRJA PRĄDÓW ZMIEMICH 1. Br. 197. Arkusz 4 - ty .
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dz ie ,  każda harmoniczna n ap ięc ia  da je ,  n i e z a l e ż 

nie od innych, prąd o przebiegu sinusoidalnym o 

c zę s to t l iw o śc i  t e j  samej„ co powodujące go n a p ię 
cie- i s z y s tk ie  te  prądy, dodając s i ę ,  dadzą prąd  

wypadkowy, d la  którego będą zatem harmonicznemi, 
przyczem każda har&oniczna n a p ię c ia  da harmoniczną 

prądu tego samego rzędu* Zależn^śó ioh wzajemna 
będzie t e j  samej p o s ta c i ,  co zależność napięć i n a 
tężeń zwykłego prądu sinusoidalnego,:  Ponieważ c z ę s 

to tl iw ość  harmonicznej rzędu k  j e s t  k  i m j  
większa od czę s to t l iw o śc i  prądu wypadkowego, zatem

aby wpływy samoindukcji i  pojemności zn o s i ły  s ię  
wzajemnie d la  danej harmonicznej, c s y i i ,  żeby d a 
na harmoniczna dawała rezonans napięć* Będzie to 
wtedys gdy

%

R

Zbadajmy, jak ie  warunki muszą być spe łn ione ,
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f .

Stąd

k  = — Ł -
H cj]U'C

Al e i? obe o CJ = £31f

k -  1

Widzimy s tą d ,  że rezonans może zachodzić n a j 

wyżej d la  jednej harmonieansj naraz i to  ty lko wte
dy, kiedy spełniony j e s t  warunek X C - ~ n —j  -

K  CJ
J e ż a l i  d la  danej harmonicznej zachodzi rezonans 

n ap ięć ,  to  d la  t e j  harmonicznej oporność pozorna 

s t a j e  s i ę  na jm nie jszy  i  równą oporności rzeczywis

t e j  , a zatem na tężen ie  prądu t e j  harmonicznej bę
dzie największem; in a c z e j ,  wpływ danej harmonicznej 
n a p ię c ia  na prąd  wypadkowy potęguje s ię .  To z jaw is 

ko pozwala nam wyodrębniać w badaniu poszczególne 

harmoniczne n a p ię c ia .

§ 10. Moc prądu odkształconego. Równoważny prąd 
s inuso ida lny .

Każda harmoniczna prądu odkształconego, jako 
prąd s in u so id a ln y ,  daje moc równą iloczynowi nap ię 

c i a  przez na tężen ie  prądu i przez spółczynnik mocy,
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zależny od p rzesu n ięc ia  fasy prądu waględem n a p ię -  
cia„ Dla otrzymania mocy prąd,a odksst&łcon&go musi

my waląć sumę mooy w szystkich, łuurino&iassnyoh togo 
prądu, W ten sposób możemy napisać  d la  mocy P  

prądu odkształconego wzór nas tępu jący :

P~ X X  cos ^ +• Z X  cos if> + . . . + Xl X, U)$ .

Wyobraźmy sobie prąd s inuso ida lny ,  k tórego n a 
p ięc ia  i  na tężenie  mają wartośc i  skuteczne V  i  J  , 
zupełnie takie same, jak wartości  skuteczne n a p ię 
c ia  i natężenia  prądu odkształconego, t c  smaczy:

p r f r + j ; ~ r ^ K r , . . . . .  w

J + J r* . • * • • * / 22/

Niech natężenie  prądu J  będzie p rzesun ię te  
względem nap ięc ia  f  o kąt j)  , dobrany w te n  spo 

sób, aby moo tego prądu s inuso ida lnsgo  wypadła tak a  
sama, jak d la  prądu odkszta łconego; wtedy będziemy 
m ie l i :

P -  f  'J c o s  w -  X  X  00Ó LP -*■ % J S COS y? -T
il

+ . T . +  tn Jn U)óyn /Zof



-  53 -

Taki prąd s inuso ida lny ,  którego nap ięc ie  i n a 

tężen ia  te  same wartości  skuteczne, co i  
prąd  odkształcony i k tórego moc róarfla si% raooj  

prądu odkształconego, aasywauty prądets s in u s o id a l 
nym ró«moważa,yifn prądowi odfcg s i a ł  eonem.

Costf nazywamy spółcz^rniiki^ss wocy ró»mowaa- 
nego prąciu; t e n  spółeaymdk Baw$xe może l?yć odpo- 
wiednio dobrany, wynika  to  z tego, że tia pods ta -  
wie wzorów /.23/ oraz 721/ i  / 2 2 / :

otóż łatwo można dowieść, że mianownik w ostatnim 
wzorze nie wożę być mniajssy od l iozn ik a , czy li że 
wyraz ton j e s t  a loo mniej asjy albo równy jedności i 
inaczej mówiąc, zawsze można dobrać kąt ^ dla 
otrzymania potrzebnego spółozynnika mocy,

W wypadku, gdy w obwodzie prądu odkształconego 
mamy oporność rzeczywistą R. , i  gdy wielkość tę 
przyjmiemy s ta łą  dla wszystkich często tliw ośc i  
/harmonicsnych/, to znaczy nie wymierny pod uwagę 
dzia łan ia  naskórkowoóci, wówczas możemy napisać:

TJcastf = 3 ‘ R  , /  25/
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K Z oo,t  = X R  , 

Ł l c K K - J t R ;
wzór /2 5 /  daje

A
■/26/

cos
f ~ T  l V + V + . . . + K

i
n.
•i ... ,/27/

określa jąc  zaś ze morów  / 2 6 /  wartości

i  podstawiając do 727/ otrzymany:

COó
f

,  _ ?/ irScoSfi+ Tfccółift ■+.. . j - K

§•11. Wpływ k s z t a ł t u  krzywej prądu przy pomia

rach. indukcyjności i pojemności.

Przypuśćmy, że do zacisków prądu zmiennego s i 
nusoidalnego o nap ięc iu  T  załączymy ty lko  opor
ność indukcyjną, naprzykład cawkę o bardzo małej 
opornośoi rzeczywistej  w porównaniu do indukcyjnoś-

oi własnej o£ . Wówczas, oznaczając przez J  n a t ę 
żenie prądu, płynącego w takim obwodzie, będziemy
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mieli przy puls&oji U

U  J c j  Ł ,
skąd -5.1 a iadukcyjKiości otrzymujący,

o c = f - -
J(J

J«£e li  z& Ą  taką &&m % ce^k^ 'saiącayay do nap ię
c ia  o tak ie j  nasaj wartości akuteoenej K  , lecą
o przebiegu odkształconym /Merfseay krzywą syme
tryczną względem osi X  i początku/, wtedy bę
dziemy mieli pray warto^oi chwilowej napięcia:

v -  Xm s i a u t  + ó u l  b u t  + f5ni s i r i5 u t + ___

prąd o wartości chwilowej:

i -  - Ł -  $Ln(cjt ~jj ^ j ~ £  Mn(3 u t  -  ~jr) +

Skąd d la  wartoćoi skutecznych będzie By miałi:

3 - & i v + 4  *  4 ' +

TOznaczając wyraz przy prądzie odkształć^
nyia przez o f  , będziemy m i e l i ;
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Ponieważ podpierwiastkowa j e s t  większa od j e d 

nośc i ,  gdyż l i c z n ik  j e s t  większy od mianownika, 

prze to  oczywiście;

to zna.cay, ze przy mierzeniu indukcyjności własnej 
prądem odkształconym otrzymujemy r e z u l t a t  większy t 
niż  przy prądzie sinusoidalnym,

Do analogicznego r e z u l t a t u  dojdziemy również 

przy mierzeniu pojemnośći. J e ż e l i  mianowicie do 
nap ięc ia  V  załączymy kondensator o pojemności C 
ze znikomo małą opornością rzeczywistą,wtedy przy 
prądzie sinusoidalnym

skąd

Przy prądzie odkształconym;



v * fi1n 5ui cjt  + Zm ton* 5rin + ■

i  - K^uC^rbfot^jrj-t- %^3ooC $Ur,(3cjt + 'jrJ-t-
+ %m5 coC ź in f j ć j t ^ ś f ] + . . .  >

zatem ' y

r = ^ r ^ r ~  ,

J= oC fKi+3tV+5*Vs '+ . . .

JOznaczając przy prądzie odkształconym - j y  
przez C “będziemy raieli

r> - r  li il+ZEl+śJCl* ,
'L ~ n  J ;°+ r / ~ r / r ~ .. 7

skąd imioskujemy, że

C>C.
§ 12. Trójfazowe prądy odkształcone.

a/ Połączenie gwiazdowe / r y s , 14/.
Przy prądzie  sinusoidalnym mamy w poszczegól

nych fazaoh n a p ię c ia  s inuso ida lne  o przebiegu n a s tę 

pującym;
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Vx? %n swi u t ■

vt * z>

%  C  5i n [ o t ~ Z  

Pray p rądz ie  odkształconym 
napięc ie  każdej fasy  bi^dsia 
miało p rzeb ieg :

r y s . 14*

Ul ’ t  SLncjt ' t Cm M*1 3 o t  *X*,. 5 u t+ __ ’

^  ~  ̂‘ 1*0) '̂ Cm t  --'iZO ji- jfs^  m 5(ut  ■ ....

"‘I m t ̂ 40J+ %̂ î,b[cjL~Z-tQ J+ %rn .$u\5(ut~t!50)k ...
Wzory te możemy prsop iaać  v apoedb nas tępu jący :

' \ v % *dh,ut+ l ^ s i n S c d i - 7Smsu% 5ut+ . . ,

t  -360) t  f5^w i(X 't-óO O ]-h.,..

% J L  *4> t - z*ffj+ L  / L  ̂ [ s d - m o f . . ,

albo.j©szosę i a a o z o j :

^  * %  Mf1 u t  + Kn -> u i2 c jt + VSm$in5cot+>*.

V£- Xm sir ifa t-4 £ 0 J-tYimsinĆ>io£ ^ %^5ifz(5o)t-£ĄO"J+ • ••• 

" C i  * in fa t  M)> t in, s u i 3 o  t +^ m s i/ó u  t  - ___
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l idz im y s t ą d ,  że harmoniczne o wskaźniku, po~ 
dzielnym przez 3, a więc 3, 9 i t . d . , znajdują  s ię  

w f a z ie  we wszystkich uzwojeniach, Napięcia między- 
przewodowe skojarzone będą miały wartości chwilowe;, 
równe różnicy tak ichże  wartości  napięć fazowych,np. 
między I  i  I I  przewodem,

Vx.g » V} -  uŁ = u t ~ 5'iri (co t - iż 0 jj  -■

+ % ^ [ s m  5 o t  - s u i l S c o t - ż ^ C ^ j  -

= -iia(vti-30°J + %n f55in(5<Ajt-50°]+.. . , 
więc zg iną  w n ich  te  harmoniczne, rząd których 
określony j e s t  l i c z b ą ,  wielokrotne,, 3~ah0 J e ż e l i  w 
układzie  gwiazdowym mamy przewód zerowy, to przez 
ten  przewód nawet przy jednakowe® obciążeniu wszyst 
k ich  faz  będzie p łyną ł  prąd,  powstający pod wpływem 
tych  nap ięć ,  k tó re  między przewodami s ię  anoszą, 

t»zn, napięć harmonicznych, rząd k tórych określony 
jes ' ,  . liczbą w ie lokro tną  3-ch„

b/ Połączenie  t ró jką tne  / r y s . I S Ą  

I  tu ,  jak  poprzednio ,  d la  prądu sinusoidalnego:

Vj * TC oo t  ;

vs  = ^  s m ( u  t  -  UO °j i

Vg -  Zn SUh (u t  - Z40°J
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i  w t y m  w y p a d k u  s u m a  w a r t o ś c i  c h w i l o w y c h  n a p i ę ć  p o 

s z c z e g ó l n y c h  f a z  j e s t  s t a l e  r ó w n a  z e r u .  P r z y  p r ą d z i e

o d k s z t a ł c o n y m  z n a j d z i e m y ,  

j a k  p o p r z e d n i o ,  ż e  h a r m o 

n i c z n e  o  w s k a ź n i k a c h ,  n i e -

aicznych znoszą się, natomiast w artośc i  chwilowe 
harmonicznych* p o d z i e l n y c l  prses  3, óa'ja s t a l e  £a~ 
mę różną cd zera* a  w i ę c  w  t r ó j k ą c i e  “będziemy m ie li  
w  re z u l ta c ie  a a p i ę c i e ,  s k u t k i e m  czego  ó t a l e  będzie 
p łynął  p r ą d » z m  i  o  r  .3 ąey h a i w ^ i  c  aae 3 , 9  .i f c . d .  

Zwykle rzadko s tosu ją  gię  w prądnicach  układ t r ó j 
kątny, gdyż tworaik t a k i e j  naaery&y pr»y o d k sz ta łco 

nym nap ięc iu  dawałby s t r a t y  na c i e p ł o  J o t ? l e * a  nawet 
wówczas, gdy prąd na zewnątrz n i e  "byłby pobierany.

p o d a  i s i n y c h  p r z e z  3  s ą  p o 

p r z e  s u w a n e  k a ż d a  w z g l ę d e m  

n a s t ę p n e j  o  1 2 0 ° ,  w o b e c

o a e g o  p r z y  s u m o w a n i u  w a r 

t o ś c i  c h w i l o w e  t y c $ i  h a r m or y s . 1 5
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R O Z D Z I A Ł  I I .

PRZBWGBI DŁUflIB.

§ 1 0 St a l e  obwodu. Dotychczas abwodaoh prądu 
zmiennego zakładaliśm y, że pojemność i  indukcyjność 
aą skupione w poszczególnych miejscach obwodu w po
s t a c i  kondensatorów i  cewek indukcyjnych, f  urządze
n iach  e lek trycznych  mamy również do czyn ien ia  z po

jemnością i indukcyjnością ,  rozłożonemi wzdłuż ob
wodu* Ma to  m ie j s c e w  przewodach, łączących źródło 

prądu .z  odbiorRlteri,& także we wszelkiego rodzaju 
przyrządach /  jak np0 t ransfo rm ato ry ,  prądnice i t cp 0̂  
zawierających przewody. W przewodach k ró tk ich ,  ł ą 
czących ź ród ła  z odbiornikiem,wpływ pojemności i  in- 
dukcyjności samych przewodów j e s t  zwykle nieznaczny, 
na tom iast  w przewodach dłuższych musimy przyjmować 

te  wie lkości  do ob l iczeń .
Kówimy o równomiernem i nierównomiernem roz łożę-

ii
n iu  pojemności i  indukcyjności.  Pierwsze zachodzi, 
j e ż e l i  wartości tych wielkości  d la  odcinka przewo
du danej długości są  jednakowe wzdłuż c a łe j  l i n j i  

e l e k t ry c z n e j ;  w przeciwnym wypadku mamy rozłożenie 
nierównomierne. Zajmiemy s ię  ty lko  pierwszym p rzy 

padki eni.
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Przy większej długości przewodów na leży  s i ę  l i 

czyć jeszcze z i s t r a ta m i ,  spowodowanomi p rzez ;

1/ niedoskonałość i z o l a c j i ,  2 /  /w kab lach /  prz&z 

zjawisko h i s t e r e s y  d i e l e k t r y c z n e j , z a l e ż n e j ,  jak 
wiadomo, od c zę s to t l iw o śc i  p rądu, pojemności p r z e 
wodnika i n ap ięc ia ,  wreszcie w l i n j a c h  napow ie t rz 

nych, przy wysokiem napięciu,może zachodzić wyła
dowanie e lek trycznośc i  c z y l i  t azw„ n i  ot w rozmai-

powstania
tyon postac iach  aż do/t .zw . korony ś w i e t l n e j „ S t r a 
ty te powodują stopniowe zm niejszenie  s ię  n a tężen ia  
prądu o pewną wartość, zwaną prądem upływu, wprost 

proporcjonalną do nap ięc ia .  Czynnik p ro p o rc jo n a l 
ności nazywamy spół ęgynniki em upływu lub  wprost 

upłjwnośoią  i oznaczamy przez Pi . J e ż a l i  prąd 
upływu przy nap ięc iu  7  oznaczymy przez 
my mieT.i;

A=j>- ; Z - A  r.
Zależność t a  j e s t  analogiczna do za leżn o śc i  

między napięciem, natężenie® i  przewodnością r z e 
czywistą;

6 = ^ ;  J  = G f .

Jak widać z tych wzorów upływnodć może być

1 ■u. będzis



określona w tych samych. jednostkach, oo i przewod
ność, a więc w Mho lub Siemensach.

Oporność rzeczyw is tą ,  iadukcyjnosć, pojemność 
i  upływność przewodu będziemy podawali w o d n ie s ie 
n iu  do jednos tk i  długości l i n j i  /w praktyce na 
1 k im ./  i  oznaczali  j e  przez R , d l , C  i / l  . L in ja  
zatem o długości  ■{, posiada  oporność rzeczywistą 

F i l  , indukoyjność c(> t  , pojemność C t  i upływ- 
nodć A Ł .

§ 2, Równania zasad n icze . Rozpatrzmy l i n j ę  dwu
przewodową, na początku k tó re j  / u  ź ród ła /  wartości

chwilowe na
p ię c ia  / n a  

zaciskach/ 
i  prądu wy
pływającego 
na i i n j ę  są 

rys,16„ Vi i  ^ , z a a

wartośc i  skutecznej i  <3* j na końcu / u  odbiornika/ 
oznaczmy te wielkość a odpowiednio przez 
<X / r y s .  16 / .  Wartości FiscC} C i f \  odnosiiry do 

jednos tk i  d ługośc i  obu przewodów. Rozpatrzmy odoi-  
nók t e j  l i n j i  nieskończenie małej długości <lx

mAx
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odległy o X  od je j  początku, M ech w artośc i  
chwilowe nap ięc ia  i  prądu w tam miejscu będą V.x 

i i x , skuteczne l/x i Jl* o Oporność, indukcyj •* 
iiość,pojemność i upływność tego odcinka będą mia

ły wartości R d x ,c C c b c  9C chc i  f i  chc .
> Napięcie vx i prąd Lą są funkcjami dwóch zmien

nych: czasu t  oraz odleg łości  x  » ua r o z p a t ry 
wanym odcinku d x  sachodzi zmiana wartośc i  zarów
no nap ięc ia ,  jak i  na tężen ia  prądu. Idąc w k i e r u n 

ku dodatnia,  t» j .  od s trony źródła  do odb iorn ika ,  
będziemy mieli  na początku tego odcinka nap ięc ie  

irx i prąd i x  t w koiou odcinka, nap ięc ie

+ Ą^--ćbc  oraz prąd Lx + J^TV’ cLA . 2mia-o x  d -X

na tych wielkości wyniesie wobec tego d la  n a p ię c ia

V* - (vjl + ^  dx) = -  4 ^  dx i

dla  prądu:

Zmiana nap ięc ia  spowodowana j e s t  spadkiem n a 

p ięc ia  na oporności rzeczywistej  i  oporności i n 
dukcyjnej badanego odcinka i powinna s ię  równać 
sumie tyoh spadków napięć.

Możemy więc nap isać ;
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— Ax = Rdx-i/x +oC .
doc o t

Zmiana wartośc i  n a tężen ia  prądu musi być rów
na sumie prądu upływu i prądu ładowania odcinka 

,cix . Pierwszy równy j e s t  iloczynowi upływności 
odcinka przez nap ięc ie  na nim, czy l i  A d X 'V J(if 
drugi iloczynowi pojemności p raes  pochodną napię
c i a  względem czasu  t . j .  C ,d x  • • *obec tego 

będziemy m ie l i :

— 4 ^  =. A  A x  xrx  + C d x  .ox o t
Zestawiając  równania, po skróceniu przez xłr 

otrzymamy:

i = i / 1/! ax d iy

\ ~ c s t ‘ m
Dla rozwiązania  tego układu równań różniczko

wych musimy je p rz e k s z ta łc i ć  tak ,  ażeby każde a 
n ich  zawierało  ty lko jedną niewiadomą funkcję,  albo

TisORJA PH4DÓW ZMIEKNICH I .  Nr. 197. Arkusz 5-ty .
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Vx albo 4  * W tym ce lu  bierzemy pochodne 

wzglądem -X s oba s tron  Łych. t 6wnań:

- i %  = +o C p ^ T  > / 3 /
d x  o x  a x o t  

»

d*u  _  /> . r  3 lk  
~ 3 F  - R J 7  + L d I 5 t  ■ / 4 /

Ostatnio wyrazy atrsymanych równań można przed  

stawić w następujący Bpoeób:

v  -=j Ł . \ & x  \ .
. d t l D * ) 9

r  J u r  - r  9 / S w  I
C

i  tych wzorach wartości pochodnych cząstkowych, 
s tojących w nawiasach,mamy z równań / ! /  i  / 2 / j  
biorąc pochodne po £ będziemy m ie l i  :

- 3 t  U x  n  J t  L  dt*

-M&h* ■

Podstawiając te  wartości  oraz w ar tośc i  z / l /  
i / ? J  do równań / 3 /  i  / 4 /  otrzymamy;
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i > - R h v , . R C ^ ^ 4 f ~ U § „

i  po zgrupowaniu:

Widzimy, że równania / 5 /  i  / 6 /  d la  i  4  

są t e j  samej p o s ta c i  i  mają te  same spółezymiiki.  
Zatem rozwiązaniem ogólnem d la  Vx i  i>x będzie 
te  sama funkcja  od leg ło śc i  i  ozasu.

* f  , t  ) • 5 j  J tyj ■

§ 3. Rozwiązanie metodą symóoliozną. Równania 
powyższe będziemy rozwiązywali ogólnie przy bada

n iu  prądów nieustalonych..  Dla prądów ustalonych 
możemy zagadnienie  znacznie uprościć.  Rozpatrując 
mianowicie prąd s in u so id a ln y ,możemy zamiast war
t o ś c i  chwilowych wprowadzić wartości  skuteczne, 
s to su ją c  metodę symboliozną. f a r t o ś c i  skuteczne, 
jako n ieza leżne  od czasu, będą funkcjami ty lko  od

l e g ło ś c i  X > więc zamiast równań o poohodnych 
cząstkowych otrzymamy równania o pochodnych zwyk-
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łych,, -
Stosując tą metodę bieraeEgr w równaniach / ! /  

i  /%/  zamiast wartości  chwilowych w&rtoćoi s k u te c z 
ne l̂ x i Jx , jako TOktaay n a p ię c ia  i  prądu w r o z p a t r y 

wanym punkcie w od leg łośc i  x  od pocaątfcu l i n j i .  
Pozatem przyjmujemy pod uwagę, &e pochodna t a k i e j  
wektorów względem czasu są odpowiednio równe j  u  Vx 
oraz J  o Jjc . f  ten sposób otrzymamy n a s t ę p u ją 
ce równania:

- ^  = R X - hcC joJ x = (R ^ ju c f.jJ x ; / V
A

~~~j~ =/i r: ~hCju Tx *= //i +jcjC] Vx . ) 7 b/
W celu  otrzymania równań, zawierających ty lko  

jedną niewiadomą funkcję ,  bierzesiy pochodne wzglę
dem X  , co nam da:

- U .  . ( H . j ^ j Ł L ,

^  .-4

i  podstawiamy wartości i i  i  i Ł Ł  > otrzymane
CUt 61JC

se wzorów / ? /  i / 8 / .  Wtedy będziemy m ie l i :-i
=/?? w / j f A  +jwCj t  ■, n u
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+̂ C j X  . ' n w
A A

W tycii *szoracii lf x i <JX czynią aadość bema aa-  
majttu równani u różniczkowe^®.. mianowicie równa-niu 
p o s ta c i  ;

/ I V

gdrae

k  -  f f f i  +j  cjoC) (Pi +j> u  C ) , f  I -/

Jego4* równanie charak terystyczne:
i i i  z -  k

ma dwa p ie rw ia s tk i :

z , -■= * k  j  ^  =■ -  k
i  daje całką ogólną:

Q  ckx +  Ct  e ,
gdzie C1 i  C  są to s ta łe  dowolne, £  podstawa 
logarytmów naturalnych.

9 ten sposób otrzymany:

Yx = Ci e.*x -i-C!le~l * . / i v
A

Z równania / 1 2 /  moglibyśmy napisać  i  d la  X  
analogiczna rozwiązanie ,  w którem mielibyśmy &s?ie
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inne s ta łe  dowolne. Dogodniej będzie uniknąć
, A

wprowadzenia nowych s ta ły c h ,  otrzymując J x  bez

pośrednio ze wzoru / ? / :
* d i  

j x =  s * / f  . r
( n i - j u c L j 

Ale ze wzoru / 1 5 / :

ajc
więc

7  „  r A lC ^ d l l ^ l  . 
x  R  j  c jo C

Podstawiając wartość k  ze wzoru / 1 4 / f o t r z y 
mamy ;

j x = J E ^ j M d I . ( C t e ^ - C ,  e - ^ j

-  ] A + jv C  . L r  kx  + r  -kx \ / W  
/ Ą j u k  1 C*e L*ę ! •

Wzory / I t y  i  /16 /‘ można p r z e k s z ta ł c i ć  jaszcze  
inacze j ,  przyjmując pod uwagę, że wykładnik potę 

g i  k  j e s t  naogół l i c z b ą  sespolonąj  rzeczyw iś
c ie  możemy założyć:
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i

k * } ( R r jc jc C ) ( A  i-joj Cj « -Ol *j  ó ą

Bla z n a le z ie n ia  społofcynnikdw ci i i )  podnosimy 
obie strony do kwadratu:

/i R~Q*cCC +J U/fHęC +RC) - -CL -  ( ł fj- Z d i *

Skąd
a.1-  V *  R R  - o * c C C ) n v
U b  =  c j ( A J L + R C ) r

Podnosimy oba równania do kwadratu i dodajemy:

& , - x a.‘ 6t* i l ~ ń sR * - . z u * .m oC C + oJ,j : * c  ,• 

U *  h* = S P M L W A M C  - u * R  T j

f a ^ r  =  A*(R'+<j X*)+0 * 0 * 1 ^ + -

Wyciągany p ie rw ia s tek  z obu s tron  tego równania;

*'+1>1=}W ^cW ^& T ■ w
Dodając i  odejmując równania / 1 7 /  i / 1 8 / ,  d a ie -  

ląo  następnie praea  2 i wyciągając pierwiastek  * 
ot raymarey;
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b * j i { f i R * + j c p W o C * ) - m  + u * x c ) i  w

Ha zasadzie wzoru Eulera;; 

i  ±jć>uvnJ
możemy napisać:

.kjc „ô c-hjbjce s e***J x~ [coó &jl+ J  sor 

Oznaczmy:

} ] R t ju c C  = 2  /  21/
I  A+j u C  ^  •

. ;"" ' A ...... ..  ...
Symbol -Z nazywamy opornością cha ra k te ry s ty c z n ą

lub opornością falową.

Podstawiając powyższe wzory do równać / I b /  i 
/1 6 /  otrzymamy:

K= 4  Ć K(a/5bxi- j  $uv bx)+Q Ł**(iCos ix -j  'sin bx}> fZ2/

3 * 2 ' £^ ( o o s C ź Z~U{cos&X~jMU &3zj. / 2 3 /

§ 4. S ta łe  c a łk owania. Możemy te ra z  o k r e ś l i ć  s t a 
łe  całkowania. Przypuśćmy, że mamy dane nap ięc ie  i  
prąd w początku l i n j i ,  mianowicie: d l a  J .-0  j e s t
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• wtQdi
^ n r  ^ = - e c * /,• c o s  Ł x  = c o s  O * /,• ^  d n D ^ O j,

"  t  ~ C<+C*s

Dodając wzgl. odejmując i dz ie ląc  prsoss 2 o t r s y -  
mamy:

/j  ̂  ̂
r - J ^ J u L _ .  r .  t - i z  , 
L*'  ź  <«

więc o s ta te c z n ie ;
>

ajc(co$'t?j*-jSuilxj+ jfs +XZj-t ***(cosix-Jsin bx)J; /24/

4  ̂  ~ f j ~ l & x + j $ ł n  bij Ąft t~J., Zj t a& t>x -j sin bjjj. /2 5 /

Często przy projektowania  l i a j i  e lek trycsne j  wia

dome są^napięcie  i  prąd w miej son zażycia e n e rg j i ,
ir Ą

c z y l i  łŁ i  o£ . U  tym wypadki dogodniej j e s t  o b l i 
czać odległość X n ie  od początku l i n j i ,  lecz  od 

j e j  końca. R ó w n ie ż  s t a ł e  C i ct należy o k reś l ić
nr ■y . .

przez Vt i J£ , f takim raz ie ,  we wzorach /22/ i
/ 2 3 /  t rzeba  jc zmienić na — x , gdyż aposób r o 
zumowania przy wyprowadzaniu tych wzorów pozostanie 
ten  sam, ty lko odległość odmieraa s ię  w kierunku 
przeciwnym. Warunki d la  o k reś len ia  s ta łych  Ci i C



będą inne, a mianowicie przy X - O  , v x ~ Zmieniając sr równaniach /22/ i /23/ znał przy x i zakładając X = O , będziemy mieli
% = C t +Ct :

l i - C i - e , .Stąd
•A  4  Ą A  Ar ■-M Z.r h-iz

L* ~  x  L‘ ^

i po podstawieniu tych wartości stałych:

W dalszych sagadnidnl&ch aęftaiwj przeważnie korzystali 2 tych OBtat*aich wkotów.Wzory /24/ i /25/ względnie / 2 8 / i / 2 ? / można napisać w innej postaci, wprowadzając funkcje Hiperbo- liczne.Zakładając mianowicie:
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i  prayjarając pod uwagę, że

j —— j -£-—  = 005 iu j)k x  , 

/ ~  ź i n A i p  'kx

otrzymamy z / 2 4 /  i  / 2 5 /
A  " A  y \  A

h  ~ % 005 ł u f k x  - J j ź  &in 'hijo k x  ^  / 2 4 ł/

A. A A A *

J ^ ' X 5 i n  kij-) koc+'JjZ005 Atp Jrjc_, /2.5'/
oraz a /2 6 /  i  / 2 ? /

A  A  -A  A

-  \  005 'kio kx Z  sin 'fvujoJ{jc /26  V
V \

/2 7  ■/

§ 5„ Fale n a p ię o ia i prądu, W równaniach powyż- 
sayoh ^  oraz
są wektorami 9 i cii suma i różnica  są satem też 

wektorami. Oznaczmy;
A A A A

i d + Z i )  = p t •- / < 8/

£(Vf - J i $ l  = P , . /29/

Wartości chwilowe tycii wektorów muszą mieć prze

b ie g  s inusoidalny ,  j e ż e l i  taki przebieg isają warto*': •



oi chwilowe wektorów składowych.

Możemy zatem nap i jać  d la  w artośc i  chwilowy cii 
wektorów i P( :

-  76 -

Podstawmy te  wartości  do równań 726/ i / 2 7 /  , 
zamieniając w tych os ta tn ich  wartośc i  akutoczne 

.na wartości chwilowe.

Vx (cosix+j stn Lxĵ Pifnóin(u ^(cm tx-j yai kx]-)
a ,

XZ ~ t  f̂cos i i y  stn kxj £â {wshx-jrsń¥ih|

lykonywując mnożenia «r nawiasach zwrócimy 
uwagę, że mnożenie wektora prze& j  j e s t  równo
ważne obróceniu go o kąs p rosty  w fcierttDku d o d a t-

yj
nim czyli dodaniu -J- do jego l<4 ta  lany. Zatem

o
jM ibxsin(cjt+pJ ~ . M n M +*]» swL&t cos (ot+^-

jó m lzd a ((jt+ ijjJ  s u i f u t - * ^  f  j  =» a ż m  a>ó(cjt-tjjjk

Otrzymamy ssatem:
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albo.

U* = 5m(cjt+ijj{t4>x) + ix)-, / 3 0 /

A

$ in{u t+ if!^I* )-P Ztne^su t^ (jt+ tf^b x j. / 3V

Wartość chwilowa 'napięoia  prądu oraz iloczyn 

wartości  chwilowaj jego na tężen ia  przez oporność 
charak te rye tyczną  l i n j i  są sumą względnie różnicą 

2-ch wyrazów p o s ta c i :

}^  e t ^ xs i n ( c ; t - i - j j  t  & x ) .

W każdym z n ich  jeden czynnik f^ x ma wartość stan
i ą / n i e z a l e ż n ą  od czasu, ani od p r z e s t r z e n i / ;  drugi

**■ £4a/C #-t ~ za leży  jedynie od od leg łośc i .  Wobec tego 
j ra r to ść  maksymalna /am p li tuda /  napięoia  wzgl. n a t ę 
żen ia  prądu j e s t  funkcją  ty lko  odleg łości ,  Faza 

( u t + l j l ± ' b x ^  zależy zarówno od odległości  jak 
od czasu i  zmienia s ię  okresowo, to znaczy powtarza 

s i ę  z biegiem czasu i  w pewnych odstępach od leg łoś-
%

c i ,  to  samo wobec tego można powiedzieć o w artoś
c iach  n a p ię c ia  wzgl. na tężen ia  prądu, inaczej mó
wiąc nap ięc ie  i  na tężen ie  prądu wzdłuż l i n j i  rozcho

dzą s ię  falowo.
Przystąpimy do o b l ic zen ia  długości i szybkości
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fcycii f a l .  Dla z a l e s i e n i a  d ługośc i  zbadamy, w j a 

k i e j  od leg łości  zna jdu ją  s i ę  punkty, w któryoh 

sk ładn ik i  n a p ię c ia  »&gł, prąd®, aa  j ą  t ę  samą fazę ,
9 a  t o  t r z e b a ,  żeby faaa  r ć i n i ł s  s i ę  w ogóle o c a ł k o 
w i t ą  wielokrotność Z si t ^  szczególnośc i  d l a  d ł u 

gości jednej f a l i  o Z j l  . Prsypueóaty* &« ką t  
o t  +Lj/ i  b x  wzrośnia iagl„  M a le je  o Z l i  , k iedy 

X  wzrośnie o X  » Mamy:

ot+Ljjt l(x+A) = OJ t ■+■IJl ± VX ± Z31

± I X  - ±  ŹSC j

s l *  / 3 2 /

T o  z n a c z y ,  ae wartości  składników n a p ię c ia  wzgl„ 
prądu są w jednakowej f a z ie  w punktach., n a j b l i ż s z a  

odległość których wynosi , c z y l i  t ak a  j e s t
długość f a l i  nap ięc ia  lub prądu; b nazywamy s p ó ł -  
czynnikiem długości f a l i .

Dla zn a lez ien ia  szybkości rozchodzenia s i ę  f a l ,  

przypuśćmy, ż® w danym punkcie X  w pewnej chw il i  
i. mamy określoną fazę składników n a p ię c ia  wzgl, 

prądu i  że tę  samą fazę  aamy po c za s ie  ć t t  » punk

c ie  odległym o d x  , c z y l i  w c z a s ie  t - r d t  

« jsmkcie .x + <Lx . .. Przy równy wuj ąc f.w&y w obu wy-
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padkach, otrzymamy:

ot +ifj t i x  - q(UM) + ijj ± -b(x +Axj; 
y t+ jj/4  £>dc ~ c^tf+cjJt pj/±jyK t i d x .

Stąd

o At i  £Ax -  O ,■ 
CJjdt - 7- bAjc.

Prędkość rozchodzenia s ię  f a l i :

'I  T _ -iZjC _ _
n r ~  + T '

Pomijając znak;

T, c.) Isif ŹJi - -Av~f ~r rr~T’ /33/
gdzie j  oznacza czę s to t l iw o ść ,  T  -  okres prądu 
zmiennego. Wynika s tą d ,  że prędkość rozchodzenia 
s i ę  f a l i  równa s i ę  i lorazowi długości f a l i  przez 
okres prądu zmiennego; inaczej  w ciągu jednego 
okresu prąd p rzeb iega  długość jednej f a l i .  Znak 

przy  prędkości  V wskazuje na kierunek rozcho
dzen ia  s ię  f a l i ;  czy w kierunku dodatnich X  , czy 

też  ujemnych.
ARozpatrując  wzór /2 6 /  widzimy, że dla  nap ięc ia  

Yx  otrzymujemy sumę ,dw6oh. f a l ,  przebiegających 

w rozmaitych k ierunkach z jednakową prędkością; 
jedna  f a l a  p rzeb iega  od początku l i n j i  do je j  koń-



o«t, druga odwrotnie. Jrierwssa nazywa s i ę  f a l ą  głów

ną, draga ~ f a l ą  odbitą .  Ogyaaik e*.4***" wskazuje, 
że a ap l i tu d a ,  c z y l i  wartość maksymalna, śmienia  

s ię  w zależnośc i  od odległością-O . j a s t  to s p ó ł -  

czynnik t łumien ia .  Dla prądu J x , jak widać ze 
wzoru / 2 7 / ,  otrzymujeoy różn icę  dwóch f a l ,  p r z e b i e 
gających tak samo, jak f a l e  n a p ię c ia  w dwóch, p r z e - -  
ciwnyoh k ierunkach> lecz  k tó rych  amplitudy są 

zmniejszone w stosunku oporności ch a rak te ry s ty czn e j

Z  .

§ 6. L in ja  bez s t r a t .  Dla b l iż szeg o  zbadania
*

otrzymanych wzorów rozpatrzymy na jp ie rw  rozchodze

nie s ię  prądu w l i n j i  bez s t r a t ,  to j e s t  t a k i o j ,  
w k tó re j  niema oporności r z e c zy w is te j ,  ani upływ- 
nośc i ,  a jedynie indukoyjność i pojemność, A więc:

R - 0  i A - O ;  / U /

Oporność charak terystyczna  t a k i e j  l i n j i  będz ie :

7  = • -  ' . i& s C
~ \ p c+-JOL. \# & L , [ C / 3 5 /

,ona.
nia  j e s t /w le lk o śo ią  symboliczną, gdyż n ie  zawiera  
czynnika J  . Znajdźmy apółczynniki -a . i  i) :
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‘ f t j f J e ^ s T - ^ c ’- l U d u c - o W f - o i / w

f> - / r / 0 * i> źC fR ‘+(jaCj -A R  ^ ‘o C C f =

=ffu*Zc = fZuc = a/źoT. /3?/
Stąd

€ a j : = € ' ^ ^ % y .

K a j w i ę k ś z e  w a r t o ś c i  s k ł a d n i k ó w  n a p ię c ia  i  n a tę ż e n ia  

p r ą d u  n i e  z m i e n i a j ą  s i ę  z  o d l e g ł o ś c i ą ,  c z y l i  n i e  

z a c h o d z i  t ł u m i e n i e .  P r ę d k o ś ć  r o z c h o d z e n i a  s i ę  f a l

„v ^  ^ >/ v̂ T^w rr~UT /38/
n i e  z a l e ż y  o d  c z ę s t o t l i w o ś c i  p r ą d u .

1  l i n j a c h  w y k o n a n y c h  i n d u k o y j n o ś ó  i  p o j e m n o ś ć  

z m i e n i a j ą  s i ę  w n i e w i e l k i c h  g r a n i c a c h ;  ś r e d n i o

T E O m l S p D W  Z M IE M IG H . I . J f r . 1 9 7 .  A r k u s z  6 - t y .



*

możemy przyjąć:

~ 0 ,1  mH/ L  > C -  o,i L  •
ff l i n j a c h  napowietrznych indukoyjnotfć nie-  

oo większa, pojemność mniejsza ,  w ksblaoh a o . i ro t -  
n ie ;  i loczyn pozosta ja  sunie jwięcej  a t ®lj;  w j e d 
nostkach bezwzględnych /C.GLS./ 1

i  H = t f  3 (CS S). 1-mH= 1 0 “ (C S.ój. 

i  F  = 10-’(C S  4 -  Ał; i j j  = 4 '  •

Stąd

e £ 3  ^  =>10SfUf L ' ,

c* oj f%*=j0 -“ VcyL. • 
v=w r=ifc5 * w*= 3 ̂  *&*'

Prędkość rozchodzenia s ię  f a l  napięoia i  prądu 
j e s t  zatem mniejwięcej równa prędkości św ia tła .  
Przy czę s to t l iw o śc i  j- ^  $ 0  , przeważnie spo tyka
nej w urządzeniach prądu s i ln e g o ,  długość f a l i :

i =  i /T =  = 6000  Jem.
dorównywa długości promienia ziemskiego. Przy 

c zę s to t l iw o śc i  j  - ‘5 0 0 0  „ którą mamy np„ w t e l e 
fonicznych linjaoh

i = u 7 \ =  300000- =  4 0 0  kn.
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'Fal© radjowe są znacznie k ró ts z e ,  dochodząc 

w radjjofoig i  do paruse t  metrów* zslĄ w r a d j o t e l e -  
g r a f j i  nawet do k i lk u  metrów* co odpowiadałoby 
c z ę s to t l iw o ś c i  dochcizącej do k i lk u d z ie s i ę c iu  m i l -  

jonów.
Równania / 2 6 /  i  / £ 7 /  w przypadku l i n j i  bez s t r a t

żerny znaleźć  albo sposobem analitycznym, s tosu jąc  

metodę symboliczną, albo też  sposobem wykreólaym. 
S tosu jąc  metodę symboliczną musi»y najpierw na pod

c z y l i  o s ta te c z n ie
A  A

Wartości Tx i  Jx z wyprowadzonych wzorów nio-



(' { 1stawie wiadomy oh. QL i  L  ob l iczyć  oporność 

charak terystyczną  Z  według waoru / Z W  oraa 

spółozynnik długości f a l i  i  ze wzoru / 3 7 / ; 

następnie  d la  wiadomej odległoiśeii X  obliczamy
i  znaj  dujemy Cos 6x i  $w. ox . Kapiecie  

7^ , prąd 3% i  spółczynnik moay £05 t j przy 

Odbiorniku przyjmujemy jako wiadome. Sa podstawo

wy kierunek wektorów najdogodniej  j e s t  p rzy jąć  
kierunek wektora 1/̂   ̂ Oznaczając p rzez  tjj n i e 
wiadomy kąt pomiędzy i  oras p r se s  yj*  

kąt pomiędzy J x i  Tt  o t r z y m a j  na podstawie  
wŁorów / 3 9 /  i  /4Q/A ‘

Y ^ - %  cos h x  + p / l  s u i  Im (co 5 tf + fi  s i n  ( f j  —

~(ię goó -̂J^cZswi &x ;

Z KZ ~ J sJ.& 5^(co5ij>+fisin y j t ó i n  i x -

■̂ĄZc&siotcoŝ  + ĴjXćo5 i>jc 3tb(£ i- % sio, i>xj 3
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h"f ( K ^ *  ~J^ZsinSxsin f V (Jz Z  sin Sx coó̂  f 1
Ja m — _ -ihZ, b-x COS ______  .
3  ' x ljpDć>bx -  J ę Z jif t in sU u fc

J x Z  ]j\J£Z.CpźOX coó(f>J*-h p t Z a » U  sin  r r %  s in  i i f ;



tą a j1 = Z 2 o q j! )x suyĄ + lf?M n fjx  
■■■ :X 3$%. C0Ó&JC £Q$(favA A

Kąt ^  poHaęcUs  ̂ Jx i x znajdziemy, mając 
kąty ijĴ  i  IjĴ  , mianowicie:

Bardzo łątwo mo&emy an&leźó napięcia ^  i  prąd 
J a  sposobem wykra^lnym, W tym celu. a dowolnego 

punktu 0 / r y s - 17/ prsoprowadzamy dowolną l in ję  
prostą jako kierunek Vt  i  na niej^ odmieraamy 
w odpowiedniej sk a li  odcinek ~ ^  , Pod ką
tern do tego wektora przeprowadzamy kierunek 

Jjg i w^tym kiermaku odmierzamy odoinek
O J l  ~ <Ji  JZ ; oczywiście mnożenie wektora 

przez oporsośó charakterystyczną , która
w tym wypadku n ie  je s t  w ielkością  symboliczną,A
daje nam wektor J M£ ,  , kierunek którego jest.
t tóti  sam, co i kierunek wektora J s . Następnie1 ^
a punktu 0 pod kątem b x  do Vn przeprowadza
my prostą , na której odmierzamy o Ą - n  i  

0C  = J z Z  » zataczając w tym celu  łuki koła
o promieniu 0 Ve i  o j ,  aż dc przec ięc ia  

te j  p ro ste j .  Z punktów A i  C  opuszczamy pros

topadłe A B  i C D  na 01/t „ Oczywiście;
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OB ~Tź QOŚ SjC ; OD " Jo Z COÓ bx i 
A B - Vż SUl bx; CD ~J2Z  u ri Sxs

znaleźliśmy więc wartości /moduły/ wektorów weno- 

dzących do wzorów / 3 9 /  i  / 4 0 / ,  teraz musimy wyko
nać wskazane w tych wzorach d z ia łan ia  geometrycz
ne, uwzględniając również kierunki woktorów.^

la  podstawie wzoru / 3 9 /  dla otrzymania Jfx  mu
simy do y%ĆOś ijC dodać geometrycznie j y3 ^Z  $Cn h x  ■ 
pierwszy z tych wektorów ma kierunek , więc
odcinek OB odpowiada wektorowi Vi COóhx i co do 
wartośoi i  co do kierunku.

Drugi wektor ma wartość J ź X  S in  bx , odmi 
rzoną odcinkiem C D  t ale  kierunek wektora 

3 , 1  boC musi byd zgodny z kierunkiem 
0J £ t zaś kierunek wektora %ni>X musi

być wzięty pod kątem prostym naprzód do kierunku 

0J Z ; z tego wynika, że od punktu E> > końca 

wektora V# COói>x , przeprowadzamy wektor 
3 K y J 4Z  ^>oyi'bx , prostopadle do i  rów

ny co do wartości odcinkowi C D  ; łącząc O z JC
*. ^

otrzymujemy wektor 01f^ ~ Y x  .

A Analogicznie, na podstawie wzoru / 4 0 / ,  do 
4 Z  coskx musimy dodać geometrycznie^ ^  5 U ib x  

ifektor J^cZ C05 b x  ma kierunek O J  ̂ ; przerzucając



i t-K A  [' \ji Li  i i* U i « j\l  |

„ WARSZAW Sfc-EJ 
B? *  ̂w- .

Nr. Inwent..„JjA^L =J
odo inek . -  c “Ł& ua tftD kieruoefr,

otrzymamy <?/ - J j ,<2 cosmjc , do tago  wektor* do
da $«qjr geometryoanie F 3 .x - $ '"i1 z óiti l>x . cii ano-

w icie  odoinek f  J j 3  ~ JC źwiba;,, wektor zaś
• f / '  ' i1 ?£ ź tn  t>x powinie! byrt przeprowadzony pod kątem 

prostym naprsód w&g?.$den r e k to r a  Y# „ więc k i e -  
runek m  i t a k iź  sam kierunek F  J jc  odpowiada

• ^  a

kierunkowi £  T# 5 ^n S x  ; łącsr-ąc ^reazcie punkt J x . 
z 0  * otrzymamy wektor = Cf̂ aC , 2a pomocą
kątomierza możemy łatwo zmierzyć kąt

praeaiin iso ia  faay J.x wsględem
rr v *
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A

nMiejscem geometry o znem końoćn wektora y jc 
na wykresie powyższym / r y s , 17/ przy zmianie kąta  

ł>X od 0 do &31 je s t  e l ip s a .  Dla dowiedzenia 
tego wprowadźmy do r y s .17 prostokątny układ s p ó ł -  

rzędnych ('LL,vj , umieszczając jego poozątek
w punkcie 0 / r y s .  

18/  i  k ierując od 
U1 wzdłuż 0 Yf „ 

Wtedy

Oznaczając s p ó ł -  
rzędne zmiennego
punktu 1fx prsez  

( u , , v j  będziemy 
m ieli

u .-  O d  coó (f~ if£J =

= f£ coó hx cZ bx stri y? ; /  V

w  W f - f J -

-  Js iin  OX COÓ n u

Z ty  oh równań rugujemy zmienną n iez a le ż n ą  X  . 

Z równania / I V
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s in  t>x = - V

COS Łx \%X = ]/d - — —  .
'  I Jtd  CV3 <£

Podstawiamy znalez ione  wartośoi do równania / ! /

u = rt $
J , 2  coi‘<ft <‘ J, Zeo5ft2

U = ' KH l -  7> + V■'Jż .Zcoó fi ■

Podnosimy obie s trony  do kwadratu;

% -  £ u v t o i f  + v  ta (p = 7
r i  z

V

w  ~ *

Przenosimy w szystkie wyrazy na lewą stronę;

*/- *«.v tgft+v‘fy y  J ^ j ^ )  - V- 0.
Otrzymaliśmy równanie 2-gp stopnia, n ieaaą ie-  

rająoe zmiennyoh w stopniu l-szym, csylf. równanie 

typu:

f .Aj fr  B u 't > + C v %  /  * 0 •



/  Takie- równanie przedstawia e l ip s ę ,  o i l e

S C -  4 A C  < 0  , F < o .

W naszym przypadku:

B - ł A C = 4 t o V - 4 %  -

. d  J* d l i  Ą  J  £03 jf 4-2ĆOSlfe

F = - f / < o •

fobao tego nttloakttjetfiy, że równanie nasze 
przedstawia e lip sę . -

W szczególnym przypadku  odbiornika bezindukcyj -
•i t,

nego i  taspojtt&ećttlowego, względnie odbiornika da
jącego resonana napiąć* mamy:

^  * 0 i kj y  -  O s cos y? = i  .

Wtedy równania usi&es pratyjaie postać;
r 4 ^  *U, +■ U -V ̂

•J,
albo

~ 90 -

i  .4 I/,
u, +■ v  > tW - -  *= ?

c ./  ^

jo

777" r  .7* — y ,y z  T . 7-t 7-e

to  znaczy, że półosi&mi otrzymanej e l ip s y  są Vg

'7* /7 Y /'Gdy przyt©B wyjątkowo «l  -  V « % zamiast e l i p s y
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otrzymujemy koło. Napięcie i  prąd,mają wtedy wzdłuż 
o a łe j  l i n j i  wartość s t a ł ą ,

§ 7. Łinja bez s t rat w stan ie  jałowym i w s t a 
n ie  zwarcia.

Stan ,  w którym l i n j a  nie je s t  obciążona, to zna
czy odbiornik n ie  j e s t  włączony do zacisków końca 
l i n j i ,  nazywamy stanem jałowym, f  tym wypadku 
J 1 z ~ 0  o Napięcie w końcu l i n j i  zależne j e s t  od na

p ię c ia  na jej początku, więc w stanie jałowym mog
libyśmy, zmieniając nap ięc ie  na początku* osiągnąć 
dowolną wartość nap ięc ia  na końcu; dobierzmy taką 
wartość napięcia  na początku, aby w stanie jałowym, 
w końcu napięcie  s ta ło  s i$  równe® Te ; oznaczmy 
to potrzebne napięcie  przez Hi0 i  nazwiemy go na
pięciem na początku w stan ie jałowy®. Przy ta k ie j  
napięciu  popłynie na początku l in j i -p r ą d ,  którego 
natężenie oznaczymy przez j będzie to  prąd
na początku w stan ie  jałowym. Dla dowolnego panktu 
l i n j i  w o d leg ło śc i  x  od j e j  końca napięcie i na
tężen ie  prądu w stan ie  jałowym niech wynoszą VXo 
i  Dx0 , wtedy, zakładając we wzorach. /3 9 /  i  /4 0 /A
J A~'0 , otrzymamy:

Txo ~ X  COJ l)JL , ................. /4,].y
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Jxo<Z =* j  V* s in  t x  . . . . .

Największa wartość nap ięc ia  aachotó i  d la  

co5 hx = t j , b x -  0 , Jt , k n  . gdzie

/ 4 2 /

Ponieważ długość f a l i  podstawie weoru. / 3 3 /  wyno3i

1 swe wartości na kodo u l i n j i  oraz w od leg łość  l a c h ,  wy

noszących całkowity i lo r a a  pa*w ?  d ługośc i  f a l i . -  

f  l in jaob  prądu s i lnego ,  kfcórycfo aługośd j e s t  swykle 
mniejsza od połowy długości f a l i .  n a p ię c ie  w zras ta

wie w Londynie i jłla tego nasywa s ię  ssjawiskiem 

Ferranti '©go,

Bidztay aaatąpni® * i© prąd w stan ie  jałowym wy
przedza napięcie o kąt nrc-styr o s y l i  o 1 /4  okresu, 

przyjmuj# najmiększą wartość tam, gdaie wartość na
p ięcia  przechodzi prą©* 0 i odwrotnie, przyjmują war
tość  0 tan, gózie napijcie przechodzi przez swoje 
®axi®ua,

Stan , w któryip końce l i n j i  śą  ze sobą połączone 
bezpośrednio, czy l i  bez oporności,  nazywamy stanem 

zwarcia . V tyra wypadku nap ięc ie  % /^G  . Hatężenię

od początku l i n j i  ku końcowi , .ftćlsie j e s t  największe. 
Zjawisko to po r a s  pierwszy było spostrzeżone na kab
lu  koaseutryojsay* $rze$ in ży n ie ra  F a r r a n t i  na w ysta-
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prądu w końcu l i n g i  będaie zależne od nap ięc ia ,  
k tó re  przyłożymf na początku, Dobieramy taką war
to ść  n ap ięc ia  na początku, aby w s ta n ie  zwarcia 
na tężen ie  prądu, płynącego w końcu l i n j i ,  s ta ło  s ię  
równam J \  . Oznaczmy to  napięc ia  przez Yiz  ; bę
dzie to nap ięc ie  na początku n stan ie  zwarcia. Przy 
tern n ap ięc iu  na  początku l i n j i  popłynie prąd, k tóre
go na tężen ie  oznaczymy przez J i!Ł ; nazwiemy go prą
dem na początku w stani© zwarcia. Dla dowolnego 
punktu l i n j i  w od leg ło śc i  X  od jej końca napię
ci© i  n a tężen ie  prądu w s t a n i e  zwarcia niech wyno
szą Txz i  J xX , wtady, zakładając we wsoraciL 

/  39/ i  /4(V Yj> ~ 0  , ot rzymaaxy;
«/* ^

óuv l x  , . . . . .  /4 3 /
a . • ą

JxzZ - J t 2  COS iiZ . ............................... / 4 4 /

Hajwiękaza wartość prądu aaoŁodzi dla cos 

c z y l i  na końcu l i n j i  oraz w odległościach, wynoszą
cych. całkowity i loraz  połowy długości f a l i .

fidzim y, Łe prąd w stan ie  zwarcia opóźnia s ię  
względem napięcia  o kąt prosty, c z y l i  o 1/4 okresu, 
przyjmuje, podobnie jak poprzednio, największą war* 
tośó tam, gdzie wartość napięcia przechodzi przez

0 i  odwrotnie, przyjmuje wartość 0 tam, gdzie na



I

p ięc ie  przechodzi przez  swoje mximum.
W obydwu rozpatrzonych wypadkach wektory napięć

i prądów nie zm ienia ją  swoich kierunków* inaczej  
mówiąc napięcie oraz prąd mają wzdłuż ca łe j  l i n j i  

tę samą fazę; za s ia s t  e l ip sy  otrzymujemy na wykre
s ie  l in ję  prostą, Napięcie i prąd zmieniają tylko  

Bwoje wartości w należności od o d leg ło śc i  X  , two
rząc w ten sposób fale sto ją ce . -

t a k ie  samo zjawisko otrzymamy również w wypadku, 
gdy pomiędzy napięciem i prądom w końcu l i n j i  i s t n i e 
je różnica faz ,  równa 90°, to znaczy coslp  ̂— 0  ; 
wtedy bowiem we wzorach /3 9 /  i  / 4 0 /  wektory 
będą miały kierunek wektora nap ięc ia  , zaś
woktory J  1/ £ kierunek wektora prądu <7̂  ; więc 
zarówno dla napięcia , jak i  dla prądu otrzymamy, j a 
ko wykres, l in i ę  prostą*

Zestawiając wypadki, gdy w l i n j i  bez strat otrzy
mują s ię  fa le  stojące dla nap ięcia  i  prądu, możamy 

wyprowadzić wniosek, źs tak ie  zjawisko ma m iejsce, 
gdy: 1J  J Ł — 0  , Z/ V^~ 0 1 3 /  cos  , to zna
czy, gdy

}£ C7j CO,3 U?-0 , 

c z y l i  wtedy, gdy w końcu l i n j i  n ie  je s t  oddawana 
moc prądu.

-  94
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Z porównania wzorów / 3 9 / ,  741/ i /4 3 /  oraz /4 Q /,  
/ 4 2 /  i  /4 4 /  , wynika, że

%  = 1-xz i

j j - i o i  ’
A A  A

Hjt ** <3jcZ '
To znaczy, że napięcie  względnie prąd w stanie

■*■ "-i
obciążenia są  równe sumie napięć względni^ prądów 
w sta n ie  jałowym i  w stan ie  zwarcia.

§ 8. Linja, w której s ta łe  tworzą proporcję. 
Zbadajmy teraz , jako szczególny przypadek, l in j ę ,  

której oporność rzecsjw ista , indukcyjnoóć, upływ- 
ność i  pojemność tworzą proporcję:

4 - = - 4 -  > ................./4 5 /
oC

skąd
ń d C = R C  >

oporność charakterystyczna tak iej  l i n j i  będzie

7  = ] /R+j w i  = ?/  oC _ 7  .. / / 1 f ć j f i 4  i  c  z ’
ona

nie je s t /w ie lk o śc ią  symboliczną i rótfna s ię  opor-



ności charakterystycznej l i n j i  bez; s tr a t  o ta k ie jże  

indukcyjności i  pojemności.
Obliczmy ze wzorów / 1 9 /  i  / 2 0 /  spółczynnifci a  i  &

* -  m R - o U C  + f/A * + a V ) lR ^ u * o C

l ~CJ ‘J .C  + ] u C t[{+ f y j c j  *oC*(l~ ^ r j j

Z p roporc j i  / 4 5 /  mamy:

— M l,  , -  /  * A “ -i  f i  ~  i r t  9 I  '  i  f i  ~  J i  r>i~ ’
CJoi CJ t  CJ cL CJ i

więo

* -f ł j f iR - u U C  i-JJL C fi  +  - ^ {

jifm  -ouc +uvcc(i + ■-
//

n t e j  A R *

2 proporcji 745/

wobao czego:
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Ponieważ

- / Z "
z l  c

więc

n _  .R  /4'7/1  . . . . .  / 4 ,

Spółczynnik t łum ien ia  l i n j i  równy j e s t  stosunko
wi j e j  oporności rzeczyw is te j  do oporności charak
t e r y s ty c z n e j .

6 - H  W IC  - M  + W + u% 1 lR t+ < W }  =

' i j u i C C - A R  - f t R / f f- * f J / 4 +

Z p ro p o rc j i  / 4 5 /  mamy;
ź fź i Pt 

^  _ D L-
r ‘  -  / r  •

Zatem

^ - ~R  R + R R f ( f + “ $ ] * ' (  =

i. r z
- f j - jo t Ć C  - A R  + f lR ( 1  +  Mj f

TEORJA-PRĄDÓW ZIETENNICE.I.Nr.197. Arkusz 7 -my.



Z proporc j i  / 4 5 /  aaay:

rc * a
więc

Spółosyzmlk długości f a l i  l i n i i ,  csyniącej  
zadość proporcji / 4 5 / , równy je s t  temuż sp ó łcsyn -  

Dikowi l i n j i  be& stra t o tak iej a&mej indukcyjno- 
6c i  i pojemności, Równe zatem będą również długoś 
c i o ras  prędkości f a l i  w obu wypadkach.

Równania /2 6 /  i  / 2?/ przy uwzględnieniu, żecZ 
nie jest  symbolem, przyjmą posiać:

Rozpatrzmy l i n j ę  w a tan ie  jałowym. Oznaczmy,

}.X ~tjl 7j 'hJ^2j e'̂ % !{ur)5 bx +j 5WI &x) +

^ // a ^Jx2rljll^ \ l y Z j  i  AJC{ coś bx +-i.siYi -hxj -
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jak  i  poprzednio, napięcie  i  na tężenie  jirądu 
w od leg łośc i  X  od ko&ca przez Yao i J x o  •A
s taw ia jąc  do powyższych, wzorów o j  = Ą  znajdziemy;

A

%0 -iYĄ*^(cos Jox mai 6xJ +
'tŁ~£L*(coS'l)X~J ź t n 6 x j J ; . . . .  / 5 l /

/■ \  - i

% f#xux (cpj lox +j> sin 6xJ-

Ssóa 6 x l ł . . . . .  752/- e ^ i c o s

Rozpatrzmy n as tępn ie  l i n j ę  w s tan ie  zwarc ia ,A 

oznaczając analog iczn ie  nap ięc ie  i prąd przez \ zA
i  J x z  0 Podstawiając  Y ^ O , otrzymamy:

( w  6xJ-
-  t ^ ( c o 3  b x -  j> M n  b z j j  > • • • • Z53/

Jxz cZ jt  ̂ (cos bx +̂  son 6jcJ+■
+ €  ~CUX( COS t>X - j  SiM Śxjj. . . . .  / 5 4 /

Bezpośrednio z porównania wzorów / 4 9 / ,  / 5 1 /  i 

/ 5 3 /  oraz / 5 0 / ,  / 5 ?J i  / 5 4 /  wynika, że

rx = fxo+ s • ■ - •/55/
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ora&
A  A  \

s\ Ą

łap ię  c i o » względnie prąd w dany* 'ptankclo l i n j i  

w stan ie  obciążenia są rów© a o iie  napleć, względ

n i e  prądów, w tym punkcie w s ta n ie  jałowym i  w sta-* 

nie zwarcia.
Zależność, wyrażona'we m zorm k f'5'5/ i  / 5 € /  po-  

swala mam wytworzyć metodę wyfcrećlną znajdowani a 

napięcia i  prądu w dowolne® miej&cu l i n j i .
Opieramy s ię  na spostrzeżeniu , że virkażdym ae 

• s o r ć w  / 5 1 /  j  / 5 S / ,  / 5 3 /  i  / 5 4 /  n a  t M  ̂ i

J x i  występuje ty lko  jeden a wektorów ^ l n b  J l t  
pozatem tylko funkoje wykładnicze i  zespolone t r y 
gonometryczne,

Przedewszystkiem obliczamy an a lity czn ie  wartości 
U i 6 spółcsynników tłum ienia i  długości f a l i ,  

następnie dla danej od leg łośc i X  wartości funkcji 
wykładniczych £ ^ i  eT**  oraz kąta 4 x  .

Odmierzamy teraz * odpowiedniej s k a l i ,  w k ierun

ku, który bierzemy jako kierunek zasadniczy, nap ię
c ie  końca l i? ij i  / r y s „ 19/, M ech to będzie o d c i

nek „ 2  pun.ktu 0 zataczamy koło promieniem
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0  Yf i  oómierz&my
od GTą w obie

$,C%% pun1<~ 

a  i  a 0 k ą t f  h x  , 
3 i e a a  dragi® r a 
miona ty  oh kątdw 

jf V  p rze tną  feoło w
punktach l \  i  fl .

^ t O A - k t

m  i o h  możemy 
rozpatrywaó jako 
wektory, ok reś lo 

ne w sposób nas tępu jący :W
L0t\ ~ II\ (cgs &x -hj Mn Óx) ;

Ofi -  % [cos bx - j  >m  ŁxJ .

A na l i tyczn ie  mnożymy te ra z  przes £  £ <xx.

i  odmierzamy otrisymane iloozyny na l i n -
jach 0 f\ i 0 f\  jako 0 3  i  0 3 Będzie zatem;

03 -g; Yg e ̂ (cos $ję +j-5tn bxj; 
OB ~j Tg e~<l*(coóhx Unhx).

Budujemy sumę tych. wektorów Of i  ich różnicę

OB *, c zy l i



OF- O B + 0 3 '  > 

Q F ' ~ O B - O b ' .
Oczywiście

OF-f hx +jsiłit)XJ +~ Tg & ^(cost?x-j sin bxj; 

OF =ŹYź e^/cosbx -i-j*$tn&xj-j Tj, e~^ 'coslx~j>sinbjc)

Porównywując otrzymane wzory ze wzorami / 5 1 /

i / 5 2J widzimy, że

^  = t o  i

aH j L z .
$ ten sposób znaleźliśmy napięcie  i  prąd w do

wolnym miejscu l i n j i  w stan ie  jałowym. P rzystąp i
my teraz do znalez ien ia  tych 3amych w ielkości w 
stanie zwarcia.

Porównywując wzory /,54/ i  /5 3 /  na prąd i  n ap ię 
cie w stanie zwaroia ze,wzorami / 5 1 /  i  / 5 2 /  na na
pięcie i prąd w stanie jałowym
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A  A

oraz



, i*  ;

widaimy, że prąd  i napięcie  w s tan ie  Łw&reia zu p e ł
nie. tak samo zależą  od prądu koift.a l i n i i ,  ;)ak napię-  
oi© i prąd w stan ie  jałowym od napięcia ło s ic a  l in j i*  
Dla ich zn a lez ien ia  powinniśmy wykonać wykres a&peł- 
n ie  podobny do poprsednieąo, odaiersająo tylko wek
to r  zamiast wektora }'t  . Korzystają®® tego
samego wykresu powinniśmy skalę s s ie n ić  % stosunku 

7/’ , następnie kierunek każdego a waklor^w powi -Ji c<.
nien by<5 przesunięty o kąt u> , ponieważ wektor 

J , £  tworzy tak i kąt z wektorem 7f  ,
I  ten sposób sektory OF i OF w nowej skali

i  przesunięte o kąt Lj> » dadzą nam prąd i napię
c ie  w danym punkcie w stan ie  zwarcia.

of-j^ z -• or-1, ■
Aby przy pomocy rozważanego wykresu znaleźć na-

j

p ięc ie  i  prąd w danym punkcie l i n j i  w stan ie  zwykłe 
go oboiążenia, postępujemy w następujący sposób 
/ r y s ;  20/:

Mnożymy długość wektorów OF i o r  przez s t o -  
1 7sunek ĴŁ~~ i  odmiersaroy w tych samych kierunkach;
v,



jako 0 f "  i  OF*. To 

wektory Ot i  O F  
przedstawiają go do 

^  w ielkości / a l e  n ie  
kierunku/ w sk a li  

pierwotnego wykre
su prąd i napięcie  

w stan ie  zwarći a, 

r y s .20. Obracamy je teraz

około punktu Ô we właś o i  wy nr'kierunku, o kąt LP 
przesunięcia J £ wzglądem 'Y'  ̂ do położenia OF, i  OF*,. 
Te wektory Ofrt i  OF# stanowią wektory prądu i na
p ięcia  w stanie zwarcia. Budujemy sumę wektorów 

O F  i  QFj, równą 0 F* oras sumę wektorów O F
i 0 F t równą G-J* , Oczywiście:

Ł = 0F '+ ók  .

Znaleźliśmy zatem wykreślnie napięcie  i  prąd 
w dowolnym miejscu l i n j i .

Zauważymy jeszcze , że dla  różnych o d leg ło śc i  a. 
punkty..3  i  3  w wykresie / r y s .  19/ le ż ą  na s p i 
ralnej logarytmicznej. -
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§ 9. Wypadek ogólny. Zbadajmy te raz  l i n j ę  w wy
padku ogólnym, kiedy opornośćs upływnośó, indukoyj- 
nośó i  pojemność n ie  są powiązane aadnemi za leżnoś-
oiami. I t e d y ,  jak wiadomo, oporno^  ck a rak te iy s ty cz -  
na l i n j i  j e s t  symbolem, czy l i  l ic z b ą  zespoloną .- 
Znajdźmy je j  moduł i  argument <X ,

jL  (ćP.óoC t  j. $WL c(j.

Podnosimy obie s trony  do kwadratu;

J \ + '} U) <=£ _  7" % j g ' g j  
/ \ Ą c o C  ( 4  S l f l  ĆOĆJ ,

W celu  uczynien ia  mianownika rzeczywistym, mno

żymy l i c z n ik  i mianownik lewej s trony przea l i c z 
bę (A - j c o i !  . sprzężoną a mianownikiem.

i

Stąd otrsymujemj:

c/_ C05&CC —  ̂ QS.

X  * £  oc *
n  + t r C

Dzielimy stronami clrugie równanie przez pierw-

1  =
K
Pt c



sze. fftedy:

ta - Cj• - .
“  ń F L + u iC C

następnie podnosimy oba równania do kwadratu i  doda
jemy stronami:

^  p * + * * € * /

'  '  '  

h W + L U r . ^ W + i S R T *  .

(A '*  u lAĆ f .....  ■ “

R ‘(A * t W C l f t i j U W + ó T * !  ilu ^ C f  ' — ■ =

=hl-^W t^^cT’
(ll*+ t 7 C ^  7 t f + S Ć 7 ’

- 1 0 6  -

skąd
h

7 _ u _R*+u U ‘  j

r  - / 5 8 /

Arguaont .oC ch a rak te ry s ty k i  ma znak ta k i  

jak l iczn ik  we wzorze / 5 8 / ,  ponieważ mianownik j e s t  
zawsze dodatni;  wobec te^o:

.cc y  0 pra) ./icx 'y jR. C j

sam,



ct < O przy f \ X  < K C .
W szczególnym wypadku, kiedy A c Ł - J lC , lub gdy 

R - 0  i  A = 0  argument je s t  zerem i wtedy oporność 

charakterystyczna może być pisana nie jsko symbol, 
co już stw ierdziliśm y w poprzednich wypadkach 
szczególnych.

Napięcie i  prąd w dowolnem miejscu l i n j i  wyzna
czają s ię  z ogólnych wzorów / 26/ i /2 ? / :

y\ A
7x  = + 3 , 2 ) z ™ (co5

+1%~3Ź Z ) ' [ c o s  ł>x-j- j m i x j j . .. /  59/

^ Ł<Uę[^  b<K.+j$wi
'  A  Ą  A  | ^ .

—(1^ - tJ j  2 J  £ '  ̂  o?5 h jx  b s jj.J  60/

Rozpatrzmy, podobnie jak w § 8 , l in j e  w stanie  

jałowym. ^Stosując te  same oznaczania co tam* znaj
dziemy /J 4 ~  O) :

A /

Vjto=z'jr Ył l&a*x(cifet>x +J sin, hoc)-h

-h4~<MC(óo&bx~^j$UiAx)J . / 6 1 /

(co5 ^ x+ j$ m  I jc)  .



Tak samo d la  s tanu zwarcia
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Tak samo

0/00 (C05ix +js in  bjc)-

-  C'  ̂ (c o s  óx~j- $La 6 j: j i  . . . , . /  63/

J j f tZ ^ j r J g ^ j - e ^ c o s  w n i x )+

+-C ~ ( U X  [co5 son b x j  J . \  . « 7 6 4 /

Bezpośrednio z porównania W30ró» / 5 9 / ,  / 6 1 /  i 
/ 6 3 /  oraz /6G/,  / 6 2/ i /S 4 /  wynika, źe i  w tym wy

padku słuszne są^wzoryj ^

tyczna .X iept p rze su n ię ta  o k a t  <£ , zna lez iony
»il

2 tyok roawa^aa wynika, że sposób wykre&lnego 
znajdowania n ap ięc ia  i prądu w dowolnem m iejscu  l i 

n j i  Jest  ańpełnie tak i  sam, g o  i  w wypadjfcu podanym 

w § B, Wal e ty  ty lko  uwzględnić, ze kąt między k i e 
runkami n ap ięc ia  końca l i n j i  i  iloczynom prądu koń

ca l i n j i  praea j e j  oporność c h a rak te ry s ty czn ą  j e a t

napięć i  ł ,  T % o kąt  if  t s a ś  oporność e ł ia rak te ry s -



n ie  , l e c z  l% i' aC)» ŵ °  na r 7s “20 wektory
OF i OF powinny być p rzesun ię te  o kąt ^  +d j .

§ 10. Obliczenie s ta ły c h  l i n j i  na podstawie
— .................... — ............ —  ■ ■ 1 i ........  — —

pomiarów, dokonanych w s ta n ie  jałowym i  w s tan ie  

zwarcia.

f s z y s t k i e  s t a ł e  l i n j i ;  oporność, upływność, 
indukcyjnośó i  pojemność mogą być obliczone,  j e ż e 
l i  wiadome są opoimości pozorne l i n j i ,  odpowiadają

ce stanowi jałowemu i stanom zwarcia. Te wielkości  mo
gą być podane przez  fabrykę /n p .  d la  k a b l i / ,  lub 
t e ż  określone za pomocą pomiarów; w tym ce lu  wys

t a r c z y  zmierzyć na poosątku l i n j i  moc, napięc ie  i 
na tężen ie  prądu, najpierw w wypadku, gdy l i n j a  j e s t  
w s t a n i e  jałowym, to  anaoay w końcu otwarta,  następ  
n i e ,  gdy l i n j a  j e s t  w końcu zwarta; na podstawie 

tych  pomiarów znajdujemy odpowiednie oporności po
zorne oraz spó iczynnik i  mocy, a więc kąty p rzesu 
n i ę c i a  fazy prądu względem n ap ięc ia  d la  obu stanów.

/-/ 7

Oznaczając przez da  i  <^x wa-rtości  oporności po
zornych l i n j i  w s ta n i e  jałowym i w s tan ie  zwarcia, 
zaś p rzez  y? i  kąty  p rzesu n ięc ia  fazy odpo

wiednich prądów względem napięć, będziemy m ieli;



A

Z 0 =Z(a>f,ij>0 - j s i n i f a) ^ X 0 t W . . . . / 65/ 

Zz-J.z lc°5(^-^5in <fJ~cZz Ł~#f* . . ,/66/
Znak — w tych wzorach j e s t  w zię ty  z tego po

w o d u ,  źe oporność pozorna, rozpatrywana jako w i e l 

k o ś ć  symboliczna, ma kąt równy co do wartości  k ą t o 

wi p rzesun ięc ia  fazy prądu względem n a p ię c ia ,  lecz
o znaku przeciwnym; wynika to  s t ą d ,  że oporność po
zorna otrzymuje s ię  przez po d z ie len ie  n a p ię c ia  

przez prąd, j e ż e l i  więc przy ^dowolnym k ierunku z a 
sadniczym, wektor nap ięc ia  V  ma kąt UJ ^  wek

to r  prądu J  p rzesun ię ty  j e s t  względem o kąt 
, wówczas:

r  = ? v > , * , .
A

J  =* J e j ( ^ Lf J ,
zaś oporność pozorna

4 * - J L e ^ r .

•  tego wynika, ż e j r z j  ^ 0  , to  anaozy gdy p rąd  

wyprzedza n a p i c i e ,  £  będzie miało ką t  u;J-enmy \  

naodwrot, gdy if < 0  , c z y l i  £dy prąd opóźnia s i ę  
względem nap ięo ia ,  kąt d la  Z  będzie d o d a t n i . -
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Wobec tego ,  oznaczając przez j> i  yp kąty  p r z e 

su n ię c ia  faz^ prądu względem, napięcia,musimy 
wziąć d la  i  J_z kąty -y? i -y? .

Ha podstawie wzorów /2 7 /  i  /2 Ś /  mamy d la  p o czą t 
ku l i n j i ,  c z y l i  d l a  od leg łośc i  x * £  , mierzonej od 

końca, nas tępu jące  wartości n ap ięc ia  V} i prądu 

J 1 , gdy w końcu wartości te wynoszą K  i  Z  ■■

T i = Vź COS Alp ii i  + -Hh iuĄ) H  . . . .  / 6 7 /

COóAijJ li i  . . . .  /68/

Oznaczając d l a  s tanu jałowego, gdy w końcu l i -  
n j i  napięci© ma w&rfioać Vt  , zaś na tężen ie  prądu 
równe j e s t  z e ru ,  nap ięc ie  i  prąd na początku przez 

1̂0 * ^<7 » uas tępn ie  d la  s tanu  zwarcia, gdy na 
p i ę c i e  w końcu równe j e s t  z e ru ,  zaś natężenie  p r ą 
du ma wartość J z , n a p i ę c i e . i  prąd na początku 
przez 7fiL i  J ięL , otrzymamy ze wzorów / 6 7 /  i /68/, 
zak łada jąc  ko le jno  = O oraz Vt * 0 :

Xo = K  Mb Atp {c l  ............  / 6 9 /
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A  A

Ji02  -  7 /  swi i\M> 'k l

A  A

X% ~ 3 , 2  514/1 h if  'h i

/ ? o /

/  7 1 /

A  .A 'A

■XJ£ - 3 /2 , CD 5 ilL p  "k i  . . . .  / 7 2 /  

Dzieląc stronami / 6 9 /  p r2;ez / 7 0 /  o ra s  / 7 1 /  

przez / 7 2 /  otrzymamy;
/A

J^-% — = coitj, kip i  Ł ,

ais

= X

4

Jto
wobec czego A

( 2̂ 0 — cZ CDUj iujD 'li i ,

( 2 Z ~ 2  tą Pup -ii i ,

- j — JLX >

/ 7 3 /

/ 7 4 /v - j  Uf
s k ą d  p r z e z  p o m n o ż e n i e  i  d z i e l e n i e  o t r z y m u j e m y ;

^ a A -A

Z
* '"T

■ f t y i i i p  k i j "  ~ 7
' A-

wreszcie

7 - y y\ s\
z..z,

i-i -  ,
ź
z ,

/ 7 5 /

/ 7 6 /



Przyjmując pod uwagę wartości Z 0 i 2 , z ze 
wzorów / S 5 /  i / 66/ t będziemy m ie l i :

Z k i  
£  =' + i r t € - &

-y.JŁj?i

mnożąc l i c z n ik  i  mianownik przez,.

7~’ >•!- < / "  > ■&7/7 ’ / y  / 7   ̂4̂ -
*? ~ / U JZ £ ~ otrzymamy;

_  -  *jT~^rr  i ^ t} ?
£ iU -  4 7

•7 'y iFT~^7~' [  J - J  L$C-iśL 1
Z, - / Z A / V ^  +** * J

Zważywszy, żo i. -a.+ji> i zamieniając funkcje 
wykładnicze funkcjami trygonometrycznemi według
wzorów E u le ra ,  napiszemy:

ŁM lu> s2h i+ isu iZ l i )=

_____i____  • /»
TBÓ5jS*ra*B6s ZKBOTOH.I.Hr.197. Arkusz 8-ny.



-  LI 4 -

£!k „td

, w  I ż - z f + u z  = n .
[Z tZ1 ~ ziZ,Zj. cos(—̂-&]]

k t u A S S ^ u l S L ,  J f ,
J z ~ z z

przea odpowiednie d z ia ł a n i a  otrzymujemy;

* 7  W i a u - f y  p f i
w ten sposób obliczamy spćłcsynnik  t łu m ien ia  jo l 

oraz spółczynnik długości f a l i  6 ,

Następnie d la  z n a le z ie n ia  oporności falowej 
► stawiamy do wzoru / ! t y  w ar tośc i  j i 0 i Z f z / 6 5 /  
i /&a/ , wtedy;

2=fZ,2z -e 3 =j/Z<,Ztja&f-jsin 1̂ 1̂ f/78/

Ale aa podstawie /  14 /  i  /21 /

%R+}ojCm*}uC} -a *sh,
! O ' /'

/ /T*V '7
VI ‘ ^ ^ - rWięc a

R  *-j uJ„ * ( a - y £ j £  ,



■ b i o r ą c  wartość - Z  z e  i so rn  / 7 8 /  otrzymamy:

R  UcC^ fa+ji) UoZz jcoy^^&-J~j sm f -ffijJŁ 

A  y  u C  = ( * i b ) - Ę ^ [ ® 4 ^ J v » * ( % T &j ]  -•

przyrównywując w tych wzorach części rzeczywiste 

i  c zę śc i  tttr.ojone, znajdnjemy;

* « f z Ę  U  « * / & £ ) +  b W & i* 4 ,

^ g N f  [ a c o ^ - ^ J  -  6  s in (& £ & -j]s,

c  ^  smir ^ L )]-
V* ten  sposób możemy obliczyć s ta łe  l i n j i ,  mając 

w artośc i  Z 0}X z ,Lj>̂ i  y? .

§ 11, Wzory d la  napięć i prądów, oparte na włas
nościach i i n j i  w s ta n ie  jałowym i w s ta n ie  s&warcia.

Spółozynnik lin jowy,

Rosroatrunąc wzory / 6 9 /  i / 7 Z /  spostrzegamy, że



p o n i e w a ż  {t =t/L+jb j e s t  n a  o  g ó l  l i c z b ą  ż & s p o l o n ą ,  

w i ę c  i  COó Aisp i i i  m u s i m y  u w a ż a ć  i < S w n i . e &  j a k o  

l i c z b ę  z e s p o l o n ą ;  o z n a c z m y ;

cos hif> fi l ~ 3 ;
wprowadzając do naszych wzorów ten  spół^aynnik ,  
musimy g o  traktować jako s y m b o l ;  n a z y w a m y  g o  s p ó ł  

czynnikiem l i n j owym,

Możemy wiąo powyższe wsiory praepisaó w p o s ta c i
A  A  ^

hio — 3lZ _ S /7Q/
A  w  A  * "  • « « • # / !  «✓/

Ji X*< *i ._ ___, ; _____„__ ^
Nieśli będzie kątem p rz e s u n ię c ia  fazy Yi0

' ,7/" *"/względem lub, co jedno i  to samo s-  wzglę

d e s  3* j  k ą t  t e n  b ę d z i *  w i ę c  k ą t e m  s p ó ł c z y n n i k a

l iniowego w ujęoiu  symboliczne®; wówczas
•A «

3 * 3e**»3 (cos¥ sin fi j .
Moduł 5 i argument ^  możemy o k r e ś l i ć  przez 

spółcaynniki XI i  b  oraz długość l in ; ] i  t  w spo 

sób następujący* Z za łożen ia  wynika, ż e ;



•V',
al . - al ai ~ali  t e, $ p / z ~e---- ---------- C O S  o  i  - t j , ----- --------5-Ltt

• ł .'ISy «. tiU,

c f/ i £ c'̂ -y *J f . ;ŁU*'-‘Ł ^  J* • £ / /J )  = y /——s- — i (D o  H  r ! ~ — j — / ^ n  0 ł

y V H-ai. "■$&£
€ ■*• e + Z  ais Z  v

y\

/ id~ i
t zaL+i

01I ł i o ą a  o k r e ś l i ć  J 5  p r z e z  o p o r n o ś c i  p o s o m e  

l i n j i  w  s t a n i e  j a ł o w y m  .i w s  t  a r :  i e z w a r o i a , n a p i

szemy;
A

1

biorąc* wartość -tcjiilp'k>Ł ae wzoru / 7 6 /  będzie 
my miel i ;
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J = -

s tąd

i-  J Ł  
i ,

i 1ZAA f
7 - 7c^2

780/

5 * -  1

Z .
I Z Z ' 1 ^ - ^  Z r Z ^ - ^ 1  '

mnożąc l i c z n ik  i mianownik przez JLa ~<Zj ^
otrzymamy*

°  ż W ! - z T z J ^ ^ Z f j j  >

zamieniając funkcje wykładnicze funkcjami t ry g o -  

nomętrycznemi i b iorąc pod uwagę, że i

3 * ~ ó  (coó̂  +jsiny)* sonZ$j
będziemy m ie li :

Ąau fy  +J sin Zy) =
Z~Q ^ Z * Q  Z*£

5

i il̂ -o “«(Vx ‘f j j  ^Z2 Ml
.P -,* + Z t - 2 ■ £ > ń s f f t - y j *

= ________________£  .

1 1  < Z ‘ -  ż  Z Z t  c o s W ^ j
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’ ^ ___________ iZ o  ________  ,ri, ,
kJ  ~  */" ' ,? —  J ---------- 7 — ------- ;-------------------------T . ► . n / d ] /i

,  V*•'*0 Z  z £ ~

- • • V82/
oZo = Z ^ “ ^ )

Ten sam r e z u l t a t  nożna otrzymać geometrycznie, 
Wyohodaąo se^wzoru:

C-«_ Z 0*J -  ---- - j - .  ,

przeprowadzamy dowolny kierunek 6* A /  r y s , 21/  , 
odkładamy z punktu 0 pod kątami / - j oraz

■ M = Z , . 0 B * Z t i

wówczas ^

j3/? = z „ - i z ,

^  f i r n  = - w ,

oznaczając p r z e s - ^ /  kąt 3 P jJ {  , który tworzy 3 /1 

z (5X , będziemy m ie l i ;

1 - 1 ^ 3
wobec czego



1 2 0

f Ł __=  M
7 - 7  A/ |

T =
* oh

M  ’

f y * - l % 4 f j  ■ 

z A  M B

B ń ^ f W ^ W ^ m W ^ j o F ,

8t"̂ 6
' O A * Z , O B * Z ł , * A Ó B  = . ^ J 1 0 f l - ^ / / 0 £  

ę 5 - 1/ M    i l e~l  U /i ~ ,4r—r —
~  e l l o L ^  COS>(<fc-tfe)

M

laa tępn ie

-4r BM X = ^  /?  0/1 ~t~ ^  <9/1 B  ,
o z y l i _ ^  = - ^  +  - c  O A B  .

-4=:
ponieważ

K  , n a p )  _ 5.C  O B - d n ^ ń O B^ u n a - R C ~



Z z s w ( % r i

W p r o w a d z e n i e  s p ó ł o z y n n i k a  l i n j owego <.-> p o z w a l a  

n a  u p r o s z c z e n i e  w z o r ó w ,  uzależnia jących n a p i ę c i a  

i  p r ą d y  n a  p o c z ą t k u  l i n j i ,  od n a p i ę ć  i  prądów w  j e j

' k o ń o u ;  r z e c z y w i a o i e  s e  w z o r u  / ? 9 /  m a m y ;
4 A ,A A .A -A

r  «
Y 4 0

n a s t e p n i eA
K»

w i ę c o st aft e o zn i  e :

A
J i 2

A

4 ,

łon isważ

w 7
* i  2

i) c C 
,0  *

A A A A A A ^
= -Z z •<* . o zv li «* 7 1 ' V ‘V f-—. .

A A

11 *S
4>

(Tj il. %  . % ót c z y i
1c**q i :

A •A %■*

> 
^

 
ił= f  +1 10 

A
/  >'/.Z  ’
A

J  = Jw '  j
'Y■y* ił >i ' - ' / z

,v i  g c  p o  p o d s t a w i e n i u  o d p o w i e d n i c h  w a r t o ś c i , o t rz y 

mamy ;

a lb  o'

3 X ~ 3 ( J g  + --j j . . . .  /*84/
•̂<7

/V



J e ż e l i  zamiast oporności pozornej w s t m i e
z OlSi> iy 3 ^  r~J

zwarć i a wprowadzić do w yzej rozpa trzonych

wzorów przewodność pozorną w s ta n ie  zwarcia  H 0 , 

wówczas zamiast <Z0 należy p isać  t zamiast

Lf> » to  znaczy, że &la -'K t r s e b a  brać k ą t
z tym samym znakiem, jak i  odpowiada p rze su n ię c iu  

w faz ie  prądu względem nap ięc ia .

Przy rozwiązywaniu powyżs&ycii. rćwnail metodą sym

bo l iczną ,  gdy chodsi o znale z ie n ie  wartości  n ap ięc ia  

Vi , prądu J t oraz spółczynnika mocy £ 0 5 ^  , gdzie 

Lf> stanowi łtąt grzejsuniępia fazy prądu J t wzglę 
dem n a p ię c ia  7̂  , smisUwy o^r^cz danych. , J z i Lf>̂ 

mięć wartości ^   ̂ Z z ,ox&.z kąty y? i  ; z tych  da- 
nych obliczamy „J wedłpg wzoru / 8 1 / ;  o k reś len ie  k ą 

t a  ^  jo s t  W tyw wgftyrdlcu zbyteczne ,  gdyż k ą t  ^  po- 

mi ędzy X  t  tf&i sam, co i  pomiędzy

7 i  1 wyefcaTa^y wlęe o b l ic z en ie  kątów po-
międfcyA -  .^L i- , oraz-pomiędzy i V  wtedy

 ̂ 1̂5
róatiica t y 6h kąt^w m  &&a wartość y? .

^p^T J^n ich  w^^ratóh op«rsioioi ^4 i ^  odpowia
dał} ć«4ej długości l i n j i  C . Szasami zachodzi po
t rzeba  pr*erachow«nia tych w ie lkośc i ,  podanych Ala
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okreś lonej  długości i  , na inną długość C  tak ie j  

samej l i n j i ,  Oznaczmy poszukiwane oporności pozor
ne, odpowiadające długości t  przes X a i Z j ; na 
podstawie wzorów / 7 3 /  i / ? 4 /  będziemy m ie l i ;

l . =  Z  c Ą J u p - k C  > / v r /
<7 I A
<̂ 2 ~ <2 ^  Aijo ii i '  t . . . .  . / 88/

gdzie według wzoru / 75/  '

2 = f t l7
j e s t  w ie lkośc ią  n ieza leżną  od długości l i n j i ,  lecz  

ty lko  od s ta ły c h  R , X , R , C  oraz cj , Dla okreś

l e n i a  funkcyj h iperbo licznych  we *soraoh / 8 7 /  i  / 88/  
mamy:

u j t y > U  = - m ~ *  i .......... / 8 9 /
c ~f~ I

i l
.cohj A i f  id  = - ^ r —— > ----- - / 9 0 /

z d ru g ie j  s t ro n y  ze w z o r u /? ? /

» * u _ i £ + f Z

*z
oznaczając w skróceniu



mamy:

Podstawiając tę wartość do /#9 />  / 9 0 / y a nas tęp  

nie do / 8 7 /  i  / 88/ ,  otraymamy ■*

Rozwiązując te  wzory o Ja  .symboliczną z n a j -
ry ) /y 1

dziemy moduły X 0 i oraifi odpowiednia kąty,

ZWARCIA.
§ 1 Równania gągadtiioa s /  f  vi ękssośc i  vypa.dk6w 

w e lek t ro techn ice  mamy do czynienia. z  obvodami. 

k tó re  roosna &pro';md**ić do likładów r&mownziij&h„ da
jąoych s ię  ująó w p ro s te  sohsrmty. Gdy obadaj, o 

prasDOBzraie en e rg j i  e lek tryoaswj od <r6&& prądu  

do odbiornika .bnajjadredTUO albo s& pomocą t r a n s f e r

ROZDZIAW III*  

 OBWOD5w PRĄDU ZMIENNEGO, . 

.OPARTE SA BADAMI ACH. W ST AU I B  J A Ł O f I M  I  W S T A N I E



mat o rów lub  gdy rosa pa trujemy maszyny, względnie 
przyrządy e le k t ry c z n e , w których zechodzą. sp rz ę ż e 
n ia  magnetyczne, możemy, bardzo często w c e lu  b a 

dania  za leżnośc i  napięć i prądów w tak ich  obwodach,
-zastosować wkład równoważny, zawierający t r z y  opor-

ii

nodci pozorne, z k tórych  jedna j e s t  połączona w s z e 
reg  z dwoma innemi, połączonemi równolegle., Ufobec 
szerokiego  zastosowania takiego równoważnego układu 
nazywają go częs to  obwodem ogólnym prądu zmiennego. 

Schemat tak iego  obv?odu podany j e s t  na r y s . 22.
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7
p-

21

I

z *
Z

U

<b~ 4

r y s . 2 2 .

Pomiędzy zaciskami pierwotnemi I  i wtórnerei I I  

zn a jd u ją  s ię  t  rzy oporności pozorne 2 ^ ,  <Z£ i  £ 3 , 
przy tern oporność «Z-L j e s t  połączona w szereg  z 
opornościami £  i «Z 3 , k tóre  ze sobą są połączone 

równolegle.
I  ce lu  wyprowadzenia zasadniczych wzorów dla  na-
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pi.ęó i  prądów z a s t o s u j e m y  m e t o d ę ,  z ramą j u ż  z p o 

przedniego r o z d z i a ł u *  a p o l e g a j ą c ą  na b a d a n i a c h  

obwodu w s t a n i e  jałowym i  w s t & n i e  z w a r c i a .

Oznaczmy d l a  s t a n u  o b c i ą ż e n i a  w a r t o ś c i  s k u te c z 

ne n ap ięc ia  i  p r ą d u  n a  zac iskach  pierwotnych prze.®
r t i  J i  , zaś n& waciakach wtórnych przez  Y£ i J z ;

wielkości te  są oczywiście wektorami; ką t  p r z e s u 

n ięc ia  fazy pomiędzy J x i Y1 n iech  będzie ^  , zaś 
pomiędzy i  1Jź n iech  będzie y? .

Zaciski pierwotne będziemy nazywali początkiem 

obwodu, zad z ac isk i  wtórne jego końcem,
• » 

Oznacamy da le j  d la  s tanu  j a ł o w e g o ,  gdy w  k o ń c u  

obwodu napięcie  ma wartość V# , z a ś  p r ą d  n ie  j e s t  
tu  pobieramy, c z y l i , n ap ięc ie  i prąd ,  p o 

trzebne w tym c e l u  n * ' początku przez Yi0 i  J ić> ,ką t  
pomiędzy nissmi p r z e z  LP , oraz; d la  s tanu  zwarcia  

/ z a c i s k i  w^órati są połączone bez o p o rn o śc i / ,  gdy 
w końcu Yż~0 t %■&& prąd m a  wartość 3% , n a p ię c ie  

i  prąd niezbędne n a  początku przez: TfJ2 i  ką t
'STi

pomiędzy n iem i '^ rsea  y  .

Rozpatrując powyźaay obwód w s ta n ie  j a ł  owym , 
spostrzegamy, ae w tym wypadku prąd J d0 przepływa 

prfiiez oporn&ici pozorne Z ± i 2 ^  ^po ł^czone  ze so 

bą -w szereg ,  czy l i  przez oporność Z ^  2 3 ; o z n a c z a 
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jąc  sumę tych symbolów, k tó ra  stanowi oporność po

zorną stanu, jałowego,przez X 0 , będziemy m ie l i ;  .
-A \ ->v s \

- i k
'10 9- / Z /Ż ,

Kąt Z a będzie ~lP . j e ś e l i  ^ oznacza kąt
9 jy  >°

p rz e su n ię c ia  fazy J 10 względem r io .

Z drugiej strony oporność znajduje s ię  pod
napięcie® , gdyż prąd przez X ^  nie przepływa,
więc

A

~ T
X  = y -  > / 3 /

przez porównanie / 2 /  i / 3 /  otrzymujemy:
•A

■A A  i y  A  A

y  = r  -4°- -  f  5 - ,  / 4/

gdzie

<̂ > 3 ■=~ 3

Spółozynnik Ą  , rozpatrywany jako symbol, bę

dzie miał kąt równy kątowi pomiędzy Yio i ^g ; oz
naczmy ten kąt przez ^  .
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1

' Z a k ł a d a j ą c  w a r t o ś ć  l'10 a e  w z o r u  / 4 /  d o  / 2 /  

o t r z y j m y :

•i yi £
7  -  7/  .  / 6 /* * *..................! u/

I  s t a n i e  z w a r c i a  p r ą d  p r z e p ł y w a j m y  p r z e z  o p o r 

n o ś ć  r ó w n y  j e s t  * P r s e a  o p o r n o ś ć  ,  r ó w . -

r7
n o l e g ł ą  d o  < < , -  , p ł y n i e  p r ą d ,  w a r t o ś ć  k t ó r e g o  b ę d z i e

A $

7 -4 ^ -  ^  i *
G e o m e t r y c z n a  s u m a  t y c h  d w ó c h  p r ą d ó w  d a j e  n a m  

p r ą d  J i i  } w y c h o d z ą c y  z  p o c z ą t k u  o b w o d u ;  m a m y  w i ę c

a A
A A A *7 A  / V  V -

1 - ; -  • ■ • -/ 7 /  

O z n a c z a j ą c  w y r a a ,  z n a j d u j ą c y  s i ę  w  n a w i a s a c h ,
y\

p r z e z  ,  g d z i e  * 5 ^  s t a n o w i  s y m b o l ,  k t ó r e g o  k ą t  

o k r e ś l o n y  b ę d z i e  k ą t o m  y z p o m i ę d z y  JJZ i  J^  ,  o t r z ;  

m a m y :

A  / y
<! .«m ,v i  uv^ /  /-  y ~t —a-— > o,

1 WWjl’—mtfc;-.,,,1 -4 /\
~ Z 4 f  r  .  « « » .  ,  1 3/tz

S a p i ę c i e ’' n a  p o o s c ą f c l r u  o c z y w i ś c i e  r ó w n a  s i ę

geometrycznej sumie n a p i ę ć  n a  o p o r n o ś c i  o r a z  

na jednej a opcm o ś c i  ,Z*, l u b  ,  m o ż e m y  w i ę c  n a 

p i s a ć  * A A A A 'i

‘K ż "  ^  / 10/



zo.ś b iorąo pod uwagę / 9/

i  ( i i + ż ) ............./ n /
Stosunek wektora n ap ięc ia  do wektora prądu w ata  

nie  zwarcia oznaczamy przez jL z  , będzie to symbol, 

stanowiący oporność pozorną obwodu w s tan ie  zwarcia 
k tórego  kąt równy j e s t  — (j>̂ ^ j e ż e l i  przez^ (j> ozna
czymy kąt p rze su n ięc ia  fazy Jn  względem %z ,

Mamy więc
A  A  A

'V iz~ 3 iz^-'Z  » . . . .  / 12/

a lbo przyjmując pod uwagę / 9 /
A  A  A

" x. z ’ » « * • / 1 3 /

Przez porównanie / l i /  i  / 1 3 /  otrzymujemy;

• . . . .  / w

Przechodząc do s tanu  obciążenia rozumujemy w spo 
sób nas tępu jący ;  d la  otrzymania w końcu nap ięc ia  
/ b e z  prądu/  potrzebne są na początku napięcie  
i  prąd 3d0 ; zaś  d la  otrzymania w końcu prądu 
/ b e z  napięcia/-, musimy n ieć  na początku nap ięc ie  
i prąd JiZ . S tosu jąc  zasadę n ieza leżnośc i  działań 
napięć  oraz prądów, dochodzimy do wyniku, że w s t a 
nie obc iążen ia ,  gdy na końcu obwodu mamy napięcie

TEOBJa T^DOW ZMIENNYCH.I.Nr. 197. Arkusz 9- ty .



Yj> i  prąd J  , na początku musimy »ieć n ap ięc ie  

i prąd,  stamowiąofi Su my napięć i prądów, odpowiada

jących rozpatrzony* dwóm stano®; jałowemu i  zwarcia. 

Możeny więo nap isać :

f r J (0+ fn , . . . .  / i v
A A A

3S J jQ J a  , « . . .  / 1 6 /

zaś na zasadzi® w zorów /4 /  i  / 1 3 / o r a s  / $ /  i / 9 / :

f  = f i  5 + X  5 , 1 ,  , . . . .  / 1 7 /£ '
A

J ,
i

■\

J s  = %  + 3 t 5 t  . . . . .  /w
^ * a a

Powiędły eatereaa symbolamicZotX ^ 3 0i  3 Z , woho- 
dzącemi w powyższych równaniach, i s t n i e j e  zależność ,  
którą możemy określić  w sposób następujący: na za
jadzie wzoru / 5 /  ciawy;A .y

J o  -  ~ '
.jC. 3 ^

J  r {  f  i
Z }zestawiając razem wzory / 8 /  i  / 1 4 / ,  to  anacay:
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otrzymujemy cz te ry  równania, z których rugując
7 7 7

i oC3 , otrzymamy pożądaną zależność po
między omawianemi symbolami.

Z pierwszego z tych równań mamy;

7  =
3 j .  ’

z drugiego

z t rz ec ieg o

2.A  -

Z r f S f J U ,  -1 5 ,-  i
Zakładając te wartości do czwartego równania,

otrzymamy;

O
A  /> A  A A  A  A  y \  A  A  A

albo
A  -A -A -A A

S . 5 t U r 2 J - Z .  ,

skąd
AA A

5 , 5 z = y j t  ■ . . . .  / t y

Wprowadzając zamiast oporności pozornej stanu 
jałowego <Za wielkość odwrotną, czy l i  przewodność



/ 1 9 /  w apoaób nas tępujący:

. . 720 /

A A A A  / \  / \

A  A

. . 722/

Układ trzech równań / 1 7 / ,  / 1 8 / ,  / 1 9 /  lub  / 2 0 / , 
/ 21/  i  /22J  stanowi równania zasadnicze t .zw. o g ó l 

nego obwodu prądu zmiennego, dające z a le ż n o śc i  po
między napięciami i prądami na początku i w końcu 

obwcdu.
Mamy ~ą tych równaniach c z te ry  zależno od s i e b i e

7 !jr j 7 ę c 
s t  ałe X c \ j 0 j,MZt J>0) *JZ , k td re  możemy nas wa<5 s t a ł e -
cA ogólnego obwodu,

§ 2, 'Obwód symetryczny. Nazywamy symetrycznym 
tak i  obwód prądu zmiennego, d la  którego w ro zp a 

trzonym schemacie , Wtedy przez  porównanie 
wzorów / 5 /  i  /&/  otrzymujemy:

A
Oznaczając ten symbol wprost przez bez znacz-



i  o. O*v -v

ka, zaś jego kąt  praea y > będziemy mieli ze wkg

rów / 4 /  i / 9 /

Taki wynik mieliśmy  w poprzednim rozdziale  
/w zór 79/ d la  l i n j i  e lek tryczne j  z równomiernie 

rozłożonemi s ta łem i ,  taka więc l i ń j a  stanowi obwód 
symetryczny. Również transformatory i motory induk

cyjne można uważać jako obwody symetryczne.
Dla z n a le z ie n ia  modułu .5 i  ką ta  fi  , oczywiś

c ie  można skorzystać  se wzoru / 8l /  i /8 2 / .
Równania zasadnicze / 1 7 / ,  / 1 8 / ,  /1 9 /  3 lub / 2 0 / ,  

/ 21/ , / 22/  w tyra wypadku p rzep iszą  s ię  w sposęb nae- .  

tQpujący;

lub
. /2 6 /
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<5 = / / ----- t - * -  ■ . . .  / 2 8 /
°  f  i - ^ Z z

W obwodzie symetrycznym mamy ty lk o  t r z y  zależne 

od s ieb ie  s ta le  JLj^0)t^ z i  3  .

S 3U Określenie s ta łych  zapomocą pomiarów. S ta łe ,  
*

wchodzące do równań zasadniczych t .zw . ogólnego 

obwodu prądu zmiennego można o k re ś l ić  na podstawie 
doświadczeń, przeprowadzonych w s ta n ie  jałowym i w 

s tan ie  zwaraia.

Pizy dowolnem nap ięc iu  Y* mierzymy na początku 

obwodu prąd i moc prądu, gdy w końcu k o le jn o  mamy 

s tan  jałowy i  s tan  zwarcia; oznaczmy zmierzone war
to śc i  prądów przez J 0 i  J i  obliczone spó łczyn-  
n ik i  mocy przez costfc i  ras  ip ,

Oczywiście

7 -  J -  ,  „  0  -  7 VJL0 -  ^  lub J Q -  ~ * r  oraz *cz  ~ —»•—  *
Jo V -Jz

zaś znalezione kąty y? i  y? oznaczają kąty  p r z e s u 

n ię c ia  fazy odpowiednich prądów względem n a p ię c ia -  

Zakładając we wzory / 1 9 /  lub / 22/  powyższe w ar to 
ś c i ,  otrzymamy:

A  A
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Dla znale-zienia wartości tego ilocz^nu^znaid^iu 

my najp ierw  wartość różnicy wektorów J t ~ J 0 . Wy
chodząc z k ierunku nap ięc ia  V  / r y s . 23/, przep ro 
wadzamy pod kątami y? i O? 0 f\ ~ J 0 i  0 B ~ 3 Z ; od- 
oinek f \ B  stanowi rćżnioę wektorów .
Z t r ó j k ą t a  Oh i5  mamy;

* • • * /3 0 /

J. = AB = [J .‘+ X - £ J .J Z A H fc -K )
vjobec tego

3 t5 z = p o + X - ł l J z C v s ( f ' - y z )
Opuszczając p ros topad łą  % A  na bok 0 E>, będzie

my m ie l i ;

t$U  OBRI = M  = śffM zr* -^ęal& z& L. 
//^3 03-0/1 Jz~XcOó(fr-%)

Osmaosmy k ą t  i który tworzy w e k t o r - J .  - /? f i  
a zasadniczym kierunkiem 0 “V  przez LjJ , wtedy

y  if^lf + 4 1  OB fi,
czy l i

j c  O B / )  = % - f t
ale  ze wzoru /2 9 /

r y s ,23.

widzimy, że kąt i l o -
A  / \

3  czynu symboli 3 03 z 
powinien s ię  równać
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Sumie kątów tych. symboli, c zy l i  )}e + )j2 » z d rug ie j  
zaś s trony powinien s ię  równać różnioy kątów wek

torów J £ oraz J s ~ J o  , c z y l i  f ^ ^ j J  ; z tego wy

n ika ,  że

4 i O B R  = n i ,

więc

...................../  31/
J *  - X  j

Następnie doświadczenie przeprowadzamy w ten  

sposób, źe w końcu obwodu dajemy dowolne n a p ię c ie  

T  , początek zag raz pozostawiamy otwarty / s t a n  

jałowy na początku/,  drugi r a z  zamykany bez opor
ności / s t a n  zwarcia na początku/ i  mierzymy prąd 

i moc d la  każdego wypadku. Otrzymamy w artośc i

J0 , C03y>’, Jz f COS Lf>‘ ,

skąd znajdujemy;

r  7 ] f  7 ' J Ev jL * - 5 T  > j L n -

2S

Z ,

r y s . 24,

VI tym wypadku / r y s . 24/;

=  - 3 T T -  J■' J .  J s
oraz ką ty  y  i  ^  

p rz e su n ię c ia  fazy  p r ą 

dów względem n a p ię c ia .

Z 0~ Z +  2 3 ~ Ż 3 ( i  + - i r
«C.j
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AA AA A 7 7 -A
7 ;_ 7 Z  Z 3 -  7  + Z  i

a 7 +*) ^  i  / ^ Łi J '7
Ha zasadzie wzorów / 8/  i / 5 /  będziemy zaieli:

A *
-A . *A A -A . A  ry / \  y \ A

Z  = £ . W 4 2 . - . 5 . Z , .
/ X 4 / : °

A

A Z

zaś ze wzoru / 1 4 / ;

y- i

s t  ąd /\
2 .  S o
Z T X<3 * '- '3 5

A
A  A  J 7 ^  A  A  A  A

2 z _ _ 2 a 1 3 z  _  i  \ 2 , 5 i + 2 t
A  , “  A  *5 A  I A  A  A l "z: 2 s + f- SĄ Z, 5^1,1

^o
Wyraz s to ją c y  w nawiasach równy je s t  1. Rzeczy

wiście  ze wzorów / 5 /  i / 8/  A

< _ /  y. J L l .• < ^ > J .  - Ź ł ':
5 0= i + - - ^ - >  Ą  = 7-

- Ł 3  .  -V ‘~ 3

* 7 • 7 iA A A 7  (_ _i 7

Z  5 z + Z ą _ z l  >  . t - ! U  Y .  

^  3 0 * 2 ,  ^  -^oZi '

Wobec tego otrzymujemy:
A . A A

5  ”  7 '  7 'k^2 <3->'Z

__<H+e> __ . . . .  - / 32/
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Wartość stosunki! poszukiwanyola wielkości o t r z y 

muje s ię  jako stosunek w artośc i  oporności pozor

nych <2o i lub A  i  2 1  ;

‘4 -  =  ^ 7- =  - ^ f -  » .................. / 3 3 /
4  z :  Z z

kąt  d la  i lo ra z u  J)o i  J>x będzie z jednej  s t ro n y  
różnicą  kątów Y0 i  Y  , z drugi«j s t rony  na z a s a -O OZ A ry I
dzie wzorów /3 < / ,  bedzie to  różn ica  kątów i

A A f

lub 2 Z i  ^ , a w ięc : 

czy l i

M  =  ................../ 3 4 /

Równania / 3 0 /  i  / 3 3 /  d a ją  nam możność z n a l e z i e -
/» A

ni a wartości  symboli ,J0 i D z , zaś równania / 3 1 /  
i / 3 4 /  s łużą  d lą  ok reś len ia  kątów i ^  tychże 
symboli.

Oe*ywi<oie dla  s tnalezisn ia  niewiadomych byłoby 
dostateczne jedno z równań / 3 3 /  oraz jedno a równaA 
/34/ ,  to  znaczy, że można s ię  ograniczyć przy pomia

rach w końcu obwodu^do s tanu  jałowego lub s ta n u  zwar

c i a  na początku; zwykle jednakże uskuteczniamy w szyst

k ie  wskazane pomiary, dodatkowe zaś równanie s łuży  dla 
Sprawdzania wyników,
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B wypadku obwodu aymetrycznego będziemy s i e l i
A /\ s\

^ °  ^  1 ^ ^ z =K ■
Oczywiście wystarczą pomiary, dokonane na po

czątku  obwodu; równania / 2 9 / ,  / 3 0 /  i  / 3 1 /  dadsą 
nam;

a

s  ̂  = — ł=Ł... . / oip\/^  ^  ^ o •  » a •  /  w  V /

*-̂ 2 '-'o

3  a  y j w i - j a j t u s f c f l  " ' '  ‘ / 3 6 /

................../ 3 7 /
^  ^  Jz~JoCć5(<fa-<fz ) 

skąd znajdujemy 5  i  f  .

$ 4. Maksymalna moc prądu oddawana w  obwodzie. 
Rozpatrzmy zagadnienie  nas tępu jące ;  na początku ob

wodu nap ięc ie  Vj raa wartość s t a ł ą ,  w  końcu obwodu 
spółczynnik mocy cos y  również pozostaje  bez zmi 
ny. W jak ich  warunkach aoc oddawana w  końou będzie 
m ia ła  wartość największą? Oznaczając tę  moo przss  

P £ , będziiemy m ie l i ;

P, = 1f, j j  COlfr .

Cl —
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Wartość P# oczywiście będzie największą  ;rtedy, 

;gdj i loczyn f£J £ będzie największy.

Ze wzorów / i /  i  / I V  mamy:

K - i .  i - #

z*at em

7/- 7 _  Y io  7 i x

l J * - ~ S 7 X lrt  ź  ̂ A
ponieważ 3 0S Ẑ  z  je3t w ielkośc ią  s t a ł ą  d la  dane

go obwodu, więc maximum T& J #  będzie odpowiadało 

maximum iloczynu
a  a

i rv n
r  i o  '  i z  1

©żyli maximuot i loczynu wartości  tych wektorów

7
Z drugie j  s t r o n y ;

7 Vr W  y  j z

^  A  A

*to AT  = 7r ,z  ' i  ,A

a ponieważ z sa ło żeo ia  ) ^ r,\& w&rtoćd s t a ł ą ,  więc 
suma geoaetrycina wektorów TJ0 i  Yiz  j e s t  w ie lkośc ią  
s t a ł ą .  Oznaczmy kąt p rzesu n ięc ia  fazy  Td0 względea 

l i  12 praos oC , t  . J.

-4- ( Y o  J ^ z )  ~

Łatwo j e s t  ok reś l ić  wartość tego kąta na podstawie  

wzorów / 4 /  i  / 1 3 / ,



-  U l  -
■A A  A a  A a  a

W tym oe lu  oznaczmy jeazcze

zwazywszy, że
A A A  A A

^ 0=̂ 0 i ^C- •-) z ={f-i z ~ ~ % ’
będziemy m ie l i ;

n  = W V '  '

%  = % +? '+ ) [ * '% >

i  o s ta t a c s n ie

“ - t - K + n  ’ ................../ 3 8 /
zaś d la  obwodu symetrycznego, gdy j 7- £ ^ f

06 = Lp ~ tj? . . . . . . .  /3 9 /

Ponieważ w ar tośc i  kątów, okreś la jących  kąt oC , 
są s t a ł e  d la  danego obwodu, prze to  i kąt c?C pomiędzy

A  a %

wektorami Y10 i  j e s t  w ie lkośc ią  s t a ł ą .
Mamy więc do rozwiązania następujące sadanie: dwa 

wekt ory / r y s . 25 / :

/ I B  = / £  = X
B C -

:y
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■ają s t a ł ą  su.®e geometryczną A C -  f r  c i  tworzą

s t a ły  kąt cć ; t r z e 
ba zna leźć

M & Z  Vj0 TiZ =  m o j e  x y . t

Osnaozaj ą c :

J J -J U j*
r y s . 25. będziemy sz u k a l i

MOJC U , Z A

ożyli
„ * * P ■*X + I j +  ĆJCtj COS oc -  c . . . . / 4 0 /

Rozpatrując y  jak© funkeję Jt , okreś loną  
ostatnie® róvraa»i en i  różn iczk u jąc ,  otrzymamy;

skąd
£ x - h ^ y y  i- ,?jc cosec y f+ Z ij  cos oc = 0,

f ycoó & .+ X 
% ~ 4j i- X CQ± oC

Różniczkując U  , będziemy m ie l i ;

U ~ Mj! vj/ /
i  podstawiając zna lez ioną  wartość ^  , otrzymamy;

U -
"  ~h JC C 0 3  oC S  ~ J2 +  X 0 D 5 o L
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przyrównywująo U =Q  , snajdujeiay; 

c s y l i  po podstawieniu do / 4 0 /

'  c  'cCr?[fac<?5cc) Z C05 A "
ponieważ pray t a k i e j  wartoóoi x i  j  U  ^0, praeto 
warunek if = JC daje naa fnaJC U t a więe

A  /

mcux , oayli ■MOJC Pz

n as tąp i  wtedy, gdy

v  =  j  = — ,
/z Z cos ^  

a lbo na podstawie wsor^w / 4 /  i  / 1 «V, gdy

i r  _  l[io ____ 2*______
* *5* ,2 ^ £ 0 5  x  * 

j  %  
ź 5zZz £ SzZz c o ó  "t

więc

/maje P ,  = /m cuc r . j .  CO5

T jjo s  &
•icos* 5 0 3 zZ z
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Ponieważ

gcos* f - =  i+CX>5c<. + ^1% -% % -^),
możemy napisać:

D  %  ^  % '  m a x  J z “  — — --------- --------------------- 7  •

■■ z  j . x z , [ i  * te* j

Rozpatrując te ra z  największą wartość m a x  
w zależności  od w  , możemy z n a l e źć naji większą s naj-  

większych wartości mocy, k tó rą  możemy osiągnąć na 

odbiorniku, dobiera jąc  odpowiednio ^ , - 7 ? oraz ij>̂ .
I  tym ce lu  bierzemy pochodną o s ta tn ieg o  wsoru wzglę

dem y>, i przyrównywajemy ją  do se ra ;  po odpowiednich 
skrćoeniach otrzymamy:

- [ u  u o f c  % ;vv -  W  jg-fl
lub

( Y c o s  j ^ n .  -y- of = (9 i

k  «  = -  J ™ * -  = _  g f g j ę f f L Ł  = - & , £ , •<? /> . 1+C0S<*. z  003 ~~ * 'v
„  _  _  <______
Te -  ^  ^

skąd

% — ( f s  L - &  j :



d la  obwodu symetrycznego będziemy mieli ;

i  w tym wypadku najwiękssa możliwa moc s ę d z i ę :

§ 5. Wykres pracy obwoda prądu zmiennego.

Wykresem pracy obwodu prądu zmiennego nazywamy 
wykres, za pomocą którego możemy okrealać napięcia  
i prądy, powstające na początku i w koncn obwodu 

jak również moc pobieraną i nadawaną, przy zachowa
n iu  pewnych, warunków. Podstawą do takich wykresów 
są  pomiary, przeprowadzone w s tan ie  jałowym i  w s ta  
n ie  zwarcia;

Wychodzimy znowu z za łożen ia ,  że nap ięc ie  J/ 1 
na początku obwodu pozosta je  bez zmiany i  ze  spó l-

ł ą .  Mamy t r z y  zasadnicze równania / 1 7 / ,  / ! £ /  i  / 1 9 /

TEÓBJI"PR4DÓW ZSIENIflGE. I.Ur. 197.' irkusz 10-fcy.

i 5 c5 x Z z co$‘<j>z i

czynnik mocy na odbiorniku £05 ^  aa wartajść ista



c/,0  <A/Z
Z pierwssego równania określamy;

•A A A A /K > ■A
n 5 a= T ź - Ą S z I z .

Podstawiając do drugiego sn&jdziemy;

7  -  f  5  _  i  +  7  5  i4  - S  ) 
J  i  7  ^ 2  7 ^  *<?(-' 7 /»<3̂0 ^̂ 0

za£ saa aaoey fcraeoiego równaaia;
A

i  ,  i  ,  J .  .

‘ 2 .  A  .

Osnaczmy prssea prąd  aa pocssątkii abwodu 
przy lup ięoru  Aj , gdy w końca »a*y s ta n  jałowy,
wtedy*

A »y

Jc = 4 - >O ,~y

J...O A An
prsytem kąt pomiędzy J 0 i y i n lseh  będzie Lj> j
możeMy więc n ap isać :

,.A / \  - y

w o* ,
Przypisuj 3,0 dowolny fcieraifflr up, pionowy jak® 

k i  ©runek nap ięc ia  Vf  , odłó&wy fcąte*

O fi ~J0 / r y s . 26/* Odyfryśtąy w iedaielxr jaka jest



26 A B
r y s . 26. a

7
stra-nowi wektor

* - n  t  or .j
A
s

wartość wektora 

J k -  i  jak i  je s t  
jego kierunek, wte
dy dodająo geome
t ryczn ie  ten wektor

A

do wektora 
otrzymalibyśmy wek
to r  J j  . Przypuśćmy, 

wtedy 0 £ )  da nam wek-

Dzieląc ebig s trony r.ów£fni* */41/ przes 3 aJ)z X.z , 
otrzymamy;

Z
A

r
HO t

A

h r  + - i -  ■ / 4 4 /__ Ul__ -  / r*z -  K4. .+
A  -A A  ^  A  / \  1 /*. A  / \  A  • s \

4 4 4  . 4 5 , - 4  4 5 , 2 ,  4 Z  ^

i K,
'Z~Z •~'o‘~'Z‘~~Z 

Kąt pomiędzy wektorami Ti0 x ^ z , oznaczony

poprzednio przez oC , z o s ta ł  określony na podstawie
wzorów / 3 8 / ,  względnie /3 9 A  ^

J e ż e l i  dwa te  wektory ViD i  lfisL podzielimyA A
przez jeden i  ten  sam iloczyn symboli 3 0S z Z .z , to 
oczywiście otrzymane w ten sposób nowe wektory będą 

tworzyły ze eobą ten  sam kąt oC,ożyli
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Dla u n i k n i ę c i a  nieporozumień - z w r ó ć m y  u w a g ę  n a  

to* że pieiwsflsy 2 fcyeh wektorów będzie p r z e s u n ię 

ty naprzód o kąt? c& względem drug iego ,  gdy cc> O t 

zaś p rzesun ię ty  wsteoz.. gdy ot < 0  .
Przechodząc do naszego w y k r e s u ,  p r z e p r o w a d z a 

m y  od punktu i 3  pod kątem o C  n p . w & t e o z  j o c  < (̂ 1

od A B  odcinek:

3 C ~  X
*5 72. r">

wtedy na zasadzie ? 4 4 / , geometryczna suma n  D  i  o C
będzie;

%  ■

S e S z l l ,
ty ra*  ten stanowi wielkość s t a ł ą ,  więc j e ż e l i  

do tego s ta łego  yek to ra  dódaiay również a t a ł y  wek
to r  OA ~ J 0 = t wtedy otrzymamy również jako

cLo
wektor s ta ły  geometryczną suraę:

O C ^ S  +  _ Ą _____ i  ) - 3

x  i x l  u l  J J j ' z
Wyraz s to ją«y  w nawiasach, na zasadzie  wzoru / 4 3 /

równy je s t  1 , aaś * J  , stanowi p rąd ,  p ły -
*Lx

nący na początku obwodu, gdy koniec obwodu j e s t  
zwarty.
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W ten  sposób 0 C ~ J z ; więc, j e ż e l i  będziemy 

m ie l i  wartośai  J 0>3 Zi fo> f z » w*edy punkty f  i C 
będą na wykresie końcami wiadomych wektorów J 0 
i  J z  , łącząc  te  punkty otrzymaay odcinek A  C .

Wektory:
y\

A B = 4 - 1 £C= A -
4 ,  4 , 2 *

mają zatem s t a ł ą  i  wiadomą sumę geometryczną R C  
oraz tworzą ze sobą s t a ły  i wiadomy kąt oC .

J e ż e l i  na danym odcinku F C ~£L  zbudujemy t r ó j 

ką t  t a k ,  aby dwa pozosta łe  boki tworzyły kąt ze 
wnętrzny oC / r y s , 2 ? / ,  wtedy geometryczne miejsoe 

wierzchołków 3  tak ich  tró jkątów będzie koło, ś r o 
dek k tórego  O  ma spółrzędne:

r ,  -  4 ą j  =• —^ —  ,  ......................./4 '5 /
c £ J c ź tyoc  ’

zaś promień
7  _  ^

&SM.cC ’

c z y l i  że dany odcinek RC  stanowi c ięciwę, o p ie ra 
ją c ą  s ię  na kąt środkowy Z  oC , zaś środek znajdu
je  s ię  na p r o s to p a d łe j ,  przeprowadzonej przez ś ro -



dek tego odcin
ka.

Aby to do

wieść* wybieramy
Y

osie  sp ó ł r z e d -
°1 nyoh, b io rąc  w 

f )  począ tek ,  oś. 

X w kierunku  

/ ) £  , zaś o « y  

w k ierunku  p ro a -  
t  opadłym. Oznacz - 

r y s . 27. my spó łrzędn6

zmiennego punktu 3  przez X 0 i  ; spdłrzędne 
punktu A będą 0, 0 , ześ purk tu  C -  będą <1,0 , 

S tosując wzór na równanie p r o s t e j ,  przechodzącej 
przez dwa punkty, otrzymamy równanie DC :

c z y l i  y = —^ —~ x  -  »
^  '  3  x 0- a  JCo~ a

równanie A 3 :

j - = J L , o z ń i  = .

Kąt pomiędzy p ro s tą  3C  i p ro s tą  B 3  oznaczy
liśmy przez t?c ; z równań p ros tych  wynika, że :
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____________________ 1 L

-X, c  e f  G 
oC — 7TJ ~ ~7J ”  ~¥~ f '1 -i~ j.__ŹS.___ 'Uff-o uJ x0(x>-aj 3°

skąd

a lbo

x o + y 0 - a x . ,  _  G ,

/v a  \ z  !  a ,  \ *  a . *  u  {  \ a *

i ^ - T - J + f a - j i f i i - r r oC/ ĄsitloC
J e s t  to  równanie koła ,  środek którego ma spć ł-  

rzędne - f  i  , zaś promień równy je s t  g
Na r y s , 2? 0  stanowi środek takiego koła,
Z t r ó j k ą t a  B 0 .P lvJo  D/jC,nn.m.j;

ekąd

fi 0!D -  ot .
Z rysunku widzimy, że dla  zna lez ien ia  środka k o 

ł a  o  musimy ze środka odcinka f lC  przeprowadzić 
p ro s to p ad łą ,  następnie z punktu R pod kątem 90 ~oC 
do hC przeprowadzić p ro s tą  aż do prsec/ięcia z 

p ro s topad łą  w poszukiwanym punkcie. $  *
Kąt oc o k reś l i l iśm y  jako kąt  p rzesu n ięc ia  fazy



A A
Yia względem ViZ ; następnie  s tw ie rd z i l i śm y ,  

ze ten  sam kąt stanowi kąt p r ze su n ię c ia  fazy
A

TT Jwzględem . Na r y s .  27 j e s t  to k ą t ,  jak i  

tworzy 3-C  względem A B ,  Łatwo j e s t  zauważyć, 

ze d la  punktów £> , mających rzędne doda tn ie ,  
ką t  cC ^  0  , c zy l i  wekt or B C  j e s t  opóźniony 
względem wektora f i B  ; gdy z a i  rzędne punktów 

S t  będą ujemne, wtedy ot > 0  , Z tego wynika, 

ia. przy zadaniu będzie odpowiadać część
k e ła ,  leżąca  pod odcinkiem AC / o s i ą  X / 1 zaś 

przy c c t C  t część koła,  leżąoa  nad odcinkiem
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Eozpatrając wartość k ą ta  oC ze wzoru:

lub dla obwodu symetrycznego

możemy stwierdzić ,  że jego wartość bezwzględna 

nie przekracza 180°. Rzeczywiście, ką ty  y  i  ^  

naogtfl mają małe wartości i różnica tych kątów 
bliska jest  zeru, zaś d la  obwodu symetrycznego 

równa s ię  zeru; następnie każdy z kątów <j> i  y> 
może by< dodatni lub ujemny, le cz  n ie  przekracza  
wartował kąta proatego. Możemy więc napisać:  

- 1 8 0 °  (cC  {  + 180°
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Pozostawiając do szczególnego omówienia wypad-

sposób zmienia s ię  położenie środka in te r e s u j ą c e 
go nas koła przy zmianie wartości  ką ta  <2C < Na 
podstawie wzorów/45/ znak rzędnej środka koła 

j e s t  t a k i  sam, co i znak ; przytem będzie 
my mogli sprawdzić, ża we wszystkich wypadkach d la  
z n a le z ie n ia  tego środka wystarczy z punktu f \  
przeprowadzić p ro s tą  pod kątem 9 0 ° -  oC do U L  

z uwzględnieniem znaku tego ką ta .  Możemy u s ta l ió  
c z te ry  nas tępu jące  wypadki;

ki» gdy , rozpatrzymy w jak i

I . / r y s . 28/:

cC y  0  , l ecz  (  90°,
tg oc y o
90° - o t y  0, lecz  '< 90°,

A 0 tworzy z RC kąt  dodatni i  o s try ;  geometrycz-

\ . I I )  / r y s . 29/
< * > 9 0 ° ,  lecz  < 180°

r y s .28.
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rys;3G.

90° — oC > 130°, lacz < 

A 0 tworzy a AC kąt

me t ry c 3x19. mi o 3 &o e 

punktów 3  anaj&uje 

si§ pod odcinkiem AC , 
I I I .  / r y s .30 / .  

oC {  Q , lecz  / ’w-90° 
tg oC < i?

90° -  oC )  90° , 

v ie e z  <C 180°.

tworzy z fiC 
kąt  dodatni  i  rozwar

ty ;  geometryczne m ie j 

sce punktów E> z n a j -  
C duje s i ę  nad ©doinkiem

AC.
( j Y . ) / r y s ,  31 / .  

o C ( - 9 0 0a 
le c z  180°, 

t y  < * > 0

270°,

doda tn i ,  zawarty pomię
dzy 180° i 270°1 ga ometryozne miejsce punktów -E> 
anajduje s ię  nad odciekiem f \ C  \

W wypadkach szosególnyołL, gdy cc ^  0 ,  -*-180°, 
-180°, goometryosnem miojsoea punktów 3  będzie
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l i n  ja  ń C  , przy-, 

tern
dl a oC~ O punk t  y &  
l e ś ą  pomiędzy A
i C  /'rys. 32/:

c
A j

r y s . 31,

3

I .-=rs
r y s . 32. 

d la  oC -  + 1800 

punkty 3 le żą  
po s t r o n i e  FI 
/ rys.  33/ •

A C
.J

L.

r y s . 33,

d la  c^~ —180J punkty 3  l e ż ą  po s tro n ie  C  / r y s .  34^

r _ _ ______________________________ ,______ gdy oC = ± 9 0 c
i 1

'i________ ^ _____ C______ otrzymuj eny środek
^  i— j koła  we drodkn od-

rys.34-. « óiuka RC , przy.tern

d la  oL =V-90° geometryozneB. miejscem punktów 3  bę

dzie  dolne p ó łk o le ,  zad 

d la  oC*r-90° - górne półkole  / r y s ,  35/:
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Powracając do 

r y s ,26 i opierając  

Się na powyższych 
rozumowaniach, mo

żemy wykonać wykres 
pracy obwodu prądu 

zmiennego w sposób 
następujący:

Wybieramy pocaą- 
tek wektorów 0  

/ r y s . 36/ i  dowolny 

kierunek 0 % t j a 
ko kierunek sta łegó itapięcia %■. Z początku 0  
pod wiadomemi katami y? i y? odkładamy w u s t a lo 

nej skali prądów wiadome wartości J 0—OA  oraz 

J z - OC . Łączymy A i  £ l i n  ją prostą i ze 
środka D  odcinka .AC przeprowadzamy prostopadłą,

Z punktu A  pod kątem 9Ga ~ ĆC do ./? Oprowadzimy 
proat,ą A  0 ‘ do przecięcia owej prostopadłej w 
punkcie 0  , który będzie środkiem koła o promie
niu O A . W zależności od znaku kąta oC wy

kreślamy część koła: przy O pod odcinkiem AC 
/ ja k  na rjrśunkti/, przy ól < Q nad o&cinkieft' AC.

Otrzymany w ten sposób łuk koła stanowi poszu-

rys.35.
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3 k

r y s , 36,
kiwany wykres praoy. fta podstawie tego wykresu mo
żemy znaleźć wartośc i  i 7^ d la  rozmaitych war
t o ś c i  J \  . V? tym oe lu  d la  danej wartości o b l i -

7 3iozamy lub  d la  obwodu symetrycznego -5- ;
*5<3 n

w p r z y ję te j  s k a l i  z punktu j[l odcinkiem równym 
-^4- przecinamy nasz wykres, znajdując w ten  spo 

sób^punkt B  ; wtedy O B  daje nam bezpośrednio 

wektor Sf , zaś BC  wektor -JKL- lub ,
5 X  3 Z*

skąd obliczamy

J Ł  
, *«¥\



Potrzebne do wykresu praoj  w ar to śc i  3 . . * .  

J Z>%  powinny być wiadome lub znalezione  p rzez  

pomiary prądów i mocy prądów, gdy konia© obwodu 
j e s t  w s tan ie  jałowym i w s ta n ie  zwaręia ,  Dla ob

wodu symetrycznego te dane wystarczą  do o b l ic z e n ia
A  ’ *■ .

3> oraz oC ze wzorów / 3 6 / ,  / 3 ? /  i / 3 9 / .  Gdy 
badamy obwód niesymetryczny umaimy jeszcize mieć 

dane, dotyczące analogioznyeb pomiarów, p r z e p ro 
wadzonych w końcu obwodu, gdy początek obwodu 

znajduje s ię  kolejno  w a ta n ie  jałowym i w e ta n ie  

zwarcia. ITa podstawia, tyę;h danyoli obliczymy po
trzebne w ielkości  sę Kworów / 3 0 / ,  / 3 1 / ,  / 3 3 / ,  / 3 4 /  
i / 3 8 / .

1  wypadku obwodu symetrycznego apółczynnik *3 

i jego kąt y  możemy znaleźć  z wykresu p racy ,  bo
wiem wychodząc ze wzoru / 3 5 / :

S - -  i i  >*j ~
J  Z o A A

i mając na wykresie j£ ~ J 0~ n C  / r y s . 36/ otrzyma

my *-5^, dz ie ląc  .przez wartość £  , w reszc ie  

znajdziemy 3  . Różnica kątów wektorów 3  j  oraz
A -V ^  ^

3 ż ~ 3 0 r ^vna s ię  kątowi i? y  wektora *3 ; o ż y l i

"fy  = £  ~ ^ C D X ,  skąd ^  — ■~  ■
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CD% tr&eba odmierzyć np, kątomierzem i wziąć 
oczywiście z właściwym znak lam.

Zaporaocą wykresu pracy możemy również znajdy
wać moo F l na początku obwodu, oraz moc P# w 
końcu dla określonej wartości prądu J £ .

Hektor 0 3 -  J j  tworzy z kierunkiem wektora 
napięcia  %  kąt ifi{ . J e ż e l i  kierunek 0 Yź 
przyjmiemy za qś odciętych, zaś oś rzędnyoh prze
prowadzimy prostopadle do tego kierunku, wtedy 
otrzymamy dla odeiętej  punktu 3  :

B F =  O B -y in  ^  B O F  = J j COÓ (f> .
Ponieważ moc prądu na początku obwodu ma war- 

tośŚV

A  = % Jt COS ̂  , 
zaś F1 ma wartość s ta łą ,  przeto odcinek

B F - f

jes£-;proporcjonalny do tej mocy i  w odpowiedniej 
sk a l i  daje nam wartość P^ . I  trójkącie R B C

/)B = ^  > B C  = - f i r  ■
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Pole togo t r ó j k ą t a  ma wartość;

A  -BC'5incC = ^ - s Ąf ó y "  s i n * }
<Xj %

ponieważ moc w końcu obwodu ma wartość

Pt -  7S COS ̂  ,

więc

A _  4 3  Vn oc £>
2 ' d c 7 * & *

Z drugie j  strony możemy pole t r ó j k ą t a  A B C  
o k re ś l ić  ja io  połowę i loczynu  podstawy ń C  p r z e #  
wysokość B H ,

Podstawa

nr %
5 5 7  9

zatem

a - 4 ~ j % h r - 3 H  t
*“  c r C g

przez porównanie obydwóch wzorów d l a  A  z n a j 
dziemy:

g  u  _  F t îVl/oC 
% c o $ y i

BH' __ P ,  .
-5* 1 ^  j  ^  *



n u
wartość -  2naj dziemy, przeprowadzając prosto ' SiłloC

padlą 3  G z punktu E> na promień 0 A ; ta 

prostopadła przetnie odcinek A C  w punkcie K  ; 
ponieważ

4 i / ! K G - «  = 4 : 3 K H  , ■
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p rze to

«  u  _

*^2 oC l;'COS<f>£

i lo czy n  co&y ma wartość s t a ł ą ,  więc odcinek 
B H  w odpowiedniej akal i  daje nam wartość mocy 
zużywanej w końcu obwodu przy prądzie

f iÓ m ~ ^ 5 5 F z £ lE T O C H .I /N r .l9 7 .  Arkusz 11-ty
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E R R A T A .

s t r ,  wiersz napisano pcwisao lsj6

t g  • 1 ' : £  j 
V ó .'

43 r y s , 12 i 13 -J- *r

52 11 z góry + . . m+ f *  + - . - + %n
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