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ZAGADNIENIA MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
DLA OBSZARÓW NIEKANONICZNYCH

PRZEGLĄD PRAC RADZIECKICH

G. N. S A w i N, A. N. G u ź, A. S. K O S M O D A M I A N S K I J

(KIJÓW, DONIECK)

Ostatnio w pracach autorów niniejszego przeglądu, ich współpracowników i kontynua-
torów rozpatrywane były poszczególne klasy zagadnień mechaniki ośrodka ciągłego dla
niekanonicznych (tj. nie dających możliwości otrzymania rozwiązania metodą bezpośred-
niego rozdzielenia zmiennych) obszarów jednospójnych i wielospójnych. Są to zagadnienia
koncentracji naprężeń w pobliżu otworów w powłokach, płaskie zagadnienia momentowej
teorii sprężystości, płaskie zagadnienia dynamicznej teorii sprężystości, dwuwymiarowe
zagadnienia fizycznie nieliniowej teorii, zagadnienia aerohydrosprężystości dla cieczy
ściśliwej i nieściśliwej, problemy zginania płyt z punktu widzenia różnych uściślonych
teorii, zagadnienia zginania płyt na podłożu sprężystym, zagadnienia opływu przez strumień
cieczy, płaskie zagadnienia dla ośrodków wielospójnych i inne.

Przy rozwiązywaniu tych zagadnień stosuje się pewne jednolite podejście oparte na
zastosowaniu metod teorii perturbacji i konstruowaniu nieskończonych quasi-regularnych
układów algebraicznych, do rozwiązania których sprowadzają się wymienione zagadnienia.
Zastosowanie tych metod w innych, zbliżonych dziedzinach również daje możliwość
rozpatrzenia obszernych klas zagadnień.

Niniejsza praca poświęcona jest krótkiemu przeglądowi wspomnianego kręgu zagadnień.

1. Obszary jednospójne

Gdy rozwiązania problemów dają się przedstawić w postaci funkcji harmonicznych,
rozwiązanie zagadnień brzegowych dla obszarów jednospójnych upraszcza się znacznie,
w tym sensie, że zmienne w równaniu Laplace'a dają się rozdzielić praktycznie dla wszyst-
kich stosowanych układów współrzędnych. Dla wielu zagadnień rozwiązania ogólne
wyrażone są przez rozwiązania równań Helmholtza, co znacznie zawęża krąg zagadnień,
które można rozwiązać za pomocą rozdzielenia zmiennych.

Zastosowanie metody perturbacji kształtu granicy, związanej z parametrem charaktery-
zującym odchylenie od obszaru kanonicznego, pozwala w każdym z przybliżeń na sprowa-
dzenie zagadnienia brzegowego do zagadnienia brzegowego dla obszaru kanonicznego.
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Trudność znalezienia rozwiązań szczególnych dla krzywoliniowych układów współrzęd-
nych komplikuje zastosowanie metody perturbacji kształtu granicy do praktycznego
rozwiązywania zagadnień brzegowych.

W celu pokonania wskazanych trudności zaproponowano pewien wariant metody
perturbacji kształtu granicy, sprowadzający problem w każdym przybliżeniu do rozwią-
zania jednorodnych równań różniczkowych. W celu spełnienia warunków granicznych
wyznaczono operatory różniczkowe, konieczne przy rozwiązywaniu zagadnień w zerowym,
pierwszym i drugim przybliżeniu. Postać tych operatorów określona jest głównie nie przez
samą postać warunków granicznych, a przez kształt obszaru. Wspomniane uproszczenia
zostały osiągnięte dzięki temu, że rozwiązania równań podstawowych rozważane były we
współrzędnych związanych z kształtem, w określonym sensie bliskiego obszaru kanonicz-
nego, a przejście do współrzędnych związanych z kształtem obszaru niekanonicznego
dokonywane było przy spełnieniu warunków brzegowych. Pierwszą pracą, w której podano
taki wariant metody perturbacji kształtu granicy dla niektórych obszarów w zastosowaniu
do zagadnień koncentracji naprężeń w pobliżu otworów w powłokach, w sformułowaniu
G. N. SAWINA, była praca A. N. GUZIA [27]. W pracy G. N. SAWINA i A. N. GUZIA [131]
zaproponowano zastosowanie tego wariantu metody perturbacji kształtu granicy do ba-
dania zagadnień koncentracji naprężeń w powłokach w pobliżu dowolnych krzywolinio-
wych otworów o gładkim profilu, przy czym, w charakterze obszaru kanonicznego przyjęto
obszar nieskończony z otworem kołowym. Do chwili obecnej brak ścisłego dowodu zbież-
ności metody perturbacji kształtu granicy w postaci [27] i [131], jednak przy rozwiązywaniu
konkretnych zagadnień wykazano jej praktyczną zbieżność. Przy pomocy tej metody
zostały rozwiązane rozpatrzone poniżej klasy zagadnień.

Za pomocą tej metody rozwiązano liczne zagadnienia koncentracji naprężeń w pobliżu
krzywoliniowych otworów w powłokach. Tak więc w pracy G. N. SAWINA i A. N. GUZIA
[133] metodę tę zastosowano w zagadnieniach koncentracji naprężeń w pobliżu otworów
w powłokach, których brzegi wzmocnione były za pomocą cienkich żeber sprężystych;
zbadano także rozkład naprężeń w pobliżu eliptycznego wzmocnionego otworu w powłoce
sferycznej. Przypadek swobodnego otworu eliptycznego w powłoce sferycznej rozpatrzony
jest w pracy G. N. SAWINA i A. N. GUZIA [130], zaś przypadek kwadratowego i równo-
bocznego trójkątnego otworu z zaokrąglonymi narożami w pracach A. N. GuziA [32]
i [37]. Stan naprężenia w pobliżu otworów analogicznego kształtu w powłoce sferycznej,
zakrytych idealnie sztywnymi pokrywami, zbadany był w pracy K. I. SZNERIENKO [152].
Przypadek złącza powłoki sferycznej z pochyłym krótkim cylindrem rozpatrywany był
przez B. A. KUDRIAWCEWA [116].
• Rozkład naprężeń w pobliżu małych otworów: eliptycznego oraz w kształcie kwadratu

i trójkąta równobocznego z zaokrąglonymi narożami w obrotowej powłoce walcowej,
przy różnych obciążeniach, zbadany został w pracach G. N. SAWINA i A. N. GUZIA [131],
A. N. GUZIA [29, 30, 34, 36, 47], A. N. GUZIA i S. A. GOŁOBORODKO [49] i S. A. GOŁO-

BORODKO [18].
Metoda przedstawiona w pracach [27] i [131] została zastosowana w pracach W. D. Ku-

BIENKO [111—115] do zbadania płaskich zagadnień dyfrakcji fal sprężystych na walcach
krzywoliniowych. Zbadano dynamiczne zagadnienia koncentracji naprężeń w pobliżu
otworu eliptycznego i kwadratowego z zaokrąglonymi narożami pod działaniem fal po-
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przecznych i podłużnych, jak również pod działaniem oscylującego ciśnienia. Zauważono,
że przy określonych długościach fal maksymalny współczynnik koncentracji osiągany jest
w pewnej odległości od brzegu.

W monografii G. N. SAWINA [137] rozpatrzono płaskie zagadnienia momentowej teorii
sprężystości dla dwu wariantów sformułowania zagadnień, przytoczono podstawowe relacje
metody perturbacji kształtu granicy w postaci [27] i [131], niezbędne przy rozwiązywaniu
zagadnień dla otworów krzywoliniowych, zbadano również rozkład naprężeń na brzegu
otworu eliptycznego. W pracach J. N. NIEMISZA [126—128] za pomocą powyższej metody
zbadano rozkład naprężeń dla otworów eliptycznych, kwadratowych z zaokrąglonymi
narożami, a także otworów innych kształtów przy różnego rodzaju obciążeniach; rozpa-
trzono wpływ sztywności pierścieni wzmacniających i określono rolę naprężeń momento-
wych. W pracach tych wyjaśniono zagadnienie maksymalnego wpływu naprężeń momento-
wych na wielkość koncentracji naprężeń przy różnego rodzaju obciążeniach i różnych
promieniach zaokrąglenia naroży.

Zagadnienie określenia oporu ciał o nieopływowych kształtach, przy zlinearyzowanym
sformułowaniu, sprowadza się do rozwiązania równań Naviera—Stokesa zlinearyzowa-
nych według Oseena. W pracach E. W. BRUNIACKIEGO [5] i [6] metoda perturbacji kształtu
brzegu w postaci [27] i [131] została zastosowana do badania oporu walców o krzywolinio-
wym konturze przekroju poprzecznego. Rozpatrzono, przy różnych kątach natarcia, walce
eliptyczne, jak również walce o przekroju w postaci kwadratu i trójkąta równobocznego
z zaokrąglonymi narożami. Otrzymano rozwiązania uwzględniające zerowe, pierwsze
i drugie przybliżenie i porównano je z danymi doświadczalnymi.

Obszerny program badań poświęcono dwuwymiarowym zagadnieniom fizycznie nie-
liniowego ciała, dla którego podstawowe zależności przyjęto w postaci Kauderera. Pierwszą
pracą poświęconą krzywoliniowym otworom była praca G. N. SAWINA, A. N. GUZIA
i I. A. CURPAŁA [132], w której zaproponowano metodę rozwiązywania płaskich, fizycznie
nieliniowych zagadnień teorii sprężystości dla nieskończonej płaszczyzny osłabionej przez
krzywoliniowy otwór. Została tu w sposób istotny wykorzystana metoda perturbacji
kształtu granicy w postaci [27] i [131]. W tej samej pracy zbadano rozkład naprężeń w po-
bliżu otworu eliptycznego przy wszechstronnym rozciąganiu. Wypadek kwadratowego
otworu z zaokrąglonymi narożami rozpatrzony jest w pracy I. A. CURPAŁA [139]. Szereg
zagadnień dotyczących krzywoliniowych otworów, tak swobodnych jak i wzmocnionych,
przy różnego rodzaju obciążeniach zbadano w pracach I. A. CURPAŁA [140, 144, 145, 147].
Analogiczne zagadnienia dotyczące koncentracji naprężeń termicznych w fizycznie nie-
liniowej płycie rozpatrzone były w pracy I. A. CURPAŁA [141], a w pracy I. A. CURPAŁA
i N. A. SZULGI [138] metoda ta została rozszerzona na przypadek wyznaczania koncentracji
naprężeń w pobliżu otworów krzywoliniowych w powłokach, przy fizycznie nieliniowym
prawie sprężystości.

W pracach N. A. SZULGI [154—156] rozpatrzone było wyznaczanie stanu naprężenia
w pobliżu otworu eliptycznego oraz kwadratowego i trójkątnego z zaokrąglonymi narożami,
przy zginaniu cienkiej, fizycznie nieliniowej płyty sprężystej.

We wszystkich tych pracach otrzymano liczne wyniki liczbowe ilustrujące wpływ fizycz-
nej nieliniowości materiału na wartość współczynnika koncentracji naprężeń. Przegląd
tych wyników zawarty jest w pracy G. N. SAWINA, A. N. GUZIA i I. A. CURPAŁA [136].
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Dla przypadku podstawowych zależności innych niż sformułowane przez Kauderera,
koncentracja naprężeń w pobliżu otworów krzywoliniowych w płycie rozpatrzona została
w pracach I. A. CURPAŁA [142] i [146].

2. Obszary wielospójne

Przy badaniu wielu zagadnień dla obszarów wielospójnych o kołowych, krzywolinio-
wych brzegach, wskutek występowania w rozwiązaniu ogólnym funkcji spełniających rów-
nanie Helmholtza komplikuje się znacznie proces wyznaczania rozwiązania. W tym przy-
padku, już nawet we współrzędnych dwubiegunowych, zmienne nie dają się rozdzielić.
Dla rozwiązywania takich zagadnień zaproponowano metodę będącą kombinacją metody
perturbacji kształtu granicy w postaci [27, 131] i metody Schwarza. Rozwiązanie przyjmuje
się w postaci sumy rozwiązań zupełnych dla odpowiednich wewnętrznych i zewnętrznych
obszarów w biegunowym układzie współrzędnych. W charakterze małego parametru
wybiera się największy z parametrów charakteryzujących odchylenie kształtu każdego z ob-
szarów jednospójnych od kształtu kołowego. Stosuje się metodykę opracowaną w pracy
[131] w wyniku czego, w każdym z przybliżeń, otrzymuje się zagadnienie brzegowe dla
obszaru o odpowiednim stopniu spójności, jednakże ograniczonego już teraz okręgami.
Takie podejście zostało urzeczywistnione w pracy G. N. SAWINA i A. N. GuziA [134] oraz
w pracy A. N. GUZIA [49], gdzie skonstruowane zostały operatory dla zerowego, pierwszego
i drugiego przybliżenia przy dowolnych kształtach granicy bez załomów.

Przy rozwiązywaniu zagadnień dla obszarów wielospójnych ograniczonych okręgami
stosuje się rozkłady funkcji harmonicznych od jednego bieguna do drugiego [134] i wy-
korzystuje się wnioski wynikające z twierdzenia o dodawaniu dla funkcji walcowych.
Wnioski te, dla zagadnienia zewnętrznego i zagadnienia wewnętrznego, przytoczone były
w pracy A. N. GUZIA [44], Wykorzystuje się zamianę nieznanych stałych i przy określonej
gładkości prawych stron warunków granicznych udaje się wykazać, że w przypadku
obszaru o skończonej spójności otrzymane nieskończone układy mają wyznacznik typu
normalnego, co uzasadnia możliwość zastosowania metod przybliżonych. Jeżeli odpo-
wiednie zagadnienie brzegowe posiada jednoznaczne rozwiązanie, to okazuje się, że odpo-
wiedni nieskończony układ równań algebraicznych ma jednoznaczne zbieżne rozwiązanie.
Analogiczna metoda została niezależnie zaproponowana dla zagadnieii dyfrakcji fal elektro-
magnetycznych na walcach w przestrzeni nieskończonej w pracach J. A. IWANOWA (tylko
dla zagadnienia zewnętrznego)1 K

W pracy W. T, GOŁOWCZANA [25] rozwinięta została, oparta na zastosowaniu związków
Lommela, metoda badania układów nieskończonych dla zagadnień periodycznych.

Rozpatrzona powyżej metoda zastosowana była do szeregu zagadnień ośrodka mecha-
nicznie ciągłego dla obszarów wielospójnych o brzegach kołowych. Zatrzymamy się na
niektórych spośród nich.

W pracach A. N. GUZIA [35, 48] została zaproponowana metoda rozwiązywania za-
gadnień równowagi powłok walcowej i sferycznej osłabionych przez skończoną liczbę

') J. A. Iwanów, Difmkcja elektromagnitnych woln na dwuch tielach, Izd-wo „Nauka i Tiechnika",
Minsk 1968.
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otworów kołowych, a w pracach [38, 39, 48] wyniki te zostały uogólnione na przypadek
zagadnień okresowych i podwójnie okresowych. Badanie układów nieskończonych.. dla
powłoki sferycznej, tak w przypadku skończonej liczby otworów, jak i w przypadku zagad-
nienia okresowego, było przeprowadzone w pracach A. N. GUZIA [40], A. N. GUZIA
i K. I. SZNIERIENKO [52], i W. T. GOŁOWCZANA i K. I. SZNIERIENKO [21], rozwiązaniom

konkretnych zagadnień poświęcone są prace [41, 50, 153].

W pracy B. L. PIELECHA [129] metodę opisaną w pracach [134] i [48] zastosowano do
rozwiązania zagadnień zginania płyt dla obszarów wielospójnych w teorii płyt typu Timo-
szenki. Okazało się, że można tu przenieść wszystkie wyniki otrzymane dla powłok i dla
płaskiego zagadnienia momentowej teorii sprężystości.

Praca A. N. GUZIA i S. F. SZYSZKANOWEJ [53] poświęcona jest badaniu zagadnień
zginania płyt na podłożu sprężystym, dla przypadku obszarów wielospójnych ograniczo-
nych za pomocą okręgów. W przypadku określonej gładkości prawych członów warunków
brzegowych, udało się udowodnić quasi-regularność nieskończonych układów i jednozna-
czność rozwiązań.

G. N. SAWIN i A. N. Guź [134, 135] zaproponowali metodę rozwiązywania płaskich
zagadnień momentowej teorii sprężystości dla obszarów wielospójnych, ograniczonych
przez gładkie brzegi bez załomów. W pracach tych podano operatory dla zerowego,
pierwszego i drugiego przybliżenia dla dowolnych otworów, jak również podstawowe nie-
równości służące do badania nieskończonych układów dla obszaru o dowolnej spójności.
W charakterze przykładu rozpatrzono rozwiązanie zagadnienia dla nieskończonej płasz-
czyzny osłabionej przez dwa jednakowe kołowe otwory. Materiał zawarty w pracach
[134, 135] stanowi podstawę rozwiązań obszernej klasy zagadnień odnoszących się do wy-
jaśnienia wpływu asymetrii tensora naprężenia na koncentrację naprężeń w obszarach
wielospójnych.

W pracach A. N. GUZIA i I. A. CURPAŁA [55, 56] rozpatrywaną metodę uogólniono na
rozwiązania płaskich, fizycznie nieliniowych problemów teorii sprężystości dla obszarów
wielospójnych, ograniczonych za pomocą okręgów (korzystając z podstawowych związ-
ków w postaci Kauderera.) Dla znalezienia rozwiązań szczególnych, prawe strony rozkła-
dano w szeregi zbieżne w kole, którego promień równy był odległości od środka najbliż-
szego otworu. Rozpatrzono przykład liczbowy dla nieskończonej płyty osłabionej przez
dwa otwory kołowe i określono wpływ nieliniowości materiału.

W szeregu prac metoda rozwinięta w pracach [134, 48] stosowana była do badania
zjawisk dynamicznych w układzie składającym się z pewnej liczby niekoncentrycznych
powłok walcowych z przepływającą pomiędzy nimi cieczą ściśliwą i nieściśliwą. Skonstato-
wano szereg zjawisk powstających na skutek wzajemnego oddziaływania pomiędzy powło-
kami. Do tego cyklu należy zaliczyć prace W. N. BUJWOŁA i W. T. NOWACKIEGO [8],
W. N. BUJWOLA i A. N. GUZIA [10—13].

W pracach W. T. GOŁOWCZANA [22—26], W. T. GOŁOWCZANA i A. N. GUZIA [20, 54]
i A. N. GUZIA [42, 44] zbadano płaskie dynamiczne zagadnienia teorii sprężystości dla
skończonego i nieskończonego obszaru o skończonej spójności, oraz zagadnienia okresowe
i podwójnie okresowe, przy czym te ostatnie rozpatrywano również i dla ciała lepkosprężys-
tego. W pracach tych przeanalizowano układy nieskończone, oceniono rząd niewiadomych
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i rozpatrzono konkretne zadania. Skonstatowano szereg ciekawych zjawisk charakterys-
tycznych dla dynamiki i zbudowano krzywe rezonansowe.

3. Wykorzystanie teorii funkcji zmiennej zespolonej
dla izotropowych ciał wielospójnych

W pierwszych dwu rozdziałach rozpatrywano metody pozwalające na skuteczne poko-
nywanie trudności powstających przy badaniu stanu naprężeń ośrodków w tych przypad-
kach, gdy zmienne nie dają się rozdzielić w sposób naturalny. Przy rozwiązywaniu wspom-
nianych zagadnień stosowano zmienne rzeczywiste.

Przy korzystaniu w szeregu zagadnień ze zmiennych zespolonych dają się zaobserwować
analogiczne zjawiska. Podczas gdy dla jednospójnych płaskich ciał izotropowych, ograni-
czonych gładkimi brzegami, w warunkach brzegowych zawsze możliwe jest rozdzielenie
zmiennych w sposób naturalny, to dla ciał wielospójnych takie rozdzielenie nie daje się
przeprowadzić.

Należy zauważyć, że autorzy przeglądu podchodzą w sposób jednolity do rozwiązania
zagadnień dla ciał wielospójnych przy zastosowaniu tak zmiennych zespolonych, jak
i rzeczywistych. Ogólność tego podejścia polega na zbudowaniu metod przewidujących,
przy rozpatrywaniu ciał wielospójnych, branie za podstawę kolejno jednego z brzegów
obszaru, uwzględniając przy tym wpływ sąsiednich brzegów na stan naprężenia ośrodka.
Wpływ ten uwzględnia się poprzez rozkład poszukiwanych funkcji w szeregi zbieżne na
danym brzegu. Szeregi te buduje się w różny sposób w zależności od badanego zagadnienia.
Podejście takie pozwala na sprowadzenie zagadnienia do rozwiązania nieskończonego
układu algebraicznego, który, jak się okazuje, jest quasi-regularny przy dowolnym zbliżeniu
brzegów ciała wielospójnego.

Ten ostatni fakt pozwala na otrzymanie metodą redukcji rozwiązania nieskończonego
układu algebraicznego w dowolnym przybliżeniu.

Metoda ta przy wykorzystaniu zmiennych zespolonych dla izotropowych i anizotro-
powych ciał wielospójnych opracowana została w szeregu prac A. S. KOSMODAMIANSKIEGO.

Należy zauważyć, że częstokroć celowe jest otrzymanie od razu obciętego, skończonego
układu algebraicznego bez uprzedniego wyznaczania układu nieskończonego. Pozwala to
w sposób najprostszy i dostatecznie dokładny na przeprowadzenie odpowiedniej analizy
stanu naprężeń badanego ciała.

Do najprostszych tego typu zagadnień należy zaliczyć skręcanie i zginanie siłą poprzecz-
ną prętów wielospójnych. Zagadnienia takie zostały zbadane przez A. S. KOSMODAMIANSKIE-
GO w pracach [66—68, 100].

Zauważmy, że przy skręcaniu i zginaniu prętów anizotropowych nie powstają żadne
nowe zasadnicze trudności, ponieważ wszystkie te zagadnienia sprowadzają się do całko-
wania przy różnych warunkach brzegowych równania harmonicznego z prawą stroną [69].

Badanie stanu naprężenia płaskich izotropowych ciał wielospójnych najprościej jest
przeprowadzić w przypadku granic kołowych. Takie rozwiązania zamieszczone są w pra-
cach [59, 70—80, 103, 104, 117].

Analogicznie konstruuje się rozwiązania zagadnień zginania wielospójnych izotropo-
wych cienkich płyt [60, 81—84].
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Dla wszystkich tych zagadnień efektywne wyniki otrzymuje się przez badanie rozkładu
poszczególnych funkcji w szeregi według małego parametru związanego z odległościami
pomiędzy brzegami otworów.

Przy rozważaniu ciał wielospójnych ograniczonych brzegami o kształcie eliptycznym,
pojawiają się istotne trudności w tych przypadkach, gdy odległości pomiędzy konturami
są małe. Tutaj rozkład w szereg według małego parametru staje się nieefektywny. W tych
przypadkach celowo jest przeprowadzać wspomniany rozkład według wielomianów Fabera.
Takie podejście opisane jest w pracach [4, 57, 58, 86].

Dla ciał izotropowych osłabionych przez krzywoliniowe otwory różne od eliptycznych
(kołowych), otrzymanie nieskończonego układu algebraicznego nie przedstawia istotnych
trudności [87]. Jednakże efekty wność otrzymywania wyników liczbowych zmniejsza się w spo-
sób istotny, co szczególnie daje się zauważyć dla otworów położonych blisko siebie.
Powstałe trudności można zredukować przez zastosowanie metod przybliżonych opraco-
wanych w pracach A. S. KOSMODAMIANSKIEGO, J. W. MYSOWSKIEGO i R. M. MYSOWSKIEJ
[88—91, 109].

Należy zauważyć, że płaskie zagadnienia dla płyt z otworem o wolnych brzegach
i z otworami o brzegach wzmacnianych za pomocą doskonale sztywnych pierścieni dobrze
jest rozwiązywać jednocześnie, ponieważ w toku rozwiązania daje się zauważyć różnica
jedynie w pewnych stałych.

Fizycznie nieliniowe zagadnienia teorii sprężystości dla ciał wielospójnych z zastoso-
waniem zmiennych zespolonych rozpatrzone były przez A. S. KOSMODAMIANSKIEGO
i I. A. CURPAŁA w pracach [92, 110].

4; Zastosowanie teorii funkcji zmiennych zespolonych dla ośrodków anizotropowyeh

Dla anizotropowych ciał płaskich zmienne rozdzielają się jedynie w tym przypadku,
gdy w obszarze jednospójnym brzeg da się przedstawić za pomocą równania drugiego
stopnia (brzeg eliptyczny lub paraboliczny).

Dla przypadku, gdy ciało osłabione jest przez otwór krzywoliniowy różny od eliptycz-
nego (kołowego), A. S. KOSMODAMIANSKIJ opracował przybliżoną metodę pozwalającą na
wyrażenie jednych zmiennych przez drugie [93]. Mamy tu do czynienia z jednym z warian-
tów metody perturbacji kształtu granicy. Metoda ta ma tę cechę wspólną z metodą opisaną
w rozdziale 1, że obie one spełniają warunki brzegowe z pewnym błędem, który można
kontrolować w toku rozwiązania utrzymując go w granicach dowolnego przybliżenia.

Dla wielospójnych ciał anizotropowych nie udaje się rozdzielić zmiennych dla żadnego
przypadku. Jednakże, jeżeli ciało anizotropowe ograniczone jest przez brzegi eliptyczne,
można zawsze zastosować te metody, które zostały opracowane dla ciał izotropowych.

Badanie stanu naprężenia płyty anizotropowej osłabionej różną ilością otworów elip-
tycznych przeprowadzone było w pracach A. S. KOSMODAMIANSKIEGO i W. W. MIEGLINS-
KIEGO [94—98, 108].

Bardziej skomplikowane przypadki otworów wzmocnionych za pomocą sprężystych
pierścieni bądź wkładek rozpatrzył W. A. SZWIECOW [148—151].
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Zginanie skończonych płyt anizotropowych osłabionych otworami eliptycznymi zbadali
W. W. MIENGLINSKI i G. M. IWANÓW [61, 122—125].

Zagadnienia stanu naprężenia półpłaszczyzny anizotropowej osłabionej eliptycznym
otworem zostały rozwiązane w pracach S. A. KAŁOJEROWA i A. S. KOSMODAMIANSKIEGO
[65, 99]. Przy rozwiązaniu tych zagadnień warunki brzegowe na prostoliniowym brzegu są
spełnione ściśle, a spełnienie warunków brzegowych na brzegu otworu prowadzi do nie-
skończonego układu algebraicznego, który pozostaje quasi-regularny przy dowolnym zbli-
żeniu otworu do brzegu prostoliniowego.

Przypadek, gdy do otworu wklejona jest wkładka sprężysta, .a także gdy półpłaszczyzna
osłabiona jest wieloma otworami eliptycznymi, zbadany został przez S. A. KAŁOJEROWA
[62—64].

Jeżeli anizotropia ośrodka jest silna, to, jak pokazał A. S. KOSMODAMIANSKIJ [101],
zagadnienie jego stanu naprężenia sprowadza się do szeregu zagadnień brzegowych dla
równań harmonicznych z prawymi stronami. Podejście takie znacznie upraszcza rozwią-
zania, zwłaszcza przy wykorzystaniu elektronicznych maszyn cyfrowych. Dla wielospójnej
płyty osłabionej przez szereg otworów nieeliptycznych (niekołowych) celowe jest wykorzys-
tanie jednocześnie obydwu metod: metody perturbacji kształtu granicy i metody konstruo-
wania nieskończonych układów algebraicznych przez wykorzystanie rozkładu poszuki-
wanych funkcji w szeregi wielomianów Fabera kolejno na każdym brzegu [102]. Analo-
giczne połączenie obu metod przy wykorzystaniu zmiennych rzeczywistych opisane było
w rozdziale 2 przy rozpatrywaniu ciał izotropowych z krzywoliniowymi otworami.

5. Zagadnienia stanu naprężenia płyt izotropowych z otworami w ujęciu przestrzennym

Badanie przestrzennego stanu naprężenia płyt z otworami prowadzi często do rozwa-
żania tych samych zagadnień, które rozpatrzone zostały w pierwszych czterech rozdziałach.

Jak ustalił A. I. ŁURIE [121], zagadnienie przestrzennego stanu naprężenia płyty izotro-
powej może być sprowadzone do wyznaczenia funkcji biharmonicznej i przeliczalnej ilości
funkcji metaharmonicznych. Przy tym w równaniach metaharmonicznych występuje mały
parametr przy najwyższej pochodnej. Metoda całkowania takich równań w naturalnym
układzie współrzędnych została zaproponowana w pracy M. I. WISZYKA i Ł. A. Lu-
STERNIKA [15].

Przy rozwiązywaniu wspomnianych zagadnień powstaje problem rozdzielenia warun-
ków brzegowych, danych w naprężeniach lub przemieszczeniach dla każdego biharmo-
nicznego i metaharmonicznego równania. Jedna z metod prowadzących do podobnego
rozdzielenia warunków brzegowych zrealizowana została w pracach I. I. WOROWICZA,
O. K. AKSENTIANA i O. S. MAŁKINY [1—3, 16, 17]. Wykorzystano w tym celu zasady wa-
riacyjne i rozkład wszystkich funkcji w szeregi według małego parametru, który zależał
od grubości płyty. Autorzy przeprowadzili przy tym szczegółowe badania stanu naprę-
żenia płyty osłabionej przez otwór kołowy.

Inne podejście prowadzące do rozdzielenia warunków brzegowych zaproponowane
zostało przez A. S. KOSMODAMIANSKIEGO, W. N. ŁOŻKINA i J. W. MYSOWSKIEGO w pracach
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[105—107]. Rozdzielenie realizowano przy wykorzystaniu podstawowych idei metody
Bubnowa—Galerkina.

Taka droga pozwala na sprowadzenie zagadnienia przestrzennego do rozwiązania
szeregu równań biharmonicznych przy coraz bardziej komplikujących się warunkach
brzegowych, jak również do rozwiązania pewnego układu nieskończonego, którego macierz
nie zależy od geometrii płyty, ani też od jej stałych sprężystych. Dzięki temu można macierz
tę odwrócić i następnie w sposób elementarny otrzymywać rozwiązania zależne od prawych
stron układu nieskończonego.

Przy całkowaniu równań biharmonicznych A. S. KOSMODAMIANSKIJ, W. N. ŁOŻKIN,
i J. W. MYSOWSKIJ ustalili związek pomiędzy naturalnymi i zespolonymi zmiennymi.
Pozwoliło to na wykorzystanie silnego aparatu teorii funkcji zmiennej zespolonej przy
rozpatrywaniu p'yty osłabionej przez otwory krzywoliniowe.

Efektywne badanie wielospójnych płyt w ujęciu przestrzennym stało się możliwe po
ustaleniu przez autorów faktu, że wzajemny wpływ otworów na stan naprężenia płyty
w pobliżu każdego z nich realizuje się wyłącznie za pośrednictwem biharmonicznej części
rozwiązania, jeżeli tylko odległość pomiędzy otworami przewyższa grubość płyty.

Obecnie A. S. KOSMODAMIANSKIJ i W. A. SZAŁDYRWAN są w trakcie opracowywania
metody przewidującej jednoczesne wykorzystanie zarówno zmiennych zespolonych jak
i rzeczywistych. Oczekuje się, że metoda ta pozwoli na uwolnienie się od ograniczeń odnośnie
odległości pomiędzy otworami w tych przypadkach, gdy otwory osłabiające płytę są kołowe,
lub mało się różnią od kołowych.

Przy konstruowaniu rozwiązań zagadnień przestrzennych dla płyt wygodnie jest, jak
pokazał to A. I. ŁURIE [121], rozpatrywać oddzielnie zginanie płyty i symetryczne obcią-
żanie płyty w stosunku do jej płaszczyzny środkowej.

Szczegółowe badania stanu naprężenia płyty z eliptycznymi i innymi krzywoliniowymi
otworami przy jej zginaniu przeprowadził W. N. ŁOŻKIN [118—120]. Siły zginające przed-
stawione były w postaci rozkładu potęgowego po grubości płyty. Wyjaśniono, że wyniki
technicznej teorii zginania płyt opartej na wykorzystaniu hipotez Kirchhoffa prowadzą
do istotnych błędów przy zwiększaniu grubości płyty, jak również zwiększaniu krzywizny
brzegu otworu w płycie na jego krawędziach.

Jeżeli siły, przyłożone do brzegu otworu, zmieniają się po grubości płyty w sposób
silnie różniący się od liniowego, błąd teorii technicznej staje się istotny nawet dla bardzo
cienkich płyt.

Analogiczne prawidłowości wykryte były przez J. W. MYSOWSKIEGO dla zagadnień
symetrycznego obciążania płyty osłabionej otworem krzywoliniowym.

Obliczenia numeryczne dla płyt osłabionych przez dwa i nieskończony rząd otworów
kołowych przeprowadzone były w pracach [105—107]. .

Stwierdzono, że w miarę zbliżania się otworów poprawki do wyników teorii technicznej
stają się coraz istotniejsze.

Podsumowując przegląd autorzy uważają za swój obowiązek zwrócenie tiwagi czytel-
ników na fakt, że niekiedy można za pomocą stosunkowo prostych metod (w porównaniu
choćby z metodą równań całkowych) otrzymać rozwiązania skomplikowanych problemów
dla obszarów niekanonicznych. • •
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MECHANIKA
TEORETYCZNA
1 STOSOWANA

1,8(1970)

MODELOWANIE PŁASKICH SPRĘŻYSTOPLASTYCZNYCH ZAGADNIEŃ
METODĄ FOTOPLASTYCZNOŚCI

ANDRZEJ L I T E W K A (POZNAŃ)

1. Wstęp

W ostatnim czasie dużo uwagi poświęca się zarówno teoretycznej, jak i doświadczalnej
analizie sprężystoplastycznych stanów naprężenia. Teoretyczna analiza takich zagadnień,
z uwagi na złożoność problemu, dotyczy na ogół tylko materiałów idealnie plastycznych.
Rozwiązania teoretyczne z praktycznego punktu widzenia mają więc ograniczoną przy-
datność, gdyż wykresy rozciągania dla większości materiałów konstrukcyjnych odbiegają
od wykresu rozciągania materiału idealnie plastycznego. Wyznaczenie na drodze teoretycz-
nej stanu naprężenia i odkształcenia w ciałach o dowolnym wykresie rozciągania, aproksy-
mowanym za pomocą pewnych funkcji, napotyka szereg trudności. Istniejące rozwią-
zania teoretyczne podane przez NEUBERA [8] i PANFEROWA [9] wymagają przeprowadzenia
pracochłonnych obliczeń oraz są rozwiązaniami przybliżonymi.

Z tego względu dużego znaczenia nabierają w analizie sprężystoplastycznych stanów
naprężenia metody doświadczalne, a szczególnie metoda fotoplastyczności. W niniejszej
pracy, na przykładzie osiowo rozciąganego pręta z obustronnymi półkolistymi wycięciami,
omówiono zastosowanie metody fotoplastyczności do modelowania płaskich sprężysto-
plastycznych stanów naprężenia.

2. Warunki podobieństwa modelowego

Przy przenoszeniu wyników badań modelowych na prototyp wykonany z innego ma-
teriału aniżeli model konieczne jest spełnienie warunków podobieństwa modelowego.
W przypadku płaskiego sprężystego stanu naprężenia zachodzi na ogół konieczność
spełnienia tylko dwóch warunków, a mianowicie warunku podobieństwa geometrycznego
oraz podobieństwa obciążenia. Problem modelowania płaskich zagadnień sprężysto-
plastycznych przy zastosowaniu metody fotoplastyczności jest bardziej złożony. Poza
wyżej wymienionymi warunkami, które dotyczą kształtu modeli oraz sposobu ich obcią-
żenia muszą być spełnione jeszcze warunki dotyczące własności użytego do badań materiału
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modelowego. Warunki te zostały podane przez FROCHTA i THOMSONA [1]. Przedstawiają
się one następująco:

a) krzywe rozciągania materiału modelowego oraz materiału, z którego wykonany jest
prototyp muszą być podobne,

b) współczynniki Poissona w obszarze plastycznym dla obu materiałów muszą być
równe lub zbliżone,

c) zachowanie obu materiałów w obszarze plastycznym powinno być opisywane tym
samym warunkiem uplastycznienia.

Spośród materiałów konstrukcyjnych, które wykazują własności plastyczne, największe
znaczenie mają stal oraz aluminium. Ażeby istniała możliwość modelowania sprężysto-
plastycznych stanów naprężenia dla elementów konstrukcyjnych wykonanych z tych ma-
teriałów konieczne jest w metodzie fotoplastyczności dobranie takiego materiału modelo-
wego, którego właściwości odpowiadałyby postawionym powyżej wymaganiom. Badania
przeprowadzone przez MÓNCHA i JIRĘ [2] oraz FROCHTA i THOMSONA [1] wykazały, że wy-
magania te najlepiej spełnia celuloid. Jednakże przedstawione powyżej warunki podobień-
stwa modelowego w stosunku do celuloidu oraz metali spełnione są tylko w przybliżeniu.
W związku z tym należy oczekiwać pewnych błędów przy przenoszeniu na prototyp wy-
ników badań przeprowadzonych metodą fotoplastyczności.

Pierwszą próbę oszacowania błędów popełnianych przy przenoszeniu na prototyp
wyników uzyskanych metodą fotoplastyczności przeprowadzili MÓNCH i LORECK W pra-
cy [3]. Wnioski wynikające z ich badań nie są jednak pełne, gdyż dotyczą tylko naprężeń
występujących na nieobciążonych krawędziach modelu. Wynikało to stąd, że zastosowana
przez nich metoda fotoplastyczności umożliwiała wyznaczenie naprężeń jedynie na swo-
bodnych krawędziach modelu.

W niniejszej pracy podjęto próbę oszacowania błędów popełnianych przy przenoszeniu
na prototyp wartości naprężeń w punktach leżących nie tylko na krawędziach, lecz również
wewnątrz konturu modelu. Posłużono się w tym celu metodą fotoplastyczności przed-
stawioną w pracy [4] oraz wynikami badań omówionymi przez KOPYTOWA [5].

3. Określenie błędów modelowania

3.1. Wyznaczenie naprężeń w modelu. Badania rozkładu naprężeń w modelu przeprowadzono
na przykładzie pręta osiowo rozciąganego z obustronnymi półkolistymi wycięciami. Jak
już wspomniano, do obliczenia naprężeń zastosowano metodę fotoplastyczności omówioną
w pracy [4], Metoda ta polega na wyznaczeniu w trakcie badań czterech wielkości: rzędów
izochrom m.\ i m2 dla dwóch monochromatycznych źródeł światła o długości fali, odpowied-
nio źli i X2, dyspersji dwójłomności D oraz parametru izoklin 0. Trzy pierwsze wielkości
służą do obliczenia różnicy i sumy naprężeń głównych z zależności

gdzie cr0 — granica plastyczności, cp{m), /(D) — funkcje, których kształt wyznacza się
doświadczalnie przy użyciu próbek osiowo rozciąganych.
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Brakujący do pełnego wyznaczenia stanu naprężenia kąt nachylenia kierunków głównych
określony jest w całym modelu poprzez obraz izoklin. Granicę pomiędzy obszarem sprę-
żystym a plastycznym można wyznaczyć w oparciu o zdjęcia izochrom wykonane dla
dwóch monochromatycznych źródeł światła jako miejsce geometryczne punktów zerowej
dyspersji dwójłomności.

Do badań użyto modeli celuloidowych o następujących wymiarach: długość całkowita
260 mm, długość pomiędzy uchwytami 150 mm, szerokość 60 mm, grubość 3 mm, promień

Rys. 1. Izochromy na ciemnym i jasnym tle w pręcie rozciąganym z obustronnymi półkolistymi wycięciami
(osr/oo = t>04): a) światło żółte, b) światło niebieskie

wycięć 15 mm, minimalna szerokość b = 30 mm. Badania przeprowadzono dla dwóch
przypadków obciążenia, przy których stosunek naprężenia średniego w minimalnym prze-
kroju ffśl. do naprężenia odpowiadającego granicy plastyczności wynosił o§r/a0 = 1,04
i 1,22. Zdjęcia izochrom otrzymane przy żółtym i niebieskim świetle monochromatycznym
przedstawione zostały na rys. 1 i 2. Na zdjęciach tych przerywanymi liniami zaznaczono
zasięg strefy uplastycznionej. Porównanie rozmiarów obszarów uplastycznionych dla
•Woo — 1=04 i 1,22 przedstawiono na rys. 3. Dodatkowo naniesiono również na tym
rysunku granicę obszaru plastyczności dla obciążenia wyrażonego stosunkiem ffśr/^o = 1,34,
otrzymaną przez MÓNCHA i LORECKA [3].



Rys. 2. Izochromy na ciemnym i jasnym tle w pręcie rozciąganym z obustronnymi półkolistymi wycięciami
(<r£/<r0 = 1,22) f a) światło żółte, b) światło niebieskie

Ui,

Rys. 3. Wpływ obciążenia na kształtowanie się obszarów plastycznych w osiowo rozciąganym pręcie
z obustronnymi półkolistymi wycięciami

[22]



aśr/s0H,04

0,51 -0,4 -0,3 -0,2 -0,-) 0

o - o - metoda proponowana przez autora
—I—i— metoda Frochta

metoda optycznie czułej warstwy powierzchniowej^

0,8

V&C ^ #

-o—o- metoda proponowana przez autora [4]

- + - + - metoda Frochta
metoda optycznie czułej warstwy powierzchniowej

Rys. 4. Wykresy naprężeń w przekrojach pręta osiowo rozciąganego z obustronnymi półkolistymi wycię-
ciami przy obciążeniu: a) a&rfao — 1,04; b) <rśr/<70 = 1>22

[23]
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Posługując się metodą zaproponowaną w pracy [4] wyznaczono naprężenia w charak-
terystycznych przekrojach modelu. W przypadku Gir/<r0 = 1,04 wyznaczono naprężenia
tylko w przekroju najbardziej osłabionym, natomiast w przypadku o^/oo = 1,22 wyzna-
czonojeszcze dodatkowo wartości naprężeń w przekroju równoległym do przekroju mini-
malnego i oddalonym od niego o 0,1 J. Obydwa przekroje przy OŚVI<7Q = 1,22 leżały cał-
kowicie w obszarze plastycznym. Dla porównania obliczono w tych samych przekrojach
modeli naprężenia posługując się metodą Frochta. Otrzymane obu metodami bezwymia-
rowe wykresy naprężeń wyrażonych stosunkiem aja0, przedstawiono na rys. 4. Na tym
samym rysunku naniesiono również rozkłady naprężeń dla modeli aluminiowych wyzna-
czone przez KOPYTOWA [5].

3.2. Podobieństwo modeli celuloidowych i aluminiowych. KOPYTOW przeprowadził swe badania
metodą optycznie czułej warstwy powierzchniowej posługując się modelami o następują-
cych wymiarach: długość 350 mm, szerokość 80 mm, grubość 2,4 mm, promień wycięć
20 mm, minimalny przekrój 40 mm. Modele te wykonane były z aluminium D16AT.
Naprężenia w modelach wyznaczył on dla pięciu wartości siły rozciągającej, dla których
stosunek aiTjaa wynosił: 0,744, 0,931, 1,023, 1,210 i 1,340. Wartości c-śr/<Trt = ],023 i 1,210

Celuloid przy temp. 22°C i mig. wzgl. 50%
Aluminium D1BAT

2 4 6-

Rys. 5. Wykresy lozciągania dla aluminium D16AT oraz dla celuloidu

były więc bardzo zbliżone do odpowiednich wartości jakie przyjęto w badaniach opisanych
w niniejszym artykule. Na tej podstawie można uważać, że spełniony jest warunek podo-
bieństwa geometrycznego oraz warunek podobieństwa obciążenia. Ażeby istniała możli-
wość porównania wartości naprężeń wyznaczonych w obu badaniach muszą być jeszcze
spełnione pozostałe warunki omówione w rozdziale 2.

Porównanie kształtu bezwymiarowych krzywych rozciągania celuloidu oraz aluminium
D16AT przeprowadzone zostało na rys. 5. Wykresy tych krzywych sporządzono przez od-
niesienie na osiach współrzędnych wielkości bezwymiarowych określonych stosunkami
c;/oV) i e/eo zamiast a i s.

Jak wynika z rys. 5 wykresy rozciągania dla celuloidu i aluminium wykazują dość duże
podobieństwo, w związku z czym można przyjąć, że pierwszy z wymienionych w rozdziale 2
warunków podobieństwa jest spełniony. Z badań przedstawionych przez FROCHTA i THOM-
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SONA w pracy [1] wynika, że spełniony jest również warunek równości współczynników
Poissona w obszarze plastycznym. Do podobnych wyników, w przypadku innego materiału
modelowego, mianowicie polistyrolu, doszedł w swych badaniach HILTSCHER [6]. Jak
już wspomniano w rozdziale 2 spełniony jest także warunek odnośnie kryterium uplastycz-
nienia materiału modelowego. Badania przeprowadzone przez HILTSCHERA [6], MÓNCHA
i JIRĘ [2] oraz NETREBKĘ [7] wykazały, że uplastycznienie takich tworzyw sztucznych, jak
celuloid i polistyrol, podobnie jak metali, przebiega zgodnie z warunkiem uplastycznienia
Hubera—Misesa—Hencky'ego.

W związku z tym, że spełnione są wszystkie wymagane warunki podobieństwa modelo-
wego istnieje możliwość porównania wyników badań uzyskanych w niniejszej pracy przy
zastosowaniu metody fotoplastyczności z wynikami przedstawionymi przez KOPYTOWA.

Z rys. 4 wynika, że największa rozbieżność pomiędzy wartością naprężenia otrzymaną
metodą fotoplastyczności dla modelu celuloidowego a wartością otrzymaną metodą optycz-
nie czułej warstwy powierzchniowej dla prototypu aluminiowego występuje w przypadku
naprężenia ay dla punktu xjb = 0 przy ffśr/cr0 = 1,22. Rozbieżność ta wynosi 13%, co nie
przekracza maksymalnego błędu metody, który, jak wynika z analizy błędów przeprowa-
dzonej w pracy [4], wynosi ±15%. Rozbieżności pomiędzy wartościami naprężeń w innych
punktach są znacznie mniejsze i wahają się w granicach średniego błędu popełnianego
przy obliczaniu naprężeń. Dla zastosowanej w niniejszej pracy metody obliczeniowej błąd
ten wynosi ± 8 % [4].

4. Wnioski

Porównanie wyników badań modelowych przeprowadzonych metodą fotoplastyczności
z wynikami uzyskanymi dla modeli aluminiowych przy zastosowaniu metody optycznie
czułej warstwy powierzchniowej umożliwiło wyciągnięcie następujących wniosków:

1. Spełnienie przedstawionych w rozdziale 2 warunków podobieństwa modelowego
umożliwia bezpośrednie przeniesienie na prototyp wyników badań przeprowadzonych
metodą fotoplastyczności.

2. Błędy popełnione przy przeniesieniu na prototyp wyników badań modelowych nie
przekraczają błędów obliczenia naprężeń metodą fotoplastyczności.

3. Średni błąd ostatecznych wyników, wynoszący ± 8 % , stanowi dla celów praktycz-
nych wystarczającą dokładność.

Na tej podstawie można przyjąć, że metoda fotoplastyczności może być przydatna do
modelowania płaskich spręży stopi astycznych stanów naprężenia.
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MOCKOB. Y H H B . , MaTeMaTHKâ  MexaHHKa, 2 (1967), 93—100.

6. R. HILTSCHER, Theorie imd Anwendung der Spanungsoptik im elastoplastischen Gebiet, Zeitschr. des
Verein. Deutsch. Ing., 2, 97, (1955), 49—58.

7. B. II. HETPEBKO, IIpoeepKa u ymouneitue OCHOBHUX 3aKonoe ijiomonjiacmumwcmu ąejiAyjiouda, BecTHHK
MOCKOB. YHHB., MaTeMaiHKa, MexaHHKfl̂  2 (1963), S3—59.

8. H. NEUBER, Theory of stress concentration for shear-strained prismatical bodies with arbitrary nonlinear
stress-strain low, Trans. ASME, J. Appl. Mech., 4, 28E (1961), 544—550.

9. B. M. IIAHIKEPOBJ KoHiiernnpaiiu.i nanpnotcenuii npu ynpyio-naacmimeciwx beijJopManunx, H3B. AH
CGGP3 OTH, 4, (1954), 47—66.

P e 3 io M e

MOflEJIHPOBAHHE nJIOCKHX YnpyrO-nJIACTH^ECKHX 3AflA^[ METOflOM
OOTOnjIACTH^IHOGTH

jvieTOfla (JiOTonnacTiraHocTH B MOflennpoBaHHH HJIOCKHX ynpyro-nnacTH^ecKHx
Ha npiaiepe OHHOOCHO pacrarHBaeMOK nojiocti c SBycTpoHHeft noJiyKpyrjioit BMTOHKOH.

pe3yjibTaTH cpaBHeHbi c pe3yjibTaTaMH noJiyyenHhiMH Ha ajiioMi-iHHeBbix MOflenax MeTOfloiw
<j)OToynpyrnx noKpbiTHH, wro flano BO3M0>KH0CTb npoBecTH oqeni<y norpeinnocTH npn nepeHeceHHH
Ha npoTOTun fleTann, imnpHweHHH onpefleneHHbix MeTOflOM

S u m m a r y

THE MODELING OF THE PLANE ELASTO-PLASTIC PROBLEMS
BY MEANS OF THE PHOTOPLASTIC METHOD

The tests of the tension bar with the symmetric semicircular notches were presented as the example
of the application of the photoplastic method for the modeling of the plane elasto-plastic problems. The
tests results were compared with the results obtained by means of the photo-elastic coating method for the
aluminium models. This made it possible to estimate the errors of the transition from model to prototype.

POLITECHNIKA POZNAŃSKA

Praca została złożona w Redakcji dnia 2 czerwca 1969 r.
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WYZNACZENIE POLA TEMPERATURY I POLA STRUMIENIA CIEPLNEGO
W PRZEGRODZIE WIELOWARSTWOWEJ

PRZY HARMONICZNIE ZMIENNYM PRZEPŁYWIE CIEPŁA

WŁADYSŁAW T O M C Z A K , ŁUCJA B U L Z A K - M R O Z O W S K A (WROCŁAW)

Ważniejsze oznaczenia

a współczynnik wyrównywania temperatury, [m2/s]

. ." funkcje Thomsona rzędu n

c ciepło właściwe, [J/kg grd]
j jednostka urojona

, ." funkcje Thomsona rzędu n
KSlnz

ą amplituda zespolona fali strumienia cieplnego, [W/m2]
q{r, x) chwilowa wartość strumienia cieplnego, [W/m2]

r współrzędna, [m] ,
t amplituda zespolona fali strumienia cieplnego, [°C]

t(r, r) chwilowa wartość fali temperatury, [°C]
A, B stałe całkowania

F powierzchnia, [m2]
M, N, P, Q patrz wzory (5) i (6) oraz tablica 2

R współrzędna powierzchni ograniczającej warstwę przegrody złożonej, [m]
V objętość, [m3]

W opór cieplny [m2 grd/W]
a współczynnik przejmowania ciepła, [W/m2 grd]
A współczynnik przewodzenia ciepła, [W/m grd]
Q gęstość, [kg/m3]
T czas, [s]
w częstotliwość kątowa, [1 /s]

Indeksy:
a dotyczy powierzchni napływu fali
b dotyczy powierzchni odpływu fali
k numer warstwy przegrody n-warstwowej

1. Wprowadzenie

Spośród wielu zagadnień związanych z nieustalonym przewodzeniem ciepła, analiza
przepływu fal temperatury i związanych z nimi fal strumienia cieplnego zasługuje na szcze-
gólną uwagę. Głównym powodem wyróżniającym ten problem spośród wielu innych jest
fakt, że dowolną funkcję okresową, a więc także i temperaturę zmieniającą się okresowo
w czasie możemy rozłożyć w szereg Fouriera, będący sumą harmonik o różnych ampli-
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tudach, fazach i częstotliwościach kątowych. Tak więc harmoniczne fale temperatury są
podstawowymi elementami, z których można zbudować funkcję wyznaczającą dowolną
okresową zmianę temperatury.

Rozwiązania tego typu dla półprzestrzeni znaleźć możną w pracy [6]. Znane są także
rozwiązania dla przegród wielowarstwowych płaskich, cylindrycznych i oporów, podające
związek pomiędzy amplitudami zespolonymi fal temperatury i strumienia cieplnego na
powierzchniach ograniczających te przegrody [1]. W pracy [7] przeprowadzono analizę
zagadnienia symetrii przepływu ciepła w płaskich przegrodach złożonych. Opracowanie [8}
poświęcone jest wyznaczeniu ustalonych pól temperatury i strumienia cieplnego w przegro-
dach złożonych z wewnętrznymi źródłami ciepła. Brak jest dotychczas opracowań uwzględ-
niających pojemności cieplne o zerowym oporze przewodzenia oraz wzorów wyznaczają-
cych chwilowe wartości temperatury i strumienia cieplnego w dowolnym r-tym punkcie
k-ttj warstwy przegrody /^-warstwowej. Niniejsza praca poświęcona jest rozwiązaniu
tych właśnie zagadnień.

2. Równanie dla przegrody wielowarstwowej

Rozwiązanie równania przewodzenia ciepła

dt(r,r) _ U-ldt{r,T) d2t2t(r,r)\
dr2 ]'

gdzie /? = 1 dla przegrody płaskiej, j? = 2 dla przegrody cylindrycznej i /? = 3 dla przegrody
sferycznej, przy założeniu harmonicznie zmiennej temperatury w otoczeniu (lub na po-
wierzchni r = R„) można przedstawić w postaci [1]

(2.2) t(r, T) = [AE(r) +BF(r)]exp iwr.

Po zastosowaniu do równaniu (2.2) prawa Fouriera

„ . , , s , St{r, T)
(2.3) q(r,r) = ~X ^

otrzymamy wzór określający wartość strumienia cieplnego

(2.4) q(r, t) = [i<Ą(r)+JĄ(r)]expion.
Funkcje E{r), F(r), Ex(r)t Fx(r) dla /9 = 1, 2, 3 podane są w tablicy 1. Symbole A i B ozna-
czają stałe całkowania.

Wyrażenia znajdujące się w nawiasach kwadratowych prawych stron równań (2.2)
i (2.4) określają odpowiednio amplitudy zespolone fali temperatury i fali strumienia
cieplnego. W dalszym ciągu operować będziemy amplitudami zespolonymi pomijając
człon expm>t wymuszający okresowość zjawiska [1].

Przyjmując w równaniach (2.3) i (2.4) r = RaA możemy wyznaczyć stałe A i B. Po
przeprowadzeniu przekształceń, amplitudy zespolone fali temperatury i fali strumienia
cieplnego na powierzchni napływu tych fal możemy wyrazić poprzez amplitudy zespolone
na powierzchni odpływu

(2.5) '«,i--Mi
(2.6) qa,i = Pit
Wielkości M, N, P i Q przedstawiono w tablicy 2. Wskaźnik « dotyczy powierzchni na-
pływu, a wskaźnik b — powierzchni odpływu fal.
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Tablica I. Funkcje równań (2.2) i (2.4)

Przegroda cylindryczna
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A

Przegroda sferyczna

^ = 3

— sh 1 r y — j

.. / ico , 1 .. / ico\ A1/ —ch r l / — sh

1/ —sh c l/ — chy a \ y a j r

Ra *Z Y < Rj,

f / Ico \
'"1/ —1



Tablica 2. Rzeczywiste i urojone części elementów macierzy różnego rodzaju warstw

1

ReM k

ImAA

l m N k

Przegroda płaska

2

chrfcosd

shrfsinrf

R

R

2ld
— ćhdsińd]

Przegroda cylindryczna

3

—^r [berzfl(kei, z6—kerj zt) +
]/2

+ber, Jb(kei zf l+ker za) +
— bei zo(keiI zj + kert z^) Ą-
— beij z{,(kei za—ker z0)]

—i— [berzo(kei1zj+kerIzfc) +
y 2

+ber, Z(,(keiza—kerza)-f-
+bei za(kei1 zb—ker, zj) -)-
+beijZi,(keizfl—kerzo)]

— berzakeiz6 —beizjkeizj

Rb
— [berzjkeiza+beiz(,kerza+

A

— berzokeizfc — beizflkerzfc]

Przegroda sferyczna

iS = 3

4

1
2JR&Z

H — ch/jcos/;

(chAsinA—shAcosA) +
2i?frz

 J

Ą sh/isinA

— (shAcosA + chAsinA)

(sh h cos h — ch h sin h)

Opór

—

5

1

0

W

0

Pojem-
ność

—

6

1

0

0

0



1

R e Ą

Re£>*

2

A

i?

—chć/sintf]

d[shdcosd+
R

ćhdcosd

/

3 ' •

kz\ [be^ z6 ker, z„ + ber, zo ker, zb +
+ bei, z„ kei, zb—bei, zt.kei, zo]

+6ei"i zofceri z;,—bei; zb kerlz^\

—T=^ [ber zj,(kei, zo—ker, za) +

+ber[ z„(kei zb+ker zb) +
—beizj(kei1za-)-kerIza) +
—bei, za(kei z6—ker z6)]

l~ [berzjfkeijZa+ker, za) +

+ ber, za(kei zb — ker z;,) +
+bei Zf,(kei, za—kexx za)+
+ bei,za(kei,zh—kerjZj,)] .

4

A
—-— (shftcos/z +ch/isin/;) +
7?6z

, Ra

+Az (ch/isin/; — shftcosA) +

——chhcosh
• A

—-—(chAsinń — sh«cosft) +

—Az—— (chAsinA + shAcos/0 +

KRb-Ra) . . . .
sh /; sin h

Rl

+ sh/icos/i)

— — shA sinA —- (ch/i sinA +

— sh/zcos/0

.-«-«!/£= « = ,/!

5

0

0

1

0

6

0

~Fa

0

J2 — grubość warstwy {Rb -Ra) ~~ grubość warstwy (-K& -J? a ) — grubość warstwy

a: Współczynniki w podanych w tablicy wzorach dotyczą warstwy k, ze względu na uproszczenie zapisu pominięto przy nich indeks k.
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Układ równań (2.5), (2.6) przedstawić można w postaci macierzowej, [1, 2, 5]:

K i l \Mt N{\\tbll](2-7) LhU JLJ-
Wartości Mu Nlt Pt, Qx dla /? = 1, 2, 3 przedstawiono w tablicy 2. Teorię funkcji Thomsona
występujących w kolumnie 3 tej tabeli znaleźć można w pracy [3].

\ \

5b,k-1-?a,k

Rys. 1. Przegroda ^-warstwowa

U-b,n

Jeżeli dana jest przegroda składająca się z n warstw, pomiędzy którymi nie ma oporu
cieplnego, czyli kiedy spełnione są związki (rys. 1):

(2.8) thkZteM

qb,k = q„,k

to zależność pomiędzy amplitudami fal temperatury i strumienia na powierzchniach ogra-
niczających tę przegrodę możemy przedstawić w postaci równania macierzowego

(2.9)

gdzie

(2.10)
M N

p Q

3. Macierzowe przedstawienie oporu

Jeżeli na styku dowolnej warstwy k i k-\-1 istnieje opór cieplny W, to będziemy mieli

a n a - 1 u t i

oraz

(3.2) qb,k = 1a,k+i.

Po przekształceniach układ równań (3.1), (3.2) można zapisać w postaci macierzowej

(3.3)
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Opór możemy zatem traktować jak warstwę, której pojemność cieplna równa jest zeru.
Współczynniki macierzy tej warstwy są liczbami rzeczywistymi. Typowym przykładem
takiej warstwy jest opór przy napływie fali temperatury na powierzchnię przegrody. Równy
on jest odwrotności współczynnika przejmowania ciepła. Elementy macierzy warstwy —
oporu przedstawione są w rubryce 5 tablicy 2.

4. Macierzowe przedstawienie pojemności cieplnej

Niech będzie dana warstwa zbudowana z materiału o nieskończenie małym oporze
przewodzenia ciepła. Przez powierzchnię F{ napływa na tę warstwę zmienny w czasie
strumień ciepła qx exp KOT powodując wzrost temperatury. Jednocześnie z powierzchni F2

odpływa strumień q2 exp/COT powodując jej obniżenie. Z pewnym przybliżeniem za taką
warstwę .uważać możemy warstwę płynu, którego zmiany temperatury są stosunkowo wolne
w czasie [6]. Bilans cieplny dla takiej warstwy przedstawiał się będzie następująco:

(4.1) JFJ qx exp iwi dz — F2 q2 exp imx dx = CQV dt (T) ,

gdzie Kjest pojemnością warstwy. Przyjmujemy, że zmiany temperatury otoczenia na gra-
nicy z powierzchnią Fx mają charakter harmoniczny. Harmoniczne będą także zmiany
temperatury w warstwie,

(4.2) " f(r) = ? explore.

Oznaczając przez t1 amplitudę zespoloną fali temperatury na powierzchni Fu a przez
t2 amplitudę na powierzchni F2) otrzymamy

(4.3) fj.fe-r.

Po zróżniczkowaniu zależności (4.2) względem czasu i uwzględnieniu jej w równaniu
(4.1) oraz po przeprowadzeniu działań otrzymamy

V F2

(4.4) qx = i t +

Układ równań (4.3), (4.4) można zapisać w postaci macierzowej

1 [t2

(4.5)
9:

1 0

V F2

Elementy macierzy dla warstwy — pojemności przedstawiono w kolumnie 6 tablicy 2.
W celu bliższego wyjaśnienia rozważań podanych w rozdziałach 3 i 4 posłużymy się

następującym przykładem.
Warstwa k (rys. 1) przegrody ^-warstwowej o pojemności V wypełniona jest płynem

o cieple właściwym ck i gęstości Qk. Współczynniki przejmowania ciepła na powierzchniach
.Fa.fc-i i Fb<k+1 wynoszą odpowiednio aa,k-i i ab,k+i-

Formalnie mamy tutaj do czynienia z połączeniem trzech warstw: oporem, pojemnością
cieplną i oporem. Przypisując oporom kolejne numery k—l oraz k+l możemy, po wyko-

3 Mechanika teoretyczna
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rzystaniu rozwiązań zawartych w rozdziale 3 i 4 napisać zależność pomiędzy amplitudami
na powierzchniach stałych przegrody, ograniczającej warstwę płynu

(4.6)
1 1

0 1

1

uack Qk •
Vk

Dla przegrody płaskiej mamy F2 =

warstwy.
F,

<łb,k + l

y
= Rk, gdzie Rk jest grubością A;-tej

k— i

5. Analiza wzorów z tablicy 2

Wzory dla przegrody cylindrycznej i sferycznej podane w kolumnach 3 i 4 tablicy 2
przechodzą dla Rb> Ra^> Rb—Ra we wzory dla przegrody płaskiej przedstawione w ko-
lumnie 2 tejże tablicy.

Tak więc, przegrodę płaską (kolumna 2) możemy traktować jako szczególny przypadek
przegród cylindrycznej i sferycznej. Ma on miejsce wtedy, kiedy mamy do czynienia z du-
żymi zmianami krzywizn. Z dobrą dokładnością możemy przyjąć, że ma to miejsce dla

la >

Przyjmując w zależnościach podanych w kolumnie 2, 3 i 4 CQ = 0, czyli a = Xjcq = co,
przy przejściu do granicy otrzymamy zależności uwidocznione w kolumnie 5. Jest to
zupełnie zrozumiałe, ponieważ założenie CQ = 0 oznacza, że pojemność cieplna przegrody
jest równa zeru, a więc mamy do czynienia tylko z oporem. Wreszcie przyjmując, że opór
cieplny jest równy zeru, czyli że X = co po wyznaczeniu granic z zależności przedstawionych
w kolumnach 2, 3, 4 otrzymamy związki dla pojemności przedstawione w kolumnie 6.

Opór i pojemność cieplna są zatem szczególnymi przypadkami warstw opisanych wzo-
rami w kolumnach 2, 3 i 4.

6. Wyznaczenie chwilowej wartości temperatury i strumienia cieplnego
W dowolnym punkcie przegrody wielowarstwowej

Związek pomiędzy amplitudami na wejściu i wyjściu w przegrodzie wielowarstwowej
określony jest równaniem (2.9). Może być to przegroda składająca się z oporów, pojem-
ności i warstw spełniających równanie Fouriera przewodzenia ciepła. Spośród czterech
amplitud zespolonych: ta,i, qa,i, tb<n i qti„ wystarczy znać dwie, żeby za pomocą wzoru
(2.9) wyznaczyć dwie pozostałe. Znajomość dwóch amplitud jest równoznaczna ze znajo-
mością dwóch warunków brzegowych, a wyznaczenie pozostałych amplitud za pomocą
zależności (2.9) uwzględnia wpływ własności materiału wszystkich warstw na ich wartości.
Możemy zatem przyjąć, że znamy wartości tbM qbi„.
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Wykorzystując to stwierdzenie wyznaczymy wzór określający amplitudy zespolone
fali temperatury i fali strumienia cieplnego w dowolnym punkcie &-tej warstwy przegrody
w-warstwowej.

Podzielmy umownie /c-tą warstwę na dwie warstwy zbudowane z tego samego ma-
teriału, ograniczone powierzchniami o współrzędnych i?w_j = 2?fl|W; Rhw = i?B i W + w oraz

Ra,k

Amplitudy zespolone na powierzchni Ra,k+w — RbiW = RaiS będą równe

(6.1)

gdzie
łv Nwl_TM(Ra,k+w) N(Ra,k+wW Mk+l Nk+1l VMn NĄ

Z zależności (6.1), po uwzględnieniu członu exp/cor wymuszającego okresowość zja-
wiska, wyznaczymy wzory określające chwilowe wartości fali temperatury i fali strumienia
cieplnego w dowolnym punkcie /c-tej warstwy przegrody rc-warstwowej:

(6.3) h(Rb,w,x) = [(•^w'6,n + -A'w?6,,i)]eXp/c0T,

(6.4) qk{Rb,™, 0 = [(Pwtb,„ + Qwqb,„)]e\picax.

Zazwyczaj znamy wartości amplitud na obu powierzchniach przegrody złożonej. Jest
to równoznaczne, w ujęciu macierzowym, ze znajomością warunków brzegowych pierwsze-
go lub trzeciego rodzaju.

Po wyznaczeniu z równania (2.9) wartości qbi„, wstawieniu jej do wzorów (6.3) i. (6.4)
i wykonaniu przekształceń otrzymamy związek określający amplitudy zespolone fali tem-
peratury i strumienia cieplnego w dowolnym punkcie k-tej warstwy przegrody «-warstwo-
wej, jako funkcje amplitud temperatury na powierzchniach ograniczających tę przegrodę,

(6.5) tk(RbiW, T) =

(6.6) qk(Rb:W, x) = r | p w - - ^ M b 6 > „ + - ^ - te,A exp/cor.

Znając amplitudy zespolone zawarte w nawiasach kwadratowych prawych stron równań
(6.5) i (6.6) bez trudu wyznaczymy amplitudy rzeczywiste oraz przesunięcia faz fali tempe-
ratury i strumienia cieplnego.

7. Wnioski

W niniejszej pracy przedstawiono metodę wyznaczania pola temperatury i pola stru-
mienia cieplnego w wielowarstwowych przegrodach płaskich, cylindrycznych i sferycz-
nych przedzielanych oporami i pojemnościami cieplnymi, przy założeniu harmonicznej
zmiany temperatury na powierzchniach napływu. Stosując rozwinięcie w szereg Fouriera
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można za pomocą przedstawionej metody wyznaczyć pole temperatur i pole strumienia
cieplnego w przegrodach wielowarstwowych przy założeniu dowolnej okresowej zmiany
temperatury na jednej z jej powierzchni. Obliczenia te wykorzystać można przy założeniu
warunków brzegowych pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju, a także przy założeniu
mieszanych warunków brzegowych.
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P e 3 io M e

OnPEflEJIEHHE TEMTIEPATyPHOrO IIOJIR H nOJM TEIUIOBOrO nOTOKA
B MHOrOCJIOńHOił CTEHKE ITPH H3MEHiHOIU,HMC^ 110 rAPMOHJOTECKOMY

3AK0HY TEIDIOBOM I70T0KE

B paGoxe npuBOflHTCfl: MeTOfl onpeflejiemtfi MrHOBeHHMx 3HaqeHnir TeiwnepaTypLi n TenjiOBoro no-
TOKa B npoH3BOJibHoii n-HOH Tom<e &-toro CJIOJI «-CJIOHHOH CTeHKHj B npeflnono>i<eHHH, q io TeiwnepaTypa
H3iweHneTCH no rapMOHiraecKOMy 3ai<0Hy. 3TOT iweTOfl flaeT BO3MO>KHOCTŁ nojiy^eiinn pemeHHft fljia
MHorocjioiłHbK njiocKHX, u,HjiHHflpHHecKHX H ccbepmecKHX CTCHOKJ B npeflnojio>i<eHHH KpaeBbix ycjio-
BHH nepsoro, BToporo II rpeTbero po^a, a raione cMeiuanHtix KpaeBwx ycJiOBHił. HpHBOflHrcH paewer-
Han cxeina y^HTbiBaiomaH TepMHieci<oe conpon-iBneHHe na KOHTairre Mew^y CJIOHMH, a TaKH<e npucyT-
CTBiie cjioeB c HyjieBBiM TepivuraecKHM conpoTHBJieHHeM H OTKIWHOH OT HyjiH TennoeMHOCTbio.

S u m m a r y 1

DETERMINATION OF THE TEMPERATURE AND HEAT FLUX FIELD
IN A MULTI-LAYER DIAPHRAGM AT HARMONIC HEAT FLOW

The paper presents a method of determination of the values of temperature and heat flux at an arbitrary
point of the /c-th layer of a n-layer diaphragm under the assumptions that the temperature varies
harmonically. The presented method applies to plane, cylindrical and spherical multi-layer diaphragms
with boundary conditions of the 1st, 2nd and 3rd kind or mixed. The proposed procedure takes into
considerations the thermal resistance between the layers as well as the layers with vanishing resistance
and a definite heat capacity.
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O PRZYBLIŻONYM INTEGRALNYM OSZACOWANIU KUMULACJI PLAZMY
PODDANEJ DZIAŁANIU KONCENTRYCZNEGO IMPULSU CIŚNIENIA

SYLWESTER K A L I S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

BASÓW i współpracownicy [1], jak również autorzy pracy [2] zastosowali uśredniony,
integralny opis problemu ekspansji plazmy deuterowej poddanej działaniu silnego impulsu
laserowego. Opis ten, mimo daleko idących uproszczeń, doprowadził do wyników porów-
nywalnych co do rzędu wielkości z wynikami eksperymentu przeprowadzonego cztery
lata później [3]; potwierdza to jego przydatność przy jakościowej ocenie parametrów
w procesie nagrzewania plazmy.

Złożoność mechanizmów fizycznych przy impulsowym laserowym nagrzewaniu plazmy
[4, 5, 6] zmusza do wprowadzania szeregu założeń i uproszczeń, co z kolei nie daje pewności
odnośnie dokładności uzyskanych wyników. Poza tym matematyczna analiza procesów
fal uderzeniowych przy uwzględnieniu skomplikowanych mechanizmów powierzchnio-
wych, strat promieniowania itd. jest niezwykle złożona i stanowi źródło dodatkowych
formalnych przybliżeń rachunkowych. W związku z powyższym metoda integralnego
opisu uśrednionego, jak to wynika z porównania [1] [7] i [3], ma określony praktyczny
sens. W oparciu o powyższą metodę udało się w [8] rozwiązać złożony problem nagrze-
wania za pomocą impulsu laserowego plazmy deuterowej zawartej w gęstej otoczce opóź-
niającej proces ekspansji plazmy.

Model integralnego uśrednionego opisu plazmy można również zastosować z powodze-
niem i do problemu kumulacji plazmy poddanej działaniu zewnętrznego, koncentrycznego
impulsu ciśnienia. Zagadnienie to przy spełnieniu warunków samopodobieństwa zostało
dla kuli bez otoczki rozwiązane w sposób ścisły stosunkowo dawno (por. [9, 10, łl]).

Metoda integralnego uśrednienia stanowi dla kuli bez otoczki daleko bardziej uprosz-
czony opis zagadnienia rozwiązanego ściśle. Jednakże jej zaletą jest to, że jest nieporówny-
walnie bardziej prosta oraz, i to jest najistotniejsze, że można ją zastosowaćdo kuli z otocz-
ką, gdzie rozwiązanie ścisłe nie istnieje oraz do bardziej złożonych układów, dla których
rozwiązania ścisłego nie udaje się uzyskać i gdzie fizyka występujących zjawisk jest nader
skomplikowana (por. [8]).

Taka sytuacja może mieć miejsce np. przy kombinowaniu przypadków typu [8] i niniej-
szego. W związku z powyższym rozpatrzymy obecnie, w oparciu o uśredniony opis inte-
gralny, rozwiązanie problemu kumulacji plazmy (z otoczką i bez) poddanej koncentrycz-
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nemu impulsowi ciśnienia, zaś w następnej pracy, bazując na rozwiązaniu niniejszym
oraz [8], rozpatrzymy bardziej złożony problem kombinowany nie dający się potraktować
ściśle.

W rozdziale 2 pracy podano równania wyjściowe oraz założenia, w rozdziale 3 rozwią-
zanie problemu oraz w rozdziale 4 przykład liczbowy.

2. Równania problemu

Rozpatrzymy kulkę plazmową o promieniu r0, poddaną koncentrycznemu działaniu
impulsu ciśnienia. Przyjmiemy wszystkie założenia oraz ograniczenia analogiczne do
podanych w pracach [1] i [8], tj. założenia odnośnie strat promieniowania, przewodze-
nia itd., jak również założenia dotyczące relacji pomiędzy czasem relaksacji a czasem
tworzenia procesu. Przyjmiemy za punkt wyjścia równania gazu idealnego.

Zgodnie z powyższymi założeniami skorzystamy, dla integralnego opisu uśrednionego
naszego zagadnienia, z równań zachowania pędu i energii w postaci

(2.1) ^

(2.2) -

gdzie oznaczono przez v = — średnią prędkość rozszerzenia gazodynamicznego (ku-

mulacji), r — promień kuli, p — średnie ciśnienie, G— średnią masę kuli i otoczki,

Względnie masę samej kuli plazmowej1) oraz przez

(2.3) E=~-kNT

energię wewnętrzną gazu, przy czym T jest uśrednioną temperaturą, k — stałą Boltzmanna,
N — całkowitą liczbą cząstek kuli (kuli i otoczki).

Poza tym obowiązuje oczywiście uśredniona relacja stanu

(2.4) • pV = kNT.

Należy tutaj zauważyć, że w uśrednionym rozwiązaniu integralnym wpływ otoczki
uwidacznia się tylko w zmianie G, co stanowi oczywiście daleko idące uproszczenie w sto-
sunku do rzeczywistości, gdzie wskutek niejednorodności powstają odbite fale uderzeniowe
i strona matematyczna zagadnienia komplikuje się niepomiernie w porównaniu z [9].

W związku z powyższym, dla uzyskania realnych oszacowań należy założyć niezbyt
duże różnice gęstości materiału otoczki i kuli oraz stosunkowo małe wymiary geometryczne
otoczki2).

3
') W przypadku założenia stałej gęstości i liniowej zmiany prędkości wzdłuż promienia mamy G = —-Ga

izie Go — masa kuli.
2) Dla stanów asymptotycznych wyniki będą lepsze dla dużych różnic gęstości.
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Inną wersją rozwiązania może być oddzielne uśrednione rozwiązanie dla otoczki,
a następnie dla kuli, dla której warunki początkowe (brzegowe) wynikną z rozwiązania dla
otoczki przy założeniu określonego mechanizmu oddziaływania, Ponieważ taka procedura
stanowiłaby, z pewnymi modyfikacjami, dwukrotne powtórzenie procedury rozwiązania
niniejszego — pominiemy ją, zwracając jedynie uwagę na to, że takie dwuetapowe rozwią-
zanie byłoby ściślejsze, szczególnie przy znacznej różnicy gęstości ośrodków. Zakładając,
że r = r{t), warunki początkowe (odpowiadają one również brzegowym) będą miały postać

r = r0,
(2.5) , d la t = Q.
v J v = r = ~v0

Do warunków tych winien dojść jeszcze trzeci warunek, jako że układ równań (2.1), (2.2)
redukuje się do równania trzeciego rzędu względem r{t). Ponieważ warunek ten dotyczy
drugiej pochodnej, wymaga sprecyzowania charakteru impulsu ciśnienia.

Załóżmy, że impuls ten ma postać

(2.6) 7=P( ()<500 lub / = lim PAt = const.
P—vco

Przy takim założeniu va oraz /będą z sobą związane relacją

(2.7) Wo = 4 '
zaś dla r" założymy

(2.8) rft = 0.
Warunek (2.8) jest równoważny przyjęciu stałej całkowania równania (2.2) w postaci:

(2.9)

co odpowiada energii początkowej układu.
Założenie takie prowadzi jednakże w przypadku rozwiązania uśrednionego do rozwiąza-

nia, dla którego zmiana prędkości r'(t) fali kumulacji następuje przy r = 0, co oczywiście
fizycznie jest niemożliwe. Przyjęcie impulsu w postaci (2.6) jest dopuszczalne, jeżeli założy
się, że efekt ten został wywołany niesprężystym zderzeniem mas i masa początkowa ulega
zwiększeniu. Masa ta może pochodzić np. od materii strugi kumulacyjnej. W związku
z powyższym w miejsce stałej energii początkowej (2.9) przyjmiemy:

(2-10) . « î,

gdzie a > 1.
Założenie to prowadzi do eliminacji skrajnego, nierealnego przypadku zmiany pręd-

kości rozszerzenia (kumulacji) hydrodynamicznego r'(t) przy r = 0.
Układ równań (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) z warunkami początkowymi (2.5) i (2.10) sta-

nowi sformułowanie problemu. Przejdźmy obecnie do konstrukcji rozwiązania ogólnego.
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3. Rozwiązanie równań

Wykorzystując (2.4) i podstawiając do (2.3), a następnie do (2.2), możemy układ
równań (2.1), (2.2) zapisać następująco

(3.1) Gr"-4m-1p = 0,

I r'r 3 V
(3.2) ^}~- + jpVJ =0.

4
Mając na uwadze, że V = ~^nrl oraz, że na podstawie (3.1)

(3.3)

otrzymujemy po

(3.4)

lub

(3.5)

Całkując (3.5) i

(3.6)

lub

(3.7)

Po dwukrotnym

podstawieniu do (3.

uwzględniając (2.10)

scałkowaniu mamy

P =

2)

G ,a

Gr"
Anr2'

Vrr")' - 0

r = o.
znajdujemy

~ ( ' - 2 ) '

(z-2)"

zatem
= 2a.v\.

(3.8) r =

Na podstawie pierwszego z warunków początkowych (2.5) mamy

(3.9) Co = Ą\

zaś z drugiego obliczamy

n irv> r
(3.10) [;

VAT f Ct + 2avlt 1

(3.11) Cx =

Stąd ostatecznie otrzymujemy

(3-12) r(t) = \/rJ-

(3-13) r'(0 = - - 7 =

Dla

(3.14) < = 0̂ = _^L
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zachodzi r'(t) = 0. Wtedy r = rmin wynosi

(3.15)

Maksymalne ciśnienie

(3.16)

prowadzi do

(3.17) />„„ = ^ I

oraz

Gr"

(otv2t2-2r0vat + r2)sl2

G Ł'n

ikN

-Tm a x _(3.19)

W przypadku uwzględnienia otoczki przyjmujemy:

(3.20) Gc = G0.

gdzie fi > 1, zaś G jest masą kuli.

4. Przykład

Rozpatrzmy krótkie przykłady ilustracyjne. Przyjmiemy następujące dane wyjściowe:

/•o = l,33.10-2cm; V = lO^cm3; ~ = 3,0.1022cm"3;
(4.1) V

G =•• 10" 6 g; a = 2; w0 = 5- 106cm/sek.

Wtedy

(4-3) pm^ = - ^ ( 1 >33 iQ-y 4l/2 g/cm sek2 « 4,8.10I2g/cm sek2 = 4,8 • 10skg/cm2.

•. y y
1-1 ̂  I ć f i 51f*i 7^ — —— I
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W przykładzie powyższym przyjęto a = 2, tj. porównywalne masy zewnętrzne i wewnętrzne.
Dla bardzo dużych a, rzędu 102, otrzymamy:

(4.5) f„ w 0,27- 10-nsek; ^ , « 2,7-106 kg/cm2; Tm„ u 2- 107C°.

Dla a bliskich jedności, np. rzędu 1,01

(4.6) t0 = 2,66• 1(T9sek; pmx * 2,7 • 10"kg/cm2; Tm„ w 2• 105C°.

Ze wzorów rozdziału 3 wynika, że doborem prędkości początkowej, masy i objętości
oraz cc można w istotny sposób regulować ciśnienie maksymalne. Natomiast T m a x można
regulować głównie za pomocą prędkości początkowej oraz a i /?.

5. Uwagi końcowe

Uzyskane wyżej rozwiązania obowiązują dla układu z otoczką lub bez niej w założeniu,
że P nie różni się od 1 o kilka rzędów wielkości. Rozwiązanie ścisłe dla układu z otoczką
byłoby zbyt skomplikowane nawet na drodze numerycznej.

Cel niniejszej pracy, jak już wspomnieliśmy na wstępie, poza uzyskaniem możliwości
operowania bardzo prostymi wzorami i uwzględnieniem otoczki — polega, między in-
nymi, na możliwości kombinowania rozwiązań uzyskanych w niniejszej pracy z rozwiąza-
niami, pracy [8], czego nie daje się dokonać na gruncie ścisłych rozważań i co ze względu
na niezwykłą złożoność zjawisk fizycznych nie zawsze jest celowe. W takich przypadkach
metoda integralnego, uśrednionego opisu oddaje praktyczne usługi w zakresie orientacji
w rzędach wielkości parametrów badanego procesu.

W dalszych pracach zajmiemy się kombinowanym problemem złożonym z problemu
pracy niniejszej i [8], a następnie uściślonymi (falowymi) rozwiązaniami tych problemów.

Literatura cytowana w tekście

1. H. F. EACOB, O. H. KPOXHH, Yc/iosunpa30ipeea nnasMU tujiyueuueM onmimecKoio aenepamopa, > K 3 T O ,
1, 46 (1964).

2. A. F. HAUGHT, D. H. POLK, W. J. FADER, Production of plasmas for thermonuclear research by laser
beam irradiation of solid particles, Reports, 1—8 (1965—1968), United Aircraft R. Lab., Contact for
the US Atomic Energy Comission.

3. H. F. BACOB, C. JI. 3AXAPOB, JI. F. KPMKOB, K). B. CEHATCKHH, C. B. ^EKAHHH, SKcnepiuieumu

no HaS/iwdeHuw ueumpcmoe npu (fioKycupoeue Moufmeo Jta3epnoio U3jiyneHUR na noeepXHOcmb deumepudu
mimn, IIjiCMa B pe f l . H O T * , 1, 8 (1968).

4. K). ACMIHACBEB, B. M . KPOJIB, O. H. KPOXHH, H. B. HEM^IAHOB, rasodimaMimecKue npoijeccu npu

Hazpeeauuu eeiuecnwa ui/iynemieM jiasepa, I I M M , 6, 30 (1966).
5. H. B. HEMMAHOB, CmauuoHapHuu peoicuM denoicenux nazpeeaeMUX u3AyuenueM napoe eeufecmea npu

Ha/iwiuu 6oKoeozo pacmeuaHUH, I I M M , 2, 3 1 , 1967.
<5. R. E. KIDDER, The application of lasers to the production of high temperature and high pressure plasma,

Report of Lawrence Rod. Lab., Univ. California-Livemore 1967.
7. J. M. DAWSON, On the production of plasma by giant pulse laser, Phys. Fluids, 7, 7 (1964).
8. S. KALISKI, About approximate appraisals of deuterium plasma expansion excited by a thermal shock

of lasers impulse, Proc. Vibr. ProbL, 4, 10 (1969).



O PRZYBLIŻONYM INTEGRALNYM OSZACOWANIU KUMULACJI PLAZMY 43

9. K. IT. CTAHIOKOBH1!, HeycmaHoeueuiuccH deuDiceutw cnAoumux cped, MocKBa 1955.
10. <£>. A. EAYMJ K. n . CTAHKJKOBHH, E. H . IIIEXTEPJ <X>usuKa eapuea, MocKBa 1959.
1 1 . 51. E. 3EJibflOBH^!j K ) . I I . PAH3EP, &U3UKCI ydapubix eojiH u eucoKomeMnepamypuux zudpoduHaMu-

UeCKUX H6MHU, MoCKBa 1966.

P e 3 io M e

O nPHEJIH>KEHHOH HHTErPAJIbHOH OLJEHKE KYMyiMLTHH nJIA3MLI
^EflCTBHKD KOHLEEHTPIMECKOrO HMnYJIBCA

B pa6oTe paccMOTpena npoSneiviMa Kyiwyjiflmwi njia3MŁi c O6OJIOMKOH H 6e3 o6onoqiai nofl fleticTBHeM
KOHqeHTpHqecKoro imnyjibca HaBJicHJia. Ha rpyme Teopna HfleajibHoro ra.3a pcuienne flaeTCH onapaiom-
HecH na HHTerpajiMioe,, ycpefliieHHoe onncaiiHe npoqecca. OqeneHhi Kpi-rrar-iecKHC napaMeTpti npouecca.

MeTofl ycpeflHCHHoro onucaHHH no3BOJineT yqecTt, XOTH C aajiei<o np,ym,nm npn6jiH>KeHHeM, BJiHHHHe
•O6OJIOMKH no oTiiouieHHio K H3BeciH0My aBTOMOflejiBHOMy pemeHHiOj a TaKwe no3BOJiaeT o6i.eflHHHTb

penieHiie nanpHMep c [8], rfle MexaHH3M npoijecca Heo6ti'-iHo CJITOKCH H Tomioe pemei-me
Henb3n. ycpeflueniioe >i<e penienne no3BOJiHeT KaMecTBeHHo oqeHHTb napaivieTpbi npoąecca.

3 T O H npo6neMMofi saraeMCH, na rpyHTe o6ewx pa6oi: HacToameft H [8],

S u m m a r y

ON AN APPROXIMATE, INTEGRAL DETERMINATION OF CUMULATION
OF THE PLASMA UNDER THE ACTION OF THE CONCENTRIC PRESSURE

IMPULSE

The problem of cumulation, of the plasma, with the shell and without it, under the action of the concentric
impulse of pressurewas analysed in this paper. The solution was presented on the ground of theory of the
perfect gas, basing on the integral, averaged description of the process. The critical parameters of the process
were estimated.

The method of averaged description allows, though with a far going approximation, to take into
consideration, in relation to the known strict self-similar solution, the influence of shell, and allows to
connect this solution with, for instance [8], where the mechanism of process is extraordinary complicated
and a strict solution is unattainable. However, the averaged solution allows to estimate qualitatively the
parameters of the process. We shall deal with this problem on the ground of both this paper and [8]
separately.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 9 czerwca 1969 r.





MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

1,8(1970)

ANALIZA PEWNEGO UKŁADU NIELINIOWEGO
PRZY WYMUSZENIU STOCHASTYCZNYM

WŁODZIMIERZ G A W R O Ń S K I (GDAŃSK)

1. Opis układu

Schemat układu przedstawiono na rys. 1.
Jest to układ o jednym stopniu swobody, o współczynniku inercyjności m, współczyn-

niku tarcia lepkiego / i sile sprężystości k(x) danej związkiem (1.1) (rys. 2)
ik\X dla \x\ < a

*• ' ' \k2x+a(k1 —k2) dla \x\ > a'

Charakterystyka sprężysta k(x) jest nieparzysta. Dla k2 > kt układ ma charakterystykę
sztywną, dla k2 < kx — miękką; gdy k2 = /ą układ jest liniowy.

k(x)k

J(t)
-a

-I-
v/////////////y7////////////////,

Rys. 1 Rys. 2

Zakładamy, że siła wymuszająca Fif) jest procesem stochastycznym typu «biały szum»
o rozkładzie normalnym. Gęstość widmowa tego procesu wynosi

S(co) = S$ — const,

zaś funkcja korelacyjna procesu dana jest związkiem
(1.2) R*(x) . 2a25(t),

gdzie

d(r) —delta funkcja Diraca.
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Wartość średnia procesu F(t) jest równa zeru

E[F(t)] = 0.

Równanie stanu dynamicznego układu ma postać

(1.3) mx+lx+k(x) =

lub

(1.4) x+2hx+g(x) -/(O,
gdzie

w2x dla \x\ < a
b2) dla jx| > a

m

zaś gęstość widmowa procesu/(O jest

n r

Równanie (1.4) możemy przedstawić za pomocą układu dwóch równań różniczkowych
rzędu pierwszego

x = v,

b = -

2. Charakterystyki probabilistyczne reakcji

Funkcja wymuszająca f(t) jest stacjonarną, ciągłą funkcją losową, będącą zbiorem
poszczególnych swych realizacji/(f). Reakcja układu x{t), zależna od własności dynamicz-
nych układu oraz od wymuszenia, jest również zbiorem realizacji x(f), odpowiadających
realizacjom f(t). Dla układów liniowych można znaleźć wzajemną odpowiedniość między
x(t) i f{t) za pomocą liniowego funkcjonału charakteryzującego dany układ. Korzystając
z zasady superpozycji można z dowolną dokładnością określić charakterystyki funkcji
losowej x(ł). Ponieważ dla układów nieliniowych nie obowiązuje zasada superpozycji,
tylko w nielicznych przypadkach można znaleźć pełne charakterystyki reakcji [jeśli układ
opisany jest równaniem różniczkowym rzędu n-tego, to pełnym opisem reakcji układu
będzie funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa n—l współrzędnych stanu p(xi,
X2t ••• J xn~i> OL

Do nielicznych wyjątków należy stacjonarna' reakcja układu na proces wymuszający
typu «biały szum». W przypadku tym gęstość rozkładu współrzędnych stanu układu
można znaleźć jako rozwiązanie cząstkowego równania różniczkowego, tzw. równania
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Fokkera—Plancka. Dotychczas nie znaleziono rozwiązania tego równania dla przypadku,
gdy układ znajduje się w stanie przejściowym.

Tak więc, jeżeli wymuszenie jest idealnym białym szumem, to funkcja gęstości rozkładu
dx

prawdopodobieństwa współrzędnych stanu x i « = - - - dla układu nieliniowego okreś-

lona jest równaniem Fokkera—Plancka ([4] s. 14).
Rozwiązaniem równania Fokkera—Plancka dla układu równań (1.5) jest funkcja

[2,3]
(2.1) p(.x,v) =

gdzie a\ = nSa — wariancja procesu/(f), G(x)— energia potencjalna układu

, x
2

coo -=- dla |x| < a

„i did. \X\ ^> &

(2.2) G(x) = Jg(ti)du = l_ps2 2l_b2i

/ J

oraz stała C określa się z warunku normowania

(2.3) / / p(x,v)dxdv= 1.
— oo —oo

Uwzględniając (2.1) i (2.2) otrzymujemy.

(2.4) C"1 == 2nolco0 lerf (s)+ — 1 - e r f l 4 -

gdzie

erf(s) = — f e-uZdu.
o

Z równania (2.1) wynika, że gęstość rozkładu p(x, w) można przedstawić w postaci
p(x,v) =

gdzie

f 2M?(x)l x / /w2\
= exp - £ - i , j32(w) = exp - —j- ,

L ffi J \ Q\ Ia więc x i v są statystycznie niezależne.
Dla \x\ < a rozkład zmiennej losowej x jest normalny, dla \x\ > a rozkład prawdo-

podobieństwa x nie jest gaussowski.
Rozkłady graniczne wynoszą

(2.5) p(x)= J p(x,v)dv = ~72 exp f — ^ - 1 , :

(i.o) p(w) = n(x, w)ax = —[= exp — w ^ ,
|_ 2o-Jco5J
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gdzie

/ = erf(s) +4 [-(*)]•
Funkcja p(v) jest funkcją gęstości prawdopodobieństwa rozkładu normalnego. Wykres

p(x) dano na rys. 3.
Wariancja zmiennej losowej x wynosi:

+ CO

(2.7) <x*= J x2p(x)dx.

Rys. 3

Zgodnie z (2.5) otrzymamy

(2.8)

Xexp - T z + -

Wielkość ax jest dyspersją zmiennej x dla rozpatrywanego układu, ff0 — dyspersją x
dla układu liniowego. Wykres zależności (2.8) dano na rys. 4. Z wykresu rys. 4 widzimy, że
dla j > 2, a więc a > 2}/2a0 = 2,82 <r0 wariancja reakcji układu nieliniowego mało różni
się od wariancji reakcji układu liniowego o charakterystyce sprężystej k(x) = kxx. Wynika
to z analizy krzywych gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej X (rys. 3):
prawdopodobieństwo, że zmienna losowa x przyjmie wartości x > 3 jest bardzo małe
(mniejsze niż 0,3%)..

Wariancja zmiennej v wynosi
(2.y) cr„ = O)0GQ,

czyli jest równa wariancji v dla układu liniowego.
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Obliczymy średnią częstość przekraczania przez układ poziomu x = r. Częstość tę
oznaczymy vf. Ponieważ dany poziom układ może przekraczać z dołu do góry lub z góry
do dołu, wobec tego przyjmujemy, że za średnią częstość będziemy uważali ilość przejść

Rys. 4

w jednostce czasu z dołu do góry, a więc gdy v > 0. Założenie to uwzględnia indeks „ + "
w oznaczeniu vf.

Wartość średnia częstości przekraczania przez układ poziomu x — r z prędkością
dodatnią dana jest związkiem [1,2]

(2.10) vf = J vp(r,v)dv.

Jeżeli przyjmiemy r = 0, wówczas związek (2.10) określa średnią wartość częstości
układu, tj. średnią ilość przekraczania przez układ poziomu x = 0 w kierunku z dołu do
góry v$. Zgodnie z (2.10) i (2.1) otrzymujemy

(2.11) CS0

(2.12) -

Z (2.12) i (2.4) otrzymujemy

(2.13)
a>o

1
2nJ'

4 Mechanika teoretyczna
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Wykres zależności (2.13) dano na rys. 5. I tu widzimy, że dla dużych wartości s (s > 2)
wartość średniej częstości drgań układu nieliniowego zbliża się do wartości częstości drgań
układu liniowego z powodów wyżej wymienionych.

Rys. 5

Rozważania powyższe dotyczyły reakcji układu na wymuszenie stochastyczne typu
«biały szum». Układy mechaniczne są filtrami dolnoprzepustowymi, wobec tego analiza
powyższa jest słuszna również dla wymuszenia o funkcji gęstości widmowej dostatecznie
gładkiej w zakresie niskich częstotliwości.

3. Stabilność techniczna układu

Analizę stabilności układu przeprowadzono w sensie technicznym [5]. Warunki sta-
teczności są tu mniej silne od warunków stabilności asymptotycznej procesu stochastycz-
nego (por. [4], s. 50—53; [6], s. 915, 916). Analiza techniczna stabilności w rozpatrywanym
przypadku nie obejmuje zachowania się układu w procesie przejściowym, a tylko jego stan
ustalony (ze względu na to, że nieznane jest niestacjonarne rozwiązanie równania Fokkera—
Plancka). Dla rozwiązań stacjonarnych warunki te są w wielu wypadkach dostatecznie
dokładne [5].

Dany jest obszar Q określony zależnością

(3-1) fi = {|x|</?1 ; H < / S 2 }

gdzie fii, /?2 — dane parametry.
Układ uważamy za stabilny technicznie, jeżeli zmienne losowe xiv należą do obszaru Q

z żądanym prawdopodobieństwem 1—e, tzn. jeśli jest spełniony warunek

(3-2) p[(x,v)<=Q]>l-e,

gdzie e — dana wartość, określająca wymagania dotyczące niezawodności układu.
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Dla ułatwienia analizy stabilności, nieliniowe równanie różniczkowe układu (1.4)
zastąpimy równaniem liniowym w postaci

(3.3) x+2hx+w\x=f(t),

gdzie oĄ — zlinearyzowany współczynnik, wyznaczony z równości prac wykonanych przez
siły sprężystości w układzie liniowym i nieliniowym, zgodnie ze wzorem

/Si

I g(x)dx~ G(Pi) = ~~Pl,

stąd

(3.4)
COo

2 b2 [(„ 1

jffi Lv

dla

dla >a

Rozwiązanie równania Fokkera—Plancka dla układu liniowego (3.3), w stanie ustalo-
nym ma postać

(3.5)

gdzie

p( x, v) - C\expI - -j.(vz+aĄX2)\,

«r? Ci =

Mamy więc

(3.6) /> [(x, w) c i3] = J J p(x,v)
—fa —Pz

Po podstawieniu (3.5) do (3.6) i odpowiedniej transformacji otrzymujemy

(3.7) p[(x, v) c Q] = i J J exp | - -
- f o - ' J

gdzie

(3.8)

Dla danych e, /5:, /52 i
 CTi należy dobrać parametry układu /j i COQ tak, aby była spełniona

nierówność (3.2). Jeżeli we wzorze (3.7) oznaczymy

+fo

- f o

exp
/ z\—^-U,
\ 2/

4*
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wówczas warunek stabilności (3.2) przyjmie postać:

P r z y k ł a d . Przyjmijmy e = 0,02. Wartości 0X i 02 obieramy tak, aby spełniona była
nierówność

(3.9) $,<Z>2>0,98.

Na dwie wielkości niezależne został nałożony jeden warunek, wobec tego obieramy
jedną z nich dowolnie, względnie narzucamy dodatkowy warunek optymizujący układ.
Przyjmijmy więc

<Z>2 > 0,9836,

wówczas
0X^ 0,9973.

Dla tych wartości 0l i @2 z tablicy otrzymujemy

£ 0 > 3 , 0 0 7/0 > 2,40.

Związki (3.7) i (3.8) dają

(3.10)

(3.11)

ffl
~0)i

Z porównania (3.4), (3.10) i (3.11) po przekształceniach otrzymujemy warunki stabil-
ności technicznej układu

(3.12) h>9,04^-,

(3.13)
1,25

dla \x

dla x\> a
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P e 3 K) M e

AHAJIH3 OCHOTO KJIACCA HEJIHHEfiHOfi: CHCTEMŁI
CO CJiy^AHHLIM B03MyiU,EHHEM

B paSoTe HcarreflOBaHa peaKinra HenniieHHOH cHcreMbi c Kyco^HO nnHeiiHOH xapaKTepiicTHKOH npii
cjiy^aiiHOM B03MymeHHH THna «6enbiH niyM». C noMoinwo ypaBiienira <3>oi<Kepa—IlnaHKa onpefleneiia
nnoTHOCTb pacnpeAeneHHH BepoHTHOCTH ycTaHOBHBmerocn npoueccaj onpeflenena BapiiaimHH nepe-

H CKOpOCTH H CpeflHHH âCTOTa KOJieSaHHH CHCTeMBI.
ycTOH^HBocTb CHCTCMW B TexHHiecKOM CMbicne [5] H AJIH TpeSyeiviofi HaflOKHoera

onpeflejieno MHOKecTBO ee napajweTpoB. Onpeflejieiman Ha 3TOM MHWKecTBe CHcreiwa TCXHB-

S u m m a r y

ANALYSIS OF ONE CLASS NONLINEAR SYSTEM TO STOCHASTIC
EXCITATION

In the paper the response of the nonlinear system with the piecewise linear spring characteristic to
stochastic excitation «white noise» is given. The probable density of the stationary process is determined
by the Fokker—Planck partial differential equation. The variance of the displacement and the velocity
as well as the mean frequency of the vibration of the system have been found.

The technical stability of the system [5] is analysed. The set of the parameters of the system for its
given reliability have been found. The system determined for this set is technical stability.

POLITECHNIKA. GDAŃSKA.

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 lipca 1969 r.
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NAPRĘŻENIA KONTAKTOWE W PÓŁPŁASZCZYŹNIE SPRĘŻYSTEJ
O WZMOCNIONYM BRZEGU

SZCZEPAN B O R K O W S K I (GLIWICE)

1. Wstęp

Zagadnienie wyznaczania naprężeń kontaktowych w półplaszczyźnie sprężystej, której
brzeg jest wzmocniony prętem, było przedmiotem rozważań kilku autorów. W pracach
GIRKMANNA, MARGUERRE'A, BIOTA, REISSNERA (por. [2]), rozpatrzono wpływ obciążenia
pośredniego, które przekazywane jest poprzez pręt na półpłaszczyznę sprężystą. Ostatnio
temat ten — z uwagi na zastosowania (blachownice), został podjęty przez SZERIEMIETJEWA
[6, 7], który zajmował się wyznaczaniem naprężeń w blachownicach o przekroju teowym
i dwuteowym. W pracy ŁARKINA [5] rozpatrzono wpływ sił skupionych, przyłożonych
w płaszczyźnie środkowej tarczy, na rozkład naprężeń kontaktowych występujących
w miejscu połączenia tarczy z prętem. W pracy ARUTUNIANA [4] rozwiązano zagadnienie
kontaktowe dla półpłaszczyzny, której brzeg jest wzmocniony prętem o skończonej dłu-
gości. Rozwiązanie tego problemu sprowadzono do równania różniczkowo-całkowego
typu Prandtla.

GODYCKI [3] podał przegląd prac dotyczących dźwigarów tarczowych z żebrami pod-
porowymi. Przytoczono tam też analizę przydatności praktycznej wyników teoretycznych
i doświadczalnych; przedstawiono aktualny stan omawianej problematyki ze szczególnym
uwzględnieniem żelbetowych belek—ścian. Przegląd omawianej tutaj problematyki, lecz
dla zagadnień termosprężystych, przedstawiono w pracy [1].

W niniejszej pracy rozwiązano zagadnienie wpływu momentu skupionego, leżącego
w płaszczyźnie środkowej tarczy, na rozkład naprężeń kontaktowych występujących
w miejscu połączenia tarczy z prętem. W zakończeniu pracy przytoczono przykład licz-
bowy.

2. Sformułowanie zadania

Rozpatrywać będziemy półpłaszczyznę sprężystą
(2.1) , 3> = {{x,y):x>0, -oo<j><co},

będącą powierzchnią środkową tarczy o grubości h, mającej moduł sprężystości E, której
brzeg
(2.2) <<? = {(x,y):x = 0, - o o < j > < o o }
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połączony jest sprężyście z prętem; pręt ten ma przekrój F: i moment bezwładności Ą; jest
też obciążony siłami poprzecznymi o intensywności r(y). Przyjmować będziemy, że funkcja
obciążenia r(y) jest funkcją nieparzystą. Założymy dalej, że w punkcie A(xA = xlt yA = 0)
przyłożony jest moment skupiony o wartości M, który jako para sił równoległych do osi y
znajduje się w płaszczyźnie środkowej tarczy. Zadaniem naszym będzie wyznaczenie
naprężeń kontaktowych, stycznych i normalnych, występujących w miejscu połączenia
pręta z brzegiem tarczy. Przystępując do formalnego ujęcia występujących w zadaniu
problemów brzegowych, określimy je następująco:

Pręt. Mamy wyznaczyć funkcje u = u{y) i v = v(y), kolejno klasy C ( 4 ) , C ( 2 ) , które
przedstawiają współrzędne, odpowiednio w kierunku osi x i y, wektora przemieszczenia
dowolnego punktu osi pręta połączonego z tarczą w sposób sprężysty. Funkcje te czynią
zadość równaniom różniczkowym zagadnienia ściskania i zginania pręta prostego

^"df
(2.3)

gdzie występujące w równaniach (2.3) funkcje s(y), q(y) oznaczają kolejno obciążenie
kontaktowe styczne i normalne występujące w przekroju tarczy x = 0 (brzeg tarczy).

Tarcza. Należy wyznaczyć funkcję F= F(x,y), która w obszarze <9) jest klasy C ( 4 )

i czyni zadość równaniu płaskiego stanu naprężenia

y

(2.4) V W = j x i J Y(x,y)dy, dla (x,y)e@,

a na brzegu # jest funkcją klasy C ( 5 ) i czyni zadość (por. [6]) warunkom brzegowym postaci
następującej

d2v . 1 / 8^F 83

dy2 E \8x2dy 8y-
(2.5)

d I a <

Występujące we wzorach (2.4) i (2.5) symbole F, Y oznaczają, kolejno, funkcję naprężeń
Airy'ego i współrzędną siły masowej. Tę ostatnią wielkość, zgodnie z naszym założeniem,
przyj mierny w postaci

(2-6) Y = -P[6(x, xx; y, Q)-d(x, Xl + Ax; y, 0)].

W (2.6) symbolem d(x,x1; ysy^ oznaczono deltę Diraca w punkcie o współrzędnych.
(Xi, J>i).



NAPRĘŻENIA KONTAKTOWE W PÓŁPŁASZCZYŹNIE SPRĘŻYSTEJ 57

Funkcja F(pc, y) powinna mieć taki przebieg, aby dla x -»• oo, y -+ ± oo spełnione były
warunki równowagi oraz aby funkcje naprężeń stycznych i normalnych zerowały się dla
przekrojów tarczy w nieskończoności:

-|-CO 00

C 82F r
h I ~y?i w"*" r(y)dy> dla A- -> oo.

— co —aa

co oo

r azp r
h -z~rydy-*' r(y)ydy + M dla x->oo;

(2-7) _i ^ _J
32F „

•* O dla j ; -> ± oo .

Dla zupełności sformułowanych zagadnień brzegowych potrzebne są jeszcze warunki
ciągłości rozwiązań na linii x = O, Warunki te otrzymujemy z porównania zależności
(2.3) i (2.5). W naszym przypadku mają one postać

,,( 83F
S^--kh\dx^-V

( 2 - 8 )

dla (x, y) e C6.

W równaniu (2.8) przyjęto

/O Q\ Ł- ' i *, ł Ł

ii/Z ii/J

Warunki (2.8) wynikają z równań ciągłości przemieszczeń. Oprócz tych warunków, powinny

być jeszcze spełnione równania ciągłości naprężeń na linii x = O {rxy = -rs(y),oy = -y-«?(j)l •

Doprowadza to nas do zależności

(2.10)
1

dla

Jeżeli połączymy ze sobą warunki (2.8) i (2.10), to otrzymamy

i!£ _ aj?!_i_fL -n
dx2dy V dy* k 8x8y '

(2.11)

W ten sposób problem został sprowadzony do zagadnienia brzegowego, polegającego
na wyznaczeniu funkcji F(x, y) czyniącej zadość równaniu (2.4) oraz warunkom (2.7) i
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(2.11). Znajomość tej funkcji pozwoli obliczyć naprężenia kontaktowe, styczne i normalne,
tj. naprężenia s(y) i q(y) [wzory (2.10)], a przy znanym rozkładzie obciążenia r(y) —
umożliwi wyznaczenie pola naprężeń w pręcie. Jeżeli chodzi o określenie pola naprężeń
w tarczy, to uzyskać to możemy drogą różniczkowania funkcji naprężeń F(x, y). Z tego
też względu tym zadaniem w pracy zajmować się nie będziemy.

3. Rozwiązanie zadania

Zgodnie z założeniem przyjmiemy, że jedynym obciążeniem działającym w płaszczyźnie
środkowej tarczy są dwie siły skupione (2.6) działające w punktach A(xlt 0) i B{xl-\-Ax, 0).
Siły te są równoległe do osi y, mają te same wartości, lecz zwroty przeciwne. Przy budo-
waniu funkcji F wykorzystamy pewne rozwiązania znane dla płaszczyzny sprężystej.
W przypadku bowiem, gdy działa siła — P, przyłożona w punkcie A(xu 0), wówczas stan
naprężenia i odkształcenia opisany jest funkcją (por. [2, 5])

(3.1)

zatem dla siły P, działającej w punkcie B(xx+Ax, 0), funkcja określona równaniem (3.1)
przyjmie postać

(3.1') FB = 1±?-L f 1
u

W przypadku, gdy działa para sił (-P, P), wówczas funkcja Airy'ego będzie sumą funkcji
FA i FB. Jeżeli przyjmiemy określenia M = lim PAx, a i F i = lim (FA-\-FB), to otrzymamy
ostatecznie j£l2! <tf*-<-w

(3.2) Ą = ^ ^
o

Wprowadźmy do (3.2) następujące oznaczenia

wówczas (3.2) będziemy mogli zapisać w postaci

co

(3.2') Ą = f ha+pbx)

Ponieważ funkcja (3.2') jest rozwiązaniem dla przypadku tarczy nieskończonej, obcią-
żonej momentem przyłożonym w punkcie A(xt, 0), przeto w rozpatrywanej przez nas
tarczy pojawią się w przekroju x = 0 naprężenia normalne i styczne, które — ogólnie
biorąc — nie będą równe, naprężeniom kontaktowym. Otrzymaną więc całkę, którą dla
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naszego zadania powinniśmy uważać za całkę szczególną równania niejednorodnego (2.4),
należy uzupełnić całką ogólną równania jednorodnego. Przy tym wyborze kierować bę-
dziemy się kształtem funkcji (3.2). Wprzypadku obciążeń przyłożonych na brzegu, funkcja
ta ma postać

00

(3.2") F2= f i

w której występują dwie nieokreślone funkcje c = c(/S) i d = d(fi), odpowiednio do dwu
warunków brzegowych (2.11), gdyż pozostałe warunki (2.7) są przy funkcjach typu (3.2)
spełnione.

Ostatecznie, po dodaniu funkcji Fv i F2 otrzymamy funkcję naprężeń w postaci

(3.4) J- f \
o P

Obciążenie r(y) przedstawimy w postaci całki Fouriera, dla funkcji nieparzystej; reprezen-
tacja ta może być zapisana jako

(3.5) r(y)= JrfflńnPydp,
o

gdzie

r(/3) = — f r(ji)sm§/J,d/J,.

o

Podstawiając (3.4), (3.5) do warunków brzegowych (2.11), otrzymamy

Rozwiązując układ równań (3.6), uzyskamy

gdzie
D =

(3.8)

x - kv) -2{?HĄ- pnk(\ -HO (1 + 5v) *xkXl(l+vĄ.
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Korzystając ze wzorów (2.10), (3.4), wyznaczymy funkcje naprężeń kontaktowych

i r
]-q(y)= J

(3.9)

W zakończeniu podamy jeszcze, dla ilustracji sposobu rozwiązania, przykład liczbowy,
który został wykonany przy założeniu, że K = k =* oo. Na podstawie (3.7), (3.8) otrzy-
mujemy

Q = = .
M _llx2-lv-v2+^xl{\Ą-vf

(3.9')
4 nh

1+1

0,3

0,2

0,1

-0,1

- 0 , 2

- 0 , 3

/

\

\

\

\

N\

(-5)/

Y-r)
\

/
/

/
/

/

" — - — -=—«=

Mi
1 A

o I ^ i
1 T 8!

2 y=y/*f

Rys. 1

a po uwzględnieniu (3.3) i (3.9), uzyskujemy wzory określające naprężenia kontaktowe
co

(3.10) o
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Po obliczeniu całek występujących w (3.10), otrzymamy

(3.11)
(lt 3 — v n x\ l—vy _

gdzie przez p oznaczono w (3.11) nową zmienną, określoną równaniem y = j / ^ . Wykresy
naprężeń kontaktowych stycznych s*(y) i normalnych q*(y), będące obrazem geometrycz-
nym funkcji (3.11), przedstawiono na rys. 1.

Literatura cytowana w tekście

1. S BORKOWSKI, Przegląd prac dotyczących naprężeń termicznych w ciałach stałych (lata 1965—1967),
Mech. Teor. Stos., 2, 7 (1969), 107—153. '

2. K. GIRKMANN, Dźwigary powierzchniowe, Warszawa 1957.
3. T. GODYCKI, Przegląd ważniejszych prac na temat dźwtgarów tarczowych z żebrami podporowymi, Arch.

Inż. Ląd., 1/2, 15 (1969), 173—200.
4. H . X. ApyTyHHH, KonmaKmuan 3ada<ia b/in nonyn.iocKocmu c ynpyiuM KpenMHues, npiooi . MaT.

Mex o 4, 32 (1968), 632-646.
5. K). H . JIAPKHHJ HanpHoiceuuoe cocmonuiie ynpyioii noAynjiocKocmu c nodKpen/ieHHbut KpaeM, naepy-

oKemiou cocpedomoneHHou cujioii, H3B. By3OB, Cip. Apx., 12, 10 (1967), 47—57.
6. M . I I . IHEPEMETBEB, TlAacmuHKU c nodicpen/ietmuM icpaeju, JIŁBOB 1960.
7. M . IT. UIEPEMETBEB, Opnede/ieime iianpnoiceHHoio cocmonmui maepoeux u deymaepoeux 6anoi< Memodajuu

n/iocKoil 3adamt meopuu ynpyiocmu, ITpHJi, TeopiiH <J)VHKI;HII B Mex. cim. cpe^H, Mocuna 1965.

P e 3 IO M e

KOHTAKTHŁIE HAnP^JKEHHH B ynPYrOfl nOJiynjlOCKOCTH C nOflKPEIIJIEHHLIM
KPAEM

B pa6oTe paccMOTpena ynpyran nonynjiocKoclb, Kpaft KOTopoii ynpyro coeflraien co cTepWHeM o6:m-
HaiomHM onpefleneHHwm ceiieuweM H MOMCHTOJ* rmepnuH. B HanbiieiiineM npum-iMaeTCH, 'qio B HeKO-
Topoił To^Ke nojiynnocKOCTH fleiłcTByeT cocpefloTo^enHbiH MOMeHT, KOToptift, paccMaTpimaeMbiń B i<a-
^ecTBe napŁi CHJI^ fleiicTByeT B cepeflHHHOH nnocKOCTH AHCKa. ITpHBOflHTCJi penieniM 3afla^n o KOHTaKT-
H H X HopMantHbix H KacaTenbHbix HanpH>i<eHiwx, nomjiHiomiixcH na coeflHHeHHH CTep>i<iin: c KpaeM

a. B 3aKJiioqeHne flaeTCH MiicjieHHbifi npiiMep. *
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S u m m a r y

CONTACT STRESSES IN ELASTIC HALF-PLANE WITH STIFFENED
BOUNDARY

An elastic half-plane with the boundary elastically connected with a rod of a given crosssection is con-
sidered. At an arbitrary point of the half-plane a moment is applied. The pair of forces forming the couple
is acting in the central plane. The solution for the contact shear and normal stresses acting along the sur-
face between the strip with the half-plane. A numerical example is given.

POLITECHNIKA ŚLĄSKA

Praca została złożona w Redakcji dnia 16 lipca 1969 r.
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O PEWNYM PRZYPADKU PEŁZANIA PÓŁPŁASZCZYZNY
Z NIECIĄGŁYMI WARUNKAMI BRZEGOWYMI

ZBIGNIEW JAN P I E K A R S K I , GWIDON S Z E F E R (KRAKÓW)

1. Wstęp

W pracy [2] autorzy podali rozwiązanie problemu pełzania półpłaszczyzny przy nie-
ciągłych warunkach brzegowych, odpowiadających zagadnieniu szczeliny Griffitha. Za-
gadnienie dwóch kolinearnych szczelin obciążonych stałym naprężeniem normalnym na
gruncie teorii sprężystości rozpatrzył po raz pierwszy WILLMORE [4], stosując metodę
funkcji zmiennej zespolonej. Następnie TRANTER [3] rozwiązał ponownie problem przy

r "
i
i
i
i
i
i . 2 -

X///////////////A

a-b

-P

V///////M

cr22=-p

-

v///////fr///////////////A
u£=0

2 b a-b

2a

U2=0 Xi

Rys. 1

ogólniejszych założeniach (obciążenie normalne szczelin — dowolne), sprowadzając za-
danie brzegowe do potrójnych równań całkowych, dla których znalazł ścisłe, zamknięte
rozwiązanie.

W pracy niniejszej rozważymy półpłaszczyznę o brzegu wolnym od naprężeń stycznych
o-12, obciążoną symetrycznie na dwóch odcinkach brzegu naprężeniem normalnym. o-22 =
= const; na pozostałej części brzegu dano przemieszczenie pionowe u2 = 0 (rys. 1).

O materiale ośrodka zakładamy, że jest lepkosprężysty i podlega liniowej teorii pełzania,
ze starzeniem według ARUTUNIANA [1]. Związki fizyczne, w ogólności nieinwariantn&
względem chwili przyłożenia obciążenia, mają postać

& " V ) ( ! + ) / (ffvdG)<5(t, T)dr, ij = 1, 2, ,.



64 ZB. J. PIEKARSKI, G. SZEFER

gdzie 8y — składowe tensora odkształceń, a-,j — składowe tensora naprężeń, ćS;j- — symbol

Kroneckera, d(t, r) — —rrc-\-C(t, r), v = const — współczynnik Poissona, E(t) — moduł
Ł (T)

sprężystości, C(t, T) — miara pełzania.
Rozważany problem brzegowy jest uogólnieniem wspomnianych zadań Willmora

i Trantera na gruncie teorii pełzania. Może on znaleźć zastosowanie również w mechanice
górotworu do analizy stanu naprężenia i odkształcenia w otoczeniu filara. Rozwiązanie
podamy w oparciu o funkcję naprężeń Airy'ego i transformację całkową Fouriera. Mie-
szany problem brzegowy sprowadzimy do układu dwóch równań całkowych, dla których
można podać ścisłe rozwiązanie zamknięte.

2. Ogólna metoda rozwiązania problemu

Jak wiadomo [1], płaskie zagadnienie teorii pełzania dla modelu ciała opisanego związ-
kami (1.1) można zawsze sprowadzić do rozwiązania równania biharmonicznego dla
funkcji naprężeń F(xl} X2, t), które po wykonaniu cosinusowej transformacji całkowej
Fouriera względem zmiennej Xj, prowadzi do równania zwyczajnego

dla transformaty

/— °°
F(u, x2) = l / — J F(xt, JC2)COScoc,dxx.

o

Całka ogólna równania (2.1), po uwzględnieniu warunku, by dla \x2\ -> oo znikały
drugie pochodne funkcji naprężeń, przyjmuje postać

(2.2) F(a, x2) = (A + Bax2) e~" 2 .

Naprężenia wyznaczymy ze znanych związków

Cli = F>22, ^22 = F>IU Cl2 =

które po wykonaniu transformacji odwrotnej dają

<tu- -V— (
O

(2.3) • 2̂2 = — l / ~ j
' o

CO

ffi2 = l / - j [(1 — ax2)B—A]a2e~''X2si
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Po wykorzystaniu warunku brzegowego au{xu 0) = 0 otrzymujemy A = B, skąd

/ 2 Can= — 1/— A(l—a.x2)a2e-'tXlcosax1da,

o

(2.4) or22 = — 1 / — I
* o

/ 2 ('
r n

 0

cr]2

r n
 0

Dysponując naprężeniami (2.4), możemy z (1.1) wyznaczyć odkształcenia, a dalej ze
związków

(2-5) «y = 2-

przemieszczenia, otrzymując
/— °°

»i = — ,, "1/ — I avl(l— 2v—

/ 00

1/ — f I J a
n O

(2.6)

o

/ 00

":isinaxi

( oo

^ /{/ a
n O

i/2^1), podobnie jak w teorii sprężystości, przyjmują postać odpowiadającą
sztywnemu przemieszczeniu

Mx2, i) = C*x2+B*, fifa, t) = ~C*Xl+D*.
Po uwzględnieniu symetrii zadania otrzymujemy C* — B* = O, skąd ostatecznie

(2.7) /i(*j}-0, /,(xx.ł)--D'(O.
Wzory (2.4), (2.6) i (2.7) pozwalają na szczegółowe rozpatrzenie dalszych warunków
brzegowych.

3. Problem brzegowy typu dwóch kolinearnych szczelin

Zgodnie z rys. 1 mamy

2 - 0 , xt<b;
(3.1) dla x2'= O = —^5 i < xt < a;

= O, Xi > a.

5 Mechanika teoretyczna
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Mieszany warunek brzegowy (3.1) zastąpimy formalnie warunkiem ciągłym, przemiesz-
czeniowym

0, xx<b;
(xi), b<xx<a\(3.2) u2 = g(xlf t) =
0, Xi > a;

gdzie v(xx, t) jest nieznanym na razie przemieszczeniem, którego wartość wyznaczymy
na podstawie (3.1)2.

Sprowadzenie problemu (3.1) do (3.2) pozwala na bezpośrednie wyznaczenie parametru
A(a) na drodze transformacji odwrotnej. W tym celu podstawiamy wyrażenie (2.6)2

z uwzględnieniem (2.7) do warunku (3.2)

00 t 0

- f a^cosa;qtfa-2(l-i>2)l/- f f f
ii .i \ 7t J V.Jił(r) \ ii . \ 7t J V.J

Oznaczając dla zwięzłości

, / 2" r
(3.3) 2(1 -v2) 1/ -- J uAcosaxidu = ofo, 0

* o
otrzymujemy

—~,y'. — j a)(x1( T)(5(?, r)rfr+Z)*(rt = ^(^i, 0

i dalej

(3.4) «»(*!, 0 + /«.(*« t)[-E{t)h{t,x)}dx = ^

Otrzymane równanie całkowe Volterry II rodzaju posiada rozwiązanie

• t • •

(3.5) a>(xu t) = E(t)[g(Xl, t)-D*(t)]- J E(T)\S(XU z)-D(x)]R(t, x)dx,

w którym funkcja R(_t, T) stanowi rezolwentę jądra — £(f) —(f, T) . Szczegółowe obli-
czenie tej rezolwenty podane było w pracy [2], w tym miejscu więc ograniczymy się jedynie
do zacytowania gotowego wyniku i

(3.6)

t

X
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słusznego dla funkcji d(t, r) postaci (por. [1])

(3.7) d(t>n)^

We wzorze (3.6) oznaczono

(3.8)
z

Z n a j ą c funkcję a(Xi, t) [z (3.5)] ob l iczymy n i e z n a n ą wielkość A (a) z (3.3), mianowic ie

/— °°
2 ( 1 — vz)aA — Ć5(a, i) = 1 / — m(xu ^ ^ '

V 71 J

- J [ i / J - ' J i(.Xu*)cosax1dx1-D*(x)d(a)\E(x)R(t,x)dx.

Po uwzględnieniu (3.2)

(3.9) 2(l-v2)a,A = E(f)\-l/— v(xut)cos-ax1dx1—D*(t)d(a)\ +
- ' [y 7t J J

b

'$i~D*(?)9'(a) E(x)R(t, x)dx,J "
gdzie ó(a) jest dystrybucją «delta» Diraca. - *

Otrzymany wynik, zawierający nieznaną dotąd funkcję v(xxt) czyni zadość warunkom
(3.l) l j 3 . Podstawienie go do (3.1)2 daje związek

J a £(0 -|J«i(f,Ocosaf^-^(Oa(a) - J | fz>(f, ̂ cosaCC-^W^a) X

• • • XE(x)R(t, x)dx\cosaxida = — 2(1 — v2)p»

który po zmianie kolejności całkowania przybiera postać

2 r ,. ir \ r
— v(c,t)E(t)\ ucosu.C-cosax1dot.)dC—E(t)D*(i) eto (uut J \J I • J

b O

' r "

J inJ
00

r •

• afiicAcosuxida, — 2(l~v2)p.
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Drua i czwarta całka równe są zeru na podstawie własności dystrybucji «delta», ozna-
czając dalej

00

2 f(3.10) — a cos af- cos axx da — K(xu f)
o

dochodzimy do układu równań całkowych
a

E{t)Jv(C, t)K{xx, £)# = w(xu t),
b

t

(XU O- jw(xu r)R(t, x)dr. = -2(l-v2)p,
(3.H)

z których pierwsze jest typu Fredholma I rodzaju, a drugie typu Volterry II rodzaju.
Rozwiązanie (3.11)z jest znane [2] i ma postać

(3.12) w(xu t) = -2(l-v%)pE(t)ó(t, TO-

Również jądro K(x^, C) wyznaczyć można w postaci zamkniętej

kojzystając z rezultatów teorii dystrybucji. Zatem dla (3.11)i otrzymujemy

Niewiadomą funkcję v(C, t) poszukiwać będziemy w postaci

(3.14) • c ( & 0
Wtedy F(f) spełniać musi równanie

które po dwukrotnym scałkowaniu względem zmiennej Xj przybierze postać
a

( 3 . 1 5 ) f K ( 0 1 n | j f ? - ^ | r f f = — 2 ( 1 — ł ^ f

tutaj / i m są stałymi dowolnymi.
Dokonując zmiany zmiennych

C2 = i 2 + s 3 x\ = b2+z,

otrzymujemy

W(s)In\z-s\ds^ -(l-v
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gdzie

(3.16)

Po dalszej zmianie zmiennych

otrzymujemy równanie całkowe
i

(3.17) / W(O]n\y-£\dC = -(I^v2)py + ł')/'y(a2-b2)+b2+m'
o

rozwiązane przez Carlemana

gdzie A' i /' są stałymi zależnymi od / i m.
Wykonując całkowanie dostajemy dalej

(3.18)

Występującą tu całkę

i

- f Ł -i/ ^c1

J y-CV y(a2-o

możemy doprowadzić do postaci
i i

dy
Va2~b2 [ J )/y(l~-y)(y+c{)dy+il ° J

o

a po prostych przekształceniach i wprowadzeniu podstawień



70 -,;-, Z B . J . PIEKARSKI, t j . SZEFER

— do postaci

gdzie

K(k) — F\—, fc) jest całką eliptyczną zupełną I rodzaju,

In \ •'-.:
E(k) — E\~, k\ jest całką eliptyczną zupełną II rodzaju,

n(n, k) = nl~—n, k\ jest całką eliptyczną zupełną III rodzaju.
\ 2 ' ' ' • • • • . . .

Wyrażenie £,II(n, k) przekształcić można dalej otrzymując

[K(Jc) J g ( y , k ) ^ l
0(3.20) 1/1

" • 1 "

•w = arc sin— = arcsini/l — f.

Podstawiając (3720) do (3.19), ato'zkolei do (3.18) otrzymamy

Oznaczając

otrzymujemy

n'—!-(T n—v2\mr\ L 1
, . - 2 / ~f 1 O f -* C»V I * ^



O PEWNYM PRZYPADKU PEŁZANIA PÓŁPŁASZCZYZNY 71

Wracając do (3.16), wzór na F(£) przybiera postać

Żądając regularności przemieszczenia »(£, i) należy usunąć osobliwości pierwszego wyrazu
dla £ = 0 i f = 1. Musi być wtedy

skąd
TV Q T ___ M

Ostatecznie więc, po wstawieniu wartości współczynnika k

(3.22)

-(,0 -

0,4 -

0,2-

4flV)pa X > ^

b-0,25a

l . - t = 30 dni, 2.—t - 50 dni, 3.—t = 100 dni, 4.—t = 360 (oo) dni

Rys. 2

Poszukiwana postać przemieszczenia na brzegu »(£, i) wynosi więc na podstawie (3.14)

(3.23)
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Dla przypadku sprężystego jest d(t, r{) = l/E = const i otrzymujemy wynik zgodny z rezul-
tatem Willmore'a.

Wzór (3.23) stanowi rozwiązanie postawionego problemu brzegowego. Dla ilustracji
liczbowej wykonano przykład obliczeniowy przyjmując materiał Arutuniana—Masłowa
o jądrze

(3.24)

gdzie

1

= E0(l - — Co4"

%o

0,8 -

0,1 -

0,2 -

y, J.1 ĄQ~

4(1-V2)pa

1 1/

1/

4

2

' /,
1 / /

j
A —C^-v^^

b=0,25a b=0,5a

1.—t = 30 dni, 2.—t = 50 dni, 3.—t = 100 dni, 4.—t - 360 (co) dni.

Rys. 3

a £,

Dla wartości parametrów

£'o = 2-lO5; /? = 1, « = 0,03; Co = 0,90-10~s; Ł = 4,82-10-5; y = 0,026

wieku materiału %i = 14 i Tj = 28 dni oraz różnych wartości czasu £ sporządzono wy-
kresy przemieszczeń podane na rys. 2 i 3.

4. Zakończenie

Znając rozwiązanie problemu brzegowego wyrażone funkcją (3.23) możemy wyznaczyć
parametr A(a) z (3.9), a stąd naprężenia i przemieszczenia w dowolnym punkcie półpłasz-
czyzny. Szczegółów tych obliczeń nie będziemy przytaczać z uwagi na ich podobieństwo
z [2]. Warto zauważyć, że przeprowadzone rozważania nie ulegną zmianie, gdy szerokość
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przedziału (b, a) będzie funkcją czasu: a = a(t), b — b(t). Wynika to stąd, że równanie
całkowe (3.15) pozostanie słuszne dla każdej chwili t. Możemy więc napisać [w miejsce
(3.23)]

Dalsze uogólnienie uzyskamy biorąc zmienne obciążenie/? = j?(*i)- Bez żadnych zmian
pozostaną wtedy obliczenia aż do (3.14) włącznie, a jedynie końcowy wynik spowodowany
całkowaniem względem zmiennej Xj [jak to widać z rozważań poprzedzających (3.15)]
będzie inny. Jak już we wstępie wspomniano, wyniki pracy mogą znaleźć zastosowanie
w teorii szczelin, mechanice górotworu, teorii konstrukcji i w innych dziedzinach nauk
technicznych.
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ON A CERTAIN CASE OF CREEP OF A HALF-PLANE
WITH DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS

• • [ " ' • • , ' ' • ; - : : • • ; ;

t '.' r • •

The problem of creep of a semi-infinite plane made of a Arutunian-type visco-elastic material and subject
to discontinuous boundary conditions has been considered. The exact closed-form solution is based on
the application of Fourier transforms and the elements of the distribution theory. The results can be applied
in the crack theory, rock mechanics and the theory of engineering structures.
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UOGÓLNIONE WARUNKI STATECZNOŚCI W PRÓBIE ROZCIĄGANIA

JANUSZ K L E P A C Z K O (WARSZAWA)

1. Wstęp

Zagadnienie sformułowania warunku utraty stateczności w próbie rozciągania, uwzględ-
niającego wpływ prędkości odkształcenia i temperatury na własności plastyczne badanej
próbki, jest coraz częściej przedmiotem zainteresowania. Można tu wymienić na przykład
prace [1, 2, 3, 5],

Należy podkreślić, że przyjęte w danym przypadku kryterium utraty stateczności
określa otrzymany warunek stateczności. Dlatego też wyprowadzone warunki stateczności
mogą różnić się w zależności od przyjmowanych kryteriów utraty stateczności.

Na przykład, w pracy [3] przyjęto klasyczne kryterium utraty stateczności

(1.1) f- = 0, „-inf.
to jest przyjęto za punkt utraty stateczności moment, gdy siła na wykresie P = P(cp)
osiąga maksymalną wartość; przez <p oznaczono odkształcenie naturalne, FQ oraz F ozna-
czają odpowiednio pole początkowego przekroju próbki i pole aktualne. Równoczesne
założenie równania konstytutywnego z pominięciem efektów historii prędkości odkształ-
cenia i temperatury, w formie

(1.2) tr = or foy.T). <p = - ^

prowadzi do wartości siły w danym momencie procesu rozciągania próbki

(1.3) P = Fa(ę,<p,T),

gdzie przez a oznaczono rzeczywiste naprężenie, natomiast przez cp oznaczono prędkość
odkształcenia w mierze logarytmicznej, T oznacza temperaturę w skali absolutnej. Po
zróżniczkowaniu (1.3) względem <p otrzymuje się

(1.4) % 4 ' %
p o d a l s z y m z r ó ż n i c z k o w a n i u • . • • ' • - . . .

n i v ' . . - • • d • . _ 3d- Ba &cp' Ba dT
( L 5 ) [ ^ r ) ] = + +
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Ponieważ

(1.6) F^Foe-*,

to

<••') • ! — - • £--'• •

Biorąc pod uwagę kryterium (1.1) oraz (1.4), (1.5) i (1.7) otrzymuje się uogólniony warunek
stateczności (1.8) zamieszczony pierwotnie w pracy [3]

„ „ do da dq> da dT , . __

( L 8 ) + + = a ^ ^
Można tu wyróżnić dwa przypadki szczególne, mianowicie:

izoter

stąd

f
a) izotermiczny proces deformacji próbki; wówczas -j~ = 0,

Warunek stateczności w postaci (1.9) został ostatnio przedyskutowany w pracy [2]. Za
procesy izotermiczne można uznać w zasadzie wszystkie procesy odkształcania próbek
przy małej prędkości deformacji, rzędu <f> = 10~3 sek"1 lub mniejszych. Przy większych
prędkościach deformacji proces nie jest ściśle izotermiczny i stopniowo zmienia się na
adiabatyczny, zależnie od intensywności wymiany ciepła z otoczeniem próbki. Można
uznać, że przy prędkości deformacji rzędu <p — 102 sek"1, czasy deformacji są tak krótkie,
zwykle kilka milisekund, że proces deformacji jest wyłącznie procesem adiabatycznym.

W przypadku procesu ściśle izotermicznego zwiększenie prędkości deformacji może
powodować zwiększenie lub zmniejszenie wydłużeń równomiernych zależnie od wybranego
metalu. Z reguły dla polikrystalicznych metali o sieci regularnej płaskocentrowanej za-
chodzi zwiększenie wydłużeń równomiernych wraz ze wzrostem prędkości odkształcenia;

b) proces przy stałej prędkości odkształcenia, -=*-= 0,
dtp -

stąd warunek (1.8) przyjmuje postać

(1.10) ' ^ + ^ ^ ^ M , * = const.

Klasycznym przykładem procesu deformacji o zmieniającej się temperaturze jest
wspomniany uprzednio proces adiabatyczny. Dokładną analizę procesu adiabatycznego
przeprowadzono w pracy [3]. Jak wynika z analizy przeprowadzonej w tej pracy, teore-
tyczne wydłużenia równomierne próbek są zawsze mniejsze dla procesu adiabatycznego
w porównaniu z izotermicznym. Efekt ten nie jest procentowo duży, rzędu kilku procent
w zakresie temperatur średnich i podwyższonych, 0,2 < T/Tm < 0,5, (Tm oznacza tempe-
raturę topnienia). Natomiast w zakresie temperatur niskich i skrajnie niskich, T/Tm < 0,2,
różnice w teoretycznym wydłużeniu równomiernym dla- tych dwóch procesów mogą do-
chodzić do kilkuset procent i więcej.
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O ile proces deformacji próbki zachodzi zarówno przy stałej prędkości odkształcenia,
jak i w stałej temperaturze, to uogólniony warunek (1.9) redukuje się do postaci analo-
gicznej do dotychczas powszechnie używanej w literaturze, mianowicie

Ba T = const
< U 1 > • T r a M > T h 9- const.

2. Próbka niejednorodna

Warunek (1.8) odnosi się wyłącznie do idealnej próbki, to jest próbki o idealnie jedno-
rodnym materiale i o idealnie jednakowej powierzchni pola początkowego przekroju po-
przecznego Fo. Przypadek próbki idealnej został szeroko przedyskutowany w pracy [3].
Oczywiście próbka taka jest ze względów technicznych niewykonalna. Zwykle FD zmienia

się nieco wzdłuż długości próbki liczonej jako x od jednego z jej końców. Tak więc ——
CIX

ma zwykle pewną skończoną wartość, stąd równanie (1.7) przedstawi się w nieco innej
formie

Wartość —~ może być przyjęta zarówno jako dodatnia lub ujemna, gdyż fakt ten nie

wpływa na moment utraty stateczności. Z fizykalnego punktu widzenia należy przyjąć
dF0więc wartość bezwzględną

„ dq> .. Przez -j- = X oznaczono pewien parametr nazwany
dx

gradientem odkształcenia. Uwzględniając jak poprzednio równania (1.1), (1.4), (1.5)
i (2,1) otrzymuje się warunek stateczności (2.2) z uwzględnieniem zmian przekroju począt-
kowego po długości próbki i gradientem X jako parametrem

da dm . da dT , . „ , / , . 1
dx

W obecnym przypadku gradient odkształcenia X odgrywa rolę parametru. Przyjęta
wartość X determinuje wartość tak zwanego wydłużenia równomiernego, przy czym X
może zawierać się w bardzo szerokich granicach, 0 <; X < oo. Dla X = 0 wartość wydłu-
żenia równomiernego wynosi <pr = 0, gdyż nie jest możliwe uzyskanie takiego procesu
deformacji z równoczesnym założeniem zmian początkowego przekroju próbki po długości.
W takim przypadku utrata stateczności następuje natychmiast. W przypadku dopuszczenia
X = oo, tj. do absolutnej utraty stateczności, wydłużenie równomierne osiąga największą
możliwą wartość teoretyczną. Ponieważ w rzeczywistości nawet w obszarze powstałego
na próbce przewężenia wartości X nie osiągają wartości nieskończenie wielkich, to w kon-
kretnych przypadkach wartości wydłużeń równomiernych będą zawsze zależne, od aktualnie
dopuszczalnej wartości gradientu X.
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Celem ilustracji problemu zakłada się proces izotermiczny zachodzący przy stałej

prędkości odkształcenia; wówczas ~~ = 0; -r— — 0. Stąd
. d<p d<p

Równocześnie przyjmuje się równanie konstytutywne, które zostało pierwotnie wykorzy-
stane do podobnej analizy w pracy [3]

(2.4) a = Bfip™,
gdzie 77(99) = no-Ą-a.q>, B, m oraz n(cp) oznaczają odpowiednio moduł plastyczności, wykład-
nik umocnienia oraz czułość na prędkość odkształcenia jako rosnącą funkcję odkształcenia.
Zwykle czułość na prędkość n przyjmuje się jako stałą [3], jednak jak wykazano w pracach
[4] i [6], czułość na prędkość odkształcenia n nieco wzrasta ze.wzrostem odkształcenia.
Uwzględniając ten fakt można bardziej dokładnie opisać wartości modułu stycznego
krzywej umocnienia w obszarze odkształceń, gdzie tworzy się szyjka. Na przykład, według
danych z pracy [4]

dla aluminium n(q>) = 0,014+0,0503?),
dla miedzi n(<p) = 0,0034+0,0060^.

Zmiany początkowego pola przekroju poprzecznego przyjęto w liniowej postaci

(2.5) F0 = Ft+ax,
to jest w formie stożka o zmieniającej się średnicy według (2.6)

(2.6)

gdzie a oznacza stałą, natomiast d$ stanowi najmniejszą średnicę próbki.
Moduł styczny można wyznaczyć z równania (2.4)

(2.7)

(2.8)

R ó w n o c z e ś n i e . ••', , - •

' dF0

dx — a.

Podstawiając zależności (2.4), (2.5) i (2.8) do warunku stateczności (2.3) otrzymuje się
wartość odkształcenia w momencie utraty stateczności

(2.9) •• <pr = ™ .

Otrzymany rezultat wskazuje na stabilizujący wpływ prędkości odkształcenia na przebieg
procesu rozciągania z jednej strony oraz na zmniejszanie się wydłużeń rpr w zakresie od*
kształceń statecznych przy powiększaniu wartości a, to jest nierównomierności początko-
wego przekroju, z drugiej. Problem ten został przedyskutowany w nieco inny sposób,
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jednak z podobnym wynikiem w pracy [5]. Z równania (2.9) wynika, że dla pewnej war-
tości prędkości odkształcenia q>r oraz założonym 1 można osiągnąć «teoretyczną» wartość
wydłużenia cpr = m; wówczas musi być spełniona zależność

y - — a l n c > r = 0,,

lub inaczej
a

cpr = exp

Na przykład, zakładając dopuszczalny gradient w postaci zmiany odkształcenia na 1 rmn
długości próbki jako Acp = 1 • 10~4; 1 = 1 - 1 0 ~ 4 [l/mm], zakładając dalej wartość a jako
powstałą z niedokładności wykonania próbki w postaci względnej zmiany pola przekroju

a _ 1 F-Fa

,FQ x Fo . .

i przyjmując względną zmianę pola przekroju — = — - = 1 • 10~4 na długości 10 mm mamy
i1 o

a/F0 = 1 • 1CT3. Otrzymane wartości cpr odpowiednio dla aluminium i miedzi wynoszą

aluminium cpr = eljS), '••••• rpt — 6,68 sek"1,

miedźj cpr = e16-6, cpr = l,6-107 sek"1. - ••
Można więc stwierdzić znaczny wpływ czułości na prędkość odkształcenia na osiągnięcia
teoretycznego wydłużenia <pr = m. W przypadku niskiej czułości na prędkość odkształ-
cenia, co jest słuszne w przypadku miedzi, wartość <pr jest zbyt duża, aby mogła być zre-
alizowana w próbach rozciągania. • . .„

Należy podkreślić, że jeżeli przeprowadzić analizę próbki nieidealnej, to wydłużenia
równomierne <pr mogą być, zależnie od prędkości odkształcenia, zarówno mniejsze, jak
również większe od wartości teoretycznej ęt = m. Przy czym dla takich metali jak alumi-
nium i miedź wzrost prędkości odkształcenia pociąga za sobą zwiększenie się (pr. Powyższy
wniosek jest zgodny z uzyskanymi wynikami w pracach [3] oraz [5].

3. Próbka idealna, przykłady

Poniższy fragment pracy może stanowić ilustrację problemu i pewne uzupełnienie wy-

ników uzyskanych w pracy [3]. Rozważania dotyczyć będą próbki idealnej, a więc przy-

padku szczególnego dla —^- — 0. Zakłada się dwa rodzaje równania konstytutywnego,

mianowicie

(3.1) typ A o <±f(<p)+y>dp)., .;' . .

przy czym/(q9) oznacza statyczną krzywą umocnienia, a ip(ćp) jest rosnącą funkcją prędkości
odkształcenia równą zeru dla ćp — 0. Równanie konstytutywne typu A może być w szcze-
gólności użyte do opisu dynamicznych krzywych umocnienia żelaza i miękkich stali z po-
minięciem przystanku plastyczności;

(3.2) typ B fr
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Równanie typu B — (3.2) jest zwykle używane do opisu krzywych umocnienia z grupy
metali o sieci regularnej plaskocentrowanej; do tego typu należy także równanie (2.4).

Moduły styczne krzywych umocnienia można przedstawić w formie

da

(3.4) £

Warunki stateczności (1.9) przyjmą formę

(3-5) ' ^ - ^ = f

Struktura otrzymanych równań wskazuje, że w przypadku stałej prędkości odkształcenia

warunek stateczności (3.6) otrzymany na podstawie równania konstytutyw-(- ^ - = 0 ) ,
dę J

nego typii B nie zależy od prędkości odkształcenia jako parametru, co udowodniono
uprzednio w pracy [3]. Natomiast dla przypadku równania typu A otrzymany warunek
stateczności (3.5) wskazuje na przesuwanie się momentu utraty stateczności do obszaru
odkształceń mniejszych przy zwiększaniu prędkości odkształcenia. Wynika to ze znaku
minus przed funkcją f(cp) w równaniu (3.5).

Po przyjęciu w obydwu przypadkach statycznej krzywej umocnienia f(y) w postaci

otrzymuje się odpowiednio warunki stateczności

(3.7) A • — = 1 + -?TT V (?>)•— -£?

Vr f(<P) L ty
/ 3 8 N B = 1 1 8Vi d9

Na podstawie (3.7) i (3.8) można wyznaczyć wartości wydłużenia równomiernego w mo-
mencie utraty stateczności

(3.9) A <pr.

1+

(3.10) B ?r=— ~
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Z równania (3.9) wynika, że dla pewnej określonej postaci historii prędkości odkształcenia
można osiągnąć wartość wydłużenia równomiernego równą wykładnikowi umocnienia,
ęr = m. Zachodzi to dla przypadku, gdy

W przypadku stałej prędkości odkształcenia ę, jest zawsze mniejsze od wartości wykładnika
• • dw

umocnienia m, tj. cp = const, —— = 0, cpr < m.

Natomiast postać równania (3.10) prowadzi do wniosku, że dla rosnących prędkości
odkształcenia cp,. jest zawsze większe od wartości wykładnika umocnienia m, o ile ip^tp)
jest rosnącą funkcją cp. Gdy prędkość odkształcenia maleje podczas procesu deformacji
próbki, to cpr będzie mniejsze od m. Ogólnie można wyróżnić trzy przypadki:

dcp _
dla -j-- > 0, cp,. > m,

dq>

i dcp

dla -r- — 0, cp = const, ęr=ms

dcp
dla ~-<0, cpr<m.

dcp
Biorąc pod uwagę równanie konstytutywne (2.4) otrzymuje się

stąd

(3.12) cPr - — ^

Takie zachowanie się oraz równanie (3.12) przedyskutowano bardziej szczegółowo w pra-
cy [3].

4. Gradient odkształcenia jako zmienna niezależna

Jeżeli bardziej dokładnie prześledzić proces deformacji próbki w postaci długiego pręta,
to okazuje się, że proces deformacji przebiega niezupełnie jednorodnie. W danym momen-
cie miejsca słabsze wzdłuż długości próbki odkształcają się bardziej intensywnie, zachodzi
w nich szybsze umocnienie materiału, w następnym momencie bardziej intensywnie od-
kształcają się miejsca sąsiednie itd. Przy podejściu tego rodzaju akceptuje się pewną nie-
jednorodność deformacji wzdłuż długości, która wynika z istoty opisanego mechanizmu
odkształcania się próbki. Niewątpliwie najbardziej odpowiednią miarą stanu zaawanso-
wania rozumianego w ten sposób procesu deformacji próbki jest gradient odkształcenia

6 Mechanika teoretyczna
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po długości. Pierwotnie gradient jako miarę zdefiniowaną przy użyciu odkształcenia inży-
nierskiego

+ e dx' £~ l0

wprowadzono w pracy [1].
Okazuje się jednak, że gradient X lepiej przedstawić używając miary odkształcenia na-

turalnego ę, gdzie q> = ln(l +e), stąd

*_dy_. d<p _ dip de 1 de
dx' dx de dx 1 + e dx '

Wprowadzenie gradientu zdefiniowanego w naturalnej mierze odkształcenia, jak to uczy-
niono w niniejszej pracy, znacznie upraszcza dalsze rozważania i odpowiednio skraca
zapisy warunków stateczności.

Po zróżniczkowaniu równania (1.3) względem x otrzymuje się

Śt I i l ^ \ FJ „ŚŁ
T ] ~rdx \8<p dx^ dip dx T a r dx] ~r dx'

Na podstawie równania (1.6)

Ponieważ musi być spełniony warunek równowagi - j - = 0, równanie (4.2) po uprzed-

. , . ' . „ f.,. , . . dT dT d<p dT dT . .
nim uwzględnieniu (4.3) oraz (4.1), a także —7— = -= ~; —=— — A—r-, przyjmuje na-

ax d(p ax ax clę
stepującą postać

J \ a dFo o
dip dx +\8<pi:dT

T. r , • dw dX
Równocześnie - — = — , stąd ostatecznie otrzymuje się

(45)
1 } dt h da\8<p + 8V~Ę~a)A+ "F^te dx ~ U-

Jest to więc równanie różniczkowe względem X, którego rozwiązanie ogólne stanowi
następująca zależność

(4.6)
j aa \ ocp 01 acp /

i r n 2ń rW r r z™ i z* a* AT \

\dt+C\,Fo 8a dx L6XP~J WW + W dcp
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Równanie (4.6) określa zmiany gradientu X{l) podczas procesu deformacji nieidealnej
próbki dla dowolnego procesu o zmiennej prędkości odkształcenia i zmiennej temperaturze.

O ile założyć próbkę idealną, -y— = 0, to rozwiązanie (4.6) redukuje się do postaci

(4.7) -5- = exp -^- -=— + -r= a\dt,
v J Xo J da \ćcp 3T dcp j

wyznaczającej bieżącą wartość gradientu z dokładnością do stałej. W przypadku stałej

prędkości odkształcenia, <b odgrywa rolę parametru i wówczas w = wt; t — --; dt = ——.
cp ę

Jako definicję utraty stateczności przyjmuje się w tym przypadku obszar na płaszczyźnie
(X, cp) lub (er, 99), w którym gradient dąży do nieskończoności, tj. -=—> co. Odpowied-
nikiem nieskończonego wzrostu gradientu X jest utworzenie się zlokalizowanej szyjki.
Należy również pamiętać, że dopuszcza się zarówno wartości -\-X jak i —X, stąd rozwią-
zanie równania (4.5) może mieć kilka gałęzi. Zwiększenie się gradientu X w pewnym
obszarze nie stanowi jeszcze o utracie stateczności. Tak więc istnieją zawsze dwa obszary,
w pierwszym gradient X rośnie, lecz nie dąży do nieskończoności, jest to obszar deformacji
statecznej. W drugim natomiast X dąży do nieskończoności, jest to obszar utraty statecz-
ności.

5. Przykłady w przypadku gradientu A jako zmiennej niezależnej

Zakłada się równanie konstytutywne w postaci analogicznej do (2.4), jednak dla uprosz-
czenia ze stałą czułością na prędkość odkształcenia n i z odkształceniem wstępnym cpa

jako parametrem

(5.1) a

Zakładając proces izotermiczny otrzymuje się

m 8a - n
a

• — . O,c<p q>o + q> Ćcp (p

Po podstawieniu (5.2) do (4.7) i założeniu stałej prędkości odkształcenia, <p = cpt mamy

(5.3) — = exp P - ~r- —\\dt\,
h \.n -> \<Pa + <pt I J

a po scałkowaniu otrzymuje się szukane rozwiązanie dla obszaru rosnącego X

(5-4) * fa+Ł r*t cp«pr
M \ 9 I •
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lub

(5.5) log i = — im log B i 2 . - <pM I, M = log e.

Otrzymane rozwiązanie (5.5) dla próbki aluminiowej i dla (pQ = 0 przy kilku wartościach
prędkości odkształcenia oraz przy kilku wartościach czułości na prędkość odkształcenia n
przedstawiono na rys. 1. Na rysunku widać stabilizujący wpływ wzrostu prędkości od-
kształcenia oraz udowodnioną uprzednio dla tego równania konstytutywnego niewrażli-

wość punktu utraty stateczności, tj. punktu, gdzie —— = 0, na prędkość odkształcenia.
acp

Rozgraniczający obszary stateczności i niestateczności punkt, gdzie -j- = 0, przypada

zawsze dla rozważanego równania konstytutywnego, przy założeniu q>a = 0, dla wartości
odkształcenia <pf = m.

W celu dyskusji wpływu poszczególnych czynników, takich jak ćp, cpa, m, n na wartości
gradientu X należy obliczyć następujące różniczki

dk__
1 } dy ~

(5 7) 8X = m
8<P n

Zarówno przedstawione wykresy na rys. 1, jak również równania od (5.6) do (5.9) wskazują,
że zwiększenie prędkości odkształcenia oraz wzrost czułości na prędkość odkształcenia
wpływają ustateczniająco na proces deformacji próbki, tj. następuje zmniejszenie gradien-
tów. Natomiast zwiększenie odkształcenia wstępnego (p0 oraz wykładnika umocnienia
m prowadzi do wzrostu gradientu X. Podobne wnioski otrzymano także w pracy [5].

Przypadkiem szczególnym równania konstytutywnego (5.1) jest związek, gdy nie za-
chodzi umocnienie, tj. dla m — 0

(5.10) cr.-=<709>".

Równanie (5.10) może stanowić w pewnych przypadkach dobry opis zjawiska superpla-
styczności metali, wówczas czułość na prędkość odkształcenia może osiągać stosunkowo
duże wartości, w przybliżeniu n = 0,1. Dla n — 1 otrzymuje się równanie dla cieczy New-
tona. Dla przypadku równania (5.10) rozwiązanie (5.4) upraszcza się do postaci (5.11)
po przyjęciu odpowiedniej gałęzi rozwiązania

(5.11) -5- = exp—, 95, = 0, 9 > > 9 v
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Otrzymany wynik przedstawiono na rys. 2 dla różnych wartości czułości na prędkość n.
W obecnym przypadku obszar, w którym A zwiększa się nie zmierzając do nieskończoności,
redukuje się do zera i utrata stateczności następuje natychmiast, a więc dla całego obszaru
zachodzi k(<p) -+ co. Jednak obserwuje się wydatne zmniejszenie gradientów odkształ-
cenia dla materiałów typu cieczy o bardzo dużej lepkości, co zachodzi dla metali super-
plastycznych.

Rys. 2

Jako drugi przykład założono równanie konstytutywne o strukturze równania (3.1)
w postaci

(5.12) a — lub <j> = C[a-B<pmf.

Równanie (5.12) nadaje się do opisu krzywych umocnienia żelaza i miękkich stali z pomi-
nięciem przystanku plastycznego [1]. Na podstawie (5.12).

(5.13)

(5,14)

8<p (p

VP



Rys. 3

[87]
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Po podstawieniu związków (5.13) i (5.14) do równania (4.7) otrzymuje się

(5.15) -T-= exp|ró(—I ( \~Bęm—Bęm—\~\ \dt\,
M) I \ f I J L 9> \ ^ / .J J

a po scałkowaniu dla przypadku stałej prędkości odkształcenia, (p = ft,

0,3

0,1

7

10°

Rys. 4

10 J

[sek'

Wartości wydłużenia równomiernego cpr można wyznaczyć z warunku

(5.17)

0, stąd

Gdzie wartość odkształcenia cpr(<p) należy interpretować jako wartość rozdzielającą obszary
stateczności i niestateczności, dla q> > (pr! A(c?) -̂  oo. Równania (5.16) i (5.17) zostały
przeanalizowane numerycznie dla przypadku miękkiej stali, p — 5; m = 0,223; C =
0,1956-10"4 sek"1; B = 61,3 kG/mm2. Wartości stałych/>, m, C, B przyjęto za pracą [1].
Wyniki obliczeń dla czterech wartości prędkości odkształcenia <pi = 1CT4 sek"1; <p2 — 10~2

sek^1; <j>3 — 10° sek"1; cpA = 102 sek"1 przedstawiono na rys. 3 i 4. W obecnie rozważanym
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przypadku widać również stabilizujący wpływ wzrostu prędkości odkształcenia, jednak
w miarę zwiększania wartości prędkości odkształcenia <p punkt utraty stateczności prze-
mieszcza się w stronę mniejszych odkształceń. Największą wartość cpr = 0,223, uzyskuje
się dla <p — 0. Zmiany cpr w funkcji <p przedstawiono na rys. 4. Zmniejszanie się yr wraz
ze wzrostem <p wydaje się być charakterystyczne dla zachowania się żelaza i miękkich
stali w przeciwieństwie do, na przykład, miedzi lub aluminium.

6. Dyskusja i wnioski

Porównanie dwóch przedstawionych wyżej warunków utraty stateczności w próbie
rozciągania, które opierają się w pierwszym przypadku na definicji gradientu odkształ-
cenia X jako parametru, w drugim natomiast jako zmiennej niezależnej, prowadzi do wnio-
sku, że dla A = oo te dwie koncepcje są zbieżne. Równoważność obydwu warunków,
wzory (2.2) i (4.5), należy rozumieć w ten sposób, że dla jednakowego typu równania

konstytutywnego i idealnej próbki (-77- = 0 ) , otrzymuje się jednakowe wartości <pr z wa-

runku (2.2) oraz z warunku -•— = 0 dla zależności (4.7).
d(p

Spośród ważniejszych wniosków należy wymienić:

(i) Opis procesu utraty stateczności przy użyciu definicji gradientu odkształcenia w mie-

rze naturalnej X = -—- bardziej dokładnie opisuje cały proces deformacji próbki w prze-

ciwieństwie do warunku otrzymanego w oparciu o kryterium maksimum siły -5—= 0,
gdzie opis dotyczy jedynie samego punktu utraty stateczności.

(ii) Zwiększenie prędkości odkształcenia wpływa ustateczniająco na proces rozcią-
gania próbki powodując ogólne zmniejszenie się gradientów deformacji po długości
próbki.

(iii) Ponieważ dla próbki rzeczywistej punkt utraty stateczności zależy zarówno od
początkowej niejednorodności próbki, jak i od prędkości odkształcenia, przy czym jeżeli
tendencje te są przeciwstawne, to wydłużenie równomierne q>r może być zarówno mniejsze,
jak i większe od wartości «teoretycznej» dla warunków statycznych. W przypadku ma-
teriałów takich jak stal wzrost prędkości odkształcenia może powodować zmniejszanie się
wydłużeń równomiernych wraz ze wzrostem prędkości odkształcenia.

(iiii) W przypadku założenia jako kryterium utraty stateczności odpowiednio mniej-
szego gradientu odkształcenia X niż X = 00, tj. X < 00, punkt utraty stateczności przesuwa
się do obszaru odkształceń mniejszych, wówczas

W tej sytuacji wydłużenie równomierne <pr, rozumiane jako wielkość charakteryzująca
własności plastyczne metalu, wymaga bardziej precyzyjnej definicji niż dotychczas.

7 Mechanika teoretyczna
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P e 3 IO M e

OEOEIHEHHE YCJIOBtM yCTOfMHBOCTH n P H HCIItlTAHIMX HA PACTJDKEHHE

B paSoTe o6cy>i<flaioTCH H cpaBHHBaiOTOi «Ba ycjioBHfl ycTofitiiiBocTH HUH HcntiTyeMHx Ha paer-
aaceHue MeTajiJttraecKiix o6pa3n.OB. IlepBoe H3 o6o6meHHBix ycjioBHft fljra HfleajiBHoro o6pa3a,a,
3aBHcamee OT; cnoco6HocTH niaTepHana o6pa3ua K ynpo^neHHiOj tiyscTBHTejiLHOCTH K cKopocTH flecjiop-

H TeiwnepaTypŁij npHBOflHJioct npewfle B paSoTe [3]. 3 T O ycjioBHe, onHpammeeca Ha KpaTepaił
HJibij B HacTonmeK pa6oTe o6o6inaeTCH iia cjiyqaft o6pa3B(a c neoflHopoflHMM no fljiHHe

ceqeimeMj npiraeM B KaqeciBe napaiweipa BBOAHTCH rpafliieHX HaTypajitHOH fle(bopMau(HH <p

no fljiHHe oopa3t(a: A — .
dx

Biopoe H3 o6o6meHHHX ycnoBHft onpefleneHO na ocuoBe rpaflueHTa fle(|iopMaL(HH X} pacciwaTpHBae-
Moro B Ka îecTBe He3aBHCHMott nepeiwenHOH, IITO npHBOflHT K flHcb(j)epeHu;HanŁHOMy ypaBHeHiiio
BaiomeMy Bect npouecc flechopiwamoi. PemeHHe 3Toro ypaBHeHHii RaeT H3MeHeHiie rpanwenTa
l(t). OSjiaCTbj B KOTOpOH TpaflHeHT fle(bopMat(HH A CTpeMHTM K 6ecKOHeqHOCTH, HBUHeTCH, oSjiaCTBIO
HeyCTOOTHBOCTH.

J^JIH O6OHX cjiyiiaeB flae-rca HecKonbKO npninepoB, HJiJHOCTpHpyioiqHx noBefleHHe MeTamioB TaK
c rpaHeąeHTpHpoBaHHOHj Kai< H o6teMHOi(eHTpHpoBaHHOH Ky6HiecKoii peuieTKoił.

S u m m a r y

DISCUSSION OF THE GENERALIZED CONDITIONS FOR STABILITY
IN THE TENSION TEST

The aim of the present work is a comparison between two existing conditions for stability in the tension
test of a metal specimen.

The first stability condition for an ideal specimen, which takes into consideration the strain hardening
phenomenon the strain rate sensitivity and temperature dependence of a:metal investigated, has been
discussed previously in the paper [3]. This condition, which is based on the maximum of the tensile force
criterium, has been generalized in the present paper for the case when the specimen cross-section is initially
nonconstant. The new parameter is introduced, namely, the strain gradient X, when the natural measure

• dip ' ~ • -•••'•' -

of strain <p is used, % = .
dx : : - .-
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The second condition has been defined on the basis of the strain gradient A as an independent variable.
In this way, the diffrential equation was obtained which describes the all process of deformation. The solution
appears as the changes of strain gradient in a function of time, I = %{t). Over the range of (A, t) plane
when strain gradient tends to infinity the specimen behaviour is unstable.

For both cases some examples illustrating behaviour of specimens made of fee as well bcc metals are
given.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 sierpnia 1969 r.

7*





B I U L E T Y N I N F O R M A C Y J N Y

DRUGA LETNIA SZKOŁA NA TEMAT
«MODEL SZTYWNO-PLASTYCZNEGO CIAŁA W TEORII PŁYT I POWŁOK»

Kaariku (Est. SRR), 2—8 czerwiec 1969 r.

Na wzór pierwszej Letniej Szkoły (Kaariku, 22—31 lipiec 1966) zorganizowano ponownie konferencję
poświęconą tym razem zastosowaniom teorii plastyczności w teorii płyt i powłok. Celem tego typu konfe-
rencji jest danie możliwości wystąpienia młodym pracownikom nauki z własnymi pracami, jak też wysłu-
chanie referatów przeglądowych wygłaszanych przez wybitnych specjalistów.

Konferencja została zorganizowana pod patronatem Akademii Nauk ZSRR oraz Ministerstwa Śred-
niego i Wyższego Szkolnictwa ZSRR przez Tartuski Gos. Uniwersytet. Przewodniczącym «Szkoły» był
prof. U. LEPIK (TGU). W konferencji wzięło udział 99 uczestników reprezentujących 23 ośrodki naukowe
Związku Radzieckiego i 2 ośrodki Polski (prof. A. SAWCZUK i doc. J. RYCHLEWSKI Z Warszawy, dr Z. WASZ-
CZYSZYN z Krakowa). Ogółem wygłoszono 27 referatów, z czego 5 było przeglądowych.

Referaty przeglądowe, nie ograniczone limitem czasu, obejmowały różnorodną tematykę. Referaty
wygłosili: Ju. W. NIEMIROWSKIJ, Statyka i dynamika sztywno-plastycznych konstrukcyjnie anizotropowych
i niejednorodnych powłok i płyt, A. S. GRIGORIEW, O teorii powłok przy dużych odkształceniach, G. I. BY-
KOWCEW i T. D. SEMYKTNA, Odkształcenia konstrukcji z łepkoplastycznego materiału, P. MUORSEPP, 90-lecie
urodzin L. S. Lejbenzona oraz Ju. N. RABOTNOW opowiedział o swoich osobistych wrażeniach z konferencji
na temat zniszczenia kruchego w Brighton.

Wystąpienia pozostałych uczestników zamykały się w ramach 20 minut i dają się z grubsza podzielić
na następujące grupy: a) dynamika sztywno-plastycznych płyt i powłok — 7 referatów, b) zadania statyczne
projektowania i obliczania — 11 referatów, c) optymalne projektowanie — 2 referaty, d) inne zagadnienia
(lepko-sprężystoplastyczność, zagadnienia podstawowe teorii plastyczności, metody matematyczne) —
3 referaty.

Należy podkreślić, że zarówno w referatach przeglądowych, jak też przykładach zastosowań wielo-
krotnie cytowano i opierano się na pracach polskich.

Zaproszeni goście z Polski wygłosili następujące referaty: A. SAWCZUK, Pełne rozwiązania w teorii płyt,
J. RYCHLEWSKI, O dodatniej okreśłoności mocy dysypacji, Z. WASZCZYSZYN, Skończone ugięcia plastycznych
ortotropowych powłok obrotowo-symetrycznych.

Konferencja odbyła się w Kaariku — sportowej bazie TGU, położonej w odległości około 60 km na.
południe od Tartu. Miejscowość licząca zaledwie kilka domów, piękne otoczenie z pobliskim jeziorem i la-
sami, wreszcie same budynki bazy wraz z urządzeniami sportowymi stwarzały idealne warunki nie tylko-
dla obrad i nawiązania bliskich kontaktów, ale też dla odpoczynku. Stworzenie serdecznej atmosfery
i nadzwyczajna gościnność w stosunku do wszystkich gości była dziełem całego Komitetu Organizacyjnego,
a przeds wszystkim prof. U. LEPIKA oraz prof. U. NIGULA.

Zenon Waszczyszyn {Kraków')
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S Y M P O Z J U M IUTAM
«N1ESTATECZNOŚĆ UKŁADÓW CIĄGŁYCH»

Herrenalb (koło Karlsruhe), 8—12. IX. 1969 r.

Obok wielkich kongresów międzynarodowych, obejmujących swą tematyką całokształt zagadnień
mechaniki teoretycznej i stosowanej, a organizowanych co cztery lata, Międzynarodowa Unia Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej (IUTAM) organizuje corocznie kilka sympozjów. Są one poświęcone tematyce
stosunkowo wąskiej, dość ściśle sprecyzowanej i skupiają zazwyczaj około stu specjalistów z różnych
krajów. Listę osób zainteresowanych ustala przy tym komitet organizacyjny sympozjum, następnie zwraca
się do nich z imiennymi zaproszeniami, W tej sytuacji większość uczestników referuje swe prace, a jedynie
nieliczni przyjeżdżają w celu przysłuchania się obradom i wzięcia udziału w dyskusji. , .

Jedno z sympozjów, zorganizowanych przez IUTĄM w 1969 r., poświęcone było problemom niestatecz-
ności układów ciągłych, zarówno ciał stałych, jak i płynów, ze szczególnym zwróceniem uwagi na wyko-
rzystanie metod Lapunowa do badania stateczności. Sympozjum odbyło się w Herrenalb, niewielkim
uzdrowisku koło Karlsruhe, w okresie 8—12.1X.1969. Na przewodniczących Komitetu Naukowego Sym-
pozjum zostali powołani L. J. F. BROER (Eindhoven, Holandia) i H. LEIPHOLZ (Karlsruhe, NRF); powo-
łanie dwóch przewodniczących związane było z istnieniem dwóch zasadniczych kierunków obrad — sta-
teczności płynów i ciał stałych. W skład Komitetu Naukowego weszli ponadto: W. W. BOŁOTIN (Moskwa,
ŻSRR),.L. CONTRT (Padwa, Włochy), G. HERRMANN (Evanston, USA), M. D. KRUSKAL (Princeton, USA),
R. MAZET (Chatillon-sous-Bagneux, Francja), J. T. STUART (Londyn, Anglia) oraz T. TATSUMI (Kyoto,
Japonia). Przewodniczącym Lokalnego Komitetu Organizacyjnego był H. LEIPHOLZ; komitet ten obejmował
ogółem 6 osób.

Spośród około 150 zaproszonych, udział w sympozjum zgłosiło 112 osób z 22 krajów, mianowicie:
USA — 29, NRF —15, W. Brytania—14, ZSRR —10, Holandia—7, Włochy —6, Kanada — 5 ,
Norwegia i Rumunia po 4, Szwajcaria — 3, Czechosłowacja, Dania i Francja po 2, wreszcie Argentyna,
Austria, Hiszpania, Izrael, Japonia, Polska, Szwecja, Turcja i Węgry po 1 osobie. Rzeczywista liczba
uczestników była nieco mniejsza, gdyż zabrakło kilku przedstawicieli ZSRR (S. A. AMBARTSUMIAN.
E. I. GRIGOLUK, A. A. MOWCZAN), USA (N. J. HOFF), Holandii (W. T. KOITER), Włoch (L. CONTRI),

W. Brytanii (A. H. CHILVER) i Izraela (M. REINER).
Komitet Naukowy Sympozjum przyjął do wygłoszenia 65 prac z 19 krajów, przewidując przy tym

następujące czasy wygłaszania: 9 referatów generalnych po 50 minut, 28 referatów po 30 minut i 28 komuni-
katów po 15 minut. Pewną innowacją było przy tym pozostawienie po 5 minut rezerwy po każdym refe-
racie na pytania bieżące: dzięki temu nie występowały spóźnienia pomimo przedłużania niektórych refe-
ratów. Dyskusja odbywała się po serii trzech referatów; przewidziano na nią tylko 10 minut, co jednak
z reguły okazywało się wystarczające wobec istnienia wspomnianych już pięciominutowych rezerw cza-
sowych. Tematykę przyjętych referatów można by sklasyfikować następująco: stateczność konstrukcji
(sprężystych, plastycznych, ośrodków Cosseratów) — 24 prace; stateczność przepływów — 14; problemy
matematyczne stateczności —14; aerosprężystość i problemy niekonserwatywne—10'; stateczność
drgań — 3. Ostatecznie przedstawiono 58 referatów.

Obrady Sympozjum rozpoczęły się w poniedziałek, 8 września 1969, o godz. 9.00, przemówieniem
wstępnym prof. H. LEIPHOLZA. Obrady odbywały się zarówno w godzinach przedpołudniowych, 9.00—12.45,
jak i popołudniowych, 14.30—18.00; jedynie we środę, 10.IX., zamiast obrad popołudniowych przewi-
dziano dwie wycieczki. Obrady przedpołudniowe odbywały się wspólnie, natomiast popołudniowe, od
godz. 15.30, dzielono na dwie sekcje: jedna z nich była zazwyczaj poświęcona stateczności ciał stałych,
druga — stateczności przepływów. We czwartek wieczorem burmistrz Herrenalb przyjął wszystkich uczest-
ników Sympozjum w salach Domu Zdrojowego. W piątek wieczorem odbyło się posiedzenie Biura IUTAM,
na którym podjęto decyzję w sprawie miejsca najbliższego Międzynarodowego Kongresu Mechaniki:
odbędzie się on w 1972 r. w Moskwie —' zaproszenie ze strony Akademii Nauk ZSRR przekazał
prof. L. I. SIEDOW.

Obecnie omówimy krótko referaty generalne 50-minutowe i wymienimy tytuły referatów 30-minuto-
wych. Pierwszy referat generalny miał wygłosić W. T. KOITER (Delft, Holandia) na temat «Zależności
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między teorią stateczności w hydrodynamice i teorią stateczności statycznej*. Wobec choroby prof. Koitera
referat ten nie został wygłoszony, natomiast w to miejsce włączono referat H. LEIPHOLZA, «Bezpośrednie
zastosowanie metody Lapunowa do badania stateczności układów ciągłych*; autor zwrócił szczególną
uwagę na problemy niekonserwatywne i podał liczne przykłady. W. W. BOŁOTIN (Moskwa, ZSRR) w refe-
racie «Stateczność układów lepkosprężystych w przypadku obciążeń niekonserwatywnych» podał ogólną
teorię stateczności prętów, wykonanych z materiału o- liniowych własnościach lepkosprężystych, ściskanych
siłą podśledzącą i śledzącą. D. D. JOSEPH (Minneapolis, USA) wygłosił referat «Miejsce metod energe-
tycznych w globalnej teorii stateczności liydrodynamicznej»; autor badał konieczne i wystarczające wa-
runki stateczności przepływów Couette'a i Poiscuille'a, wprowadzając pojęcie niestateczności subliiriowej.
Również W. ECKHAUS (Delft, Holandia) w referacie «Stateczność rozwiązań periodycznych w mechanice
płynów» zajął się przepływami Poiseuillc'a, mianowicie ich statecznością z uwagi na zakłócenia periodyczne;
stwierdzono, że może istnieć wiele, być może nawet nieskończenie wiele ograniczonych rozwiązań równania
zasadniczego w zakresie nadkrytycznym. M. COTSAFTIS (Fontenay-aux-Roses, Francja) przedstawił pracę
«W sprawie ogólnych twierdzeń dotyczących stateczności)), w której sformułował zagadnienie określenia
stateczności bezpośrednio w oparciu o równanie różniczkowe ruchu, bez jego całkowania; szczególną
uwagę zwrócono przy tym na przejście od ruchu laminarnego do burzliwego. G. HERRMANN (Evanston,
USA) wygłosił referat «Determinizm i niepewność w teorii stateczności)), w którym poddał szczegółowej
analizie wpływ małego tłumienia na siłę krytyczną dla układów niekonserwatywnych; wymieniono również
inne pokrewne efekty, jak tłumienie termosprężyste, sprzężenie elektromagnetyczne i śledzenie opóźnione.
W konkluzji autor postulował poddanie rewizji definicji stateczności w sensie Lapunowa. Pokrewnej
tematyce poświęcony był referat generalny H. ZIEGLERA (Zurich, Szwajcaria) «Efekty śladowe w teorii
stateczności)); w którym zaproponowano pojęcie modeli dopuszczalnych dla danego zjawiska fizycznego.
Referat B. D. COLEMANA (Pittsburgh, USA) «W sprawie stateczności układów nieliniowych wykazujących
pamięć długozakresową» wprowadził nowe ujęcie statycznego i kinetycznego kryterium stateczności,
oparte o drugą zasadę termodynamiki. Ostatni referat generalny W. W. ROMIANCEWA (Moskwa, ZSRR)
«Pewne problemy stateczności ruchu ciał sztywnych i sprężystych wypełnionych cieczą» nie został wygło-
szony wobec nieobecności autora.

Tytuły referatów półgodzinnych przedstawiają się następująco, w kolejności ich wygłaszania: J. ANTON,
M. I. FREEDMAN, P. FALB (Providence, USA): «Kryteria obszarów stateczności dla układów modelowanych
pewnymi równaniami różniczkowymi cząstkowymi)); E. ADAMS (Karlsruhe, NRF): «Przyczynek do teorii
hydrodynamicznej niestateczności w oparciu o lematy Nagumo i Westphala»; E. H. DOWELL (Princeton,
USA): «Aerosprężysta stateczność płyt i powłok»; F. H. BUSSE (Monachium, NRF): «Obszary statecz-
ności komórkowego przepływu płynu»; S. T. ARIARATNAM (Londyn, Anglia): «Stateczność konstrukcji
przy zakłóceniach stochastycznych)); H. G. M. VELTHUIZEN, L. van WIJNGAARDEN (Enschede, Holandia):
«Stateczność fal grawitacyjnych na powierzchni w przypadku przepływu o niejednorodnym rozkładzie
prędkości)); N. D. POPESCU (Petrosani, Rumunia): «Statcczność dynamiczna belek prostych zginanych
siłami periodycznie zmiennymi)); C. S. Hsu, T. H. LEE (Berkeley, USA): «Badanie stateczności układów
ciągłych przy wymuszeniu parametrycznym bezpośrednią metodą Lapunowa»; R. KODNAR (Bratysława,
CSRS): «Problemy zastosowania nieliniowych operatorów do badania stateczności cienkich płyt i powłok»;
P. C. PARKS (Warwick, Anglia): «Pewne zastosowania funkcjonałów Lapunowa»; M. H. GRADOWCZYK
(Buenos Aires, Argentyna): «Niestateczność powierzchni granicznej między cieczą i ziarnistym podłożem»;
M. BERGER (Minneapolis, USA): «W sprawie stanów równowagi i drgań periodycznych cienkich nielinio-
wych układów sprężystych)); N. J. ZABUSKY, G. S. DEEM (Whippany, USA): «Dwuwymiarowe przepływy
burzliwe»; G. AUGTJSTI (Providence, USA — Neapol, Włochy): «W sprawie wyboczenia i niestateczności
konstrukcji niesprężystych»; M. SLEMROD, E. F. INFANTE (Providence, USA): «Zasada niezmienniczości
dla układów dynamicznych w przestrzeniach Hilberta»; R. J. KNOPS, L. E. PAYNE (Newcastle, Anglia):
«Stateczność i ciągła zależność od warunków poczatkowj'ch w teorii sprężystości)); M. KRUSKAL (Princeton,
USA): «Istnienie, jednoznaczność i nieistnienie wielomianowych praw zachowania dla pewnych nielinio-
wych równań różniczkowych cząstkowych)); S. NEMAT-NASSER (San Diego, USA): «Termosprężysta sta-
teczność ciała przy odkształceniach skończonych pod działaniem obciążeń niekonserwatywnych»;
A. C. NEWELL, J, A. WHITEHEAD (LOS Angeles, USA): «Konwekcja o skończonej amplitudzie przy skoń-
czonej szerokości pasma»; S. H. DAVIS (Baltimore, USA): «W sprawie możliwości występowania niesta-
teczności przy skończonej amplitudzie)); R. F. BERGERON (Cambridge, Mass., USA): «Pewna klasa nie-
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ustalonych fal nieliniowych w przypadku przepływów równoległych*; F. WILLE (Freiburg, NRF): «W spra-
wie stateczności skrzydła w zakresie poddźwiękowym»; M. ŻYCZKOWSKI, A. GAJEWSKI (Kraków, Polska):
«Optymalne kształtowanie wytrzymałościowe w przypadku niekonserwatywnych problemów stateczności*;
T. TATSUMI, K. GOTOH (Kyoto, Japonia): «Nieliniowa niestateczność przepływów swobodnych)»; P. K. C.
WANG (LOS Angeles, USA): «Stabilizacja zwrotna równowagi hydromagnetycznej»; M. COMO (Neapol,
Włochy): «Teoria sprężysto-plastycznego wyboczenia konstrukcji*.

Na zakończenie konferencji odbyła się godzinna «konferencja okrągłego stołu», w trakcie której padło
szereg cennych uwag ogólnych, dotyczących pojęcia stateczności. Konferencję prowadził G. HERRMANN
(USA).

Obszerne streszczenia prac, referowanych na Sympozjum, opublikowane zostaną w specjalnej księdze
pokonferencyjnej w ramach wydawnictwa Springer-Verlag. Z uwagi na narzucony limit objętości (380
stron) Komitet Organizacyjny postawił bardzo ostre ograniczenia długości poszczególnych prac.

Michał Życzkowski (Kraków)
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P L A N O W A N E S Y M P O Z J A I U T A M

1970

1. Second IUTAM Symposium on Creep in Structures
Miejsce: Gothenburg, Sweden
Termin: sierpień, 17-21, 1970
Przewodniczący: Prof. F.K.G. Odqvist

Torstenssonsvagen 7D
S-18264 Djursholm, Sweden

2. IUTAM Symposium on High-Speed Computing of Elastic Structures
Miejsce: Liege, Belgium
Termin: 29 sierpień do 4 września, 1970
Przewodniczący: Prof. B. Fraeijs de Veubeke

Laboratoire d'Aeronautique
Universite de Liege
75, Rue du Val Benoit, Liege, Belgium

1971

1. Joint IUTAM/IUGG Symposium on Flow of Multiphase Fluids in Porous Media
Miejsce: Calgary, Canada
Termin: maj, 11-15, 1971
Przewodniczący: Prof. W. D. Baines

Dept. of Mechanical Engineering
University of Toronto
Toronto 181, Ontario, Canada

2. IUTAM Symposium on Unsteady Boundary Layers
Miejsce: Quebec, Canada
Termin: maj 1971
Przewodniczący: Prof. E. A. Eichelbrcnner

Laval University
Quebec, Canada

3. IUTAM Symposium on Nonsteady Flow of Water at High Speeds
Miejsce: Leningrad, USSR
Termin: czerwiec, 22-26, 1971
Przewodniczący: Prof. L. I. Sedov

MGU, Zone 1, kw. 84
Moscow B-234, USSR

4. IUTAM Symposium on Dynamics of Ionized Gases
Miejsce: Tokyo, Japan
Termin: wrzesień 1971
Przewodniczący: Prof. M. J. Lighthill

Dept, of Applied Mathematics and Theoretical Physics
The University of Cambridge
Silver Street, Cambridge, UK
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1972 . ,

1, Joint IUTAM/ITTC Symposium on the Directional Stability and Control
of Bodies Moving in Water

Miejsce: London, UK
Termin: marzec lub kwiecień 1972
Przewodniczący: Prof. R. E. D. Bishop

Dept. of Mechanical Engineering
University College London
Gower Street, London WC 1, UK

Sekretarz Generalny IUTAM
Frltioft. Niordson
Professor, Ph. D.
Rlsenssnde H
1316 Copenhagen K, Denmark
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IIOBepXHOCTHbie BOJ1HŁI B Cpefle C M0M6HTHŁIMH HaiipjDKeHHHMH
Surface waves in a medium with couple-stresses
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TOM VI, ZESZYT 4/1968
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L. DIETRICH, K. TURSKI, Nośność graniczna rozciąganych osiowo-symetrycznych prętów osłabio-

nych szeregiem karbów kątowych 437
ripeflejiBHaji necyman CIIOCO6HOCTŁ pacrarnBaeMbix LiHjiHHflpiraecKHX CTepjKHeft ocna6-
Jiei-IHBIX pHflOM Haflpe3OB
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W. BŁAŻEWICZ, Badania możliwości zmniejszenia prędkości propagacji pęknięcia zmęczeniowego
w blachach duralowych przy użyciu zgniotu 449
HcaneflOBaime BOBMOKHOCTH yMenbuieHHH CKOpocTH pacnpocTpaiiemm ycTanocTiiux Tpe-
IE(HH B HypajiiOMHHHeBtix nHCTax npw noiwoiHH HaKJieHa
Investigation on the possibility decreasing the fatigue crack growth rate in aluminium alloy
thin sheet material by using plastic deformation

J. LIPIŃSKI, J. ZIÓLKOWSKI, Stan naprężeń i przemieszczeń w tarczy kołowej o stałej grubości wy-
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Approximate solution of a circular plate with one-sided ribs subjected to antisymmetric
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nej skrzydeł
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