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STATECZNOŚĆ RUCHU UKŁADU OSCYLATORÓW PORUSZAJĄCYCH SIĘ
PO BELCE NA SPRĘŻYSTYM PODŁOŻU

SYLWESTER K A L I S K I (WARSZAWA)

Wstęp

W pracy [1] rozważony został problem drgań samowzbudnych układu
oscylatorów mechanicznych poruszających się po powierzchni półprzestrzeni
sprężystej. Wyznaczono prędkości krytyczne oraz obszary niestateczności,
wewnątrz których drgania oscylatorów mają charakter narastający. Praca [1]
niezależnie od jej bezpośredniego znaczenia w mechanice stanowiła wstęp
do znacznie ogólniejszego zagadnienia z dziedziny magnetosprężystości, do-
tyczącego samowzbudnego narastania drgań strumienia elektronów nad dosko-
nałym przewodnikiem sprężystym w pierwotnym polu magnetycznym. Zagadnie-
nie to stanowi temat odrębnej publikacji.

Jednakże w związku z pracą [1] nasuwa się podobne zagadnienie, mianowicie
zagadnienie stateczności ruchu układu oscylatorów poruszających się po belce
na podłożu sprężystym. Rozwiązanie tego zagadnienia stanowi cel niniejszej
pracy.

Podobne zagadnienie było rozważane w pracy [2] przy badaniu ruchu masy
poruszającej się po belce na podłożu sprężystym przy działaniu na masę okre-
sowej siły wymuszającej. Rozważono tam również kwestię uresorowania masy
jednakże pod kątem drgań wymuszonych, nie rozważano natomiast problemu
drgań samowzbudnych. Problem ruchu masy po belce rozpatrzono w wie-
lu pracach, których nie cytujemy tutaj (por. np. [3]).

Sformułowane wyżej zagadnienie posiada liczne bezpośrednie aspekty
praktyczne, wspomnimy tutaj chociażby problem stateczności pojazdów ureso-
rowanych na szynach itp. Prędkości krytyczne ruchu statecznego są w takich
przypadkach dość wysokie, jednakże biorąc pod uwagę coraz to większe sto-
sowane prędkości eksploatacyjne zagadnienie to nabiera coraz większej wagi
praktycznej.

W pracy zastosujemy metodykę rozwiązania opracowaną w [1]. Poza tym
ograniczymy się gwoli przejrzystości wywodów oraz otrzymania prostych
wyników do przypadku najprostszego, tj. układu liniowych oscylatorów bez
tłumików, rozłożonych równomiernie oraz poruszających się ze stałą prędkoś-
cią U. Oczywiście uogólnienie rezultatów na przypadek oscylatorów rozłożonych
gęsto na odcinku bądź oscylatora skupionego, jak również uwzględnienie tłumie-
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nia nie przedstawia przy stosowanej metodzie rozwiązania żadnych trudności.
Wyniki jakościowe nie ulegają w zasadzie zmianie, pewne osobliwości wprowadza
jedynie tłumienie, jeśli osiąga pewne wartości krytyczne.

Inaczej ma się oczywiście sprawa z oscylatorami nieliniowymi; tutaj pojawiają
się trudności dodatkowe natury zasadniczej. Niektóre jednak przypadki szcze-
gólne zarówno w [1] jak i w rozpatrywanym obecnie problemie można roz-
wiązać; odkładamy je do dalszych prac.

W punkcie drugim niniejszej pracy podajemy równania wyjściowe, w punkcie
trzecim konstruujemy rozwiązania otrzymanych równań oraz dyskutujemy
warunki niestateczności, w punkcie czwartym obliczamy parametry krytyczne
i obszary niestateczności dla różnych przebiegów parametrów wyjściowych
zadania, wreszcie w punkcie piątym podajemy uogólnione sformułowanie
problemu na przypadek oscylatorów złożonych o kilku stopniach swobody.

2. Równania ruchu

Rozważmy belkę na podłożu sprężystym, po której porusza się gęsto równo-
miernie rozłożony układ oscylatorów mechanicznych (rys. 1) o masie m oraz
stałej sprężystej c, odniesionych do jednostki długości belki.

Rys. 1

Układ oscylatorów porusza się w kierunku xx ze stałą prędkością U. Rozważymy
dwa układy współrzędnych, jeden związany z ruchomym układem oscylato-
rów, drugi z belką (rys. 2).

Rys. 2

Niech na belkę działa ruchome okresowe ciśnienie

(2.1) pi(xut)=ptfl»'<*-<»t>,
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analogicznie na układ oscylatorów
(2.2) p% {xo, t) = pe^ ta. - v..o.

Ciśnienie działające na układ oscylatorów działa na sprężyny oscylatorów
w płaszczyźnie kontaktu z belką (rys. 1).

Równanie ruchu belki przyjmie w związku z tym postać

(2.3) El^'+g^ + by^p^t),

gdzie El oznacza sztywność belki, Q masę belki na jednostkę długości, b stalą
sprężystą podłoża na jednostkę długości belki.

Równania ruchu układu oscylatorów mają postać

(2.4) my, + c [y2 - yiQ) = 0,

gdzie yw J e s t przemieszczeniem punktu styku oscylatora z belką. Funkcje y2

oraz 3»2o zależą od x2 i t.
Przy drganiach okresowych y2 wyrazi się oczywiście przez yz0 za pomocą

warunku brzegowego

(2.5) c(y2 — yw) = -p2(x^, t).

Jeżeli oba układy współrzędnych, tj. dla belki i oscylatorów są związane
ze sobą, wtedy muszą dodatkowo zachodzić związki zgodności przemieszczeń
yx i y20

 o r a z zgodności ciśnień pt, p2:

(2.6) p! =p2, y1 = —yaa.

Warunki (2.6) są już zapisane w jednolitym układzie współrzędnych (związa-
nym z belką).

Związki pomiędzy obu układami współrzędnych (rys. 2) są następujące:

(2.7) Xl+x,=Ut, y

gdzie U jest prędkością przemieszczania się układu oscylatorów po belce.
Przytoczone wyżej oba układy równań oraz związki (2.6) i (2.7) określają

w pełni nasz problem. Będziemy poszukiwali takich obszarów zmiany U, przy
których rozwiązania zagadnienia w postaci fal bieżących przestaną być stateczne,
tj. przy których amplitudy drgań będą narastać w czasie.

Przejdźmy obecnie do dyskusji rozwiązań powyższych równań oraz warunku
niestateczności drgań.

3. Rozwiązanie równań i warunki niestateczności drgań

Rozwiązań równań (2.3) i (2.4) poszukiwać będziemy w postaci:

(3.1) y1 sa^eftOft-uit), jy30 =_Bei*i(*«-»i0j yt = Ce'*«C*»-°»i),

Podstawiając (3.1) do układu równań (2.3) i (2.4) znajdujemy wykorzystując
(2.1) i (2.2) oraz (2.5)
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( 3 - 2 ) A ~ Ełki - e*f»! + b ~ qią (R - oj)
gdzie

oraz
a- a° ZS- L = * a°

2/2 c m

gdzie al =
Rozwiązania niestateczne, a więc drgania samowzbudne, wystąpią wtedy,

gdy
(3.5) Im(kiVi) > 0 .

Dla otrzymania równania charakterystycznego, z którego wyznaczymy pa-
rametry krytyczne U, zwiążemy oba układy rozwiązań (3.2), (3.3) i (3.4) z wa-
runkami (2.6) i (2.7). Mianowicie z pierwszego z warunków (2.6) przy wyko-
rzystaniu również pierwszego z warunków (2.7) znajdujemy w jednolitym
układzie współrzędnych

(3.6) * i + * « = 0 ,

skąd przyjmiemy

(3.7) k1=k, & 2 =-&
oraz
(3.8) Vl + vz=U.

Następnie na podstawie drugiego z warunków (2.6) oraz (2.7) otrzymamy
po wykorzystaniu (3.7) oraz pierwszego z warunków (2.6)

( 3 9 ) 1 =J_4z^,
1 ' gk*(R-vl) mW a\vl
lub

(3.10) w ! = = j R _ I | ^
rj ag - vi

gdzie rj =Q\m.

Układ równań (3.8) i (3.10) stanowi ostateczny układ równań charakterystycz-
nych względem v1,vi, z którego obliczyć możemy Ukr oraz obszary niesta-
teczności.

Wprowadzając oznaczenia

( 3 n ) * V *
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możemy układy (3.8) i (3.10) sprowadzić do postaci następującej:

(3.12) vl + v.-Vt ą - 1 - * " " "
ot

Układ (3.12) można eliminując np. vx sprowadzić do równania względem
2 zależnego od parametru U, mianowicie

(3.13)

Ze względu na fakt, że dyskusja równania (3.13) jest bardzo uciążliwa, bę-
dziemy w dalszym ciągu posługiwali się równaniami (3.12) oraz stosowali
numeryczną metodę rozwiązania.

Aby rozstrzygnąć problem drgań samowzbudnych układu oscylatorów,
należałoby rozwiązać układ równań (3.12) bądź równanie (3.13) i znaleźć takie
zakresy zmiany U, przy których otrzymalibyśmy dla vX)vz rozwiązania zespo-
lone czyniąc zadość warunkom (3.5). Ponieważ jednakże rozwiązanie równania
(3.13) w postaci jawnej, aczkolwiek teoretycznie możliwe, napotyka praktycznie
na znaczne trudności rachunkowe, postąpimy inaczej. Mianowicie ponieważ
wspólny • obszar istnienia możliwych rzeczywistych rozwiązań »x, v% drugiego
z równań (3.12) nie jest ograniczony, zatem kreśląc w płaszczyźnie vx, v2 krzywe
przedstawiające drugie z równań (3.12), będziemy szukali przecięć tych
krzywych z prostą v% = U—vx.

Rys. 3

Jeżeli przy danym U będą istniały pierwiastki rzeczywiste, to będą one od-
powiadały drganiom statecznym. Jeżeli zaś począwszy od pewnego U = Ukr

pierwiastki rzeczywiste w,- przestaną istnieć, wtedy rozpocznie się obszar nie-
stateczności — obszar drgań samowzbudnych układu oscylatorów (rys. 3)1.

Fakt ten można uzasadnić bezpośrednio stosując rachunek zaburzeń. Do-

1 Obszar niestateczności dla U nazywać będziemy w dalszym ciągu zredukowanym obszarem
niestateczności, zaś obszar dla samego U bezpośrednio obszarem niestateczności.
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wodu tego nie przytoczymy tutaj, gdyż został on przedstawiony w pracy [1],
sposób zaś postępowania w naszym przypadku będzie identyczny. Gdy U wzra-
stając osiągnie ponownie wartości, przy których pojawiają się pierwiastki rze-
czywiste, to będzie to górna granica U przedziału (obszaru) niestateczności
drgań.

Obszar badania rozwiązań we współrzędnych vlf vz można ograniczyć dla
vx do pierwszej ćwiartki płaszczyzny zespolonej, zaś dla v2 do czwartej.

Z pierwszego z równań (3.12) wynika, że rozwiązania dla Vi muszą mieć
postać

(3.14) vx = r 1 + i e , v2 —r2—ie.

Poza tym z drugiego z równań (3.12) wynika, że wielkości

(3.15) vx — — rx 4-t'e, v2 = — r t—te

jak również

(3.16) vx =rx—ie, v2

czynią zadość układowi równań (3.12), przy czym dla (3.15) należy zamiast
U przyjmować —U. Stąd więc wynika poprawność przyjętego uproszcze-
nia i w dalszym ciągu będziemy badali układ dla postaci rozwiązań (3.14)
przy rx, r2 > 0 oraz e > 0, tzn. stosując opisaną wyżej metodę określania
Âtr poprzez poszukiwanie krzywej vx =/(©») dla rzeczywistych~vy, ~v2 i punktów

przecięcia z prostą v2 = U—vx. Ograniczymy się do dodatnich ©x, v2, tj. do
pierwszej ćwiartki w płaszczyźnie zmiennych rzeczywistych vx, v2.

Przejdziemy obecnie do określenia liczbowego krytycznych prędkości oraz
obszarów niestateczności rozwiązań dla różnych zakresów zmiany parametrów
naszego układu, co wyczerpie możliwe praktyczne warianty rozwiązań problemu.

4. Parametry krytyczne — obszary niestateczności

W celu liczbowego wyznaczenia prędkości krytycznych oraz obszarów nie-
stateczności przy różnych parametrach zadania przeprowadzimy tabelaryzację
równania (3.12) (drugiego) dla różnych a2, k oraz r\, co pozwoli wyznaczyć
numerycznie przebieg krzywych vx =/(w2), gdzie /2(w2) jest prawą stroną dru-
giego z równań (3.12). Przy sporządzaniu tabeli stosowano dokładność możliwą
do otrzymania na suwaku. Dane powyższe zestawione zostały w tablicy 1.

Zgodnie z dyskusją, przeprowadzoną w poprzednim punkcie, drgania układu
oscylatorów są niestateczne w obszarze, w którym układ równań (3.12) nie
posiada rozwiązań rzeczywistych. Granice tego obszaru wyznaczamy badając
układjrównań (3.12) dla zmiennych rzeczywistych vlt v2 i poszukując takich
U = UkT, przy których prosta wa = U—vl jest styczną do krzywej vx =f(v%).
Zauważmy jeszcze, że po wyznaczeniu na podstawie układu równań (3.12) [/kr,
samo C/kr obliczamy ze stosunku (3.11), pamiętając że JR zależy również od k,
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tzn. od długości fali. Ogólna postać wykresów lewej i prawej strony drugiego
z równań (3.12) podana jest na rys. 4.

a 1721 rk b

IOr
V2

Rys. 4

Przebieg krzywych v1 —/j,^) oraz wartości t/kr dla kilku wybranych układów
parametrów a2, k i r\ z tablicy 1 przedstawiony jest na rys. 5.

Jeżeli powtórzyć konstrukcję wyznaczania Ukr przedstawioną na rys. 5 dla
zagęszczonych wartości parametrów k, przy ustalonym r\ oraz danych c, El, b,

3,5

ĄD

1,0

1 - tj-10,0; az=1,0; R"!0a

2- r/-1ft; az=1,0; R~10e

3- i'1,0; kz-t0'4; a2-0,1; R-103

2 ^ ; a 2 = 5 ; R=2-10s

2,0 3J3 4,0 5,0 S

Rys. 5
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wtedy można zbudować wykres zależności dolnej (f/kr) i górnej granicy zre-
dukowanego obszaru niestateczności od k. Wykres taki w skali logarytmicznej
przedstawiony został na rys. 6, przy czym przyjęto różną skalę pionową dla dolnej

1,0

tog * 2 / / 0 ~ 7

Rys. 6

i górnej granicy zredukowanego obszaru niestateczności. Poza tym przy-
jęto pewne k2 charakterystyczne, mianowicie k2 = 10~7 jako wielkość odnie-
sienia. Wielkość ta została przyjęta dowolnie, tak aby odpowiadała pewnym
typowym danym praktycznym.

Rys. 7

Wykres na rys. 6 sporządzono dla ustalonego r\, mianowicie r]0 = 1. Aby
mieć pełny obraz przebiegu zjawiska na rys. 7, sporządzono wykresy przebiegu
obu granic zredukowanego obszaru niestateczności w funkcji rj (w skali loga-
rytmicznej) przy ustalonych c, El, b i k lub inaczej przy ustalonych warto-
ściach a2 i R. Budując wykresy przy danych parametrach a2 i R nie trzeba spe-
cyfikować wzajemnych związków pomiędzy c, El, b i k. Jednakże dla wyzna-
czenia przebiegu UVT jako funkcji k (rys. 6) trzeba było przyjąć ustalone wartości
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c, El, b. Wykresów oddzielnych dla różnych wzajemnych stosunków c, El, b
nie przytaczamy, mieszczą się one w tablicy 1 przy uzależnianiu vx,v2 według
parametrów a2 oraz R. Z rysunku 7 wynika, że przy rosnącym r\ (przy ustalonych
pewnych wartościach pozostałych parametrów) dolna i górna granica zredu-
kowanego obszaru niestateczności zbiegają się, tzn. obszar niestateczności
maleje do zera, przy malejącym natomiast r) na odwrót rośnie do nieskoń-
czoności. Nie omawialiśmy rys. 6, gdyż przedstawia on Ukc dolne i górne
w zależności od k, nie zaś samo £/kr. Korzystając ze związku (3.11) sporzą-
dzono na rys. 8 wykres przebiegu Ukt dolne i górne jako funkcję k, tj. zmianę,
w funkcji k dolnej i górnej granicy obszaru niestateczności. Wykres sporządzono
w oparciu o wykres i dane z rys. 6. Z rysunku 8 wynika, że przy zmiennych k

log #vio-7

Rys. 8

i pewnych ustalonych wartościach pozostałych parametrów f7kr dolne i górne
posiadają minima, przy czym oba minima na ogół nie pokrywają, się, leżą na-
tomiast blisko siebie.

Na podstawie tablic i wykresów przytoczonych w niniejszym punkcie można
w zasadzie prześledzić przebieg Ukr i obszaru niestateczności w zależności
od zmiany i wzajemnego stosunku wchodzących w rozwiązanie parametrów
w zakresach ich praktycznej zmienności. Z rozwiązań tych wynikają następu-
jące wnioski:

1. Przy ustalonych k, El, b, c w zależności od r\ = m\ą dolna granica obszaru
niestateczności rośnie z r\ do pewnej asymptoty, górna zaś rośnie z malejącym r\
począwszy od pewnej wartości asymptotycznej do nieskończoności. Obszar nie-
dtateczności maleje przy rosnącym r\ do zera i rośnie przy malejącym do nie-
skończoności.

2. Przypadek ruchu sztywnej masy po belce otrzymamy przy danych 77,
k, El, b, jeżeli przyjąć c -> oo, tj. a2 -* 00. Wtedy

(4.1) »} 1
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i górna granica obszaru niestateczności dąży do nieskończoności, dolna zaś
zmierza do asymptoty zależnej od pozostałych parametrów (por. tablica 1). Stąd
wniosek, że przy przekroczeniu Z7kr ruch będzie niestateczny dla dolnego U.

3. Przy ustalonych r\, El, b, c górna i dolna granica obszaru niestateczności
posiadają minimum względem k. Minima te są na ogół położone blisko siebie,
nie pokrywają się jednak.

5. Oscylatory o kilku stopniach swobody

Na zakończenie niniejszej pracy rozważmy jeszcze pokrótce przypadek bar-
dziej złożonego układu oscylatorów poruszających się po belce, mianowicie
układu złożonego z oscylatorów o kilku stopniach swobody. Tok ogólny roz-
wiązania pozostaje taki sam jak poprzednio, zmieni się jedynie postać prawej
strony równania (3.9). Na przykład dla oscylatora o dwóch stopniach swobody
(rys. 9) przyjmie ona postać

(cx — k2v\mi) (Cj, + ca — &v\m% — c?)

Obraz jakościowy rozwiązań zachowuje się w tym przypadku podobnie jak
dla układu oscylatorów o jednym stopniu" swobody z tym, że obecnie dojdą
pewne osobliwości związane z dodatkowymi częstościami drgań własnych
oscylatorów. Poza tym przy specjalnie dobranych związkach pomiędzy pa-
rametrami zadania wynika szereg specjalnych związków dotyczących wzajem-
nego stosunku amplitud mas i belki itp. Zagadnienia tego hie będziemy rozwa-
żali oddzielnie, ponieważ w toku rozwiązania nie zachodzą żadne istotne zmiany.

Rys. 9

To samo dotyczy kwestii tłumienia (tłumiki oscylatorów i tłumienie w belce)
oraz ograniczonego układu oscylatorów bądź oscylatora pojedynczego. Przy
uwzględnieniu tłumienia metoda konstrukcji rozwiązania pozostaje niezmienio-
na, natomiast zmianie ulegają wyniki ilościowe. Jakościowe różnice otrzymuje
się przy pewnych (stosunkowo bardzo dużych) krytycznych wartościach tłu-
mienia. Aby nie komplikować obrazu dodatkowymi parametrami, w pracy
rozważaliśmy najprostszy układ. Tok rozwiązania, jak stwierdziliśmy, nie
ulega zmianie. Rozwiązanie komplikuje się w sposób istotny i zmienia się
metoda postępowania, gdy mamy do czynienia z oscylatorami nieliniowymi.
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Niektóre jednakże przypadki nieliniowych oscylatorów poruszających się po
belce dają się stosunkowo prosto rozwiązać. Zagadnienie to będzie tematem
osobnego komunikatu.
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P e 3 io m e

YCTOH^HBOCTL HBH5KEHHH CHCTEMBI OCUHJIJMTOPOB
no BAJIKE HA ynpyroM OCHOBAHHH

I'accMOTpena 3a#aqa o flBHWcenHH cHcreMbi jiHHeiiHbix OCUHJIJTHTOPOB no 6ajiKe
Ha ynpyroM ocuoBaHHH. noi<a3aHO, MTO B 3TOM cjiy^ae cymecTByioT o6jiacTH CKopocTeń HBUJKCHHH
CHCTeMŁI OCIłHJIJIHTOpOBj n p u KOTOpblX nOHBJIHIOTCH KOJie6aHHH C CaM0B036y>KfleHHeM, CJieflOBa-

BHHteHHe HeycroOTHBO. Onpeaejienw KPHTH^CCKHC cKopocTH fljia HHWHeii H BepxHeft
oQjiaCTH HeyCTOHIHBOCTH. JXaWbl AHarpaMMbI 3aBHCHMOCTH KpHTH^eCKHX CKOpOCTeS

OT pa3HŁix nepeivieHHbix napaiweTpos CHCTeMbi. O6cyjj<fleH pafl npeflejitHbix cnyvasB, Hanp.
>KecTK0H, Heynpyro noflBeuleHnofi Maccti, BectMa SOJIBIIIOH niaccw H T. n.

S u m m a r y
STABILITY OF THE MOTION OF A SYSTEM OF OSCILLATORS

MOVING ON A BEAM ON ELASTIC FOUNDATION

In the paper the problem of the motion of a system of linear oscillators moving on a beam on
elastic foundation has been considered. It is shown that for such a motion there exist domains of
velocity of the motion of a system of oscillators for which selfvibrations appear, thus the motion
is unstable. The critical velocities are determined for the upper and lower boundaries of the un-
stable domain. The diagrams of the critical velocities as the functions of different parameters of
the system are plotted and several limit cases as, for example, a motion of a rigid mass without
springing or a motion of a very large mass are discussed.

ZAKŁAD BADANIA DRGAŃ
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 3 października 1963 r.
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PRZEGLĄD POLSKICH PRAC DOTYCZĄCYCH ZAGADNIEŃ Z MIESZANYMI
WARUNKAMI BRZEGOWYMI W TEORII SPRĘŻYSTOŚCI

ZBIGNIEW OLE SIAK (WARSZAWA)

W niniejszym przeglądzie omówimy pewną klasę zagadnień z mieszanymi
warunkami brzegowymi, nazywaną czasem klasą zagadnień o nieciągłych
warunkach brzegowych. Omawiać będziemy więc takie rodzaje mieszanych,
warunków brzegowych, przy których punkty nieregularne brzegu (załomy) nie
pokrywają się z punktami rozgraniczającymi różne warunki brzegowe. Jed-
nym z licznych przykładów zagadnień, których w tym przeglądzie nie będziemy
rozpatrywać, będą płyty prostokątne o różnych warunkach brzegowych na
poszczególnych bokach brzegu płyty, ale jednakowe na danym boku prosto-
kąta.

Rozpatrywać będziemy zagadnienia z mieszanymi warunkami brzegowymi
w mechanice ciała stałego w podanym powyżej sensie, opublikowane przez
autorów polskich w czasopismach krajowych i zagranicznych. Prace te można
grupować przyjmując za punkt wyjścia różne kryteria, a więc na przykład
według działów mechaniki stosowanej jak teoria tarcz, płyt, powłok, klasyczna
teoria sprężystości, termosprężystość itp. Można je również omawiać w porządku
chronologicznym ich powstawania. W naszym przeglądzie odnośne prace
będziemy rozpatrywać według zastosowanych metod matematycznych. Wy-
mieńmy główne metody, którymi posługiwali się autorzy prac, a więc:

1) sprowadzenie zagadnienia do równań całkowych pierwszego rodzaju
i następnie przybliżone lub ścisłe (w pewnych prostszych przypadkach) ich
rozwiązanie;

2) sprowadzenie zagadnienia do równań całkowych drugiego rodzaju;
3) zastosowanie metody równań całkowych singularnych;
4) zastosowanie całek Fouriera lub Hankela lub metody transformacji cał-

kowych z następującym rozwiązaniem układu dualnych równań całkowych
lub wyznaczeniem współczynników w układzie dualnych szeregów;

5) zastosowanie metody Wienera-Hopfa.
Pracą, która w Polsce zapoczątkowała badania nad zagadnieniami o mie-

szanych warunkach brzegowych, był artykuł W. NOWACKIEGO [1]. Zastoso-
wana metoda sprowadzała zagadnienia płyty z mieszanymi warunkami brze-
gowymi do równania całkowego pierwszego rodzaju lub układu równań całko-
wych pierwszego rodzaju w zależności od tego, ile jest odcinków o różnych
warunkach brzegowych. Autor wymienionej pracy zajmuje się więc, w danym
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konkretnym przypadku, rozwiązaniem równania biharmonicznego z następu-
jącymi warunkami brzegowymi:

w = 0,
dw

(1.1)

= 0 na części brzegu płyty,

w = 0, V2w> = 0 na pozostałej części brzegu płyty.

Powyższe warunki brzegowe odpowiadają płycie na części brzegu swobodnie
podpartej, a na pozostałej—utwierdzonej zupełnie. Na wstępie rozważań został
przyjęty tak zwany «układ podstawowy», jakim jest płyta na całym obwodzie
swobodnie podparta. Dobór takiego, a nie innego układu podstawowego jest
uwarunkowany znajomością prostego rozwiązania zagadnienia dla płyty swo-
bodnie podpartej. Korzystając z zasady superpozycji ugięcie płyty można
przedstawić jako sumę ugięcia od działającego obciążenia wp dla układu pod-
stawowego oraz ugięcia od momentów utwierdzenia. Oznacza to, że wymagana
jest znajomość funkcji Greena, w tym przypadku ugięcia płyty spowodowanego
działaniem skupionego momentu jednostkowego na brzegu płyty—układu
podstawowego. Otrzymujemy następujące wyrażenie na ugięcie płyty:

(1.2) w(x,y) =! ; x,y)d£,

gdzie zox jest funkcją Greena od momentu jednostkowego, a M(x) momentem
na utwierdzonej części brzegu płyty. Nieznany rozkład momentu utwierdzenia
zostanie wyznaczony z warunku, że kąt ugięcia na utwierdzonej części brzegu
jest równy zeru, czyli z następującego równania całkowego pierwszego rodzaju:

(1.3) f
dn d , dn

W innych przypadkach mieszanych warunków brzegowych, w szczególności
dla podpór liniowych wewnątrz obszaru płyty, równanie posiada tę samą po-

Rys. 1

stać. Na ogół powyższe równania całkowe rozwiązuje się w sposób przybliżony
sprowadzając je do układu liniowych równań algebraicznych. W pracy [1]
przykład i dyskusję rozwiązania podano dla półpasma płytowego, w którym
część krótszego brzegu jest utwierdzona zupełnie.
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Metodę tę W. NOWACKI i inni autorzy rozszerzyli na szereg innych przypad-
ków. Rozszerzenie to poszło w trzech kierunkach: pierwszy dotyczy innych
kształtów płyt, drugi uwzględnia drgania i wyboczenie, wreszcie trzeci przenosi
metodę na inne zagadnienia, mianowicie na teorię powłok, tarcz i klasyczne za-
gadnienia teorii sprężystości. Wymienimy prace W.NOWACKIEGO [2,3] dotyczące
płyt prostokątnych i płyt o kształtach, które można złożyć z prostokątów. Roz-
patrzono tu między innymi przypadek płyty na części brzegu swobodnej,
a na części swobodnie podpartej. Proste przykłady mieszanych warunków
brzegowych w przypadku działania temperatury rozpatruje Z. THRUN [4],
Zagadnienia dynamiczne i utraty stateczności dla płyty prostokątnej zostały
rozpatrzone w pracach [5 i 6], a dla płyty kołowej w pracach [7 i 8]. Zagadnie-
niami drgań i stateczności płyt podpartych w przęśle i o nieciągłych warunkach
brzegowych zajmuje się S. KALISKI W pracach [11 i 12]. Z innych prac wymie-
nimy [13 i 14], w których rozpatrzono podpory liniowe w obszarze płyty kołowej
oraz pracę [15], w której zagadnienie zostało rozszerzone na przypadek miesza-
nych warunków brzegowych w powłoce walcowej. Rozszerzenie metody równań
całkowych pierwszego rodzaju na mieszane zagadnienia brzegowe teorii sprę-
żystości ma miejsce w pracach W. NOWACKIEGO [9 i 10],

Przez zastosowanie tego samego toku rozumowania co poprzednio do płyt
ze sprężystym utwierdzeniem i podparciem oraz płyt spoczywających na sprę-
żystym podłożu winklerowskim W. NOWACKI i S. KALISKI [16 i 17] uzyskali
nowe rozszerzenie samej metody. Tym razem zagadnienie zostało sprowadzone
do równania całkowego drugiego rodzaju lub układu tych równań. Referat
na ten temat został wygłoszony na IX Kongresie Mechaniki Stosowanej (Bruk-
sela, 1956).

Przypuśćmy dla przykładu, że tak jak poprzednio mamy do czynienia z płytą
prostokątną, swobodnie podpartą jako układem podstawowym. Załóżmy obec-
nie, że na odcinku o-c płyta jest sprężyście utwierdzona (lecz sztywnie pod-
parta); możemy wtedy przyjąć, że kąt nachylenia stycznej do powierzchni
na zamocowanym odcinku jest proporcjonalny do momentów utwierdzenia.
Otrzymujemy więc z tego warunku następujące równanie całkowe drugiego
rodzaju

(1.4) ^ = -

skąd zostanie wyznaczony nieznany rozkład momentów sprężystego utwier-
dzenia.

A. KACNER, wykorzystując powyższy sposób sprowadzenia zagadnienia
do równań całkowych drugiego rodzaju, uzyskał rozwiązanie zamknięte dla
półpasma płytowego w pewnym szczególnym przypadku nieciągłości warunków
podparcia i ustalił osobliwości poszukiwanej funkcji momentu brzegowego.
Otrzymał on rozwiązanie przechodząc do granicy z wartością współczynnika
podatliwości [18, 19, 20]. W pracy [21] rozwiązując odpowiednie równanie

2 Mechanika teoretyczna
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całkowe A. KACNER podał sposób eliminowania wpływu osobliwości jądra
na dokładność wyniku. Prace [22, 23 i 24] tego autora oparte są na koncepcji
dwóch układów podstawowych, z których uzyskuje się dwie grupy sprzężonych
związków zawierających wszystkie nieznane wielkości brzegowe, zarówno
statyczne, jak i geometryczne. Związki te pozwalają na ustalenie charakteru
osobliwości funkcji rozwiązujących i na sprowadzenie zagadnienia do równań
całkowych drugiego rodzaju.

Sformułowanie zagadnienia dla mieszanych warunków brzegowych w teorii
sprężystości w oparciu o twierdzenie Bettiego z wykorzystaniem funkcji Greena
podał W. NOWACKI w pracy [25].

H. ZORSKI [26-29] przedyskutował charakter osobliwości powstających
przy różnych kombinacjach warunków brzegowych dla płyt w kształcie pół-
płaszczyzny, ćwiartki płaszczyzny i półpasma płytowego, uwzględniając również
płyty anizotropowe [28]. Sposób rozwiązania zagadnień jest następujący:
autor wprowadza dwa potencjały biharmoniczne, za pomocą których można
wyrazić ugięcie i kąt nachylenia stycznej do powierzchni ugięcia płyty:

(1.5)

gdzie

j^w(x,0), f(x) = w(x, 0).

W podobny sposób wprowadzono dwa potencjały w przypadku, gdy na
brzegu znane jest ugięcie i laplasjan ugięcia:

(1.6)

gdzie
H(x) =V2TO(X, 0).

Po zbadaniu wartości brzegowych wprowadzonych potencjałów i ich pochod-
nych znalezione zostały odpowiednie wyrażenia na wielkości statyczne. W opar-
ciu o otrzymane wzory na odcinku, na którym dane jest ugięcie i jego laplasjan,
dobrano w ten sposób kąt ugięcia, aby był spełniony warunek na laplasjan
ugięcia. W wyniku otrzymano równanie całkowe silnie osobliwe pierwszego
rodzaju z jądrem Cauchy'ego:

Ponieważ jądro zawiera jedynie część charakterystyczną, równanie rozwiązuje
się w postaci całek określonych. W podobny sposób H. ZORSKI otrzymał roz-
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wiązanie dla brzegu na części utwierdzonego, a na pozostałej części swobodnego.
Otrzymane wyniki pozwoliły na wyjaśnienie szeregu kwestii związanych z wy-
stępującymi osobliwościami. Przytoczono szereg zamkniętych wyrażeń na
wielkości statyczne i geometryczne. W przypadku ćwierćplaszczyzny rozpatrzono
zagadnienia, gdy jeden brzeg jest swobodnie podparty, a drugi podparty w spo-
sób nieciągły. Wyniki pozwalają również na wyjaśnienie osobliwości w rogu
płyty. Metodę równań całkowych singularnych wykorzystano jeszcze w pracy
W. PIECHOCKIEGO i H. ZORSKIEGO dotyczącej termosprężystego zagadnienia
klina [33].

W. NOWACKI [31] wykorzystując własności całek Hankela i przedstawiając
rozkład temperatury w postaci takiej całki rozwiązał zagadnienie termospręży-
stości dla półprzestrzeni, w której na płaszczyźnie ograniczającej temperatura
T = To dla r < a, natomiast jej gradient dT\dz — 0 dla r > a. Metoda trans-
formacji całkowych została zastosowana w wielu pracach. Sprowadzenie za-
gadnienie brzegowego do rozwiązywania dualnych równań całkowych zastoso-
wano w kilku przypadkach zagadnień z mieszanymi warunkami brzegowymi;
i tak zagadnienie termosprężystości dla szczeliny osiowo-symetrycznej w prze-
strzeni termosprężystej rozwiązano w pracy [35]. Na powierzchni szczeliny
dana była temperatura albo jej gradient. Układ dualnych równań całkowych
otrzymujemy w sposób następujący. Przypuśćmy, że rozpatrujemy przypadek
półprzestrzeni sprężystej ogrzanej na powierzchni ograniczającej na kole r < 1
i izolowanej dla r > 1. Rozwiązanie zagadnienia stacjonarnego sprowadza się do
rozwiązania równania Laplace'a z warunkami brzegowymi

Po wykonaniu transformacji Hankela zerowego rzędu na równaniu Laplace'a
otrzymamy równanie różniczkowe zwyczajne

którego rozwiązaniem jest

Po wstawieniu powyższego wyrażenia jako funkcji podcałkowej do wzoru na
transformację odwrotną i wykorzystaniu warunków brzegowych otrzymamy
następujące równania, zwane dualnymi równaniami całkowymi, z których
wyznacza się nieznaną funkcję

J SA(S)yo{rS)dS = Ciy(r)t r<\,

(1.8)
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Ponieważ rozwiązanie tego typu równań jest znane, wystarczy obecnie, przynaj-
mniej z punktu "widzenia formalnego, wstawić obliczone A(C) do wzoru na
T(£, z) i wykonać transformację odwrotną otrzymując rozkład temperatury.
Podobny tok postępowania ma miejsce w innych przypadkach. Przykładem
wykorzystania tej metody jest zastosowanie jej do zagadnień płytowych [34]
oraz osiowo-symetrycznego zagadnienia w teorii sprężystości [36]. Prace Z. OR-
ŁOSIA [37 i 38] również traktują o zagadnieniu szczeliny i naprężeniach w jej
pobliżu.

R. SOŁECKI [39] otrzymał rozwiązanie dla izotropowych płyt prostokątnych
ze szczeliną równoległą do jednego z brzegów płyty. W pracy tej rozpatrzono
drgania i zginanie płyty i podano przykłady oraz odpowiednie wykresy.

W ciągu ostatnich trzech lat rozwiązano szereg zagadnień dotyczących nie-
ciągłych warunków brzegowych przez sprowadzenie ich do równania całkowego
typu Wienera-Hopfa, które następnie rozwiązuje się w sposób przybliżony.
Wykonanie transformacji Fouriera na równaniu różniczkowym cząstkowym
sprowadza je na ogół do następującego problemu. Należy znaleźć nieznane
funkcje &+(a) i lP-(o) związane równaniem funkcjonalnym

(1.9) A (a) cp+(a) + B(a) W_(a) + C(a) = 0 ,

które jest spełnione w paśmie T_ < x < r + , —co < a < oo płaszczyzny ze-
spolonej a — a-\-ir (parametr transformacji). Przy tym <P+(a) powinna być
regularna w półpłaszczyźnie r >T_,a!F_(a)w półpłaszczyźnie T < T + ; funkcje
A{a), B(a) i C(a) są znanymi funkcjami a regularnymi w rozpatrywanym
paśmie. Podstawowe przyjęcie przy rozwiązywaniu powyższego równania, będą-
cego przypadkiem szczególnym zagadnienia Riemanna-Hilberta, polega na tak
zwanej faktoryzacji, to znaczy znalezieniu funkcji K+(a) regularnej i nie
posiadającej punktów zerowych w półpłaszczyźnie x > r_ oraz funkcji K_(a)
regularnej i nie posiadającej zer w półpłaszczyźnie T < r + i spełniających
związek:

A(ą)_ K+(a)
B(a) K_{a)

W prostszych przypadkach funkcje K+(a) i K_(a) udaje się odgadnąć. Istnieją
również inne metody ich wyznaczania. W wielu zagadnieniach można posłużyć
się sposobem przybliżonym polegającym na zastąpieniu funkcjiK+(a) i K_(d)
prostszymi spełniającymi następujące wymagania:

1) nowe funkcje K+(a) i K_(a) nie różnią się znacznie od K+(a) i K^(a) wzdłuż
linii, względem których dokonujemy faktoryzacji,

2) zachowują się tak samo dla \a\ -> 0 i \a\ -> oo,
3) są prostsze, jeżeli chodzi o rozkład pierwiastków równania K+(a) = 0,

K_(a) = 0 .
Stosując powyższą metodę M. SOKOŁOWSKI [40] podał rozwiązanie dla nieskoń-

czonego pasma płytowego swobodnie podpartego na szerokości 26, a na pozostałej
części brzegu zamocowanego sprężyście. Z innych prac wymienimy pracę
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M. SOKOŁOWSKIEGO [41]; rozwiązano w niej zagadnienia przewodnictwa ciepl-
nego dla długiej warstwy, której krawędź dolna utrzymywana jest w stałej
temperaturze, krawędź górna jest częściowo termicznie izolowana, a na pozo-
stałej części wypływ ciepła jest proporcjonalny do temperatury brzegu warstwy.
Praca [42] tego samego autora dotyczy nieciągłego zagadnienia brzegowego
tarczy o kształcie klina na części brzegu podgrzanego, a na części izolowanego
(zagadnienie przewodnictwa cieplnego). Naprężenia w sztywnie utwierdzonej
warstwie sprężystej znaleziono w pracy [43]. Nieskończona warstwa sprężysta
jest swobodna na części x < 0 i jest ściskana doskonale sztywnymi blokami
0 krawędziach ostrych lub zakrzywionych na części x > 0. Podobne zagadnie-
nie warstwy sprężystej swobodnej dla x < 0 i ściskanej w ten sposób, że prze-
mieszczenia u i v są odpowiednio proporcjonalne do naprężeń stycznych
1 normalnych rozwiązał M. MATCZYŃSKI [44]; ten sam autor rozwiązał również
zagadnienie klina sprężystego z danymi przemieszczeniami na części brzegu
[45]. M. MATCZYŃSKI i M. SOKOŁOWSKI rozwiązali ponadto zagadnienie pasma
płytowego na części brzegu sprężyście utwierdzonego, a na części swobod-
nego [46],
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ZWIĄZKI FIZYCZNE DLA MATERIAŁU SPRĘŻYSTEGO
Z WIĘZAMI GEOMETRYCZNO-TERMICZNYMI

ZBIGNIEW W E S O Ł O W S K I (WARSZAWA)

Wiele materiałów zachowujących własności sprężyste również przy dużych
odkształceniach wykazuje bardzo nieznaczną ściśliwość odpowiadającą współ-
czynnikowi Poissona bliskiemu 0,5. Są to przede wszystkim, tzw. materiały
gumopodobne. Przy ich rozpatrywaniu wyprowadza się zwykle założenie
o nieściśliwości, co zresztą znacznie upraszcza obliczenia.

Większość rozpatrzonych dotychczas zagadnień dotyczy przypadku, gdy
proces odkształcenia jest izotermiczny. Przejście do innych procesów nie na-
stręcza trudności, jeśli przyjąć, że rozpatrywany nieściśliwy materiał nie wy-
kazuje rozszerzalności termicznej. Jest to jednak założenie dość sztuczne.
Jeśli natomiast materiał wykazuje rozszerzalność termiczną, to związki fizyczne
przyjmują inną postać i zachodzą istotne różnice między procesem izoter-
micznym, a procesem nieizotermicznym.

W niniejszej pracy wskażemy na te różnice jak również na pewne wynikające
z nich konsekwencje.

1. Geometria odkształcenia i związki fizyczne

Oznaczmy przez P typowy punkt ciała nieodkształconego B. W procesie
odkształcenia ciało B przechodzi w ciało odkształcone B, a typowy punkt P
w punkt P. Temperaturę punktu P oraz P oznaczymy odpowiednio przez T
oraz T. Wprowadźmy ustalony kartezjański układ współrzędnych oraz współ-
rzędne konwekcyjne 6{. Oznaczając przez xi oraz yi kartezjańskie współrzędne
punktu P oraz P mamy

nn " _^m.£^m. a _ fom tym
K ] giJ ~ 3d1 8dJ' giJ~ 3d' 86*'

(1-2) «y--2-(ł</-ł</)»

gdzie gtj oraz gy oznaczają tensory metryczne w B oraz B, a e^ jest tensorem,
odkształcenia. Symetryczny tensor drugiego rzędu sy ma 3 niezmienniki.
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Dla naszych celów najdogodniejsze jest zdefiniowanie tych niezmienników
związkami

(1.3) h = Z"grs» h - SrsgtS h, h=gl°g-
Pierwiastek z niezmiennika 73 jest stosunkiem gęstości Q ciała B do gęstości Q
ciała B.

Stan naprężenia ciała B scharakteryzowany jest tensorem naprężenia xv>
(odniesionym do jednostki powierzchni w ciele odkształconym J5). Współ-
rzędne siły P działającej na jednostkę powierzchni o normalnej n wyrażają się
przez tensor T'J wzorem

(1.4) F ma-flm.

Rozpatrujemy ciało sprężyste o dowolnej nieliniowej charakterystyce fi-
zycznej. Stan ciała sprężystego określa siedem niezależnych parametrów stanu.
Jak pokazano np. w [1], parametry te mogą być wybrane w sposób w zasadzie
dowolny spośród 14 wielkości: sześciu współrzędnych tensora odkształcenia
By, sześciu współrzędnych tensora naprężenia riJ, temperatury bezwzględnej
T oraz odniesionej do jednostki masy ciała entropii S.

Do celów niniejszej pracy najdogodniejsze jest przyjęcie za niezależne para-
metry stanu współrzędnych tensora odkształcenia s^ oraz temperatury T.
Zgodnie z pierwszą i drugą zasadą termodynamiki mamy tożsamość (por. np. [1])

gdzie funkcja F(etj, T) jest energią swobodną, odniesioną do jednostki masy
rozpatrywanego ciała.

Różniczki de^, dT można formalnie traktować jako wektory siedmiowy-
miarowej przestrzeni wektorowej F 7 . W przypadku gdy różniczki te są wzajemnie
niezależne, z (1.5) wynika

ru SF 8F
Q ÓEij Cl

Związki (1.6) obowiązują w przypadku, gdy każda zmiana wielkości gy oraz
T jest kinematycznie dopuszczalna. Współrzędne tensora naprężenia riJ oraz
entropia S są wtedy jednoznacznie1 określone przez współrzędne tensora od-
kształcenia £y i temperaturę T. Tak jednak nie jest, jeśli współrzędne te i tem-
peratura nie są niezależne.

Załóżmy, że w rozpatrywanym ciele istnieją więzy geometryczno-termiczne.
W szczególnych przypadkach mogą one wyrażać warunek nieściśliwości, ograni-
czenie odkształcenia przez struny zanurzone w materiale itp. Przyjmiemy, że
więzy te wyrażają się związkami

n 7 , fK(ElJ,T,riJ,S)=Q, £ = 0 , l , 2 , . . . , M , M < 7 ,

1 Pewnemu stanowi odniesienia, np. stanowi B, przypisujemy entropię >b' = 0. W ten sposób
przechodzimy do operowania tylko przyrostami entropii.
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Sześć współrzędnych tensora odkształcenia ey oraz temperaturę T traktujemy
jako zmienne niezależne, a T'J oraz S jako ich funkcje. Związki (1.7) stanowią
więc pewne więzy narzucone na ey oraz T. To usprawiedliwia nazwę wiązy
geometryczno-termiczne. Obliczając różniczkę zupełną (1.7) mamy

(1.8)

(" o " + W~Ts~Ł ^~5~F~T—idsij + \-K7fr +-s-7T-T7fr +-^--T7?r dT = 0.

W tym przypadku różniczek day, dT nie można więc traktować jako wektory
niezależne. Rozwiązaniem (1.5) jest teraz2

M

^ T = 1

BT ZJ PKBT ZJ PK\8T

Związki (1.9) pozwalają wyznaczyć współrzędne tensora naprężenia ru oraz
entropię S1 jako funkcje współrzędnych tensora odkształcenia gy oraz tempe-
ratury T. określone są z dokładnością do M skalarnych, parametrów pK, które
mogą być interpretowane jako mnożniki Lagrange'a. Dla M = 0 związki (1.9)
przechodzą w związki dla materiału bez więzów (1.6).

W następnych rozdziałach zostaną rozpatrzone pewne przypadki szczególne
związków (1.7) i wynikających z nich związków fizycznych (1.9).

2. Przypadek szczególny więzów geometryczno-termicznych

Zajmiemy się tutaj pewnym szczególnym przypadkiem więzów geometryczno-
termicznych (1.7). Założymy mianowicie, że temperatura i odkształcenie są
związane związkiem jawnym, a nie za pośrednictwem naprężenia i entropii.

2 Równanie wektorowe

^ = 0, A - 1, 2,..., n,
k

przy spełnionych N < n niezależnych związkach

k
ma rozwiązanie

gdzie p K są wzajemnie niezależnymi skalarnymi mnożnikami.
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Podczas gdy więzy (1.7) zależały od prawa fizycznego, więzy rozpatrywane
w niniejszym rozdziale od tego prawa nie zależą.

Dla uproszczenia rozważań chwilowo założymy, że konwekcyjny układ
współrzędnych 0' pokrywa się w B z układem xt. Zgodnie z (1.1) oraz (1.2) jest

8xj

eU — "o"2 /
2 \ 8xt 8xj

Powstaje pytanie, jaką postać ma najogólniejszy związek pomiędzy tempera-
turą a odkształceniem. Ograniczając się do przypadku, gdy temparatura zależy
tylko od odkształcenia (a nie od prędkości odkształcenia, przyśpieszenia itd.),
taką najogólniejszą postacią jest

(2.3) T=H(dyildxj).

Zależność (2.3) jest naturalnym uogólnieniem wprowadzanych często więzów
geometrycznych, których, najprostszym przykładem jest równanie nieściśliwości.
W szczególnym przypadku więzy (2.3) mogą wyrażać rozszerzalność objętościową
zależną tylko od temperatury. Funkcja H może w sposób istotny zależeć od
położenia ciała B względem układu xt. Tak jest np. w przypadku, gdy ciało
B wykazuje anizotropię.

Gradienty odkształcenia zgodnie z (2.2) określają całkowicie tensor odkształce-
nia Bij. Tensor odkształcenia s{j nie określa jednak jednoznacznie gradientów
odkształcenia. Zdawać by się więc mogło, że postulowana zależność (2.3) jest
ogólniejsza od zależności T = T(ey). Niżej wykażemy, że tak nie jest.

Załóżmy, że ciało B doznało pewnego sztywnego obrotu określonego orto-
gonalną macierzą ay dokoła początku układu. W ustalonym poprzednio orto-
gonalnym kartezjańskim układzie współrzędnych punkt P po obrocie ciała J3
ma współrzędne, które oznaczymy przez ^t. Zachodzą związki

(2.4) yt = Ofiyj, dytl8xk = atJ 8yj/dxk,

(2.5) airair=bu.

Podczas sztywnego obrotu temperatura punktu P nie ulega zmianie. Jest
więc

(2.6) H(8yil8xk) =H(atJ8yJldxk).

Przedstawimy macierz Syt/dxk jako iloczyn macierzy ortogonalnej qij oraz
macierzy symetrycznej s,j. Takie przedstawienie jest zawsze możliwe (por.
np. [3, 4]). Jest więc

(2.7) 8ytl8xk = qirsrk,

(2.8) 8yildxk=aipqprsrk.
Zawsze można tak wybrać obrót ciała B określony ortogonalną macierzą

atj, że air qrk = §ik. W tym przypadku gradienty odkształcenia dyildxk tworzą
macierz symetryczną i jest

(2.9) Syij8xk =sik.
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Przyjmując to położenie ciała B za położenie wyjściowe zgodnie z (2.3) oraz
(2.6) mamy

(2.10) T=H{sik)=H(aiJsJk).

Dla dowolnego materiału temperatura nie jest więc funkcją niesymetrycznej
macierzy gradientów odkształcenia 8yil8xkt a funkcją symetrycznej macierzy .v;j-.
Chociaż dalsze rozważania można prowadzić w oparciu o macierz s^, wy-
godniejsze jest inne podejście. Z (2.7) wynika mianowicie

(2.11) s„sA = 2 s u — 8tk.

Kwadrat macierzy Sij jest więc określony jednoznacznie przez macierz tensora
odkształcenia £0-. Określone są też jednoznacznie kwadraty wartości własnych
macierzy s(J- (równe wartościom własnym macierzy sy). Same wartości własne
określone są jednak tylko z dokładnością do znaku. Niejednoznaczność ta
wynika stąd, że rozkład (2.7) nie jest rozkładem jedynym. Można jednak tak
dobrać obrót ciała JS, aby macierz sy była dodatnio określona. W tym przypadku
wszystkie trzy wartości własne macierzy s^ są dodatnie i sama macierz Sy jest
określona jednoznacznie przez macierz tensora odkształcenia ey. W dalszych
rozważaniach będziemy zakładali, że zachodzi ten właśnie przypadek.

Zgodnie z powyższymi uwagami nie zawężając ogólności można przyjąć

(2.12) T = T(etJ).

Więzy geometryczno-termiczne (2.12) równoważne są więzom postulowanym
w (2.3) dla wszystkich materiałów, w tym również sprężystych anizotropowych.
Bliższe określenie postaci (2.12) możliwe jest dopiero po określeniu typu anizo-
tropii. W dalszych wzorach określimy (2.12) dla materiału izotropowego.

Ograniczamy się teraz do rozpatrywania materiału izotropowego. Dla takiego
materiału obrót ciała B względem ustalonego układu Xi nie może spowodować
zmiany postaci związku (2.12). Niech ciało B dozna obrotu sztywnego określo-
nego ortogonalną macierzą dy. Nowe współrzędne punktu P i nowe współ-
rzędne tensora ey wyznaczone z (2.2) mają postać

(2.13) Xt-dyXj,

(2.14) Jij =aipaJqem.

Zgodnie z przeprowadzoną wyżej analizą mamy

(2.15) T(aiJ)=T(eij)>

(2.16) T{ei])=T{dlp&iisPi).

Funkcja J"(ey) jest więc skalarową funkcją macierzy «y, niezmienniczą
względem przekształcenia ortogonalnego tej macierzy. Stąd wynika, że T
może być funkcją tylko niezmienników macierzy e^. Skorzystamy teraz z nie-
zmienników odkształcenia Ilt 7a, / 3 określonych związkami (1.3). Dla ciała
izotropowego jest więc ostatecznie

(2.17) r
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lub po rozwiązaniu względem I 3

(2.18)

Związek (2.18) będziemy interpretowali jako uogólnione prawo rozszerzal-
ności termicznej. W ogólnym przypadku prawo to określa objętość jako funkcję:
temperatury i pierwszych dwóch niezmienników stanu odkształcenia. W szcze-
gólnym przypadku q>(Iu 7a> T) = <p(T) wzór (2.18) opisuje rozszerzalność
termiczną niezależną od odkształcenia. Dla procesu izotermicznego mamy
T = T i niezmiennik / 3 określony jest przez czysto geometryczny związek
] / / 3 = <p (/x, J a , T), który w przypadku ą>{Ix, I2, T) s 1 przechodzi w warunek
nieściśliwości. Ponieważ przy T = T, Ix = / 2 = 3 mamy J 3 = 1 (ciało 5 ) ,
musi być

(2.19) p ( 3 , 3, f1) = 1 .

Ze względu na swój tensorowy charakter związki (2.12) i (2.17) są prawdziwe
w każdym układzie współrzędnych.

3. Przypadki szczegółowe

3.1. Uogólnione prawo rozszerzalności termicznej. Przejdziemy obecnie do rozpa-
trzenia związków fizycznych dla ciała izotropowego w przypadku, gdy obo-
wiązuje uogólnione prawo rozszerzalności termicznej (2.18). Zgodnie z (1.7)
mamy

(3.1) / = / 3 - ^ ( 7 1 ) / 2 ; T ) = 0 .

W ogólnym przypadku ciała sprężystego izotropowego energia swobodna F
jest funkcją trzech niezmienników stanu odkształcenia I1,I2,Ia oraz tempera-
tury T. W przypadku rozpatrywanym tutaj ze względu na istnienie związku
(3.1) można, nie zwężając ogólności, przyjąć F = F(I1, 72, T). Zgodnie z (1.9)
i (3.1) mamy więc

(3.2)

gdzie p' jest dowolną funkcją skalarną, podczas gdy funkcje W±, Wz, ^ 3 ,
oraz bij określone są związkami.

FiF ?)F 8F 8F

p.3, y «— łr- y - = 2 e S ' v'=2e£' w'^w;
V ~(g"t'-i"i")g„-
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Oznaczając p = 2qp'cp mamy ostatecznie

(3.5) *-*•+£&•
3.2. Rozszerzalność objętościowa niezależna od odkształcenia. Załóżmy obecnie że

materiał wykazuje termiczną rozszerzalność objętościową niezależną od od-
kształcenia

(3.6)
Związek ten przedstawia jedno równanie więzów. Zapisując je w postaci takiej
jak (3.1) mamy

(3.7)

Związek (3.7) będziemy traktować jako szczególny przypadek związku (3.1).
Zgodnie z (3.2) jest więc

(3.8) T" = W&V + Wt W + p' ¥agv, S = W0 + 2p'cp ŚjL-

Oznaczając p = W3p' mamy ostatecznie

(3.9) rV

(3-10) s = W j ^

Przy cp(T) s 1 równanie (3.7) przechodzi w warunek nieściśliwości. W tym
przypadku dcp\dT = 0 i entropia S określona jest przez (3.10) jednoznacznie.
Zaskakujący fakt, że przy dcpjdT # 0 entropia (ściślej — przyrost entropii)
określona jest z dokładnością do pewnej funkcji skalarnej, można łatwo wyjaśnić
w przypadku, gdy do rozpatrywanego ciała o jednostkowej masie przyłożone
jest tylko stałe ciśnienie hydrostatyczne q = const. Przy wzroście temperatury
o dT ciało wykonuje pracę zależną od ciśnienia q, doprowadzone ciepło musi
więc też od tego ciśnienia zależeć. Stąd wynika, że wzrost entropii spowodowany
wzrostem temperatury zależy od ciśnienia q.

Z faktem tym wiąże się bezpośrednio kwestia jednoznaczności energii we-
wnętrznej U(IX, /a, 73 ) S) oraz energii swobodnej F{IX, 1^,1^, T). Obie te
funkcje są jednoznacznie określone przez parametry stanu 7^ /a, I3 oraz S
lub też Iu I%, Is oraz T. Jednak wtedy gdy energia swobodna F nie zależy
od funkcji p, to energia wewnętrzna zależy od funkcji p za pośrednictwem
entropii S.

Sytuacja podobna do opisanej zachodzi w rozpatrzonym wyżej przypadku,
gdy obowiązuje uogólnione prawo rozszerzalności termicznej.
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4. Inflacja i rozciągnięcie rury walcowej

4.1. Założenia i związki ogólne. Przejdziemy obecnie do rozwiązania przykładu.
Rura walcowa o promieniu wewnętrznym a, zewnętrznym i i o długości /,
określona dalej jako ciało B, wykonana jest z izotropowego i jednorodnego ma-
teriału sprężystego. O materiale tym zakładamy, że jest nieściśliwy i że wyka-
zuje objętościową rozszerzalność termiczną zależną tylko od temperatury.

Rozpatrywana rura doznaje skończonego rozciągnięcia w kierunku swojej
osi oraz inflacji, tj. zwiększenia promienia wewnętrznego i zewnętrznego.
Na skutek tego odkształcenia przechodzi ona w rurę o wymiarach odpowiednio
a, b oraz I określaną dalej jako ciało B. Wprowadźmy parametry A oraz JJ, zde-
finiowane równościami

(4.1) A =///, p = a\d.

W przypadku materiału nieściśliwego (rozpatrzonym np. w [2]) parametry
X oraz JX określają całkowicie geometrię odkształcenia niezależnie od charakteru
procesu B -*• B i niezależnie od związków fizycznych. W przypadku materiału
wykazującego rozszerzalność termiczną parametry te nie określają jednoznacz-
nie geometrii odkształcenia. Przy rozpatrywaniu takiego materiału konieczna
jest znajomość charakteru procesu B -> B, rozkładu temperatur itp., jak rów-
nież znajomość związków fizycznych. W dalszym ciągu pracy przy przejściu do
efektywnego rozwiązania określać będziemy zarówno charakter procesu jak
i związki fizyczne.

W ciele B budujemy walcowy układ współrzędnych O1 = (r, •&, z). Współ-
rzędne te uważać będziemy za współrzędne konwekcyjne.

Tensor metryczny gy w B jest

'1 0 0"

(4.2) gtJ = Or*
.0 0 1.

Zakładamy, że odkształcenie jest osiowo-symetryczne i a) przemieszczenie
promieniowe typowego punktu P jest tylko funkcją r, b) przemieszczenie osiowe
punktu P jest tylko funkcją z.

Zgodnie z powyższymi założeniami mamy

(4.3) x1 = r Q c o s # , xa =rQ sim?, x3 = zlX, Q =Q(r),

przy czym

(4.4) Q(a)=llp,

gdzie Q(r) jest pewną na razie nieokreśloną funkcją zmiennej r.
Tensor metryczny gtJ w ciele B określony jest związkiem (1.1). Korzystając

z (4.3) mamy

\{Q + rQrf 0 0
(4-5) hj - 0 r>02 0

0 0 l/A2.
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Tensory metryczne gu oraz gi} określają stan odkształcenia ciała B. Tensor
odkształcenia ey i jego niezmienniki I x , Ja, 73 mają postać

1
2(4.6) B,j^~(g,j-gv)= O

O

0
— C

0
)2)

1-

0 *
0

- l / A 2 .

h = g"gr. = (Q + r

(4.7) /a - g,sg
rsh = & (Q

Przejdziemy teraz do ułożenia równania różniczkowego, jakie spełnia funkcja
Q(r) oraz do wyznaczenia stanu naprężenia w rozpatrywanym walcu. Zgodnie
z założeniem, że materiał wykazuje rozszerzalność objętościową zależną tylko
od temperatury T, mamy

(4.8) Q/Q = ?(T).

Trzeci niezmiennik stanu odkształcenia I 3 jest kwadratem stosunku gęstości
ciała B do gęstości ciała B. Wykorzystując (4.7) oraz (4.8) mamy ostatecznie

(4.9) h - <? (T) = 0 czyli Q(Q + rQr) <p = A.

Dla materiału nieściśliwego ę m 1 i równanie (4.9) jest równaniem różnicz-
kowym zwyczajnym, które łącznie z warunkiem brzegowym (4.4) określa całko-
wicie funkcję Q(r). Również w przypadku, gdy dany jest rozkład temperatury jako
funkcja r, czyli T = T(r), związek (4.9) łącznie z (4.4) określa całkowicie funkcję
Q(r). Jak dalej pokażemy, w ogólnym przypadku równanie (4.9) jest tylko jednym
z układu równań różniczkowych, w których niewiadomymi są Q{r), T(r) oraz
ewentualnie inne funkcje zmiennej r.

Zgodnie z (3.8), (3.9), (4.2) oraz (4.5) jest

r " = Wx (Q + rOr)-* + W,(Q + rQry* (A» + Q~

(4.10) rV> = W1 Q-* + W2 Q-* [A2 + (Q + rQr)~*] +p,

Równania równowagi ciała B, mające postać

(4.11) V , T " = 0 ,

gdzie V,- oznacza różniczkowanie kowariantne względem 0' w B, ze względu
na osiową symetrię rozpatrywanego zagadnienia sprowadzają się do jednego
równania

(4.12) Ł r" + 1 (T" _ r* ̂  = 0 ,

3 Mechanika teoretyczna
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Podstawiając (4.10) do (4.12) mamy

(4.13) Jr

+ 7 [(Q + ^ 2 - Q~"]{li\ + Aa y,) = o.

Przyjmiemy, że zewnętrzna powierzchnia rozpatrywanego cylindra r = 6
jest wolna od obciążenia, a powierzchnia wewnętrzna r—a jest obciążona
obciążeniem ciągłym q (ciśnieniem hydrostatycznym). Warunki brzegowe
sprowadzają się do
(4.14) rn\r.„=-q, A-s-O.

Podane w tym punkcie związki pozwalają wyznaczyć efektywnie stan od-
kształcenia i naprężenia, jeżeli tylko określony jest termiczny charakter pro-
cesu B -> B. W następnych punktach skoncentrujemy uwagę na dwu skrajnie
różnych przypadkach. W przypadku pierwszym zachodzi ustalony przepływ
ciepła spowodowany różnicą temperatur na powierzchni r— a oraz powierzch-
ni r = b. W przypadku drugim proces B -* B jest procesem adiabatycznym.

4,2. Ustalony przepływ ciepła. Niech na powierzchniach r = a oraz r=b pa-
nują stałe temperatury Ta oraz Tb. Po dostatecznie długim czasie wewnątrz
rozpatrywanego ciała ustali się rozkład temperatury określony równaniem
przewodnictwa

(4.15) Vr #• = {),

gdzie Rl są współrzędnymi wektora strumienia cieplnego odniesionego do
jednostki powierzchni ciała odkształconego. Wektor ten, jak pokazano np.
w [3], dla ciała izotropowego można przedstawić w następującej postaci:

(4.16) Rl = (Cx dj+ C,sj4-C,«J«j)V'T,
gdzie VJ oznacza różniczkowanie kontrawariantne w B, a Cx, Ca oraz C3 są
funkcjami trzech niezmienników (1-7) oraz trzech niezmienników termiczno-
odkształceniowych

(4.17) /4 = V£TVfT, J„ = ejVtJW, J„ =eJe5V(TVr.

Podstawiając (4.16) do (4.15) otrzymujemy ostatecznie

(4.18) V; [(d3j + C2ej + C34eJ)VJT] = 0.

Równania (4.9), (4.13) oraz (4.18) tworzą układ trzech równań różniczkowych
z trzema niewiadomymi funkcjami T(r), Q(r) oraz p(r). W celu rozwiązania te-
go układu najwygodniej jest korzystając z (4.9) wyrazić temperaturę T(r) przez
funkcję Q(r), T — T(Q(r), r) i otrzymany wynik podstawić do (4.18). Otrzy-
muje się w ten sposób równanie różniczkowe zwyczajne z jedną tylko niewia-
domą Q(r). Po wyznaczeniu z tego równania funkcji Q(r) można podstawiając
Q(r) do (4.1.3) wyznaczyć funkcję p(r).
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Równania różniczkowe (4.9), (4.13) oraz (4.18) są na ogół nieliniowe. Z tego
powodu rozwiązali można na ogół poszukiwać tylko na drodze numerycznej.
Wskażemy tutaj na prosty przykład, który udaje się rozwiązać analitycznie.
Przyjmiemy mianowicie

(4.19) <p{T) = exp v(T— T),

(4.20) Cx = const, C, = C3 = 0,

gdzie v jest pewną stałą. Założenie (4.20) równoważne jest założeniu, że roz-
kładem temperatur rządzi klasyczne równanie ustalonego przepływu ciepła
V2T = 0 .

Równanie (4.18) zawiera teraz jedną tylko niewiadomą T(r). Po przyjęciu,
że temperatury na powierzchni r = a oraz r = b są odpowiednio równe Ta

oraz Tb, mamy

(4.21) T=2alnr+0,

( 4 2 2} 2a T°~Tb . /?-- r ^ ^ - ^ ^ g .
x In a — In o In a — In o

Podstawiając (4.19) oraz (4.21) do (4.9) otrzymujemy równanie różniczkowe,
w którym jedyną niewiadomą jest Q(r):

(4.23) Q(Q + rQr)r™ = I exp v(f-f)).

Postać rozwiązania tego równania zależy od wartości współczynnika u cha-
rakteryzującego termiczne obciążenie rozpatrywanego cylindra. Istnieją mia-
nowicie trzy różne rozwiązania odpowiadające przypadkom va = 0 , va = 1
oraz va^0;l. Dla va ^ 0;l mamy

(4.24) O2 = Ar-W + Br~z,

gdzie
(4.25)

A = —
1 — va

Dla va = 1 jest

(4.26) O2 = Ar-"1 In r -f Br"2,

gdzie

(4.Z7) A = 2 1 e x p v(T — p ) , B — — — 2A e x p v{T — p ) .

Dla va = 0, v ^ 0 jest

(4.28) g 2 = 3 + jBr-2,

gdzie

(4.29) 1 = A exp ,.(.£ - T.), S = a2 -^ - Aexpr (T - Ta) •
L" J.

3»
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Ostatni przypadek odpowiada równomiernemu ogrzaniu rury T = Ta = Tb.
Przy Ta = T, jak również przy v = 0, odpowiada on rozwiązaniu dla ciała
nieściśliwego [2].

Dla każdego z rozpatrzonych wyżej przypadków funkcja O(r) jest jednoznacznie
określona. Zgodnie z uwagami zawartymi w pierwszej części punktu geometria
odkształcenia jest więc całkowicie określona. Pozostaje jeszcze wyznaczyć
funkcję p(r) oraz ciśnienie q. Występujące w równaniu (4.13) wielkości XF1

oraz Wz jako funkcje niezmienników Ilt 7a oraz temperatury T są zgodnie
z (4.22) i (4.24) [ewentualnie (4.26) lub (4.27)] —znanymi funkcjami zmiennej r.
Równanie (4.13) zawiera więc tylko jedną niewiadomą p(r). Na podstawie
związków (4.13) i (4.14) mamy więc

r

(4.30) p(r) = J | \&+ -(Q + rQr)-*] i^ + P W%) dr -

- (Q + rQ,)-* Wx + (A2 + O-2) y J ,

(4.31) q=-
b

Ostatnie dwa związki zamykają rozwiązanie rozpatrywanego tutaj przykładu.
Należy podkreślić, że związek (3.10) nie był wcale wykorzystany. Stanowi on
odrębne równanie pozwalające przy pomocy związków (4.21), (4.24) lub (4.26)
albo (4.28) oraz (4.30) wyznaczyć entropię S.

4.3. Odkształcenie adiabatyczne. W granicznym przypadku, gdy wektor przepływu
ciepła dąży do zera, proces B -* B dąży do procesu adiabatycznego. Takim
procesem dla rury grubościennej zajmować się będziemy w niniejszym punk-
cie.

Jeśli materiał jest nieściśliwy, to obliczenia dla procesu adiabatycznego
przebiegają identycznie jak dla procesu izotermicznego. Wystarczy mianowicie
oprzeć rozważania nie na energii swobodnej F—F(I1,I2,T), a na energii
wewnętrznej U = U(I1, /2, S). Prowadzi to do identycznych w zasadzie
ostatecznych rezultatów z tym, że w końcowych wzorach dla procesu adia-
batycznego występuje U, a dla procesu izotermicznego—funkcja F. Jak wyka-
żemy niżej, w przypadku materiału wykazującego rozszerzalność termiczną
obliczenia dla procesu adiabatycznego są zasadniczo różne od obliczeń dla
procesu izotermicznego.

Na podstawie (3.10) mamy mianowicie

{4.32) s —const,

8F(4.33) °S = -
8T
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Funkcja p(r) nie może więc w tym przypadku być wybrana dowolnie. Pod-
stawiając (4.32) do równania równowagi (4.13) mamy

(4-34) ^ {

Równanie (4.33) łącznie z równaniem (4.9) stanowi układ dwu równań róż-
niczkowych z niewiadomymi Q{r) oraz T(r). Za pomocą tych funkcyj wyrazić
można w rozpatrywanym przypadku wszystkie pozostałe funkcje, a więc XFX,
W%, dF/dT oraz df/dT.

W celu rozwiązania układu równań (4.9) oraz (4.32) najdogodniej jest wy-
znaczyć ze związku (4.9) temperaturę T(r) w zależności od funkcji Q(r) oraz
zmiennej r, czyli T — T(O(r),r). Funkcje }F1, W^, BFjdT oraz d<pjdT można
teraz przedstawić jako funkcje zmiennej r oraz funkcji Q(r). Po podstawieniu
tych rezultatów do (4.34) równanie to zawiera tylko jedną nieznaną funkcję
mianowicie O(r). Łącznie z warunkiem brzegowym (4.4) równanie to określa
całkowicie funkcję Q(j)> a więc geometrię odkształcenia. Mając funkcję O(r)
można z kolei łatwo określić zgodnie z (4.9) funkcję ą(r), a więc i T(r), a na-
stępnie za po nocą (4.10) tensor riJ.

Jak się zdaje, dotychczas nie zaproponowano żadnej postaci funkcji F(I1, I2, T)
dla materiałów sprężystych wykazujących rozszerzalność termiczną. Uniemo-
żliwia to wykonanie konkretnych obliczeń dla takiego materiału.
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S u m m a r y

CONSTITUTIVE EQUATIONS FOR ELASTIC MATERIALS
WITH THERMO-GEOMETRIC CONSTRAINTS

The incompressibility condition constitutes a particular case of thermo-geometric constraints
of the form /(£jj>T'J> S, T) — 0. In the paper the constitutive equations are established which
•correspond to elastic bodies characterized by such constraints (for both the general case and the
•case of isotropic bodies); moreover, the solutions are given to the problem of finite stretching and
inflation of a thick—walled cylinder made of thermally expanding materials. The solutions apply
to adiabatic deformations and to deformations with steady radial heat flow.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 listopada 1963 r.



MECHANIKA.
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

1, 2 (1964)

WYZNACZANIE NAPRĘŻEŃ NA PODSTAWIE POMIARÓW TYLKO JEDNEJ
SKŁADOWEJ ODKSZTAŁCENIA

WOJCIECH S Z C Z E P I K J S K I (WARSZAWA)

Dla pełnego wyznaczenia na drodze doświadczalnej rozkładu naprężeń w ele-
mentach płaskich dokonuje się zwykle pomiaru trzech składowych odkształcenia.
Najczęściej stosowaną metodą jest naklejanie w szeregu punktów badanego
obszaru tzw. rozetek tensometrów oporowych. Każda z rozetek składa się z trzech
tensometrów różnie skierowanych na płaszczyźnie. W przypadkach bardziej
złożonych, gdy w badanym obszarze występują otwory lub wprowadzane są
skupione siły zewnętrzne, zachodzi konieczność użycia wielkiej liczby tenso-
metrów, co znacznie podnosi koszt badania i przedłuża czas pomiarów. W ni-
niejszej pracy zaproponowano nową metodę wyznaczania rozkładu naprężeń
na podstawie pomiarów tylko jednej składowej tensora odkształcenia, na przy-
kład ex.

W rozpatrywanym obszarze przyjmujemy prostokątny układ współrzędnych
kartezjańskich {x, y). Następnie obieramy odpowiednio gęstą prostokątną
siatkę linii x = const i y = const i w jej węzłowych punktach naklejamy ten-
sometry oporowe skierowane równolegle do osi x. Zamiast zwykle stosowanych
trzech tensometrów w węzłach siatki mamy zatem tylko jeden.

Stan naprężenia w każdym punkcie określony jest trzema składowymi na-
prężenia ax, <yy i T, które muszą spełniać warunki równowagi:

<» &+$-•• &+£-<>•
Znając z pomiarów wielkość składowej odkształcenia sx, która związana jest

z naprężeniami ax i ay zależnością

(2) «* — -fi(<y*~v<ry),

gdzie E jest modułem Younga, a v współczynnikiem Poissona, możemy nie-
wiadomą ax wyrazić przez ex i a/.
(3) ax =Eex + vay.

Podstawiając wyrażenie (3) do pierwszego z równań równowagi otrzymujemy
liniowy układ dwóch równań różniczkowych cząstkowych z dwiema niewiado-
mymi funkcjami ay i T:

V ; 8x ^ 8y 8x- By ^ 8x
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Układ ten jest zawsze hiperboliczny, a więc ma dwie rodziny charakterystyk
rzeczywistych, określonych równaniami

(5) i—

\ v

Charakterystyki są więc prostoliniowe i tworzą sieć złożoną z dwóch rodzin
równoległych prostych. Kąt ich nachylenia względem osi x zależy od wartości
współczynnika Poissona v. Dla v=l/3 charakterystyki pierwszej rodziny, okre-
ślonej równaniem (5), tworzą z osią x kąt a = 60°, a charakterystyki drugiej
rodziny—kąt p = 180°-a = 120° (rys. 1).

Wzdłuż charakterystyk muszą być spełnione zależności różniczkowe

de,vday-{-\/v dr = — E-~dx,
(6)

y ex

Górna zależność odnosi się do pierwszej rodziny, a dolna do drugiej rodziny
charakterystyk.

Obliczenie rozkładu naprężeń w konkretnych przypadkach polega na rozwią-
zywaniu zagadnień brzegowych typu Cauchy'ego lub mieszanych dla równań (6).
Omówimy tu bardziej szczegółowo zagadnienie typu Cauchy'ego.

Jeżeli rozpatrywany obszar ma swobodną nieobciążoną krawędź, to naj-
wygodniej jest rozpoczynać obliczenia od tej krawędzi. Załóżmy, że na odcinku
AB (rys. 2) nieobciążonej krawędzi zmierzono naprężenia za pomocą nakle-
jonych wzdłuż niej tensometrów. Znane są więc na tym odcinku wartości
naprężeń dx,cfy i r. Dla określenia tych naprężeń w dowolnym punkcie
krawędzi wystarczy oczywiście tylko jeden tensometr, gdyż jedno z naprężeń
głównych jest z założenia równe zeru, a kierunek drugiego naprężenia głów-
nego pokrywa się z kierunkiem krawędzi.
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Należy jednak podkreślić, że odcinek AB, od którego rozpoczynamy rozwią-
zywanie zagadnienia Cauchy'ego, może leżeć również wewnątrz badanego
obszaru. W takim przypadku należy w poszczególnych punktach tego odcinka

Rys. 2

przyklejać rozetki tensometrow w celu wyznaczenia wszystkich trzech składo-
wych ax, ay i T. Jeżeli wybrany odcinek AB jest osią symetrii, to wystarczy
wzdłuż niego przyklejać po dwa tensometry w poszczególnych punktach, gdyż
kierunki główne są na nim oczywiście znane.

W przyjętym układzie współrzędnych prostokątnych xiy prowadzimy z pun-
ktu A charakterystykę pierwszej rodziny, a z punktu B charakterystykę drugiej
rodziny aż do przecięcia się w punkcie C. Kąty nachylenia charakterystyk
są określone wartością współczynnika Poissona v. Następnie rysujemy we-
wnątrz pola ABC siatkę charakterystyk w taki sposób, aby jej punkty węzłowe
stanowiące jeden szereg leżały na wspólnej prostej y = const. Wzdłuż otrzy-
manych w ten sposób prostych y = const naklejamy w odpowiednio dobranych,
odległościach tensometry, a następnie po obciążeniu mierzymy wielkości
odkształcenia sx. Wartości pochodnej dexjdx w punktach węzłowych siatki
wyznaczamy przez różniczkowanie wykreślne krzywych ex = ex (x). Znajomość
tych pochodnych w polu ABC oraz wielkości naprężeń u, i T na linii AB wy-
starczają do wyznaczenia naprężeń w całym trójkącie ABC przez numeryczne
całkowanie równań (6).

Przypuśćmy, że w dwóch sąsiednich punktach węzłowych 1 i 2 siatki cha-
rakterystyk znamy wielkości naprężeń ayX i xx oraz dn i Ta. Podamy teraz
sposób wyznaczenia wielkości naprężeń ayM i tM w punkcie węzłowym M są-
siadującym z punktami 1 i 2 (rys. 2).

Zastępując w równaniach (6) różniczki przez różnice skończone otrzymujemy
układ równań z dwiema niewiadomymi ayM i %

Przez e'xl i e'xZ oznaczono wartości, jakie przyjmuje pochodna 8exjdx odpowiednio
w punktach 1 i 2. W celu uzyskania większej dokładności należy w równaniach
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{7) podstawić zamiast e^ i e'x2i średnie wartości pochodnej dsx\dx odpowiednio
pomiędzy punktami 1 i M oraz 2 i M.

Wartości naprężeń w punkcie M obliczamy rozwiązując układ (7) względem
ayM i TM- Składową naprężenia axM wyznaczamy ze wzoru (3).

Obliczenia rozpoczynamy obierając kolejno pary punktów 1 i 2 na odcinku
AB. Za. pomocą równań (7) otrzymujemy wartości naprężeń w węzłach we-
wnętrznych siatki, sąsiadujących z linią AB. Tworzą one punkt wyjścia do obli-
czenia następnych punktów węzłowych również za pomocą równań (7). W ten
sposób można otrzymać rozwiązanie w całym trójkącie ABC.

W celu sprawdzenia dokładności proponowanej metody obliczono przy-
kład dla przypadku płaskiego krążka ściskanego dwiema siłami wzdłuż średnicy
(rys. 3). Ze względu na symetrię rozpatrzono tylko ćwiartkę ograniczoną do-

Rys. 3

datnimi połosiami xi y. Jako podstawę obliczenia przyjęto teoretyczne wartości
^wzdłuż liniijy = const otrzymane dla wartości y\R wzrastających od 0 do 1
co 0,1. Wzdłuż odcinka AB osi symetrii krążka przyjęto teoretyczny rozkład
naprężenia or Naprężenie styczne r jest na odcinku AB równe zeru. Dane
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te wystarczają do obliczenia naprężeń w całym obszarze ograniczonym cha-
rakterystyką drugiej rodziny BC oraz osiami symetrii AB i AD.

Rachunki przeprowadza się w podany powyżej sposób za pomocą równań
różnicwych (7). Wartości ayM dla punktów położonych na osi symetrii AD
znajdujemy bezpośrednio z drugiego z równań (7), gdyż dla punktów tych
xM = 0. Obliczenia wykonano przyjmując gęstość siatki charakterystyk jak na
rys. 3. Dla zwiększenia dokładności obliczano średnie wartości pochodnej
8sx\dx pomiędzy poszczególnymi węzłami siatki. Obliczenia doprowadzono do
prostej yjR =0,6 .

Porównanie otrzymanych w ten sposób naprężeń z ich wielkościami teore-
tycznymi wykazuje, że proponowana metoda jest bardzo dokładna. Różnice
nie przekraczają 3%.
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S u m m a r y

DETERMINING OF STRESSES BASED ON MEASURING OF ONE STRAIN
COMPONENT ONLY

The method of determining the state of stress is presented when measurements of only one
strain component, e.g. £x are known The fundamental system of equations(4) is always of a hy-
perbolic type and has two families of rectilinear characteristics determined by Eqs. (5) and (6).
The stresses are found from the solution of the corresponding boundary value problem for charac-
teristics. Good accuracy of the employed method is confirmed by a numerical example.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN
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DORAŹNE BADANIA WŁASNOŚCI MECHANICZNYCH I ELASTOOPTYCZNYCH
MATERIAŁÓW UŻYWANYCH W ELASTOOPTYCE

R. S. D O R O S Z K I E W I C Z (WARSZAWA), A. L I T E W K A (POZNAŃ)

1. Uwagi wstępne

Przebieg pierwszego krajowego Sympozjum na temat «Elastooptyka i jej
zastosowania », zorganizowanego w 1962 r. przez Oddział Warszawski Polskiego
Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, uwypuklił dużą przy-
datność metod elastooptyki do rozwiązywania różnorodnych zadań techniki.
Wygłoszone referaty, dyskusja i przyjęte wnioski wykazały między innymi, że:

1. Istnieją liczne przypadki techniczne, w których metody analizy doświad-
czalnej naprężeń, w szczególności metody elastooptyki, dają możność naj-
ekonomiczniejszego kształtowania i szybkiego wyznaczania stanu naprężenia
z wystarczającą dla praktyki dokładnością. Metody te mogą okazać się nie-
zastąpione przy kształtowaniu części maszyn oraz konstrukcji inżynierskich
i cienkościennych (z zakresu budownictwa wodnego [1] i lądowego [2]), roz-
wiązywaniu zadań dynamicznych i mechaniki górotworu, zagadnień termo-
sprczystości [3], plastyczności i ciał sypkich, rozpatrywaniu zagadnień kon-
strukcji zbrojonych, metalurgii i wielu innych dziedzin techniki.

2. Szybkość rozwoju elastooptyki w kraju ograniczona jest z powodu trudności
w zaopatrywaniu się w nowoczesne materiały elastooptyczne.

Przy rozwiązywaniu zagadnień praktycznych metodami elastooptycznymi
istnieje konieczność posiadania dostatecznie dokładnej wartości elastooptycznej
stałej materiałowej K materiału użytego do badań, przy czym wymagana do-
kładność jej wartości uzależniona jest od charakteru i przeznaczenia badań.
Dla wyznaczenia współczynnika jakości1 materiału oraz w przypadku prowa-
dzenia badań modeli niejednorodnych potrzebna jest również wartość współ-
czynnika sprężystości podłużnej E.

W większości przypadków technicznych nie jest wymagana większa dokładność
wyników ostatecznych niż 5%, możemy więc zadowolić się odpowiednio niską
dokładnością wartości stałej K i współczynnika E. W praktyce dokładność
rzędu 1-2% jest zupełnie wystarczająca zarówno dla stałej materiałowej jak
i dla współczynnika sprężystości E.

Literatura z dziedziny elastooptyki [4-7] podaje wiele metod wyznaczania

1 Współczynnikiem jakości materiału elastooptycznego nazywamy stosunek współczynnika
E do elastooptycznej stałej materiałowej K.
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stałej materiałowej K. Sprowadzają się one do wytworzenia w modelu o nie-
skomplikowanym kształcie albo jednorodnego stanu naprężenia (ściskanie lub
rozciąganie osiowe), albo też stanu naprężenia niejednorodnego, ale znanego
z rozwiązań teoretycznych (czyste zginanie, tarcza kołowa ściskana wzdłuż
średnicy, półpłaszczyzna obciążona siłą skupioną), a następnie do wyliczenia
stałej K z zależności

gdzie ar i a2 oznaczają naprężenia główne, g grubość modelu, n rząd izochro-
my odpowiadający danej różnicy naprężeń głównych.

Celem badań przeprowadzonych w Pracowni Analizy Naprężeń było przy-
jęcie jednej z tych metod, która umożliwiałaby jednoczesne wyznaczanie elasto-
optycznej stałej materiałowej oraz współczynnika sprężystości podłużnej.
W związku z tym badania te nie miały charakteru szczegółowej analizy naukowej
elastooptycznych i mechanicznych własności materiałów używanych w elasto-
optyce. Ograniczono się również, na razie, do badań w temperaturze pokojowej.
W dalszych etapach będą prowadzone badania omawianych własności w tempe-
raturze «zamrażania naprężeń* oraz badania zjawisk Teologicznych zarówno
dla temperatury pokojowej, jak i temperatury «zamrażania naprężeń».

W pierwszym etapie przeprowadzonych badań zostały wypróbowane do-
świadczalnie na materiale VP-1527 wszystkie znane z literatury metody wy-
znaczania stałej K. Następnie w wyniku analizy uzyskanych rezultatów po-
miarów wybrano dwie spośród nich, które okazały się najprostsze i najdokład-
niejsze. Są to metody posługujące się osiowym rozciąganiem oraz półpłaszczy-
zna obciążoną siłą skupioną. W dalszym etapie już tylko za pomocą tych dwóch
metod wyznaczono własności pozostałych materiałów elastooptycznych, którymi
rozporządza Pracownia, tzn. żywic epoksydowych polimeryzowanych w pra-
cowni oraz materiałów importowanych: BT-61893, CR-3 9 i dekoritu.

2. Metoda jednoczesnego wyznaczania współczynnika sprężystości i elastooptycznej stałej
materiałowej przez rozciąganie

2.1. Sposób wykonania pomiaru. Stosując tę metodę posługiwano się dwoma
rodzajami modeli przedstawionymi na rys. 1, przy czym ze względu na mniejsze
wymiary w dalszych badaniach używano tylko modeli z rys. lb. Modele wy-
cinano wyłącznie z płyt o grubościach fabrycznych zbliżonych do 10 mm.
Gotowy model bezpośrednio po wycięciu montowany był w układzie obciążo-
jącym polaryskopu w sposób umożliwiający jego osiowe rozciąganie, a następnie
do modelu przymocowywano tensometry. W przeprowadzonych badaniach do
pomiaru odkształceń modelu używano tensometrów czujnikowych produkcji
WPM-Leipzig o najmniejszej działce 0,01 mm. Baza pomiarowa tensometrów
dla modeli przedstawionych na rys. la i lb wynosiła odpowiednio 8,0 i 4,0 cm.
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Model wraz z tensometrami zamontowany w uchwytach układu obciążającego
przedstawiony jest na rys. 2.

Siłę rozciągającą najlepiej jest zwiększać w sposób ciągły np. śrutem z możli-
wością przerwania jej wzrostu w dowolnym momencie, co ułatwia liczenie
izochrom oraz dokonywanie odczytów wskazań tensometrów. Izochromy naj-
wygodniej jest liczyć od zewnętrznego naroża A (rys. 1) modelu, o ile znajduje

\

+T

\

Rys. 1

się ono w dostatecznie dużej odległości od miejsca zamocowania modelu.
Można również dokonywać skokowego zwiększania siły rozciągającej, wtedy
jednak konieczne jest wyznaczanie ułamkowych rzędów izochrom, gdyż po
nałożeniu kolejnej partii obciążenia na ogół nie otrzymamy w części modelu
poddanej jednorodnemu stanowi naprężenia izochromy rzędu całkowitego.

Modele obciążane były do wartości naprężenia nie przekraczającego granicy
wytrzymałości materiału. Pomiary wykonywane były w polaryskopie elasto-
optycznym o powierzchniowym źródle światła i średnicy pola widzenia 300 mm.
Źródłem żółtego monochromatycznego światła były lampy sodowe o mocy
3 X 120 W.

Ze względu na procesy reologiczne, zachodzące w modelu obciążonym,
odczytów wskazań czujników dokonywano każdorazowo po upływie tego samego
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czasu (jednej minuty) od momentu zwiększenia siły rozciągającej. W ten
sposób poszczególne odczyty dokonywane były w warunkach zbliżonych.

2.2. Wyniki pomiarów. Jak już wspomniano modele obciążano do naprężenia
nie przekraczającego wartości dopuszczalnej podawanej w literaturze, otrzymy-
wano więc w wyniku pomiarów wykres obciążenia i odciążenia. Oprócz wyzna-
czenia współczynnika sprężystości celem pomiarów było znalezienie przebiegu

Rys. 2

wykresów e-cr i określenie granicy proporcjonalności. Niektóre materiały,
szczególnie materiały kruche jak CR-39, dekorit, BT-61893, nie mogły być
obciążane nawet do dopuszczalnej wartości naprężenia, gdyż często zupełnie
nieoczekiwanie pękały przy dość niskiej sile rozciągającej. Poza tym ze względu
na brak możliwości regulacji temperatury pomieszczenia badania nie były
wykonywane przy ustalonej temperaturze 20 °C. Temperatura więc pomie-
szczenia wahała się, jednak wahania te zamykały się w granicach od 24,5 do
27,5 °C.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy obrazujące zależność odkształcenia
względnego od naprężenia przy obciążeniu i odciążeniu badanych materiałów.
Wykresy te mają bardzo ciekawy przebieg: tylko pewna część wykresu obcią-
żenia posiada przebieg wyraźnie liniowy, następnie wykres wyraźnie pochyla
się, wykres zaś odciążenia jest praktycznie biorąc liniowy z tym, że prosta
obrazująca przebieg odciążenia jest prawie idealnie równoległa do prostej
obrazującej przebieg obciążenia w granicach proporcjonalności. Na podstawie
tych wykresów wyznaczono wartości współczynników sprężystości oraz granicy





Tablica 1

p-
L.

1
2
3
4
5
6

7

8

9

M a t e r i a l

VP-1527
BT-61893
Dekorit
CR-39
Plexiglas
Żywica epoksydowa utwar-
dzona na zimno; material
krajowy
Żywica epoksydowa utwar-
dzona na gorąco; material
krajowy
Żywica epoksydowa utwar-
dzona na zimno; materiał
importowany
Żywica epoksydowa utwar-
dzona na gorąco; materiał
importowany

Wartości po-
dawane w li-
teraturze [4]

F

38000-42000
42000-48000
25000-38000
17000-22000
28000-32000

—

—

—

—

"dop

250
400
400
200
200

—

—

—

—

Wartości uzyskane z
własnych

ffprop

kG/cirr9

125
200
150
100
120

90

150

110

190

38400
49700
30100
23400
26500

16500

38300

22800

32700

233
358
315
175
194

178

260

268

282

badań

E,„ \ EST

32800
39800
20200
18600
21800

12200

31400

17100

30400

36900
47600
28400
22100
25100

14900

36500

20700

32000
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proporcjonalności poszczególnych materiałów. Wyniki zostały zestawione w
tablicy 1, rys. 4 zaś wyjaśnia poszczególne oznaczenia użyte w zestawieniu.

Przy sporządzaniu wykresów nie brano pod uwagę zmniejszenia się wymiarów
przekroju poprzecznego. Wydłużenia względne modeli rozciąganych dla za-
kresu proporcjonalności nie przekraczały w żadnym przypadku wartości e =
= 0,01, co przy współczynniku Poissona v =0,4 daje zmniejszenie pola prze-
kroju poprzecznego o około 0,8%.

Z analizy rezultatów pomiarów wynika, że dla wszystkich materiałów granica
proporcjonalności jest dużo niższa od naprężenia dopuszczalnego. W celu
więc otrzymania ścisłych wyników pomiarów w badaniach wymagających
znajomości współczynnika sprężystości nie można obciążać modelu do naprę-
żenia dopuszczalnego, gdyż rozbieżności średniej wartości modułu Younga,
odpowiadającej cięciwie wykresu, od rzeczywistych wartości w poszczególnych
punktach wykresów są znaczne. Wartość E odpowiadająca prostoliniowej części
wykresu jest większa od wartości średniej o 4-9%, wartość zaś odpowiada-
jąca maksymalnemu naprężeniu jest mniejsza o 12-40%. Dla żywic epoksy-
dowych nie umieszczono w tablicy wartości podawanych w literaturze, gdyż
wszystkie te materiały produkowane były w Pracowni Analizy Naprężeń (na
gruncie surowców zarówno krajowych jak i zagranicznych). Wobec różnic
w technologii i składzie chemicznym nie można ich własności porównywać
z własnościami żywic produkowanych fabrycznie zagranicą.

Tablica 2

L
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6

7

8

M a t e r i a l

VP-1527
BT-61893
Dekorit
CR-39
Żywica epoksydowa utwardzona
na zimno; materiał krajowy
Żywica epoksydowa utwardzona
na gorąco; material krajowy
Żywica epoksydowa utwardzona
na zimno; material importowany
Żywica epoksydowa utwardzona
na gorąco; material importowany

Stalą materiałowa

z litera-
tury

z pomia-
rów

kG/om rząd

23,5-25,5
14-15,5
12-14 •
14-15

_

—

—

—

24,1
18,6
11,1
17,6

9,8l

14,0

11,9

11,0
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nalnosci
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elastoop-
tycznego

"riop

kG/cm

180
200
150
110
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180

120

160

n
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K

rząd

7-8
11
13

6

9

12

10

14-15

p

K

1590
2670
2710
1330

1685

2740

1920

3060

') Dokładność .1%
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W czasie badań zauważono zjawisko polegające na zmianie wartości współ-
czynnika sprężystości w wyniku narastania w modelu tzw. efektu brzegowego
czasu. Po zbadaniu tych samych modeli po kilkunastu dniach stwierdzono
dość znaczne zwiększenie wartości E, które dla różnych materiałów wahało
się od 9-25%, przy czym materiały, w których efekt brzegowy narastał szybciej,
wykazywały odpowiednio większą różnicę. Wynika stąd, że strefa objęta efektem
brzegowym jest znacznie «sztywniejsza» od reszty materiału, a mierzona wartość
współczynnika sprężystości jest wartością średnią. Zjawisko to nie ma jednak
istotnego znaczenia w praktyce, gdyż modele elastooptyczne badane są bez-
pośrednio po ich wykonaniu. Mimo to prowadzone będą dalsze badania w tym
kierunku, gdyż zaobserwowane zjawisko jest ciekawe z teoretycznego punktu
widzenia. Celem tych badań będzie dokładna analiza zmienności współczynnika
sprężystości w czasie i ewentualnie znalezienie funkcji określającej tę zmienność.

Wartości pomierzonych elastooptycznych stałych materiałowych odnoszą
się do żółtego światła lampy sodowej o długości fali świetlnej A —5893 A
oraz do jednostkowej grubości materiału wynoszącej 1 cm.

W wyniku pomiarów sporządzono wykresy (rys. 5) zależności rzędu izochromy
od naprężenia rozciągającego, jakiemu poddano model o wymiarach przekroju
poprzecznego 1,0x1,0 cm. Wykresy te mają bardzo podobny przebieg do
zwykłych wykresów rozciągania, obrazujących zależność wydłużenia względnego
od naprężenia. Część wykresu odpowiadająca obciążeniu ma tylko początkowo
przebieg liniowy, część zaś odpowiadająca odciążeniu przebiega liniowo od po-
czątku do końca z tym, że obie proste są praktycznie biorąc równolegle. Do wy-
znaczenia elastooptycznej stałej materiałowej brano pod uwagę tylko część wy-
kresu praktycznie prostoliniową. Wyniki pomiarów zestawione są w tablicy 2.
Jak łatwo zauważyć, granice proporcjonalności efektu elastooptycznego od na-
prężenia niewiele różnią się od granicy proporcjonalności wykresu rozciągania
e-a. Znajomość tej granicy ma duże znaczenia w badaniach elastooptycznych,
gdyż w przypadku jej przekroczenia pomiędzy izochromami wyższych rzędów
nie będzie tej samej różnicy naprężeń głównych. W takim przypadku w celu
wyznaczenia naprężeń na podstawie obrazu izochrom należałoby posługiwać
się miejscowymi wartościami stałej materiałowej.

Wyznaczone doświadczalnie wartości stałych K wykazują dość znaczne
odchylenia od podawanych w literaturze. Obniżenie wartości stałej materiało-
wej dla dekoritu można wytłumaczyć tym, że temperatura w czasie wykony-
wania pomiarów była wyższa od normalnej o około 7 °C. Znaczne podwyższenie
stałej dla BT-61893 i CR-39 można wyjaśnić jedynie pewnymi trwałymi zmia-
nami własności tych materiałów w wyniku długotrwałego przechowywania.
Wartości stałej K mogą się znacznie różnić dla tych samych materiałów prze-
chowywanych w różnych warunkach. Podobne rozbieżności dają się zauważyć
w wartościach współczynnika sprężystości dla poszczególnych materiałów.
O ile dla dekoritu i VP-1527 wyznaczone doświadczalnie wartości E są bliskie
dolnej granicy podawanej w literaturze, co spowodowane jest nieco wyższą
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temperaturą, to dla BT-61893 i CR-39 obserwujemy znaczny ich wzrost trudny
do wytłumaczenia.

Wynika stąd, że nie można traktować wyznaczonych własności jako stałych
w czasie i dlatego istnieje konieczność sprawdzania ich co pewien czas, a w przy-
padku dokładniejszych badań niezbędne jest równoległe wyznaczanie stałej
materiałowej i współczynnika sprężystości.

3. Pól płaszczyzna obciążona silą skupioną

Metoda powyższa jest szczególnie godna zalecenia, gdyż nie wymaga wyko-
nywania modeli, co daje znaczne oszczędności na drogich materiałach elasto-
optycznych. Pomiaru dokonujemy na całych płytach odpowiednio zamocowa-
nych i obciążonych. W praktyce izochromy nie są idealnymi kołami (rys. 6),
co spowodowane jest niespełnieniem założeń teorii sprężystości, gdyż

1) materiał nie jest idealnie sprężysty i jednorodny,
2) płyty posiadają nieco inne grubości w różnych punktach,
3) płyty mają wymiary skończone.

Jednak przy doborze odpowiednich wymiarów płyt oraz obciążenia można
otrzymać wystarczająco dokładne wyniki pomiarów.

3.1. Sposób wykonania pomiaru elastooptycznej stałej materiałowej. Metodę tę wypró-
bowano na trzech materiałach, mianowicie na BT-61893, CR-39 i VP-1S27.
W ocenie przydatności tej metody chodziło głównie o określenie, czy metoda
ta daje dokładne wyniki w przypadku, gdy płyty wykazują efekt brzegowy
czasu, oraz o znalezienie najmniejszych wymiarów płyt, dla których można
otrzymać tą metodą obraz izochrom jeszcze nie zniekształcony.

Mogłoby się wydawać, że wymiary płyty nie mają istotnego znaczenia, gdyż
przyłożywszy odpowiednio mniejszą siłę otrzymuje się obraz izochrom dosta-
tecznie foremny. W rzeczywistości okazuje się, że przy mniejszych wartościach
siły niwelujemy wprawdzie wpływ skończonych wymiarów, izochromy jednak
są zniekształcone z powodu niejednorodności materiału przy brzegach płyty
i niejednakowej grubości płyty. Należy więc dla danego wymiaru płyty znaleźć
takie optymalne obciążenie, dla którego otrzymuje się przynajmniej kilka
izochrom możliwie zbliżonych do kształtu kołowego. W praktyce wyglądało
to w ten sposób, że stopniowo zwiększano obciążenie aż do momentu ukazania
się izochrom zbliżonych do okręgów kół i wtedy wykonywano zdjęcie. Następ-
nie w dalszym ciągu zwiększano obciążenie i o ile obraz izochrom nie był jeszcze
zniekształcony, ponownie go fotografowano. W ten sposób otrzymano kilka
zdjęć dla różnych wartości siły obciążającej. Z każdego zdjęcia wybierano naj-
foremniejsze koła izochrom, mierzono ich średnice, określano rząd, a następnie
obliczano* dla każdej izochromy oddzielnie stałą K z zależności K = 2PJ7idn,
gdzie P jest siłą obciążającą krawędź półpłaszczyzny, n rzędem izochromy o śred-
nicy d. Z otrzymanej w ten sposób serii wyników, w której wartość najmniejsza
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z reguły nie różniła się od największej o więcej niż 3,0%, wyznaczano średnią
arytmetyczną.

Zupełnie dokładne wyniki można otrzymać mierząc średnicę izochrom
bezpośrednio na obciążonym modelu bez wykonywania zdjęć, dzięki czemu
uzyskujemy znaczne oszczędności na czasie.

W opisany sposób wykonywano serię pomiarów na płytach z efektem brze-
gowym czasu, następnie przez obcięcie usuwano strefę objętą efektem i ponow-
nie wyznaczano stałą K.

3.2. Wyniki badań stałej materiałowej. W tablicy 3 zestawiono wymiary badanych
płyt, zakresy obciążenia, w których uzyskiwano foremne obrazy izochrom,
oraz wartości stałych, otrzymane dla płyt z efektem brzegowym czasu oraz
bez efektu. Z porównania tych dwóch wartości stałej K można wywnioskować,
że błąd, jaki popełniamy badając płytę z efektem brzegowym, jest bardzo mały
i waha się w granicach 0-1%. Jak więc widać, dla wyznaczenia stałej K tą me-
todą nie ma potrzeby ścinania warstwy objętej efektami brzegowymi, gdyż
otrzymywane wyniki są dostatecznie dokładne dla celów praktycznych. Ma
to bardzo duże znaczenie, ponieważ płyty wskutek długotrwałego przechowy-
wania prawie z reguły wykazują dość znaczny efekt brzegowy czasu. Rysunek
6 przedstawia obraz izochrom w płycie o wymiarach 35x30 cm z materiału
VP-1527, objętej efektem brzegowym i obciążonej siłą P = 292 kG.

Tablica 3

Material

BT-61893
CR-39
VP-1527

Wymiary
płyty

cm

30X18
45X30
35X30

Grubość
płyty

cm

0,96
0,98
1,01

Zakres
stosowanego
obciążenia

kG

175-300
120-240
120-300

Stalą K dla płyty

•/. efektami bez efektów

kG/cm rząd

18,8
17,3
24,0

19,0
17,5
24,1

Ta metoda cechowania materiału daje poważne korzyści, gdyż nie wymaga
wycinania modeli skalujących, stwarzając tym samym możliwości wyznaczania
stałej K dla poszczególnych płyt bez ich naruszania, jest więc metodą nie-
niszczącą.

3.3. Możliwości dokonywania pomiaru współczynnika sprężystości. Rozważono również
możliwości wyznaczania współczynnika sprężystości E przez pomiar prze-
mieszczeń punktów półpłaszczyzny obciążonej siłą skupioną, leżących na prze-
dłużeniu kierunku działania siły. Jak wiemy [8], różnica przemieszczeń Au
dwóch punktów A i B leżących na-przedłużeniu kierunku działania siły, znaj-
dujących się w odległościach odpowiednio a i b od krawędzi półpłaszczyzny
wynosi

2 P . b
nE a
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Widzimy więc, że zależność, z której można by obliczyć współczynnik spręży-
stości, jest dość prosta.

Metoda ta nie została jeszcze sprawdzona doświadczalnie, lecz istnieje
duże prawdopodobieństwo, że po odpowiednim jej opracowaniu może być
bardzo użyteczna w praktyce (przynajmniej dla wyznaczania E żywic miękkich

Rys. 6

a żywic twardych w temperaturze «zamrażania»). W celu pomierzenia różni-
cy przemieszczeń należałoby dokładnie oznaczyć położenie punktów A i B przez
nacięcie lub naklejenie krzyża z bardzo cienkich linii. Samego pomiaru prze-
mieszczeń można by dokonać za pomocą np. katetometru dającego dokładność
pomiaru 0,001 mm. Taka dokładność pomiaru przemieszczeń jest zupełnie wy-
starczająca, gdyż wielkość u dla b = 10 cm, a = 1,0 cm, E =35000 kG/cm2

oraz P = 300 kG jest rzędu 0,2 mm.

4. Wnioski końcowe

Na podstawie przeprowadzonych pomiarów wartości elastooptycznej stałej
materiałowej K i współczynnika sprężystości E wyciągnięto wnioski, które
zostaną tu krótko omówione.
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1. Wartości elastooptycznej stałej materiałowej i współczynnika sprężystości
uzależnione są w znacznym stopniu od wahań temperatury nie przekraczających
nawet kilku stopni Celsjusza. W związku z tym wartości stałych podanych
w poszczególnych tablicach nie można traktować jako ustalonych ostatecznie,
gdyż odnoszą się one do temperatury zmieniającej się w zakresie od 24,5 do
27,5 °C.

Przewidziane są dalsze badania nad zmiennością E i K spowodowaną waha-
niami temperatury w zakresie od 15 do 30 °C, których celem będzie stabelary-
ryzowanie lub znalezienie funkcji wyrażającej ich zmienność. Jak już wspom-
niano w p. 2.2 przewiduje się również badania nad zmiennością współczynnika
sprężystości E, spowodowaną narastaniem w modelu efektu brzegowego czasu.

2. Oprócz zmienności wartości tych stałych, spowodowanej wahaniami
temperatury, zauważono również, że poszczególne płyty tego samego materiału
posiadają często nieco inne własności. Rozbieżności te mogą być spowodowane
pochodzeniem płyt z różnych partii produkcji lub też różnicami w ich prze-
chowywaniu. Łatwo więc zauważyć, że własności materiałów elastooptycznych
zależne są od wielu czynników na ogół mało uchwytnych, w związku z czym
istnieje konieczność bieżącego ich badania.

3. Opisane w p. 3 i 4 metody opracowano pod tym właśnie kątem, przy czym
wskazane jest wyznaczanie własności materiału metodą półpłaszczyzny obcią-
żonej siłą skupioną bezpośrednio przed wycięciem modeli elastooptycznych.
W przypadku opracowania sposobu wyznaczania współczynnika sprężystości
przez pomiar przemieszczenia punktów półpłaszczyzny, obciążonej siłą skupioną,
metoda ta nabrałaby szczególnego znaczenia ze względu na możliwość jedno-
czesnego pomiaru obu stałych.

' 4. Dzięki równoległemu prowadzeniu badań różnymi metodami własności
próbek pobranych z tej samej części tego samego arkusza VP-1527 mogliśmy
potwierdzić znaną z literatury opinię, że metodyka badań ma również wpływ
na otrzymywane wyniki.

5. Jak wiadomo, w tworzywach sztucznych zachodzą zjawiska reologiczne2.
W związku z tym w opisie przeprowadzonych badań staraliśmy się podawać
czasy, w jakich obciążaliśmy i robiliśmy odczyty. Miało to na celu jedno-
znaczne określenie wpływu czasu.

6. W przeprowadzonych badaniach nie uwzględniono wpływu zmniejszenia
się pola przekroju poprzecznego modelu rozciąganego, gdyż jak wykazano
w p. 2.2 zmniejszenie to nie przekraczało 0,8%. Uwzględnianie tego nie było
celowe, gdyż błąd popełniany przy określeniu pola przekroju poprzecznego,
spowodowany niedokładnościami wykonania modelu, był tego samego rzędu.
W badaniach dokładniejszych konieczne jest jednak obliczanie naprężeń dla
przekrojów rzeczywistych a nie początkowych.

a Podstawowe wiadomości z zakresu reologii zebrał J. T. PINDERA [9], który analizował również
zagadnienie badań Teologicznych własności tworzyw sztucznych, między innymi żywicy produkcji
angielskiej CR-39, stosowanej w elastooptyce.
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7. Przeprowadzone badania potwierdziły zalety żywic epoksydowych, które
w ostatnich latach są tworzywami sztucznymi najszerzej stosowanymi do
wykonywania modeli elastooptycznych. Wyparły one całkowicie inne materiały,
nawet tak szeroko stosowany dawniej w USA BT-61893.

8. W przypadku braku materiału elastooptycznego o własnościach dosta-
tecznie stałych w czasie oraz braku dokładnego opisu ich własności należy
stosować równolegle z badanym modelem —• model kompensacyjny wykonany
z tego samego materiału co badany model. Bardzo korzystny kształt takiego
kompensatora (w formie klina) zaproponowali COKER i FILON [4]. Taki model
kompensujący daje automatycznie skalę naprężeń wzdłuż jego długości dla
danych warunków termicznych, wilgotnościowych i czasowych, w jakich był
badany model właściwy.

9. Czyniono również próby opracowania metody wyznaczania elastooptycznej
stałej materiałowej żywic miękkich, dla których wartość stałej jest rzędu
K = 0,2 kG/cm rząd izochromy. Ze względu na znaczne odkształcenia szczegól-
nie przy badaniach żywic bardzo miękkich zawodziły niemal wszystkie metody
znane z literatury. Dość dobrą dokładność otrzymywano jedynie za pomocą
metody polegającej na ściskaniu tarczy kołowej wzdłuż średnicy. W niektórych
przypadkach badanie można przeprowadzić metodą półpłaszczyzny obciążonej
siłą skupioną. W Pracowni Analizy Naprężeń IPPT PAN będą prowadzone
dalsze badania w tym kierunku.
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P e 3 ro M e

TErO/UJEE HCrtŁITAHHE MEXAHH^CECKHX H OOTOYLTPyrHX CBOfłCTB

MATEPHAJIOB nPHMEIMEMfclX B <3>OTOyiTPyrOCTH

pa6oTM flBxraeTcn aHanramiH ojjiioro H3 H3BecTHt>ix no jiHTepaType MCroflOB iicnbi-
MexaHH êcKHX H (JjOToynpyriix cBoiłcTB MaTepiiaJiOB flJiH oflHOBpeMemioro

(boTOynpyroił KOHcraHTbi Marepiiajia K ii MOflyiw npoflojiBHoft ynpyrocTH E.
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9 T H MeTOflbi 6biJin npoBepeHBi 3KcnepHMeHTajitH0, npfreeiw 6 Ł M H
ano.KCH nonHMepH3OBaHHbie B JIa6opaTopHH AnajiH3a HanpHweHHH HucTHTyxa OCHOBHHX
BonpocoB TexHHKH nonbCKoń AKaneMHH Hayic, a Taicwe CMOJIM VP-1S27, BT-61893, CR-39
H fleKOpHT.

.IŁtH nepe^HCJieHHbix MaTepHanoB #aHbi rpacpHKH H rra6jnmbi, noKa3biBaiomnc 3aBncnMocTt
•oTHOCHTenhHOH AechopiviaqHH H KOHCTai-iTbi iC OT HanpaweHHH.

Ha ocHOBe npoBeflemibix 3aiviepoB cflenaHW cJienyiomne BbiBOftbi:

1. 3Ha*ieiiHH KOHCTaiiTbi K n MOflyjm E B 3HaŁinTejibHOH creneHH aaBHCHT OT: a) H3MeHemrfi
TeMnepaTypw, 6) ycjioBHH xpaneHHH MaTepaajia H ero npoiicxowflCHHH (H3 pa3Hbix npoH3B0fl-
CTBeHHLix cepaH)., B) B03pacTa MaTepnaJia, r) BbiSpairaoro MeTOfla HcnbuaHHH.

2. B CBH3H c 3THM cymecTByeT HeoSxoflHMOcTb TeKymeft npoBepKH CBOHCTB iJioToynpyrHX
iwaTepnanoB onpefleneHHHM, Bbi6paHHMM MeTOflOM.

3. Oco6oft peKOMeHflaiflm 3acny>KHBaeT cnoco6 onpeflejieHHH KOHdaHTbi K, Ha3biBaeMbift
meTOflOM «nonynjiocKocTH» T. K. STOT MeTOfl: a) oum^acTCH MancH TpyfloeMKOCTtio H He Tpe6yex
Bbipe3Kii Monejieftj 6) He cBH3an c pa3pyuieHneM o6pa3na u flaeT BO3MOKHOCTL onpeflejieHHH
KOHCTaHTW K flHH OTflejIbHblX njIHT 6e3 He06X0flHmoCTH HX nOBpWKfleHHH, B) flaeT BO3MO5K-
HOCTŁ onpe^ejieHHH TaiOKe MO^yjui E.

B HacTH onpefleneHHH MOflyiw E, MeTOfl eme He nposepen Ha onbiTe3 HO MO>KHO npepnona-
raTBj ITO OH 6yneT npaKTH^ecKH npnrofleH, no Kpainieśi Mepe, flna onpeflejiemiH E npn
paType «3aMopa>KHBaHHH» u fljia CMOJI C ManhimH MOflyjiHMH ynpyrocTH.

Summary

TESTING OF MECHANICAL AND PHOTOELASTIC PROPERTIES
OF THE PHOTOELASTIC MATERIALS

The object of the present tests is the adoption of one of a known method of investigation the
mechanical and photoelastic properties to the simultaneous determination of the photoelastic

• constant K and the Young modulus E.
The experimental methods have been tested on the epoxy resins (polymerized in the Laboratory

• of Stress Analysis of the Institute of the Fundamental Engineering Research of the Polish Academy
of Sciences), VP-1527, BT-61893, CR-39, and Dekorit.

The diagrams and tables show the dependence of the unit strain and K on stresses for the tested
materials.

The following conclusions result from the above experiments:
1. The values of constant K and modulus E considerably depend upon: a) the change of tem-

perature, b) the differences in the conditions in which the material is stored and on the given lot
of material, c) time, d) the assumed method of testing.

2. In this connection the necessity presents itself of the properties of photoelastic materials.
3. The method of «half—plane» is particularly useful for the determination of K, because: a) it

is not tedious and does not require cutting of any scaling model, b) is non-destructive, c) the Young
modulus E can be determined simultaneously.

As regard, the determination of E this method has not yet be verified experimentally but one
can suppose that it will be useful in practice, at least for the determination of E in the temperature

• of ((freezing » and for the resins with low values of E.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
.INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 29 sierpnia 1963 r.





B I U L E T Y N I N F O R M A C Y J N Y
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

VI ZJAZD DELEGATÓW PTMTS

Doroczny Zjazd Delegatów PTMTS odbył się dnia 23 maja 1964 r. w Warszawie w Pałacu Kul-
tury i Nauki.

Porządek dzienny obejmował następujące punkty:
1; Otwarcie Zjazdu
2. Przyjęcie protokołu z V-go Zjazdu Delegatów PTMTS
3. Powołanie Komisji Matki i Skrutacyjnej
4. Złożenie sprawozdania z działalności Towarzystwa w okresie od dnia 1 kwietnia 1963 r. do

dnia 30 kwietnia 1964 r.
5. Złożenie sprawozdania finansowego
6. Sprawozdanie Głównej Komisji Rewizyjnej
7. Dyskusja nad sprawozdaniami, przyjęcie ich oraz postawienie wniosku o udzielenie Zarzą-

dowi Głównemu absolutorium i głosowanie nad wnioskiem
8. Wybory:

a) przewodniczącego,
b) uzupełniające członków Zarządu Głównego,
c) Głównej Komisji Rewizyjnej,

9. Uchwalenie generalnych wytycznych działalności na następny okres
10. Przyjęcie projektu proponowanych poprawek do Statutu Towarzystwa
11. Sprawy bieżące i wolne wnioski.

Na przewodniczącego obrad Zjazdu Delegatów został powołany przewodniczący Oddziału
Warszawskiego prof, dr J. MUTERMILCH, na zastępców przewodniczącego wybrano prof, dr
E. KARAŚKIEWICZA Z Poznania i prof. R. KAZIMIERCZAKA Z Gdańska, na sekretarzy obrad powołano
dr Z. ENGELA (Z Krakowa) i dr K. GROSSMANA (Z Łodzi). Następnie zebrani powołali Komisję
Matkę i Skrutacyjną w składzie: prof, dr M. JANUSZ, prof, dr Z. KĄCZKOWSKI, prof, dr M. ŻYCZ-
KOWSKI i doc. dr Z. PARSZEWSKI.

Sprawozdanie Zarządu Głównego Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowa-
nej za okres kadencji od dnia 1 kwietnia 1963 r. do dnia 15 maja 1964 r. (dane sprawozdawcze
z Oddziałów do końca pierwszego kwartału 1964 r., tzn. do dnia 31 marca r.b.) omówił prof, dr
Z. OLESIAK.

W okresie ostatniej kadencji podobnie jak poprzednio Towarzystwo rozwijało swą działalność
w oparciu o ustalone wytyczne, stanowiące już dla PTMTS pewne tradycyjrie formy. Realizacja
wytycznych V Zjazdu Delegatów przebiegała następująco.
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1. Rozwijanie działalności naukowej w dziedzinie mechaniki
teoretycznej i stosowanej

1. Zebrania naukowe w Oddziałach PTMTS pod względem liczbowym przedstawia tablica 1.

Tablica 1

Oddział

Gdańsk
Gliwice
Kraków
Łódź
Poznań
Szczecin
Warszawa
Wrocław

Razem

L i c z b a z e b r a ń

Kwartał

II
1963

3
2
3
1
3
5
1

18

III
1963

1

1

IV
1963

3
3-
2
3
2
4
3
3

23

I
1964

1
3
1
2
2
3
2
3

17

razem

4
9
6
8
5

10
10
7

59

Liczba
referatów

4
12
7
8
5

10
11

7

64

Uczestników

łącz-
nie

83
517
179
147
190
158
218
143

1.635

przecięt-
na 1

zebr.

20,7
57,4
29,8
18,3
38,0
15,8
21,8
20,4

27,7

Dyskutantów

łącz-
nie

52
100

64
55
43
45
77
35

471

przecięt*
na 1

zebr.

13,0
11,1
10,6

6,8
8,6
4,5
7,7
5,0

7,9

Po raz pierwszy od początku istnienia Towarzystwa liczba zebrań naukowych w porównaniu
z ubiegłą kadencją nie wzrosła, lecz zmalała z 63 do 59, liczba uczestników jednak pomimo to
wzrosła z 1233 do 1635, a liczba dyskutantów wzrosła z 351 do 471. Świadczyłoby to o mniej
przypadkowym i bardziej interesującym doborze tematyki Wygłaszanych referatów.
2. Sympozja i konferencje naukowe dotyczące wybranych działów specjalnych

W okresie sprawozdawczym odbyło się 5 sympozjów, a mianowicie:
a) Oddział we Wrocławiu zorganizował w dniu 25 kwietnia 1963 r. Sympozjum na temat «Ba-

dania modelowe dźwigarów powierzchniowych* z udziałem 100 osób.
b) Oddział w Łodzi zorganizował w dniu 25 maja 1963 r. Sympozjum na temat «Zagadnienia

stateczności» z udziałem 27 osób.
c) Oddział w Poznaniu zorganizował w dniach 13-14 września 1963 r. Sympozjum na temat

«Teoria drgań nieliniowych» z udziałem 70 osób.
d) Oddział w Krakowie zorganizował w dniach 17-19 października 1963 r. Sympozjum na

temat ((Mechanika górotworu» z udziałem 100 osób, w tym 28 gości zagranicznych z Bułgarii,
CSRS, NRD, NRF, Węgier i ZSRR.

e) Oddział w Gliwicach zorganizował w dniach 8-14 lutego 1964 r. w Szczyrku Konwersa-
torium pt. ((Spotkanie techniki nuklearnej z techniką konwencjonalną».
3. Konkursy naukowe

Akcja organizowania konkursów naukowych zahamowana została ograniczeniem dotacji przez
PAN i brakiem niezbędnych funduszy na nagrody zaplanowanych już konkursów. W tej sytuacji
zorganizowano tylko 1 konkurs (w Warszawie, ogłoszony jeszcze przed przyznaniem dotacji),
natomiast z projektowanych 6 innych, m. in. również konkursu Zarządu Głównego na pracę
z zakresu doświadczalnej analizy naprężeń, trzeba było na razie zrezygnować. Omówienie wyni-
ków konkursu podaliśmy w zeszycie 2/1963 Mechaniki Teoetycznej i Stosowanej.

4. Udział w konferencjach i kongresach naukowych krajowych i zagranicznych omówiony został
•w Biuletynie PTMTS w zeszycie 2/1963 Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.
5. Wymiana naukowa z zagranic|.

W ramach wymiany naukowej z zagranicą poszczególne Oddziały organizowały zebrania nauko-
we, na których referaty wygłaszali prelegenci zagraniczni.
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Oddział w Krakowie zorganizował 3 zebrania tego rodzaju, a mianowicie:

1) 5 kwietnia 1963 r. SCHMIDT GUNSER Z Berlina wygłosił referat pt. ((Stateczność dynamiczna
powłok o małej wyniosłości)),

2) 25 września 1963 r. prof. A. MARTIN Z Francji wygłosił referat pt. <(Teoria i technika me-
tody kruchych pokryć)),

3) 25 września 1963 r. dr C. MORETTI Z Francji wygłosił referat pt. «Dwie metody wyznaczania
naprężeń własnych*.

Ponadto Oddział w Krakowie zorganizował Sympozjum na temat ((Mechaniki górotworu*,
na które przybyło na zaproszenie PTMTS 28 gości zagranicznych, z których 21 wygłosiło re-
feraty (Biuletyn PTMTS w zeszycie 2/1963 Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej).

Oddział w Łodzi zorganizował sympozjum na temat ((Zagadnienia stateczności)), na którym
GO-CZUN-HEN z Chin wygłosił referat pt. ((Stateczność układów niezachowawczych w teorii
sprężystości)).

2. Rozpowszechnianie mechaniki teoretycznej i stosowanej

1. Kontynuacja i rozwój akcji wydawniczej Towarzystwa

a) Organ PTMTS ((Mechanika Teoretyczna i Stosowana))
Zgodnie z inicjatywą podjętą w latach poprzednich w 1963 roku po długim okresie starań
i przygotowań przystąpiono do praktycznej realizacji wydawnictwa ciągłego ((Mechanika

Teoretyczna i Stosowana)).

Główny ciężar pracy spoczął na Komitecie Redakcyjnym w składzie: Redaktor Naczel-
ny — prof, dr A. KACNER oraz członkowie — prof, dr Z. OLESIAK, prof, dr M. SOKOŁOWSKI
i mgr J. JANICZEK. W ciągu 1963 roku przygotowano do druku 3 zeszyty wydawnictwa.

Na treść zeszytów składają się zgodnie z założeniami programowymi prace przeglądowe
oryginalne, prace teoretyczne i doświadczalne, biuletyn PTMTS, sprawozdania z działal-
ności Towarzystwa.

Komitet Redakcyjny czyni starania, aby rozszerzyć tematykę publikowanych prac.

b) W związku z przeprowadzonymi Sympozjami Oddziały w Gliwicach, Krakowie, Poznaniu
i Wrocławiu wydały bardzo starannie materiały konferencyjne, co przy szczupłych środkach
finansowych i małym aparacie administracyjnym wymagało wiele wysiłków i trudów. Za
przygotowanie tych wydawnictw należy się wymienionym wyżej oddziałom specjalne po-
dziękowanie.

2. Popularyzacja w postaci organizowania kursokonferencji, kursów, wykładów popularyzujących
oraz seminariów
a) Kursy

Oddział w Gdańsku rozpoczął prowadzenie kursu z zakresu ((Matematycznej Teorii Sprę-
żystości». Wykłady prowadzone są przez dr PIOTRA WILDEGO.

b) Seminaria
Oddział w Gdańsku zorganizował 6 seminariów z zakresu zastosowań matematyki do za-
gadnień technicznych.

Oddział w Łodzi zorganizował w dniach od 15 maja do 20 lipca 1963 r. seminarium na te-
mat ((Belka Timoszenki», które prowadził mgr K. WILMAŃSKI.
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3. Rozwój liczbowy członków PTMTS ilustruje tablica 2.

Tablica 2

Oddział

Gdańsk
Gliwice
Kraków
Łódź
Poznań
Szczecin
Warszawa
Wroclaw

Razem

I

40
51
52
23
38
20

108
46

378

Rok 1963

K w a r t a

II

40
51
52
25
38
20

104
46

376

I I I

40
51
52
25
38
20

108
46

380

IV

40
51
52
25
38
21

115 •
46

388

Rok 1964

I

41
45*)
53
25
38
22

118
47

389

Przybyło w okresie
sprawozdawczym

liczba

+ 1
— 6*)

+ 1
+ 2

—
+ 2
+ 10
+ 1
+ 11

0/

/o
+ 2,5

—11,7
+ 1,9
+ 8,7

—
+ 10,0
+ 9,2
+ 2,1

+ 2,9
*) Ubytek członków w Oddziale Gliwickim nastąpił na skutek śmierci jednego członka oraz

skreślenia pięciu zalegających z opłatami składek.

4. Kontakt z przemysłem i jego problematyką w okresie sprawozdawczym ograniczył się do za-
praszania na Sympozja i zebrania naukowe organizowane przez PTMTS inżynierów zatrud-
nionych w przemyśle.

3. Różne
1. Statut

Wobec stwierdzenia (przez czynniki kontrolujące i przez Zarząd Główny PTMTS) koniecz-
ności dostosowania Statutu PTMTS do faktycznych możliwości działalności Towarzystwa
V-ty (poprzedni) Zjazd Delegatów Towarzystwa podjął uchwałę w sprawie opracowania odpo-
wiednich poprawek statutowych oraz powołał w tym celu specjalną Komisję pod przewod-
nictwem prof, dr I. KISIELA. Projekt nowego brzmienia Statutu opracowany przez Komisję
na podstawie uwag zgłoszonych przez Oddziały został powielony i rozesłany Członkom Za-
rządu Głównego oraz Oddziałom. Wkrótce potem wpłynęło pismo Sekretarza Naukowego
PAN zawierające sugestie, dotyczące zmian statutów towarzystw naukowych dotowanych
przez PAN. W związku z nowymi zaleceniami Komisja Statutowa ponownie zebrała się (we
Wrocławiu) i opracowała dodatkowe poprawki statutowe.

2. Zebrania organizacyjne
Liczba zebrań organizacyjnych w okresie sprawozdawczym przedstawia się następująco:

Zjazd Delegatów
Zebrania Zarządu Głównego
Prezydium Zarządu Głównego
Głównej Komisji Rewizyjnej
Komisji Statutowej
Walnych Zgromadzeń Oddziałów

Zebrania Zarządów Oddziałów:
w Gdańsku
w Gliwicach
w Krakowie
w Łodzi
w Poznaniu
w Szczecinie
we Wrocławiu
w Warszawie

5
10
7

11
5
4

15
8

Razem odbyły się 82 zebrania organizacyjne.

(Liczba ta nie obejmuje zebrań jury konkursów, zebrań Komitetów Organizacyjnych odbytych
Sympozjów ani zebrań Komitetu Redakcyjnego Mech. Teoret. i Stos.

W porównaniu z ubiegłą kadencją liczba zebrań organizacyjnych wzrosła z 61 do 82.
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W punkcie 5 Zjazdu Delegatów sprawozdanie finansowe złożył skarbnik doc. dr A. SAW-

CZUK.

Rok 1963

I. 1. D o c h o d y
Planowane dochody na rok 1963

a) dotacja PAN na cele statutowe (popularyzacja wiedzy i administracja)
b) planowana wpłata składek członkowskich
c) dotacja na wydawnictwo
d) planowane dochody ze sprzedaży wydawnictwa

zł 127.000.—
25.345.—

125.000.—
5.000.—

r a z e m zł 282.345.—

Początkowo dotacja na cele statutowe wynosiła zł 107.000.— W ciągu 1963 r. Towarzystwo
zostało dofinansowane przez Władze PAN kwotą w wysokości zł. 20.000.—

1.2. Wykonanie planu dochodów

a) dotacja PAN — łączna zł 252.000.—
b) wpływy ze składek członkowskich zł 21.745.—
c) sprzedaż wydawnictw —

r a z e m zł 273.745.—

Wpływ ze składek członkowskich w stosunku do planowanych wyniósł 85.8%. Tylko Od-
działy Gdańsk, Szczecin i Wrocław całkowicie zrealizowały plan wpłat. Największe za-
ległości wykazują Oddziały w Gliwicach, Krakowie i Warszawie.

Zarząd Główny przypomina, że terminowe wpłacanie składek członkowskich jest warunkiem
dalszych dotacji Zarządu Głównego.

II.1. R o z c h o d y

Mając do dyspozycji kwoty planowanych dochodów tj. zł. 282.345.—
plus pozostałość funduszu z 1962 r. zł 127.672.14

r a z e m zł. 410.017.14

Zarząd Główny w oparciu o projekty preliminarzy budżetowych Oddziałów i Zarządu Głów-
nego zaplanował wydatki na rok 1963:

Wydatki ogółem zł. 404.600.—
w tym: a) na popularyzację wiedzy zł. 117.440.—

b) na cele administracyjne zł. 157.160.—
c) na wydawnictwo zł. 130.000.—

II.2. Wykonanie planu rozchodów

Wydatki ogółem zł. 298.731.73
w tym: a) na popularyzację wiedzy zł. 112.339.50

co stanowi 95,7% planu
b) na cele administracyjne zł. 143.613.63

co stanowi 91,4% planu
c) na wydawnictwo (częściowe koszty

zeszytów 1/63 i 2/63) zł. 42.778.60
co stanowi 32,9% planu

Pozostałość środków na rok 1964 wyniosła:
a) na zadania statutowe (popularyzacja wiedzy) zł. 23.148.05
b) na wydawnictwo zł. 82.221.40
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Analizując sprawozdanie finansowe Towarzystwa za 1963 rok należy zwrócić uwagę na
wydatne zmniejszenie funduszy własnych na koniec okresu sprawozdawczego (odnośnie
do zadań statutowych).

Pozostałość funduszu na 31.XII. 1962 wynosiła zł. 127.672.14 -
Pozostałość funduszu na 31.XII. 1963 w/nosła zł. 23.148.05

Oszczędności lat poprzednich w wysokości zł. 104.524.09
zostały wydatkowane w 1963 r.

Rok 1964 — od 1 stycznia do 30 kwietnia 1964

1,1, Planowane dochody na działalność statutową
(popularyzacja wiedzy i administracja) w 1964 r.
a) dotacja PAN zł. 110.000.—
b) planowany wpływ ze składek członkowskich zł. 26.720.—•
c) odpłatność za matsrialy konferencyjne

(Warszawa i Wrocław) zł. 17.000.—

r a z e m zł. 153.720.—
Pozostałość z roku ubiegłego zł. 23.148.05

Do dyspozycji na wykonanie zadań 1964 r. zł. 176.868.05

11.1. Planowane rozchody w 1964 roku:
Pierwotny plan wydatków, sporządzony na podstawie projektów preliminarzy budżetowych

Oddziałów i Zarządu Głównego, wynosił zł. 293.711.—
Plenum Zarządu Głównego dysponując limitem tylko w wysokości zł. 176.868.05. po zanalizo-

waniu wydatków planowanych przez Oddziały musiało je dostosować do istniejących możliwości
i postanowiło przedłożyć do zatwierdzenia władzom PAN preliminarz budżetowy w wysokości
zł. 172.000.— w tym: na popularyzację wiedzy zł. 37.600.—, na administrację zł. 134.400.—

Biuro Finansowe PAN po zanalizowaniu preliminarza budżetowego z Wydziałem IV i po od-
rzuceniu proponowanego przerzucenia wynagrodzeń pracowników administracyjnych z funduszu
płac na fundusz prac zleconych zatwierdziło preliminarz w wysokości zł. 174.891.—

11.2. Dochody za działalność wydawniczą
a) dotacja PAN zł. 160.000.—
b) planowana sprzedaż wydawnictw zł. 60.000.—•

r a z e m zł. 220.000.—
c) pozostałość z 1963 r. zł. 82.241.40

r a z e m zł. 302.241.40

Po otrzymaniu zawiadomienia o przyznaniu dotacji Zarząd Główny wystąpił do Sekretarza
Naukowego PAN o przyznanie dodatkowych kredytów i w dniu 31 marca 1964 r. został powiado-
miony o przyznaniu dodatkowej dotacji w wysokości zł. 80.000.— w tym: na cele statutowe z za-
strzeżeniem, że mogą być użyte wyłącznie na cele popularyzacji wiedzy —zł. 50.000.—, na wy-
dawnictwo zł. 30.000.—

Ponieważ termin złożenia preliminarza budżetowego upływał w dniu 5.III.1964 r., a dodatko-
wy kredyt został przyznany w dniu 31.III.64 r., przeto nie ma jeszcze odzwierciedlenia tego
dofinansowania w wyżej podanych kwotach preliminarza budżetowego na 1964 rok.

Dochody w okresie od 1.1. do 30,IV 1964 r, wyniosły:
a) dotacja PAN zł. 60.000.—
b) wpłata składek członkowskich zł. 14.315.—
c) sprzedaż wydawnictw zł. 1.711.80

r a z e m zł. 76.026.80

Wydatki w okresie LI. — 30.IV. 1964 wyniosły zł. 41.188.55, w tym Zarząd Główny
zł. 19.040.45, Oddziały zł. 22.148.10.
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Wydatki na wydawnictwo wyniosły w tym okresie zł. 46971.35.
Sprawozdanie finansowe za I kwartał 1964 r. zostało przyjęte przez Biuro Finansowe PAN

bez zastrzeżeń.
Z kolei przewodniczący Komisji prof, dr Z. WASIUTYŃSKI przedstawił sprawozdanie Głównej

Komisji Rewizyjnej PTMTS, w którym dokonano wnikliwej analizy działalności Zarządu Głów-
nego i Oddziałów Towarzystwa. W zakończeniu sprawozdania Główna Komisja Rewizyjna stwier-
dza, że w Wyniku dokonanego przeglądu postanowiła wystąpić na Zjazd Delegatów z wnioskiem
0 udzielenie Zarządowi Głównemu absolutorium i wyrażenia mu podziękowania za owocną pracę.
Następnie odbyła się dyskusja nad sprawozdaniami, w której głos zabierali profesorowie: J. Mu-
TERMILCH (dwukrotnie), A. MITZEL, J. DIETRYCH (dwukrotnie), I. KISIEL, M. SĄSIADEK, E. KA-

RAŚKIEWICZ, R. CIESIELSKI, W. WIERZBICKI i Z. OŁESIAK (dwukrotnie).

W wyniku dyskusji Zjazd Delegatów zaakceptował wniosek Głównej Komisji Rewizyjnej
udzielając Zarządowi Głównemu absolutorium.

W następnym punkcie porządku obrad przewodniczący Komisji Matki zakomunikował, że
zgodnie ze Statutem kończą swoją kadencję: przewodniczący PTMTS prof, dr W. WIERZBICKI
oraz członkowie Zarządu Głównego PTMTS: prof, dr W. OLSZAK, prof, dr Z. OLESIAK, doc. dr
A. SAWCZUK; zastępcy członków Zarządu Głównego: dr M. SĄSIADEK, doc. dr T. PUCHAŁKA oraz
członkowie Głównej Komisji Rewizyjnej: prof, dr Z. WASIUTYŃSKI, prof, dr S. ZIEMBA i dr
E. BIELEWICZ.

Komisja Matka zaproponowała wybór na przewodniczącego PTMTS prof, dr W. WIERZBICKIEGO,
na członków Zarządu Głównego profesorów: W. OLSZAKA, Z. OLESIAKA i doc. W. SZCZEPIŃSKIEGO,
na zastępców członków Zarządu Głównego — prof. J. SIELSKIEGO (Z Gdańska) i dr J. KORJANA
(ze Szczecina) oraz Głównej Komisji Rewizyjnej w dotychczasowym składzie. W wyniku głoso-
wania wszystkie wymienione osoby zostały Wybrane do władz Towarzystwa zgodnie z propo-
zycjami Komisji Matki.

Generalne wytyczne działalności na następny okres zreferował prof, dr Z. OLESIAK. Propo-
nowane wytyczne nie odbiegają zasadniczo od uchwalonych przez poprzednie Zjazdy Delegatów
1 zawierają wypracowane formy działalności, które należy kontynuować. Sprowadzają się one do

I. Rozwijania działalności naukowej w dziedzinie mechaniki teoretycznej i stosowanej przez:
1) Organizowanie regularnych zebrań naukowych w Oddziałach Towarzystwa.
2) Organizowanie sympozjów i konferencji naukowych dotyczących wybranych działów specjal-
nych, przy czym akcja ta powinna mieć charakter ciągły o równomiernym nasileniu.

Plan sympozjów na najbliższą kadencję przedstawia się następująco:
a) Sympozjum Dynamiki Maszyn Hutniczych organizowane przez Oddział PTMTS

w Krakowie wspólnie z dwiema Katedrami AGH i Stowarzyszeniem Inżynierów
i Techników Przemysłu Hutniczego (14 i 15 maja 1964).

b) Sympozjum Reologii organizowane przez Oddział PTMTS we Wrocławiu w paździer-
niku 1964. Referaty będą przedstawione w trzech działach: 1) reologia metali i poli-
merów, 2) reologia betonu, 3) reologia gruntów.

c) II Sympozjum elastooptyki organizowane przez Oddział Warszawski PTMTS w pierw-
szym kwartale 1965. Pierwotnie Sympozjum było zaplanowane na listopad 1964 (ko-
munikat W zeszycie 2/1963 Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej).

d) Konwersatorium Oddziału Gliwickiego PTMTS, które odbędzie się w lutym lub marcu
1965.

3) Organizowanie konkursów naukowych z nagrodami (szczególnie w dziedzinach, których
rozwój Towarzystwo chce pobudzić).

4) Udział w konferencjach i kongresach naukowych krajowych i zagranicznych.
5) Organizowanie wymiany naukowej z zagranicą.

II. Rozpowszechnianie mechaniki teoretycznej i stosowanej przez:
1) Kontynuowanie i rozwijanie akcji wydawniczej Towarzystwa, w szczególności przez wy-

dawanie organu PTMTS ('Mechanika Teoretyczna i Stosowana» oraz materiałów na sym-
pozja organizowane przez Oddziały.
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2) Popularyzację w postaci organizowania kursokonferencji oraz wykładów popularyzują-
cych.
3) Dążenie do zwiększenia liczby członków PTMTS.
4) Szerszy kontakt z przemysłem i jego problematyką.

Po dyskusji, w której zabierali głos doc. W. BOGUSZ, doc. Z. PARSZEWSKI (dwukrotnie), profe-
sorowie R. KAZIMIERCZAK, Z. OLESIAK, O. POPOWICZ zebrani postanowili uchwalić wytyczne
zgodnie z propozycją Zarządu Głównego.

W kolejnym punkcie porządku dziennego prof, dr I. KISIEL przedstawił sprawę nowego brzmie-
nia statutu PTMTS. W dyskusji głos zabierali profesorowie I. KISIEL, Z. OLESIAK, M. SĄSIADEK
(dwukrotnie), Z. PARSZEWSKI, Z. KĄCZKOWSKI i J. MUTERMILCH.

Podjęto uchwałę zatwierdzającą statut z poprawkami przedłożonymi przez Komisję pod kie-
runkiem prof. I. KISIELA i poprawkami wprowadzonymi przez uczestników Zjazdu Delegatów.

Na zakończenie Zjazdu przewodniczący PTMTS podziękował zebranym za zaufanie i ponowny
jego wybór na przewodniczącego Towarzystwa, prof. J. MUTERMILCHOWI za sprawne prowadze-
nie obrad, kolegom, którzy ustąpili z Zarządu Głównego, za ich pracę nad rozwojem PTMTS
oraz paniom H. ROSIŃSKIEJ i H. GOELDNEROWEJ za ich pełną poświęcenia, owocną pracę.

ZEBRANIE KONSTYTUCYJNE ZARZĄDU GŁÓWNEGO

Dnia 23 maja r.b. odbyło się zebranie konstytucyjne, w wyniku którego w obecnej kadencji
Zarząd Główny przedstawia się następująco:

przewodniczący prof, dr W. WIERZBICKI, zast. przewodniczącego prof, dr W. NOWACKI oraz
prof, dr Z. BRZOSKA, sekretarz generalny prof, dr Z. OLESIAK, skarbnik doc. dr, W. SZCZEPIŃSKI,
zast. sekretarza generalnego i skarbnika dr Z. PEŁKA, członek Zarządu Głównego prof, dr W. OL-
SZAK, zast. członka Zarządu Głównego: prof. J. SIELSKI i dr J. KORJAN.

NOWE ZARZĄDY ODDZIAŁÓW PTMTS

W wyniku Walnych Zgromadzeń Oddziałów dokonano wyboru nowych członków Zarządów
Oddziałów, które ukonstytuowały się następująco:

Gdańsk
Przewodniczący prof, dr R. KAZIMIERCZAK, członkowie: doc. J. Więckowski, dr inż. M. WĘG-

RZYNA, doc. P. WILDE

Gliwice
Przewodniczący prof, dr O. POPOWICZ, zast. przewodniczącego doc. dr W. KRÓL, sekretarz

dr inż. J. ŚWIERZAWSKI, skarbnik dr inż. J. MAMES, członkowie: prof, dr J. SZARGUT, dr inż. A. JA-
KDDOWICZ, zast. członka doc. dr B. SKALMIERSKI.

Kraków
Przewodniczący doc. dr W. BOGUSZ, zast. przewodniczącego prof, dr R. CIESIELSKI, sekretarz dr

Z. ENGEL,skarbnik doc. dr S. KORMAN, członkowie: prof, dr M. ŻYCZKOWSKI, doc. dr K. SZPU-

NER, doc. dr J. MURZEWSKI.

Łódź
Przewodniczący doc. dr Z. PARSZEWSKI, sekretarz dr K. GROSSMAN, skarbnik dr J. GLUZA.

Poznań
Przewodniczący prof, dr E. KARAŚKIEWICZ, sekretarz mgr inż. S. JONIAK, skarbnik mgr inż

A. KĘDLOWSKI, członkowie Zarządu: doc. dr W. KRĘGLEWSKI, dr W. SZYGUŁA, dr W. DĘBSKI.

Szczecin
Przewodniczący prof. dr. K. LISOWSKI, zastępca przewodniczącego doc. dr L. MARTINI, se-

kretarz dr inż. J. KORJAN, skarbnik dr inż. WIESŁAW OLSZAK.
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Wroclaw
Przewodniczący prof, dr M. SĄSlADEK,członkowie Zarządu: dr inż. S. FULIŃSKI, doc. dr A. NEO-

RUSZ, dr inż. E. GAWRYCH-ŻUKOWSKI, dr inż. J. STAŃDA, dr inż. S. DMITRUK.

Warszawa
Przewodniczący prof, dr J. MUTERMILCH, zastępca przewodniczącego prof, dr Z. KĄCZKOWSKI,

sekretarz doc. dr. Z. OSIŃSKI, skarbnik doc. dr J. SKOWROŃSKI, zastępca sekretarza doc. dr W.
SZCZEPIŃSKI, zast. skarbnika doc. dr R. SOŁECKI.

KONKURS ZARZĄDU GŁÓWNEGO POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI
TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

Zarząd Główny PTMTS ogłasza konkurs na prace doświadczalne z dziedziny mechaniki.
Za najlepsze prace spełniające warunki konkursu będą przyznane trzy nagrody pieniężne w wy-

sokości
I nagroda 8000 zł.

II nagroda 4000 zł.
III nagroda 2000 zł.

Prace należy nadsyłać do Sekretariatu PTMTS, Warszawa, Pałac Kultury i Nauki p. 2305 w nie-
przekraczalnym terminie 31 października 1964 r. Praca nie może być przed tą datą opublikowana.
Konkurs jest ograniczony, dostępny dla członków PTMTS.

II SYMPOZJUM TERMODYNAMIKI TECHNICZNEJ

«ZASTOSOWANIA TECHNICZNE ENTROPII I EGZERGI1»

W dniach od 7 do 14 lutego 1963 r. odbyło się w Szczyrku II Sympozjum Termodynamiki pod
hasłem (Zastosowania techniczne entropii i egzergii». Sympozjum zostało zorganizowane przez
Oddział Gliwicki PTMTS. W skład komitetu organizacyjnego wchodzili: prof, dr inż. JAN
SZARGUT i dr inż. RYSZARD PETELA. Około 80 uczestników sympozjum reprezentowało Politechnikę
w Warszawie, Łodzi, Wrocławiu, Gdańsku, Poznaniu, Krakowie, Gliwicach i Częstochowie,
Akademię Górniczo-Hutniczą, Wojskową Akademię Techniczną, Centralny Ośrodek Chłod-
nictwa, Instytut Metali Nieżelaznych, Hutę Lenina, Biprohut, Energopomiar i inne zakłady i insty-
tuty naukowe. W sympozjum wzięli również udział goście z NRD: Dr Ing. W. FRATZSCHER i Dipl.
Ing. G. GRUHN Z Politechniki w Dreźnie.

Na sympozjum zgłoszono 19 referatów w tym 7 z Politechniki śląskiej, 3 z Politechniki Drez-
deńskiej, 2 z Akademii Górntczo-Hutniczej, 1 z Instytutu Metali Nieżelaznych w Gliwicach,
1 z Centralnego Ośrodka Chłodnictwa, 1 z Politechniki Warszawskiej, 1 z Politechniki Łódzkiej,.
1 z Politechniki Poznańskiej, 1 ze Zjednoczenia Hutnictwa Żelaza i Stali. Wygłoszono i przedyskuto-
wano 18 referatów. Część referatów opublikowano w całości w nr 11 (1962) czasopisma Energetyka
Przemysłowa (zeszyt poświęcony egzergii). Streszczenia wszystkich referatów są zawarte w specjal-
nym zeszycie wydanym przez Oddział Gliwicki Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej.

Referaty podzielono na dwie grupy. Grupa pierwsza obejmowała 5 referatów omawiających
zagadnienia entropii. Referaty grupy drugiej w liczbie 14 dotyczyły zagadnień egzergii.

Pierwszą grupę referatów zapoczątkował B. STANISZEWSKI (Warszawa), który mówił na temat
«Entropia a teoria informacji)). W referacie tym autor przedstawił powiązanie teorii informacji
z termodynamiką, występujące na gruncie stosowania metod statystyki. Dużo uwagi poświęcił
autor zastosowaniu formalistyki Jaynesa w termodynamice podkreślając, że w niektórych uczel-
niach technicznych metoda ta jest już stosowana w normalnych wykładach dla studentów.

J. SIKORA (Gliwice) omówił różne sposoby ujęcia entropii w termodynamice. Referat T. SWIERZAW-
SKIEGO (Gliwice) był poświęcony zagadnieniom przyrostu entropii podczas moderacji neutronów
w reaktorze jądrowym. H. HELLER i Z. KOLENDA (Kraków) omówili zasadę wzrostu entropii w pod-



70 BIULETYN INFORMACYJNY PTMTS

stawowych modelach kosmologicznych. W szczególności zajęli się oni teorią stałego wszechświata,
podług której obraz świata jest nie tylko niezależny od pozycji obserwatora w przestrzeni, lecz
również od jego umiejscowienia w czasie. Teoria ta prowadzi do hipotezy nieustannego powstawania
materii. Zgodnie z tą teorią zasada zachowania energii jest słuszna tylko w granicach błędu do-
świadczalnego, zasada zaś wzrostu entropii jest całkowicie słuszna.

W ostatnim referacie grupy pierwszej Z. KOLENDA (Kraków) omówił statystyczne ujęcie relacji
Onsagera.

W referacie wprowadzającym grupy drugiej J. SZARGUT (Gliwice) omówił definicję i znaczenie
pojęcia egzergii, naświetlił różnice pomiędzy egzergią a energią i wyjaśnił możliwości stosowania
egzergii. Oprócz zastosowań klasycznych polegających na badaniu stopnia doskonałości procesów
cieplnych i ustalaniu przyczyn obniżenia tej doskonałości łącznie z ilościową ich oceną, autor
wskazał na nową dziedzinę zastosowań egzergii, mianowicie na zastosowania ekonomiczne.

W następnym referacie W. FRATZSCHER (Drezno) omówił różnice pomiędzy egzergetyczną i ter-
miczną analizą obiegów prawobieżnych.

Przedmiotem rozważań autora był obieg uogólniony wymieniający ciepło z dowolnymi źródłami
ciepła. W klasycznych obiegach silników cieplnych, ciepło oddane przez czynnik obiegowy odpływa
do otoczenia. Obiegi rozpatrywane przez FRATZSCHEHA nie spełniają tego warunku. Można więc
uważać, że rozumowanie Fratzschera dotyczy cząstkowej sprawności egzergetycznej obiegów
występujących W procesach skojarzonych, służących do równoczesnej produkcji ciepła i pracy.
Zagadnieniom analizy egzergetycznej procesów skojarzonych był poświęcony w całości referat
G. GRUHNA (Drezno), który wprowadził pojęcia sprawności cząstkowych oddzielnie dla produkcji
ciepła i oddzielnie dla wykonywania pracy w procesie skojarzonym. Wskaźniki charakteryzujące
procesy skojarzone zostały ujęte za pomocą bezwymiarowych charakterystyk. Oba referaty zapo-
czątkowały ożywioną dyskusję, w której J. SZARGUT wyraził pogląd, że obliczanie cząstkowych
sprawności egzergetycznych w procesach złożonych nie jest celowe. W procesach takich powinno
się analizować tylko sprawność egzergetyczną całego zespołu oraz straty egzergii występujące
W poszczególnych ogniwach.

Pracę R. NITSCHA (Drezno) w związku z nieobecnością autora referował W. FRATZSCHER. Omó-
wiono w niej zagadnienie analizy egzergetycznej procesów siłowni jądrowej. Rozważania swoje oparł
autor na założeniu, że spadek egzergii paliwa jądrowego w procesie rozszczepienia jest równy
ilości wyzwolonej energii.

J. PIENTKA (Poznań) omówił zagadnienia analizy egzergetycznej siłowni parowej. Analizując
poszczególne straty egzergii naświetlił autor czynniki, od których straty te są zależne. Na podstawie
wyników analizy egzergetycznej 12 nowoczesnych siłowni parowych autor omówił wpływ para-
metrów pary i przegrzania międzystopniowego na główne straty w siłowni.

J. SZARGUT i R. PETELA (Gliwice) wskazali możliwość zastosowania egzergii do obliczania strat
ekonomicznych występujących przy dławieniu czynnika płynącego rurociągiem. Rozważania
autorów dotyczyły procesów, w których dławienie i sprężanie kompensujące przebiegają w tempera-
turze wyższej od temperatury otoczenia. W dyskusji W. FRATZSCHER zgłosił postulat rozszerzenia
rozważań autorów na dowolne temperatury.

T. BES (Gliwice) mówił o analizie egzergetycznej procesów, w których występuje powietrze
wilgotne. Autor sformułował definicję sprawności egzergetycznej procesu klimatyzacji oraz zdefi-
niował wskaźnik jednostkowego zużycia egzergii w procesie suszenia. Obliczanie egzergii po-
wietrza wilgotnego jest bardzo żmudne, w związku z czym autor opracował pożyteczny i dobrze
ujęty nomogram do wyznaczania tej funkcji.

E. KOSTOWSKI (Gliwice) naświetlił problemy analizy egzergetycznej procesów ziębienia. K. M A -
CZEK (Kraków) omówił bilans egzergetyczny ziębiarki absorpcyjnej. Wielkości występujące w tym
bilansie wyznaczał autor metodą wykreślną za pomocą wykresu entalpia—udział gramowy, entropia
—udział gramowy.

A. GUZIK (Gliwice) opracował wykresy do uproszczonego wyznaczania egzergii gazów tech-
nicznych otrzymywanych z powietrza. Na wykresach tych uzależniono egzergię od stopnia czystości
gazów technicznych.
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T. STYRYLSKA (Kraków) omówiła zagadnienie egzergii paliw stałych i ciekłych. Rozważania
autorki były poświęcone głównie krytyce definicji egzergii spotykanych w literaturze. Definicje
te prowadzą niejednokrotnie do niezgodności stanów odniesienia przy obliczaniu egzergii sub-
stratów i produktów spalania, niektóre zaś metody uzgadniania stanów odniesienia prowadzą do
wielkości nie posiadających sensu technicznego egzergii. Autorka poddała również krytyce znane
dotąd metody obliczania egzergii paliw.

P. WEISS (Gliwice) wyjaśnił wpływ podgrzania powietrza na straty egzergii przy spalaniu. Sku-
teczność tej metody zilustrował autor za pomocą wyprowadzonego przez J. SZARGUTA mnożnika
zmniejszenia strat egzergii. Autor sporządził wykresy tego mnożnika dla spalania kilku typowych
składników paliw. W ostatnim referacie B. KACZAN (Łódź) omówił wykresy opracowane w Poli-
technice Łódzkiej do wyznaczania entalpii, entropii i egzergii powietrza oraz spalin.

Jan Szargut (Gliwice)

DRUGI WSZECHZWIĄZKOWY ZJAZD MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
W MOSKWIE. 29.I.-5.H. 1964

Wszechzwiązkowe zjazdy mechaniki, organizowane przez Instytut Mechaniki Akademii Nauk
ZSRR (tym razem wspólnie z Uniwersytetem im. Łomonosowa), należą do największych zjazdów
z zakresu mechaniki w skali światowej. Są one organizowane co 4 lata podobnie jak zjazdy Między-
narodowej Unii Mechaniki IUTAM, lecz liczbą referatów i uczestników nawet przewyższają
te ostatnie. W drugim zjeździe mechaniki, który odbył się w Moskwie w dniach 29.1-5.II.1964 r.,
brało udział ponad 1500 uczestników nie tylko ze Związku Radzieckiego, lecz również z zagranicy.

Najliczniejszą delegacją zagraniczną była delegacja polska. Obejmowała ona 14 osób, w tym
9 delegowanych przez Polską Akademię Nauk lub w ramach wymiany między akademiami (S. KA-
LISKI, P. KUCHARCZYK, M. ŁUNC, W. NOWACKI, W. K. NOWACKI, W. OLSZAK, A. SZANIAWSKI,
S. ZIEMBA, H. ZORSKI), 4 osoby delegowane przez Ministerstwo Szkolnictwa Wyższego lub pry-
watnie za zgodą MSzW (J. BONDER, Z. BRZOSKA, J. BUKOWSKI, M. ŻYCZKOWSKI) oraz 1 przebywająca
na długoterminowym wyjeździe szkoleniowym w ZSRR (J. ORKISZ). Delegacja Stanów Zjedno-
czonych obejmowała 13 osób, z których wymienimy W. PRAGERA, D. C. DRUCKERA, W. NASHA.
i R. M. ROSENBERGA; delegacja NRD — 8 osób (należy podkreślić wyjątkowo niską średnią wieku
uczestników tej delegacji); w 5-osobowej delegacji Francji wziął udział I. KRAVTCHENKO, 5-osobowe
delegacje reprezentowały również Rumunię (głównie w zakresie mechaniki płynów) i Czechosło-
wację. Pozostali uczestnicy zagraniczni reprezentowali Wielką Brytanię (2 osoby — M. J. LIGHTHILL
i G. K. BATCHELOR), Holandię (2), Bułgarię (2), NRF (1) i Izrael (1). Tak więc ogólna liczba
gości zagranicznych wynosiła 58. •

Na zjazd zgłoszono 529 referatów, z których wygłoszono 415 w charakterze oddzielnych refe-
ratów (20-40 minut, wygłaszane przez autorów), a pozostałe 114 ujęto jako krótkie komunikaty
(2-5 minut, podawane przez* przewodniczącego podsekcji). Oczywiście, przy tej ogromnej liczbie
prac niezbędny był podział na sekcje, przy czym podział ten szedł wyjątkowo daleko. Wyodręb-
niono mianowicie trzy zasadnicze sekcje (mechaniki ogólnej i stosowanej; mechaniki cieczy i gazów;
mechaniki ciał stałych), każda z sekcji dzieliła się na 6 podsekcji, tak że było ich w sumie 18, a po-
nadto jeszcze niektóre podsekcje, o bogatej tematyce, odbywały obrady w pod-podsekcjach. Dla
ułatwienia orientacji uczestników wydano specjalny harmonogram prac poszczególnych podsekcji

Omówimy obecnie krótko poszczególne podsekcje, podając nazwiska przewodniczących i liczbę
wygłoszonych referatów.

W skład sekcji mechaniki ogólnej i stosowanej wchodziły podsekcje:
1. Mechaniki analitycznej i teorii stateczności ruchu (przewodniczący A. I. ŁURIE, 23 referaty).
2. Balistyki (przewodniczący D. E. OCHOCIMSKI, 24 ref.).
3. Drgań i regulacji automatycznej (przewodniczący Ju. A. MITROPOLSKI, 38 ref., dwie pod-

podsekcje),
4. Żyroskopii (przewodniczący A. Ju. ISZLINSKI, 21 ref.),
5. Teorii mechanizmów i maszyn (przewodniczący I. I, ARTOBOLEWSKI, 13 ref.),
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6. Problemów dydaktyki mechaniki (na przewodniczącego przewidywano G. Ju. DŻANIELIDZE;
wobec jego zgonu tuż przed rozpoczęciem kongresu zastąpił go W. N. SZCZEŁKACZEW; 3 ref.).

Oprócz wymienionych referatów, w zasadzie 20-minutowych, na wspólnych posiedzeniach
całej sekcji wygłoszono 12 referatów 40-minutowych.

W skład sekcji mechaniki cieczy i gazów wchodziły podsekcje:
1. Hydromechaniki ogólnej (przewodniczący P. JA. KOCZINA, 30 ref., 9 komun),
2. Aerodynamiki i dynamiki gazów (przewodniczący A. A. NIKOLSKI, 26 ref., 7 komun.),
3. Teorii plazmy i gazów rozrzedzonych (przewodniczący G. G. CZERNYJ, 24 ref., 16 komun.)
4. Ruchu cieczy lepkiej, warstwy przyściennej, ruchu burzliwego i przewodnictwa cieplnego,

(przewodniczący L. G. ŁOJCJANSKI, 28 ref., 19 komun., 2 pod-podsekcje),
5. Hydrodynamiki układów wieloskładnikowych (przewodniczący L. A. GALIN, 26 ref.),
6. Hydroaerodynamiki stosowanej (przewodniczący G. N. ABRAMOWICZ, 22 ref., 8 komun.).
Ponadto na wspólnych posiedzeniach sekcji wygłoszono 12 referatów 40-minutowych, w tym

dwa zagraniczne (M. J. LIGHTHILL i G. W. LIPPMANN).
W skład sekcji mechaniki ciał stałych wchodziły podsekcje:
1. Teorii sprężystości (przewodniczący D. I. SZERMAN, 28 ref., 18 komun., 2 pod-podsekcje),
2. Teorii plastyczności (przewodniczący Ł. M. KACZANÓW, 21 ref., 4 komun.),
3. Teorii płyt i powłok (przewodniczący A. L. GOLDENWEJZER, 16 ref., 20 komun, 2 pod-

podsekcje),
4. Reologii i teorii pełzania (przewodniczący Ju. N. RABOTNOW, 24 ref.),
5. Mechaniki budowli (przewodniczący I. M. RABINOWICZ, 21 ref., 13 komun., 2 pod-podsekcje),
6. Mechaniki gruntów (przewodniczący W. W. SOKOŁOWSKI, 31 ref., 2 pód-podsekcje).
Ponadto na wspólnych posiedzeniach sekcji wygłoszono 12 referatów 40-minutowych, w tym

4 zagraniczne (W. PRAGER, D. C. DRUCKER, W. NOWACKI i W. OLSZAK).

Przewodniczącymi sekcji byli: mechaniki ogólnej i stosowanej —• A. Ju. ISZUNSKI, mechaniki
cieczy i gazów — L. I. SIEDOW, mechaniki ciał stałych — N. I. MUSCHIELISZWILI.

Obrady były prowadzone w salach Uniwersytetu im. Łomonosowa. Niestety, największa z sal
tego uniwersytetu nie mogła pomieścić wszystkich uczestników; na uroczystość otwarcia wydano
1500 zaproszeń (nie wszyscy chętni mogli je otrzymać), chociaż aula uniwersytetu posiada tylko
1200 miejsc, tak że spora część uczestników brała udział w tej uroczystości na stojąco. Także sale,
przewidziane na obrady sekcyjne, a mieszczące po 500 osób, były zbyt małe: już na 10 minut
przed rozpoczęciem obrad wszystkie miejsca siedzące były zajęte. Sale, przewidziane na obrady
podsekcji, miały po około 100 miejsc — podczas niektórych referatów można tu było znaleźć
miejsce bez trudu, ale podczas innych zajęte były nawet wszystkie miejsca stojące.

Kongres rozpoczął swe obrady w środę 29 stycznia o godz. 11.30 w auli uniw. Łomonosowa.
Słowo wstępne wygłosił przewodniczący komitetu organizacyjnego zjazdu N. I. MUSCHIELISZWILI.
Naszkicował on ważniejsze aktualne problemy w zakresie różnych gałęzi mechaniki. Następnie,
po krótkim powitaniu uczestników przez rektora uniwersytetu Łomonosowa, L.I. SIEDOW zainau-
gurował obrady zjazdu referatem ((Galileusz a podstawy mechaniki» (w związku z 400-leciem
urodzin Galileusza). Bardzo obszerny referat, trwający ponad godzinę, nawiązywał często do
współczesności, zawierał pewne akcenty polityczne i mógł stanowić symbol międzynarodowej
współpracy w dziedzinie mechaniki.

Od godz. 16 dnia 29 stycznia do godz. 14 dnia 5 lutego trwały obrady w sekcjach i podsekcjach
(w zasadzie po 8 godzin dziennie, 10-14 i 16-20). Oprócz referatów wprowadzono również
pewną specjalną formę dyskusji, tzw. dyskusje okrągłego stołu. Dyskusje te na najbardziej
aktualne kontrowersyjne tematy poprzedzone były tylko krótkim wprowadzeniem; podczas dyskusji
można było zabierać głos nie dłuższej niż 10 minut. Ogółem odbyły się cztery dyskusje okrągłego
stołu: na sekcji mechaniki cieczy i gazów jedna, mianowicie ((Interesujące zagadnienia i metody
teoretycznej hydroaerodynamiki)) (przewodniczący L. I. SIEDOW), oraz na sekcji mechaniki ciał
stałych trzy, mianowicie (Stateczność płyt i powłoki) (przewodniczący W. I. FIEODOSJEW), «Sta-
teczność w warunkach pełzania » (przewodniczący Ju. N. RABOTNOW) oraz «Modele fizyczne i rów-
nania stanu gruntów)) (przewodniczący N. A. CYTOWICZ). Oczywiście, nazwa ((dyskusja okrągłego
stołu » była czysto formalna, gdyż trudno byłoby znaleźć stół na kilkaset osób, toteż dyskusje odby-
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wały się z reguły w 500-osobowych audytoriach, a ciesząca się niesłychanym zainteresowaniem
dyskusja «Stateczność płyt i powłok», podczas której miało dojść do zasadniczej wymiany po-
glądów pomiędzy W. I. FIEODOSJEWEM i W. W. BOŁOTINEM—nawet w auli. Jakkolwiek do spodzie-
wanej wymiany poglądów nie doszło, gdyż W. W. BOLOTIN ostatecznie nie zabrał głosu, to jednak
dyskusja, trwająca blisko trzy godziny, może być oceniona jako bardzo wartościowa. W ogóle
problemy stateczności konstrukcji były podczas zjazdu poruszane bardzo często, co dowodzi stałe
rosnącej ich aktualności.

Niestety, wobec dużej liczby podsekcji i referowanych prac zarówno podsumowanie całości
obrad, jak i omówienie choćby tylko ważniejszych referatów jest niemal niemożliwe. Trudno by-
łoby nawet omówić szczegółowo obrady jednej podsekcji, ponieważ interesujące referaty były
z reguły umieszczone w różnych podsekcjach, a czasem śledzenie obrad było utrudnione przez
podział na pod-podsekcje. Pewną orientację o tematyce obrad może dać wydany przez Komitet
Organizacyjny Zjazdu komplet krótkich streszczeń referatów (w języku rosyjskim, tytuły również
w języku angielskim) — obejmuje on 250 stron druku, przy czym streszczenia ułożone są alfa-
betycznie według nazwisk autorów. Osobno wydano wykaz tytułów referatów z podziałem na
podsekcje (szczegółowy program kongresu).

Obrady Zjazdu zakończono uroczystym posiedzeniem w, auli w środę 5 lutego o godz. 17. Po
krótkiej informacji o pracach poszczególnych podsekcji uczestnicy przyjęli rezolucję dotyczącą
zwołania III Wszechzwiązkowego Zjazdu Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.

Przyjęcie gości zagranicznych przez organizatorów kongresu było niezmiernie serdeczne. Wszyscy
goście zagraniczni otrzymali pokoje w hotelu ((Ukraina», skąd codziennie odchodził autobus
do gmachu uniwersytetu. W dniu otwarcia obrad prezydium Akademii Nauk ZSRR wydało
bankiet na cześć gości. Należy jednak podkreślić, że delegacja polska była szczególnie serdecznie
przyjmowana dzięki może najsilniejszym kontaktom osobistym, łączącym poszczególnych jej
uczestników z organizatorami Zjazdu. Mamy nadzieję, że będziemy się mogli zrewanżować podczas
najbliższych konferecncji międzynarodowych, organizowanych z zakresu mechaniki teoretycznej
i stosowanej w Polsce.

Michał Życzkowski (Kraków)



Następny zeszyt Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej zawiera prace:

A. CZUBAK, Dobór parametrów ruchu przenośników wibracyjnych
IlOflSop EtapaMeTpOB Bn6paDH0HHtIX KOHBeftpOB
Selection of the motion parameters for vibratory conveyors

W. PIECHOCKI, Analiza skończonych ugięć słabo wypukłej membrany kulistej obciążonej
lokalnie
AH3JIH3 KOHetiHtix npornooB noJioroii jioKantno 3arpy>iteHH0H c(|>epnqecKOH
Meiw6paHhi
Finite deflections of shallow spherical membrane locally loaded

Z. THRUN, Metoda przybliżonego obliczania problemów początkowo brzegowych w zasto-
sowaniu do niestacjonarnych zagadnień przewodnictwa cieplnego

npn6jiH>KeHHoro pemeHHH Ha^ajibHo-KpaeBbix saflavi B

Method of approximate solution of initial" and boundary problems of non-stationary
Method of approximate solution of initial and boundary problems of non-stationary
heat conduction

K. WILMAŃSKI, Obciążenia dynamiczne belek — belka Timoshenki
flłinaMH^ecKaa tiarpy3Ka 6anoK, Baj«<a THMOiueHKH
Dynamical loadings of beams — Timoshenko beam

R. S. DOROSZKIEWICZ, Z badań elastooptycznych stanu naprężenia wywołanego ciężarem
własnym, z uwzględnieniem wpływu podłoża
Photo-elastic investigation of the state of stress produces by own weight in a triangle
resting on elastic fundation

R. S. DOROSZKJEWICZ, Elastooptyczne badania przekroju.poprzecznego zapory filarowej
HccjieflOBaHHH B nojiapHsaqHOHHoM cseTe nonepetmoro ce^enna KOHTpcfopcHofł
nJIOTHHŁI
Photoelastic investigation of the cross-section of buttress dam
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