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MACHINE-LIKE LANGUAGES AND PROCESSES

" Ludwik CZAJA

Uniwersytet Warszawski
Warszawa, PKiH

Received 14.11,1972

A semantic model for lower-level programming
languages has been constructed. The class of
proceBbe3 describable by means of this model-
language has been compared with that examined

in [5].

INTRODUCTION

Seraantio properties of programming languages are being in-
vestigated at various generality levels. It depends on what is
assumed about their instructions. Some authors ([2]. [31. [41.
[6] among others) provide their model-programming-languages
with fixed operational statements. These are, for instance,
assignment statements, conditional jump statements, loop state-
ments etc. They have their fixed meanings regardless of parti-
cular realization of the language*). However, the meanings of
funotion symbols (which in fixed realization oome about to be
the names of operations in a value set) depend on realization.
The problems of halting, correctness .and equivalence are be-
ing examined for programs (in papers mentioned) on such a ge-
nerality level. When dealing with the most general semantic
properties, one has to oonstruot a model-language free of
statements to be singled out as in the above said. A model-
language is, in the case, the language of general computer of

Roughly, by "realization of the language" we understand a (non-void)
set, the elements of which are values of language"s variables and a
mapping which assigns to each functional symbol (functor) of the
language, certain operation in the set.
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inner control. In other words, a soheme, permitting to get any
concrete programming language, by means of specifying instruc-
tion meanings.

In this paper, we confine ourselves to (& construct a lan-
guage (free of fixed-meaning statements) which would model
"lower level" programming languages, i.e. those dose to ma-
chine or assembly languages, () compare the processes descrl-
bable in this language, with those investigated in [5]. This
model-language we oall LQ. Other semantic properties of LQ,
likewise model-language for "higher level” languages (a@s ALGOL,
FORTRAN, etc.) and its semantio properties have been examined

in [1].

The instruction of Lewe define syntactically, as a string
of the form of elementary term (in Polish notation) . However,
we interprete such terms unlike usually. That is why we say
"instruction”™ instead of "term" and "instruction symbol™ in-
stead of "funotor'. The program, however, we define semantically,
as an object dependent on interpretation of the language.

In this, we base on the observation that in real machine lan-
guages, any program (with its data) may be wholly characteriz-
ed by valuation of memory registers in the set of instruction
codes and by indicating registers containing ooded instructions
of program involved. Thus, by "program” we shall understand a
pair <A, v> ,where A is a subset of set V of all varia-
bles, v 1is a valuation of V in the set of instruction oodes.
Therefore, from a formal standpoint, programs are not expres-
sions from Lq.

1. BASIC LANGUAGE LQ
Instructions of LQ are built of the following symbols:

(O) Variables, denoted x, y,... may be with indices.
V is their set.
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(i) Instruction symbols, denoted a, .- €,8& may be
witH indioee. 0 is tho.Ir set. As usually, ®o breaks up
into disjoint subsets ¢{oo, ¢ol, ¢02,... of O-argument,

1-argument, 2-argumont etc. instruction symbols.

Definition 1

The set 1" of instructions with arguments is the set of
all strings of the form 9x,,x2... xfc, where <% ¢oK
Xp 6V, ia 1, 2,... k, k>0. The s6t 1Q of Instructions
we define as the uniom [IQ = ©¢ooU i". The elements from I£
we call instructions of LQ or basio instructions.

Definition 2

Out of all variables we seleot one, whioh will play speoial
part in further considerations. We call it instruction counter
and denote by q, Let J be a non-empty set. Any function
v* v— u v “ {g}. satisfying the oondition v(xX) eV - |[q]
iff x » q, we call a valuation of V in the set JuV - {q}
By W we denote the set of all valuations.

Example 1

Let N be the set of all non-negative integers. If
V=]Jqgju N, JaN, thenV - [gj may be regarded as a set
of memory addresses, v(X) - as the oontents of x. A valua-
tion is a memory state.

Example 2

Let A be a finite alphabet and let A* be the set of all
strings over A (with empty string) . If we take J a A*
(and define suitable instructions, e.g. example 4) , we will
got a language for texts processing. A valuation is an
instantaneous description of an attachment of strings to va-
riables.
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Definition 3

We say, we have an interpretation ? of the language LQ

iffi

O] there is given a partial and one-to-one funotion
T: J- "1 oalled ooding,

(ii) with eaoh symbol 9 e ¢ok *for kK > 0, there is asso-
ciated a partial function s V- where
is the Cartesian product of I factors Vx Vx ,,, V
and WW 1is the set of all funbtions W- with eaoh
symbol 99— *$00 there is associated a fixed funotion

1 w— w.

Funotion 97 1is said to be an interpretation of symboly »
Funotion 1 XN, X2.».. XY, «W—>W we denote by

© -3, and oall Interpretation or aotion of
instruction 9 x~x . X,-

It is dear that the interpretation of an argument-free sym-
bol is identical with interpretation of instruotion built up
of this symbol.

Reason of definition 3

Point (@) is obvious if real computer coding is taken into ao-
oount. Funotion T is partial to mirror the faot that not every
contents of memory oell must.be a meaningful maohine instruo-
tion code.

Point (ii). In programming languages, an action of instruc-
tion alters a valuation, therefore it must be defined as funo-
tion W-"W. Aooording to definition 1, by means of given
k-argument (k > 0) instruotion symbol, we oreate many instruc-
tions, writing out k-tuples of variables past the symbol. These
different instructions ought to act differently (in general) ,
thus, the instruotion aotion has to depend on k-tuple of va-
riables in the instruotion. Therefore, k-argument instruotion



MACHINE-LIKE LANGUAGES AND PROCESSES 9

symbol should be understood as a name of funotion which asso-
ciates mappings W-*W with k-tuples of variables, i.e. as a
name of funotion V-— -W . By this making out of instruction
symbols, instructions themselves can be understood as names
of funotions W- W, 1In general, since, in practice, Instruc-
tion e Xk does not act for all k-tuples XN,
the interpretation of instruction symbol must be a partial
function. Argument-free instruction symbols we understand as
names of seleoted elements from W' .

Example

Let JaN and let ue take the partial algebra:

cta jjywyVv -{g},a, - ,06, ©} ,where s is the eucoeesor,
n is the substraction in N, and partial operations © 0]
are defined as follows: 00x a 0, 16x a0 © xax @ O ax,

for all x «V - Jgl (0 and 1 are integers).
0o =V 002 W ip3 wlere 002 = {«}, ©¢0? =(fi, f, 8}

As coding T an arbitrary numbering of instructions can be
taken.

Interpretations of instruction symbole we define by means of
operations in Ot:

a3®,y) M a (vlv - Ix,aD) u (<x, s > , <q,y>|

0?7 (%Y, ) M = (Vlv - D)W (< x, v iv(y)> ,<q,z>}
~"XLY.2D)(V) = (v X900 V (=X, v(¥Y)> , <q,z>)

67 (X,y,2) M=V -laD u I<q, @v())%y) © @& . Aiv()d) ©z)>J

In the above notation, V|V - [*=<} denotes funotion Vv
restricted to set V - |...j-

It is olear that axy is the addition of unity, jdxyz is
the subtraction, Yxyz is the assignment of integer v(y)
to X, 6xyz is the conditional Jump to y if v(xX) a0
and to z otherwise. Every computable funotion can be pro-
grammed in this interpretation (demonstration in [1]).
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Example 4

Let J = A* , where A is a finite alphabet and let us take
the algebrai

"ga (r*, =, head, tail} where» < is the oonoatenation,

A. (empty) if 8» N
head(a) a
an ifBaan.. Lp, where a”eA

ial, ... p, and tail is defined by equality»
e a head(s) » tail(s).

Let K " $05 U ~04 where $03* {**M* S$U"{°*Db
A ooding T oan be obtained, e.g. by a superposition of map-

pings J*i—- -N and N —"lq, whioh may be easily defined, having
sets A and V. Interpretations of instruction symbols we de-
fine by means of operations in 4) and comparison of strings
from JC «

93 (x,y,2)(v) a (MV -jx,y,q}) u |<X, head[v(y)]> ,
<y, tail[v(y)]> , <9,z >}
6" (X,Y,2) M a (viv -Ix,y.ql v |<x, v(x).v(y)> , <y, N>,
<g.e>}
Ay .,z M avlv - lgl) n |<q, If vO)= v(y|] then z
else r>j

It is olear that Q xyz 1is the truncation of the first
letter out of string v(y) , bxyz is the oonoatenation,
n3xysr is the conditional jump to =z 1if strings v(x) and
v(y) are identical and to r otherwise. In point 2 of this
paper an example of program (in this interpretation) trans-
lating arithmetic expressions in constructed.

2. PROGRAM AND ITS AUTOTRANSFORMATION

Let A be a set of variables» A CV and let v be a valua-
tion» v 6 W. We fix an interpretation 2 ,
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Definition 4

The program in state v with base A is a pair P =<A, v>
We will also say "program in interpretation? " if there is a
need to mark in whioh interpretation it is.

Reason of definition 4

Restriction of funotlon v .to set A Is the eet of pairst
viA a |<1, a> tleA, a « j] , not containing two pairs
with the same firet and different seoond elements. Thus, the
first element of a pair <Il,a> , (predeoessor) may be
thought of as labelling the Instruction (its oode, more preci-
sely) appearing as the eeoond element (successor) of the pair
Therefore, P represents a program (with Its data) by common
understanding of the term ™program'.

Definition 5

For program P = <A, v> and interpretation ? we define
two sequenoes {*"n}* {vn}* n “ as folio*8l
vo =V

1 =vn@, Ifvit@ 6 A (otherwise 1Q does not exist)

vn+l e «?™ . . . x~ (Wm), where QXy. . =T (nmdn)

These sequenoes are infinite iff vn(@ 6 A for all n.
We oall them: traoe in the set A*» and prooess In the set W,
perforated by program P . respectively

see analogous notion in [2].
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Note

The above definition of program and process gives an aooount
of tendency*» to see the program and its data as a whole,
subject to self-transformations, aooording to rules ooded up
in itself. A sequenoe <A, vQ> , <A, v~> , <A, v2>,...
is a sequenoe of instantaneous descriptions of program
<k, v> during its run. This sequenoe oan be named 'auto-
transformati® n” of program <Aj v> . Base A in an auto-
transformation is fixed. In autotransformations with al-
tering bases have been examined, whioh was the ground for con-
struction of model-language for higher-level programming lan-
guages. It follows directly from definition 5, that the trace
in A and the prooess in W are evaluated uniquely, and that
if funotions v, are (by suitable assumptions) compu-
table and so is the set A, then consecutive elements
10, 1~, 12 ,5*» and vQ, v,,, Vg,..» are evaluated effective-
ly. Aotions being performed during autotransformation of pro-
gram P = <A, vQ> and their order, may be piotured by means
of the flowchart*

MWseef for instance an excerpt from (page 149) : ... thia approach

to the study of programming languages is a relatively now one. Program-
ming-language theory has, in the past, tended to emphasize the study of
source languages and the study of translation of source languages Int®
an Initial target-language representation for purposes of execution.
The present approach takes the initial representation for purposes of
execution as the starting point and studies the sequence of run-time
representation during execution of the function. The representation of
the function at a given point during execution is referred to as an
instantaneous description. The process of function evaluation may be
characterized by a sequence of instantaneous descriptions.
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Here, the symbol '"'s=" means - informally - assignment of a
value to "functional variable", taking its values from the

set W, whereas T (2 @L is an instruction being the (oode of)
value of "individual variable" v (¢ .

Example

Consider interpretation constructed in example 4 from
point 1 of this paper and take Aa {i, +, x, (.), -
We construct the program, whioh transforms arithmetic expres-
sions (slightly simplified, for built of symbols from A,

I stands for arguments) in conventional notation into their
equivalents in reverse Polish. For brevity, the pairs

<x, v(X)> 6 v we write in the form x» v(x). Also, we omit
the symbol T (ooding funotion) , that is, for instanoe,
instead of <el, T71 ($3fye2)> , we put el« e*ye2. The
program is the pair <A, v> , where A B |e", €2 ,«.«

and valuation v is the following set of pairs»

q el Po, A
e,» 9 xye2 P1* 1
e2t cOxpl«bed p2« +
end fioer Pj* X
edi Q rses Pi,>» (
e5 * <orpOe9e6 P5» )
e6 *a)rpellen P6« »
e?Jc0rp3el3e8 y» < conventional expression>
e8t~rp4ellel8 zt A
eg» «axpge~e” e« A

xp5e1@15 x» A
ell:<axp5el5e12 » A
en2+

en J» «™xpihetMen
eld»6 zreg
el5» 6rsel6
5Xrem”
& 8X01

e18* Jl
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Commentt y 1is an input, having an expression to be translated
as its value. Consecutive oharaoters of this expression are be-
ing out out and plaoed in "register” x (i.e. they are being
made values of x) from whioh are being passed to the output z.
1" passes, by this, directly, other oharaoters through soan-
ning of the push-down (stack) s. This soan consists in compar-
ing the first charaoter in stack (Ctop') with the value of x.
For this purpose, the top-oharaoter of the value of s, is be-
ing out out and plaoed in "register'” r. The program terminates
when vQ(@) = 1 = Stop-point is the variable e”g. There is no
check of syntaotio correctness, but it oan be easily introduced
End of example

3. PROCESSES

Now, we shall oompare prooesses performed by programs of LQ
language, with those considered in [0]. Let F iW— W be a
partial funotion and let v e W. Aooording to |[5], the sequenoe
{vn}, defined as vQav, vnt4=4 (W)»n=20, 1, 2..., 1is
said"to be a prooess and is infinite iff for every n, the
value I (W) is defined. We say that funotion 8J with
state v performs the process {vn} 1in set W.

Lemma 1

For any set. A CV and interpretation f , there is a par-
tial funotion Slg t W— *W, which with state v e W performs
the same prooess in W, as the program <A, v> (for any

veW.

Proof

Define funotion 341
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T2 @3 (@), ifu(geA (u2(@ means uu(@))
ar. (w
undefined, if u(g)™A

By eaBy induotion it can be seen that function 3 g with state v
performs the same prooess in W as the program <A, v>

Lemma 2

For any partial function 3t*W-W and valuation v e W,
there is suoh an interpretation ? and a set A*CV, that 3l
with state v performs the same prooess in W as the program

<1y, v> Q\In interpretation ?)

Proof

For given 3 and v the prooess in W performed 'Ky
them is determined. Define set AN 1

A= [xs x *vn(@ and T (vn) is defined (na 0, 1, 2,...)}-

Define interpretation ? »

$0s 5003 {*1I» =9 for any a e J

(J 1is arbitrary, non-void set, 1 is an arbitrary coding func-
tion),

a @, if or(u) is defined
e (U a
u in the opposite case

It is seen (by induotion), that {vR} is also the prooess
performed by the program <A,., v >

Lemma 3

IT a partial funotion X *W—- W with a state v e W per-
forms infinite process, then the following conditions are equi-
valent*
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O) there exist euoh an interpretation n and a finite set
e V, that I with state v performs the same pro-
oess in W, as the program <AN, V>

(i) tho sequence {vn()} (whore {V]al 1is the prooess
in W performed by OF and v) oontains no sub-sequenoe
oomposed of" different elements.

Proof

Clh) a> (ii). If (i) does not hold, then there is an in-
finite sub-sequence {vk (q)} oomposed of different ele-
ments. Any base Ap of program <A™, v> must oontain all
elements of thus, all elements of|vk (g)j too. There-
fore, Ajj. cannot bo finite. n

Cil) a> (I). sinoe (vn] is infinite, then the set A~ from
lemma 2 is identioal with the set “x« x = vn(q), for all nj .
The infinite sequenoe {vn(q)J is oomposed of finite number of
different elements, thus, A™. 1is finite. Our statement fol-
lows from lemma 2.

In praotloe, of course, every program has a finite base. It
follows from lemmas 1 and 3 that for every interpretation and
program of a finite base there is a relevant prooess in the
sense of [5] » but not conversely. However, if we are not in-
terested in traoes in bases, then, in a sense, a converse pro-
perty holds. An aoocounfc of it. gives

Lemma 4

Let U be the set of all restrictions of valuations v e W
to the set V" a V -{g}» Let 3l be a partial funotion U-— -U
and let uQe U. There is suoh an interpretation 9 and a
finite set Ajj.cV, that ug a vn |V", na 0, 1, 2,... where
{un) is the prooess in U, performed by 5t with state uQ and
~vnj is the prooess in W performed by the program
<k ,vQ> .
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Proof

Lot vy,
pretation 3 t

z be some different elements from V©.

17

Define inter-

20 = Too - {*}m T@) =9 (see proof of lemxpa 2)
(Vv if t/q and ac(viv®) defined
y if t=g and FE(v|V#) defined
RO CH = - -
© O if t=g and XCvIV") undefined
v(t) if t/q and 3 (y|V") undefined
By inductJ we make sure that the program <Ajj*vQ> , where
A3l a
uo (® if t/q and 3U(uo) defined
if t=g anf 3t (u0) defined
vn(®) = z if t=g and 3L (UG) undefined
uo (t) if t/q and q C»O) undefined
a prooess v0, vit Vg, ---, that un A Vn |V for
all n. This holds for n = 0 on aooount of definition of vQ.
Suppose it holds for n = k, 1.e. suppose that:
uo = volV™ Ul = vIIV™ **e yk = vklV™

Evaluating vk+{t

3c(Vk JvXt) if t/q
y if t=q
vk+-i(D) " . z if t=q
vk (©) if t/q

we see thati

If uk is the last element of process
X(uk) is undefined, thus:
it t=q
vk+1() = 93 (vk)Ct) =
® (Vk)Ct) y i /g
Therefore, vk is the last element of

and JtOv IV™)defined
and 3k v+ )defifced
and 3t(VAC |V™)undefined
and x(yk |V*)undefined

uQ, u™, ...« then

prooess vO, v™, ...
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1f is not the laet element of process uQ, u™,...,

then L (uk) is defined, thus»

r3e(vk VO(Y) =9 (uk) ()= uk+l () if t/q

vk+17)= 00 k) (D)=
y if t=q

Therefore = uk+1l wliat ends the proof.

To express a conclusion from lemmas 1-4, we introduoe the

following terminology.

Processes in set W, performed by functions» $ JW- -W, we

oall 3t-processes in W. Prooesses in set W, performed by pro-
grams having infinite bases, we oall LQ -prooesses in W.
Two sequences {vn} {wn] set W, satisfying»

vn |V-{g}= wn |V-{q] for all n, we call equal up to q.
From lemmas 1-4 we get»

Thoorem

n
Every LQ ~-prooess in W 1is equal to certain 5t-prooess
in \/, but not conversely.

Every L ~n-prooeas in W is equal up to q to certain

ff-prooesa in w and conversely.

Proof

The First proposition of the theorem, follows immediately
from lemmas 1 and 3. The seoond we demonstrate.

xzi 7”7
Lemma 1 implies that every LQ -prooess in W is equal

up to q to certain 3M-prooess in W. Conversely, let {vn]

be a Or-process in W and let U be the set of all reptrictions
of valuations veW to the set V* =V = V- . Let St’ be

the function 3t » U—*U defined as»3C™(v|V") =|t(V)|V* for
all veW.
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It is evident that 3t#process in U performed by %"
and uQ = vQ|]v" has the property un = vQ |v" for all n. For
f there is such a program, performing L”in-prooess {wn}
in W, that u™ = wnl# f°r all n (it follows from lemma 4) .
Thereby, wn|]vV = vn~ ,f i® sequenoes {wn} {vn} in w
are equal up to gq, what ends the proof.
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MASZYNOWO UKIERUNKOWANE JEZYKI 1 PROCESY

Streszczenie

Skonstruowano semantyczny model dla Jezykdow programowania nizszego
poziomu. Klase proceséw opisywalnych za pomoca Jezyka tego modelu po-
réwnano z klaag proceedw rozpatrywanych w [5]

MI11/HHO HAMPABNEHHBIE s3biku u npouecce

Pe3siome

ﬂOCTElOGHa CeMaHTM4YeCKasa MoAenb And A3bIKOB NPorpammmpoBa-
HA HU3WELO ngBHH. Knacc MPoUECCOB OMUCHIBAEMBIX MPK OMOUN

A3blka 3TOJ MOZenn CpaBHEH C K/laccom poOLeccoB paccMaTpuBa-
embix B [5]. A P P4 P P

Q Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 34
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A RANDOMZED FINITE-DIFFERENTIAL
ESTIMATOR OP THE GRADIENT

Ryszard ZIELINSKI
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Polskiej Akademii Nauk
Warszawa, ul. Sniadeckich 8
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Estimation of the derivative of a func-
tion F at the point x by (f(x+h) - f(x))/h
yields the error 0(hy: the estimation-by
(F(x+h) - F(x->h))/2h yields the error 0 (h).
The formor method required computation of
k+1 values of f, the latter 2k values, pro-
vided f is a function of k variables. In the
note a random method is presented which re-
quires k+!1 points and yields the expected
error o(h2).

1. INTRODUCTION

This paper deals with estimation of the gradient g =
3 G S2* e==* 6f0) a given funotion F at the point
X = Oy Xg» X)) without calculation of the derivatives
of the function. It is assumed that all partial derivatives
up to third order exist and are finite. Let h he a given
number. In the simplest oase the gradient g is estimated
by differences »~ (Ffx®, ..., xi_1l, x™+ h, xi+™, ..., xk) -
- F (N« tXi_i» Xi» x) Is well-known
that the error of suoh estimation, i1.e*

F OO 2o X0h, === = PQI™esef  =oopliD o

is 0Ch). The error of the estimator
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\ . h _
XA + * eoee) )gj) — P (X/\t-..> X1 — -..*_)gj)

is 0(h ) but for suoh estimation the values of function F at
2k points are needed whereas the first estimator required only
k+1 points. In this note two randomized estimators of the gra-
dient are proposed which need only k+1 points and yield the ex-
pected error 0(h2) .

2. RESULTS

Without lose of generality we may oonsider the problem of
estimation of the gradient at the origin X = (@O, 0,..., 0 »
Assume that the function F oan be written in the form

K
FEXN] Xg,..** =F (@, 0,..., 0) + Y* x\gj* +
1=1
(1)
- JE E V)4j *1 E E E w “w
1=1 j=i i=i jJ=i 1=1
where
. Dp 32,
i= T
137 dd s - xs (0,0....0)
JCt for some 5,
14 5x1Sxj9xl X*(0nx",&2xr ,...,6n0 )
(0<™<1, 1 =71 2,.«» K).
Theorem 1. Let C~ < K be independent random varia-

bles with Pr | = 1] = Pr]enr= -1] 3£ ~"or
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i=1, 2,..., k.o Letg(@* = (@ g2 (1*» e==. Sk (1)) b0 fde
estimator of the gradient g » (@, 92,..., gk) defined as fol-
lows

~j P(€/jh, 0, 09...y 0 —F(@©, 0, 0)...10
®1

«jh
PO, €2h, 0,..., ) -P O, 0, 0,..., O
92 e2h
@
F©, 0, 0,..., ¢c*h) -P (O, 0, 0,..., 0
)
Then
u2
E @id -gi)»~b 11 (©]
and
-2k
e le@>-e¢el2 z »u*°<bi>
4 i=1
K
where, as usual, g™ -g9l2 = @i~ 7 gM)2»
i=1

An appropriate algorithm may be formulated in the following
way t

1. Sample the random variables en*"2f

2. Caloulate the values of the funotion P at the points
©, 0, 0,..., 0), (e*h, 0, 0,..., 0), (O0jCgh, 0,..., 0), ...
--» O, 0, 0,..., £jj

3. Estimate the gradient g by the formulas ().

It is obvious that the bias (3) of the estimator gv a
well as the "variance" (4) of this estimator depend on the
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orientation of the coordinate system and chango with its rota-
tion. We shall construct an estimator whose bias and variance
do not depend on tho rotation of the coordinate system.

Let Xq, Xv Xg*.e., where X~ a (X1i* x217***7 ~Kjr *
SX+] a h, be vertices of a regular simplex centered at the
origin. Let Q be the rotation group. Denote by XQ(tj ,
X1(@j) , ---, Xk (o) the vertices of the simplex obtained from

the simplex X , X1,..., X by the rotationc«3€d . Put F = F(X.)

"
and PYMoo) = P (Xj (@) - Define a new eatimator g (2) =@ (')(to),

&2 NW) g~M""WMas a direction of the hyperplane containing
pointn (a9 M, xll @ x?2i@ -... xkj@,i=0,1,2,..., kt
KI) =T 3T b2 £, XI(O "IC) <5)

The last formula will be justified in section 3.

Theorem 2. Let P be the uniform distribution on N . Let
6 (2I'sB the estimator of the gradient defined by (5)» Then for

every i »1, 2,..., K

h2 k
EP (e/2* - d) " - (fct E (bidi ¥V d + biat) 16)
and
=) _ J|l2 ,
- - -— fF Y - 0@.® @)
*(*el) (k-2) jb, 11 11

where Ep 1is the expectation with respeot to distribution P.

An appropriate algorithm muy be formulated in the following

way»
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1» Sample ojeQ according to the Uniform distribution on
o;

2. Construot the simplex X0(&) * XM(b) * eee* XKk(t0)J

3. Calculate the values of the function F at the points
XJ * JB0,1,... K

4_ Estimate the gradient g by the formula (3).

The problem of numerioal sampling of random oriented sim-
plex (points 1 and 2 of the above algorithm) 1is considered by
the author In a separate note.

3. JUSTIFICATION OF THE FORMULA (5)

If XQ, X1, X2, ..., Xk are vertioes of a regular simplex
centered at the origin and |Ixj| = h, then every inner produot
(Xl’ XJ) = - h2/k for i 4 j. Consider the matrix

h h h h

-.ee ST

7k vT W Vk

x10 x11 x12 -0 XK
x2k @)

x20 X21 x22

. *k0 Xkl *k2 *F** xkk

that

k+1
XXT = XT X = I k+1 ®

where | ﬁwq is the unit matrix of rank k+l. The hyperplane

o)
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will oontain the points (F, x4 x2i,..., x™) , i=0,1,2,..,,k

provided a * (a0» » @2 FrEHy, *B a solution of the equation
XT, mF OD
where F a (FQ P, F2, ..., FK.

Taking into aooount (9)» we obtain

a.,-J— h<2 XF (12)\
K+ 1
This gives the formula (6) for gS\}) a (a~, a2, ak) .

4. PROOFS OF THE THEOREMS 1 AND 2

Theorem 1 is obvious; to prove it consider the expressions
like

y («Ih)2
F (¢yjhf Of eeei 0) A P (0i O] e===p O) + B + " 421 mﬁ@ +

«1h)?
+_( ——) 111

and oaloulate E (gj/1” “ SL) end e( g”1” - g|2 with respeat
to the distribution Pr Je~a 1Ja Prje® = -1I] a ™ =

To prove theorem 2 the following faot will be used. If

41 (@) , 42 I00) *===» Sfc (*°) are ooordinates of a vector £ (@),
I£ @)1 a 1» P 1® the uniform distribution on Q and
ot, or2 ,...,0r8 are positive integers, then

EP £E1 i M ... Ccr 0 13)

If at least one of cc”™,<2,..., oc8 1is odd and numbers
U, 12,..., is are different. If numbers d, p, q are differ-

ent, then
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Ep £ J(™ 5 2@

k(k + 2)

PEIN =

PSS, AR Ty & *
mp*SMt;w - kII[+2)i v v

The above formulas may be obtained by integration; it is
convenient to perform the integration in new variables

*R2*****TKk-1 oonstruoted by diffeomorphism

A = COS(p ~ 00sSCpg s+ OOSCpP”™
£ 2 - sincp,, OOS}2 ... ooBCcp"”
= eincpg === 008CFk-1

~k = 8iniPk-1

Write formula (6) using the expansion (Dt

02) _ _k_ h-2 ) )
h2 Z XBN<«> £ X 1:IM si +
i=0
1I=1 p=1
K K K
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Oi 3y=r and gQ s F((, 0,.0.,0):. This may be wr
in the form

g(2)._L_h-e 1
kt1 1=0

K K K

+ ATk j30 {1 E=rtedMijHIpjM Hp +
2 K K K
. £S-5

where (X X ~ ) is the (i,s)~th element of the matrix X X"~

K

and 4 ijlod a xid” thus Ujl 3 1* Using (9) we have
K
|Z+T|'| h2$_:éXXT)|SS|—e£

Because of (13)

for all triplets (s,i,p) - Using (049 and "(13) we obtaii»
K K K
EPZ E E $ sd<«) $id@>* Pd (&) *qd (@) b1PY
iI=sl p=1 g=1
- -/ +Bb 0 +Db N
KK+ 2 » ®PP P8P pps*®

Consequently,

. K
EgiE2" 0 g + B7x-r 2) yE gbs/[;p * bﬁS—p * bpps')
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whioh ie the first part of theorem 2. The seoond part of this
theorem ie proved by squaring the difference

g M aip+
e P

* ™ TEE Dyivianatos M

6(k + 1) pa0 i1al p=1

=

and calculating the expectation using fdrmulas (@j) and (14).
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0 PEWNEJ STOCHASTYCZNEJ SKONCZENIE-ROZNICOWEJ METODZIE SZACOWANIA GRA-
DIENTU FUNKCJI

Streszczenie

Oszacowanie pochodnej funkcji f w punkcie x za pomoca ilorazu
(F ¢th) - f(X)> /h daje bdad 0(h); oszacowanie (F (¢th) - F(¢-h)) /72h
daje btad O(HA, W przypadku szacowania gradientu funkcji kK zmien-
nych pierwsza metoda wymaga obliczenia wartosci funkcji f w k+1 punk-
tach, druga w 2k punktach. W pracy przedstawiono pewng metode losowania
k+1 punktéow tak, zeby oczekiwany bltad byt 0(h2).

0b OAHOM PAHLOMI3/POBAHHOM METOLE OLEHKIA TPALUEHTA OYHKLMN
NP TIOMOWM KOHEYHBIX PASHOCTEN

Pe3iome

0 eHKa n omssoAHom $yHKH Tque X MU noyoum
2? nmee ; OleHKa f(x+h)
HYuCH

eeT olum g cn e gz nepeller;
Baﬂ OLleHKa TpeobyeT B eHuns 3Haq m @yHKuMM
K+ Tquax BTOpas - B 2K TOYKaX. B CTaTbe npednaraerce
OMMSMpOBaHHa oueHka kotopas Tp e6 eT Bbluuchelns 3maue
umm B K+l TOUYKax M WMEET OxuiaeMyl OWMOKY Nopsaka o

© Instytut Meszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego Y*
A_M.
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DYSKRETNA TRANSFORMACJA FOURIERA
I SZYBKIE ALGORYTMY OBLICZENIOWE
ANALIZY WIDMOWEJ PRZY UZYCIU MA-
SZYNY CYFROWEJ

Andrzej JABLONSKI

Instytut Cybernetyki Technicznej
Politechniki Gdanskiej

Prace ztozono 20.08.1971

W artykule przedstawiono idee dziatania szybkich
algorytméw dokonywania dyskretnej transformacji
Fouriera 3konczonych ciaggow liczbowych. Podano
zwigzek DKT z przeksztakceniem catkowym Fouriera
oraz wyszczegolniono niektére z jej whasnosci*
Opisane zostaty dwie tzw. kanoniczne formy algo-
rytmu szybkiej transformacji Fouriera uzywane w
stosunku do ciggow, ktérych liczba elementéw
jest naturalng potega liczby dwa. Zwrécono uwage
ns bledy pojawiajace sie przy stosowaniu dys-
kretnej transformacji Fouriera w zastepstwie
przeksztatcenia ciggtego i1 podano metody ich re-
dukcji. Ha przyktadzie splotu i1 funkcji autoko-
relacji pokazano, jak szybka transformacja Fou-
riera wykorzystywana moze by¢ do przyspieszenia
obliczen innych przeksztatcen funkcji.

Wazniejsze oznaczenia

x() - ciggta funkcja czasu
a(h) too - > w czestotliwosci
*n ) / - X (t+8*T) - OSFN (okresowa suma funkcji nieokre-
4*;) ~«Q sowych) o okresie T dla funkcjix(t)
« H »<*e1%) - OSFN dla funkcji a(f) o okresie F
X*(k - A::) - ciag wartosci funkcji x(t) w punk-

tach te k>At KaoO, -1, -2|]...
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*b >N 6 - cigg wartosci funkcji a (A
w punktach f=n-eiet
too n=0,-1,-2,...
Xpk,* At) a Xk = * [(k+SIN) A « 1 - O8(H. dla ciggu X(k #°t)
o okrasie N
+00
A (n-AF) = A = XI AT(1H) Af] - O9H. dla ciggu A (nMf)
F I* -ee L

o okresie N

1. WPRCWADZIiINIE

W wielu dziedzinach dziatalnosci ludzkiej spotykany sie z
problemem analizy wielkosci zmiennyoh w czasie. Wielkosci te
maja najczesoiej posta¢ funkcji czasu, przebiegu elektryczne-
go, badz tez sekwehoji liozb reprezontujgoyoh pomiary zmiennej.

Analiza ta polega najozes$oiej na wykowieniu jakosoiowyoh i
ilosaiowyoh cech zmian wielkosci badanej. Jedng z bardzo roz-
powszechnionych, a do niedawna jedynga z praktyoznie stosowa-
nyoh metod, jest analiza korelacyjna. Polega ona . okresleniu
oeoh dynamicznych zrédta wielkosci zmiennej, na podstawie
ksztattu funkcji autokorelacji przebiegu tej zmiennej.

Inng, z wielu wzgleddéw wygodniejsza,metoda, jest analiza
spektralna [i]* [2]-

Analiza widmowa sygnatow elektryoznyoh dokonywana byda po-
czatkowo wydgoznie metoda analogowag, przy uzyoiu zespodu
odpowiednio dostrojonyoh filtrow. Jest to metoda szyoica, ale
mato doktadna, pozwalajgca na analizowanie jedynie sygnatéw
o wagskioh pasmach i1 to w stosunkowo niewielu punktach osi
ozestotliwosoi. Mankamentéw tych nie posiada metoda oyfrowa,
bazujgca na dyskretnej transformacji Fouriera, w skrooie zwa-
nej DFT (Discrete Fourier Transform) 1 wykorzystujgca maszyne
oyfrowg. Doktadnosé moze by¢ w tym przypadku dowolnie zwieksza-
na, wymagane jest jednak wykonanie wielu ozasochdonnyoh obli-

czen.
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Przoz d#ugi czas, z winy niewielkiej szybkosci dziatania
istniejacych maszyn cyfrowych, jak i z braku efektywnych algo-
rytméw obliczeniowych, analiza widmowa z zastosowaniem maszy-
ny cyfrowej zajmowata tyle ozasu, ze nie mozna byto méwi¢ o za-
stosowaniu jej do celéw praktycznych.

Jak wiadomo, dla celéw analizy widmowej metoda cyfrowg syg-
nat poddany musi by¢ uprzednio konwersji analogowo-cyfrowej® Nie
wystepuje przy tym strata informaoji, jesli probkowanie jest do-
statecznie geste, oo z grubsza gwarantuje spednienie twierdze-
nia o probkowaniu Kotielnikowa-Shannona.

Dla spotykanych w praktyoe sygnatow, ilos¢ prébek sekwencji
podlegajacej analizie byta tak duza, ze obliczenie wszystkich
wspotczynnikoéw rozktadu Fouriera metoda bezposrednig okazywato
sie niemozliwe.

Punktem zwrotnym w rozwoju oyfrowej metody analizy widmowej,
stato sie opracowanie w 1965 r. algorytméw tzw. szybkiej trans-
formacji Fouriera popularnie zwanej FFT (Fast Fourier Trans-
form). Dzieki nim czas potrzebny na cyfrowg analize widmowg
sekwoncji probek, przy uzyoiu dyskretnej transformacji Fourie-
ra (doktadnie omoéwionej w dalszej ozesci), zostat dla sekwen-
oji o duzych d¥ugosciaoh Bkrocony o kilka rzedéw wielkosci.

Spowodowato to istny przewrdt w analizie przebiegdéw czaso-
wych. Mozliwe stato sie nie tylko obtiozenie wszystkich
wspotczynnikow Fouriera, diugiej sekwencji probek, ale analiza
widmowa stata sie najkrotsza droga wykonywania wszelkich innych
rodzajow obrébki sygnatéw, takich jak obliozanie funkcji auto-
korelacji lub korelaoji skrosnyoh, splotéw, dokonywania filtra-
cji a nawet transformaoji Z. Analizg widm wielowymiarowych
zastosowano m.in. do rozpoznawania obrazow.

Ze wzgledu na uniwersalng posta¢ danyoh wejsciowyoh FFT mo-
ze by¢ stosowana z réwnym powodzeniem dla analizy zmiennosci
wskaznikédw ekonomicznych, rozpoznawania dzwiekdéw mowy, analizy
ech sejsmioznyoh jak i1 systeméw optyoznyoh.
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Nastgpit usaybk! rozwéj prao w trzech Kierunkach» badan teo-
retycznych, metod wykorzystania analizy widmowej w dziedzinach
dla niej nowych, jak i w dziedzinie konstrukcji maszyn oyfro-
wyoh specjalistycznyoh, ktére w chwili obeonoj pozwalaja na ana-
lize np. sygnatow radiowyoh z niewiarygodng szybkosoig 2 000 000
prébek na sekunde, dajac przy tym widma opisane przy pomocy
N = 1024 probek [I0]-

Podobnymi osiggnieoiami nauka moze poszozyoi¢ sie i w pozo-
statych dwéch dziedzinach.

W Polsce szybkie przeksztalcenie Fouriera zdobywa dopiero
popularnos¢. W Osrodku Gdanskim badania nad FFT i1 mozliwoscia-
mi jej stosowania prowadzone sa od 1969 r. Praoe prowadzone w
Instytucie Cybernetyki Technicznej Politechniki Gdanskiej daty
wiole oennyoh rezultatéw. Zastosowanie FFT do celdéw analizy
sygnatow radiowych, biomedyoznyoh, radiolokacyjnych, analizy
obwodéw elektryoznych ozy tez szybkiego obliczania transforma-
cji Z, dyskretnej transformaoji Laplaoce®a czy transformacji
Hilberta potwierdzito jej olbrzymig przydatnosc.

Chciatbym tez przy tej okazji gorgco podziekowa¢ dr A. Say-
nagi i dr H. Takashima z Canon Research and Development Labo-
ratory jak réwniez doo. dr Z. Bogusiowi z Instytutu Cybernety-
ki Technicznej Politechniki Gdanskiej, z ktéryoh wydatnej po-
mooy korzystatem.

2. DYSKRETNA TRANSFORMACJA FOURIERA

Pod pojeciem analizy widmowej sygnatu rozumiemy zwykle pod-
danie go oatkowemu przeksztatceniu Fouriera, lub, jezeli mamy
do ozynienia z sygnatom okresowym, rozdozenie go na szereg
sktadowyoh harmonioznyoh Fouriera. Oba te rodzaje przeksztat-
cen sg szeroko znano i stosowane, nie daja sie jednak wykonac
przy uzyciu maszyny cyfrowej, ktéra moze wykonywa¢ obliczenia
jedynie na oiggaoh liczb.
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Do tego oelu doskonale z kolei nadaje sie, znane od stosun-
kowo dawna, tzw. dyskretne przeksztaltceni© Fouriera, w skrécie
zwane DFT (Discrete Fourier Transform). Przy spednieniu oate-
go szeregu zatozeh, DFT moze stuzy¢ jako przyblizona metoda ob-
liozania wartosci transformat oiagtyoh w dyskretnych punktaoh.

Aby wieo méc poprawnie stosowa¢ DFT w zastepstwie przeksztak-
cen oigglyoh, trzeba zna¢ zwiazki istniejgce miedzy przeksztat-
ceniem dyskretnym a oatkag i szeregiem Fouriera.

Para zwigzkow catkowego przeksztatcenia Fouriera ma dla syg-
natu ciggtego x(t) postac
+,00
J a® ei2Tft df
-00 (2.1)
tOO
J x(©)
-00

x(t)

O-i2Tfft dt

a(f)

gdzie a(f) ma sens widma sygnatu oiggtego x(t). Jesli sygnat
x(t) podda¢ dyskretyzacji w momentaoh t ak » At,

K4a 0, £1, £2..., to dla otrzymanego ciggu dyskretnych wartosci
stuszne jest, ze

+00 s * +i1)F
N i2xfk. At 2
X (k-At) = [/ a(Pe df = 2~  l1a(Pe df
1=-<*N1T
gdzie F = jest czestotliwoscig probkowania. Ze wzgledu na

periodyoznos¢ funkoji e™x mozna napisac

f i [ i 2Y K
X(krAt) = 1 a(f+1*P) e F df Ja (e * dFf Q.2
O L= -00 )
+00
gdzie dla a~ (P = a(F+1 . F) mozna przyjac¢ nazwe:
1~ —oo0

okrscowa sumo funkcji nieokresowych (w skrécie OSFN).
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Jesli dla obliozenia oakki
23tk
df
o]

zastosowaC metode trapezdéw, to otrzymamy przeksztakcenie

N-1 i 27tk
X(k.4t) * At 22 Ap(n. Af) B = Xp (k.2it) .3)
reo

gdzie Ap (. AF) o A [+ 1 . NN .9
= —00
+ OO0

Xp (k .4t) = 1T X [0+ 8 .N) At)] (2.5)
= -00

(patrz wykaz wazniejszyoh oznaozen).

Jako funkcja okresowa o okrosie F, ap(f) moze by¢ z kolei
rozdozona na szereg Fouriera w przedziale <0, F). Jesli dodat-
kowo poddac¢ ja dyskretyzaoji, to otrzymamy w sumie pare zalez-
nosoi

N-1 1 2flhk
XN (k .4t) = £ \ (h .At) B N
n=0
(2.6)
N-1 _t 23k
Ap (n JT Xp (k .~D)
n, k=0, 1, 2,... N-1

gdzie X (k- N © i A (n .AF) majag sens okreslony przez (2.4)
i (2.5).

Ta sama para przeksztatcen moze by¢ roéwniez datwo uzys-
kana z rozkd#adu oiggu (k.4t) na szereg Fouriera.
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W dalszym olnku zamiast; oznaczen Xp (k.-~t) i A (n .*IF)

uzywa¢ bedziener dla prostoty oznaczen X~ oraz An, gdzie

K,

n=20, 1,... N-1.

Wkasnosci DFT

) A Z tth k
- - nic -
Wprowadzmy oznaczenie W a1 e

Nieoh zapis oznaoza, ze ciggi Z~ 1 Bn sag

para transformat DFT.

1.

Liniowos¢ przeksztatkcenia.

Jeslhi r— "A._, oraz X-, ————-=-*~A0_

to aXr + bXA =L_ aAr  + bAN %

Dowod whasnosci, podobnie jak i naetepnyoh, wprost z defini-
cji DFT- (2.6)

DFT oiagu przesunietego w ozasie
Jesli —— -An
to %_'- — *,* -nl oraz Vm

Okresowos¢ DFT

Poniewaz Wn = Wn+N wiec pary transformat DFT

spedniajg zwiazki

Ao = An + mN oraz Xk = Xk+1N gdzie

1, m=0, -N, ~2... oraz

X-k = %-k 1 A-n s AN-n

WHasnos¢ okresowosoi transformat DFT pozwala oblioza¢ wspot-
czynniki A Fouriera w zakresie 0<n<N zamiast w zakre-
sie - N <fc 2 co bytoby mniej dogodne ze wzgledu na
trudnosci indeksowania.

Jesli XR-— - An to Xk - -A_n
Wynika stad wniosek, ze cigg Xk jest parzysty (nieparzys-

ty) wtedy i tylko wtedy, gdy cigg AR jest parzysty (nie-
parzysty) «

Transformaty ciggow zespolonych sprzezoijyoh.
Jesli Xv 1 Xv sg parg oiagow o wyrazach zespolonych, wza-
jemnie sprzezonyoh, to X~ “=~A"n oraz X_™ - *~AfQ .
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Whasnos¢ ta pozwala na zastosowanie TSFT do obli-

czeniu widma mooy, Ffunkcji autokorelacji ozy korelacji
skrosnych.

Wniooek |

1. Xk jest rzeozywiste S Sdy an = Ajn
2. Xk jest urojone - edy ap » _Atn
3. an jest rzeczywiste 5  gdy xk = Yfl£
4. ,, Jest urojone E  gdy yi = 'Y—k

Przydatna tez Jest znajomos¢ relaoji stanowigcych tres¢ wnios-
ku 11

Wniosek ]|

Xjc jest rzeozywiste i parzyste s gdy An jest rzeczywis-

te 1 parzyste

2. Xk jest rzeozywiste i nieparzyste e gdy jest urojo-
ne i parzyste

3. Xk jest urojone i parzyste a gdy jest urojone i pa-
rzyste

4. Xk jest urojone i nieparzyste s gdy jest rzeczy-
wiste 1 nieparzyste.

Dowod tej whkasnosci mozna przeprowadzi¢ natychmiast na podsta-
wie wkasnosoi .3*5 oraz wniosku 1.

Znajomos¢ powyzszych zaleznosci moze by¢ w praktyoe bardzo
przydatna. We wszystkich przypadkach opisanych we wniosku 11
wyrazy ciaggow Xk lub An posiadajg wartos¢ rozng od zera
tylko dla skdadowych rzeozywistych bgadz tylko dla urojonych.
Jesli uwzgledni¢ dodatkowo wkasnos¢ parzystosci lub niepa-
rzystosci ciggu, dojdziemy do wniosku, ze z 2N komérek pamie-
ci potrzebnyoh do zapisania N liozb zespolonyoh, ietotng
dla nas informacje zawiera tylko N/2, a wiec zaledwie ozwarta
czes¢. Nasuwa sie wiec mozliwos¢ wykorzystania tego nadmiaru
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poprzez zastosowanie odpowiednio zbudowanego algorytmu, zwane-
go algorytmem "podwéjnego upakowania™, pozwalajgoego na anali-
zowanie przy tej samej zajetosci pamieci ciggow dwukrotnie
dbtuzszyoh, dzieki ozemu zwiekszy¢ mozna efektywnos¢ obliczen FIT.

3. SZYBKA TRANSFORMACJA FOURIERA (FFT)

Jak juz wspomniano, DFT znane by#o stosunkowo dawno. Ponie-
waz, jak wynika ze zwigzku (2.6) dokonanie transformaoji oiagu
o N elementaoh wymaga wykonania N~ zespolonyoh dodawan i mno-
zen, o praktycznym stosowaniu DFT nie mog4o by¢ mowy.

Pierwszy algorytm FFT (Fast Fourier Transform) opraoowany
zostat przez Jamesa Cooley®a z IBM Watson Research Center, na
podstawie sugestii J.W. Tukoy"a i przy wspodpracy Richarda
L. Garwina w 1965 r. Blizszych informacji na temat okoliczno$-
ci w jakioh doszto do odkrycia FFT szuka¢ mozna w fj], [5]1*

Nie wgtebiajgc sie jednak w historie rozwoju badan nad FFT
prze.jde do oméwienia jej istoty.

Szybka transformaoja Fouriera jest algorytmem iteraoyjnym,
pozwalajacym na obliczenie transformat DFT okreslonych zwigz-
kiem (2.6) za pomoog mniejszej niz N liczby mnozen zespolo-
nyoh. Redukcja liczby obliozen jest mozliwa, jezeli N nie jest
liczba pierwsza.

Algorytm zmniejsza liczbe obliozenn, gdy
N — P/t r2«.. (€ad)

pr~ ozym korzystno jest aby N bydo liozbg maksymalnie ztozo-
ng, a wiec aby t byto mozliwie duze.

Jesli M =r2= ..«=1DN. =2, ozyhi N =2n, to 3*2)
liczba dziatan zespolonych zostaje zredukowana do 2N log2N. ,

Stosunek liczby dziatan wymaganyoh przez FFT do liczby dzia-
+an metody bezposredniej
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2N loe2N 2 los2N

a wiec stonowanio FFT jest szczegdlnie korzystne dla ciggéw o
duzej liczbie probek.

Tabela 5.1

Porownanie czaséw realizaoji analizy widmowej w EMC przy uzyciu
FFT oraz metoda bezposrednig dla oiagéw o roznej dtugosci

Liczba pro- Wymiary ma- Metoda bezpo- FFT
bek cierzy Srednia
4 096 64 . 64 8 min 5s
8 192 256 . 64 JO min 5 s
65 556 * 256 256 JO godz 1 min
262 144 512 . 512 20 dni 5 min
1 048 576 1024 . 1024 1 rok *20 min

N = 1024 B =1ys (B - cykl pamieoi EMC)

Nie bez znaozenia jest rowniez fakt, ze podobnej redukoji
ulega btad zaokraglen iloozynéw, ze wzgledu na mniejszg
liczbe mnozeh zespolonych wystepujacyoh przy obliozaniu FFT.

Redukoje ozaséw obliozen o dalszyoh kilka rzedow wiel-
kosoi dato w ostatnich lataoh stosowanie speojalistyoznych
maszyn oyfrowyoh, tzw. analizatoréw oyfrowyoh, przeznaczo-
nych wydacznie do analizy widmowej z uzyoiem algorytméw FFT.
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Tabela g.2

Poréwnanie czasow analizy widmowej przy uzyciu UMC oraz przy
uzyciu roznych typéw analizatorow cyfrowych

Rodzaj organi- Liozba arytmo- Czas trwa-  Przepusto-
zacji , metrow nia obli- wosS¢ w préob-
czen kach/s
Uniwersalna .,
maszyna cyfro- 1 500 000 2 000
wa

Analizator

sekwenoyjny 1 5 000 200 000

Analizator
kaskadowy 10 1 000 1 000 000

Analizator ite-

racy jno-réwno- 512 10 100 000 000
leglty

Analizator roéw-

n?leg+o—réwnole— 5120 1 1 000 000 000
gry

B e 50 ;us (IBM 7094)

Istnieje wiele algorytméw FFT. Najprostsze z nioh odnosza
sie do przypadku (@.2°) , tzn. gdy liozba prébek jest potega
liczby 2. Sposréd ty™h z kolei mozna wyréznié trzy zasadnioze
formy kanoniczne FFT. Z wielu spotykanych opiséw idei FFT wy-
bratem najbardziej pogladowy W . bl, [7], Efﬂ, [9.

Grupowanie w dziedzinie czasu

Zatozmy, ze dary je3t oiag dyskretnych wartosci X°,
K =0, 1, 2... N-1, gdzie N - liczba parzysta. Grupujgo osob-
no wyrazy o indeksach parzystych i osobno o nieparzystych,
uzyskamy dwa ciggi o potowe krdtsze, mianowioie
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Yk = X2k oraz ~ X2k+1

6.9
kaoO,1,2,...s -1
2

Kazdy z ciaggéw podda¢ mozna transfoimaoji DPT otrzymujac od-
powiednio N

r-1 _j 4*hk
\ - L
k=0
G-5"
N 1 _; 4Tonk
No= zk0
k=0
gdzien=10, 1, 2...U-1.
Transformata ciagu wyrazona, moze by¢ poprzez transforma-
ty oiggow Y. 1 a mianowioie
s
| Tkw“2nk + zkw“n k+1)
k=0
G.-6)
N -
M Y. W CIk + W -2k
& 0
Korzystajgc z (56.5) mozemy powyzsze zapisa¢ w postaoi
3+ V
G-ND
n=0, 1, 2, ...2-1
2

Pozostate 5 wyrazow oiggu ~ obliczyé mozng korzystajgo z
periodyoznosci zardwno oiggow i z okresem H{ , jak 1 z
periodyoznosoi funkoji W~n z okresem dwa razy wiekszym.
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W sumie wiec

An N = Bn +

+ 2 @G-8
S
2
Otrzymalismy pare zwiazkow pozwalajgoych na obliozenie trans-

formaty ciggu Xj., na podstawie transformat ciggéw o potowe

kréotszych

+ W*nC

A =E Vi

il n
n=20,1, 2,... h -1 3.9
\ - Bn - w-n <t 2
+2 2

Obliczenie lub Cq wymaga Juz tylko dziatan. Je-

zeli jest nacial liczbg parzysta, opisang wyzej procedure
mozna powtérzy¢ w stosunku do oiggow oraz Zn, tak by ich
transformaty liczy¢ na podstawie transformat oiggow o dtugosoi

¥ *
Jezeli wiec N = 2n, to postepowanie takie moze by¢ powto-
rzone n razy, w wyniku czego cigg K =0, 1,... N-1 po-

dzielony zostanie na N oiaggow jednoelementowych.

Poniewaz zgodnie z (2.6) widmo ciagu Jednoelementowego X1

X1 0-i2jfrn= X1 ! = o0, 1, 2,... N-1  (3.10)
k=0

sktada sie tylko z jednego elementu i to rdéwnego jedynemu wy-
razowi ciggu, ciagi jednoelementowe uzna¢ mozna za swoje
transformaty DPT.

Tak wiec obliczenia DFT sprowadzone zostaty wydgcznie do
dodawan 1 mnozen stuzacych obliczaniu kombinacji liniowych krot-

szych transformat posrednich.
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Opisany wyzej sposOb postepowania ukazany zostat na iys. 3.1
dla przypadku

N=25=28

Jak wida¢ z iys. 3»1*c»;liczba dodawan,Iréwna liozbie wezdow
sieci, wynosi 8 x 3 (ogoélnie N.loggN), a liozba mnozen, repre-
zentowanych przez strzakki, wynosi 2 x 8 x 3  (ogolnie 2Nlog2N).

Z(3»9) wida¢ jednak, ze potowa mnozen jest zbedna, poniewaz
wspodczynnik przy wyrazaoh Bn wynosi 1. Podowa pozostatych
mnozen moze by¢ wyeliminowana z uwagi na okresowos¢ funkoji
Wn, co réwniez wynika z (3*9)e Niezbedne jest wieo wykonanie
2 N loggN dodawan zeepolonyoh oraz tyli odejmowan i mnozen.

Duzg zaletg zilustrowanej na iys, 3»1»0 prooedury jest moz-
liwos¢ wykonywania tzw. "in piacie computation', tzn. wykonywa-
cie obliczen w taki sposéb, ze wszelkie wyniki posrednie, jak
réwniez koncowe, umieszczane sga w tych samych komérkach, z kto-
rych pochodza uzyte do nich dane. Odbywa sie to bez koniecznos-
oi zajmowania dodatkowych komérek, przepisywania i tym podobnych
zabiegow. Natomiast wadg algorytmu jest koniecznos¢ zmiany po-
rzadku wyrazéw transformowanego ciagu w sposéb widoczny na
rys.,3»1.c.

Grupowanie w dziedzinie czestotliwosci

Efekt uzyskany dzieki zastosowaniu grupowania w dziedzinie
czasu, osiagna¢ mozna takze innag droga.

Rozbijmy cigg Xk« Kk = 0, 1,... N-1 na dwa inne oiggi

Yk = Xk oraz \ =Xk m
+ 2 (3-.11)

k=0, 1,...2 -1
2
Jalc fatwo mozna sprawdzi¢, wyrazy An o indeksach parzys-
tych uzyskamy poddajgc DFT ciag Yk + Z*, natomiast wyrasy o
indeksach nieparzystych transformujgo ciag
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Rye. 3.1. *"0, 0 - kolejno fazy grupowania w dziedzinie czasu. Wezty
oznaczaja dodawanie lub odejmowanlo zgodnie z (3.9), strzat-
ki reprezentujg mnozenie przez Wn , przy czym wskaznik a
umieszczony zostat na rys. c obok odpowiadajacej mu " nizej
potozonej strzakki
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(Yfk “ zZk) w k> kBO, 1... ] -1

Motode grupowania w dziedzinie czestotliwosci ilustruje do-
k¥adnie rys. 3.2.

Uzyskany ta droga algorytm posiada podobne wkasnosci jak po-
przedni. Jedyna w zasadzie réznica polega na tym, ze dane wejs-
ciowe nie wymagaja zmiany porzadku, ale za to wyniki uzyskiwane
sg w porzadku 1"odwrotnych numeréw”. Jezeli w sieoi Zz rys.
3*1 .0. dokonaé¢ uporzadkowania wyrazow ciagu wejsciowego weddug
ich kolejnosoi, przenoszao jednoczesnie wszystkie wezty lezace
na tym samym poziomie, to uzyskamy w ten sposob sie¢ z rys.3-,2.ce
Tak wiec oba te algorytmy sg w zasadzie réwnowazne.

Mozna tez zbudowa¢ algorytmy dajgoe wyniki w normalnym po-
rzadku i nie wymagajgo przy tym zmiany kolejnosci wyrazow wejs-
oiowych. Takie jednak algorytmy nie dajga juz mozliwosoi dokony-
wania obliczen "in plaoe"™, a wiec wymagaja dodatkowej pamieci
do przechowywania wynikéw posrednich.

Dwa takie algorytuy zilustrowane zostaly przez sieol a i b
z rys. 3.3. Podobnie jak poprzednio mozna tu dokonacC przeksztat-
cenia jednej sieci w drugg w sposoObopisany powyzej .

W zaprezentowanych algorytmaoh FFT czas obliczen proporcjo-
nalxy jest do N loggN, dlatego tez przyjeto nazywa¢ je algo-
rytmami FPT o podstawie 2,

Odmiany algorytméw FFT

Jak juz wspomniatem, liczba spotykanych odmian algorytmoéw
FFT jest dos¢ duza. Oproécz podstawy 2 duzg popularnos¢ zdobyta
takze podstawa 8 [11] . Uzywa sie réwniez algorytmow, ktdre mo-
ga byc¢ stosowane dla dowolnego m, gdzie

N = mll m - liczba naturalna , G*12)

a nawet algorytmy dla podstaw mieszanych [8], [7]-
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Ays. 3.2.

a, b, c - kolejno fazy grupowania w dziedzinie czestotliwosci (oznaczeni.-,

jak na rys. 3.1. ),d - sie¢ uzyskana przez porzadkowanie wynikéw z jed-

noczesnym przenoszeniem wszystkich wezdéw lezacych na tym samym poziomie
co przenoszony wynik koncowy



49

DYSKRETNA TRANSFORMACJA, FOURIERA

O/.EHM

ISox FEL P o

n,mwmwmnww_mmﬂ> Bro AFB=0 |

«RoTFD R = NogToRR ok Mo o F Pero KSR

)

SORKFR BN -

»..nwmw%wmwme oovm o

o BroxAaoR i mmmmno
Rvep Ty ok = 6 BBRIsE O

IEi=0  coedleRAog= o FsTEBE Bhm
wv Nmm & nm«sﬂdoﬁbn>@ C8B8ct o=
PTHIL o= amRs v 59F &

% R REIB BB «BP X B

.momm-w» v



50 Andrzej JABLOFSKI

Duzy wptyw na posta¢ algorytmu ma takze oel jakiemu ma on
stuzy¢é. Wystarozy wspomnie¢ o algorytmach dostosowanyoh do oia-
gow bardzo ditugioh, przy ktéryoh konieczne jest korzystanie z
pamieci masowej, o algorytmach dostosowanyoh do transformaoji
oiagow o wyrazaoh rzeozywistyoh, bgdz tez dostosowanyoh do ob-
liczeh bardzo szybkioh, zblizonych do rezimu™'real time".

4. BLEDI ZWtyZANE ZE STOSOWANIEM DPT "W ZASTEPSTWIE PRZEKSZTAL-
CEN CIAGLTCH

Zwigzek pomiedzy DPT a catka i1 szeregiem Fouriera oméwiony
zostat w punkcie 2. llustruje go réwniez rys. 2.1, Oryginatami
w sensie transfomaoji DFT moga by¢ tylko dyskretne funkcje
okresowe.vJesli oiggly przebieg nieokresowy poddany dyskretyza-
oji dla £= Kk _At, w przedziale <0,T) i postuzymy sie w dal-
szym oiggu jego OSFN, bedgaog sumg okrosowych powtdrzen z prze-
dziatu<0,T) zgodnie z (2.6) , to musimy liczy¢ sie z mozliwos-
cig wystgpienia dwu rodzajoéw bteddéw, a mianowicie btedu bedgoe-
go wynikiem dyskretyzacji sygnatu x(t) i btedu spowodowanego
pominieoiem probek spoza przedziatu O<k<N.

Btedy te, jak rowniez sposoby ich redukcji oméwie kolejno.

Dyskretyzacja

Jak wynika z rozwazan wymienionych w punkoie 2 cigg dyskret-
ny X (k.At), ksa 0, 1, 2... N-1 posiada widno bedgoe oig-
giem okresowym, a doktadniej oiaggiem postaoi

Ap (n.AD = Y al(n +a .N)Ar]
Sa <2
“4.D

At a 2 T=N _At
T

jest to wieo oiag odpowiadajacy OSFN dla widma funkoji ciaglej
x(t) o okresie rownej ilosci probek N, pobranyoh w czasie

< 0,7).
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Jesli przy zadanym At liczba N zostanie wybrana zbyt ma-

+a, to efektem sumowania okresowych powtdorzen widma a(f) zgod-
nie z (4.1) bedzie btad

+00

AT (n.AE) = Ap(n.AF) - A(n.Z2™FH) = T A (n.AF+I.N.AF) (@2
1= -00
1/0

gdzie P = N._AT n=0, 1, 2, ... N-1

W wiekszosci praktyoznyoh przypadkow wystarozy uwzglednic
wptyw tylko dwooh skdadnikdédw sumy (@ = -1 oraz 1 = +1).

W takim przypadku najwieksza wartos¢ Ar (h ,N£), przypada-
jaca, jak to wida¢ z rys. 2.1»e dla n =l  wyniesie

0.5 Ap .Af) . Przy zadanej maksymalnej warto$oi Ar réwnej

5, nalezy tak dobrac¢ ozestotliwos¢ proébkowania P = t=

= N _Af, aby spekniona zostata nieréwnoscé n
0.5Ap Jj < 6 4.3

Znacznie trudniejszy do wyeliminowania jest drugi bdad. Nie
wystepuje on, jesli analizowany sygnat x(t)j posiada whkasnosc

x() s 0 dla tfs<n, T -1)
@9

n >0

Jezeli natomiast x(t) nie spednia warunku (4.4) , funkcja
okresowa OSPN dla x(t), czyli

+00
X ® » Y x @+1 .71
n la 00

bedzie w ogdlnosci posiada¢ nieciggtosci lub ostrza w punktaoh

t=1 .T 1l =o0, £1,£2...
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Spowoduje to znaczne znieksztalcenie widma, w postaci wzrostu
udziatu wyzszyoh harmonicznych. Efekt ten nazywany jest zwykle
rozptywem 4ub przeciekiem widma (tzw. leakage effect) [17]«

Rys. 4,1. Znieksztakcenia sygnatu wynikajagce ze zdtego doboru okresu T

a - sygnat pierwotny, b - sygnat odpowiadajacy uzyskanemu po-
eprzez DFT widmu

W praktyce analizowane sygnaty maja czas trwania wielokrot-
nie dituzszy od okresu analizy, trzeba sie wieo liczy¢ z mozli-
woscig wystgpienia "przecieku’. Jest on oczywisoie mniej niebez-
pieczny, jezeli sygnat jest mato skorelowany, niz wéwozas, gdy
sygnat jeet korelowany mocno. W tym ostatnim przypadku wskaza-
na jest tzw. modyfikaoja liniowa widma - zabieg pozwalajacy na
wydatne zmniejszenie «przeciekul™.

W dziedzinie czasu, modyfikacji takiej odpowiada wymnozenie
sygnatu przez odpowiednio dobrang funkcje noszacg nazwe okna
modyfikacji liniowej ('data widnow'") .

Oknem moze by¢ funkcja w(t) posiadajgaca nastepujgce cechy:
1. osigga zero na koncach przedziatu analizy,
2. wzrasta tagodnie w miare przesuwania sie ku Srodkowi prze-
dziatu,
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3. speinia réwnoscé

4. jej oiggta transformata Fouriera, a wieo widmo v(F) speinia
nieréwnosé

dla f> C , gdzie e odpowiednio mata stata dodatnia.

Przyktady takich okien pokazuja iys. 4.2, 4.3, 4.4.

Nalezy doda¢, ze w przypadku sygnatoéw niezdeterminowanych,
stabo skorelowanych modyfikacja liniowa ustepuje tzw. modyfi-
kaoji kwadratowej, wykonywanej nie na widmie sygnatu, a na je-
go periodogramie (widmie mocy) [15], [16]-

Rye. 4.2. Uogdlnione okno kosinusoidalne rzedu pigtego

Rye. 4.3. Okno Partzena
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5» SZYBKIE ALGORYTM OPARTE NA FFT

Jak wspomniano wczesniej, FFT okazata sie nie tylko najszyb-
szg metodg obliczania widma ciggu dyskretnego, ale nawet obli-
czanie innych charakterystyk ciggéw, takich jak funkojd auto-
korelacji, korelacji skosnych czy splotu, a nawet transforma-
cji Z ozy Hilberta, droga niejako okrezng, bo na podstawie wid-
ma uzyskiwanego dzieki FFT, okazato sie szybsze niz na podsta-
wie obliozen bezposrednich. Szczegélnie duzg przydatnos¢ wyka-
zaty algorytmy szybkiego splatania i obliozania funkoji auto-
korelacji.

Poniewaz oryginatami w sensie DFT sg tylko funkoje perlo-
dyozne, uzycie FFT powoduje, ze wszystkie wyzej wymienione
oharakterystyki maja charakter cykliczny. Splot cykliozny, ob-
liczany tag drogg pokrywa sie z ogélnie stosowanym splotem tyl-
ko przy zastosowaniu pewnych dodatkowych zabiegow.

Zilustrowa¢ mozna to na przykdadzie cyklicznego splotu i
cyklicznej funkcji autokorelacji.

Szybkie splatanie oparte na FFT

Dla funkcji ciagtych operaoje splatania okresla zwigzek
t
z() a J vy -T)x (M dT (5.1
—a©
W dziedzinie ozestotliwosoi odpowiada jej zaleznos¢ duzo
prostsza, a mianowicie
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oM = b . a® G-2

gdzie a(fj , b (P i o (), to widma x(t), y(t) i z(t) odpo-
wiednio.

Interesuje nas okreslenie podobnej pary zaleznosci dla cia-
goéw dyskretnych. W tym celu ograniczymy sie do sygnatdéw o skon-
czonym ozasie trwania T

x() sy(t) 30 dla t *<0,T). Po dyskretyzaoji funkcji x(t) ,
y(t) 1 z(t) dla t = k. At, k= 0,1, 2... N-1 At = 8§ zwia-
zek (6.1) przyjmuje postac

K
Z(K-At) a At T 1 [(k-DAtJ X(1.40p) G.3)
lak-N

Jesli zastgpic¢ powyzsze oiagi dyskretne przez ioh OSPN, to
otrzymamy zwigzek

K
Ac=At £ Yk-1 X1 K =0, 1, 2... N-1 G.9H
1«k-N
gdzie 2, i X» maja sens okreslony pezez (2.5).

Jezeli oiaggi te potraktowa¢ jako transformaty odwrotne oig-
géow On, Bn i Ajj, to otrzymamy zwigzek analoglozny do (5*2).

N-1
Zk a At £ N = " Bm
maO
KaoO, 1,... N-1
czyli inaczej
ChoaAt . N . . Ba 6.5

Operaoje cyklicznego splatania ilustruje rys. 51 a b o.

Jak wida¢ z rysunku, w przypadku gdy czas trwania obu spla-
tanych sygnatdéw jest jednakowy i réowny T*splot cykliczny woa-
le nie odpowiada splotowi w sensie (5.3)» jest wleo zupeknie
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nieprzydatny do celdéw praktyoznych. Trudno$¢ te mozna jednak
+atwo usung¢ wydduzajgc oba splatane oiggi, przez dodanie na
koricu kazdego z nich liczby proébek zerowyoh odpowiadajacej
ddugosci drugiego ze splatanych ciagéw.

Ilustruje to dokdadnie rys. 5*1 die.

Szybkie obliczanie funkcji autokorelacji

Sytuacja przedstawia sie w tym przypadku podobnie. Dla funk-
cji ergodycznej jej funkoja autokorelaoji obliczona by¢ moze
na podstawie zaleznosci przyblizonej

-
G-6

gdzie T musi by¢ dostatecznie duze.

Jesli x(t) s 0 dla t $ <0,T), to po dyskretyzacji w momen-
tach t = Kk . At otrzymany

2N-1

Jesli powyzsze ciggi zastgpi¢ odpowiadajgcymi im oryginata-
mi DPT, to otrzymamy zaleznoscé

N-1
G-®)

Stosujac postepowanie podobne jak w przypadku splotu otrzy-
mamy interesujaca nas zaleznosc¢

N-1

n=0
G-9
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Rys. 5W. Obliczanie splotu cyklicznego

a, b - splatane ciagi, c - obliczanie splotu cykliczne-
go na podstawie OSFN. tych ciagéw, d - splatanie ciggéw
réznej dtugosci; ciag krétszy uzupekniono N-M zerami;
uzyskany splot cykliczny pokrywa sie z (6.3) dla
M<k<N, e - splatane ciagi uzupedniono zerami do ddu-
gosci MHI - wynik pokrywa sie z (5.3) dla M<k<M+N,,
Linig przerywang zaznaczono okresowe powtorzenia spla-
tanych ciggéw
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gdzie Rjj Jest transformatg DFT dla ciggu G". Otrzymany zwig-
zek jest analogiozny do (5»5)« Wynik jest obarozony roéwniez
btedem cyklioznosoi, ktéry usungé mozna przez dodanie na kon-
ou oiagu N prébek o wartosoiach zerowych.

Jak wida¢ obliozanie splotu za posredniotwem FFT jest bar-
dzo proste. Duzo bardziej skomplikowane staja sie obliczenia
transformaoji Z ozy Hilberta. Czasem wymaga to wielu oatkowi-
oie sztuoznyoh przeksztalcen, ktore jednak wynagradza mozliwos¢
zastosowania szybkiego algorytmu FFT. Wystarczy powiedzie¢, ze
algorytm szybkiej transformacji Z, wymagajgoy m.in. cztero-
krotnego zastosowania FFT, jest dla liozby proébek wiekszej
icd 50 szybszy niz obliozenia bezposrednie.

6. PODSUMOWANIE

Szybka transformacja Fouriera jest najszybszym ze znanych
obecnie algorytméw analizy widmowej. Pozwala na dokonanie dys-
kretnego przeksztatcenia Fouriera za posrednictwem ok.
2N log2 N dziatan zespolonych, zamiast N2 wymaganyoh przez obli-
ozenia bezposrednie. Jeszcze wiekszg redukoje ozaséw obliczen
mozna, uzyska¢ stosujac wieloprocesorowe masery specjalistycz-
ne. Przy speknieniu pewnych zatozeri moze stuzy¢ do analizy wid-
mowej w zastepstwie przeksztatoen oiggtyoh. Moze byc¢ wykorzysta-
na do szybkiego obliczania splotu, a co za tym idzie moze byc
zastosowana do budowania bardziej skomplikowanych algorytméw
wykorzystujgcych splot, takich jak transmisja Z ozy transfor-
macja Hilberta.
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[ACKPETHOE MPEOBPA30BAHUE ®YPbE W BbICTPHIE ANITOPUTMbI CMEKTPA/Ib-
HOrO AHAMN3A C NPUMEHEHWEM LM®POBOW BHIYUCNATENBHOWN MALMHDI

Pe3iome

beicTpoe passuTne uM@pOBHX BbIYUC/IUTENBHLIX MallH | pa3pa60TKa
HOBbLIX a/lTOPMTMOB BbIYUC/IEHNA MO3BOIUIN 3aCTYMUTb HECOBEPLEHHbLIE
aHa/i0rosbie METOAbl CMEKTPa/bHOI0 aHan3a LUPPOBLIMA METO4AMN.

AﬂFOEMTM Nno3BOANLNA 3HAYNTENIBHO C KgaTMTb BpeMA BblUNC/E-
na, Tak_Ha3biBgeMoro [nckpeTHOro [lpeobpa3oBaHns Qypbe, K30-

EETGHHHM Kynenem B 1965 rogy, BBEN HOBble Ka4yecTBa B 061acTy
BolYMCNNTEIbHLIX METOLOB CMNEKTPa/IbHOI0 aHa/in3a (QYHKUWK (B CMbl-
cne Qypbe) , BbHYUCNEHUA pasHbIX T chmopmaT N XapaKTePNUCTNK
¢%HKH n, Takxe B 0071aCTi KOHCT MKMMM cneumann30BaHHbIX Bbl-
YNCUTENBHBIX LUNHOPOBLIX MalkH, MNpeaHa3Ha4YeHHbl FNaBHbIM  00Pa30M
= WIN UCKNNYNTE/IBHO - ANA BbIYUCNEHWN NO 3TUM a/lrOPUTMaM.

MCKpPeTHLIM npeobpa3oBaHueM Oypbe Ha3biBAeTCs 3[€Chb BUf WH-
TerpasbHoro npeobpasoBaHns Oypbe, ﬂﬁMCﬂOCOﬁﬂeHHHM ns. npe-
00pa30BaHuUs MEPUOAMYECKIMX UMCIIOBLIX MOCNEN0BATENLHOCTEN.

BblYMCNIEHNS CNEKTPA MOCNef0BATENRHOCTY C negmonom H 3neMeH-
TOB TpeOyeT, Ha OCHOBE onpedenspuenn Hopmynbl, BbMONHEHUS Ir
KOMMIEKCHLIX YMHOXEHWUA 1 CMOXEHNN.

°MTeBaTMBHHe NropUTMLI, TaK Ha3biBaeMoro BLICTPOro n eog a30-
BaHUA Qypbe, N03BanANT 3HAYNTENIbHO YMEHbWWT MOpPALOK ge emo-
ro uucn oneﬁawmm /19 007BUMX N . MPUHUMAS 4TO u ABNAETCH Eo-
CTaTOYHO C/OXHLIM yicnom. [nd N=2™ 'roe m Lenoe nonaoxuTenb-
HOE 4WUC/0, NPUMEHeHUe bebiC Qoro I eo6BasoBaHMﬂ ¢%pbe [03BO/1AET
YMEHBWWTL YUCNO KOMMIEKCHBIX YMHOXEHWI W CNOXEHWN C HZ2 Ha H»AOB2H*

MoCKONbKO Kak 0 Tty ﬂMCKBETHOFO ﬂgeo6 a30BaHus ¢%pbe,
TaK W NOMyYeHHble Npeobpa3oBaTentt ABASWTCA NEPUOAMUECKUMA Yn-
CNIOBbIMI MOCNEe0BaTENbHOCTAMMN, ﬂgMMEHEHUG 6bICTPOr0 NPeobpaso-
BaHUs Oypbe K BHYMCNEHMO MPeodpa30BaHuii KYCKOB Henepuognyec-
KX HENpPepLIBHLIX QYHKUNAM, [OAEeT DPe3ynbTaTbl, Ha KOTOPHE Hanoxe-
Hbl OWMOKW ABYX BWZIOB.

YBennuuBas 4actaty npob0BaHUA aHanu3yemon QYHKUMW, WK
ggMMEHﬂﬂ MoAMgMKaumm CcregTpa MOXH COKBa UTb pa3mep 3TUX OWN-

K. Tak Ha3biBaemas /nHenHas MOﬂM nKaung cocT ﬂﬁaﬂ B npeaBapu-
TE/IbHOM YMHOXEHWU 3HAYeHys aHanli30BaHHO XHKHM . Ha_ 3HaueHue
MOZNDULMPYILEN QYHKLMW (TaK Ha3biBaemble OKHA /IMHEWHOW MOAUNKA-
U V', NPUMEHAETCA N0 OTHOWEHWO K CUNbHO KOPPUTVPOBAHHLIM (QYHK-
Unam. ~ Ong wymonoZoOHuIX (Cnabo KopperupoBaHHLX) (YHKUMM npule-
HAETCA TakK Ha3biBaemass KBajpaTHas MOAMGMKALMA.

Bnorogaps HBM6HHM Bpewek, ABNAALEICA pesynbTaton npuvete-
HWS anropuTMoB bbiCTPOro' Ipeobpa3oBaHust Oypbe K BhMUCEHMIO  CNEK-
Tga $¥HKHMM, B%qmcneHme AR DUNEDA CTINETEHUA_OBYX ygkumm Kak
00partoro npeobpasosanis NpoussedeHns ix Cexipos Tpeoyet sHa

UTENbHO MeHblWe BpeMEeHU ANS HEenoCPeACTBEHHbIX BLMMCAEHWN. M0f06-
HYI0 TEXHUKY MOXHO MPUMEHST K BHIYUCAEHMM (YHKUMIA aBTOKOpPensuuu,
npeobpa3oBaHns z , [uabbepTa W Apyrux.
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DISCRETE FOURIER TRANSFORMATION AND COMPUTER AIDED FAST COMPUTATION
ALGORITHMS OF SPECTRAL ANALYSIS

Summary

Due to computer-fast development and new computation algorithms,
imperfect analogue methods of spectral analysis could be replaced
by digital methods.

Digital Fourier Transformation algorithm given by J.W. Cooley in
1965, permitted to shorten significantly the computation time, and
accomplished a revolution in the field of function spectral anylysis
computation methods, in the Fourier sense, in computing various trans-
forms and characteristics of functions and also in the field of
special-purpose computer construction destined mainly or exclusively
for these algorithms realization.

The form of an integral Fourier transformation adapted to trans-
form periodical number sequences is called Discrete Fourier Trans-
formation. Computation of a sequence spectrum with a period of N
elements based on a defining formula requires N  compound multi-
plications and additions.

Iteration algorithms - so called Fast Fourier Transformation -
permit for big N to reduce the required number of operations by
a few orders of magnitude N being assumed a sufficiently complex
number. IfE N is a natural exponent of number two, then the use
of Fast Fourier Transformation permits to reduce the number of com-
pound multiplications and additions from N2 to N»I°ff 2N

As both originals of Discrete Fourier Transformation and trans-
forms obtained are periodical number sequence"s, the use of Fast
Fourier Transformation to compute transforms of fragments of conti-
nuous nonperiodical functions provide the results that bear two
kinds of errors.

These errors oan be reduced either by augmenting the frequency of
the analyzed function samplying or by using spectrum modification.
The so called line modification, consisting of a preliminary multi-
plication of the analyzed function value iby the moaxryinfr funcwon
value (so called "window" of line modification) , is used in relation
to strough correlated functions. For weakly correlated functions so
called square modification is used.

Due to the gain of time resulting from the use of Fourier Fast
Transformation algorithms to compute the spectrum function the com-
putation for example of an entanglement of two functions as an
inverse transform of their spectrum product, is much less time con-
suming than direct computation. A similar technique can be used to
compute functions of autocorrelation, Z transformation, Hilbert’s
and others.
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ALGORYTMY. X, N 18, 1973, 63-78 681.322.004.14-518.9

MOAENVNPOBAHVE WIPbl HA
BbIUVCNUTENBHOM MAWWHE
Fepapg 3E/IMHCKUN
Instytut Matematyki
Politechniki Warszawskiej

Warszawa. PIl.Jednosci Robotniczej

MocTtynuno 22.05.1972

OnucaHo mOAEeNVpPOBaHNE WUIrPbl Ha-BbIUNCNTE b-
HOW MaWvHe, peaiu3oBaHHOE Ha Manon Mawu-
He Ypan-l1. MogenvpoBaHHas urpa siBNsSeTcs U-

rpoii Ans 4 4enoBeK C HEMNoOJIHOW  WMH(popmaLmer

€ 2 Koa/muusIMuU onpefenéHHsIMM  CrlyvaiHo, Mo-
JaHa XapakKTepuCTuKa MalWWHHbIX TEeXHWK MoAe-
NMpoBaHUsA, ONuUcaHbl Npasuaa Urpbl, a Takxe

npoBeféH aHa/IM3 Urpsl HA OCHOBE Teopun Urp.

PaccmoTpeHa mawvHHas nporpamma Mogenuposa-
HMA W yKa3aHa BO3MOXHOCTb WCMO/Ib30BaHUA Te-
XHUKW MOAENMPOBaHUA He LN(POBbLIX BblUNCN-
TeNbHbIX MawnHaxX -

B nocrnegHee Bpemsi BCE 4Yalle Ha YHUBEPCAsSIbHbIX LUGPPOBbLIX Mawm-—
Hax cTaBATCA 3afjauv, MpuHagexalue K KIaccy HEeBblUUC/INTE bHbIX
330a4-, 3TU 3a4ayn O6LIKHOBEHHO pewanTcsl MyTeM MaWWHHOW CUMyIn-—
POBKW .

MawvHHas CMMY/MPOBKa 6GbiBaeT pas/inyHasi, CyWeCTBEeHHO OTMETUTb,
YTO OCHOBHbLIM MPUHLMIOM CUMY/IMPOBKM MPUHMMAETCS WM rnogpaxaHue
TeueHulo CUMYNMPOBAHHOIO Mpouecca, WM MNosy4veHve pe3y/bLTaToB
aHaNornyHelX pe3ynbTaTaM CUMY/IMPOBaHHOIO npouecca, B nepsom cny-
yae Mbl Oyfem HasblBaTb CUMYNMPOBKY MOAENMpoBaHWeM. KOHe4yHo BcCsi-

Koe MofenvpoBaHWe YAOB/ETBOPSIET BTOPOMY MPUHLUMMY CUMY/SIMPOBKMU,



Fepaps 3E/MHCKANA

HO Heé BCAKasaA CUumMys/simpoBkKa sdAB/1AeTCA MoOAENMNPOBaHUEM . I'Ilemep cnwy-
NMPOBKN - He MogenunpoBaHua - onucbiBaeT [I‘O] .

HacToslwasi cTaTbs COAEpPXUT OonMcaHuMe MOAesIMPOBaHUS KapTO4HOW
urpsl Bacbka. Wrpy aTy aBTop npeAgrno4yen Mo HEeCKONbKMM MpUUMHaM:
Xopollee 3HAKOMCTBO aBTopa C WIpoi, NPUHALNEXHOCTb ee K Kiaccy
Urp C HernosiHol WHpopMauneli, XapaKTepHOCTb BAaCbKM AN MHOFUX

urp.
1. NMPABUNA WUIPHI

Wrpy npoBoasaT 4 urpoka c nomouwbi 16 KapT: AeCATOK, Ty30B,
BaneToB M gam. BaneTb M gambl NPUHUMAKNTCA €AUHCTBEHHbLIMU U MNOC-—
TOSAHHbLIMA KO3bIPAMW B Urpe, YMNOpsAAOYEHHbLIMU MO CTapwuUHCTBY crefy-
ownuM obpa3omM - HauyMHasl CO cTapuweii: Dt, DFf, D, b, W*, W4,
WV.WA_Hrpa no mactm ob6s3aTenibHa MNb B OTHOWEHUN K HEKO3bIpsAM,
npuyeMm cTapwum sBAseTcsa 34ecb Ty31l
" Kaxgblh U3 Urpokos nosnay4vyaeT A0 MIrpbl Cny4vahHsiM o6pa3om Mo
4 kapTbl;- Wrpy oTkpbiBaeT crnefywwuii no 4yacoBoli cTpenke 3a cpaw-
WUM KapTbl, ganblle XOoA4AT OCTaljibHble UIFPOKW B MNOpsfKe 4acoBOW
cTpenku. Wrpa coctouT u3 4 payHAoOB, B KaxAoOM U3 KOTOPbLIX COBep-
wawT XOof4 noo4vyepegHble WrpPoKW, MNEepBbIA payHA HadMHaeT OTKpbiBawwni
urpy, cregywouue payHfb OTKpbBalT MNosyuyuBlLve npefsgylmne B3ATKU.

Xo4bl UFPOKOB [OJ/KHbI YAOBNETBOPATL Ccnefywuum npasuiavm, nep-
Bbli X04 B payHAe MNpOM3BO/bHbI, KaxAbli cnegywwwii xog payHga 3a-
BUCUT OT npeabigyumx Takmm obpasom, (K) Ecnu payHfa OTKPbLIT
KO3blpeM, TO WUrpPoOK Agenawwmii Xopn [OSKEH: 1O OOXNTb KO3blpsA  Bblwe
BCeX npeabaywumx B payHAie; 2° ecnm K), HEBO3MOXHO, uUrpatb npouns-

BOJIbHbLIM KO3bipeM; 3° B cfiydyae OTCYTCTBUS KO3bipeil gonyckaeTtcs
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Xopn nwobbiM Heko3bipeM. (H) ecnu payHA OTKPLT HEKO3bpem, TO UrpPoK
Aenawownini xon ponxeH: 1° wurpatb No mMacTu; 2° ecaAm H1L HEBO3MOXHO,
mrpatb cornacHo ki, k2; 3° ecnm H1, H2 HEBO3MOXHO, wurpaTb nw-
OblM HEKO3bIpeM.

B3ATKy 6epeT TOT, KOTOpbLIii MOMOXWA KO3bipsA Bbile KapT ocTallb-
HbIX UrpPpOKOB. Ecnm B payHAe HeT Ko3blpeil, TO B3ATKY 6OepeT WUrpok,
y KOTOporo 6bi1 Ty3 MacTu Xofa OTKpbiBawwero payHa. lonyunTb
B3ATKY, OTKpbiBas payHg AEecsaTKOW, MOXHO /uwb B cfy4dyaB, Korga B
payHAe HeT Ty3a MacTW OTKpbiBawwein AeCATKM U HeT KOo3bipeli.

PesynbtaT urpsl (BbMICpbIL, MPOUrpbLIW) oOnNpegenseTca No crnepyn-
W1um npaBunam. B 3aBUCMMOCTU OT TOro, KOMYy nonanm nyTem cay4dan-
HOlW cpayn 2 oTapwme KapTbl Urpbl, WUFPOKU pas3gensawTcs Ha 2 Koanun-
unm - Crapeix (nonyumBwmx D+ ,DH4)H Monoabix (ocTtanbHble WIFPOKN)".
MoxeT cnyunTbCs, 4UTO Koanuuua CTapbix ofgHOAM4YHaa>. KonuyecBTO
O4YKOB, HabpaHHbIX KoanuumsamMum BO B3ATKax, pewaeT o nobege. Oukn
NOACYUYNTLIBATCSA COF/laCHO HUXecneaywuwemy :

n - Ty3, 10 - pecAaTtka, 3 - gama, 2 - BaleT.
Ctapble nob6expawT HabpaB 6o0siee nonoBuHbl (62) 0O4YKOB; B MNPOTUBHOM
cnydae BburpoiBawT Monogbie. Tabnuua nnatexen [nsa Haweh wurpsl

cneaywouas :

OuKku MnaTtex

Monogabix Crtapbix Monogbix 2 Crapbix 1 craporo

0 104 3X -3X 33
6 T 26 96 4 79 2X -2X 3 (-2%)
26 T 61 76 * 53 X -X 3(=)
62 T 77 62 7 27 -2X 2x 3(2)
76 T 94 26 4 10 -4X 4X 3(4%)

rape X €CTb OCHOBHasaA CTaBKa Wrp.bl.
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2. TEOPETWYECKWIA AHAN3 WP

OCHOBHblE TEOPEeTUKO-UIPOBbLIE MOHATUS MNPUHATH 34eCcb B  U3/0-
xeHun [p]-

JepeBo Hawel WUrpsl KOHe4YHoe. BbigeneHHbi y3en npuHagnexuT
cfly4amHoCcTun, X0p[oB B urpe 17 - nepBbil XO4 Cry4daiHbii, OCTallbHble
nuyHble; Ecnum pas3ouTb XOA4b Ha K/acch ykasbiBawwue 4yeil xop, TO
nepBbii X04 NpuHagnexuT 1 Knaccy, OCTajlbHble pacnpefenswTcss Mo
4 knaccam. Bacbka - urpa c HernosiHOW WHpopmauuein, NOTOMYy cpeau
MHPOPMALMOHHLIX MHOXECTB CYWeCTBEHHO HalgyTcs MHOXecTBa, cojep-
xawme Oonee yem 1 y3en, MHOXECTBO MCXOLOB COAEPXUT 5 31EeMEHTOB.

Bonpoc koanuuuii 0oCOGEHHO C/IOXEH B BacbKe, W00 MNpUHagNexXuT
OHa K Kjaccy urp, B KOTOpPbIX HeT coobuweHwuii Ao wrpsl;. B TeueHwuu
Urpsl HacTynawT KOa/MUMOHHbIe mnepemeHbl. C MOMEHTa MOJIHOrO BbLISAB-
NeHust Koanuuuii ogHa nnaTexHast QYHKUMS OAHO3HaA4yHO onpegensieT
ocTanbHble. Wrpa npeBpalWaeTcs Torga B WUrpy 2 nuy C Hy/eBOR OyMm-
MOW, ecnu npeanosioXNTb, UYTO Urpokn BbLOEpPYT K3 HECKOJIbKUX BO3-
MOXHOCTEW Bcerga nyuduwyio Ans CBOeil Koanuuuu [3]. Bacbka MO/IHO-
CTbl0 COOTBETCTBYET OMNpeAeNeHniw KOalUUWOHHOW urpsl gaHHOMY Bo-
po6beBbM [4]-

Mrpa npuvHagnexuT K 4UYUC/ly HECUMMMEeTpUYHbIX 3agay Teopunm urp” [i}-
Ecnu npepcTtaBuTb BacbKy B HOpManbHOW ¢gopme, TO oKaxeTcs oHa
Urpoii B HOpMasibHOW (Gopme cC 3anpeuweHHbiMn cuTyauuamm [&]- B cuny
CUCTEeMbl MpaBWUl UFPbl MHOXECTBO 3anpeleHHbX CUuTyauuil [OBOMIbHO
6onbloe.

A Tenepb npeAcTaBMM KOHCTPYKTMBHOE TeopeTUKO-UrpoBoe pele-
HWe Bacbku. [nA peincTBuTenbHoro 4umcraa X 4depe3d [x] o0603Ha-

UMM Lesioe YMCNo, YAOBMETBOPsiLEE HepaBeHCTBY X-1<[x]«x .
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MycTb K o0603Ha4YaeT HOMEpP XO04a WUrpbl, KOTOPbLIA Mbl COBepwaem

(k - 2, 3 ..i., 17). Mw Oypgem paccmaTpuBaTb AuWb CcAyyau, Korga
K <14, wnoo 4 nocnegHve xofa OAHO3HAYHO onNpefesieHb NpeabAYWUMHA -
0o xopa K, KOTOpLi Mbl genaem, B urpe ucnonb3oBaHo yxe (K-2)

KapTbl, Yy Hac B pyke umeetca [(21-k)/4] kapT, B Hambonee obuem

cnydyae - korpga (lc-i) HayanbHbLIX XO0A0B WIpbl HE COAEPXUT WMHGDOP-
Mauum o KapTaxX WMeKWWUXCS Y UFPOKOB MNOC/ie WX COBEPWEHUS - HEenU3-
BeCcTHo Ham pacnonoxeHune (16 - (k-r) - [(21—K)/41]KapT. C oanHa-

KOBOli BEPOATHOCTbLI AONyCKaem Kaxaoe Wu3 BO3MOXHbIX pa3foxeHui
KapT- YMCNO BO3MOXHbIX Pa3fOXEeHWA MOXHO YMEHbWWTb K YUCAY Ccyle-
CTBEHHO pa3/IMYHbIX pa3/IoXeHui, a uHorpa ewe 60Mee YMEHbWUTb 3a
cyeT uHpopmayun, cogepxauwerica B (Kk-i)HayanbHbX Xogax, nNpu Ta-
KOM noaxoje B Kaxaom M3 fJonyckKaemblx BapuaHToB (BapvaHTOB MEHb-
we vem (16 - (K-2) - [(21-k)/4])V- «koanuuuun ABAANTCA OAHO3Ha-
YHO onpefefnieHHbIMM U MOCTOSAHHLIMM ANA KaxAoro BapuaHTa. B cBA3un

C TeM, Mbl MOXEeM paccmaTpuMBaTb MNoo4vYepean BCe BapuaHTbl KaK WUrpsl

2 nny € HyneBOW CyMMOW. UYnMCTbMM CcTpaTervamm urpoka - Koaanuuu
npMHNMaeM BCEBO3MOXHble MOcCNefoBaTeNlbHOCTU KapT WMMewWwuMxca B pac-
nopsixeHun koanuumm. KoHe4yHO, ecnu B Koanuumm 2 unanm 3 Urpoka,To
corjslacHoO npaBuiam Urpbl UX KapTbl LO/XKHb 4YepenoBaTbCA COOTBET-
cTByWWUmM obpa3om..[na Takmx HabOpOB cTpaTeruni Hawen Koanuumu

N KOoannumn-npoTUBHUKA CTpouM maTpuuy urpsl (NaaTexHyw maTpuuy)”.
Ecnn cutyauus, KoTopas nonyyaeTcsa B pe3ynbTare Bbibopa Hamu
i-cTpaterun un Bbi6Opa NPOTMBHUKOM A-CTpaTerun HecoBmecTuma C npa-
BUaMU Urpbl, TO Ha NepeceyeHUN I-CTPOKU U A-CTon6Ua MaTpuULbl
Urpel octaBMM nycTtoe mecTo (nNpeanonaraeMm cob6awgeHWe npasBua Urpsbl
nrpokammn) . Ecnu npasuna wurpsl AONyCKawT TakKylw cuTyauuio - napy

CTpaTerMVI, TO, nNogcynTaB CKOJ/IbKO OYKOB Mbl TOorga nosiydyumm, BbiNOJ/-
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HSieM COOTBETCTBYyKllee MecTo B MaTpuue corfacHo Tabnuue nnarte-
Xel. 3anoNHWMB MaTpuuy, Mbl MWEM UeHY WUrpbl AN [AaHHOW  MaTpuupbl
(oHa Bcerpga cyuecTByeT, TakK KaK Bacbka, Mrpa C KOHEYHbIM YUC/IOM
cTpaTervin Ana Kaxaoro urpoka). B 3aBucumocTn OT npupoabl mMaTpu-
LUbl HaxXoAUM LEeHYy Murpbl An60 ANs napsl YMCTbIX, ANM6GO ANs napsl cme-
WaHHLIX cTpaTervini, 3HayeHWe ONTUMA/IbHOFO B CPeAHEM BLIUFPbLILA Mbl
MHorga He B COCTOSSHUM HaWTU TOYHO - B CUIy 3aTpyAHEHUn, CBA-
3aHHLIX C 60NbLMM paHrom MaTpuubl, CO CBeAeHMeM TaKoro poja Ma-.
TpULbl K €e CcylWwecTBEHHOW 4yacTu. Torga NpUMEHsITCS NPUBNNXEHHbIEe
MeTo[bl HaXOXAEHWUS CMelaHHbX cTparterun [i]. HalgeHHble UeHbl urp
0151 BO3MOXHbIX pa3/I0OKeHUl KapT cpaBHMBaeM, Yy4uThiBasi BEPOSITHOCTb
pasfnoxeHwii, T-e>. BbUYMC/ISAEM MaTemMaTU4yecKue OoXuaaHus ANs UMel-
WMxcs y Hac anbTepHaTuB Npu coBepweHun k-Toro xopga. AnbTepHa-
TUB CTO/NIbKO, CKO/IbKO Yy Hac KapT, [OMyCKaeMmblX npaBunamum  Urpsl

K Xxo4y. Jlydyuwuii xof 3TO XO04 KapToi, ANsA KOTOpoh maTemMaTudeckoe
oxugaHue pgocTuraeT MUHUMYMA .-

OTMEeTMM OfHO O6CTOATENbLCTBO, Mbl 3HaeM, KakK pewaTb BacCbKy,
HO, K COXa/leHUui, Mbl HEe B COCTOSIHUM Ha NpaKTWKe MNPUMEHUTb  Hau
cnoco6 peweHusi. CyTb gena B TOM, 4YTO BO3MOXHb B MUrpe cutyauuu
(korpa oTKpbiBaemM Urpsl), B KOTOPLIX MNPUWIOCbL 6bl CTPOUTb  OYEHb
MHOro 60abWWNX MaTpuy, HaxoAMTb ANSA HUX LEeHY WUrpsl U cpaBHUBATb
LeHbl Urpsl Ans Bbi6bopa nydweih n3 anbTepHaTuMB, a C Takoii paboToi
Jaxe npu noMmownm HebONbWOW BLIYUCAUTENILHON MaWWHbl He CApaBUTbCS.
Mpexae BCero He xBaTUT NamMATWM MaWwWHbl, TaK KaK ANs OTKpbiBawwero
Urpy Hago nocTpouTb 121/(41) ® wmaTpuy (6onbwe 4vem 0 4) , npuuem

KO/IMYECTBO 3/IOMEHTOB B MaTpuue MoxeT gocturarte uucna (41)4

(6onbwe 4vem 10&).
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3. MPUHUNMBI MAWWHHOIO PEWEHWA WUIPHI

3-3a TpyaHOCTEN TeOopeTUKO-UIPOBOr0 peWeHUs Urpbl Ha HeboNb-
WOW BbIYMMCAUTENbHONW blawnHe aBTOP MNPUHAN APYroi NpuHUMA nporpav-
HOFO pelWeHUsa WUrpbli: BO3MOXHO TOYHO MNepejaTb MawuHe MoBefeHue o-
NeITHOrO Urpoka, TakuMm 06pa3oM nocTaB/fieHa Obla 3ajaya MoAenupo-
BaHMA Bacbku Ha YUM Ypan-1 [7]2
MporpamMa MogennpoBaHusa 6bila HanncaHa Ha MaWWHHOM A3blKe.3a-
HumMana 1116 (gecsaTuyHoe 4uCNo) sAYeekK namaTu, paboTana B HECKONb-
KUX BapuaHTax. BapuaHTb onpefenssincb N0 Kaw4YamMy OCHOBHble Ba-
puaHTb 6bM: cpada KapT MawmHon (knwd 3 BKWYEH), chada KapT
BHe MawuHbl (KAw4y 3 BbiKAWYEH), nrpa 3a 4 urpokos (K4 4  BKWO-
yeH) , urpa 3a 1 unrpoka (KAWY 4 BbLIKJAKWYEH), OCTOPOXHOE OTKpbLITUE
mrpel monogsiMm (Kawd 5 BKAKWYEH) , arpeccuMBHOe OTKpbiTMEe urpsl Mono-
abim - (KN4 5 BbIKAWYEH) , —OCTOPOXHOE OTKpbiTME payHaa Crtapsim (KoY
6 BK/IWYEH) , arpeccuBHoe OTKpbiTMe payHpaa Ctapbim (Kiou 6 Bbikni0-
ueH)!. Mporpamma 6bl1a NOCTpoeHa NO cnepywlueli 610K-CXeme:
B 6/10K-cxeme npuHATH 0603HauYeHUa cnegywowme:
Gm : Mrpok-mawuHa;
G. , G,, I UFPOKU 3aMeHsieMble MaWWHOoW}
_ J
J «HOmMep wurpoka B payHge;
1 tHomMep payHaa;
i., k.« abconwTHbe HOMEpb WrPOKOB - He3aBUCUMble OT payH-
J V
gos n urp (ij, - 0, 1, 2, 3}
ij+1 ana 1) <3
o ans i - 3

kd+ia o ana kj- 3).
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B nporpamme 6biM MCMNOMb30BaHL crneaywwme MNoanporpavvbi:

1) reHepaTopa cny4daliHbiX 4YMcen - nognporpavma pabéoTana npu
coaye KapT MaWVHOW W Mpu onpefeneHnn Xoga b HEKOTOPbIX
WUrpOBLIX CUTyaunsx;

2) nepegayn unHpopmaumu — -Gm - nognporpavmma genania nop-
roTOBKY 3aMelleHusi OJHOro 13 4 UIrPoOKOB MalWvHOM, Mepech—
nasi nHgopmauymi o6 uMrpe m3a 650Ka MHpopmaumm urpoka Gj
B 670K uHpopmauun urpoka Gm ;

3) nepegaun uHpopmaumm Gm— —GN - nognporpavMa paboTasa no-
CNne OKOH4YaHWA 3amMecTuTesIbCTBa MaWwWHOW OAHOro U3 4 nrpo-
KOB, Mepecbiias UHpopmauuiw o6 urpe m3 670Ka MHpopmalmm
mrpoka Gm B 670K MHpopMauun urpoka g” }

4) 6no0Ka TaKTUK - M3 OCHOBHbLIX noAanporpavm 670Ka nepsBasi Bbl-
Jensna ocTawlmecs B Urpe HeEKO3bipu Mrpoka oT, BTOpad oO-
npegensina BepPOATHOCTHO BbiCWME KapThl UIFPOKOB Cheaylinx B
payHAe 3a MaWwvHOl, TPEeTbS CAyXWia BEpPOSTHOCTHOM BbiOGOPKOW
xoaa;

6), pacunppoBKM MHHOpMaUMK, Ccoepxaleincs B Xxogax payHaa;

6) ynopsigo4veHus KapT.

Camble MHTEpecCHble 4YacTu nporpammbl — 6710K NpaBusl Urpbl U 670K Tak-
TUK 3aHUManIM COOTBEeTCTBEHHO 55 n 319 aueek namATU.

A Tenepb 2 npumepa Urp, MNPOBEAEHLIX MaWWHOW Mo Mnporpavve
MOAENNPOBaHUsA, MalWVHHble pe3ynbTaTbl cogepxaTr B ogHoi cTpoke ((nc-
K/o4as MocfedHi CTPOKY - pe3ynbTaT WUrpbl) abConTHbI HOMEP WUIpPO-
Ka N KoA KapTbl - WM Xoda B WUrpe, WM KapTbl MOSYYEHHOW MIPOKOM

npu cpade. Ha neyaTtu MNpUHATH GbINM criedyllme Kompl KapT:
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B nepBom npumepe mawuHe urpana 3a 4 UrpoKoOB CO cAayeir KapT BHe
MalWwnHbl. BkawueH 6bin kaod 4. [ocne nonyyeHus ‘MHpopMaumm - Kakue
KapTbl Y UrpokoB (COrnacHo MpuHUMNY: WrPOK 3HaeT NUb TOMbKO
CBOM KapThbl), MaWvMHa 3aMelana UrpokoB B MNopsigke odvepenn onpege-
NEeHHOM rpasunamm urpsl. ManuHa HanedaTtana TOMIbKO XOAbl UIPOKOB

N pe3ynbTaT Urpsbl:

r ii
3 14
1 payHg
0 12
i 16
i 20
2 6
M payHpg
3 15
0 13
17
W payHp,

O W = Rk
\'
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O W N

1

una Crapux (Urpokum Homep 1,

5
10 !
Y payHfA
2
4
64 } wucxop urpe - nobegmna kKoanun-

i, Ttei. nrpok G.,)

C nepeBecom 64

(BOCbMMpMHHoe HMCHO) O4YKOB 60/1blie MOMOBUHbLI BCEBO3MOSIHbIX OYKOB.

Bo BTOpOM MpuMepe MalmHa urpana 3a 4 WUrpoKoB CO cAadein kKapT

MalnHoi. Bknw4yeHbl OblM Kaun 3 n 4.

UFPOKOB, XOfb WFPOKOB W pe3ynbTaT Urpsi:

3
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w

—_ = =

NN DN DN

o O O o
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3 1
0 13
1 payHA
1
2 20
2 4 "
3 11
Il payH
© 17 PayRA
1 0
0 14
1 3
m payHp,
2
3 16
3 6
0 16
1Y payHp
1
2 6
02 43 }
Koanuumsa

Ctapbix (Urpokn GQ un Gg)c nopeBeooM 43 OYKOB.

4. BO3MOXHBIE MPUMEHEHWS METOAA MAWWHHOW CWMYNPOBKM

Mcnonb3ys nporpammy MOAENMPOBaHWUSA, aBTOp MNPOBEsS OMbIT CpaB-
HEeHNs] TAaKTUK OCTOPOXHOr0 M arpeoCMBHOIN0 OTKPLITUS MUIpbl Mosiofbim
(ko4 6) , NOBTOPSAS peanM3aumio MNporpamMmbl MHOFOKpaTHO, MNoKa3a-

NIOCb , UTO TaKTUKU 3TU CTATUCTUUYECKU paBHOCW/IbHble. TaKum-xe
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00pa30M CpaBHEHO TaKTUKU OCTOPOXHOIO UM arpecCUBHONO OTKPbLITUS

payHaa Ctapbim (Kmiod 6). 3HA4UT, MoAenvpyst MPOLECC Ha BbUUCIN-
TeNbHOl MalWuHe, Mbl CMOXEM AO0BOJSIbHO GbICTPO MOAYUYUTb CTATUCTU-

YECKYI0 OLEHKY pasnnyHbiX BapuvaHTOB Npouecca.

B crnyyae HEBO3MOXHOCTM OMNTMMa/IbHOFO pelleHus Kakoi-To 3ada-
un (U3-3a He3HaKoMCTBa ONTUMa/IbLHOIO asropuTMa WM N3-3a HeBO-
3MOXHOCTU peasM3auuyM ero - 4UTO C/lyuyn/ioCb aBTopy) TexHMKa Ma-
WMHHOW CUMY/IMPOBKM CNYXUT BO3MOXHOCTbI0 COBEpLEeHCTBOBaHNUS npe-
AnaraemblX HeonTUMaslbHbIX aSirOpPUTMOB.

WHTEepecHo OTMETUTb, YTO, MPUMEHSII CUMY/IMPOBKY OTANYHYK OT
MOZENMPOBaHMS, MOXHO MOMYUYUTb aSiropuTM O6LMIA COBEpWEeHHO pasnny
HbIM (GM3MYecKU npoueccam. bnarogaps ToMy, MOXHO C MOMOWbK Ma-
WMHHOW CUMY/IMPOBKU pellaTb NpoGAeMsl MO aropuTMaM, KOTOpbIX Aeii-
CTB/E OnpaBAaiocb Ha Apyrux npobnemax.

Hago noayepkHyTb, YTO MalWMHHAS CUMY/IMPOBKA MOXET OKal3aTbCs
HafexHoli TexXHUKoW peweHust npobrem Be3fde TaM, FAe OTCYTCTBYWT

NMprYMEHUMbIE MaTemaTuyeckue anroputMel (cMoTpy Hn. [6D.



H°I8 MOAE/MPOBAHVE Pl HA BbMC/ITE/IBHOA MALLVHE 77
NinTepartypa
[1~ BEHEHBAYCT r.®.* Teopuss urp. MaTemaTMyeckoe MpOCBeElieHNE,

[r]
[31
4]
[6]

[6]
[71

[6]
01

LY

4, 19694
BOTBUHHWK: M.M.": Anropwtm wrpsl B waxmath, Hayka, 1966°.
BEHTUE/Ib E].O.: anemeHTbl Teopun urp, odusmaTtrus, 1969.
BOPOBbEB. H.H.: O koanuumoHHbix urpax, foknaasl AH CCCP,
124, 2, 1969.
BOPOBLEB HH/. { POMAHOBCKMI MuB . Urpel C 3anpeleHHbIMI Cu-
Tyauusmm, BecTHuk IY, 2,7, 1959.
3APUIMOB p.X.: KubepHeTuka M My3bika, Hayka, 1971-.
3E/MHCKUA T.B6.1 MogenvMpoBaHue MrpoBbIX CUTyauuii 1 pelieHve
nrposbix npo6nem Ha YUM Ypan-1, gunnovmHas pa6ota,
nry, 1963+
Nb)C P.A4., PAMOA X.J WUrpsl v peweHus, WAM, 1961-.
MEPBWH 10.A.; 06 anropyTMuM3aumm n MpPoOrpaMmMMpoOBaHUN UTPb
B OOMWHO, nNpo6nemb KnbepHeTukn, 3, 1960.

ZIELINSKI G.t Algorytmizacja procesu organizowania punk-
tow dyskretnej przestrzeni dzwiekowej, Praoa doktor-

ska, PW, 1970.



78 Fepapg 3E/MHCKAN

MODELOWANIE GRY HA MASZYNIE LICZACEJ

Streszczenia

Praca opisuje modelowanie gry na maszynie liczacej. Modelowanie zrea-
lizowane zostato na matej maszynie Urak-1. Gra towarzyska, ktdrg zamode-
lowano. Jest gra 4 os6b, z niepetng informacjg, o 2 koalicjach wyznacza-
nych losowo. "

Na wstepie podano charakterystyke maszynowych technik modelowania i
symulacji. W rozdziale 1 opisano reguty gry. Rozdziat 2 stanowi analize
gry na podstawie teorii gier. Maszynowy program modelowania oméwiono
w rozdziale 3, podajac zaréwno schemat programu, Jak i przykdady wynikow
maszynowych z objasnieniami. W rozdziale 4 wskazano na mozliwosci wyko-
rzystania techniki komputerowej symulacji.

COMPUTER MODELLING OF A GAME

Summary

The paper deals with computer modelling of a game. The modelled game is
a 4-person game with non-complete information and with two random coali-
tions. The game rules are given in the chapter 1. The chapter 2 is de-
voted to a game-theoretical analysis of the considered game. A modelling
computer program Jand some examples of computer results are discussed

Jin the chapter 3. The chapter 4 contains a review of computer simula-

Jtion applications™*

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 34
R.Z.



ALGORYTMY, X, H°18, 1973, 79-104 ;
681.322,004.1451.004.14s

378:371.214

PROBLEM AUTOMATYCZNEGO UKLADANIA
ROZKLADOW ZAJADLA SZX06 WYZSZYCH

Marek KUBALE
Instytut Informatyki
Politechniki Gdanskiej

Prace z#ozono 5.07.1972

Przedmiotem pracy Jest analiza modelu matema-
tycznego rozkdadu zajec¢ dydaktycznych uczelni
wyzszej oraz przeglad motod algorytmizacji
uktadania rozktadéw zaje¢. Rozwazania ogolne
poparte sa przykkadem systemu programéw zrea-
lizowanych w Instytucie Informatyki Politech-
niki Gdanskiej.

WST3JP

Dotyohozasowe prymitywne 1 praoooh4onne metody sporzadzania
rozktadow zaje¢ absorbuja duzg ilos¢ ozasu pracownikéw nauko-
wych. Dos¢ wspomnieé¢, zo na Politechnice Gdanskiej uktada sie
rocznie kilkadziesiat planéw zaje¢, zas$ jeden tylko plan wyma-
ga okoto miesigca pracy jednej osoby. Powyzsze ozynniki powo-
duja, ze w wielu krajach prowadzi sie obecnie badania nad za-
stosowaniem maszyn matematyozryoh do tej praoy. Dwa zadania
sga przedmiotem tych badan:

1. uktadanie rozk¥adoéw zaje¢ dla szkot
2. uktadanie rozk¥adoéw zaje¢ dla uczelni.

Zadanie pierwsze Jest w zasadzie prostsze od zadania dru-
giego, ktoremu poswieoona jest niniejsza praca. Stanowi ona
wynik dwuletnich doswiadozen autora nad wprowadzeniem systemu

programéw na Wydziale Elektroniki Politechniki Gdanskiej. Pra-



80 Marek KUBALE

ca sktada sie z dwéch ozesci. W pierwszej przedstawiono problem
uktadania plandw zaje¢ w przypadku og6lEym oraz dokonano prze-
gladu teoretycznych metod uktadania rozktadéw zajec¢. W drugiej
czesoil opisano system programéow dla maszyny ZAM 41ct oraz
przedstawiono wyniki jego dziatania.

1. MODEL MATEMATYCZNY ROZKLADU ZAJEC

W punkcie tym przedstawimy zaproponowany przez Gotlieba [i]
model boolowski rozktadu zaje¢ adaptujgao go do potrzeb wydzia-
+u szkoty wyzszej.

1.1. Zatozenia poczatkowe

Przystepujac do uktadania rozktadu zaje¢ dla wydziatu wyz-
szej uczelni mamy dang uporzadkowang pigtke < W,G,H,S,P >
gdzie*

W = '{VV i=1, w zbiér wyktadowoodw

G = W j=1,-. S "zbidér grup

H = k=1, .., h “zbidér kolejnyoh godzin
S = bl 1= 1, .-, S zbior sal

P= W r=1, . p zbidr przedmiotow

oraz zbiér zatozeh w postaci pary macierzy < QO0, DQ> o ele-
mentach bedacych liczbami oatkowitymi nieujemnymi*

Q03 [r] 3 =1, ..., g r=1,-... ,p programu stu-
diow

p0 = [dir] 1= 1,, , W; r = 1, -.-—, p projektu dydak-
tycznego

Elementy g”r przyjmujag wartos¢ 1, jezeli grupa ma

mie¢ zajeoia z przedmiotu pr lub O, jezeli program studidw
nie przewiduje zaje¢ dla g~ z przedmiotu pp. Elementy d” r
informuja z iloma grupami wykdtadowca w” ma mie¢ zajeoia z
przedmiotu pr« Oczywisoie pomiedzy macierzami QO i DQ musi
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zachodzi¢ zwigzek taki, ze zapotrzebowanie na wyktadowoow da-
nego przedmiotu musi odpowiada¢ liozbie grup, z ktoérymi prowa-
dzacy maja te zajeoia poprowadzi¢, ozyli

=1 j=1

Ponadto, prooz powyzszyoh zbiordow mamy dana funkcje nt P— -N
(zbidér liozb naturalnych), ktérej wartos¢ n(pr) = nr okres-
la ile kolejryoh godzin lekoyjnyoh ma trwa¢ pr#

1.2. Osraniozenla

Jak wiadomo niektére sale sg zbyt mate, aby mozna prowadzic
w nich zajeoia z pewnymi grupami, a ponadto niektdrzy wyk¥adow-
oy niechetnie godzg sie na zajeoia w pewnych salach, np. daleko
potozonych. Zajeoia z przedmiotow laboratoryjnych moga odbywac
sie tylko w laboratoriaoh. Powyzsze ozynniki powodujg, ze pro-
blem sal jest problemem kluozowym w warunkaoh szkoty wyzszej.

Powyzsze ograniozenia dobrze opisuja maoierze tréjwskazni-

kowe: U a [mjir] J-1*.____. Si 1=1*____. s;

r=1, ..., p, ktéorej etomenty przyjmuja wartos¢ 1, jezeli za-
jecia z pr dla gj mogg odbywac¢ sie w s, zas 0 w przeoiwnym
przypadku oraz maoierz bl = [Aa~r] 1=1, ..., w;

1=1, ... ,s{r=1, ..., p, ktérej elementy przyjmuja war-

tos¢ 1, jezeli w opinii w» sala s© jest odpowiednia na zaje-
oia z pr, zas 0 w przypadku przeoiwnym.

Ponizej wprowadzimy pojeoia macierzy rozporzadzalnosci
zbioréw W, G i S.

Definicja 1

Macierz A= [a™] 1 =1* ... ,w; K= 1___._. - nazy-
wac¢ bedziemy maoierza rozporzadzalnosoi wykdadowoow wtedy 1
tylko wtedy, gdy
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11, Jezeli w, jest wolny w hje,
*

0, jezeli w™ jest zajety w h™.

Analogicznie definiujemy maoierz rozporzadzalnosoi grup
Ba[bjkd jJ.a1,....,,9] k=1, ... , h oraz maoierz rozpo-
rzadzalnosoi sal Cs [°ik] 1- 1* eee * g* k=5 *I» eeee» p.

1.?. Drzewo wydziatu

Jak wiemy wydziat wyzszej uozelnl sktada Sie z wielu grup,

przy ozym niektdre z nioh mogg mie¢ pewne zajeola wspélne»
Oznaoza to, ze zbidor G etanowi poédstrukture gorng, ktorej w
spos6b jednoznaozny mozna przyporzadkowa¢ drzewo wydziatu.

Za Kreozmarem [4] podamy notaoje nawiasowg drzewa wydziatu.

w

Rys. 1. Przyktad drzewa wydziatu

Oznaczenia» W - wydziat, R - rok, G - grupa dziekanska,
S - specjalnosé, T - speojalizaoja
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Bedziemy méwicé, ze stowo* W(R1(G1l, G2, G3).R2(Gl, G2)
R3(S1, S2, S3)R4(S1 (T1, T2>2(tl, T2, T3))) jest notacjg na-
wiasowa drzewa wydziatu.

Drzewo wydziatu mozemy opisa¢ rowniez relacjg dwuczdonowg
4 ¢ G x G, okres$long nastepujaco:

gig6j<===>(«ic 5j) »(J C K,)

co oznaoza, ze dwie grupy g” 1 gj (traktowane tutaj jako pod-
zbiory G) sg w relaoji 9 wtody i tylko wtedy, gdy ¢ jest
podgrupa gj np- specjalizacja danej specjalnosoi lub tez gl
jest podgrupg g~. Dla dalszyoh celdéw okreslimy zbior

GBl = {jJj* gf €9~ } jako zbior tyoh grup, ktore nie moga mieé
jednoczes$nie zaje¢ z g”.

NN» Deflnioja dopuszczalnego rozkkadu zajec
Definioja 2

Rozktadem zaje¢ bedziemy nazywali ozterowskaznikowg macierz

boolowslcag R = [*1;jkI] i « 1, ..., w; J =1, ... ,d,
Kk>1, .... ,h; 1 »1, ... ,s, gdzie

1, jezeli WL ma zajeoia z gj o godz. Hj. w s
etjki 0 w pozostatyoh przypadkaoh.
Jednakze tak zdefiniowany rozkdad zajec¢ dopuszcza mozliwosc¢
kolizji.
Definicja 3

Dopuszozalnym rozktadem zaje¢ bedziemy nazywali rozkdad za-
jec¢, ktory spednia nastepujgce warunki:
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i=1 1=1 rijkl < 1 0)
w

£ rijkl < 1 @
w S

£ £ J-er rijkt <1 dla Us 1=t g ©)

w h S
5 é rijkl R djr 4

A * £
h S
E rijkl _ ¢ “r, * dir 5
=1 Fd ®
k+np
jezeli rijkl < riJk+1l to £ rijk,.1 a n_ (®))
K~ !
ijkl < mjlr * nilr ©)
rijkl < aik * bjk * °lk ®
dla kazdego 1 > 1,...., vl =1, ... , 0%

KS lfeee ]| h; 1 B 11 **» , S

Jest"oczywiste, ze w™ w hk moze mie¢ zajeoia tylko z jedng
grupa i tylko w jednej sali» Oznaoza to, ze suma elementéw roz-
ktadu zaje¢ po wszystkioh j Oraz 1 winna by¢ réwna O lub 1, oo
zapisujemy uzywajac symbolu 4 1. Analogiczne rozumowanie prze-
prowadzamy dla s™ otrzymujgo warunek (2). Warunek () jest roz-
szerzeriiem warunkéw (@) i (@ na warunek, aby zadna podgrupa
nie miata zaje¢ réwnoozesnie 2 By Warunki @) i G) méwig, ze
godzinowe oboigzenia g™ oraz winny ty¢ zgodne z < Qq, DO>
Warunek (6) jest warunkiem oiggtosoi zaje¢. Warunki @) i @A
méwig, ze zajeoia mozemy planowa¢ tylko w tyoh salaoh oraz ter-
minach, ktére sa wolne i odpowiadaja zaréwno g jak 1 w™»

Jaie wynika z definicji J rozktad zaje¢ jest maoierzg boolow-
ska, ktdérg mamy zbudowa¢ wyotiodzgao ze zbioru zatozen
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<Q0, DO> » funkoji n, drzewa wydziatu oraz ograniozen ozaso-
wyoh A, B, Ci pomieszozeniowyoh U, N. Rozkd#ad dopuszozalny
bedziemy konstruowali poczynajgo od maoierzy RO, ktdérej wszyst-
kie elementy eg zerami, a nastepnie wypedniajac ja jedynkami
w taki sposOb, aby ostatecznie maoierz R spedniata warunki roz-
k#adu dopuszozalnego. Po wstawieniu serii nr jedynek do maoie-
rzy R musimy zmniejs”6 odpowiedni element g~r maoierzy Q i d*r
maoierzy D o jeden. W ten sposéb otrzymujemy ciag RQ,

RN ... W.,.... rozkktadow zaje¢, ktory winien w skoiozo.*-
nej liozbie krokéw dojs¢ do rozkdadu dopuszozalnego, oraz oiag
CQO, Dg> , D1> Dt> ,... maoierzy zato-

zen, ktore winny dazy¢ do maoierzy zerowyoh. Na ogét pierwsze
przyblizenie R™ bedzie narzucone z goéry, poniewaz zajecia z
pewryoh przedmiotéw bedg musiaty odbywa¢ sie w okrestonyoh go-
dzinaoh i salach*

Po wprowadzeniu pewnyoh poje¢ pomooniozyoh mozna poda¢ nie-
réwnosoi jakie musi spednia¢ maoierz RN, aby mégt istnie¢ roz-
k#ad dopuszczalny. Nierdéwnosci te, ianalogiozne do nierdéwnosoi
Halla [3], ea warunkami koniecznymi Istnienia rozk#adu dopusz-
ozalnego w sensie definioji 3*

1.5. Prateglad metod uktadania rozkdadoéw zajecC

Jak wspominalismy w p. 1.4 rozktad zaje¢ bedziemy konstruo-
wali poozynajgo od maoierzy RQ lub R”, a nastepnie wypednia-
jac ja jedynkami tak, aby ostateoznie spedniata warunki
@) t (8)- W zaleznosoi od sposobu wypedniania macierzy R
jedynkami wyrézniamy metody deterministyozne i probabilistycz-
ne ukdadania rozktaddéw zajec.

Na wstepie przez Za |zn|] m™* 1,»...., z oznaozymy zbidr
zajec¢* kazde zajeoie interpretowa¢ bedziemy jako uporzadkowa-
ng tréjke <wl, gj, pr> , przy czym spednione muszg by¢ wa-
runki i

<wlif g;J, pr> € Z => (dir = qjr> 0

<wit gJF pr> 4 <wa, gb, POO=HJ *wW VvV (r 7/ o)
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1*5»1» Metody deterministyczne

Metoda heuryatyozna

Metoda ta [4, 6, 12, 1J, 17] polega na wypednianiu poozat-
kowej-maoierzy RQ lub 1l kolejno wedtug pewnyoh kryteridw.
W tym oelu w kazdym kroku algorytmu dla kazdego niezaplanowa-
nego zajeoia zm oblicza sie wielkosoi P/N, P ~N itp. majag-
oe sens swobody, gdzie»

P - liozba godzin rozporzadzalnyoh
N - liozba godzin, ktére winny by¢ zaplanowane

W trakoie obliozen staramy sie zaohowa¢ te wielkosoi mozli-?
wie jak najwieksze. Jezeli w kolejnym kroku algorytmu dla pew>
nO0go zm swobc<ia osiggneta wartos¢ minimalng nie doprowadzajac
do rozktadu dopuszczalnego, nie oznaoza to, ze rozkdad dopusz-
ozalny nie istnieje. W tym przypadku nalezy oofna¢ sie do kro-
ku poprzedniego, odtworzy¢ poprzedni stan maoierzy R i <Q, D>
i probowa¢ utozy¢ rozkdad zaje¢ poczynajgo od innego zajeoia,
dla ktérego rowniez swoboda osigga minimum.

Metoda heuiystyozna jest metoda najszybszg, a dzieki temu
najszerzej stosowang. Do jej wad nalezy zaliozy¢ mozliwosc
uzyskania tylko jednego rozwigzania (o ile ono istnieje dla
danych zatozen) oraz brak pewnosoi ozy rozwigzanie takie w ogo6-
le nie istnieje, jezeli algorytm nie doprowadzi+ do rozkdadu

dopuszozalnego.

Metoda kolorowania grafow

Powyzszyoh wad nie posiada metoda kolorowania grafow. Pole-
ga ona na sprowadzeniu zagadnienia ukdadania rozktadu zajec
do problemu kolorowania grafu. W tym oelu przyjmuje sie bar-
dziej og6lng definioje dopuszozalnego rozktadu zaje¢ wprowa-
dzajac rodzine zbioréw P a jz», z22,..., zm, h™, ..., h™j oraz
relaoje binarng TCc F x F wzajemnego wykluozania sie zajec¢
i godzin. Graf E = <F, TC> , gdzie F jest zbiorem wierz-
ohotkéw, a T zbiorem krawedzi, nazywamy grafem rozkdadu za-
jec¢. Kreozmar [5] udowodnit nastepujgoe twierdzenie
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Twierdzenie Kreozmara

Rozktad zaje€ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy liozba
ohromatyczna gi“afu E jest rowna liczbie elementéw zbioru H
(E jest h-chromatyozny).

Algorytm skdada sie z dwéch etapow. W pierwszym otrzymuje-
my wszystkie rozkdtady zaje¢. Etap drugi zajmuje sie wyznaoza-
niem sal. W spos6b analogiczny jak w pierwszym etapie problem
ten sprowadza sie do kolorowania grafu.

Metoda kolorowania graféw daje Ham wszystkie rozwigzania»
tym sanym umozliwia eliminaoje rozwigzan niewygodnyoh. W przy-
padku praktycznym, gdy okaze sie, ze rozkfad zaje¢ nie istnie-
je, pojawia sie interesujacy problem: jak nalezy przeksztatoic
zatozenia zadania, aby przy minimalnej liozbie zmian uzyskac
rozwigzanie. latanie to postawione przez Kreozmara [5] jest
zwigzane z pojeoiem grafu krytyoznego.

Efektywnos¢ tej metody jest Soisle zwigzana z efektywnos-
ciag algorytmow kolorowania grafu,dla ktéoryoh ozas dziatania
proporojonalny jest do 2. W przypadku duzego wydziatu algo-
rytm wymaga odwodywania sie do pamieci zewnetrznej, co bardzo
niekorzystnie wptywa na czas obliczen. Jest to istotna wada
tej metody.

Metoda kombinatoryozna

Metoda ta [7] polega na wypednianiu jedynkami poczgtkowej
maoierzy RQ zgodnie z zatozeniami <QO0*DQ> , a nastepnie
przesuwaniu jedynek kole jno Iwe wszystkioh mozliwyoh kombina-
cjach. Liozba otrzymywanyoh rozwigzan zalezy od tego, ozy pro-
ces ten prowadziner do momentu otrzymania pierwszego rozktadu
dopuszozalnego, ozy tez kontynuujemy go do momentu otrzymania
rozkdadu poczagtkowego*

Najbardziej znang metoda kombinatoryczng pozwalajgcg na
skrécenie czasu obliczen dzieki omijaniu serii rozkdadoéw nie**
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dopuszozalnyoh jest metoda kombinaoji zwartyoh [i, 2] oparta
na twierdzeniu Halla [3]» Twierdzenie to podaje warunki ko-
nieozne istnienia rozktadu zaje¢, ale nie okresla warunkéw do-
statecznych. Gotlieb i Csima [2] podali kontrprzyk#ad o wy-
miaraoh 3 x 3 x J, w ktorym rozkdad zajeé nie istnieje mimo
spednienia warunkéw Halla. Czas dziatania metody proporcjonal-
ny jest do 2n; Lione [16] zaproponowat modyfikaoje algorytmu,
ktora daje ozas proporojonalny do n

Powazng wadg metody jest mata mozliwosS¢ zastosowania jej
w przypadku szkoty wyzszej oraz brak pewnosci uzyskania roz-

wigzania.

Programowanie liniowe

W przypadku wyzszej uozelni zadanie traktuje sie jako sytua-
oje konfliktowg i1 rozwigzuje za pomoog metod programowania li-
niowego [B]- Istnieja réwniez proby zastosowania programowania
oatkowitoliozbowego [9]. Jak sie wydaje istnieje réwniez moz-
liwos¢ zastosowania programowania dwuwartosoiowego do rozwig-
zania tego problemu.

Oprooz metod wyzej wymienionyoh istnieja proby zastosowania
innyoh teorii do ukdadania harmonogramow zaje¢ dydaktycznych,
jJjak np. programowania pseudoboolowskiego [14], ozy tez metody
przeptywow w sieciach [15] = Jednakze autorowi nie sg znane»
jJak dotyohczas, realizacje maszynowe tych metod w zastosowaniu

do szkét wyzszych, ioh efektywnosc¢ itp.

1.5*%2. Metody probabilistyczne

Metoda “orzed- rgggRa™

Metoda ta [10] polega na wypednianiu jedynkami macierzy R
w dwu krokaohi

1. generowanie kolejnego elementu w sposéb losowy,
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2. sprawdzenie ozy aktualny stan R nie jest sprzeczny z warun-
kami (@) t (8). Jesli jest sprzeczny, ustalony ostatnio
element usuwamy i przechodzimy do punktu 1.

Metoda ta wymaga stosowania generatora liczb losowych. Jest
ona mniej efektywna niz metody deterministyczne na skutek sto-
sowania loeowego bdgdzenia i nie znalazta szerszego zastosowa-
nia.

Metoda mieszana

Lepsze efekty daje metoda mieszana. Polega ona na otrzyma-
niu rozktadu dopuszozalnego w dwu otapaoh:

1. wygenerowanie w sposob losowy dowolnej maoierzy R o okreslo-
nej przez <QO» Dg> i funkoje n liczbie elementéw = 1,

2. peimutowanie wedtug pewnyoh kryteriow elementdw macierzy R
tak, by spedniata ona wszystkie warunki rozk#adu dopuszozal-
nego.

W etapie drugim mozna zastosowa¢ metode minimum sprzecznos-
ci Lazaka [li]-. Algorytm ten w kazdym kroku przesuwa serie je-
dynek odpowiadajgoa danemu zfli, przy czym kazdemu nowemu podo-
zeniu zm odpowiada tzw. indeks sprzeoznosoi im bedacy sumg tyoh
elementéw, ktéore nalezy usungé¢, aby dane potozenie zm uczynic
dopuszczalnym. Lazak proponuje w kazdym kroku wybiera¢ zm, dla
ktdérego im osiggnie minimum, gdyz w ten sposéb najszybciej
doohodzi sie do rozktadu dopuszczalnego.

2. OPIS REALIZACJI SYSTEMU PROGRAMOW DLA EMC ZAM 41(C

Ponizej podamy opis programow zrealizowanych w Instytucie
Informatyki Politechniki Gdanskiej umozliwiajacych automatyza-
cje uktadania rozkdadéw zaje¢ dla Wydziatu Elektroniki Politech-
niki Gdanskiej. Programy napisane zostaty w jezyku PJP dla ma-
szyny ZAM 41 CC.
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2«1. Opis systemu programéw

W skdad systemu wchodzg nastepujgoe programy:

1. wozytywanie danych wejsoiowyoh,
algorytm uktadania rozktadu zajec,

3. testowanie wynikow,

4. drukowanie wynikow,

5* drukowanie listy wyk#adowcéw,

6. drukowanie listy grup,

7. drukowanie listy sal,

8. drukowanie listy przedmiotdw,

9 drukowanie instrukoji,
10. korekta tasmy perforowanej.

Programy wraz z danymi zostajg wozytane do pamieoi bebnowej
32 k. Wyboru programu dokonuje operator, wypisujgc na monitorze
instrukoje poleoajgog przesta¢ zadany program do pamieoi ope-
racyjnej o pojemnosoi 12 k.

Program drukowania listy wykdadowcéw wypisuje na drukarce
wierszowej stopnie i1 nazwiska wykdadowodw oraz przypisuje im
numery. Program sporzadza po dwie listy dla pracownikéw Wydzia-
4+u oraz pracownikow z zewnatrz. Listy te stuzg jako formularze
do pisania danych.

Program drukujgcy liste grup sporzadza siedem list po jed-
nej dla kazdego instytutu i oztezy dla pracownikéw z zewnatrz.
(Na Wydziale znajduja sie trzy instytuty, ktoére ksztatog stu-
dentow na trzech kursach: magisterskim, inzynierskim i wieczo-
rowym oraz na studiach doktoranckich i podyplomowyoh. Rozk¥ady
zajeC€ dla studiow mogg by¢ rowniez ukdadane przez maszyne, o
ile 1oh zajeoia odbywajg sie oyklem tygodniowym). Kazda lista
sktada sie z trzech ozesci, po jednej na kazdy kurs. Kazdag jej
0zesC tworza nazwy grup i przyporzadkowane im numery w kolej-
nosci od roku pierwszego do ostatniego. Kazdy kurs ma osobng
numeracje.

Analogicznie dziatajag programy drukowania list przedmiotow
i sal.
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Program drukujgoy Instrukcje sporzadza opis ozynnosci wyko-
nywanych przez wyk#adowoéw w celu zakodowania danych dla ma-
szyny.

Pliki dokumentdow sktadajgce sie z list wykdadowcéw, grup,
sal, przedmiotéw i instrukoji sg przesytane do poszczegdlnych
instytutéow. Pracownicy wypedniaja formularze zgodnie z instruk-
cja, umieszozajac na nich informacje o zajeoiach i czasie za-
strzezonym. Informacje te z kolei wypisywane sg na tasmie per-
forowanej, ktdora stenowi dane dla maszyny.

Po zakonozeniu algorytmu uruohamiany jest program testujag-
oy wyniki. Sprawdza on ce=r otrzymany rozktad jest dopuszczal-
ny. O ile tak jest, iniojuje program drukowania harmonogramu.

W dalszej ozesSci zajmieny sie wykacznie programem realizu-
jJacym algorytm ukdtadania rozkdadu zaje¢ oraz postaoig danych
wejsciowych 1 wynikow.

2.2. Algorytm

Ponizej opiszemy algorytm heurystyczny, ktéry zostat wybra-
ny do realizacji zadania. Na wstepie wprowadziny pojecia pomoo-

nicze.
\"

Przez Wr = ~i: dir > o} oznaczyny zbiér wyktadowodw przed-
miotu pr, przez Gr = {j: > o0} zbidr grup majgcych miec
zajeoia z pr, nastepnie przez ST > jl: nilr . T4 r > o}
zbior sal dogodnych dla w™ 1 g™ na pr, wreszcie przez
Hk = {hk* hk+1**"*» ~c+n-1} interwat n kolejnyoh godzin,
poczawszy od k-tej.

Definicja 4

Wektor = [yg]l 1 €Wp, j eCGp, K e H bedziemy nazy-
wali wektorem dopuszczalnych potozen pr dla w™ i1 g© wtedy

i tylko wtedy, gdy
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1, jezeli w”~, g~ 1 odpowiadajgca im s, sag
Ark wolne w Hjfr,
0 w pozostatych przypadkaoh.

Dla kazdego elementu zm e Z musimy ustali¢ tyle kolejnych
godzin, w ktoryoh WjL, gj oraz sa jednoczesnie wolne, ile wy-
nosi nr. Po znalezieniu takiego HEr musimy wprowadzi¢ zmiany
w macierzach rozporzadzalnosci A, B i C, a nastepnie zmniej-
szy¢ d™r 1 qjr o jeden. Przypuscémy, ze mamy wprowadzi¢ do roz-
k#adu kolejne zajecia. Nasuwaja sie nastepujgce pytania:

1. od ktérego elementu zm winnismy te prooedure zaczacé,

2. jezeli wybralisny juz Zjn, to ktora sale i w jakim terminie
nalezy mu przydzielic.

Definicja 5

Swobodg zajeoia z~, m = 1,..., z nazwiemy liozbe catkowityg

nieujemng sm zdefiniowanga rownosoia

W g

Oznaczmy przez Z a |zm » sm = O} zbidr zaje¢ niezaplano-
wanych. Wybieramy to 2z~ , dla ktérego swoboda osigga wartosc
minimalng, gdyz wybér innego z», m 4« mogdby nie doprowa-
dzi¢ do rozkdtadu dopuszczalnego. Jezeli Bn = 0, to z* usuwa-
my z Z wpisujac do Z i prébujemy zaplanowaé pozostate zajecia.

Postaraja sie zatem ustali¢ termin dla oraz przy-

li¢ mu sale.

Kryterium wyboru terminu i sali

Jezelil wartos¢ s» jest wieksza od pewnej wartosci progo-
wej p, wybér terminu i sali nie jest tak istotny jak w przy-

padku przeciwnym i zdajemy sie tutaj na zasade wyboru najmniej-
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szej sali 1 najwoze$niejszej godziny. Zatézmy zatem, ze
8&n ,P © Oznaozmy_przez = {K »y*£ = i} zbior wszyst-
kich godzin, ktdore moga stanowi¢ pierwszg godzine zaje¢ dla

<iMi* 6J* pr>>zas Przez Zp = (zm 1 sm * p}zbidr wszystkich za-
jec¢, dla ktéryoh swobody nie przekraczajg wartosci progowej p.-

Definicja 6

Swobodag uk#adu w punkoie (k, 1) dla z” nazwiemy liozbe

st iy = 5@’1 8
/i

gdzie Zp - liozba elementdéw zbioru Zp, zas £n warto$oi swo-
boéd, jakie bydyby gdyby do rozk#adu wstawi¢ z”~ o hk w s\

W kazdym kroku wybieramy ten termin i te skale, dla kto-
ryoh S°4k, 1) osigga maksimum, gdyz wowczas mozliwosci wsta-
wienia pozostatyoh zaje¢ zmniejszaja sie minimalnie.

Sie¢ dziatan algorytmu pokazano na rys. 2.

Wartos¢ progowa p wprowadzilisngr w oelu przyspieszenia
dziatania algorytmu w poozatkowej fazie obliczen.

2.?. Dano wejsoiowe
Dane do maszyny wprowadza sie w nastepujgoej kolejnosci*

1. drzewo wydziatu w notaoji nawiasowej,

lista przedmiotow laboratoryjnyoh z podaniem sal«
lista przedmiotéw nielaboratoryjnyoh,

4. lista wyktadowodw potgozona z macierza A,

lista grup potgozona z macierzg B,

lista sal potgozona z maoierzg C,

numery sal uprzywilejowanych,

lista zatozen*

<N

O N o g
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Rys. 2. Sie¢ dziatan algorytmu

Oznaczeniat
fi - godzina rozpoczecia zajecia z"
"Tif' - nr sali, w ktérej bedzie odbywac¢ sie z,,

y » - wartos¢ y E po wprowadzeniu af do rozkdad*
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Obok kazdego wyktadowcy (grupy, sali) podany jest wykez
godzin zajetych.

Wozytanie najpierw drzewa wydziatu w postaci trzech osob-
nyoh drzew pozwala pominga¢ wykaz godzin zajetyoh w lisoie nr 5
gdyz sg one zwykle takie same dla oatego kursu.

Umieszczenie numerow sal w lisoie nr 2 pozwala pomingc¢ te
informacje w lisoie nr 8. -

Lista nr 6 sktada sie z dwéoh ozesoi. W pierwszej podano nu
mery sal laboratoryjnyoh w kolejnosoi zgodnej z lista nr 2.
W ozesoi drugiej podano sale audytoiyjne w kolejnosoi od naj-
mniejszej do najwiekszej.

Sale wymienione w lisoie nr 7 sg uprzywilejowane w tym sen-
sie, ze jezeli sala taka zostanie wymieniona w lisoie nr 8, to
musi byC¢ przydzielona na zajeoia.

Lista nr 8 stanowi wykaz zaje¢ prowadzonyoh przez poszoze-
goélnych wykdadowcéw. Po prawej stronie numeru ewidenoyjnego
wykdadowoy zestawia sie wszystkie jego zajeoia. Kazde zajeoie
zamkniete jest w okrggtyoh nawiasaoh. Wyrézniamy trzy typy za-
Jecx
1. laboratoryjne, np* (2, 13, 7-M), oo oznaoza, ze dany wt

ma prowadzi¢ zajeoia dwugodzinne z pr nr 13 dla gj nr 7

kursu magisterskiego w sali, ktdéra zostata podana na lis-

cie nr 2,

2. audytoryjne, np. (1, 25, 23-1» 5)* 00 oznaoza» ze dany w®
ma prowadzié¢ godzine zajeé z pr nr 25 dla gj nr 23 kursu
inzynierskiego w s™ nr 5 z listy sal audytoryjnyoh, o ile
jest ona uprzywilejowana lub s™ o numerze >5%*

N

3. narzucone, np. (2, 21, 5-*» 8, 5, 16), oo oznaoza, ze dany
w~ bedzie prowadzi4 dwie godziny zaje¢ z pr nr 21 dla g©
nr 5 kursu wieozorowego w s nr B, w pigtek od godz* 16.00
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2.4. Sktadnia danyoh

Symbole podstawowe

<ntera> u= alplcldlelflolhlililk P blollallsltivivix b 12
<oyfra> t*= 0]1]2];-5]415I8]17]8]9
<ogranioznik> t« ,|.|-P1 (1)

Wyrazenia pomoonloze

<nazwa> its <litera> I<nazwa> <litora >| <nazwa> < cyfra>
<tiozba oatkowita bez zn.> *J= <oyfru> |cliozba catkowita bez
zn.> <oyfra>

<para liozb> Ma < liczba oatkowita bez zn.> , <liozba oatkowita
bez zn«>

oigg liozb> «»=<para liozb> |coiag liczb> ,<liozba oaltkowita
bez zn.>

«przedziat nzaeu> »t=< liczba oatkowita bez zn.> - <liozba oakt-
kowita bez zn.>

coiagg przedziakdéw ozasu> ll= <przedziat ozasu>|<oigg przedzia-
46w ozasu> ,< przedziat ozaeu>

<oigg przedziatdéw ozaeu dnia> »»=<liczba oatkowita bez zn»>
(<oigg przedziatédw ozaeu>)

<oigg przedziatéw ozasu tygodnia> t»= <oiag przedziatéw ozasu
dnia> |
<oigg przedziatéw ozaeu tygodnia>
<oigg przedziatow ozasu dnia>

<wykaz godzin zajetych>««a O]<oiag przedziatéw ozasu tygodnia>
0

Drzewo kursu

<podziat roku>: »=<liozba oatkowita bez zn.>|<liozba oatkowita
bez zn.> (Coiag liozb>)|<podziat roku> ,

< podziat roku>
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<oigg lat> »»a<liozba oatkowita bez zn.> (<podziat roku>) |
<oigg lat>, Cliozba oatkowita bez zn.>

(<podziat roku>)

.<drzewo kursu> »t= 0 (Coiag lat>)

Lista przedmiotéw laboratoryjnyoh

<li3ta przedmiotéw laboratoryjnyoh> »:= <nazwa>Q<#*iozba oak-
kowita bez zn.>] dieta przedmiotéw labora-

toryjnych”™ <nazwa>"2. <liozba oatkowita

bez zn.>

Liata przedmiotéow nielaboratoiyjnyoh

<Glista przedmiotéw nielaboratoryjnyoh> i»= < nazwa>S3|<lista
przedmiotéw nielaboratoryjnyoh> <nazwa>&

Listy wykdtadowoow, grup 1 sal

<odoinek listy> ll= <nazwa>C><wykaz godzin zajetyoh>
<lista sal> ii»<odoinek listy> |<lista aal> <odoinek listy>

< lista grup>ti= <lista sal>
< lista wyktadowodéw> 1 <lista sal>

Numery saluprzywilejowanych

<numery sal uprzywile jowanyoh> 1= <oigg liozb>

Lista zatozen

<grupa>t»=s <liozba oatkowita bez zn«> - m |<liozba oatkowita
bez zn.> - 1] <liozba oatkowita bez zn.> - W
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<zajeoie> tts (<para liczb> ,<grupa>)| (<para liozb> , <grupa>,
<liozba oatkowita bez zn.>) | (< para liozb> ,
<grupa> ,< liozba oatkowita bez zn.> , <para
Hozb>)

<oigg zajec> to»<zajeoie> |< oigg zajec¢> <zajeoie>

<odoinek listy zatozen>::= c4iozba oatkowita bez zn.>.<ciag
zajeo6> 0

<lieta zatozeA> ::e codoinek listy zatozen>|<lista zatozen>
<odoinek listy zatozen>

2.5» Posta¢ wynikow

Wyniki programu wyprowadza sie na drukarke wierszowg w do-
wolnej liczbie.egzemplarzy. Najpierw drukowana, jest lista za-
je¢ niezaplanowanyoh (o ile istniejg), nastepnie zajecia zapla-
nowane w trzeoh wersjach»

T. uporzadkowane wed¥ug numerdow ewidencyjnych listy grup w ko-
lejnosci: kurs magisterski, kurs inzynierski, kurs wieozo-

rowy,

2. uporzadkowane wedtug numeréw ewidenoyjnych listy wykdadow-
cow w kolejnosci: Instytut Informatyki, Instytut Telekomuni-
kacji, xns"Gytut Tecnnoiogii JSleKrronicznej, praoownioy z
zewnatrz,

3. uporzadkowane weddug numeréw ewidencyjnyoh listy sal w ko-
lejnosoi: sale laboratoryjne, sale audytoryjne.

Rozktad zaje¢ dla kazdego wykdtadowcy (grupy, sali) podany
jest ohronoiogioznie. Na rys. 3 podano rezultaty dziatania sys-
temu programow dla semestru zimowego 1971/72.

Egzemplarze pierwszej wersji przesytane eg do dziekanatu,
zas$ drugiej do poszozegdlnyoh instytutéw. Egzemplarze trzeoiej
wersji do Dziatu Nauozania oraz stuza jako oboigzenia sal.
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ROZKLAP ZAJEC DLA WYDZIAtU ELEKTRONIKI P.G.
KURS MAGISTERSKI
RAK IM
PONIEDZ. 12-14 DOC. DR BOJARSKI SALA CH 215 FIZYKA
SRODA 9-11 MGR BESALA SALA 4016 MATEMATYKA )
CZWARTEK 7- 9 DOC. DR SYNOWIECKI SALA 213 FILOZOFIA MARKSISTOW
CZWARTEK 9-11 DOC. DR DOBROWOLSKI  SALA CH 215 CHEMIA
CZWARTEK 11-1.2 MGR LASOTA SALA 213 RYSUNEK TECHNICZNY
SOBOTA 9-11 MGR BESALA SALA 462C  MATEMATYKA
GRUPA 1 ROK 1/M
PONIEDZ. 8-11 MGR SZMYTKOWSKI SALA 415 FIZYKA-LAB.
PONIEDZ. 11-12 MGR KILIAN SALA CH 215 RYSUNEK TECHNICZNY
SRODA 7- 9 DOC. DR SYNOWIECKI SALA CH 112 FILOZOFIA MARKSISTOW
SRODA 11-12 MGR RUDAK SALA NE 3  ROSYJSKI
SRODA 12-14 MGR IDZIAK SALA A .S.0. WYCHOWANIE FIZYCZNE
ROZKELAD ZAJEC DLA WYDZIALU ELEKTRONIKI P.G.
INSTYTUT INFORMATYKI
PROF. DR SEIDLER
WTOREK 9-12 AUTOMATYKA ROK 5/M SALA NE 505 TEORIA INFORMACJI
DOC.DR BARTKOWSKI1
PONIEDZ. 9-11 AUTOMATYKA ROK 5/M SALA NE 505 OBWODY FUNKCJONALNE M.C.
CZWARTEK 9-11 ROK 4/M SALA 217? PROGRAMOWANIE M.C.
CZWARTEK 11-1? AUTOMATYKA ROK 5/M SALA 401E  OBWODY FUNKCJONALNE M.C.

SALA 213

CZWARTEK 7- 9 ROK 1M, DOC. DR SYNOWIECKI
CZWARTEK 9-11 ROK 4/M DOC.DR BARTKOWSKI
CZWARTEK 11-12 ROK 1/M MGR LASOTA
CZWARTEK 13-15 MIERNICTWO ROK3/1 MGR NOWAKOWSKI
PIATEK 8-10 ROK 2/M DOC. DR PALCZEWSKI
PIATEK 11-13 ROK 2/1 DOC. DR MATUSEWICZ
PIATEK 13-15 GRUPA 2 ROK 2/1 MGR BESALA

SOBOTA 7- 9 ROK 5/M DR LASKI

SOBOTA 9-12 ROK 3/M PROF. DR GRABOWSKI

WYKONALA MASZYNA CYFROWA ZAM 41 ALFA

INSTYTUT

Rys.

INFORMATYKI1

3. Posta¢ wynikdw koncowych

FILOZOFIA MARKSISTOW.
PROGRAMOWANIE M.C.
RYSUNEK TECHNICZNY
PODSTAWY MIERNICTWA
MATEMATYKA

LAMPY ELEKTRONOWE
MATEMATYKA . *
PROGRAMOWANIE M.C.
TEORIA POLA

POLITECHNIKI GDANSKIEJ
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2.6. Parametry systemu

Czas

Podane ozasy zmierzone zostaly dla nastepujacyoh danyohi
125 przedmiotéw, 189 prowadzgoyoh, 1?0 grup, 51 sal, 488 zato-
zen. Otrzymanoi

okoto 4 min.
okoto 5 godz. 15 min.

1. ozas ozytania danyoh
2. ozas obliozen dla p s 10

3. czas drukowania wynikéw (2 egz.) - okoto 55 min.

Podziat pamieoi bebnowej

1. system programow - okoto 5000 s¥ow
2. maoierze A, B i C - 3648

3. lista wyktadowodéw - 2000

4. lista grup - 2500

5« lista sal 500

6. lista przedmiotéw - 1500

7. drzewo wydziatu 400
6* lista zatozenh 2400

Na rozporzadzalnos¢ w tygodniu salg (grupa, wykdadowca)
przeinaczono 6 s#dw 24-bitowyoh.

Ograniczenia obowigzujgce system

1. maksymalna liozba wykdadowodw - 256
2 . maksymalna liozba grup - 256
3. meksymalna liozba sal laboratoryjnych - 64
4. meksymalna liczba sal audytoryjnyoh - 32
5. meksymalna liozba przedmiotéw - 256
6. maeksymalna liozba przedmiotéw labo-
ratoryjnych - 100
7. maksymalna liozba zalozen - 1200

8. meksymalny wymiar przedmiotu - 7
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3. ZAKONCZENIE

0 mozliwoSciach eksploatacyjnych systemu najlepiej Swiadczy
fakt, ze byt on z pozytkiem wykorzystany do uktadania rozkiadu
dla Wydziatu Teohniki Elektronicznej Uniwersytetu w Roetocku.
Program realizujacy algorytm ma jednak zasadniczg wade. Jest
nig jakos¢ rozwigzania. Jak wspominalismy, wybrana metoda nie
pozwala na optymalizaoje rozktadu zaje¢. Rozktad zajec¢ zapro-
ponowany przez maszyne nalezy traktowa¢ jako pierwsze przybli-
zenie rozkdadu zaje¢, ktory bedzie obowigzywal. Jezeli istnie-
je koniecznos¢ nalezy dokona¢ drobnych korekt, ewentualnie wsta-
wi¢ zajeoia niezaplanowane.

Nowe metody np. kolorowanie grafow, wyprzedzajg jeszcze moz-
1lwosoi wspodczesnyoh EMC, a poza tym nie ujawniajg nierozwig-
zalnosoi zadania w poozatkowym etapie obliczeh. Niemniej wpro-
wadzanie coraz to szybszyoh maszyn pozwoli je z pozytkiem wyko-
rzysta¢. Tymozasem duze ustugi mogg odda¢ metody konwersaoyjne-
go uktadania plandéw zajec¢. Polegajg one na wspotdziataniu ozto-
wieka 1 maszyny, jego kontroli i ingerencji w prooes oblicze-

niowy.

Na.marginesie warto zwréci¢ uwage na fakt, ze algorytmy te-
go typu po wprowadzeniu drobnych zmian pozwalaja na ukdadanie
harmonograméw sesji egzaminacyjnej, ozy tez planowanie urlopow,
a nawet na projektowanie rozmieszczenia surowodw w magazynaoh
chemicznyoh.

Autor wyraza podziekowanie Panu doo. dr inz. Tadeuszowi
Bartkowskiemu za uwagi krytyozne, ktdre zostaty uwzglednione
w redakoji tej pracy.
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MPOB/IEMb COCTABNEHIA PACTIMCAHUA 3AHATIN B BLICUIMX YYEBHbIX
3ABEEHWAX C MPUMEHEHWEM LA®POBBIX BbIYUCIUTENBHBIX MALH

Pe3tome

Be
acnucat

nax n o 3
HUS 3aHHTMM ﬁacch
TEeMp| ngorgamma pean 30BaH
CKOW [lONIMTEXHUKN.

aKTUYECKNX 3aHATUM B BHICWMX HbIX 3aBefe-

TOOB aropuTM3aynn CocTaseHus acnmc
eHWd 000CHOBaHbl H ”H e e chc-
bX B VHCTUTYTE WHGOpMATH

MeTOM §a6om ABNAETCA aHa/IN3 MaTEMaTMH%CKOVI MOZENn

n ['oaHb-

PROBLEMS OF COMPUTER AIDED UNIVERSITY TIME-TABLE ORGANIZATION

Summary

The subject of the paper is an analyels of a mathematical model
of leoture time-table in Universities and Academies and a review of
algorithmization methods of lecture time-table organization. General
considerations are supported by an example of a system of programs
realised ih the Institute of Informatics of the Gdansk Technical
University.
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