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In the paper some categorical models for proces
ses and processors are proposed. Processes are 
considered as categories which are some order
ings. Processors are considered as some catego
ries. A process of a processor is defined as a 
linear process with a functor into the given 
processor. A composed process is defined as a 
subcategory of the product of components. Com
posed processors are defined in a similar way.
A definition of an interaction of processors is 
given. The above mentioned notions are illus
trated by examples.

INTRODUCTION

The computation prooess notion is very essential in the 
computer aoience. It is espeoially clear in simulation where 
not only final result is important but also the computation 
process run and its similarity to the simulated process. There 
f o r e ,  a need arises to precise the prooess and computation pro 
cess notion and to explain the nature of processes.

It appears natural to consider a process as a category of 
a particular kind. Here, we shall uso the notion of so called 
small category only. Such a category is a set A with a coaposi 
tion rule according to which an element of/3e A io assigned to 
certain elements oceA, /ЗеА in such a way that the following 
conditions are satisfied:
(ci) if ct/3,/3j are defined then ( a / 3 )  ft, oc(/3^)are defined 

and identic,
(C2) if ( oc / O r  or /}(yor)is defined then {by- is defined,
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(Cj) each element oC has a left* unit oC~ and a right unit oc + 
(an element £ is called a left (right) unit of oc iff 
£a(oce)is defined and eft = /3, у £ = jp ’or every /3, j for 
which ф  ,yt is defined).

The elements of A are oalled morphisms. These of them which 
are units of others are oalled objeots. We denote objects by 
small latin letters. A category all morphisms and objects of 
which are respectively morphisms and objects of a category A 
is oalled a suboategory of A. The product of categories A, В 
is the category with pairs of morphisms of A and В as morph
isms and with the following composition rules

(а 1* /Ч) =(ocioc2* Ai/jO

It is denoted by Ax B. In a similar way the produot of any fa
mily of categories can be defined. A mapping f of a category A 
into a category В is called a functor if it preserves objeots 
and if f(oc) f(/3) is defined and

f(cc) f(/i)= f(ccfi)

whenever oc/3 is defined. If there exists the inverse funotor 
then f is oalled isomorphism and categories A, В are said to 
be isomorphic. Projections of the product A x B  onto A and on
to В are clearly functors. The injection of a suboategoiy A 
of a category В into В is a functor.

PROCESSES

In any prooess one oan indicate states of realisation and 
segments between states. Some of such segments are composed 
of others. Then the last follow immediately one after another. 
A segment composed of a segment oc and of a segment /5 which 
follows immediately after oc we denote by oc/3.

One oan agree that if ft follows immediately after oc and 
follows immediately after ft then f follows immediately 

after oc/3 and /3f follows immediately after oc . Moreover, the
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composition oan be considered as an associative operation so 
that the oondition (ci) is satisfied.

Farther, if jp follows immediately after of/3 then it fol
iowa immediately after /3 so that (сг) is satisfied. Final
ly, the oondition (cj) means that for every segment oc there 
exist some boundary segments oc“, oc+ whioh correspond respect
ively to the initial state and to the final one.

Beoauee a segment oc should represent all that what take 
place between states oc- and ос* the following oondition 
should be satisfied*
(Pi) if оc~ zs ft" and oc+ = ft+ then oc = ft.

Moreover, all segments containing a non-boundary segment should 
be non-boundary. Hence
(P2) if сeft is an object then oc, ft are objects.

As result, any prooess oan be considered as a oategory in 
whioh the conditions (Pi), (P2) are satisfied. Morphisms of 
suoh a oategory we call process segments. Segments whioh are 
objeots we call prooess states or boundary segments. If the 
composition ccft of sogments ос, ft is defined thon we say that 
ft follows immediately after oc.

Example 1. Let xQ, x.p x2 ,... be a sequenoe of elements of 
a set X. Let us consider a prooess A whioh oonsist in suooess- 
ive attaining the values Xq , x ,̂ x2,... by a quantity. Segments 
xm ,..., xm+n of the sequenoe Xq , x ,̂ x2,... oan be considered 
as segments of the prooess. Each eegment Хщ,..., Хд (m«n) we 
denote by m|x|n. For segments m|x|n, n|x|p one oan say on com
position

m|x|n . n|x|p e m|x|p 

The segments of the form m|x|m are boundary or prooess states.#

Any suboategory of a prooess oan be considered as a prooess. 
Therefore, suoh a suboategoiy will be oalled a subprooess of 
the given prooess. For instanoe, the suboategory formed of
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segments mlxln with even m, n is a subprocess of the above 
described process.

The produot A of some processes A^ can be understood as a 
process composed of independently running processes A^.

Example 2. Let A be the process from the example 1. Let В 
be a similar process which oonsists in successive attaining 
the values yQ , y^, yg»»». from a set Y by another quantity. 
Then the product A* Б oan be considered as a process which 
consist in independent one of another attaining the above men
tioned values by both quantities.*

If some processes are in a relationship then they form a 
process which would be called a boundle of processes. Rela
tionship among processes means that the boundle is a subpro- 
cess of the product of components. Formally, by a boundle of 
some processes A^ we mean a process A isomorphic with a sub- 
process k' of the product IIa^ with images а^(л#) = A^ under 
projections Г1А, ..Ar  If ju denotes the suitable injec
tion of A into then the family of functore A — ĆLal— _ A^ 
we call a boundle construction. Here, // a^ denotes the 
function defined by the formula ^wa^oc) = â (/u(oc)) .

Example 3» If the prooesses A, В from the example 2 are re
lated in such a way that both quantities attain alternately 
their successive values then morphisms composed of pairs:

( OlxlO.Olylo),(o|xl1,0lyIo),(lIxll.oiyio),
(  1 1 x l 1 , 0 | y |  l ) , ( l l x l 1 , 1 l y l l ) , . . .

are segments of the resulting boundle. The boundle together 
with projections restricted to morphisms of the boundle is 
a boundle construction.

If the first quantity attains the value xQ after attain
ing y ^  but before attaining yn+1 by the second quantity 
and conversely and values xn , yn can be attained in arbi
trary order then we have a boundle with the segments compos
ed of:
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(0|х|0,0|у|0), (oixl1,0lylo),(o|xl0,0|y|l), 
(llxl1,1lyll),(llxl2,1|yll), ... x

The above desoribed prooesses are disorete in suoh a sense 
that eaoh segment ос has a finite number of representations of 
the form oc a /3̂ . Clearly, there are prooesses whioh are not
disorete.

Example 4 . Let us consider a prooess whioh oonsists in at
taining a value x(t)e X at eaoh moment t from the set Л  of 
all real numbers by a quantity. The desoribed prooess run is a 
function x defined in X  and with values in X. Punotions of the 
form x| [a,b] with a<sb oan be taken as prooess segments. For 
segments x|[a,b3, x|[b,<0 one oan oonsider their composition

x|[a,b]. x|[b,o] = x|[a,o]

All the functions of the form x|[t,tj are boundary segments 
or prooess states. Exaotly one value x(t) corresponds to any
suoh state x|[t,t]. *

The above desoribed.prooess as well as the prooess from the 
example 1 and the first prooess from the example 3 are linear
i.e. the identity oc~ = /3“ implies o c s ^  or /3 я ocp .

Any prooess is isomorphic with the oategory whioh is the 
following ordering in the set of states»

a < b iff a ace" and b = cc+ for a segment OC

with the composition rule whioh assigns the pair

a 4<b . b < o  a a^o

to the pairs a^b, b<o, It suffioee to assign the pair 
d C *oc+ to eaoh segment oc. If the prooess is linear then so 
defined ordering is linear. If it Is disorete then the ordering 
is disorete (a finite number of states ooours between arbitrary 
two states). A weaker ordering of a subset of the set of states 
corresponds to any subprooeas. The produot ordering corresponds 
to the produot of prooesses. Any segmentcc!oan be interpreted as 
the set of states whioh satisfy the oonditions oc"<a <oc+.
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Example 5» The prooess from the example 1 is isomorphio 
with the category Я  which is the natural ordering of the set 
{0,1,2,...} with the composition rule

m « n . n < p a m < p

The first p 1*0 0688 from the example 3 is isomorphio with the 
suboategory of Я  * Я  with morphisms composed of

( 0 < 0,0 < o ) , (o < 1 ,CU o') ,(1 « 1 ,0 * 0 ),(1 « 1 ,0 ś 1 ),
(1<1,1 «l),(l< 2,1 <1),(2< 2,1 <1),...

The suboategory Л,| is isomorphio with Я .

The second process from the example 3 is isomorphic with 
the suboategory °f Я * Я  with morphisms composed of

( 0< 0,0 < 0),(0< 1,0 < 0),(0< 0,0 <l),(l < 1,14 1),
( 1 < 2 , 1  < 1 ) , ( 1  < 1 , 1  <2 ),(2 < 2 , 2  < 2 ),...

The prooess Jt ̂  I-8 no  ̂isomorphio with Я . ж 

PROCESSORS

A prooessor is a devioe in which some aotions oan be realiz
ed. Certain aotions oan be oomposed of others. Then the last 
should oan follow immediately one after another.

One oan agree that if /3 is admissible after ос, i.e. /3 
can follow immediately after oc, and if f is admissible after 
p> then y  is admissible after ccfi and fbj is admissible 
after оc. The composition of aotions oan be considered as an 
associative operation. If f is admissible after cc/3 then it 
is admissible after p> . Finally, for each action oc one oan 
consider empty aotions oc”, oc+ which represent the initial 
and the final state of oc . As result, the set of prooessor 
aotions with the composition operation is a oategory. Morph
isms of suoh a oategoiy we oall aotions. Objects are oalled 
states or empty aotions. If the composition oc/3 of actions 
oc,/3 is defined then we say that /3. is admissible after oc.
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Example 6. An abstract machine i.e. a relational structure 
M ~ (s, r ) with a carrier S (set of states) and a relation 
RsSx S ( transition relation) can be considered as a processor 
in the above meaning. It suffices to define actions аз pairs 
(s, 3 ) which belong to the reflexive and transitive closure 
of R and dofine a composition rule in the following way:

(ś,ś) (c,s) = (s,s)

We obtain a processor Mx with states of the form (s,s) where 
3 € S.

The machine M can be also represented as a category MD in 
another way. Namely, M oan be considered as the graph with 
elements of S as vertices and with pairs belonging to R as 
direotod aros. Then actions oan be defined as directed paths 
(including "empty" paths whioh reduce to a single vertex).
The set of all such paths with the natural composition rule 
is a' category. Moreover, if an equivalence ~  in Wjj is given 
euch that:

(e i) equivalent paths have the same origin and the same ex
tremity,

(E2) if oc~oc' and a/3 is defined then ocp~oc'pt\ likewise if ya 
is defined then уос~

then a composition rule can be defined for classes modulo ~  
by the fonaula

[oc] . [p] = [cc/3]

whore cc , /3 are arbitrary representatives of [ос] , [ув] respect
ively. It gives a new category which describes the machine. In 
the caso of tho equivalence:

oc. /3 iff oc has the same origin and extremity as /3 , 
the resulb category is isomorphic with Mx. x

Example 7. An automaton can be considered as a processor 
with actions (s,co, s) where:
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(a1 ) w  is an element of a monoid Q with a homomorphism h 
into the monoid of all mappings of a set S into S,

(A24) s = [h(co)Js),
(A3) (b,o, s') . (s,o , l)=t(s,<oć3,l)

If Q  is a monoid freely generated by a subset 
then it can be considered as the monoid of words over £> . 
Therefore, we have an automaton which operates in a discrete 
manner. It has internal states in the set S, the input alpha
bet £ Q, and the transfer function S which is defined by the 
formula <r(w, s) = Ch (°)J(s) for a*1 s 6S,cjei2o.

If .Q. is the monoid of the mappings
C*> t [o,t)-- ►X

with operation which assigns to every

■ ̂  > [o.t,)— -X 
co2 • [0ft2)— -X

the oonoatenation
0 ) ^ 2  г [o,t1 + t2 )— ^X

defined by the formula

t*>,i(t) for 0 < t < t̂
[« 1«2](t) , .

“ t^) for t< + t2

then the obtained automaton can be oonsidered as operating in 
a continous manner. Internal states are elements of S. The 
automaton being in the state s at the moment u and receiving 
at any moment u ̂  t < v the signal со (t-u) defined by the map
ping

cj> x [0, v-u ) — ~X 

attains the state s a [h(o )](■) at v* *
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Suboategories of prooessors can be considered as processors. 
The product P of processors P^ oan be considered as a prooessor 
composed of independent prooessors P^.

Example 8t Independent abstraot maohines я (s^,
M2 я (̂ Sg, R2) form a system which oan be identified with the 
maohine M я x S2, u **2 ) where

jSĝ î Syj ,s2 с R^ iff (s^iS^^e R/̂ end s2 я s2,

CCS1,S2^,CS1»S2)) 6 H2 C82,s2^€,R2 81 я S1

Assigning the aotion

P  (CS1 • s2>)*(81* 82^) 3 C(s1*8i')‘Cs2*52))
of M^xM£ to any aotion ((s^ ,s2 ),(s,j ,§2 )̂ of M51 we have an 
isomorphism of M* onto M?|xM*. «

Sometimes, processors which form a system are in relation
ships. The relationships oause that the resulting prooessor is 
a suboategory of the produot of prooessors. Formally, by a 
system of prooessors P^ we mean any prooessor P isomorphic 
with a subcategory P* of the produot n p t. The family of 
the functors P Vi - P^ which are obtained ^y composing the 
suitable isomorphism with projections П р  ̂— P^ we call 
a system construction.

Example 9. Let abstraot machines^M^ = Mg = (Sg.R-,)
be combined by relationships я V S2 = v 2 with 
A^n A2 4 0, where V, A^, A2 are arbitrary non-empty sets. The 
resulting system may be identified with the maohine 
M я (s,R^u H2 ) where

S я s^ is2^6 * S2 s Syj I A,j П A2 — s2 I Ayj П A2 ̂  ,

(C81*82)* ( 81»8г))6 *4 iff(s1 ts2)eS and ( s ^ s ^ e R ,
and | ■̂‘2>S4 3 ^2 1 t

((s1 ,s2),(s1 ,s2)) iff (s 1 ts2)eS and (s2,e2)eR2

and s1 |A1 \ A 2 я §1 lA^Ag
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The maohine works in the system as the maohine = (s^,^ 
with

(b,j,s.^€ iff there exist Sg€Sg and Sg e Sg suoh that

((®1 »S2)’C®1 »®2^ € ̂ 1U ̂ 2

Similarly, Mg works as $g = CS2 ’̂ 2) with

(sgjS^fcRg iff there exist ŝj e S^ and §1 eS1 such that

((s1 e u

Assigning the pairs

yM1((s1,s2),(§1,s2 )) = ( s ^ s j

/*2 ((s1 *s2^* ’®2У) = Са2,3г)
to eaoh action ((э^,в2) (e^Sg)) of M* we have functors

М л , m* —  (a,)«
^  , rf- _  (fi,)*

which uniquely deteimine a funotor

JUL t M5* — - (Mi)* X (tóg)*

If actions oc, oc' of M* differ then ^(oc)^ jx̂  (a7) or 
ĵg(cc) 4 p 2 О*’)' 80 that is an injeotion. Hence, the pro
cessor M* is isomorphio with the suboategory of (&])X * 
whioh is the suboategory with morphisms of the form

C(s1*5li» (s2 ’® 2 ^
where ((s^.sg), (s-pSgV) *s a m0IPhisia of The family 
formed by funotors M* M* — 1— — (^2)” a вУ8^вт
construction.

It should be emphasized that because of influenoe one ma
chine onto another it was neoessary to extend transfer rela-

A

tions of ИЦ and Mg and to oonsider these maohines as M^ and 
M2. The same refers to the processors. However, the forming
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M* of (IŁ,)*, (Mg)** seems to be more natural than similar an 
operation in the oase of M, JL, Mg (the composition rule re
mains such as in x (Mg)Hj. *

Example 10» If machines ЬЦ, Mg from the previous example are 
combined in suoh a way that for every (e^,Sg}eU < S a trans
fer

(Csi.82)»(§1»52^)e R1
is realized and for every (e^Sg) e T = S\ U  a transfer 

((s1,s2),(8i,s2)) € Rg

is realized then they form a system which can be identified 
with the maohine M = (s ,r ) where

((ê j tsg),(s^ t§2)) £ R iff (в1(82) е И  and
C(si.s2),(§i,82))cRi

or
(s^.Sg^T and

((e1*s2̂  *(31*52^) e ̂ 2
This system оan be oonsidered as the least suboategory of

* x (Mg) * with morphisms

((81*®i)»(82«8g)) 

satisfying the oondition

CC®1 »s2 )»(s1 • 5g')) e R. я

Example 11» Let us oonsider automata P^, Pg suoh as that 
desoribed in the example 7 with state sets S^, Sg, with mono
ids &|t Qg where

& 1Э£о1 « [o.t)— -s2 
£,aug , [o,t)---sv

and with homomorphisms h^, hg of £L|, & 2 into the monoids of 
the mappings of S^ into and Sg into Sg respectively. If P^,
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P2 are connected in such a way that P^ receives the states of 
P2 as input signals and conversely then the resulting system 
can be treated as the subcategory P of P^ x formed by morph
isms ((s^, CĴ , s1), (s2 . <*>2 , s2 )3 which satisfy the following 
condi tionss

(l ) co^,o>2 have the same domain 

( 2 ) s1. = 1 82 = *
(3 ) for every 0 < t < t,' [h*/ )|[о,T ))] (з.) = o 0(t) and 

[ b ^ 2) | [ 0 l T ) ) ] ( s 2)  = «

PROCESSES OF PROCESSORS

A processor considered as a whole works in a linear manner.
In any particular aotivity only some actions are realized. They 
correspond to some segments of the suitable process and the 
composition of actions corresponds to the composition of seg
ments. Therefore, by a process of a processor P we mean a line
ar process A with a functor

f j A — - P 
( or this functor considered as a mapping).

Example 12. The process Jf from the example 5 with a func
tor f which assigns an action

• f(m< n) = (s(m), з(п))
of the processor Mx from the example 6 to any pair m < n  of Jf 
is a process of MK. The function f alone is a process such as 
that described in the example 1. The successive states s(o), 
s(l), 3(2),... are such that all the pairs

(s(m),s(n)), m « n

are aotions of MM. *

Example 1 :3. The prooess A from the example 4 with a functor 
f which assigns an action
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f(x|[a,b]) = (a, w a>b, s ) 
of the automaton from the example 7 with

°а,Ъ * [0.Ъ-а) 

defined by the formula

"a.b^) = x (a + t) 

to every eegment x |Qa,b] of A is a process of the automaton.к

Example 14. Let us oonsider the process <fî  from the exam
ple 5 and the prooessor MK from the example 8. If there is a 
functor f which assigns an aotion

f(m/)̂  n ^ m ^  n2 ) = ((Sl(mi), sgCmg)) ,(s1(n1)ts2(n2)))

to every morphism (m,, < n^ „nig < П2 ) otji^ then the Jl  ̂with f is 
a prooess of M*. However, in general, does not exist such a 
functor in the oase of the prooessor M5* from the example 9*
But if suoh a functor exists all the diagrams

f(nt, ź n̂ j ,m2 й n2 )

f(^ p1 ,n2 < p2)

f(q^< P1,q2 <Pz)

are commutative• н

Any process A ----- — P of a system P of РГ s with the
( Vi *> ^P ----- ^ PiJ *s determined by the processes

A _xv>i >Р^ of particular P^'s.

Theorem 1. For every linear prooess A with functors 
A - —  — there exists at most one prooess A — — *-P of the 
system P with oonstruotion { p — ^ —  P^J such that 
for all i.
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Proof» Let ГТр^--- ^*"^1 Ъ® promotions. There exists
unique funotor cp suoh that <p = tp̂  for all i. On the 
other hand there exists an unigje injeotion P suoh
that "Vp^ = for all i. Henoe, the funotor f satisfies 
the oondition f V  я cp. But may be at most one suoh a funotor 
beoause V  is an injeotion. x

The above theorem implies, for instance, that the funotor f 
from ĵ he example 1^ is uniquely determined by funotors 
J f --- M*, J f — — — l/P; defined as in the example 12.

If processors P., which form a system 2 with a construction
{ *У* 1 • ij
P ---— *- P^J work, the processes A^ ---&— *-P^ are related in
suoh a way that prooesses A± form a boundle A with a oonstruc
tion (A — — — i- AjJ and there exists a funotor A — -— »-P 
suoh that all the diagrams

f

M i  J
-P

*i
u

Ai— — Р1 
fare oommutative» The funotor A -----»P will be oalled a

boundle of prooesses A^----i— 6enera-I» it i-8 п0  ̂a
process of P beoause the process A does not need to be linear*

t t
Example 15» Let J f -----»-M* , J f ------— •- M?J be some pro

oesses of M*, M* from the example 8 such as that desoribed 
in the example 12. Then the funotor J f  x J f  — -— •-1Л* where

,m2 «.n2) - ((s1(m1),s2(m2')),(s1 (n1),e2(n2))) 
f fis a boundle of J f --- -̂*-М“, J f ---Mg. The restrlotion

of f to the subprooess t/i2 gives another boundle. *

The meaning of the boundle of prooesses of processors notion 
is partially given in the following theorem.

f
Theorem 2. Any prooess В — =-»-P of a system P of process

ors P^ is of the form В ^ - —  A — ^-*“P where A — »-P is 
a boundle of some prooesses A^--- L—^p^.



»

Proof. Let P has the construction [p — -i~- P^j and let
IlPj, --- — -P^ be projections and P — — •‘П р ^  the injeo-
tion which satisfies the conditions V = v^. We define

3 f v i 0111(3 ohooS0 Processes ^ Pi suoh
cp- =/3jLfii where В— /3a~ — transforms В onto Aj . Let 
I iAĵ ai be projections. There exists В— £— such
that /За^ a /3̂  for all .1. Beoause the prooess В is linear its 
image A under /3 is a subcategory of Па^. Clearly, it is a 
boundle of A^'s. The family | a ~ ^ — Ai} w '̂*'łl 1п“ 
elusion )i is a boundle construction. There exists a funotor 
В — T— „А such that P  • action g(jr (oc)) = may
be assigned to every morphism f(pc) of A. Beoause f(cc)j! f(oc') 
implies <Pi (*0  ̂ or a oertain i we have f(oc)/ ^ (oc')
so that g is a function. Due to linearity of В it is a func
tor. By definition of g we have f = "jpg. ж

fAny boundle A ----■» P of A^ — =— *- P^ can be considered
as an interaction of Pj/s in the system P. Such an interac
tion oan be understood as a model of a theory which describes

A1!some relationship among the functors P -- — «- P. , A ---- » A 4;
— -1--—  P^, A ---- — P. The faot that the ordering which cor

responds to A is not linear means that some results of activi
ties of particular processors P^ are independent of order in 
which^processors P^ work. In other words, prooesses 
Ai --- i—— P^ may run in parallel to some extent. The interac
tion reflects some conditions only which are satisfied by par
ticular processes A. ---i— _  P.. In general, there is a num-
ber of processes В — 2-*-P of P which satisfy such condi
tions. However, for some conditions, such processes should 
factor through A, i.e. should exi3t functors В — ^ — A,
В — lU- Ai such that g = у f and diagrams

№  17 PROCESSES AND PROCESSORS 19

В — -— ► A  —

are commutative. Therefore, an interaction of Pj/s satisfying 
some given conditions is useful for finding a process of P 
which satisfies these conditions.
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Example 16» If we want to find a process <Я--- MH of MH
from the example 9 and auoh that s^(n) (s2(n)} is attained 
after s2(n-l) (Vj(n-l)) but bgfore s2(n+l) (b^ (n+1p then we 
try to^find a boundle Л 0 ---- - M* of some JT — -— >-(iL)H ,i f Ж 4 Л \ Ir
Jf---- (Mg) . The prooess J f-------- M we are looking for
should be of the form Jf — — *

PINAL REMARKS

The presented way for describing of processes and processors 
has many advantages. At first, very simple notions whioh corres
pond to real things are used. Next, disorete as well as non-dis- 
orete prooesses and processors oan be treated in the same way. 
Third, the proposed notion of prooessor includes the abstract 
machine notion (a set of states with a transition relation), 
the automaton notion and others like these. But the most import
ant fact is that composed prooesses, systems of processors, and 
interactions of processors whioh form some systems can be defin
ed in a natural way. It gives some possibilities to develop an 
unified theory of dynamios of objects of arbitrary complexity.

All processes and processors described in this paper are 
very simple as oategories. Any prooess is simply an ordering 
with the natural composition rule. Any abstraot machine may be 
represented as a quasi-ordering with the natural composition 
rule. However, considerations in terms of morphisms and objeots 
are very convenient. This is one reason for use the notions of 
category theory. Moreover, some processors (like automata or 
abstract maohines considered as categories of paths or as cate
gories of olasses of paths) oan not be represented as quasi
orderings. But still they oan be represented as oategories.
This is another reason for use the oategorioal notions.
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PROCESY I PROCESORY

Streszczenie

Praca stanowi próbę potraktowania procesów i procesorów jako katego
rii. Procesy rozważa się Jako kategorie stanowiące uporządkowania a 
procesory Jako kategorie»' Proces procesora jest definiowany Jako proces 
liniowy z funktorem w dany procesor. Procesy złożone definiuje się Jako 
podkategorie produktu składowych. Podobnie określa się systemy proceso
rów. Podana jest definicja współdziałania wielu procesorów. Wymienione 
pojęcia są zilustrowane przykładami.

ПРОЦЕССЫ И ПРОЦЕССОРЫ
Резюме

Предлагаемая робота является попыткой представления процессов и процессоров как категории. Процессы рассматриваются как категории будущие порядками. Процессоры рассматриваются просто как категории. Процесс конкретного процессора определяется как линейный процесс о функтором в этот процессор. Сложный процесс определяется как подкатегория произведения слагаемых. Сложные процессы определяются подобным образом. Вводится тоже понятие воздействия нескольких процессов. Все рассматриваемые понятия обяснены примерами.

(с) Instytut Maszyn Matematycznych 
Warszawa, ul. Krzywickiego 54 
A„M.
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The paper deals with some computational problems 
in group theory. In this paper the word process
ing system - WP and the collecting algorithm - 
COLLECTING are described. The system WP is use
ful in computational problems in group theory,, 
such аз commutator calculus and similar problems.
The collecting algorithm is an implementation of 
Hall collecting process for an arbitrary word 
written in generators of the nxlpotent free group 
G of a given degree of nilpotency (nil<11), gene
rated by x (r 4  9;. It is written in the 
form of an ALGOL procedure which uses the WP sys
tem,

1. INTRODUCTION

The experiments oonneoted with the application of computers 
in mathematical scientific researoh gain ever increasing prac
tical importance now. Interesting results from not only a theo
retical but also praotical point of view have been achieved 
with the aid of computers in the field of mathematical logic 
and especially in proving mathematical theorems.

The researoh having the purpose of using computers in the 
abstract algebra are more and more often performed. Those ap
plications in particular deal with such parts of algebra as al
gebraic number theory, semigroup and group theory.

The experiments concerned with applications of computers in 
the group theory are frequent now. It is obvious because of
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the importance of this part of algebra. The most significant 
of up to now achieved results deal with such problems as ooset 
enumeration, subgroup lattioes and representations of finite 
groups (of. [1]).

This paper deals with some computational problems in group 
theory. The paper consists of two parts.

The first part is a presentation of the word processing sys
tem WP designed for effioient performance of Hall collecting 
process arid similar problems in the group theory.

In the seoond part the collecting algorithm is described.
The algorithm is an implementation of the Hall collecting pro
cess described in [63 for an arbitrary word written in genera
tors of the nilpotent free group G(x^, x 2,•••• xr) of a given 
degree of nilpotenoy (nil), generated by x^, x2 ,..., xr.

The algorithm allows us to decide, in a’ simple way whether 
or not the word g(x^, x2 ,... xr") represents the identity of 
the group, it also plays an Important part in the oonstruotion 
of algorithms for deoiding other problems in nilpotent groups 
(of. [73 )•

The terminology and notations of this paper are in accord
ance with those of [6] and [5].

2. COMMUTATOR CALCULUS

Tho importance of automatization of the commutator calculus 
has been increasing lately because of the positive results ob
tained when deoiding some problems for nilpotent groups.

P. Hall and M. Hall have mainly contributed to the develop
ment of the commutator calculus. The investigation of a lower 
central series developed by P. Hall allowed to make the com
mutator caloulus a systematic theory.

We will not give the description of the theory hero. The 
basio notions of the theory such as definitions of commutators
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and basio commutators, and the description of a collecting pro
cess, together with many theoretical results are described in 
M. Halite book [63.

The notion of basio commutators introduced by M. Hall [б] 
is assumed to be known. Let x2 ,..., xr) denote a free
Croup generated by x^, x2 ,..., x^. The number м(г, n
io commutators of weight n, and r generators is given by Witt's 
f o mula

м(г, n) = - ]£! L̂i(d) г3 
n d

where ju(d) is a MBbius funotion on integers and d takes all 
the values of the divisors of n. In [2] the numerical values 
of м(г, n) for r ^ 9 and n ^ 11 are given.

In the theory of basio commutators developed by M. Hall a 
standard form of elements of a nilpotent free group is known.
It is given in the following theorem.

Basis theorem

If F is the free group with free generators x^,..., xp and 
if in a sequence of basio commutators c^,..., 0 .̂ are those of 
weights 1, 2,...* n, then an arbitraxy element f of F has a 
unique representation,

f = o^1 oj2 ... oj* (mod Fn+1) (2.0)

The basio commutators of weight n form a basis for the free 
Abelian group Fn/Fn+-i (cf* И » P* 175).

Let g а g(x,p x2 ,..., Xp) be a word written in generators 
of the nilpotent free group G of a given nil; then the col- 
looting process described by M. Hall [б] gives an effective 
method of finding the- presentation (2.0) for the element g.

) of bas-
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Collecting of commutators may be carried out according to 
the following rules

vu = u V (v, u) (2.1)
vu-1 - u"-1 v v2 v4 ... -1 -1v5 (mo<3 Vi) (2.2)
v_1 u = u v'-1 w2 w4 ... -1 -1w, w^ (mod Fn+1) (2-5)
v"1 u“1 = u*-1 v1 V y . . -1 -1

v4 v2 v"1 (mod Fn+1) (2.4)

where vQ = v, v i+1 = ( y ^ , u) for i = 0, 1,... 
and w^ = (v, u), wi+1 = (wi, v) for i = 1, 2,...

The collecting process gives therefore a possibility to de
cide a word problem in the case of a niJ.potent free group of a- 
given degree of nilpotency. It also plays an important part in 
the construction of algorithms for deciding other problems in 
nilpotent groups of a given nil.

Decision problems for nilpotent groups are considered try 
A.W. Mostowski in £7] » He gives effective methods of deciding 
the problem of inclusion of the eloment g = g(x,j, x2 ,..., xr) 
to the subgroup H generated by the words h^(x^, x2 ,»*•»xr)»•••» 
hJn(x1 , x2 , . . . ,  xr ) and the finiteness problem for nilpotent 
groups of a given degree of nilpotency on the base of the so- 
called subgroup theorem.

On the base of a collecting algorithm, considered in the 
section 4, we hope to implement the algorithms on a computer.

3. WORD PROCESSING SYSTEM

3.1. Acoording to Cannon (of. [1], p. 10~) one of the most 
important problems is an automatization of the so called tedi
ous algebra comprising first of all commutator calculus.

The basic problem consists in the elaboration of a suitable 
programming language for a possibly extensive class of group- 
theoretical problems. However, the present knowledge of these 
problems being insufficient has not allowed to define the lan
guage yet.
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The research dealing with construction of algorithms for 
some specified classes of groupthooretical problems is never
theless under way. The experiments bring some results obtained 
b, elaborated algorithms and simultaneously allow better cha
racteristics of considered px-oblem classes, having in mind the 
aspect of their further automatization.

3.2. Л group G may be expressed up to isomorphism by the 
sot of generators x ^ , Xg,..., x and the set of relations

r.| (x1 , x2 ,..., xr) = ... = rm (x,, , x2 ,..., x^) = 1

where 1 is the identity of the group and r.j,..., rjn are the 
words written in the group generators.

The element g e G  is represented by the vwrd g(x^, Xg,..., x^ 
written in the generators and grouptheoretical operations are 
then expressed by adequate opci'ations on words. There ai-e many 
computational problems in the group theory which could be form
ulated in terms of words written in some alphabets and some 
operations defined on them. Because of lack of a suitable'ma
chino independent programming language for these problems 
(of. [1], p. 10) the author has worked out a word processing 
system WP which facilitates formulation and solving of 
a certain class of grouptheoretical problems with the aid of 
computers. Among other applications of the system the research 
on automatization of commutator calculus is carried out.

ii.J. The word processing system WP has been described in
[3]. We confine here ourselves to giving definitions of a let
ter, of a word and of a basic word. The operations defined by 
the system take these objects as arguments.'

Лп e l e m e n t  (word element, letter) is an ordered 
quadruple of integers

L = (a : 1, I, r)
a - address of the element, a > 0
1 - left link, U O
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r - right link, r >, 0
I - information part of the element (ordinal number of the 

letter).

BL (a t 0, I, r) is an initial element, EL = (a i 1, I, o) 
is a final element and VL = (a s 1, 0, r) is a dumnv element.

Let us define a relation )( on pairs of letters. Let
L-j ^ * ^1^ and L^ = C®"21  ̂ *̂2* *̂2* *̂2*̂

def '
L^ ) \ Lg — r^ — &2 A  1^ ~

Let U denote the finite sequence of letters L^, Lg,..., Lfc.
U is a w о r d if 
1 • b<i ) ( ^ ( . •.) ( L̂ .
2. a.̂  4 a.. for i / j

The pair < В, E > where В is the address of the letter L^ 
and E is the address of the letter 1̂ ., is the address.of the 
word U.

The number of letters ocouring in the word is oalled the 
length of the word. A word consisting of only dummy letters is 
called a dummy word. The word of the length 0 will be treated 
as a dummy word with the address <0,0> .

The sequenoe of letters U is called a b a s i o  w o r d
if
1. U is a word
2. U contains both initial and final elements 
J>. U does not contain dummy elements.

The system consists of two sets of procedures» bpsio proce
dures and special purpose procedures. These procedures enable 
processing of words. Words have been defined as double linked 
liets. They contain only one sort of elements oalled letters. 
The information part of a word element is an ordinal number 
of a letter (of. seo. 4).

The WP system has been designed mainly for efficient per
formance of the collecting prooess. But, it is useful also
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so m e algorithms for semigroups defined by a set of generators 
and relations. The algorithm generating all words equivalent 
t o  t h e  given one may serve as an example. Another field of pos
s i b l e  applications i s  studying formal languages (for example 
algorithms for syntactical inference). The system will be ex
panded in the course of further experiments especially dealing 
w i t h  automatization of the commutator calculus.

4. THE COLLECTING ALGORITHM

4.1. The basic part in the commutator calculus plays the 
collecting prooess described by M. Hall in [6], for its help
fulness in solving many problems of the theory of nilpotent 
groups (see seo. 2).

The first oomputer application to this problem is due to .
II. Pelsch. He wrote a program which implements the collecting 
process for words of the type (x^ x2)n . Campbell and Lamberth 
wrote a SLIP program to carry out the collecting process on 
words of a nilpotent group of finite class, written either in 
group generators or basic commutators. Cannon has written a 
similar program to cariy out commutator collection on-line 
(of. [1], p. 9)*

The author has worked out the program HALL + in 1969 and 
t o  follow the procedure HALL PLUS, which is an implementation 
o f  the collecting process for positive w o ik I s  expressed in gene
rators o f  a group. The maximal weight of commutators in the pro
c e s s  was 11 (nil  ̂1l) a n d  the number of group generators did 
n o t  exceed 9 (r ^ 9) (of. H).

4.2. The collecting algorithm desoribed here is an implement
ation of the full prooess of collecting commutators i.e. col- 
looting process for an arbitrary word ^containing also negative 
powers of letters) written in generators of a nilpotent free 
group of a given degree of nilpotoncy.

и0 17 АН AUTOMATIZATION OF THE COMMUTATOR CALCULUS 29
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The algorithm has been written in the form of an algol pro
cedure COLLECTING. The procedure has been elaborated with the 
aid of WP system (cf. И  )• The procedure has been based on 
the same assumption as the program HALL +.

We assume that the set

X = I f x2 *..», xr I where T 4 9

is a set of generators of a nilpotent free group and the maxi
mal degree of nilpotency is 11 (nil ^ 11 ). Those limitations 
oome out of the accepted method of numbering commutators and 
of the standard length of the maohine word length. The experi
ments proved that the limitations are not essential.

versions, is represented in the form of a basic word (of. seo. 3) 
in the oollaoting algorithm.

Numbering and ordering of commutators are defined according 
to C2j . The commutator number is the information part of the 
letter. The ordinal number of the commutator u is denoted by 
N(u). We define additionally n (u -^) = -n (u ). Complete informa
tion about the commutator is included in its number i.e. the 
number of digits in the decimal expansion of the commutator 
number defines the weight of the commutator and its sign de
termines whether it is a commutator or its inversion.

Implementation of each (2.1) - (2.4-) rules run in three 
steps. At the start ordinal numbers of letters v and u are 
ohanged, the weight of the commutator v and the length of the 
word being linked, are determined. If the length of the linked 
word is greater than zero, then it is constructed by placing 
letters in the order of their increasing weights by CREATE 
LETTER prooedure (of. СЗ]])* The word includes only commutators 
of weights not groater than nil. At the end the constructed 
word is linked to the basic word.

The element g = b^bg... bk of a group, where
(i = 1, 2,..., k) are either basic commutators or their in-
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The possible reduction of letters in the basic word is per
formed after carrying out each of the rules. We assume that 
the basic word

e2 ek g = X, x,L ... x,
X1 *2 \

is in a reduced form i.e. there is no such m that i = i. . .  m m+1
and e = ~em+  ̂ 0  < m < However reduoible subwords may 
ocour in the basic word in the course of performing collecting 
prooess. The reduction is limited to the noncollected part of 
the basic word. Because of the reduction we save some places 
in the store and avoid superfluous operations.

If the weight of the minimal commutator is greater than a 
half of the maximal weight, all the rules of transposition 
(2.1 ) - (2.4) oome to the rule

a b b a v u = u v

because the weights of commutators v^+/j and occuring in
the rules are greater than the nil then. From this moment we 
deal only with.the sorting of letters. The sorting of letters 
in the basic word is a final operation of the collecting algo
rithm. The details of the collecting algorithm can be found 
in KJ.

5. APPLICATIONS OF THE COLLECTING ALGORITHM

5.1. Computation of the standard form of an element 

The collecting prooess for words of the form

(tt) ®(x1 * xr) = 3r2*** xj.)n
was carried out with the aid of COLLECTING procedure for 
n <, 4, r 4 4 and suitable values of the nil parameter.

The oxainple below is the standard form of the element (x) 
for nil = 4, r = 4, n ~ 4.
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STANDARD FORM

0144 c2|4 с21|б 03146 03246 041^6 c42|6 04346 c211|4
0212^14 C21342O c214^20 0З И 44 0312414 0313414 0314420 032244 

0323414 0324420 с411|4 0412414 0413414 o414<f14 042244 0423414 
0424414 043344 0434414 c2111 02112411 02113415 02114415 
02122411 C2123450 C2124450 02133425 02134470 02144425 03111
03112411 03113411 0З И 4415 03121411 03122411 03123436 0312445О
0З1 ЗЗ4И  03134450 03144425 03221411 03222 03223411 03224415

03231425 03233411 03234450 03244425 04111 04112411 0411341-1

04Ц 4411 04121411 04122411 04123436 04124436 04131411 04132411
04133^11 04134436 04144411 04221411 04222 04223411 o4224|11
04231411 04232411 04233411 04234436 04241425 04244411 
04321411 043314H  04332411 04333 04334411 c4341|25 04342425 

04344411^

(where for example 04344411 denotes the 1 1 th power of the basic 
oommutator (((x^, x?) , x^), x^)).

The obtained presentations were used for calculation of ex
ponents in Hall's formula. On the base of this calculations a 
classification of basio commutators of the weights 3 and 4 was 
made. Details can be found in the paper by K. Dałek [5").

All the experiments were carried out on GIER ocmputer in 
the Warsaw University Computation Centre.

5.2. Finding a normal basis

The elements g^, g2 »..»t g^ constitute a normal basis of 
the group G if any element g e G can be uniquely represented 
in the form

_ _ *1 a2 ak G — 8>2 • • •
where f &2 1•••* are integers %
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According to the theorem from section 2 we have that basic 
commutators c^, Cg»***» form the nonnal basis in a nil- 
potent free group.

A.W. Mostowski [7j has proved that if the group G has a nor
mal basis which fulfils certain requirements there exists' a 
normal basis for its subgroups.

According to the theorem known as the subgroup theorem 
(cf. [?] ) effective algorithms for deciding some problems in 
nilpotent groups of a given degree of nilpotency, can be con
structed .

On the base of the collecting algorithm, an algorithm for 
finding a normal basis for the subgroup H, generated by the 
words h^, h2 ,...f h^, is being constructed. Obtained results 
of this and of other problems (see sec. 2) will be the sub
ject of next publications.

The author wishes to thank Dr A.’.V. Mostowski whose remarks 
and helpful suggestions were of a great value for the author.
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AUTOMATYZACJA RACHUNKU KOMUTATORÓW

Streszczenie

Praca dotyczy automatyzacji pewnej klasy problemów w teorii grup.
W artykule opisany został system WP oraz algorytm wybieranie. System 
WP składa się z dwóch zestawów procedur, zapisanych w języku GIER 
Algol 4, umożliwiających operowanie na obiektach zwanych słowami. Z 
pomocą tego systefnu opracowany został m.in. algorytm wybierania. Al
gorytm wybierania jest realizacją procesu wybierania Halika dla dowol
nego słowa zapisanego w generatorach grupy nilpotentnej wolnej G gene
rowanej praez x x (r<9) o danym stopniu nilpotentności 
(nil <11). Algorytm został opracowany w formie procedury o nazwie 
COLLECTING.

АВТОМАТИЗАЦИЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОММУТАТОРОВ

Резюме
В работе рассматривается вопрос автоматизации некоторого класса проблем теории групп. В статье представлена система WP и собирательный алгоритм collecting.Система wp полезна для таких вычислительных методов в теории групп, как вычисление коммутаторов и смежных вопросов. Собирательный алгоритм является реализацией собирательного процесса для любого слова представленного в терминах генераторов свободной нильпотент- ной группы а порожденной элементами У) с данной отепенью нильпотентности (nil* 11). Алгоритм разработан в виде процедуры collecting.
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SORTOWANIE METODĄ. PROSTYCH 
PRZESTAWIВЙ

Ryszard RABAN 
Studium Doktoranckie 

Politechniki Warszawskiej
Pracę złożono 15.0^,1972

Artykuł zawiera opis i dokładną analizę algoryt
mów sortowania metodą przestawień prostych oraz 
wyprpwadzenie wzoru na średnią ilość przestawień 
prostych (s) dla algorytmów optymalnych, tzn. 
realizujących sortowanie zbioru n-elementowego 
przy minimalnej ilości przestawień prostych. Na 
podstawie tych ogólnych rozważań, w drugiej 
części artykułu, zanalizowany został algorytm 
sortowania przez wstawienie (by inserting) oraz 
określona średnia ilość porównań (t) jaką należy 
wykonać przy sortowaniu zbioru n-elementowego.

W literaturze , [2] , [3j i [4] opisana jest metoda sor-

celu ścisłe określenie efektywności tego algorytmu. Za wskaź
nik efektywnośoi przyjęto średnią liczbę porównań potrzebną 
do posortowania zbioru n-elementowego.

2. OKREŚLENIA WSTĘPNE
Określenia i pojęcia wprowadzone na wstępie odnosić się 

będą do skończonego zbioru n-elementowego. Elementy tego 
zbioru oznaozać będziemy a^ dla i = 1, 2,..., n.

1. WSTĘP
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Taki n-elementowy zbiór można uporządkować na n! sposo
bów. Dla jednoznacznego określenia położenia elementu a^ w 
danym uporządkowaniu (permutaoji^ przypiszemy temu elemento
wi liozbę oałkowitą p^» Wartość jej określać będzie numer 
pozyoji (liozonej z lewa na prawo), na której znajduje się 
element a^. Aby oałkowioie określić permutację n-elementową 
wystarczy podać oiąg pozycji

Np. dla zbioru pięoiu elementów a^» ag» a^, a^, a^ ciąg po
zyoji P = {2, 4, 1, 3, 5] określa następująoe uporządkowanie 
ty oh elementów a^, a^, ag, a^.

będziemy rozumieli takie uporządkowanie zbioru n-elementowe-

Będziemy mówili, że w permutaoji P element â  poprze-

Jeżeli będziemy rozpatrywali dwie pennutaoje i Pg

mutaoji Pg para elementów а£ i a^ jest uporządkowana 
zgodnie z P̂ j, gdy natomiast spełnione są zależności (2) powie
my, że w permutaoji Pg para elementów a^ i a^ jest upo
rządkowana niezgodnie z P^.

go, które wyznaozone jest przez ciąg pozyoji P.

i będzieny pisali a^ < ац jeśli
. P "

zbioru n-elementowego, to dla dowolnych dwóoh elementów tego

chodzą następujące związki

lub

i

W przypadku gdy spełnione są zależnośoi (1 ) powiemy, że w per-
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Przestawieniem dwóch elementów nazywać będziemy zamianę 
ich pozycji. Oznacza to, że jeśli w pennutacji P dokonamy 
przestawienia elementów â  ̂ i a^, to w powstałej permuta- 
cji P#, p [ - Pj oraz Pj a p^, natomiast pozycje związane 
z pozostałymi elementami pozostaną niezmienione.

Przestawieniem prostym nazywać będziemy przestawienie ta
kich dwóch elementów' a^ i aj, dla których spełniona jest 
zależność p^ = p^ + 1 lub p^ = pŁ + 1. Oznacza to, że prze
stawieniem prostym jest przestawienie elementów znajdujących 
się na dwóch sąsiednich pozyojach.

Drogą prostych przestawień możemy przekształcić dowolną 
permutację P w ustaloną z góry peimutację końcową PQ. Jeś
li permutacja końcowa PQ jest ciągiem elementów uporządkowa-' 
nych wg pewnej ustalonej relacji liniowo porządkującej zbiór 
elementów a^ (i = 1,..., n) , to prooes przekształcania do
wolnej permutaoji P w pezmutaoję PQ jest sortowaniem zbio
ru n-elementowego.

3. SORTOWANIE MET0D4 PRZESTAWIEŃ PROSTYCH

Niech permutaoja PQ będzie uporządkowanym oiągiem elemen
tów. W dowolnej permutaoji P możemy określić Par róż"* 
nych elementów. W tej liczbie znajdują się pary uporządkowane 
zgodnie z PQ oraz pozostałe uporządkowane niezgodnie z PQ.

Wykażemy, że minimalna liczba przestawień prostyoh konieoz- 
na do przekształcenia permutaoji P w PQ równa jest liczbie 
par uporządkowanych niezgodnie z PQ w permutaoji P*

Wykazanie prawdziwości powyższej teąy opiera się na stwier
dzeniu, że jedno proste przestawienie dokonane w permutaoji P 
przekształca ją w pennutaoję P', w której tylko para elemen
tów prze stawiany oh jest uporządkowana niezgodnie z P, wszyst 
kie pozostałe pary są natomiast uporządkowane zgodnie z P. Wy 
nika to z kolei z tego, że po przestawieniu dwóch elementów 
znajdujących się na sąsiednich pozyojach uporządkowanie tyoh
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elementów względem pozostałych elementów nie ulega zmianie. 
Oznaoza to, że wszystkie pary elementów, z wyjątkiem рагу 
przestawianej, będą posiadały uporządkowanie zgodne z permu- 
tacją, na której dokonano przestawienia. Tale więc dokonując 
w pemutacji P przestawienia prostego dwóch elementów two
rzący oh parę uporządkowaną niezgodnie z PQ tworzymy tym 
samym permutację P %  w której liczba par uporządkowanych 
niezgodnie z PQ jest mniejsza o jeden od liczby par upo
rządkowany cli niezgodnie z PQ w pemutacji P. Następnie w 
P' dokonując przestawienia prostego dwóch elementów uporządko
wanych niezgodnie z PQ tworzymy pennutaoję P'', która po
siada liczbę par uporządkowanych niezgodnie z PQ o dwa mniej
szą od liczby par uporządkowanych niezgodnie z PQ w p<-muta
cji P. Kontynuując to postępowanio po liczbie kroków równej 
liczbie par uporządkowanych niezgodnie z PQ w permutacji P 
uzyskamy permutację końcową PQ . Ponieważ każdy krok związany 
jest z jednym przestawieniem prostym, liczba prostych przesta
wień jest również równa liczbie par uporządkowanych niezgodnie 
z PQ w pemutacji P. Jest to minimalna liczba przestawień 
prostych konieczna do przekształcenia permutacji P w permuta- 
cję P0 , gdyż za pomocą jednego przestawienia prostego można 
uzyskać zmianę uporządkowania tylko jednej pary elementów.

Wnioskiem z powyższych rozważań jest stwierdzenie, że każ
dy algorytm sortowania przez przestawienia, proste będzie rea
lizował sortowanie przy minimalnej liczbie przestawień, jeśli 
przestawienia dokonywane będą tylko na parach elementów upo
rządkowanych niezgodnie z PQ .

W celu określenia średniej liczby przestawioń prostych 
przy sortowaniu zbioru n-elementowego udowodnimy na wstępie, 
że rozkład liczby permutacji zawierających tę samą liczbę par 
uporządkowanych niezgodnie z PQ jest symetryczny. Inaczej 
mówiąc, że liczba pemutacji zawierająoyoh к par uporządko
wanych niezgodnie z PQ jest równa liczbie pemutacji zawie
rających (2 ) *• к par uporządkowanych niezgodnie z PQ .
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Dowód powyższej tezy rozpocznieny od udowodnienia twier- 
r ' ' ‘ . . . . .  dokładnie jedna

lementów są upo
rządkowane niezgodnie z PQ)*

Załóżmy, że istnieją dwie różne permutaoje PQ i P' za
wierające (2) Par uporządkowanych niezgodnie z PQ. Ponieważ 
p' jest pennutacją różną od PQ, musi więc zawierać 00 naj
mniej jedną parę uporządkowaną niezgodnie z PQ. Ale para ta 
byłaby uporządkowana zgodnie z PQ (w PQ wszystkie pary są 
uporządkowane niezgodnie z PQ), co przeozy poozątkowemu za- 
łożoniu. Tak więo istnieje dokładnie jedna pennutaoja PQ, w 
której wszystkie paiy są uporządkowane niezgodnie z PQ.

Permutaoję PQ można wyznaozyć w następujący sposób. Jeże
li permutaoja PQ opisana jest ciągiem pozyoji

przy czym P^ = n - p^ + 1. Łatwo sprawdzić, że dla każdej pa
ry elementów aŁ 1 aj Pi * Pj wtedy i tylko wtedy, gdy 
Pi > p... Nie ma więc w PQ ani jednej pary uporządkowanej 
zgodnie z PQ.

Niech P^, P2 ,..., Pm będą permutaojami zawierającymi к 
par uporządkowanych niezgodnie z PQ. Wynika z tego, że 
P., P2 ,..., Pm są permutaojami zawierającymi к par uporząd
kowanych niezgodnie z PQ. Ale wszystkie pary zawarte w PQ 
są uporządkowane niezgodnie z PQ, tak więc każda permuta- 
cja zawierająca к par uporządkowarych niezgodnie z PQ po
siada tym samym к par uporządkowanyoh zgodnie z PQ. Ozna
cza to, że każda pennutaoja zawierająca к par uporządkowa
nych niezgodnie z PQ zawiera jednooześnie - к Par upo
rządkowanych niezgodnie z PQ. Wynika stąd, że liczba permu-

uporz ądkowany oh

to PQ jest opisana następująoym ciągiem pozyoji
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tacji zawierających к par uporządkowanych niezgodnie z PQ 
równa jest liczbie pormutacji zawierających - к par upo
rządkowanych niezgodnie z PQ.

Kończy to dowód twierdzenia o symetrii rozkładu liczby per- 
mutacji zawierających tę samą liczbę par uporządkowanych nie
zgodnie z PQ.

Z powyższego dowodu wynika prosty wniosek, że rozkład licz
by permutaoji, których przekształcenia do permutacji PQ do
konuje się za pomocą tej samej liczby przestawień prostych 
(przy zastosowaniu algorytmu optymalnego) jest symetryczny.

Określmy na zbiorze wszystkich możliwych permutacji n-ele- 
mentouych zmienną losową, która dla każdej permutacji równa 
jest liczbie przestawień prostych, które wykonujemy prze
kształcając tę permutację (wg optymalnego algoiytmu) w pewną 
ustaloną permutację PQ. Jeśli założymy, że wszystkie pernu- 
taoje mogą wystąpić z równym prawdopodobieństwem, to nu pod
stawie wniosku z twierdzenia o symetrii rozkładu liczby permu- 
Uacji zawierających tę samą liczbę par uporządkowanych nie
zgodnie z PQ możemy stwierdzić, że zmienna losowa określona 
wyżej ma rozkład symetryczny. Korzystając z tej właśoiwości 
rozkładu możemy policzyć wartość oczekiwaną tej zmiennej loso
wej jako średnią arytmetyczną dwóch jej krańcowych wartości. 
Tymi krańcowymi wartośoiami są: 0 dla permutacji PQ oraz 
^2 ) permutacji PQ. Wartość oczekiwana, będąca jednocześ
nie średnią liozbą przestawień prostyoh (s) przy sortowaniu 
zbioru n-elementowego, wynosi w związku z tym:

. °*$)  « ( " - i )
2 4

Jest to średnia liczba przestawień prostych dla każdego al
gorytmu sortującego przez przestawienia proste, który realizu
je sortowanie przy minimalnej liozbie przestawień.
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4. SORTOWANIE PRZEZ WSTAWIENIA

W praktycznej .realizacji algorytmu sortowania średnia licz
ba przestawień prostych nie może stanowić pełnego wskaźnika 
efektywności. V/ najgorszym bowiem przypadku należałoby spraw
dzić (przez porównanie) Par elementów, colem określenia, 
cz,/ ioh uporządkowanie jest zgodne czy niezgodne z permutacją 
PQ stanowiącą zbiór uporządkowany, przy czym wykonanoby śred- 
nio ^  przestawień. Oznacza to, że średnio połowa porównań 
nie będzie wprowadzała konkretnych postępów w sortowaniu. Każ
de natomiast porównanie wymaga sprowadzenia z pamięci porówny
wanych elementów, co wpływa na całkowity czas realizacji algo
rytmu. Dlatego dobry algorytm powinien charakteryzować się jak 
najmniejszą liczbą tych "niepotrzebnyoh" porównań, które nie 
prowadzą do przestawień.

Algorytmem, który wydaje się być efektywny pod tym wzglę
dem jest sortowanie przez wstawienia (by inserting). Ogólnie 
metoda ta polega na dołączaniu do już uporządkowanego zbioru 
jednego elementu i drogą przestawień prostych wstawienia go 
na odpowiednie miejsce.

Załóżmy, że w zbiorze n-elementowym mamy na к pierwszych 
pozycjach elementy posortowane. Element stojący na k+1 pozy
cji dołączamy do uporządkowanej częśoi zbioru w sposób nastę
pujący: porównujemy go z elementem znajdującym się na pozycji 
k-tej i jeśli stwierdzimy, że powinien on poprzedzać ten ele
ment dokonujemy przestawienia prostego tych elementów, dalej 
porównujemy dołączany element (znajdujący się już na pozycji 
k-tej) z elementem znajdującym się aktualnie na pozycji k-1- 
i przestawiamy w tyra wypadku, gdy dołączany element powinien 
poprzedzać ton element. Przestawienia kontynuujemy aż do na
potkania elementu, który poprzedza element dołączany. Napot
kanie takiego elementu oznacza, że dołączany element został 
wstawiony na właściwą pozycję. Do powstałego w ten sposób upo
rządkowanego zbioru k+1 elementów dołączamy następnie element 
znajdujący się na pozycji k+2 itd.
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Model sortowania, określony w sposób rekurenoyjny, zaczyna 
działać od dołąozanla elementu do tbioru jednoelementowego 
(element na posyoji pierwszej), niastępnie do zbioru dwuelemen- 
towego itd. aż do wyczerpania elementów sortowanego zbioru. 
Każdy więo element (oprócz pierwszego) jest na określonym eta
pie eortowania elementem dołąozanym.

Oznaozmy przez liozbę przestawień prostyoh związaną
z dołąozaniem elementu znajdującego się w wyjściowym zbiorze 
na pozyoji i-tej. Każde przestawienie związane jest z jedrym 
porównaniem pary elementów. Tak więc element znajdujący się 
w wyjściowym zbiorze na pozyoji i-tej jest porównywany q.̂ 
razy z elementami, z którymi jest przestawiany oraz raz z ele
mentem, na którym kończy się proces dołączania. Stąd całkowita 
liozba porównań T równa jest

n n
T = X  (qŁ + i) = (n - i) + H  q±. 

i=2 7 4 ' i=2
n

Ale suma wszystkioh przestawień prostych X  qŁ równa 
jest średniej liozbie przestawień prostyoh, ai=^ięo ^ (g)* 
Stąd:

/- ч л /_\ (n - l)(n + 4)
1 = -— 7 — - •

Na zakońozenie należy zauważyć, że w tym algorytmie licz
ba porównań, z któryoh nie wynikają przestawienia jest równa 
n - 1, a więo znacznie mniej od średniej liozby pi'ześtawień 
prostych. Stąd wniosek o dużej efektywności tego algorytmu 
wśród algorytmów wykorzystujących metodę przestawień pros
tyoh.

Klasa algorytmów przedstawiona powyżej nie stanowi grupy 
najszybszych algorytmów sortowania. Niewątpliwą jednak zale
tą tych algorytmów jest realizacja sortowania bez konieoz-
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noóci rezerwowania w pamięoi dodatkowego obszaru roboczego.
Algorytmy te mogą więc być stosowane wszędzie tam, gdzie
zbiór sortowany tak wypełnia pamięć wewnętrzną, że nie można
zarezerwować odpowiednio dużego obszaru roboczego.
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СОРТИРОВКА МЕТОДОМ ПРОСТОЙ ПЕРЕСТАНОВКИ

Резюме
Целью статьи является определить эффективность алгоритма сортировки методом вставки, принимая указателем эффективности среднее число сравнений.
Первая часть работы заключает общий анализ класса алгоритмов сортировки, использующих метод простых перестановок. Определяя сортировку как преобразование любой п -элементной пер- мутации Р в некую пермутацию Р , определено минимальное число простых перестановок, нужное для сортировки п -элемент- ного множества, а потом усредниьая эту величину для всех возможных пермутаций Р , получено среднео число простых перестановок (s) в процессе сортировки п -элементного множества.
На основе этих общих рассуждений, во второй части статьи проведено анализ алгоритма сортировки методом вставки, а также выведено формулу для среднего числа сравнений (т) в процессе сортировки п -элементного множества.

SORTING BY THE METHOD OF SIMPLE EXCHANGE

Summary
The article aims at a determination of the sorting algorithm by in

serting after the coefficient of effoctivenoss of mean number compari
son had been accepted.

The first part of the paper includes a general analysis of a class of 
sorting algorithms by simple exchange method. Sorting is understood as 
a transformation of any n-element P permutation into a certain, fixed -n 
advance, n-element P permutation. Due to this the minimum number of 
simple exchange is determined, needed for an n-element set sorting.
Then, finding the mean value of this magnitude, after all possible per
mutations P, the mean number of simple exchange (Z )  was obtained while 
sorting the n-element set.

On the basis of these general considerations the second part of the 
paper comprises an analysis of the sorting algorithm by inserting. Also 
the formula is written for the mean number of comparisons (T_) while 
sorting an n-elemont set.
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OCENA. EFEKTYWNOŚCI ALGORYTMU SCALANIA
DWÓCH UPORZĄDKOWANYCH ZBIORÓW

Henryk RYBIŃSKI 
Studium Doktoranckie 

Politechniki Warszawskiej
Pracę złożono 15.04.1972

V/ artykule dokonano oceny efektywności procesu 
scalania dwóch uporządkowanych zbiorów. Wyzna
czono dokładne wyrażenie na średnią liczbę po
równań realizowanych w procesie scalania. Na 
podstawie uzyskanego wyniku podano oszacowanie 
średniej liczby porównań realizowanych przez 
algorytmy sortowania Two-Way Merge Sort i In
sertion Sort.

1. WSTĘP

Do najozęśoiej stosowanych procedur w systemach przetwarza
nia danych należą prooedury sortowania. Istnieje cała klasa 
algorytmów sortowania realizujących porządkowanie zbiorów da
nych na drodze kolejnych porównań parami elementów sortowa
nych. Często stosowaną miarą efektywnośoi algorytmów tej klasy 
jest wartość oczekiwana liczby porównań wykonywanyoh w proce
sie porządkowania przy założeniu, że każda poozątkowa sekwen
cja danych jest jednakowo prawdopodobna. W klasie tej wyróżnić 
można taką podklasę algorytmów sortowania, w których daje się 
wyodrębnić pewne kroki charakteryzujące się scalaniem wcześniej 
uporządkowanych podzbiorów zbioru porządkowanego.
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Celem niniejszej praoy jest ocena efektywności procesu sca
lania dwóch zbiorów uporządkowany eh. Ooena ta oparta jest na 
wyznaczeniu średniej liczby porównań realizowanych podczas 
scalania. Jest ona przydatna przy badaniu efektywności algo
rytmów sortowania wyróżnionej wyżej podklasy.

Dalej oznaczać będziemy przez P moc zbioru P. Przyjmijmy 
dla uproszczenia, że zbiory scalane A i В spełniają A c H  i 
BcN, gdzie N oznacza zbiór liczb naturalnych, oraz, że re
lacją liniowo\porządkującą każdy z tych zbiorów jest rela
cja < . O zbiorze P c N  będzieuy mówili, że jest uporządkowa
ny w pamięci maszyny cyfrowej, jeżeli dla dowolnych elementów 
ppe P  i PS & P  znajdująoych się na miejscach pamięci o nume
rach r i s spełnione jest p_<p„ wtady i tylko wtedy gdy

Г  s
r<s. Załóżmy, że zbiory A i Б są uporządkowane w pamięci. 
Przyjmijmy 1 = к oraz В = 1. Ponadto niech AflB = 0. Wyni
kiem scalenia takich zbiorów jest zbiór А и В uporządkowany w 
pamięci maszyny cyfrowej.

Przez j^i| oznaczać będziemy czynność porównania elementów 
a^eA i bjjeB. Wynik porównania determinuje właściwe usta
wienie wzajemne elementów w pamięci i wybór kolejnego porówna
nia, ewentualnie zakończenie procesu scaxania.

Przy ocenie efektywności algorytmu scalania wygodnie jest 
przedstawić go za pomocą następującej tablicy:
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Algorytm rozpoczyna działanie od porównania |a1| , po czym 
w zależności od wyniku przechodzi do porównania1 |§l|* Sdy 
a^ > b^ lub do |^21, gdy a^ < b^. Od porównania 2 Ĵ i| al
gorytm w zależności1 od wyniku przechodzi do porównania*^
lb1 + l l  * s<iy ai > ^j lut> do |bi+11 ’ ai ̂  Pr°oes sca
lania kończy się na porównaniu*^ | ai| , gdy a^ > b^,
i = 1, к lub na porównaniu | ̂ k"*- |, gdy ak < b..,
j = 1,... 1.

2. EFEKTYWNOŚĆ SCALANIA

Załóżmy, że dla dwóch zbiorów A i В jest A n B  = 0, oraz 
A = к, В = 1. Mówić będziemy, że w permutacji elementów zbio
ru A u  В umieszczonej w pamięci maszyny na kolejnych k+1 miejs
cach zachowane jest uporządkowanie elementów zbioru A, jeżeli 
zbiór ten pozostaje uporządkowany w pamięci.

TWIERDZENIE 2.1. Istnieje permutacji elementów
zbioru AuB, w któiych zachowane jest uporządkowanie elemen
tów zbioru A oraz uporządkowanie elementów zbioru B.

Dowód; Oznaczmy zbiór szukarych permutacji przez Q, wówczasS3
szukana liczba permutacji jest równa Q. Przez dowolne permu- 
towanie elementów b^ zbioru В względem siebie na pozycjach 
zajmov.anych przoz elementy zbioru В można dla każdego ciągu 
qeQ uzyskać 1! oiągów, w których warunkiem jest. jedynie za
chowanie uporządkowania elementów a^ zbioru A. Zbiór R cią
gów, w których warunkiem jest uporządkowanie a^ jest więc mo
cy Ę' 1!.

Dalej, dla każdego ciągu reR można uzyskać k! oiągów per- 
mutując elementy a^ zbioru A. Ponieważ daje to zbiór wszyst
kich możliwych permutacji k+1 elementów, zatem

Q*(kl)(l!) = (k+l)l stąd zaś

(k!) . (li) )
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Tak więc w wyniku scalania uporządkowanych zbiorów A i В 
zostanie utworzona jedna z permutacji elementów zbio
ru AuB. Każde uporządkowanie końcowe zależne jest od przy
padkowych wartości elementów zbiorów scalanyoh. Ponieważ wys
tąpienie w zbiorach scalanyoh każdego elomentu należącego do 
zbioru liczb naturalnych N jest jednakowo prawdopodobne, 
więo każde uporządkowanie końcowe jest również jednakowo 
prawdopodobne.

Z jednoznaoznośoi działania algoiytmu scalania wynika, że 
każde z możliwyoh uporządkowań końcowych elementów zbiorów 
A i В realizowane jest przez dokładnie jedną sekwencję porów
nań.

Z jednoznaoznośoi działania algorytmu wynika także, że 
sekwencja porównań zakończona porównaniem |̂ i| , 1 i i 4 k-1, 
lub | b^|» 1 < j < 1-1, daje tylko jedno uporządkowanie końoo- 
we. Jedynie sekwencjom zakończonym porównaniem |ak| odpowia
dają w zależności od wyniku dwa możliwe uporządkowania końco
we: .... .a^b^, lub ......^lak* ^ п^ са z faktu, żo porówna
nie j-̂ k| niezależnie od wyniku zawsze kończy proces scalania.

Powyższe rozumowanie prowadzi do wniosku, że wyznaczenie 
średniej liczby porównań w procesie scalania sprowadza się do 
wyznaczenia średniej długośoi drogi, zaczynającej się w punk
cie A prostokąta (rys. i) i końozącej się strzałką s , 
p = 1,..., 1, lub tg, q = 1, ... k, przy założeniu, że każda 
z dróg jest jednakowo prawdopodobna, zaś długość drogi jest 
rozumiana jako liczba strzałek. Istotnie, tak rozumiana dłu
gość drogi jest równa liczbie porównań w sekwencji porównań 
realizującej scalanie, a ponadto każdej drodze odpowiada' jed
no uporządkowanie końcowe (każdej sekwencji porównań zakończo
nej w tablioy scalania porównaniem ĵ lcl odpowiada na lys. 1 
jedna z dwóch dróg, zależnie od wyniki tego porównania).

Zauważmy że długość wszystkich sekwencji zakończonyoli po
równaniem |bj^^| jest dla danego j, j = 0, 1, ..., 1-1, jed
nakowa i równa'się k+j; podobnie długość wszystkich sekwencji
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zakońozoEych porównaniem |£i+1| ^est jednakowa dla danego 
i, i s  0, 1,..., k-1, i równi jest 1+i. Oznaczmy liczbę moż
liwych uporządkowań. końoowyoh, odpowiadających wszystkim sek
wencjom zakońozonym porównaniem L .( k ) *  In -----  - - ,-3+l, “j W *
nymi słowy jest to liozba dróg w prostokącie na rys» 1
z punktu A do punktu BQ. Zgodnie z tym (k') jest równe 
liozbie możliwyoh przejść do punktów i B2 łąoznie. Z ry
sunku wynika wprost, że LQ (k) dla dowolnego kJi-1 (tj. liozba 
sekwenoji zakońozonyoh porównaniem |£k|)jest równe 1. Podob
nie dla 1>1 mamy L ^ ( l )  = V  Ponldto, ponieważ liozba 
przejść w prostokąoie o długośoiaoh boków (j+l) x 1 jest 
równa liozbie przejść w prostokąoie lx(j+l) więc prawdziwe 
jest

Lj W  * Ь ц - и С и )  C1 )

A Cl k. • • • -+4A -  L0<1>
ni , C2 X *  1,(1) 

£ £  :•D Z ,

r a n

B0 B0
Liczba dróg L0(k) Ц(к)»»* Lj(k) (k)
zakończonych 
strzatkq sj,

t
B2 LH (D

Ry«. 1
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W zbiorze dróg do punktu B' (rys. i) o długości k+j+1 
wyróżnić można dwa dopełniające się podzbiory, z których je
den obejmuje drogi przeohodząoe przez punkt C1, a drugi 
przez D1{ ponieważ liczba dróg przechodzących przez C1 równa 
jest L^(k), zaś liczba dróg przechodzących przez D1 jest 
Lj+^(k-l), zatem

b j + i M  - Lj O ) ł V - i O - 1)

Zbiór dróg prze chodzący oh przez D1 rozbijamy na dwa pod
zbiory, z który oh jeden obejmuje drogi przeohodząoe przez 
punkt C2, a drugi przez D2. Zauważająo, że liczba dróg wycho
dzących z D1 przez C2 do B* równa jest Lj(k-l), zaś liczba 
dróg przechodząoych przez D2 jest równa пашу

- L/Ł-ll «■ Lj+1(k-2)

Postępująo dalej analogioznie możemy uzyskać»

LJ+1(lc-2') . b3(!£-2') ♦ Ь3+1(к-3)

llt1 M  - ♦ Łj+1( M )

*  V 1)
Wynika stąd wzór rekurenoyjny na L^+/j(k)*

łj+1o )  - ' Ł  Law  
i=1

Z (2) wynika»

V i ( k >  x  i a( 0 - L j(Ł ) 
i=1

analogicznie»

(2 )

- L d+ i(k- 1) ł L / k )
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Lj(k) = Ld(k-1) + Ld-1(k)

= Ld-l(k"1) + Lj-2(k^

L2(k) a L2(k-1 ) + L1(k)
L/k) » Ł,(k-1)+ L0(k) = L/k-1) + L0 (k-1)

stąd zaś mamy: 

Jd+1Ł.1+l(k) = X  Ll(k-1) (5)i=0

TWIERDZENIE 2.2. Dla każdego к naturalnego oraz j ̂  0 (k) 
wyraża się wzorem:

^K(kT) w
Dowód: Ponieważ LQ(k) = 1, więo bezpośrednio z (2) wynika 

L/k) = k, 

załóżmy, że dla pewnego j jest

Ł3w - (*Г)
wówczas z (2) mamy dla każdego к

w*) - ж Cr)
Dowód zatem sprowadza się do wykazania, że dla każdego к 

zachodzi:

x  M  ■ ( # )  ( 5 )
i=1

Równość (5) jest spełniona dla k=1. Załóżmy, że jest ona 
spełniona także dla k=p, tj.
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Sltąd dla p+1 jest

Na podstawie powyższych twierdzeń można wyznaozyć średnią 
liczbę porównań realizowanych w prooesie scalania uporządkowa
nych zbiorów A i В odpowiednio к i 1-elementowyoh. Dla usta
lenia uwagi załóżmy, że l^k, tj. k-1 p p, p » O. Oznaczmy 
przez Ь^(к,1) liczbę końcowych uporządkowań zbioru AuB, 
dla realizacji których algorytm scalania dokonuje 1+i porów
nań, mamy wówczas:

hG(k, l) = L0(l) 
h/k, l) = L^l)

V i ( k * ^  - Lp-1(l^
hp(k, l) = I*p(l) + L0(k)

V l  ^k ’ ^  = LP+1^1  ̂+ L1 ^

=  +  ^ к - г - р С ^ - Ч с - г ^ 1 ^  +  L i - 2 ( k )

hfc-lCb:,1) = L ^ O )  + Li-i(k) 3 2 1 ^ 0 0  = Z L ^ k )

przy ozym ostatnia równość wynika z (i).

Ponieważ średnia liczba porównań realizowanych podczas sca
lania wyraża się wzorem
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s(k,l) =
k-1 1 
Z  / k+1\
i=°l kJ

więc

s(k,l) = (k+l\
'k-1
Z

V k ) .1=0

1-1
T
1=0

, . łfl+l) . l.( l+ri.fl+Z) , . l.Cl+л).....(l+k-2^. fl+k-1^
1  +  - i r  +  2 T  + - " +  — p p y r  J  1

k+1
i к

k + k{k+iL + k-Ck+l|:.(k+2) +ł ł + k* (k+1̂ » a *,(k+l̂ l)

( k+1^
V k

(Ф)
k-1 1-1

1# Z, Li(l+1) + k * Z  Li(k+1) 
. i=0 i=0

■ Г Е П Т  -t1 • ^ - - l O 2 ) * *-Ll-l(kł2)]-
V V

przy czym ostatnia równość wynika z zastosowania równania (?).

Dalej po przekształceniu tego wyrażenia uzyskujemy wzór na 
wartość średniej liczby porównań

3(k,l) = l.k + l.k 
(l+l) (k+1) (в)

W dalszej ozęści pracy pokazano możliwości wykorzystania 
tej oceny dla dokładnego wyznaczenia efektywności dwóch algo
rytmów sortowania, z których jeden jest znany pod nazwą TWO- 
WAY MERGE SORT (sortowanie przez scalanie), zaś drugi - IN
SERTION SORT (sortowanie przez dostawianie).
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3. OCENA EFEKTYWNOŚCI ALGORYTMÓW TWO-WAY MERGE SORT ORAZ IN
SERTION SORT

Dla wyznaozenia średniej wartości liczby porównań realizo
wanych przez algorytm TWO-WAY MERGE SORT (т-WMs) przyjmijmy 
upraszozająco, że zbiór sortowany liczy 2n elementów, wówozas 
porządkowanie tego zbioru będzie realizowane w n krokach, 
przy czym w każdym kroku następuje scalanie uporządkowanych 
podzbiorów o tej samej liczbie elementów. Prooes powtarza 
się, aż liczba elementów w zbiorze scalonym obejmie саЗу zbiór 
sortowany. Gdy więo sortowany <jest zbiór 2n elementów, to
w i-tym kroku soalane są podzbiory uporządkowane liczące po 
i—12 elementów. Pokazuje to poniższa tabela i

Nr
kroku

liczba pod
zbiorów

długość poj. 
podzbioru

średnia liczba porów
nań w kroku

1 2n 1 2n~1 . s ( 1 ,1  )

2 2n-1 2 2n -2  . s ( 2 , 2 )

3 2П -2 4 2n" 5  .  3 ( 4 , 4 )

i 2n-i+1 2i-1 2n" 1 . s (2 i - 1 , 2 1" 1 )

n 2 2n-1 1.a(2n“1, 2n" 1)

ponieważ zaś wg (б)
o2i+1

s(2\ 2 0  = — j----
2 + 1

więo średnia liczba porównań S dla tego algorytmu jest
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i=1 i=1

■ Bk ' <7>
Na podstawie tego wzoru można oszacować S następująco:

S 4 2n (n-1) + 1 

Dolne ograniczenie S móżna oszacować zapisująo

2f; 2n-i j^1 - 2 +
2i_1 + 1

(7a)

= n . 2n - 2(2n - 1) + 2n+1 Z  -Т-Г-Д,----r-
i=1 2 (.2 + i)

Z wzoru (7a) wynika

S > 2n ( n - -

zatem można zapisać

2n ̂ n - | ^  < S 4 2n (n-1) + 1

Wzór (б) daje też możliwość wyznaozenia efektywności ał-* 
gorytmu INSERTION SORT (is). Ogólnie metoda ta polega na do
łączeniu do już uporządkowanego zbioru jednego elementu i 
drogą przestawień wstawienia go na odpowiednie miejsce. Tak 
więo wyróżnić można w przypadku sortowania N elementów 
N-1 kroków, przy czym krok i-ty jest w zasadzie scalaniem 
uporządkowanych zbiorów: i-elementowego i jednoelementowego. 
Zatem zgodnie z (б) średnia liozba porównań w kroku i-tym 
jest
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S 1 ^ 1  + J U 1
1 i + i г

Stąd zaś

f 4 ц\ -1 Лл—'Л w N-1

(8)

i=1 \i+1 2/ 2 2 £* i+1

= ^ (n -1) . (n + 4) - V !  ~
4 Й  i+1 •

Korzystająo z definicji stałej Eulera uzyskujemy dla dużyoh 
N dość dokładną aproksymację wyrażenia na S:

S = i (N-1) . (N+4-) - ln (N+1) + 0,4228.
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ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ АЛГОРИТМА СОЕДИНЕНИЯ ДВУХ УПОРЯДОЧЕННЫХМНОЖЕСТВ
Резюме

Рассмотрен процесс соединения двух упорядоченных множеств. Алгоритм соединения представлен в виде таблицы соединений. Принято, что любой элемент может выступать в соединённых множествах с одинаковой вероятностью. Показано, что среднее число сравнений в процессе соединения равняется средней длине путк в некотором определённом прямоугольнике. Потом определено среднее число сравнений. Полученный результат послужил для оценки эффективности двух алгоритмов сортировки, известных 
ПОД названием "Two-Way-Merge-Sort" и "Insertion Sort".

THE EVALUATION OF THE MERGING ALGORITHM EFFECTIVENESS OF TWO ORDERED 
SETS

Summary
The process of two ordered sets merging is considered. The merging al

gorithm is presented in the form of a merging table. It has been accept
ed that the appearance of every element in merged sets is equally proba
ble, and with this assumption it was shown that the mean number of com
parisons realized in the merging process equals the mean length of a way 
in a certain defined rectangle. Then a mean number of comparisons was 
determined. The obtained result served to evaluate the effectiveness of 
two sorting algorithms known as Two-Way Merge Sort and Insertion Sort.
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