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AN ALPHABETIC CODE FOR THE INFLEXIONAL
ANALYSIS OF POLISH TEXTS
by Janusz Staniskaw BIEN
Received April 28th, 1970

The Polish language is inflected. This means that
for every lexical unit there is a set of its
forms, 1.e. words of the same meaniiig but of dif-
ferent syntactical functions. In automatic text
processing it is necessary to connect given forms
with descriptions of proper lexical units. This
is called inflexional analysis. The main diffi-
culty here arises with the stem alternations. The
“paraphonetic code', worked out by the author,
makes it possible to identify, when necessary,
alternating elements; thereby the algorithm of
the analysis becomes simpler and the index of
lexical units can be smaller. The paper contains
a description of the paraphonetic code "PF' and
the ALGOL-60 procedures for its conversion from
and to the code of the GIER computer.

1.

INTRODUCT ION

Iﬂ-automatio text prooeasing tho recognition of an input

word ~ is an indispensable stage. By recognition we mean ob-

sented in [X]» It differs from the Polish linguistic terminology as
well as from the English ono, so we have to explain the notions
which will be mentioned thereafter. By a word (in Polish “stowo
understand a string of characters between two delimiters, usually
punctuation marks. Adjectives and nouns are examples of lexical
units called formems (in Polish "wyrazy" X i.e. sets of words which
have varied syntactical functions but basically the same meaning.
Possible semantic differences do not go beyond the grammatical cate-
gories of number, case, gender and person. For the sake of economy
we found it convenient to join suitable formems into items called
groups (in Polish "gniazda'). A Polish verb in the traditional sense
is a good example of such an item: the group CZYTAC includes, among
others, the formems czyta, czytat, czytajacy, czytany which in turn
include their inflexional forms, e.g. the words ‘‘czytam", *czytasz",
“'czytajacy’, '‘czytajacego’. For the sake of simplicity by group we
mean also a group or a formem description kept in a computer store.

e
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Tfcaining from the oomputer store the description referring to
the word. Usually the description refers nob to a single word,
but to a complex of them, constituting the paradigm (the set
of inflexional forms) of a so-called fomeme or a group. The
task of inflexional analysis oan therefore be expressed as
the transition from a given string of letters to the address
of that group whose paradigm inoludes the ;;tring. It is nec-
essaiy to utilitize appropriate rules of grammar as well as
to searoh through a speoial index, containing the stems of
selected forms of the accepted groups. This poses no problem
in the oase of languages with rudimentary inflexion. For
example, iIn English an adjeotive possesses only one form
(e-g- "blue’™), a noun possesses two forms (e.g. ''dog”, ''dogs'’™),
a verb at most five (e.g- "leam’, "leams”, "learmed’”), but
only for some of them these forms differ essentially (0.9.
"'see”, "'saw', "'seen'’).

In Polish, the situation is far more complicated. Here an
adjective has eleven foims (e.g. '‘dobry**, *dobra’*, *‘dobre™,
“'dobrego™ etc.), a noun has thirteen forms (e.g. "‘szkola",
“'szkoby'', '‘szkole™ eto.), while the number of simple forms of
a verbal group equals thirty odd? . Besides, the similarity
between inflexional forms of the same group (or of the same
formeme) is often affected by stem alternations, for instance:
"row':rowd’”, “'olasto'':''oiesoie’, "wisi'':"wiszg'" etc. In the
past such exchanges were justified, e.g. the altermations
"o'"»'0" and "gmjre” originated in the Fifteen and sixteen cen-
turies as a result of distinguishing short vowels from long
ones; now almost all the altermations are individual proper-
ties of particular groups. Another difficulty is a triple way
of marking the palatalization of some consonants. For in-
stance in the verbal group CZYNIC, the same sound [n"J is de-
noted by "ni'" ('ozynig"” - the letter i iIs not pronounced),
by "n" (“ozyni' - the letter "i" i3 here pronounced )and by
VAT (ClozyA™). I

We mean the total number of the personal forms, the different inflex-

ional forms of the declinable participles and some other forms spe-
cific for a Polish verb.
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At Tirst eight, there are two ways of solving the problem.
One is to keep In the index a number of items which exhausts
the variety of graphio stem variants for a given set of
groups. Thus in order to reoognize the Past Participle (e.g.
“pieak’’, "pisali’’; they are used mainly as a oomponent part
of the Future Tense, the Past Tense and the Conditional) of
the groupsl CZYTAC, MOKNAC, GIAC, LAC, WIESC, LEZC we ought
to store the following stems: “ozyta" (ozytata'™, "ozytali”,
“ozytak',...), "mok" ("'mok#"), "mok™ (C'mokda’, mokli‘,...),
"gig" ('gigh?), "gie" ('gieta”, "gieli”,...),('lal’, "laka"”,
»ss)s le” Cleli™), "wiod” Cwiodk), “wiod” (“wioda',
“wioddy'"....), "wied" (C'wiedli'), "laz" ("lazt’, "lazda”,...),
"lez" "lezli' . Por the recognition of other forms of the
groups, further stems are neoessary; iIn addition to all this
some alternations ooour rather often and the index would
therefore beoome too extensive..

The other method is based on the rule: one stem for one
group  this does not conoern the exceptions like iS¢ . An
input word should be modified until i1t is found to be an item
in the index. For instanoe, if we want to analyse the word
"lazka", we need Tirst of all to find i1ts stem "laz”. The next
step is to separate the last vowel and the following oonsonants,
and to check which alternations should be taken into account
(in our oase only "a"i'"e" and *"z"Vzi'"). Then we should gener-
ate the set of stem modifications (e.g- "'laz”, "lez", "lezi'")
and searoh the index for every member of it. In our oase "'lezi"’
should fit the proper item, provided that for verbal groups we
keep In the index the stem of 3rd person singular of the Pres-
ent Tense (e.g- "lezie’™). The algorithm allows for a conoise
index but it is complicated, and therefore slow. Thus none of
these solutions is satisfactory. It may be that taking a middle
course oould yield better results but luokily there is a third
way out the situation - the paraphonetic code.

The i1dea of a oode whioh makes possible, when neoessaiy,
the identification of alternating elements is due to Prof.
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J. Tokarski. He is the author of a series of papers [4] pub-
lished at irregular intervals in the "'Poradnik Jezykowy' from
1961 to 1964 and devoted to the description of the Polish in-
flexion from the point of view of maohine translation. The
conception has been realized by the present writer as the
paraphonetio oode "FF' and some ALGOL-60 procedures for the
GIER computer. r

2. CODE DESCRIPTION

The oode under discussion is called paraphonetio beoause
of the faot that some sounds of Polish have their counter-
parts in the code regardless of the way they are denoted iIn
writing. To every symbol of the oode an eight-bit binary num-
ber is assigned. Appendix 1 contains the table of oode sym-
bols, their binary equivalents and decimal values.

The oode possesses forty two symbols, but the number oan
be increased if necessary. It includes letters and also se-
quences of letters which denote single sounds and whioh take
part in stem exohanges, e.g. '‘ch” because of "ghuchy t glu-
si”" . The palatality of sounds is marked in two wayst by
means of the letter "i"" for sounds whioh have no graphic”®
counterparts in the Polish alphabet and do not alternate ,
anfl thus have no symbols of their own in the oode. They are
the labials [p7], [b], [] and the labio-dentals [FJ [WJ.
For the rest of them (e.g. for "N, "dz" )we use special sym-
bols. Thus the word '‘dzien" is coded as dz—e, and the word
"nikt" as A-i-k-t, but "‘wiosna' as w-i-0-s-n-a and "‘'miasto"
as m-i-a-s-t-o. While decoding from the paraphonetio oode
it is necessary to reinstate the normal, context depending,

The list of stem alternation was fixed on the basis of works [3],
[4]., [6]- It makes us think that the list is complete.

We do not take into account the alternation consisting in making a
consonant hard (e.g. "H#apie"i"tap'), because it is more convenient
to treat them in a strictly graphic way.
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way of marking palatality. To do this we have to oheok if the
palatal oonsonant is followed by the letter i or another
vowel - thus presents no dIffioulty beocause the vowels in the
oode have values not greater than forty.

The main idea iIs very simple: the alternating symbols should
differ only on some settled bits, which can be masked during
matohing. If all the sets of exohanging symbols (e.g. n'"-""n",
1= were disjoint, it would be enough to design some bite
for numbering the sets ,(iet us call them the main bits) and
others (let us ocall them the serial bits) for numbering their
elements. Unfortunately, this is not the oase, the sets usual-
ly interseot, e.g. "d'"-'dz", "dz"-'g", "'g'"-"z",

"4"-"an, Therefore we have to introduoe some auxiliary bits
and assign values to the elements of suoh sets under the fol-
lowing rulet the main bits desoribe a olass of intersecting
sets, the auxiliary bits differenociate the sets and the serial
bits number their member. For the symbols inoluded in a dis-
joint set the auxiliary bits have the same function as the
main bits. To symbols whioh take no part in the alternations

we can assign just successive numbers.

Finally, the way iIn whioh the exchanging symbols (e.g.
Wz, ) are united into a set of 'congruent symbols™
(e.g. =z'"-,Z2"-"Z'") is a oompromise between the number of auxil-
iary bits and the probability of undesirable identifications.

The estimation of the latter- is made intuitively, beoause
of the laok of statistical iInformation about the ocourrenoe
of the alternations in texts.

We oonsider three as the optimal number of auxiliary bits.
It allows us to separate the alternations "‘dz'"»"'dz"
(ch-o-dz-e t oh-o-dz-i1), "g'":"dz" (n-o-g-a t n-o-dz-e) and
"g",«<"'Z" (m-0-g-e 1 m-0-z-€)} these bits are between the main
bits (on the left-hand side) and the serial ones (two bits on
the opposite side ) - the values of congruent elements, owing
to suoh a division, differ relatively little, e.g. "'r'"-100
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and "'rz'-101, "'oh'-144 and "'$"'-147. Por masking a symbol we
can use different bit patterns. The most important arei

111 100 00, 111 010 00, 111 001 00, whioh are oalled respec-
tively the left mask, the central mask and the right mask. It
may sometimes be convenient to call the pattern 111 111 11 a
full mask. Every symbol of an item in the index has a corres-
ponding mask, whioh is used while matohing an input string to
cover irrelevant bits. For instance, because the item
"w-1-e-0z"" should have the full-full-oentral-oentral sequenoe
of masks, then while comparing "‘cz''-011 010 11 with "'k"-011
110 01 we compare in faot, owing to the oentral mask, only
the main bits and the oentral auxiliary bit. We should receive
a positive answer, which happens to be correct, because
"“wleoze" and “wlokg™ are forms of the same formeme. Occasion-
ally it may lead to undesirable results, e.g. to the identifi-
cation of "oz iIn "piecze” with 0" in "pieoe’. These must be
treated ae oases of normal homonymy (e»g. "mam™ is the form
of mie¢ or of mama or of mami¢); incidentally, they can be
avoided by a proper segmentation of the index and an appro-
priate order of searching.

The elements "o, "¢", "K', "t can be identified with the
help of the left mask as well as the oentral one. It is a con-
eequenoe of the faot that these symbols together with 'oz"
oompose the set of symbols which alternate iIn the conjugation
and whioh can be identified with the left mask”. Because
there are five of them, we need to use also one auxiliary bit
to number them. In this way we conneot one mask more with the
set. We employ it - by appropriate assignment values to the
above mentioned symbols - to ignore the alternations "'o"V“k"
and "¢":""t"", which ooour in the declension of nouns and ad-
jeotives.

Below we present the list of the exohanges which were
taken into aocount and the possibilities of ignoring them by
the use gf the thre? main masks.

* The possibility of uUsing the same mask for paradigmatic words of the
same type proves sometimes useful (of the last chapter).
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- B n
The left mask oan be used to identify the symbolsi

a. "d’-,dz'",dz"-""dz”’>
e.g. jJad-e « j-e-dz-e, j-e-z-dz-e i j-e-z-dz-i,
w—i-dz—e t w—i—-dz—i, r—ud-~ t r—udz-1, s—ad s
s-a-dz-e;

b' ﬂl'_llé11_" I'_1;t.'1
e.g. sz-y-b-k-i : az-y-b-o-y, s-y-t-y t s-y-¢-i,
oh-a-t-a « oh-a-6-e;

o. Ilohll_l/\ll_I/\ll_Il/\I

e.g. g-4-u-oh-y » g-#-u-$-i, l-e-p-sz-y : l-e-p-$-i,
+y-svy i1 Z-y-$-i, r-o-s-a t r-o-s-e, n-o-s-e¢ t
"h-e-$-e, g-0-Sz-0z-€ * g-0-S$-C-1i.

The oentral mask identifies the following symbols»

a. "dz"-"gr-L.i\
e.g- n-a-g-i : n-a-dz-y, m-o-g-¢ 1 m-o-rz-e;

b' .101’_,’0211_ 1p"'_ll 11_,,t."
e.g- p—l-ot9 tp-l-e-Gé-e, m-1-6-a—€ i m—4+-6-6-i,
w-1-o-k-e : w-l-e-o0z-e;

o. "n"-"6",
e.g. +-a-d-n-y t +-a-d-n-i, oz-6-4-n-o t oz-6-i-n-e,
p-t-y-n-¢ tp-t-y-n-e;

d. "a"-"e"-"0"-"0",
e.g. w-e-s-o-+-y : w-e-s-e-l-i, r-6-w i r-o-w-u,
m-l-a-s-t-o : m-i-e-$-¢-e, n-o-s-t-e-m « N-6-s-1,
w-1-0-k-e *w-1-e-0z-e, j-a-d-e s j-e-dz-e.

And the right one»

a. "zt
e.g. d-u-z-y » d-u-z-i, w-i-g-z t w-i-g-z-e;

b. "1"-"#",
e.g. o-a-t-y « o-a-I-i, w-a-+ * w-a-l1-¢;

o. "r'-"rz",
e.g. s-t-a-r-y * s-t-a-rz-y, z-a-r t z-a-rz-e, b-i-o-r-ei
b-1-e-rz-e;



12 Janusz Staniskaw BIEN
eg-- r-e-k-a : r-g-k, w-z-i-g-t+ : w-z-i-e-t-a.

3. CONVERSION PROCEDURES

The procedures were prepared for the GIER computer used iIn
the Computation Centre of the Warsaw University (Zakdad Obli-
czen Numerycznych UW). They are written in Gier Algol 4. This
hardware representation of ALGOL 60 has some convenient ex-
tensions of the referenoe language [JZ]- One of them is that
Boolean variables can be treated as patterns of forty bits and
be manipulated with high speed. A special case of their appli-
cation is storing strings in Boolean arrays. To read a string
into an array we use the standard procedure '‘readstring'’. There
are also generalizations of conditional expressions and state-
ments, oalled the case expressions or statements. Here is an
example of a oase expressions '‘case kK of (11, 4, 5)", it has
the value 11 for k = 1, the value 4 for Kk = 2 and the value 5
for kK 3 3. Beoause of the lack of some Polish letters in the
input-output devices, it was neoessary to use the following
transcription: a - £, e-e, 6 -c¢, +-1,n-n, 6-o0,

§$ - 8, z - z, z - r.

The procedures "fromGIERtoPF" (App- 3) and "fromPFtoGIER™
(App- 4) oonvert a string from the GIER code (App- 2) to the
paraphonetio code PP and vice versa. Their formal parameters
are the same: the Boolean arrays "'sfile’, "ffile"” and the in-
tegers ''sp, "fp''. The source string is stored in the array
"sfile” starting in the element "'sp'™+1, and the final string
in the array "‘ffile” starting in the element "fptl". The pro-
cedures '‘readGbits™ and "‘read8bits" yield consecutive symbols
of a string and the procedures "‘write6bits”, "write8bits"
store them. The procedures '‘read6bits™ and "write6bits™ work
according to the Gier Algol 4 string format, i.e. six bits
per symbol, the value 10 means the end of a string. They use
the integers '‘réstart’’, ''rGohar’, "westart’, "wSohar'. The
procedures ‘read8bits’” and "write8bits" work according to the
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PF format: eight bits per symbol, the value O means the end
of a reoord. They use the integers '‘rbstart”, ‘‘rBohar’,
‘Wlistart”, "w8ohar''. The procedure '‘traoe' has been added for
debugging purposes. It prints, when wanted, the trace of the

program; it uses the variable ''spa’.

The body of the procedure "fromGIERtoPF" contains some dec-
larations: the integer array "buf' (cf line 82 of App. 3)for
buffering the input, the integer variable "i"" for oounting
symbols which are already coded but still remain in the buffer
and the variable "J" to keep the total number of symbols in
the buffer. Every input symbol passes through the buffer
(cf 1.120). It is the simplest case if a given letter cannot
start a sequence denoting a single PF symbol (inoluding di-
graphs with the letter "1 moaning palatalisation), i.e. if
the letter is one of the following letters: "a", "b", 'e",
", tgT. tht, e, Uyt vk, YLV, Ymt, Vo, YpM, Mg, MY,
ut, V., TV, ™', "y'. We look for the position of the char-
acter min the list of GIER characters and then we take the
corresponding position from the list of PF symbols (1.165-
171). The task of the prooedure "return” (1.83-87) is to store
the given symbol, change the content of the oounter "i" and
go over to the analysis of a new charaoter. We treat the di-
graphs starting with the underlining ('a”, 'c'", "e", 1", 'n",
Yo, s, "z, 'r") in a similar way. After the recognition of
the underlining (1.122) we read the next oharaoter in, which
deoides what symbol will be put out by means of "return"
(1.128).

In the case of the letter "r' (1.136-140) we have also to
check the next character, because the letter may occur as a
part of the digraph "'rz'. When the given sequenoe of charac-
ters can denote a palatalized sound as well as a hard one,
the situation is far more complicated. To examine such cases
we introduce the prooedure “‘palat” (1.88-112). It is called
with the value of the palatal sound in the PP code as the
actual parameter. IT the next letter (1.92) is not "i'’, the
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procedure involves nothing more. If it is "i'", the aotual
parameter is stored as the PF counterpart of the input se-
quence of characters and the next oharacter is read in. Now
we have one of the following oasesJ either it is a vowel
whloh means that "i"" was uted only as the palatality mark
and ought to be skipped while the vowel is coded (1.102,108),
or it is a consonant which means that "i'" denoted a sound
ad, therefore it is coded (1 .103,109); the procedure ends
by going over to the analysis of the next charaoter. With
the help of the procedure *palat™ all the remaining sound
denotations are coded, namely* *"z(i)" - lines 150-131»
"8(1)", "sz" - lines 132-133, n(i)" - lines 134-135, “o(i)",
"oz«, "oh" - lines 141-145, "d', "dz", "d£", dz(i)" - lines
146-164. The exit from the procedure "fromGIERtoFF" is caused
by reoeiving the oharacter with the value 10.

The proce¢. re ™rotPP”NOMEE"™ is much simpler. The only dif-
ficulty is to reinstate the normal way of marking palatality.
It is enough to check the next symbol, so instead of bufferr-
ing we use a reoursive prooedure oalled 'deoode' (of lines
172-224 of App. 4). Its parameter is a symbol of the FP code.
IT it refers to a palatal consonant (of 1.177), the next symbol
is read in. Depending on whether it is a vowel or not, we de-
oode the sound using a diaoritio sign (e.g. '"dz'") or we deoode
its hard counterpart, after which we add the letter "i"

(e.g- "dzi”), except the oase where "i" is the vowel Just
read in. The exit from the prooedure 'decode" takes plaoe
after decoding the remaining symbol (1.194). The digraphs
with the underlining are decoded in lines 197-201, the rest
of them in lines 202-208 and the sequences of three oharao-
zers ("'dz™, "dr') in lines 209-213. The symbols correspond-
ing to single characters are deooded in lines 215-222_. If the
symbol of the value 0O is received, it ohanges the Boolean
variable 'e" which is unlooal for the procedure "‘deoode
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(1.175)« Thus the proper action of the procedure "fromFFto-
GIER" is to read a symbol in, to call "decode™ and so on, as

long as the variable "e" has the value true.

4. REMARKS ON APPLICATIONS

The way of assigning values to symbols of the paraphonetio
code depends on the assumption about the oontents of groups
and the segmentation of the index» The values ohosen here were
found convenient for no index segmentation and for the follow-
ing oontents of the groups:

a. an,uninfleoted group - a single uninfleoted form,
b. a noun group - a noun only,

0. an adjectival group - the positive, comparative and
superlative degrees of an adjeotive and its adjectival
adverb, the adjeotival noun and the fonms of the type
“zdrow'”, "'wesod' and '‘polsku’, "rusku",

|
d. a verbal group - the Present (or Simple Puture) Tense

and simple forms of the Imperative Mood, the Past Par-

ticiple, the Passive (e.g. "pisany') and the adjeotival
Simultaneous (e.g. ''piszacy') Partioiples, The Infini-

tive, the Simultaneous (e.g. 'piszgo’™) and the Antioi-

patory (e.g. "napisawszy') Partioiples and the adverbi-
al form of the Passive Partioiple (e.g. 'pisano™).

IT we ohange the above assumption it may happen that a dif-
ferent set of values will be more useful.

In almost all the oases we need not store as many masks as
there are symbols in a stem. The alternations affeot the end-
ings of stems, so it is enough to keep only a few masks for an
item. Another aspect of the question is that we oan store a
set of masks for every item or only for some of them. In the
latter oase IT we searoh the index sequentially we may put
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the complexes of masks between pi”per items and use the same
masks all the time until we meet a new complex of them. This
method has been applied in the program written for testing
the code.

To oonolude, | suppose that the idea of the paraphonetic
oode may prove quite useful for other inflexional languages
in whioh the stem exchanges also occur. <
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Appendix 1 Appendix 2

PF Code GIEB Code

a 8 000" 010" 00 a 49

a 4 000 001 00 b 50

b 160 101 00O 00 0 51

o 123 011 110 11 d 52

oh 144 100 100 00 e 53

0z 106 011 010 10 f 54

(o] 120 011 110 o0 B 55

d 81 010 100 01 h 56

dz 88 010 110 00 [ 57

dz 82 010 100 10 : 33

di 83 010 100 11 K 34

e g 000 010 01 1 35

? 5 000 001 01 m 36
161 101 000 01 n 37

6 73 = 010 010 01 0 38

h 162 101 000 10 39

i 40 001 010 00 4 0

i 163 101 000 11 9 41

K 121 011 110 01 8 18

1 132 100 001 OO0 t 19

+ 133 100 001 01 u 20

a 164 101 001 00 \Y, 21

n 136 100 010 00 w 22

n 137 100 010 01 X 23

0 10 000 010 10 y 52

o) 11 000 010 11 4 25

p 165 101 001 O1 - 14

I 166 101 001 10

r 100 011 001 00

rz 101 011 001 01

s 145 100 100 01

sz 146 100 100 01

S 147 100 100 11

t 122 011 110 10

u 32 001 000 00

v 167 101 001 11

w 168 101 010 0O

X 169 101 010 01

Yy 33 001 001 O1

z 68 010 001 OO0

z 69 010 001 O1

z 90 010 011 10
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APPENDIX 3

The procedure **fromEPtoGIER™

79 procedure fromOIERtoPF (efile,ep,fflie,fp);

00 boolean array eflie,ffile: Integer ep,fp;

81 bep.In comment read6blta,vrite8bita;

82 . Integer array buf[1:100: Integer 1.J.k.c.cl;
85 procedure return(char.n): Integer char.n;
8u bepjIn

85 spa:-spa+2 ; wrlte8blte(fflie,char); l:»i+n;
86 trace({<returrc}-,-2,1,3,0,char); goto TEST
87 end return;

88 procedure palat(char); Integer char;,

89 befiln

90 trace({<fcalat:j.,2 ,i,J,0 ,char);

a1 «JJ+1; c:-read6blte(eflle ,buf[J]);

92 If 57 then

93 beRIn

oU vrite8blte(ffile,char); j:-J+1;

95 c:«readblts(eflle,buf[J]);

96 If c-1U then

97

08 J:»J+1; c:-read6blte(eflle,buf[J]);
99 k:»l;
100 for c¢1:-38,1*9,53 do
101 if c4cl then k:-k+l else
102 befiln cl:-case k of(11,U,5); ret.um(cl,U)

103 retum(Uo,2);
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111
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113
1w
115
116
117
118
119

120

122
123
12U
125
126
127
128
129

130
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end if IU;
k:-1;
for cl x20,2U,38,U9,53,57 do
if clcl then k:«k+l elae
begin cl;-caao k 0f(32,33,10,8,9,U0); return(cl,3) end;
retum (Uo,2)
Mid if 57;
spa:-spa-2;
end palat;
trace({<fromQIERtoPF}.,2,ep,p,0,0);
réat&rt:«ap+l; v8etart:-fp+l; rb6char=-w8char:-0;
fflielw8atart]:-falae;
Js0; 1:»1;
TB3T:
it i>J then
begin Js“1; i:-1} readbbite(efilefbuf[j])j goto TEST end;
c:»buf[i];
if c-10 then goto E;
if c-1U then
begin
’ J:«J+1; c:i«read6bita(efile,buf[J]);
kz»1;
for cl:-18,25,35,37,38,U1,79,51,53 do
IT cd4cl then k:«k+l elae
begin cli-caae k of(1U7,69,133,137,11,90,U,120,5); return(cl,2) end;
end if IU;
if c-25 then

begin palat(69); retum(68,1) end;
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132
133

13u
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136
137
138
139
U0
w1
12
1U3
1w
1U5
1U6
17
1U8
b9
150
151
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153
15U
155
156
157
158
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if c-10 then
begin palat(lU7); if c-25 than retum(1U6,2); retum(lU5,1) end;
if c-37 then
begin palat(137); return(136,1) end;
it c-Ul then
begin
J:-J+1; c:-read6bita(efile,buf[J]);
if c-25 then retum(101,2); retum(100,D)
end if Ul;
if c51 then
begin
paiat(120); if c25 then retum(106,2);
if ¢c-56 then retum(lUU,2); retum(123,1)
end if 51;
if c-52 then
begin
J:-J+1;c:-read6bita(efile,buf[ J]);
if c-1U then
begin
J ; ci«read6bite(afile,buf[j]);
if c-Ul then retum(83,3); if c-25 then return(82,3);
k:-1;
for cl:-U9,53,35,38,37,18 do
if cd4cl then k:»k+l else
begin
cl:* caae k of (k,5,133,11,137,1**7);

write8bits(ffile,81);return(cl,3)
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end;
return(81,l)
end;
If c-25 t7ienbekln it-i+lj pelat(82);return(88,1) end;
retum (81,1)
end if 52»
k:-1;
for d :« 19, 20,2i,22,23,2»33,3U,35,36,38,39,00,U9, 50, 53,
54 55,56,57 do
if- c4cl then ki»k+1 elae
begin
cl:»caee k of(122,32,167,168,169,33,163,121,132,16U,10,165,
166,8,160,9,16 1,73, 162, Uo);
retum (cl,1)
end;
op:-r6etart;j
fp:»vBstart;
trace(*}:<GtoP~,-2,8p,fp,0,0)

end froraGIERtoPF;
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APPENDIX 4

The procedure "“fromPFtoGIER"

169 procedure fromPFtoGIER(sfile,ap,fflle,fp);

17° boolean array afile ,fflle; Integer ap,fp;

171 begin Integer c;boolean ej

172 procedure decode(c); Integer c;

173 begin integer k,cl,c2;

17U trace( !"<decode:f,2,0,0,0,c);

175 If c-0 then begin e:~false;goto K end;

176 k:»1;

177 for cl:-120,137,1»7,69,82 do

178 If ofcl then ki«*k+1 else

179 begin

180 read8bita(aflle,c);if c~0 then c ;-fnlae;

181 If c<UOAc4° then

182 begin

183 cl:~case k 0f(123,136,1U5,68,88); decode(cl);
vrite6bits(fflie,57)J

18U end

185 else

186 If c1-82 then

187 begin

188 wriltebbita(fflle,52); vritebblta(fflle,lU);

wrlte6blta(ffile,255);

189 end

190 elae

191 begin

192 cl:-cose k 0f(51,37 18,25); write6blte(fflle,
wrlte6blta(ffile,cl);

193 end;

19U If c4u0 then decode(c); goto E;
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end;
k:-1;
for cl 5,133 11,90 do
if c4cl then kik+1 elee
begin
cl;-caae k 0F(L9,53,35,38,LIl); vritetbite(ffile,IL);

vrite6bita(ffile,cl); goto E

end;
kz»l;
for c1:-1Ww, 106,88,101 ,-6 do
if cAcl then k:«k+l else
begin

cl:»case k 0f(51,51,52,Li,18); c2:«if k*1 then 56 else 25;
vrite6bita(ffile,cl); write6bite(ffile,c2); goto E
end;
if ¢-82v/c-83 then
begin
vriteebite(ffile,52); write6bita(ffile,IL);
writeebita(ffile,if c-82 then 25 elae Li); goto b
end;
k:«l;
for c¢1:90,160,12381,9,161,73,162, U0 do
if c4cl then k:-k+1 elae
begin writeébita(ffile,L8+); goto E end;
k:-1;
for c1:-163, 121 13216,136,10,165,166,100 do

if c4cl then k:-k+1 elae
begin wiritesbita(ffile,324k); goto E end;

k:-1;
for c1:-1u5,122 32,167,168 169, 33,68 do
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if c+tel then k:»k+1 elBe

begin vrite6bite(ffile, 17+ k)j goto E end;
E: spa:«apa-2;
end decode;

trace(-f:<fromPFtoGIEH™2 ,ep, fp,0#0);

rOstart:»ep+1; v6st.art:«fp+1; r8char:-wé6char:-00;e:»true;

mie[w6start]:-J+1C1610610610610610610;
NEXT:

read8bits(sfile,c);

decode(c);

if e then Roto NEXT;

sp:«r8etart; fp:-w6start;

trace(«j :<Tto0",-2,ep,p,0,0)

end from PFtoGIER;
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KOD MASZYNOWY DO ANALIZY FLEKSYJNEJ TEKSTOW POLSKICH
Streszczenie

Jezyk polski jest jezykiem fleksyjnym, co oznacza, ze z jednym wy-
razem zwigzany jest zespot jego form, nie roézniacych sie znaczeniem,
ale pelniagcych odmienne role skdadniowe. Przy maszynowym przetwarza-
niu tekstéw niezbedne jest kojarzenie konkretnej formy z odpowiadaja-
cym jej wyrazem, a scislej - z przechowywanym w pamieci opisem tego
wyrazu. Czynnos¢ te nazywamy analizag fleksyjna; jest ona nietatwa
m-in. ze wzgledu na tzw. wymiany tematowe. Opracowany przez autora kod
parafonetyczny pozwala utozsamia¢ elementy wymieniajace sie, a tym sa-
mym zaréwno upraszcza sam algorytm analizy, jak i znacznie zmniejsza
objetos¢ indeksu bedacego podstawa rozpoznawania form. Artykuk ten
zawiera opis kodu parafonetycznego PF oraz algolowych procedur przejs-
cia pomiedzy kodem PF a kodem EMC GIEH.

MAUVHHBIA KO NS ®NEKCUOHHOrO AHAMM3A MOMBCKMX TEKCTOB

Pe3iome

MONbCKMIA A3bIK ABNAETCA (NIEKCHOHHLIM; 3TO 00603Ha4YaeT, 4TO

C OJHUM C/I0BOM CBfi3aH COCTaB €ro QOpM He pa3/uyaunxcsg no
3Ha4YeHny, HO UCMOMHANWNX Pa3Hyl CUHTAKCUYEecKyw ponb. [lpu
MallMHHOM 06paboTKe TEKCTOB HEOQXOAMMO COrnacoBaTb KOHKPETHYK
OpMy C OTBEYauWWUM en CnoBOM, 60NEe TOYHO - C_OMUCAHWUEM 3TOrO
7I0BA COXPaHeHHLIM B 3anomuHaplem ycTpoucTse. Takoe AencTBue
Ha3biBaeM (NIEKCUOHHLIM aHaNn30M; 3TO He NPOCTOM aHann3, Mexgy
npoynm B ng¥ Tak_Ha3biBaeMoro obmeHa Tem. [lapapomeTuyeckuit
KoL, pa3paboTaHHLI aBTOPOM, M03BONAET WAEHTUOULWPOBATL 3Ne-
MEHTb OOMeHa, CﬂEﬂOBaTEHbHO ¥npomaeT cam anropuTM ayanusa,

a TaKXe 3HAYMTeNbHO YMeHblaeT 00bEM WHAEKCA ABNAKWENCH OCHO-
RO A28 il BYITLCIERD Knora™ népeoie v
AypK goMm PF 1 Kogowm Eﬂc GlER.p Heap Pexon

© Instytut Maszyn Matematycznych
waﬁszawa, ul. Krzywickiego JA
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O MINIMALIZACJI AUTOMATOW
Jozef WELO
Prace z4ozono 1969,4.10

W artykule podano algorytmy 1 metody minimalizacji
dowolnych automatéw skonczonych czesciowo okreslo-
nych albo niezupednych w oparciu o pojecie zbioréw
domknietych w grafie zorientowanym skonczonym oraz
algorytm znalezienia automatu minimalnego dla &
danego automatu - patrz punkt 5.9.

Podkreslamy, ie zawarte tu pojecia sa formutowane
pod katem minimalizacji automatéw w praktyce in-
zynierskiej .
Dowodéw wielu whasnosci i twierdzenn nie podano
zaktadajac, ze sa one oczywiste badz +atwe do
znalezienia*

1. WST?P

Gkownym oelem niniejszego artykubu jest podanie algorytméw
i metod minimalizacji dowolnych automatéw skonczonych, czes-
ciono okreslonych albo niezupelnych, w oparciu o pojecie zbio-
ru domknietego w grafie zorientowanym skoriczonym, a takze poda-
nie algorytmu znalezienia automatu minimalnego danego automa-
tu, tj. takiego automatu rownowaznego danemu, ktory sklada sie
z najmniejszej liczby stanéw wewnetrznych sposrod wszystkich
automatéow réwnowaznych.

Ponadto udowodniono tu, ze zagadnienie minimalizacji auto-
matow nalezy do teorii grafow zorientowanych skonozonych. Sci-
Slej - zagadnienie znalezienia automatu réwnowaznego danemu
i zhozonego z mniejszej liczby wszystkich standw wewnetrznych
od liczby wszystkich standw wewnetrznych danogo automatu jest
rownowvazne znalezieniu odpowiedniego zbioru domknietego w pew-
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nym grafie zorientowanym zaleznym od tego automatu, albo za-
leznym od funkoji opisujgoych ten automat. Temu zagadnieniu
poswieoono rozdzialy 4-5. W rozdziale 3 podano algorytm 1,
ktory ma duze znaozenie dla minimalizacji automatéw za pomoog

metod tu zaprezentowanych.

Dowoddéw wielu wkasnosci 1 twierdzen nie podajemy z uwagi
na ich oozywistosc.

Podkreslamy takze, ze podane tu pojecia eg wydgoznie dosto-
sowane do naszyoh potrzeb, a wieo pod katem minimalizaoji au-
tomatow w praktyce.

Zwraoamy rowniez uwage, ze interpretacja zbioru X jest wie-
loraka* w jednym przypadku nazywamy go po prostu zbiorem, w
innym - zbiorem wierzchodkéow grafu, a jeszcze w innym, zbiorem
etanéw wewnetrznych automatu itp; analogiczna uwaga dotyczy
elementow tego zbioru. W kazdym przypadku spednia on odpowied-
nig role.

2 7 NIEKTORE OZNACZENIA

X oznacza dowolny, ustalony, niepusty skonczony zbior;
X#, X', X, X2 ,... oznaczajg elementy zbioru X.

Duze litery alfabetu dacinskiego ze wskaznikami u dotu lub
bez tych wskaznikdéw, pisane oienkg kursywa, oznaczajg dowolne
niepuste podzbiory zbioru X- np. A, B, C,..., AN, A2,..., BN,
B2,..., = tym, ze symbole K, , Kg,-.., rezerwmujemy dla ozna-
czania podzbioréw dwuelementowyoh zbioru X.

Duze litery alfabetu dacinskiego ze wskaznikami u dotu lub
bez tych wskaznikéw, pisane grubg kursywa, oznaczajg dowolne
niepuste rodziny podzbioréw zbioru X, np. A, B, C,..., /U,

@2 jest to rodzina wszystkich podzbioréw dwuelementowyoh
Zbioru A,
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Duze litery alfabetu daoinskiego ze wskaznikiem 2 u gory oraz
ze wskaznikami u dotu lub bez wskaznikoéw u dotu, pisane cien-
ka kursywg, oznaczajg dowolne niepuste podzbiory zbioru (X)2,
. rodziny podzbioréw dwuelementowych zbioru X, np. A2,B ,

C A2, a],-.. Nalezy wiec odrozni¢ symbol @)2 od symbo-
lu A2.

2A jest to rodzina wszystkich podzbioréw zbioru A. Symbol
O oznacza zbidr pusty.

Ponadto stosujemy symbole powszechnie przyjete w teorii
mnogosci, jak znak sumy u, roznicy \ , iloczynu n , naleze-
nia e , negacja nalezenia () , zawierania c , negacja zawiera-
nia @ , rownosci =, negacja rownosoi tozsamosci a . Czasa-
mi symbol = oznacza to sano, co "wtedy i tylko wtedy'. Nato-
miast znak S oznaoza ostre zawieranie, np. A r B oznacza,
z2eAcBiA/B.

Nalezy wiec bezwzglednie odrézni¢ symbol A n B od symbolu
A uB, z ktorych pierwszy jest podzbiorem zbioru X, a drugi -
podzbiorem zbioru 2 . Scislej, element xeX nalezy do zbioru
A u B wtedy 1 tylko wtedy, gdy x e A lub x e B. Natomiast
zbidor D ¢ X nalezy do rodziny Au B wtedy i tylko wtedy, gdy
De A lub D £ B. Odpowiednia uwaga dotyczy rowniez symboli
AN B 1A\B oraz symboli AnB i An B. W szczeg6lnosci, np.
symbol A moze by¢ symbolem C2 lub ()2.

Spotkamy dalej takze symbol
B=U A, =A UuUA.UA2u ... uAP

Mamy tutaj zbidr B ¢ X, do ktérego element x nalezy wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy istnieje je {0,1,2,...,p} 1 X £ A_.
Jesli wiec symbol Aj,j=0,1,2,...,p, zastgpimy np. symbolem
Aj, to wtedy symbol B jest odpowiednim symbolem B c 2X, a wiec
B B, na co zwracamy uwage.

A* B oznaoza iloczyn kartezjanski zbioréw /rodzin/ A i B,
tj. zbidr wszystkich par uporzadkowanych @ ,b), gdzie Ae A
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i Be B, co symbolioznie zapisujemy (A,B) e A *B. W szczeg6l-
nosci np. symbol A moze by¢ symbolem R, a symbol B symbolem D.
Wowczas otrzymamy symbol R*D, tj. zbidr wszystkich par upo-
rzadkowanych (¢, Xg) » gdzie x7eS i x2eD, czyli (O, Xx2)
€ RXD. zZbiory R i D moga z kolei by¢ dowolnymi niepustymi
skorozonymi zbiorami (niekoniecznie podzbiorami zbioru X).

[A]2 jest to rodzina, do ktorej zbior K nalezy wtedy i1 tyl-
ko wtedy, gdy istnieje Ae A 1 Kc (@2. Zatem CA]2 jest pod-
zbiorem zbioru (X)2.

0]
Chooiaz w teorii mnogosci A oznacza to samo, co AxA, to
jednak rezygnujemy z tej zasady dla odrdznienia symbolu (A)2
od symboli A2 1 [A]2.

Przez {<} /7 {A}, |Aj / oanaozamy zbidr ztozony tylko z jed-
nego elementu x /A,A/.

U(a) jest to rodzina, do ktérej zbior B nalezy wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy Istnieje xeA 1 B = "xj.

3. RODZIMI m(A, B2) 1B (A, D2)

Gtownym celem rozdzialu 3 Jest podanie algorytmu znalezie-
nia rodzin m(A, B2) im (A, D2), co ma duze znaczenie dla
minimalizacji automatow. Ponadto okreslona relacja -t pomie-
dzy podzbiorami zbioru 2% pozostaje takze w pewnym zwigzku

z zagadnieniem minimalizacji automatow.

3.1. Zbior stabilny symbolu: <A, B2>

Dana jest uporzadkowana dwojka: <A, B > ,w ktérej A jest
dowollnym niepustym skonozonym zbiorem oraz B2 ¢ (a)2, przy
czym nie wykluczamy B =0.

Zbiér D c A, D 4 0, nazywamy zbiorem stabilnym symbolu:
<A, B2> , jezeli (D)2c B2."

Elementem maksymalnym rodziny A nazywamy taki zbidr
AeA , ze jesli AcMeA , to Aa U.
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Przez ©?(A) oznaozamy zbidér (rodzine) wszystkich elementow
maksymalnych rodziny A . Przez m(A, B2) oznaczamy zbior (ro-
dzine ) wszystkich elementéw maksymalnych rodziny wszystkich
zbioréw stabilnych symbolut <Af B2> , ozyli

m(A, ij({DcA 1 (D)2 c B2} =
Oznaczamy
m (A, D2)ie 1 |H. Y p [HeT(A, (A)2\D2)]f) , @)

gdzie A 4 9 1 nie wykluozamy D2 * 0.

3.2. Relaoja

Dla dowolnyoh A, B okreslamy relacje — i , jak nastepuje*

1.
2.

D dla kazdego D;

-* B » jezeli dla kazdego A e A istnieje Be B
A c B.

- > O

Piszemy A £ By jezeli A s B 1 B4y A. Piszemy A & B *
jezeli nie jest prawdg, ze AuB, Relacja -j jest zwrotna i
przechodnia.

Symbol oznacza, ze z prawdziwosci relacji
wynika prawdziwos¢ relacji Rg, 1 odwrotnie* Natomiast sym-
bol oznaoza, ze z prawdziwosci relaoji 1l wynika

prawdziwos¢ relaoji Hg»

Mamy
[A i 8] B [v(A). 1,(6)] . (2

3.3. Rodzina typu m

S (A) jest to zbidr, do ktdrego x nalezy wtedy i1 tylko
wtedy, gdy istnieje Ae A 1 X e A.
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Rodzine A nazywamy rodzing typu m, jezeli

iI7A*m (s (A, [A12) D- ©)

PRZYKLADY

Rodziny {A} 1 m(A, B2) sa typu m.
2* Rodzina zbioréw rozlgoznych jest typu m.
3. Rodzina 2" jest typu m, bo P2 a {A]l®

Twierdzenie 1. Jezeli A jJest rodzing typu m,
to dla dowolnego B2 rodzina m (A, B2) jest takie rodzing ty-
pu m, to znaozy, ze jesli zachodzi (3), to

1 (A, B2) = m(S (A), [.A]12 \ B2) .

Dowo6d. Nieoh zachodzi (3). Na mooy (1) mamy: jesli
De a (A, B2), to D e m(A, (A)2\ B2 ) dla pewnego Ae A
Tek wieo AcA™e RP(A). Wobec (3) oznaoza to, ze D c €m
(s (A), [A]12), poniewaz De A ¢ A™. Z drugiej strony
(d¥2e(a)2\B2 c(A,-)2\ B2c[A]2\B2,bo A ci. oraz
(A1)2 c[Al2 »[t? (A) 12. Zatem D e 8 (A) i1 (D)2c[A]l2 \ B2.
Warunki te oznaozaja, ze {D} -»m(s (A) , [AJ2 \ B2), poniewaz
[A12\B2 c(s (A))2. Wobec dowolnosci zbioru Dem (A, B2)
mamy m (A, B2) 4+ mMS (), [A]2\ B2).

Dowédd w odwrotng strone, Jezeli D e m(s (A), [AJ2\ B2),
to DcS(A) 1 (D)2 [AMX B2 [A]2. Warunki DcS [A] 1
(D)2 == [A]2 oznaozajg wobec (3), ze D ¢ A€i?(A)cA, skad
DcAe A. Warunki DcAe A i (d) c [A~X B2 oznaozajag, ze
{0} »m(A, (@)2\ B2)-»m(A\ B2), bo (D)2 c(A)2\ B2 . Wobeo do-
wolnosci zbioru D mamy wieo m (S (A), [AJ2\B2) ( A, B2).
Stad i z poprzedniej ozeodoi dowodu many & (A, B2) =
m (s (A), [Aj2\ B2). Rodziny te sg ztozone z elementow maksy-
malnych, wieo ostatnia relacja na mocy (2) koriczy dowdéd twier-

dzenia.

1Zamezmy, ze s(? (A))= S (A) i [P(A)]2 = [Al2-
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3.4. Algorytm znalezienia rodziny m(A, B2)

Przez card (A)(card (A)) oznaczamy moo zbioru A (moc rodzi-
ny A).

Zapowiedziany algorytm jest nastepujacy: niech card(A) = n.

Ustawmy wszystkie elementy zbioru A w ciag x», X"NeA,
Dla j = 1,2,..., n-1 tworzymy cigg zbioréw
A, = IxeA - W [x/ xt dla t 4 j1} @

N, xF e(A)2\ B2

oraz ciagi rodzin RQ = {A}, A™ i Rj takich, ze:

1. jezeli De Rj”™ 1 3CJED oraz DnA™ * 0, to D\{Xj},
D\AJE£A]J, a w przeciwnym przypadku De Aj ,

2. Rj =1?(Aj)-
Wowozas dla j = n-1 otrzymamy Rn-1 = m(A, B2).

Algorytm ten nazywamy algorytmem 1. Jest to rdwniez algo-
rytm znalezienia rodziny ffi(A, D2), poniewaz dla kazdego Be A
znajdziemy odpowiednig rodzine T(B,(B)2\D2), a wiec rodzine
m(A, D2) znajdziemy nastepnie na mocy wzoru (1)

Zbior (a)o\ BO, biorgoy udziat w ciggu (4), zapisujemy |%w—
nowaznie za pomoca oiggu (4 w postaci ciagu

@)2\B2 a {x1(Al), x2(A2)....~ . (V i)}~ ©)
Wtedy odpowiednikiem oiggu (4) dla zbioru B2 jest ciag
= (xeA\Aj :x~xtdlat<j} ,jJ=1,2,..., n-1, ®

skad otrzymamy, jako odpowiednik oiggu (5), nastepujacy zapis
zbioru B2

b2s {*i(ci)» *r(cr)... ~-iCVi)} e G
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Zapis zbiorow (6) 1 (7) jeet wygodny w praktyoe, a ponad-
to posiada pewne znaczenie gdy chodzi o sprawne znalezienie
zarazem rodziny m(A, B2) i m(A,(A)2 \B2).

4. ZBIOR DOMKNIETY W GRAFIE

G¥ownym celem rozdziatu 4 jest pojecie grafu skoriczonego
zorientowanego XIf oraz algoxytm znalezienia zbioru (zbio-
row) domknietego w tym grafie, tj. takiego zbioru AcX, 4e
T(A) c. A, jak rowniez algorytm znalezienia zbioréw domknietyoh
w dowolnym grafie ozedoiowym grafu X|f. Wymienione pojeoie,
tj. pojeoie zbioru domknietego w grafie, ma duze znaczenie dla
minimalizaoji automatéw. Whasnie metody minimalizaoji automa-
tow podane w rozdziale 5 oparte sg o wymienione pojeoie.

4.1. Graf zorientowany w zbiorze X

Graf zorientowany skonozony jest to uporzadkowana dwéjka
XIF, w ktérej X jest dowolnym niepustym skoniczonym zbiorem
elementéw, zwanych wierzohotkami grafu, a ¥ jest dowolng funk-
0ja, ktdrej argumenty x przebiegaja zbidr X, zas wartosci
T(x) sa podzbiorami zbioru X, przy ozym nie wykluozamy f(x)=
a 0 dla pewnyoh (go) xeX. 0 takim grafie X|f mowimy, ze jest
to graf pierwotnie dany.

“1(X) jest to zbidr, do ktdérego x* nalezy wtedy i tylko
wtedy, gdy xcf(x1).

f(A)/F’1L(A) / jest to zbidr, do ktérego x* nalezy wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje xeA 1 x"efCx)/" ef"1(X) /.

Przyjmujemy (0) = ¥’1(CO = O.

Uporzadkowang pare <x”, x2> nazywamy Htukiem elementar-
nym w grafie X|f, jezeli Xgef™x"). Wierzohotek x* nazywamy
poczatkiem luku <x®, x> , a wierzohotek Xg - koricem duku
<x1, Xg> =
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Kazdy oigg Uk.a [&@*, a2,..., a", ak#/,,»*.], ztozony z nie-
puetych Htukéw elementarnych a”, a2».e_, , ajE+/p>e==» nazywa-
my 4ancuchem w grafie X|f, jezeli konleo luku a™ jest identycz-
ny z poozatkiem luku ak+”, przy ozym [a,j] jest ¥ancuchem w
w grafie X|f, to znaozy, ze jesli a®» a fx», x2 > , to moze
by¢ f(x2) = 0, ale x2 € f(x,J)- Poozatek luku aj nazywamy poozat-
kiem *anouoha UN. Jezeli k jest liozbag skoriozong, to lanauoh
Uk Jost skonozony. Jezeli 4anouoh |a®, a2,..., a” jest skon-
czony, to konleo H+uku am nazywamy konoem tego +anouoha*

4.2. Funkcje RBi1 /A1

Méwimy,, ze wierzohotek x potozony jest na #*anouchu E w gra-
fie XIT, jezeli istnieje +uk <a, b> e E1 x»a lub
X ss b.

Definic]ja 1. /7a(x)//i’1(x)/ jest to zbidr o whkas-
nodoiaoht

1, x6fi X))/ xe /3~ 1(xX)/,

2. xlefi OO\{x}/xle 3 “1(xX)\ {x}/ wtedy i tylko wtedy,
gdy w grafie XIf istnieje 4aricuoh o poozatku x /o konou x/
i x1 jest roznym od x wierzchotkiem potozonym na tym 4ancu-
chu.

Definioja 1 réwnowazna jest nastepujacej™

Definioja la. /3(x)//i’1(x)/ Jjest zbiorem o whkas-
nosoiacht

1. xe p (X)/ xe /31(X)/,
2. jezeli x,,e F(X)/ x1lef“1(X)/, to X,,£fi(x)/x"e

3. jezeli xle/* (Xj/x™e /3*1(X)/ 1 Xg£ t (x™M/xgt
to Xgefth (X)/x2 e /i (X)/i

4. zbior /5(x)/ /3‘1(x)/ innyoh elementéw nie zawiera poza
tymi wszystkimi, ktdre mozna otrzyma¢ na mocy 1., 2. 1 3. w
skonczonej liozbie krokow.
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@AY/ *L(A)/ jest to zbidér, do ktérego nalezy wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje xeA i x"e/3 (X)/x"e /I \xX)/*
Przyjmujemy j#00) * A"1(0) s O.

4_.3» Graf ozesoiowy
Oznaczamy 6@) a F@)\ A* Mawy wiec
[B(A) a 0] a [f(A) c Al.

Definicja 2, Przy zatozeniu, ze 6 (A) a 0, zbio-
rowi A przyporzadkowujemy graf Al?, w ktorym mamy*
1. f@) s (D)
dla DeA |DcA],
2. 1) = £“1O) n A

3. dla podkreslenia, ze Dc A /DeA/ i1 6(A) a 0 piszemy
/3’* (D, A) zamiast /3*"D)o A,

Definicja 3. Przy zatozeniu, ze 6(A) 4 0, zbio-
rowi A przyporzadkowujemy graf (Auf(A)) | F & a]?, w ktorym
mamy™>

1. i(x) =0 dla xe 6 (A,
2. (D) a (D) dla DeA /DeA/,
3. 1-1(D) = 1) n A dla DeA uf(A) /DcAu T(A)Y/ ,

4. piszemy $"1(A) zamiast A1 (B(AJ)) n A, przy ozym w
tym przypadku nie wykluczamy 6(A) a O.
Graf AIT /AIf/ nazywamy grafem czesciowym grafu le.

4.4. Zbidr domkniety w grafie

Zbior Ac X nazywamy domknietym, jezeli 6(A) a 0, Czasa-
mi bedzieny méwi¢, ze A jest zbiorem domknietym w grafie
BIT /BI?/, jezeli kcB i 6(A) =
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Twierdzenie 1. Zbior A jest domkniety wtedy
i tylko wtedy, gdy p(x) ¢ A dla kazdego xeA, lub tez

[e(® a 0] s [p(A) = Al.

Przez 6'G@) oznaczamy podzbior zbioru A maksymalny domknie-
ty w grafie A|f /A|£/, tj. taki zbidér DcA, ze jesli DcBcA
i 6@ =0, toD =S (A) « B.

Mamy wieo
&(A) =a] s [6()=0J .
Twierdzenie 2. Zachodzg relaoje:
FA\ (E1(A) CAN |rl(a); Q0
fB \ £~1(, B) « B \J¥1(D, B). (@)
Dowod . Udowodnimy relaoje (1). Dowdd relacji (2) jest
analogiczny.

Zak6zmy, ze dla pewnego xef (A\ ~"~/@") Jjest xMA\N“1(AV
Istnieje wieo x*e A\ M 1(A)T X€F(x1). Warunki x£AN\ J¥'1(A)
i X6F(X<]) oznaczaja, ze xc6(A) lub X£ p“1(6(A))o A *
$ “1(A). Jezeli xe 6 (A), toxe /MN(X) c. 1L (OBMA)) 1
x"e @F1(x), bo xtf~r)* Zatem x*e £ (@), poniewaz x1leA.
Jezeli x € "1 (A), to x € (6 ®". warunki xef”) i
xe /31 (6(A)) oznaczaja, ze X,€ /S-1 (6 (A)) , wieo
xje jt‘'l(A). W kazdym przypadku otrzymalismy, £9 x~6 a~1(A)
wbrew temu, ze x"€A\"*“~"@), ob d d.

Twierdzenie 3« Zbidor 6(A) wyraza sie w gra-
fie A|! wzorem

SB® = AN JIF1A)- ©)

Dowdéd, Niech () 4 0» Wobeo (1) wystarczy dowiesé,
ze 5(A)cA\ $71(@), bo A\ "~1(A) c 8 (A). W tym oelu za-
+6zmy, ze dla pewnego x eS (A) jest xdp A \ H1(A). Zatem
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xeA, bo xe 6”(A)cA. Warunki xeA 1 XA \ Jl~1 (A) oznaoza-

Ja, ze xe /316 (A)) n A = £\a). Poniewaz xe<5(A), to
) c I5()c5(A). Z drugiej strony (Xe 0“1 (A)) =

== xe A1 (6(A)) = Istnieje wiec x™e&(A) 1 x"e p(X)c S (@)-

Nie moze byé jednoozesnie x™e & (A) c A i x*e"1 (A), bo

6 (A) o A B 0. Otrzymana niedorzeozno$¢ oznacza, ze jesli

X C6 (A), to nie moze by¢ XpA. \ NM"'Va). Zatem (xXe S (A))=3

=* X€A\ £~1G@), cb dd.

Mowimy, ze graf AT posiada wkasnos¢ ST, jezeli w grafie
tym istnieje 4ancuch, ktdérego poct”tek i koniec sg identycz-
ne i zbidr wszystkioh wierzchotkéw potozonych na tym 4ancuchu
jest zbiorem A.

Twierdzenie 4. Jezeli graf AIT posiada wkasno™
J,t =A1i X>A) - A dla kazdego x e A.

WN1. Jezeli graf AIT posiada whasnos¢ ST, to kazdy zbidér
domkniety w tym grafie, rozny od zbioru O, jest zbiorem A
(na mocy twierdzenia 4).

4.5. Algorytm znalezienia zbiorow A1 (A), e(d), a“1(d,B) i

A1
Wezmy oilag zbiordw
. J-1
A, = HA.. )\ u A.4 0 dlaj=1,2,..., poraz
3 v t=0
Oznaczamy
AQ , jezeli A3 0
o)
, jezeli Al ™ O.
Uu A-_
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a. Przyjmujac w 4@ ~ = oraz An = A - otrzymamy
zbior p"(A0) = & (A /fi(A)/ wyrazajacy sie wzorem (B). Za-
tem takze znajdziemy zbior X \ #1(A).

b. Przyjmujac w 4 AQ =DcB, 6(B) « 0 /kQ= 6 ® 4 0/

ora, F(Vi) * B/ -
otrzymamy zbior p(AJ = p @O,b)/ B ® = @AAO4 A0/
wyrazajacy sie wzorem (5)» Zatem takze znajdziemy zbiory

B\XNE£“1O,B) i S® = R\ ® .-
Powyzszy algoiytm nazywamy algoiytanem I1.
W praktyoe oiag (4) zapisujemy

b v
A0=» A2 =& ... =» Ap=> Aptl = 0, ®

przy czym sym/BoI AQ=1§ zastepujemy w przypadku a. 1 b. odpo-
wiednio symbolem:

A IL=> /a =r=>/. (D,B) 4=*/r -A f(E) => 6 (R) t=>1.

PRZYKLAD. Graf x|f dla X = {1,2,...,9} pokazano
na rys. 1.

1. Dla Aq s {1,2,3} z funkcjg A4‘l, ciag (6) Jjest
Ao =—> {7.4,5} ==> {6}=>0, skad a*“1(0)={1,2,3,7.4,5,6} ,
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2. bDlaAB {1,2,8,9,3} =z funkcja J£’1, ciag (6) jest

T fel
A —>F(A> (3,8,1,9,5} =*6(A)= {5} =» {3} =» [2] =* O,

skad /1~-1(A) B {3,2}, awiec S @ = {1,8,9}.

5. RODZINY DOMKNIETE AUTOMATU

GHownym celem niniejszego rozdziatu jest podanie algoryt-
moéw 1 metod znalezienia rodzin domknietych automatu* Zagadnie-
nie to pozostaje w Scistym zwigzku z pojeciem minimalizaoji
automatu. Znalezienie bowiem odpowiedniej rodziny domknietej
A rownowazne jest, na mooy zawartyoh tu twierdzeh 6 i 7,
znalezieniu automatu, ktdry jest uproszczeniem danego automa-
tu. Taka rodzine A nazywamy rozwigzaniem automatu. Z drugiej
strony pojecie domknietej rodziny automatu jest pojeoiem zbio-
ru domknietego w odpowiednim grafie. Zatem niniejszy rozdziat
stanowi zasadniczy trzon artykudu poswiecony minimalizaoji au-
tomatow.

S . w . ]
3.1. Automat. Okreslenie grafu w zbiorze 2 za posrednictwem
odwzorowania g (automatu)

Automat skonczony czesciowo okreslony albo niezupedny jest
to uporzadkowana pigtka <X, Y, Z, g, h> aA, wktdrej X, Y i
Z sga dowolnymi niepustymi skonozonymi zbiorami, a g 1 h
jest odpowiednio dowolnym odwzorowaniem zbioru X x Y w zbidr
X 1 Z, przy czym funkcja g (funkcja ) moze nie byC¢ okreslo-
na na calym zbiorze X x Y, co symbolicznie podkreslamy, pi-
szgo g(x,y) A A/h(x,y) =1/, a w przeciwnym przypadku pisze-
my g(x,y) 4 A/h(x,y) ¥ A/, gdzie (X,y) e X x Y. Zbidér X na-
zywamy dalej zbiorem stanéw wewnetrznych automatu, albo krot-
ko - zbiorem stanéw. Elementy zbioru X nazywamy etanami auto-
matu .

Odwzorowanie g 1 h, albo automat, opisujemy réwnowaznie w
postaci pewnej tabeli automatut wiersze tej tabeli oznaozamy
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symbolami roznych elementdow zbioru X, a kolumny - symbolami
roznych elementéw zbioru Y. W punkoie przeoiecia sie x-tego
wiersza z y-tg kolumng tabeli automatu znajduje sie para
uporzadkowana (g &, V), h &, y)) elementow g (X, y) i

h (&, y) oddzielonych przecinkiem. Jazeli g &, y)=A/h (&, y)
=/1/, to zamiast symbolu /1 wpisujemy rownowazny mu symbol
-, czyli kreske.

PRZYKLAD. Tabela Tl jest opisem automatu, w kto-
rym X = {1,2,3,4,5,6} ;Y ={yl,y2,y"} 1 Z= {o,d}. Z tabe-
Ii T1 wnika, z¢ g, Y1)=1, g @, y2 =1 ,h@, Y1) = c,
h4, y2) = 1 itd.

y1 y2

Y1 y2 y3 y3
1 1,- 2,- 3,- 1 {1} 0 0
2 - 3,- 2 (5} {45}
3 4, 6,- 5,0 3 0 2}
4 -.d 2,-= 4 5} 0 0
5 2,- 5,0 2,d 5 0 (5] {
6 6,- -,d 6 ®) {5} 0o .
Tl - Tabela automatu Tl«l - Tabela odwzorowania /1
Odwzorowanie LT i okreslany nastepujgoo:
def .
pa X KL= seeWT )
dla kazdego (AyY) e 2X XY,
p@® %f fsex 1 VY B»U(A,y)OI} )

dla kazdego A e 2 ,

M 1BCX : [B =U(A,y) 4 0]}= (©)]

V

Ay)e A XY

= EBeX : AV [B e ®(A)]} dla kazdego 7T c 2X.
€ A k

Przyjmujemy <f(@) =0.
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W rozdziale mielismy dany graf X|f. Z uwagi na dowolnos¢
zbioru X w grafie X|f przyjmijmy zamiast zbioru X - zbidr 2% ,
gdzie, oczywisoie, X jest zbiorem standéw wewnetrznych automa-
tuA Otrzymamy graf 2 If 0 zbiorze wierzchotkéw 2° . Tak wiec
nie wprowadzajgao nowych symboli umawiamy sie dalej, ze wszyst-
kie funkcje oraz ich wartosci wynikajgce z okresSlenia funkcji
T w zbiorze X, albo wynikajace z okreSlenia grafu XIf w roz-
dziale 4, sa tymiYsamymi symbolami 1 tak samo sg okreSlone w
przypadku grafu 2 |f z tym, ze obecnie przez symbol T rozumie-
my funkcje okreslong nastepujaco:

TR dF AN\ U O dla kazdego A e?X. ®

Zauwazmy, ze 2’ & tez jest grafem, ale w tym przypadku
interesuje nas tylko funkcja @ i dlatego umowa przyjeta w
przypadku grafu 2X|f nie dotyczy grafu 2*1,

Wobeo (4) mamy, np*:

f(AY={Bcx * V - [B=LT(AR)~ O ®
®y) e A

iB ¢ u®)lj

Z (&) wynika, ze f (0D e 02 /6 (()2) > 0/.

Graf ()2 |f nazywamy grafem wszystkich par stanow® auto-
matu A.

5.2. Zwigzek pomi.edzy funkojami 1 i A w przestrzeni (X)2
Odwzorowanie A okreslamy nastepujaco:
N ey ==1 {x*e X : g(xlty) e x|dla kazdego ®

xy) € X x Y.

N Pod stowem “para stanéw" rozumiemy element zbioru ()()2 w przypadku
automatu J1.
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Z tabeli automatu fatwo otrzymamy na mooy (6) nastepujaoq
tabele odwzorowania A* jezeli dla kazdego (x,y) e X XY w
punkoie przeciecia sie xX-tego wiersza z y-tg kolumng tabeli
automatu umiesoimy zamiast pary (@(X,y), h(x,y)) odpowied-
ni zbidr, . zbior A (Xy) , to tak otrzymana nowa tabela
jest tabelg odwzorowania A . Tabele te nazywamy rownowaznie
antytabelg stanéw automatu.

PRZYKLAD . Tabela T1.1 jest antytabelg stanéw auto-
matu zadanego tabelg T1. Z tabeli T1.1 mamy*

X(i7i) - fi}, x(My2)=0  A(2.,)5) = {4,5} .

Twierdzenie 1. Nieoh KY = |x1#&2], K =
{x",x"] e(X)2. Wowozas K c wtedy i tylko wtedy, gdy

iIstnieje yeY taki, ze x"eA (x1,y) 1 X'e A(Cc,y) lub xe
EA(X2,y) 1 BA (X1 ty).

Dow6d. Jesli Ke to f(K). Istnieje wieo
veY i1 tj =U (K,y) (patrz wzor (i) i (@) . Oznacza to, wo-
bec (), ze 3 3 g(Xjy) i x2 agl', y) lub x» = g(?e",y)i
*2 s B(X* y)» wi«® na wooy (6) mamy x* e Jl (x".yV:

i xX"el (2,y) lubx'"e A (J,y)i x"e A (xXg-yj-

Dowdd w odwrotng strone. Z definicji odwzorowania g i A
wynika, ze* jezeli x1 / x2 1 yeY oraz x"e A Txqj,y) 1
Xm e 1 (,y), to takze x* ¥ x''. Zatem, jesSli x e *(xvy)
i X'e A (gty) dla pewnego yeY, to X" 4 x* 1 na mooy
®) mamy x1 =g (X", y) 1Xg> g(X', y), wiec t, =-(K,y),
skad Zatem Kt F Wobec poprzedniej ojsesoi do-
wodu twierdzenie jest wiec udowodnione.

Z twierdzenia 1 mamy wzor*

Pr2)n(X)2a [{x; X7 6 (02 * V = [x"eA(xt ,y) @)
v (K,y)eA xyY

i X'e A 2, V]l , gdzie K = {x1 ,X2]-
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Zauwazmy podobienstwo (symetrie) wzoru (7) i wzoru

A {(*F «W2* (V  ea2"[X= 8'1) 1xX’= g0

5.5. Relacja zgodnosol i1 pokrywania stanow automatu

W dowolnym niepustym zbiorze A kazdy ciag ztozony z ele-
mentéw tego zbioru nazywamy skowem.

Przez vy,y,-,¥2»... oznaczamy elementy zbioru Y. Skowo
Sy s y1 Y2« YT nazywamy dopuszczalnym dla stanu x* e 1,

jezeli oigg Xj+1 ng &X,.y-)) . J=1,2,..., m, posiada te
wasnosé, ze x4 A alak=1,2,..., m.

Zauwazmy, ze dla kazdego (X,y¥) £Xx 1 stowo zdozone tylko
z elementu y jest dopuszozalne dla stanu x € X bez wzgledu na

to, ozy g (X,y) 4 A , czy tez g (X,y) » A .

Przez M oznaczamy dowolny automat niezupelny postaci
< Y, Z, g#, il =

Definloja 1. Stan x~cX i stan e Q nazywamy
zgodnymi, jezeli z tego, ze Sy = y™ y2 .«. Yu jest dowolnym
stowem dopuszozalnym jednoozesnie dla stanu xM i wynika
Zj a z, dla kazdego takiego wskaznika j (1 4 j 4 m), ze
Z3 N A 1 ZJ4 A, gdziei

" kel - K -
b d-yd) -
*J+1 * e*(4dJj) °
-3 h* (VypD >

dlaj=12,..., m

r3

Definicja 2. Mowimy, ze stan d* e Q pokrywa stan
x/EeX, jezeli:
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1, kazde stowp w zbiorze Y dopuszozalne dla stanu Jest
dopuszozalne dla stanu o,

2. jezeli z tego, ze Sy a Vy,,y2... ym jest dowolnym stowem
dopuszczalnym jednoczesnie dla stanu i wynika
= Zj dla kazdego takiego wskaznika j (1 4 j <"™»)t
ze ZJ M~ 1, gdzie ciggi Zy z°, x™1 i gpl dla sto-
wa SV sgq okreslone w definicji 1.

cRelaoja zgodnoSci standw jest zwrotna i symetryozna. Rela-
cja pokrywania standw jest zwrotna i przechodnia.

Pod stowem "‘automat’” rozumiemy dalej automat /1, jezeli
nie bedzie powiedziane inaozej. Przez bg 1 ba oznaozamy
odpowiednio zbidr wszystkich par stanéw zgodnyoh 1 zbior
wszystkioh par standw niezgodnyoh (ktére nie sg zgodne) auto-
matu.

W oparciu o definicje 1 i 2 fatwo dowodzi sie nastepujgoe
dwa twierdzenia*

Twierdzenie 2. Jezeli A jest zbiorem etandw
automatu N pokrytyoh przez pewien stan g e Q (stan xeX) i
Ke @®2 ,tKe . Zatem (@2 e 5q -

Twierdzenie 3. Jezeli stan geQ pokrywa etan
xeX 19g(x,y) 4 1 dla pewnego yel, to*

L g(<imy) ~ ST *
2. stan g"(q-y) pokrywa stan g (X,y)-

5.4. Pierwszy krok minimalizaoji automatu

Do pierwszego kroku minimalizaoji automatu zaliczamy zna-
lezienie zbioréw Dh, Dg § Bg oraz rodzin m(x, bg) i
m (X, B1), jak nizej.

Oznaczamy



Jozef WELO

DhM it x2)e 2 : Vy [b(xv ?y h (xX2,y) oraz

@)
h(xify) /A ih Q2,y) 7AJ
Z definicji 1 wynika, ze
® - ® 2M>1 1 W ©

Twierdzenie 4. zbior w grafie (X)2|f wyraza
sie wzorem

er rtv H ' C0

Dowéd. Niechn=/U, ozyli Q =X, g° =g ih” =h.
Zakozmy, ze Sy = y™y2 ... YT jest dowolnym stowem dopuszczal-
nym jednoczes$nie dla stanu x™€ X 1 dla stanu g™e X. Wobeo
definicji 1 mamy nastepujace dwa ciagi albo przyporzadkowa-

nie>
7n/rn y2/22 y /z
X1~ " x2 **3 - - »
m
81 1/z1, q2-_2/_22 bOj yn/V‘ Qnel -
Zakozmy, ze = XJ.,0J}e D*. Na mooy definicji 1 istnigje

wskaznik j /1 « j <m/ taki, ze 2 N 2 oraz ANNd ZoJA,
bo w przeciwnym przypadku mielibySmy, z uwagi na dowolno$
stowa Sy, ze EU € 54 wbrew zatozeniu. Dowodzi to, ze dla kaz-
dego K. e D™ \ DB istnieje Ke i KeD™, wiec K"e
(k,(xr)c Dh,()2) , skad Kne r\ D h,()2) \ Dh. Mamy
wiec c/T1(Oh,Q0)2).

Dowdd w odwrotng strone wynika z przyporzadkowania (i), bo
jezeli Km = {* , gn}eDh, to A"1(kT,(X)2) cD®, a takze
*  (Dh°M ) c%* Wobeo poprzedniej ozesci dowodu réwnosé
@0) jest wiec udowodniona.
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PRZYKLAD . Zwréémy uwage, Ze na mocy wzoru (7) moz-.
na korzysta¢ z antytabeli standw automatu tylko w zbiorze
)2, czyli w grafie (X)2|f lub w grafie czesoiowym tego gra-
fu. Ltatwo wieo znajdziemy zbiory A \ *"~"(b2, A2) i
6(@2) = D2\ (@2), majao antytabele standw automatu z jed-
nej strony, a z drugiej - tabele automatu, w oparoiu o wzoér
() 1 algorytm II.

Zbior znajdziemy na mocy (8) majgo tabele automatu, a
nastepnie znajdziemy zbiér D na mooy (10) w oparoiu o wzor
() 1 algorytm 11, a wiec korzystajagc z antytabeli stanéw au-
tomatu. Na mocy (9) znajdziemy wieo takze zbidr bg. Majao
zbio O 1 b znajdziemy na mocy algorytmu I rodziny
a(x,"éb_b i m(x; DY).

Unébwmy sie ponadto, ze zbiory, jako elementy pewnej, rodzi-
ny A, np. zbior A= {1,2,3} e, bedziemy w przykkadach zapi-
sywaé¢ w postaci stowa ztozonego ze wszystkioh elementdw zbioru
A, ozyli 1233 A = {1,2,3}. Podobnie bedziemy zapisywaC zbio-
iy, jako wierzcholki pewnego grafu na rysunku tego grafu. Dwu-
znacznos¢ moze“wystgpi¢ w takim przypadku, gdy A sklfada sie
z jednego elementu xeX, ale wowczas, jezeli to bedzie budzié
watpliwosci, bedziemy pisac¢ A a {=c}-

1. Z tabeli T1 Tauy:

Dh's i24» 56, 35} = 717F

2. Z tabeli T1.1 dla zbioru /1/ mamy
O ,(02) £ = »{25,13} =>{15,34} =*0, skad

DA =/T1(0Oh’002) s {25,13,15,34,24,56,35} S /2N

S {1(3H) .2@5).3 #) ,40) 56} \

3. Ze wzoru (9), wobec /2 i X = {1,2,...,6} mamy
] - 2

W zaleznosci od wygody stosujemy zapis podzbioréw zbioru (X) zgod-
nie z umowg przyjeta w rozdziale 3, patrz algorytm I
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By = 02\t ={1(246) ,2 (36) ,36) 455 ,50O)} - /y
4. Na mocy algorytmu 1, wobec /27 i /3/ otrzymamy:

m(x,DA) = {146,126,236,45} . /4
m(x,D™) = {135,24,25,34,56}. /5/

5.5* Relacja pokrywania automatow

Definicja 3» Bedziemy méwi¢, ze automat A* pokry-
wa automat fi, albo ze jest réwnowazny automatowi fi, jezeli
dla kazdego stanu x£X istnieje pokrywajacy go stan geQ.

Relacja pokrywania automatow niezupednych jest zwrotna i
przechodnia.

Przez oznaczamy rodzine wszystkich zbioréw stabilnych
symbolu*  <X,DV)> .

Odwzorowanie t okreslamy*

tAy) = {ze|z * \/A fz uw h(x,yY I} dla kazdego
xe

Ay e2X x Y.

Twierdzenie 5» Jezeli (Ay) £ R*xY, to
® @Ay =0 lub £ @AY ={z} i ze Z

Dowdéd. Przypusémy, ze {z*.zg} c £ (A,y) dla pewnego
(AY) ¢ Ry X Y. Zatem istniejg XN, Xg€ A /XN 4 x2/ takie, ze
Z¥y=h (x-py) 4 h(x2,y) = 22 oraz 4 A 1224 A . Wo-
bec (B) oznaoza to, ze {x*.xg] e Dhc D™ wbrew temu, ze
{xX".xg} e D®, bo {x1tx2} e (a)2cB~. Otrzymana sprzeoznosc
koriozy dowdd .-

Przez oznaczamy zbidr (rodzin) wszystkich takich
ACRN, z2 S (A =X1 g (A)-jA.
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Twierdzenie 6. Jezeli automat pokrywa au-
tomat 9 , to istnieje A eX 1 ca*l (A)" i card (Q).

D ow 6d. Jezeli automat /L, pokiywa automat /1, to dla
kazdego stanu xeX istnieje pokrywajacy go stan qge Q.

Niech Aq, gdzie geQ, bedzie zbiorem wszystkich standw au-
tomatu )\ pokrytyoh przez stan g. Niech Age A wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje qcQ taki, ze A 4 O»

Mamy wieo S (A) = X i A ¢ R®, bo Aq e na mocy twierdze-
nia 2. Ponadto oard (A) « card (Q)«

Wystarozy dowiesé, ze <f(A) -» A. W tym celu niech
B 6 < (A). Istnieje wieo (Aq,y) e A xY i B =U" (Aq,y) oraz
istniejg xeAg i x"e B takie, ze g(X,y) = x" 4 A ,boB /0.
"Wobec twierdzenia 3 mamy g*(q,y) = g~/ 1 1 stan g° pokrywa
stan x '. Oznacza to, ze B jest zbiorem standw automatu £ po-
krytych przez stan ql e Q, a wiec Ag e A. Wobec definioji
zbioru A Tawy BcA , bo g® pokiwa kazdy stan xeB. Udo-
wodnilismy zatem, ze {B} J§: A, co wobeo B e o (A) daje
<p(A)-* A na mocy dowolnosci zbioru B, obdd.

Twierdzenie 7. Jezeli A« 1 ~RY, to automat
(niezupedny) np = < A,Y,Z, £/t e2 > pokrywa automat A,
gdzie:

1. funkcja Syj przyporzadkowuje kazdemu (E,y) ® A x Y
okreslony element e~(Rty) = A e A taki, ze
A3 TR,y = P» jezeli P 4 0, w przeciwnym przypadku
CA(PR»y) n*e je8™ elementem okreslonym, ozyli

11RYyY) = A,

2. funkcja t2 PrzyP°rz%dkowuje kazdemu (R,y) e AX Y ok-
reslony element e2(i,y) = zee @R,y) , jezeli
£ R,y 4 0, a w przeoiwnym przypadku £2(R,y) nie jest
elementem okreslonym, czyli £2 R,y) = A
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Dowdd. Niech Sy = ywyg... Yu bedzie dowolnym stowem
dopuszczalnym dla stanu x”eX. Istnieja zatem ciggi =

zj=h&j7)) *"= rzy c xk N
2 SA ég{/mj.) przy czym

e,

Jezeli S(A) = X, to dla kazdego x* /1 < j <m/ istnigje
Aje A i1 XJeAj, a poniewaz <F(A) —» A, to wobec 1. mamy

ALI(VY)=V i =4 vy ) 3<4"ya)3**I((V Yt AXT)’

J=12,...,m ZatemnAk ~ N1 dlak=1,.2,..., m. Oznacza to,
ze stono Sy jest dopuszczalne dla stanu A € A.

Jesli A c R®, to wobec twierdzenia 5* na mooy 2. mamy
E2AP» ?)) = cZ, jezeli tylko e™Mj, yV) 7/ 0("l « J < m),
a poniewaz x"e Aj, to 2 = Zy jezeli tylko 28 4A , 0o wobeo
poprzedniej czesci dowodu oznacza, ze stan AN e A pokrywa
stan x”e X. Wobeo dowolnosci stanu x* e X twierdzenie jest
udowodnione.

Z tabeli automatu fatwo otrzymany nastepujgcg tabele rodzi-
ny A: niech (A,y) e A x Y. W punkcie przeciecia sie A-tego
wiersza z y-ta kolumng tabeli rodziny A 2znajduje sie para
uporzadkowana (Ir(A,y) , £ (A,y)) elementow LT(AY) i

£ (A,y) oddzielonych przeoinkiem. Jezeli U(A,y) =0
* Ay =0) , to zaniast symbolu O wpisujemy symbol - ,
czyli kreske, a w przeciwnym przypadku najlepiej jest zbidr
U Ay (e (Ay) zapisa¢ w postaoi stowa.

Majgo tabele rodziny Ae.SC («1) 4atwo znajdziemy tabele
automatu [ w oparciu o twierdzenie 7» Przykkadem jest tabela
T2 (dla automatu zadanego tabelg Tl), z ktorej otrzymuje sie
tabele T2.1, tj. tabele odpowiedniego automatu [a dla
A * kM ,kg,kj,k].
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71 *D y3 Y1 y2 y3
k1 146 4 16,d0 |» 2.,d K3 23,- 41 ki.d kg.d K3~
k2 126 k2 16,c . 23,d 5 3.~ k2 k2,c ki.d 3.
A .
T2 - Tabela rodziny 74/ . T2.1 - Tabela automatu
Jezeli automat pokiywa automat 1 i card (Q) < oard(X),

to automat fY* nazywamy uproszczeniem automatu fi, a sam pro-
ces znalezienia takiego automatu Aj, gdy Tawy zadany auto-
mat N, nazywamy minimalizacja automatu /1, a ogllniej - minima-
lizacjg automatow.

W klasie (zbiorze) wszystkich automatéw pokrywajacych au-
tomat fi istnieje (istniejg) automat zdozony z najmniejszej
liczby stanéw wewnetrznych. Automat taki nazywamy automatem
minimalnym automatu A. Jezeli moc zbioru wszystkich standw
wewnetrznych kazdego automatu minimalnego automatu i nie
jest mniejsza od liczby card (X), to méwimy wowczas, ze au-
tomat fi nie jest upraszczalny.

5.6. Rozwigzanie. Zbiér (Hn)

Przez 4 (Rm) oznaczamy zbidr wszystkich takich e S (Ho),
ze card (A) < card (X).

Kazdy element Ae nazywamy rozwigzaniem automatu fi,
albo krotko - rozwigzaniem. Rozwigzanie zkozone z najmniej-
szej liczby zbioréw sposrod wszystkich rozwigzan nazywamy mi-
nimalnym.

Na mocy twierdzenia 6 1 7 zagadnienie znalezienia automa-
tu, ktory jest uproszczeniem automatu fi, jest rownowazne
zagadnieniu znalezienia rozwigzania, tj. rodziny AeX(R™).

B Many ir(1n,y,,),= {L.6} a 16 i C”6.y”) ={d} a d, gdzie
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Jesli bowiem znana jest taka rodzina A, to na mocy twier-
dzenia 7 2znajdziemy automat /lg. Automat ten jest oozywiscie
uproszczeniem automatu /1. Jesli przy tym A jest rozwigzaniem
minimalnym, to A4 jest automatem minimalnym automatu fi, Za-
miast wiec mowi¢ dalej o automacie, ktory jest uproszczeniem
automatu /1 - bedziemy méwi¢ o rozwigzaniu

Mamy @cB i1 yCl) => (F@A, y) c U'0,y)). Zatem takze
(AhB)=> (9 (A 2@ i f (A) -4 f(B)) ; (11)
(A= B) => (?(A) = B i f (A) == {(B)). 12)

Poniewaz A ™ 1?(A), to wobec (2) takze <p(A)" ("> (A)}.
Stad wynika, ze sposréd dwéch rozwigzan A 1 '9(A), jako roz-
wigzanie bierzemy rodzine y(A), gdyz w praktyoe zalezy nam na
rozwigzaniu o mooy mozliwie najmniejszej, a oczywiscie card
(A) » card@y (A)), bo17(A) c A. Dlatego dalej umawiamy sie,
ze jesli A ¢ n (Bp) , to A= V(A).

Twierdzenie 8. Zaohodzi relaoja (F(Bo) c Bn.

Dowdéd. Jesli Be (F (Ro» B =1I'(A,y) dla pewnego
Ay) € B xY. Zakbzmy, ze (B) ¢ 5 . Zatem istnieje K € (B)2
i KeD”™ oraz istnieje Kle (82 1 K=1I (K1, y), wieo
K ¢ f(K-). Poniewaz K e D, to wobec wzoru (id) mamy
Ke £ )2) a D*. Warunki Kef”) 1 KeD” oznaczaja,
ze ~cDj, wbrew temu, ze K/k(A)2cD™ = [R/j]2. Otrzymana
sprzecznos¢ dowodzi, ze B2 e bfi. Poniewaz S (BM)=X i
(B)2c bn, to BcHBT(X,bn) £ Bpa, wieo Be2Re Bp, skad
B£B”, obdd.

Z twierdzenia 8, wobeo wzoru (4), mamy takze fYB/Tc B . bo
f(A) «,(*). "

Otrzymalismy zatem graf Bg |?/RM ¢ /.

Na mocy twierdzenia 2 z rozdziatu 4.Tawy (AcB i
(B) <) =* «(B \ (@1 (A B)) = F, skad wkasnos¢
e (5™ =0 otrzymamy, jesli przyjmiemy AaDhiB= (X2,
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bo tF((X)2* = 0 1 zachodzi wzér (@d) 1 (9)» Mamy wiec graf

V*o-

Przezoznaczamy zbidr wszystkioh takich rodzin
A c R®, dla ktdrych prawdziwa jest przynajmniej jedna z nas-
tepujacych czterech relacji:

1. £ (A) c A;

2. cf (A) c A;

3. F (A -4 A?

4. @ (A -» A .

Jesli AeA zachodzi relacja 1,,to bedziemy méwic
o] zbi8rze__A domknietym w grafie _RAl|f, przy czym jesli
A =B < DY, to mbwimy o zbiorze B domknietym w grafie

|- JeSli zachodzi relacja 3* lub 4., to méwimy, ze A
jest domknietg rodzing wzgledem relacji -i .

W ogdélnym przypadku kazda rodzine A c:2y nazywamy domk-
nieta rodzing automatu A albo krotko - domknietg rodzing,
jezeli zaohodzi przynajmniej jedna z relacji od 1. do 4.

Metoda znalezienia rozwigzania jest wiec jednoznaczna, a
mianowicie polega ona na znalezieniu odpowiedniego zbioru
domknietego A w grafie Rp |f, tj. takiego zbioru, ze
? (A)e n (RM. Tak wiec, ze wzgledu na interesujace nas za-
gadnienie znalezienia rozwigzania, warunkiem koniecznym jest,
aby argumenty wszystkich funkcji przebiegaty przestrzen
R w m X, Bg), a wowczas wartosci tych funkcji nie wycho-
dzg poza przestrzen R~. Jednakie wkasnosci na ogotd bedziemy
podawa¢ dalej w odniesieniu do przestrzeni 2. Czytelnik,
ohcacy korzysta¢ z podanych dalej wkasnosci przy minimaliza-
cji automatu, powinien nieodzownie przestrzega powyzszej
uwagi -

Algorytmy znalezienia zbiorow domknietych w grafie RMNT
podane sg w rozdziale 4. Dlatego dalej podajemy tylko algo-
rytmy (metody) znalezienia rodzin domknietych wzgledem rela-
cji —3 . Tak wiec, w ogoélnym przypadku bedziemy mogli wybrac
ze zbioru takie rodziny A, ze Ae & (R~ . Podkresla-
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my przy tym, ze znalezienie rozwigzania, nawet minimalnego,
trudniejsze jest tylko w bardzo nielioznyoh przypadkach auto-
matow spotykanych w praktyoe inzynierskiej, o ile dany auto-
mat jest upraszczalny. W przeciwnym przypadku datwo na ogok
stwierdzimy nieupraszczalnos¢ danego automatu.

Szozeg6lng uwage nalezy zwroci¢ na oozywistg wAasnosc
(s (A)*x) = (<p (A)u Alr[f (A) 4A]) (13
i1 na oczywiste

Twierdzenie X < (R Jesfc addytywng rodzing,
to znaczy taka, ze

(a, B«P(Rj) =>(a uB«* (Rj)).

Ponadto z (11) i (12) wynika np#, zo jesli A6& (R™) i
f(A) » A tof (a), (A))e«Bry . Jesli 9(A) -i A to
P (A), 1A=2 (A)) € <>EA). "Wasnosci te zachodza tym bar-
dziej w przypadku relacji c .

Dla ukatwienia pracy Czytelnikowi wymieniamy nizej niekto-
re elementy zbioru zwhaszcza wynikajace z materiatu
zawartego w rozdziale 4:

V. B(x>Bn)- DW . .
0(A), 5(D), B\jri(A,B) -e * (8p)

Podkreslamy raz jeszcze, zo np. zapiS /3(A)e «6(R~) pPO-
cigga za sobg, zZe A —i m(x, 13~ = R~

Oznaozamy liczby:
e (A) =min oard (D)
DcA>i s(D) =S (A) ,
S (A) = max oard (A).
As A
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Z warunku S (A) = X mamy

WS1. (Ae# card (A) » B (T(X,Bp)) » S(n (X, DY)»
PRZYKLADY

1. Zbiér (HA) mozemy znalezé, poza rysunkiem grafu, za
posrednictwem tabeli automatu na mocy wzoru (6) i w oparoiu
o algorytm 11, a wiec takze narysujemy graf p(A)|£ " dla
kazdej rodziny A - taki graf pokazany Jest na rys. 2 dla
Ax m & D™Mu bn s [146, 126, 236,45, 14, 16, 46, 12,
26, 23, 36} - oraz automatu zadanego tabelg TI1.

Z rysunku grafu* np. grafu /a(A)|l, ¥atwo mozna znalezé
rodziny domkniete automatu, a wieo takze i rozwigzanie. Meto-
de te nalezy zaliczy¢ do jednej z najtatwiejszych metod zna-
lezienia rozwigzania, zwhaszcza dla A = (m(x, u Dg)\
U(x). Ra przykfad z rys. 2

widzimy, ze dla B = {146, 236, 45) mamy BO6J1 (Rp)» 6dyz
B—=>f23, 16, 46, 36} => 0, skad ft (B) = Bu

{23, 16, 46, 36}, a wiec TAG(B)) =B i s (B) = X oraz card
(B) = 3 <card (X) = 6.

2. Z WS1. wynika, ze w pierwszym &oku minimalizacji auto-
matu zawsze trzeba sprawdzi¢ moc rodziny m (X, ba). Jesli
wiec sie zdarzy, ze card (n(*= ®a)) < card (X), to
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m (X, e a jezeli card (X, DY) =V(m(x, DY),
tom X, DY) Jjest rozwigzaniem minimalnym. Wkasnie B jest
rozwigzaniem minimalnym wobec rodziny /5/ - patrz 5*4.

5.7» Rodziny domkniete typu m (m)

Rodziny typu m (rozdziat 3.) sg to rodziny postaci
A =m(s (A, [Al12) lub 17(A) = m(s(A), [A12)-

W oparciu o wzory od (i) do (6) ¥atwo dowodzi sie, ze
[cpA 12 = [FA)] 2 = F([AJD =P(AID\U - (€D

Twierdzenie 10. Zachodzi relacja

[FA2m (s, [A1D] = [s(4a32) =0]. (€)

Dowodi Oczywiscie (B D) LBJ c UAJ . Mamy wieo
@ *ns A, [A12)) => [I[FA)] 2c [Al2] -[e( [AI2)»
01, gdyz Ii(s(A)t [A]2) 12 = [AT 1 [f(A)] =Tf([A]2)na
mocy (4 .

Dowéd w odwrotng strone. Niech f (CAJ2) < [AJ2 ( e( [ATF) =
0). Zatem S(F( [A12)) ¢ s([A]2) = S(A), a poniewaz
f(A) n u(x)= 0 (patrz wzér (@"Pi zachodzi () , to
s(F(A)) = s([Tf(A)12D= s(F([AP)] c S(A). Jesli Wiec
Bef(A). to BcS(F(A) C S (A), skad BcS(A). Z drugiej
strony (Bef (®) => (8)2c [f(A) 12 = f( JAR) ¢ [AJ2, skad
(B)2 ¢ TAJ2. Warunki BeS(A) 1 (B)2c [A] oznaczaja, ze
{B}-» m(s(A), [A]l2), bo [A]2 c (s(A))2. Wobec dowolnosci zbio-
ru Bef(A) i poprzedniej czesSci dowodu twierdzenie jest udo-
wodnione .

Zauwazmy, ze relacja (5) pozostaje w zwigzku z operacjg m
na rodzinie A z jednej strony, a z drugiej méwi nam, ze
T(a, B2) jest domknietg rodzing automatu wtedy i1 tylko wte-
dy, gdy B2 jest zbiorem domknietym w grafie (X)2|f i B2c(a)2,
co +atwo wida¢ przez podstawienie do (5) symbolu A = w(a,B2) .
Otrzymujemy wiec wazny nastepujacy zwigzek:
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[0(B2)=0 i B2c (A)2] s w(a,B2)]- o
-Z (16 mamy, miedzy innymi, nastepujace elementy zbioru
o>

“@W b2)).AB2)) i »(x, ~(b2))
m(x, A2V /S (b2, A2))j m(x, 5 ()) i

A, <r(M2)i w(x, 5 (A2))
Wobeo (@6) mamy oczywiste

Twierdzenie 11. Wszystkich rozwigzan typu m, tj.
rozwigzan postaci m X, B2), istnieje dokkadnie tyle, ile
jest réznych zbiorow B domknietych w grafie D/NjFf takioh,

ze card (M(X, B2)) < card(x) /B2c. bag i 6(B2) = 0/.
Wobec (@4) many
@ @A -~ A lub Ff(A) -3 A) => e([A]M) = O,

a wiec takze:

WS2. (Ae# (RTD) ([A12 * 0 i 6 ([A]2) = 0),
WS3. ~A e<~(Bp) 1 graf ba |f posiada wkasnos¢ SF)
=> ([A]l2=Bg isS (A)=x).

Powiemy, ze w rodzinie A, gdzie S (A) = X i AcR?, ist-
nieje rozwigzanie, np. B, jezeli B -+ A i B e<£NRN.

Z WS3. mamy

Wniosek 1. Jezeli graf SN f posiada wkasnosé ST,
to rozwigzania nalezy poszukiwa¢ tylko w takich Acm (X, 51,
ze [Al2 =EN i S(A) = X.

Z wniosku 1, wobec twierdzenia 11, mamy

Twierdzenie 12.  Jezeli graf | ¥ posiada
wkasnos¢ ST i1 A jest rozwigzaniem typu m, to A = m(x,
(gdyz przyjeli; ay, ze A=+ (A)) -
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Twierdzenie 13. Zakbzmy, ze:

1. dla kazdego Aem(x, ba) istnieje xeA lub istnieje
Kc(@2ixEBe mX, by lubK ® (B)2 dlasB ™ A»

2. graf bg |$ posiada wkasnosc ST,

3.Aell (Rp)-

Wéwczas wazna jest teza, zem (X, DM) £ i
m (xX- h) jest rozwigzaniem minimalnym.

Dowd6d. Wobec 1. mamy (AC¢ m (X, On) \ u(x)) =*
= [AJ2 2 D-n Oznacza to wobec 3v i1 wniosku 1, ze card
(A) » card fm(x, B™)) . Z drugiej strony m(x, bag) e ~("o)
i <p(m(x, DM jj —i m(X, Bn), wieo m(x, ba) e A (Um« Zatem
m (X, B") jest rozwigzaniem minimalnym, cbdd.

Twierdzenie 14* Niech
H o~ [l {keBbn * ) =0 Ilub FK) = {K}} .
Teza. Zachodzi:

(i) f®) -t {8} dla kazdego Bem(x, TPt wiec {8} e

an <fmx, ~p))-> n(x, wieo m(X, e 3> -

Dowo6d. Niech B € m(x, “Bg) - Wieo (B)2 c Marty
(ke(B)2)=>(KkKk) =0 1lub f(K) = {K}), Wiec B(CB)2) =0 .
Podobnie Whasnos¢ (i) otrzymany, jesli w (5)

przyjmiemy A 3 Ib], bo ©((B)2) = 0 i m(s{-BY,
[{B}12)= m@B, (B) ) = (B) oraz f({B})= f (b)«x Podobnie otrzy-
mamy wkasnos¢ (1™ , bo zachodzi (3) = obdd.

Twierdzenie 15> Jezeli A jest rodzing typu
m, to
. [f(a A, B2)) ¥ m(A, B2)] a |e([A]12\ B2 ) = 0]. an

Dowod* Jesli A jest rodzing typu m, to na mooy
twierdzenia 1 z rozdz. 3.mamy m (A, B2)= m(s (A), [Al2\B2).
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Zatem relacje (1?) otrzymamy, jeSli w (15) w miejsoe symbolu
A podstawimy symbol m(A, B ), obdd.

Twierdzenie 16.

@  Jezeli
1. aCf (A), e([Al2D) \ u(x) c(x)2,

to

f(s(A, /T1 (C*]2))) - »(C*= ""1(M 2)) - @8
@)  Jezeli:

1. «([AjJ2) =0iB2c f([A]2) ,

2. s(f (A), B2\ U X c N2,
to

f(n (A, JT1 (82, [A]2))) -ja(A, IT1(82,[A] 2)). (9)

Dowd6d. W przypadku (i) warunek 1. oznacza, ze
(A, *"1 ([A]2 )))c (X)2. Jesli wieo Bef(FFi[A, jJI1"4[A12))D) ,
toief (S(WF))c *([&)- mA, T'Y W1)- Zatem W
{8} 4 (n, Ti-1([AJ2))- Stad wynika relaocja () .

Dowdd relaoji (@9) jest analogiozny, jak w przypadku (§.),
obdd.

Podkreslmy od razu, ze w praktyoe tak sie dzieje, ze nie
sprawdzajgo tej wkasnosoi, ozy A jest rodzing typu m — re-
lacja

f(nCA, fi"l ([A12)))  m(A, jr1([A]2)) (20)

na ogot zawsze zachodzi. Relacje @) otrzymamy, jesli w

(17) przyjmiemy B* . [0 -1 ([A]2). Tego faktu nie mozna jed-
nak przyja¢ jako twierdzenia, gdyz fatv. mozna podaé przy-
ktad taki, ze jeSli A nie jest rodzing typu m, to relaoja
(200 nie zachodzi, pomimo ze CAJ2\ G ([AJ2) = B( [A]2).
W szczeg6lnosci moze byé £ B -F A, nmino ze 6 (CAR)= 0.
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Ale w tych oetatnioh przypadkach, np» gdy 6((A]2)= 0» leoz
f * A-  twierdzenie 10 mowi, ze wtedy in(s (A),

CA32 e przez podstawienie w (15) symbolu m (s (A),
CA]2) zamiast A).

W og6lnoSoi twierdzenie 15» poza twierdzeniem 10, ma duze
znaczenie dla minimalizaoji automatéw, 00 wynika z #atwego
stosowania operacji 1 z jednej strony, a z drugiej - z fat-
wego znalezienia zbioru jl [112) ("2, [Aj za po-
Srednictwem antytabeli standéw automatu badZ rysunku grafu
0g | f, jak rowniez tatwoS¢ sprawdzenia zachodzenia lub nie za-
chodzenia relacji (2d) za poSrednictwem tabeli automatu. Po-
nadto umiemy znalez¢ rodziny domkniete typu m. Na przyktad z
@ mamy I(m(x, sa\ A"1 (B2, bm)) e <E>(iig) itp. Z rela-
0ji (20) korzystamy w szczeg6lnoSci dla takich A, kiedy
S (A) = X.

PRZYKLAD. Nieoh A s {236, 126, 45} . Z rys. 2
mamy t

A £ F (A) » {46,- 36, 23, 16} => 6( CA32) = {*} =>
==> {36} {23} => {12]=" 0, skad

fi(a, 1“1 ([A]2)) o {16, 26, 3, 45} 6 n(Bn) (dla auto-
matu zadanego tabelg T 1).

5*8. Rodzina c(A)

jest to rodzina, do ktorej zbidor B nalezy wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy istnieje Ae A i B e 2"

Oznaczamy
C (R) " (2h)). (21)

Oczywiscie

[o (A) y? (A)].[f(A) -) ATa[f (8*)= 2AJ.
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W odréznieniu od zbioru S(A), zbior & (2A) posiada te
whasnosé, ze
s(<B(2A)) = S(A) a s(c (A)), @)

gdyz w grafie 2A 1T (2A|F) Tawy U (s(A)) ¢ &'(IA) oraz
s(us(®)) = SA).-

Twierdzenie. Zachodzg réwnosci
[c (A)]2 .[5 . J(LA]2).
Dowéd. Mamy [Al2c 2A, wiec takze &(CA]2>)<=

c5 (& \ skad [A]12) c. [6-C2AY2, b° [=([A1 )] 2 =
=<[A]2).
Dowod w odwrotng strone. Mamy
< [r (rp)] 2 = [A]2, gdyz f (B2 ))e S ). Zaten
[5 (2*)]2 < s (W 2) . owm.

Twierdzenie 17. Zachodzi relacja
o (A) = a(A, [A]2)). (25)

Dowdd. Wobec (2 wystarozy dowies¢, ze JesSli Bec(A)
i(BRr40fto {B—4+tm(A ,jt Al 2)) . Zatem mamy
(Bec (Aj)) =?(Bf =S ([A]2) =[A]"\I-1[A]2),
= [m(A, A“U(LA 12))]2- Z drugiej strony BcAeA, gdyz
C(A) -i A . Zatozmy, ze Ke (B)2 1 K & (A2 \ 4“1 ([A] 2).-
Poniewaz Ke (B)2 ¢ (a)2, to Ke ()2 1 K~(a)2\ 21 ([A] 2),
skad K efic  ([A] 2), i stad K j. 6 ([A]2) wbrew temu, ze
K e(B)2c S ([A] 2). Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze
(B)2< (a)2\ 4“1 ([A] 2). Warunki Bc A i (B)2c (@2 \
-0“t([A12) oznaczaja, ze {B} Y T(A, (@)2\p “1( [Al 2))
Yuw(A , ~"1 ([A] 2)), skad {B} H T (A, ~1([A]25), a
stad wynika (3), ckd.

Wobec twierdzenia 15> z (23) mamy
Wniosek 2. Jezeli A Jest rodzing typu m, to
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o (A), B(a, ~*“1([A]2)). (24)
Mamy takze
(f(a (A, r 1([A]2)) = i(A. JT1 LAR2))) =,
=> C (A) =m(a, %~-n ([A]2)) -
Z (&) mamy np., ze CHAD = m(A, 6 ((8)2) -
Mamy wieo wazng wAasnosc
Ws4. (Ae ERj,) i A4B) (a-ic(B) ic()* u(x).
Oozywiste jest, ze C (A) e €(R,,).
&
5.9 Algorytm znalezienia rozwigzania minimalnego

0 zadawanych rodzinach, np. o rodzinie A zakdadamy, ze
SA)=X1i1)A) =Asnm(x, ba).

Moc rozwigzania .B -€ A pozostaje w zwigzku zawartym w nas-
tepujacych dwooh oczywistych twierdzeniach:

Twierdzenie 18. Jezeli B € £ (B i B »A,
to oard (B) » BT, [A]2)) » DO, )2\ [A]2));

Twierdzenie 19. Niech
e (A) =1 {acA «V a[x~"BeA dlaB 4 a]}.

Teza. Jezeli Be & (R*)i B -*A, to
oard (B) J card(e (A)) (card (0) = o).

Zak¥adany, ze YO i 4 (x)2 .

Algorytmem 111 nazywamy nastepujace postepowanie dla do-
wolnej pary uporzadkowanej (A, r) , gdzie A cm(x, DV) i
S (A) s X oraz oard (A) = r = B(T(X, DY). Nalezy stwierdzi¢
istnienie lub nieistnienie w rodzinie A rozwigzania B o
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mooy r i jesli takie istnieje, to nalezy je znalezé. Zapis
analityczny odpowiedniego algorytmu jest nastepujaoyi jesli

$(A) —iA, to A jest rozwigzaniem o mocyr, (wtedy roz-

wigzanie to jest minimalne) i proces na tym konczymy.

Zakozmy, ze gr(A) A i1 nieoh DO s {c (A)J. Istnieja
nastepujgoe oiggit

1- V { B,yen = X 1 card (B)= r]},

2. B3 ={BeAj t < (B) -i B J,

3°DJ={R *VeAj \ B [R=¢C (S)]1}>

dla j =1, 2,... Woéwczas many:

a. Jesli Al =0, tow rodzinie A w ogéle nie istnieje
rozwigzanie o0 mocy r,

b. Zakbzmy, ze AN 4 0. Istnieje wiec wskaznik j e p>1
taki, 22 AJj 40 dlajal, 2,..., p oraz a 0. Wow-
czas albo istnieje wskaznik j, 14 j 4 p, taki ze Bj 4 9i
albo BY50 dlajal, 2,... ,p.

JeSli wieo B = 0 dla j=1, 2,...,jp, tow rodzinie
A w ogole nie istnieje rozwigzanie 0 mooy r, w przeciwnym
przypadku istnieje najmniejszy wskaznik j, 1 * j 4 p, taki
ze B~ 4 0. Wtedy B eBj jest rozwigzaniem o mooy r« W ten
sposdb znajdziemy rozwigzanie B -»A o mooy r lub etwierdzi-
my jego nieistnienie. Qozywiscie, jeSli takie rozwigzanie
B-*A o0 mooy r istnieje, to B jest rozwigzaniem minimal-
nym, co wynika z definicji pary (A* r) 1 procesu wyzej opi-
sanego.

W ogdlnym przypadku rozwigzanie minimalne mozemy znalez¢
lub stwierdzi¢ jego nieistnienie, jak nastepuje: przyjmijmy
w algorytmie 111 zamiast pary (A, r) pare uporzadkowang
(A, n-k), gdzie A cm(x, Bg) i S (A) a X oraz card (A)=
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Nk, k6 -0, 1. 2,...,t}, przy czymr + t a4 card(x) - 1
(ra om(x, *)jJ) = Zatemw 1. zamiast liczby r trzeba przy-
jac liczbe i+k. Proces opisany w algoiytmie 111 prowadzimy
dla pary (A «r+k) kolejno dlaka 0, 1, £,... t i dla
wszystkich A, to jest dla k = 0 i1 wszystkich A » a nastep-
nie dla Kk a4 1 i1 wszystkioh A itd.

Jesli wiec dla kazdej pary (A, r+k) stwierdzimy na mocy
algorytmu 111 nieistnienie rozwigzania o mocy r + Kw rodzi-
nie A, to rozwigzanie minimalne w og6le nie istnieje, co tio-
wodzi, ze wtedy automat nie jest upraszczalny, w przeciwnym
przypadku znajdziemy rozwigzanie o mocy r + k dla na.lmie.1-
szej liczby K ¢ O, 1, 2 .... t}. Wtedy, oczywiscie, znalezio-
ne rozwiazanie B o najmniejszej mocy r + k jest minimal-
ne, co wynika z definicji pary (A, r + k) i procesu opisanego

w algorytmie I11.

Uwaga. W procesie wystepujacym w algorytmie 11l na ogot
trzeba znalez¢ wiele rodzin postaci C (A) Niemal kazdg z
nich (na ogé+ kazdg) znajdziemy poprzez sprawdzenie zachodze-
nia relacji (@0) , a wiec jesli relacja (X) zaohodzi, to
CAL = w(A, Jl-1([A]l2) , w przeciwnym przypadku rodzine
C (A) znajdziemy na mocy wzoru

C (A) =i?(6 (2D)) =T2(ID \ jb*1 (2°)), gdzie
D aa (A, M*1([A]2)) , majac rysunek grafu 1F.

Podobnie znajdziemy rodzine C (A) w przypadku, gdy
9@ S A, mimo, te 6([A]2a O.

Ponadto bardzo czesto korzystamy z twierdzenia 19.

PRZY KL A D. Automat zadany jest tabelg T3. Tabela
T3.1 jest antytabelg standéw automatu zadanego tabelg TJ.

yl y2 Y1 y2
1 50 1 {2t {5}
2 - fm 2 0 bl
3 1fC 3 w. 0
4 3,d 2,- 4 {5t 0
5 " o-,d 5 0

T3 - Tabela automatu TJ.1 — Tabela odwzorowania
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Znalez¢ rozwigzanie minimalne automatu zadanego tabelg T3
*lub stwierdzi¢ jego nieistnienie.

Rozwiagzanie. Dla automatu zadanego tabelg TJ
mamy i
/6/ Dh s {14, 35},
/7/ Da » {14, 35, 25} s m(x, DM),
/8/ * {1,(235), 234, 34, 4O}, -
/79/ m(x, B1) 3 {123, 234, 45, 15} .
Niech = {Ac m(x, D) *S(A)= X i card (A) = r + k],
gdzie ke {0, 1, 2,...} 9oraz r = B(ra(x, D™ )).

Z /97 mamy r = 2. Zatem dla k = 0 mamy Ag = {*2,1* ~, 2]
(co +atwo mozna sprawdzic¢), gdzies Ag "£ {123, 45 } i

*2,2 s (15- 254)“
Rozwigzanie minimalne o mooy r = 2 w ogéle nie istnieje,

bo*

*2,1=» *(*2.1° M C Y O 2)) =°(*2,1)s

5 {13, 23, 4, 5} nie istnieje rozwigzanie o mocy r = 2

A2,2=*i (A2,2> J 1([*2,2] 2)) = C(A2,r) 5

= {23, 4, 1, 5} ~ nie istnieje rozwigzanie o mooy r = 2.
Zatem many:

m(x, Bn)p A,(1.I {125, 254, 15} == 4 /13n. TYUL A3.4]2))

4*51m 15" 23, 24, 5}=> {13, 24, 5}H B C CAAj~) oraz

S (B) » X, card (B) = 3 i % (B) B. Wieo Be #(Rj,) i B
jest rozwigzaniem minimalnym, co bydo do wykonania.

D Oczywiécig, ie I7I3, 23, 4, 5% oznacza to samo, co {{l1, 3},

(2,3), W. (5f).
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ON AUTHOMATA MINIMIZATION

Summary

The paper presents algorithms and methods of minimization of any
finite authomata partly determined or incomplete on the basis of the
notion of closed sets iIn a graph oriented finite and an algorithm of
finding minimal authomata for the given one - Chapter 5-

We emphasize that the notions comprised are formulated from the view-
point of authomata minimization in engineer practice. Proofs of many
properties and theorems are not given; It is assumed they are evident
or easy to be found.

K Bonpocy:
MAHUMW3ALIAA ABTOMATOB

Pe3iome

B cTatbe ﬂgMBeﬂeHH alfOPUTMel 1 METOAL MWHUMW3WPOBAHUA
N6bIX KOHEYHbIX aBTOMAaTOB, YaCTUYHO On €Q1€/IEHHLIX WU HEenon-
HbIX, Ha OCHOBE MNOHATUA 3aMKHYTHIX MHOXECTB B OPWEHTUPOBAHHLIM
3aBEPWEHHOM rpame, da TakKue aiaropuTm OTbICKaHUA MWHUMaJIBHOTO
aBTomMaTa N4 3ajjaHHoro asTtomata - Pa3gen S»

[TOAYEPKNBAETCA, YTO YKa3aHHLE MOHATMA %OBM%HMDOB&HU
C TOYKWM 3peHna MUHUMaN3NPOBaH|A aBTOMATOB HXEHEPCKOU
NpakTUKe. He nojaHsl MHOTME CBOMCTBA W TEOPEeMbl, TaK Kak
NPUHUMaEeTCA, 4YTO OHW OYEBUAHLI WKW YTO WX NIETKO HAWUTW.
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