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A MONTE CARLO ESTIMATION OF THE MAXIMUM
OP A FUNCTION

by Ryszard ZIELINSKI

Received October 23rd, 1970

Evaluation of the maximua of a function
is formulated as a problem of estima-
tion of the mode of a probability dis-
tribution.

The Monte Carlo method is usually defined as a replace-
ment of the given numerical problem by a statistical problem
of estimation of a parameter of a hypothetical population.
The latter problem is solved using a sample taken from the
population. The well known algorithms for solving optimiza-
tion problems (see e.g. [5]) are rather random search proce-
dures than algorithms of a parameter estimation. In what fol-
lows the problem of evaluation of the maximum of a function
will be formulated as a problem of estimation of the mode of
a density function of a random variable.

Let D be a bounded domain in m-dimensional Euclidean space
and let F be a bounded real-valued function defined on D.
The point at which F reaches maximum is to be evaluated.

Let (@, bta= @, ..., €H» N =0, ..., "mM* am*
dimensional interval ,...e Xu): a*<x*<bj,$=1,2,...,m}
containing the domain D and let c be a constant such that
FO) <c, x€ED. Define D+ sJxeDi FX) >0} and suppose
vol (D+) >0} if it is not the oase, we can consider F(X) + «
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instead of F(X) where a« is a suitable oonstant. Define

gx) = F(xX) for xcD+, = 0 for x e (@, b) - D+ and suppose

X =J g(x)dx exists. Let $ = (tO» 4m )be a random
variable distributed uniformly on the (m+l)-dimensional in-
terval (0,0) x.(@,b) ={(xQ, x1t...FXw): 0<xQ <o, ar<x™<b?,
J 31, 2,.., m} and define an m-dimensional random varia-

ble X =(* ?m) as follows:
Prob vm<ym] =
= Prob{™1 Im<ym |JIO<F (%-1*eeee fm)} =

It is easy to see that the random variable X 1is distribut-
ed on the interval (a, b) with the density g/A . Now the prob-
lem of evaluating the maximum of P is equivalent to the prob-
lem of estimation of the mode of the distribution with the
density g/A . This oan be solved by one of the known methods
(e.g- [4] )- Sampling from the distribution of random
variable K is very easy: points (XxQf x*,..., Xu ) from the
interval (o, 0)* (@, b) are to be sampled aocording to the uni-
form distributionj points satisfying xQ<P(x1,..., xfil) are
Jooepted and (X, ..., Xu) is taken as the observed value of
the random variable X ; other points are repeated QlJe
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A MONTE CARLO ESTIMATION 7
PEWNA METODA MONTE CARLO SZACOWANIA MAKSIMUM FUNKCJI

Streszczenie

Obliczanie maksimum funkcji sformutowano jako zagadnienie szacowania
wartosci modalnej pewnego rozkdadu prawdopodobienstwa.

METOL MOHTE KAPNO AN OUEHKI MAKCUMYMA 0YHKLIN

Pe3iwme

BblyMCiEHME MAKCUMyMa (YHKLUMM CHOPMYNMPOBAHO Kak BOMPOC
OLEHKM MOAbl HEKOTOPOTO pacnpefeneHus BepOSITHOCTH.

@ Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego JA
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DYSKRETNE PROCES! WSPOLDZIALANIA

Jézef WINKOWSKI
Prace ztozono 70.11.4

V pracy definiuje sie pewng relacje miedzy ma-
szynami 1 rodzinami maszyn i wykorzystuje sie
Ja do opisywania procesow wspotdziatania.

1. UST$P

Bedziemy zajmowaC sie zagadnieniem opisywania prooesow dos¢
typowyoh dla symulacji (por. . Najogélniej biorac, ohodzi
0 prooesy wspétdziatania obiektow wzajemnie planujacych swoje
akoje. Kazdy obiekt jest tego rodzaju, ze kazda jego akcja od-
bywa sie w pewnej chwili i.procz zaplanowania akoji innych
obiektéw, polega na przetworzeniu informacji dostepnej obiek-
towi. Zmiany informacji sg wynikiem akcji obiektéw i maja oha-
rakter dyskretny. Z tego powodu omawiane prooesy sg nabywane
dyskretnymi procesami wspéldziakania. Rozwazamy obiekty stano-
wigce maszyny w sensie a prooesy ich wspétdziatania opi-
sujeny konstruujgo maszyny bedace wigzkami obiektow.

2. POJECIA ogOlne

W dalszym ciggu €#bedzie oznaozaC zbidr pusty, xF wartosc
funkcji f dla] x a iomj dziedzine funkcji . Rownos¢ T, |=|Ta
bedzie oznacza¢, ze wyrazenie) ~ posiada okreslong wartos¢
wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie z2 posiada okreslong war-
tosC 1 ze wartosci te sg identyozne.

Struktura bedziemy nazywa¢ zbidr wraz z okreslonymi na nim
relaojami, operacjami i funkcjami (by¢ moze wieloargumentowy-
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i ozesoiowymi), przy ozym sam ten zbidr bedziemy nazywa¢ noe
niklem struktury.

Relaoja porzadku liniowego na zbiorze X bedzleigy nazywac
zwrotng przechodnig relacje dwuargumentowg ™ na X taka, ze
xMVjlub($x a poza tym x<*j,ij<x pocigga x*¥y dla kazdych
dwéch elementéw zbioru X . Jesli w kazdym niepustym Y c X
istnieje element najmniejszy, to bedziemy méwi¢, ze relacja
taka dobrze porzadku.ie zbior X .

Operacja nastepstwa w dobrze uporzgdkowanym przez relacje
N zbiorze X bedziemy nazywa¢ funkoje T okreslong dla takich
aeX, dla ktorych istnieje xeX,x>a,x”a 1 takg, ze T(@
jest najmniejszym sposrod elementéow xcX, x>a, xi*a . Tak np.
T * {<XItXr>, <xnM,xn>} jest operacja nadtepstwa w zbiorze
o elementaoh i, X24 ... <xXnl4:xn .

Systemem wyboru bedziemy nazywa¢ kazda strukture <X ,f>
0 nosniku X 1 czesoiowej operaoji jednoargumentowej f. , jesli
T jest operaoja nastepstwa w X dobrze uporzadkowanym przez pew-
ng relaoje 4 . Bedzieny mowi¢, ze system <X , > wybiera ele-
ment X , jesli X* ¢ 1 x jest najmniejszym elementem zbioru X.
Tak np. <{xtx,..xn.1,xn},f>z F-{<xn,x,.<>,...<d xb}jest sys-
temem wyboru wybierajacym xn.

Maszynag bedziemy narwac kazdg strukture <2, <> 0 nosni-
ku i1X 1 czesoiowej operacji jednoargumentowej @ (por. [?]De-
Elementy zbioru X bedziemy nazywa¢ stanami albo inaczej sytu-
acjami maszyny.

Bedzieny méwié, ze maszyna <21, CF> jest wiazka rodziny ma-
szyn <X x» x> (xeX) » jesli istnieje funkcja” przyporzad-
kowujaca kazdemu oe2- system wyboru <Qe,jCe>z Qec X , dla
xe X 1stnieja funkcje prx XX~ oraz dla kazdego 6c¢cX.o"cX

i) - ffprx=e"prx dla xeX ,Qe-Qe.,jre«jre,, pooigga ff-e’
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w2) «gp jest okreslone wtedy i tylko wtedy gdy system
<Qffite> wybiera pewien element X 1 6prx tfix jest

okreslone; wowczas Cepprx * 6prxgx e

Funkcje If bedziemy nazywa¢ funkoja wyboru, a funkcje pm
projekojami.

3. WIAZKI OPISUJACE PROCESY

Zajmiemy sie teraz konstruowaniem maszyn bedgoych wigzkami
rodzin maszyn 1 opisujacych pewne procesy wspotdziaktania*

Niech a1l 3 3 i niech *M_«<A;
X, X1, ,,,<bedzie strukturg z rozbiciem {X,Xfd.._} zbioru A
i z relacjg < porzadku liniowego na < Elementy zbioru
bedziemy nazywa¢ chwilami.

Kiech <Z,cf> bedzie maszynag taka, ze

@D dla czesciowych funkcji J f , z *X do X i
czesciowych funkoji p,... z X*X do X*,... , nieoh
IF (6, =) <C (>, ) (@ A=) A (55 )mee
pociaga B -B" ,

x2 dla kazdego Bc X struktura < JC (ot e)>
jest systemem wyboru, <(0-,X)« ©, X)) jesli

tylko oba wyrazenia sg okreslone 1 T71(6,xB)< T(BCp,X)
jesli tylko oba wyrazenia sa okreslone, i1 jesli sys-
tem <Dom<d(k.),«*(e,-)>wybiera xo.

Wowozas kazda sytuaoje B tej maszyny mozna utozsamiaC ze
strukturg <Ne ; y---3P6,..>0 nosniku Ne ztozonym z
elementéw zbioru X wystepujacyoh w dziedzinach lub w zbio-
raoh wartosoi funkcji Jf(er, o . ( B - , o0 ozesSoio-
wyoh operacjach jednoargumentowyoh -Jf(c »®),a *a @, /...
i czesoiowych funkcjaoh (<F>e)neeee

Dla kazdego xcX niech <~x, cfx>bedzie maszyng taka, ze:
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oD dla ozesciowych funkcji z X xxX do X i
ozespiowych funkcji px,— zX xxX do
Jjesli <x (e, @) »ax (e5,op==ekP X (®»0 5 /%X («"»*)reeey
to 0=0",

oexn jeshli dx jest okreslona dla a , to Tx (e,X) jest
okreslone i1 zbior Ne zbozony z elementow zbioru X
wystepujacych w dziedzinach lub w zbioraoh wartosci
funkcji of (T, ,JX(@,%)--. jest generowany przez X
za pomocg operacji ox(@F, @) ,... .

Wowczas kazdg sytuacje fFf maszyny < X x, gx> mozna utoz-
samia¢ ze strukturg <Ne;<se,...,/affiV.> o nosniku NfF, ozes-
oiowych operacjach jednoargumentowych off* oox(f,= i czes-
ciowych funkcjach /Hoff=/<({T,sm=s* « Element x bedziemy nazy-
waé reprezentantem maszyny <X X, px> e

Dla kazdego xeX niech prxc X »*x funkcja (by¢
moze czesciowg) przyporzadkowujacq sytuacji 6=
<Ne; (e ,..> maszyny @> sytuacje firx= <Neprx;
i~ ;P«prac—> “aseyujr <be taka, ze NN fAEpe=
Seesy Pepr* C Pa »ee (istnienie takiej funkcji zalezy
od funkcji a i od funkcji ox,..., AX ) .- Jeshi
dla kazdej sytuacji spednione sg warunki:

0) Yy e *Ywgwxa »>¥*Y fpyrt=Pg
z sumowaniami rozciggnietymi na te xeX , dla ktdryoh

tprx jest okreslone,

(2) wep jest okresSlone wtedy i tylko wtedy, gdy system wy-
boru <Dom,6. X0, > wybiera pewien elemc;nt xeX i
apx g jest okreslonej wéwozas Nef = NEPX YN IXK

* (0<B'4 * 6prx) u a eprxtfx 'eeey Petp * (p«N Pepr,,) U "eprx Qx, -.
oraz Negpprxa Ne(@\ (Ne\ N6epP() * « 6goprx “* ¢ €4 g
Neg>prx “ N etp'd (Pe N Peprx reeey

to <ri1?> Jest wiazka rodziny maszyn <Z,,, <> (*eX )

z funkcja wyboru przyporzadkowujgca kazdej sytuaoji ee Z

system wyboru <J)om3, , Jfe> oraz z projekcjami prx * Miano-
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wicie, jesli Bp jest okreSlone, to dla X wybleranego przez

Nd'p’ N( « w - o
= fefax« »e * Ponadto, wobec 1), spe}nlony jest waru-
nek (wi). X X

Opisana wyzej maszyna <X,cp> posiada interpretacje dyna-
miozng, dzieki ktorej moze by¢ uwazana za opis dyskretnego
prooesu wspétdziatania maszyn <2-x, g&(xcX) . Niech mianowi-
cie cOCL bedzie pewng sytuacjg. JesSli operaoja ¢ jest okres-
lona dla ® , to system wybierania <10Tn > wybiera
x06 N0 dajace minimum funkcji afo i1 operaoja g przeksztat-
ca czesc¢ prxocfd stanowigog sytuacje maszyny <2 DO, qxo>
tak jak operaoja <60 . Wynikiem dziatania @ jest nowa sytuacja
N «ad9Pp »w ktérej by¢ moze jest wybierany element x, € Ne.,
itd. Wobeo (X2) maszyna <]JE, > ma te wkasnos¢, ze dla kaz-
dej sytuacji jest XiN < dla wszystkich Ne.
oraz *0Tff0 < Zatem sytuacji ea mozna przyporzadkowac
nastepujaca funkcje ozesciowg pe™ na Kft

4 W "V “nxE o KY nom
ezle «.7%0 * e — "o T <*1_U

zwang przebiegiem maszyny <> o0 sytuacji poczatkowej 90 =
Dziedzing przebiegu jest suma przylegajacych przedziatéw otwar-
ty°b (t0 , ,({.,, ta),... » a na kazdym z nich wartos¢ prze-
biegu jest stala i1 jest pewng sytuaojag maszyny cf> W chwi-
lach , ktére mozna interpretowa¢ jako chwile akcji,
wartos¢ przebiegu nie jest okreSlona. Przebieg mass™ny <W.cp>

0 sytuaoji poczatkowej jest w istocie przebiegiem dys-
kretnego prooesu wspotdziatania 1 maszyna P> etanowi
opis tego procesu* Wartosoi funkcji mozna interpretowac
jako chwile planowanych akoji maszyn w sytuaoji e

Nieoh % m< UtS,VfAj , >, 7 «<Ud5,V,X? /?>hedg automa-
tami o alfabecie wejSciowym U , zbiorze stanéw S , alfabeoie
wyjsciowym V* U , funkcjach przejscia (u,s)*®" (u, ),
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u,s)-A?,s) i1 funkcjach wyjscia (a , (u, s),U,s)"?UA-
Niech kazdy z nich pod wpdkywem sygnatu na-wejsSciu przechodzi
po pewnym czasie reakcji do nowego stanu, wytwarzajac rowno-
czednie sygnat na wyjsciu. Ponadto niech kazdy z automatow pa-
mieta ostatni z sygnaléw otrzymanych na wejsciu. Niech czasy
reakcji automatow beda odpowiednig wartosciami funkcji

u,s)* (u,B).,W,s) «, (u,s).

Rozwazmy proces wspoddziakania obu automatow, gdy kazdy
z nich przekazuje sygnat wytworzony na wyjsciu na wejsoie dru-
giego.

Niech X*[X,VY] i nieoh X reprezentuje automat ( a ele-
ment y automat 9 . Nieoh S bedzie zbiorem wszystkich struk-
tur ff-<Ne;jre,oce;”,Ye,re > , gdzie Ne-{x,4},

* <xnd> * >UX Uu»uy u» S,saes
i tx,ty sa rzeczywiste i1 gdzie <|x,VY}, jest systemem
wyboru wybierajacym element dajacy minimum - Nieoh orebe-

dzie funkcja przyporzadkowujaca kazdej takiej strukturze
strukture fkp, gdzie NCp*Ne,a6F=occ  “oraz
A<p*[<XTux>)<A0F(ux,sX)>}, yep*  XAl(UX,s9> <y,sa>],

>, <y, ty>}, qgdy wybierany jest element
X 1 P><s<fm [<x»>u9 (U4 ,53)>,<y,ua>}, Jgp*{<x,ux>,

. 3&pm < X, tx>, <y, (uy,.3) >}t

gdy wybieracy jest element y 1 gdzie <|[x,yj ,Jfe> jest sys-
temem wyboru wybierajgcym element dajacy minimum

Nieoh bedzie zbiorem wszystkich struktur
Tstri> _gdzie Na«{x,y] ,«0-{<x,y>] ,
Jier® £<X,Ux>,<y)U,,>], Xe={<X"Sx>} + 1@ = {<X»*X>4»
uxeU ,uy6U,sxeS 1 & jest rzeczywiste. Niech gx bedzie
funkcjg przyporzadkowujaca kazdej takiej strukturze strukture

eqx * Sdzie Ne("xm NO ,«fipX=cce , I Z[o«, ux>, <y ,N(nx,5x)%},



DYSKRETNE PROCESY WSPOLDZIALANIA 15

Podobnie nieoh Xy bedzie zbiorem wszystkich struktur
,af>  _gdzie N - {x,y},«cf{<y, x>},

&*-[<*>u*>><Y»uy>} >Twe Y» **>}> Feef<4d’t4>}*u*4U*

udeU , Sye S i Ul Jest rzeozywiste i nieoh #bedzie funk-
cja przyporzadkowujacag kazdej takiej strukturze strukture figy,
gdzie Nffcfy -Ne , « e , fie(f4 - {<xPu? (uQ,ss)>,<y,us>},

T * {<4»S+tdfus»s) >}
Nieoh pndprd )bedzie funkcja przyporzadkowujaca kazdej
strukturze ae X strukture eprxgS* , w ktérej Neprj(» N ff,

/V, *P* 1 "«pr*>U 2rk>THprx obcieciami <e, , m*
do {x} (strukture *pyeZy ,w ktorej NTipty =NFFf, Afik"|ae
1 «spvTepvV* 8ag Obcie®iami do )-

Wowczas, przyjmujac Jf(e, -JCe,«.(«x, =) - o2,

Ne»-)-Ae»l(e.0- le, «m(«»*)-d® dla ««.£.
*X(GE»0B* «» 1 ANT0aP«» TX(0*Te> T™XC.*)*" e dla oraz

>*F)—wo> IB (o)l /[ Ty (o) e b» N (e»*) *m« dla

mamy do czynienia z przypadkiem opisanym w[3]i1 <£,<p>

jest -maszyng bedgog wigzkag maszyn <Xx ,<fK> > z funk-
cja wyboru 6-*-<Dom™ ,Jfq > i z projekcjami pm, pry
Kazdy przebieg mas”™ny <]E,cp> jest rownoczesnie przebiegiem
procesu wspotdziatania obu automatow.
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DISCRETE INTERACTION PROCESSES
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of machines using it to describe some interaction processes.
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PODGRAMATYKI ELEMENTARNE SKEADNI
ALGOLU 60

Jan MALUSZYIHSKI

Prace z#ozono 15.6.1970

Praca zawiera definicje podgramatyki elementar-
nej gramatyki bezkontekstowej i opis sk¥adni
ALGOLuU 60 w postaci czesciowo uporzadkowanego
zbioru podgramatyk elementarnych uzyskanych za
pomoca maszyny ZAM 4-1. Opis ten ukazuje niekt6-
re istotne cechy skkadni jezyka, ktére moga byc
wyzyskane w programach analizy syntaktycznej
oraz w nauczaniu jezyka. Metode te mozna stoso-
wa¢ rowniez do innych jezykow bezkontekstowych.

Gramatyki bezkontekstowe stosowane do opisu skiadni jezy-
kéw programowania zawieraja zwykle duzg liozbe produkcji .
Utrudnia to zrozumienie skdadni jezyka oraz analize syntak-
tyczna. w pracy [3] podjeto prébe wyodrebnienia z gramatykKi
bezkontekstowej pewnydi. prostszyoh gramatyk bezkontekstowyoh,
zwanych podgramatykami tej gramatyki. Wazng klase takioh pod-
gramatyk stanowig podgramatyki elementarne. W tej pracy powto-
rzymy w sposéb nieformalny definicje podgramatyki elementar-
nej oraz podamy krétki opis podgramatyk elementamyoh skdadni
Jezyka ALGOL 60 uzyskanych za pomocag maszyny ZAM 41. Jako pod-
stawe opisu gramatyki bezkontekstowej przyjmiemy w tej praoy
notacje BNF.

1. PODSTAWOWE POJECIA

Podajgo zbidr regut BNF okreslajaoyoh jezyk musimy wska-
za¢, ktore symbole moga by¢ z géry zadane jako poczatkowe
elementy wywodow skow jezyka. Zwykle wyrdznia sie w ten spo-
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séb tylko jeden symbol i1 nazywa sie go ghowg jezyka. W tej

pracy nie bedziemy ograniczali liczby wyr6znionych symboli,
a ich zbiér nazwiemy bazg. Czasem wygodnie jest uwa-
za¢ za baze wszystkie te symbole, ktdre nie wchodzg w skiad
prawej strony zadnej reguly. W przypadku skdadni ALGOLu 60

sg to symbole <program), <number> 1 <basio symbol> .

Symbolami nieterminalnymi bedziemy nazy-
waé wszystkie te symbole, ktére wystepuja jako lewe strony
regut BNF. Wszystkie pozostate symbole uwazaC bedziemy za sym-
bole terminalne, np. <code> w ALGOLu 60.

Tworzac wwwod, zastepujemy symbole nieterminadne wystepu-
jJace w elementach wywodu stowami okreslonymi przez reguly gra-
matyki. W tych stowach moga rowniez wystepowaC symbole nieter-
minadne, ktére beda eliminowane przy tworzeniu dalszych elemen-
tow wywodu. Kazdy symbol nieterminalny gramatyki okresla wiec
poprzez reguly gramatyki zbidr swoich bezposred-
nich nastepnikow - tych symboli, ktdre nale-
zg do prawej strony odpowiedniej regudy oraz zbidr swoich
nastepnikow zawierajacy wszystkie te symbole, kto-
re moga pojawi¢ sie w stowach wyprowadzonych z danego symbo-
lu, a wieo rowniez i dany symbol. Jak wida¢, kazdy symbol nie-
terminalny jest swoim nastepnikiem, lecz nie musi by¢ swoim
bezposrednim nastepnikiem.

Ze zbioru wszystkich symboli nieterminalnych wyodrebnimy
klasy - te podzbiory, w ktdrych relacja nastepstwa jest
spdjna 1 symetryczna. Z definicji tej wynika nastepujaca pod-
stawvowa wkasnos¢ klasy symboli nieterminalnych: kazdy symbol
nalezacy do klasy mozna przeksztadci¢ za pomoca regut grama-
tyki w stowo zawierajgoe dowolny inny symbol z tej klasy.

Jezeli wezmiemy pod uwage tylko wywody skow jezyka, to
symbol nieterminalny moze wystgpi¢ w jakim$s elemenoie wywodu
tylko wowczas, gdy nalezy do bazy gramatyki (pierwszy element
wywodu )lub jest bezposSrednim nastepnikiem symbolu nietermi-
nalnego wystepujacego w jednym z poprzednich elementéw wywo-
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du. Dlatego w kazdej klasie wyréznimy te symbole, ktére nale-
zg do bazy gramatyki lub sg nastepnikami ekenentéw nie nale-
zaoych do klasy.

Symbole nieterminalne skfadni ALGOLu 60 tworzg tylko dwie
klasy wieloelementowe - klase (cstatement)J 1 klase [ex-
pressiony] , wszystkie pozostate klasy sa jednoelementowe.
Rysunki 1 i1 2 przedstawiajg wykresy relacji bezposSredniego
nastepstwa w tych klasaoh (przy niewielkioh zmianach w skdad-
ni oméwionych w dalszej tresci). Wierzcholki grafow odpowia-
dajg symbolom z klasy, 4uki wskazujg zaohodzenie relaoji. Sym-
bole wyréznione oznaczono strzatkami wchodzacymi, strzakki
wychodzace wskazuja wyjscia z klasy; sg one zwigzane z wierz-
chokkami odpowiadajacymi tym symbolom, ktdére moga by¢ zaste-
powane przez stowa nie zawierajgce symboli nalezgoyoh do klasy*
Takioh stow nie da sie juz tak przeksztalci¢ za pomoog regut
gramatyki, by uzyska¢ ponownie wystapienie symboli z tej sa-
mej klasy.

Konstruujao wywod mozna przyjac¢ nastepujgoe zasady zaste-
powania symboli dotyczace kazdej klasy symboli nieterminal-
nych:

1* Symboli z danej klasy wystepujacych w stowie nie zaste-
puje sie dopdty, dopodki zastepujac symbole z innych klas moz-
na jeszoze otrzymaC wystgpienia wyréznionyoh symboli z tej
klasy.

2. Symbole z jednej klasy zastepuje sie kolejno az do ich
wyczerpania.

Stosujao te zasady Tauy pewnos¢, ze symbole z wyczerpanyoh
klas nie wystapig w zadnym nastepnym elemenoie wywodu» Ta me-
toda tworzenia wywodow nie ogranicza jezyka okreslanego przez
gramatyke. Stosujac ja w przypadku skiadni AJLLGOLU 60, uzyski-
walibysmy np. w pewnym elemenoie kazdego wywodu wszystkie wy-
stgpienia symbolu «identifier» zanim jakiekolwiek z nioh
zostadoby rozwiniete do konkretnego ciggu literowo-cyfrowego.
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Jak wida¢, istnieje naturalna hierarchia klas ograni czaja-
ca kolejnos¢ zastepowania symboli nieterminalnych. Ta hierar-
chia jest czesoiowym porzadkiem. Tworzac wywod weddug powyz-
szych zasad,ze zbioru reguk zwigzanych z kazdg klasg korzysta
sie tylko lokalnie, wowozas gdy eliminuje sie symbole naleza-
ce do tej klasy. Kazdy taki zbior regut okresla pewng grama-
tyke, ktorg nazywamy pod gramatykag elemen-
tarnag danej gramatyki. Jej baze stanowig wyréznione sym-
bole z klasy oraz te symbole terminalne podgramatyki, ktore sag
bezposrednimi nastepnikami symboli nie nalezacych do klasy.

2. PODGRAMATTKI ELEMENTARNE SKtADNI ALGOLU 60

Jak juz wspominalismy, skdadnia jezyka ALGOL 60 zawiera
trzy symbole, ktdre nie sa bezposrednimi nastepnikami zadnyoh
symboli. W dalszych rozwazaniach bedziemy brali pod uwage tyl-
ko nastepniki symbolu <program). W ten sposob wykluczamy ze
sklkadni symbole nieterminalne: <basio symbol», <delimiter>,
<operator> , <logical operator > , <sequential operator> ,
<separator», <bracket>, <deolarator> , <specificator> ,
<number> , ktére nie stuzg do opisu programéw w ALGOLu. Eli-
minujemy rownoczesnie zwigzane z tymi symbolami reguby.

Reguty metajezyka zawierajg symbol terminalny opisany nie-
formalnie: <any sequence of basic symbols not containing
"or*>_ Poniewaz wydaje sie, ze jest to pewna niekonsekwencja
metodyczna, wiec przyjmujemy <string> jako symbol terminalny,
eliminujgc w ten sposéb symbole nieterminalne: <proper string>,
<open string> , <string> 1 zwigzane z nimi reguly.

Odrzucamy regude <empty>::= ; wprowadzajac termi-
nalny symbol pusty t wszedzie tam, gdzie wystepuje nietermi-
nalny symbol <empty>.

Tabela 1 jest zostawieniem wszystkich podgramatyk elemen-
tarnych ograniczonej w ten sposob skdadni ALGOLu 60. Pierwsza

kolumna tabeli zawiera kolejne liczby, druga - umowno nazwy
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podgramatyk. Oznaczenia te sg stosowane na 1ys. 3» W trzeciej
kolumnie opieano zbiory symboli nieterminalnych poszczegél-
nych podgramatyk (wyréznione symbole nieterminalne sa podkre-
Slone ), w ozwartej - zbiory ich symboli terminalnych. W zapi-
sie niektorych symboli zastosowano ze wzgledow typograficznych
pewne oczywiste skréoty. zbidr regut kazdej podgramatyki ele-
mentarnej jest jednoznacznie, okreslony przez jej symbole nie-
terminalne. Zbiory regut nie sg cytowane, gdyz mozna je ¥atwo
odczytaé z dokumentu zrodkowego W za pomoca tabeli L

Jak juz wspominalismy, klasy symboli nieterminalnych, okre-
Slajace podgramatyki elementarne, sa powigzane hierarchicznie.
Powigzania te polegajg na tym, ze pewien symbol nieterminalny
sktadni moze by¢ réownoozesnie symbolem terminalnym niektéryoh
podgramatyk elementarnych. Symbol taki jest oozywiscie symbo-
lem nieterminalnym tylko jednej podgramatyki elementarnej.
Wasnie ta podgramatyka jest bezposSrednio podporzadkowana w
hierarchii wyzej wspomnianym podgramatykom. Rys. 3 przedstawia
wszystkie hierarchiczne powigzania otrzymanych podgramatyk
elementarnych sk#adni ALGOLuU 60.

Sposréd podgramatyk opisanyoh w tabeli 1 wyrdézniajg sie
dwie duze podgramatyki: STATEMENT, ktéra shuzy do opisu struk-
tury calego programu oraz EXPR, ktéra opisuje budowe wszyst-
kioh wyrazen wystepujacych w ALGOLU 60. Kazda z pozostatych
podgramatyk elementarnych zawiera tylko jedna regule. Podgra-
matylci te maja charakter pomocniczy, okreSlajg przewaznie je-
zyki skonczone lub regularne. Mozna wyrdzni¢ kilka rodzajow

tych podgramatyk*

. Podgramatyki klasyfikujace np. TYPE, LETTER, SPECIFIER,
LABEL. Sa to podgramatyki okreslajace jezyki skonczone. Kazda
z nich zawiera tylko jedng regule, w ktdrej po prawmej stronie
wystepuja pojedyncze symbole oddzielone symbolem metajezyko-
wym | . Podgramatyki te stuzg do nazywania zbiordw symboli.

. Podgramatyki przemianowujaoe np. VAR IDENT, SWITCH IDENT.
Podgramatyka przemianowujgoa mzawiera tylko jedng regue, w
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ktdérej prawa strona jest pojedynczym symbolem. Podgramatyki
przemianowujace wskazujg zwykle rézne zastosowania elementéw
jezyka o tej samej budowie, np. identyfikatorow.

. Podgramatyki tworzace, np. IDENTIFIER, UNSIGNED NUMBER.
Sa to przewaznie podgramatyki regularne. Opisujg one za pomo-
cg jednej reguly budowe podstawowych elementéw jezyka.

Wyodrebnienie podgramatyk elementarnych wskazuje naocznie
znany od dawna [V] Takt, ze niektdore symbole skdadni ALGOLu
60 mozna by wyeliminowa¢ bez szkody dla opisu.

Oprécz powigzan hierarchicznych podgramatyki elementarne
moga by¢ powigzane przez wspolne symbole terminalne. Jak wi-
da¢ z tabeli 1 jest to przypadek bardzo czesty.. CzeSciowo
obrazuje to réwniez rys. 3» zachodzi to zwykle wowczas, gdy
wieksza ilos¢ +ukéw wchodzi do jednego wierzchotka grafu. W
przypadku podgramatyk zestawionych w tabeli 1 mozna wyréznic¢
dwa rodzaje powigzan poprzez symbole terminalne:

. Powigzania semantyczne - istotne dla jezyka wskazujg na
tozsamos¢ funkcjonalng symboli terminalnych réznych podgrama-
tyk np. symbol <simple variable» , ktéry jest symbolem ter-
minalnym podgramatyki TIPE LIST oraz podgramatyki EXPR okres-
la identyfikator, ktéry moze wystepowaC zarowno w deklaracji
jJak 1 w wyrazeniu.

. Powigzania przypadkowe nie majg uzasadnienia w semanty-
ce jezyka, np. symbol stuzy m_in. do oddzielania
etykiety od instrukcji (podgramatyka BASIC STAT) oraz do
oddzielania dolnego 1 gbérnego ograniczenia indekséw ma-
cierzy (podgramatyka BOUND PAIR).

W niektérych nowych jezykach programowania( np. ALGOL 68 )
dazy sie do uniezaleznienia symboli terminalnych od konkret-
nej reprezentaoji. By¢ moze przy takim uniezaleznieniu celo-
we bydoby wyodrebnienie wszystkich nie powigzanych semantycz-
nie symboli terminalnych. Ewentualne sklejenia bydyby ceohg
charakterystyczng konkretnej reprezentacji.
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3. ZAKONCZENIE

Wyodrebnienie podgramatyk elementarnych skdadni ALGOLU 60
pozwoli4o wskaza¢ w sposdb naoczny niektore istotne cechy tej
sktadni. Ujawnida sie szozegdlna rola niektérych symboli nie-
terminalnych oraz hierarohiczne powigzania podgramatyk. Zna-
Jomos¢ tych ceoh moze by¢ uzyteczna przy analizie syntaktycz-
nej programéw [z], Podgramatyki elementarne moga rowniez sta-
nowi¢ cenng pomoc metodyczng ufatwiajacg systematyczny wykdad
Jezyka. Powigzania podgramatyk poprzez symbole terminalne
ukatwiaja zrozumienie semantyki jezyka.

Program wydzielania podgramatyk elementarnyoh, za pomocag
ktorego uzyskano powyzsze wyniki moze by¢ zastosowany do do-
wolnego zbioru regut zapisanych w postaoil BNF.
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SJIEMEHTAPHbBIE NOArPAMMATUKWN CUHTAKCUCA A3bIKA AJIT0/1-60

PaboTa COfEpXUT OnpedeneHne 3MeMEHTapHOM MNOArpaMMaTiKu
OECKOHTEKCTHON rpaMmMaTWKX U OnucaHne cuHTakcuca fasvika ANC0M-"0
B rofe 4aCTUYHO YMOPALOYEHHOTO MHOXECTBa 3/MIEMEHTAPHLIX NOfA-
rpaMmMaTUK MONYYEHHBIX HA MawuHe  ZAM-41. . 3TO OnucaHue yka-
3bIBAET HEKOTOPble CYWECTBEHHLIE CUHTAKCUYECKWe CBOWCTBA A3biKa,
KOTOpble MOTYT ObiTb MCMONb30BaHb B MPOrpaMmax CUHTAKCUYECKOro
aHanusa 1 npu obydyeHnn sA3bika. ITOT METOL MPUMEHUM W Ana [py-
rMX GECKOHTEKCTHbIX rpammaTyk.
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THE ELEMENTARY SUBGRAMMARS OF ALGOL 60 SYNTAX

Summary

The paper contains the definition of elementary subgrammar of a CF-
grammar and the description of the ALGOL 60 syntax, as the partially
ordered set of the elementary subgrammars received on ZAM-41 computer.
This description points out some important syntactic properties of the
language, which can be useful in parsing technique, and in the program-
ming language teaching. This method can be applied for other CF-gram-
mars.
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COMPOSITION OP PUSHDOWN
TRANSDUCERS

by Marek GLOWACKI
Received May 5th,1970

In this paper, we consider mappings being superposi-
tions of finite number pushdown transducer mappings.
Such mapping can be considered as a mathematical model
of multipass compiler. It is shown that such compiler
cannot “realize" arbitrary recursive mappings.

LIST OF SYMBOLS

XuY The union of sets X, Y
X XY The cartesian product of sets X, Y
Ix | The cardinal number of X
The empty set
A* The set of all words over an alphabet A
e The empty word
A+ The set of all, nonempty words over A
1 The length of word w

1. INTRODUCTORY CONCEPTS

In certain data-processing situations, an output structure
is sometimes added to a pushdown automaton. The automaton so
obtained is oalled a pushdown transducer. Mappings defined
by pushdown transducers have been studied in (Al-

in this paper, we consider mappings being superpositions
of finite number pushdown transducer mappings.

DEFINITION. A pushdown transducer (abbreviated pdt) is a

7-tuple A=(Q, I, T, O,p., 20, where:
(A Q 1s a finite, nonempty set (of states).
W I is an alphabet (ofF inputs).

(i) T 1s a finite, nonempty set (of pushdown symbols).
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(iv) 0 1s an alphabet (of outputs).
v) JLis a mapping of Qx(lu”ej)x T iInto the finite
subsets of QxXT™x0*.
wi) ZQ 1s an element of T (the start pushdown symbol),
ii) gQ is In Q (the start state).

We now introduce symbolism enabling us to discuss the out-
puts from pdt.

Given apdt A =(Q, I, T, 0,71, ZQ, gQ), let (or™if A
is understood )be the transitive closure of the binary rela-
tion £ on Qx I*x T*x 0* defined as follows. For Z in T and
xinlu{e} let (p, xw.ctZ, y)|-(q. w,ocy, yvj if
iy *v) is in the set >u(, X, 2).

For each x in I* let A(x) be the set of all words y in O*
such that (qQ, X, ZQ,e)HL (<h b ., y) for some (g,<X) in
Q XT*.

The mapping of Xx into A™X) for each x in I* is called
a pdt mapping.

DEFINITION. A composition of pdt mappings A and B is the
mapping defined as follows. For x in the input alphabet of A

B*A(X) = y u A BG)-

A composition of three and more pdt°"s is defined analogous-
ly.

It has been shown by Ginsburg and Rose p] that the composi-
tion of pdt mappings need not be a pdt mapping.

2. PROPER PUSHDOWN TRANSDUCERS

DEFINITION. A pdt A is said to be proper if for each in-
put x the set A(X) is Tinite.

A composition of finite number of proper pdt mappings can
be considered as a mathematical model of compiler. In this
paper It is shown that such compiler cannot "‘realize" arbi-
trary recursive mapping but only such which is computable by
linear bounded transducer.
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A composition of two proper pdt mappings Is not necessari-
ly a pdt mapping. For example, let A and B be proper pdt"s
defined as follows:

A =, {a, o}y, {Z, a}, {a, ¢, r}, 6, Z, s), where

Q={>»P» ri s} a™l for x in {a» °P s in {7, a} ,

S(s, a, »={@, 8, €j, S(@, a, a) = gq, aa, O} ,
5@ b,a) =5C,b a - {(p, €, )} ,t@Q, c, 9)=
=(r, Z, N} , 6(r, x, S) ={(r, S,©)} ,

B:(Kl (a’ C, r] ] {Zs a}’ $0’1} s i Z, Q) ,V\/here
K={g, r, p}p and for x in [a, ¢, r] ,S in {Z, a},

w@, a, S) = {@, Sa,e)}./Mn@, r, s)=//(q, o, Z) a
=f(r, Z, 0)},

N@, c, a) = [(Q- «.€J i (Pi6*){, Ap, e, Z)a
={(- €, D} 1

NP, e,a) ={r, €,0} ,x@ x, Z) ={(, Z, e)}.

Clearly, for x in [a, b, oj* AK)3 ax™ iaf
X = a3 b1 ajl 3s*1 2,-., 3 and A(X) =yr, with y
in {a, c}* , or is undefined in the remaining cases.

For u infa, c, rj* Bw)= " ifu=aid® (i=1,2,..."
and B (uj = 0 in the remaining cases. Then the composition
B <A iIs the characteristic funotion of the set (aVcl i
i =1,2....3 ,which is not context free. It easy implies
that B ®A is not a pdt mapping.

NOTATION. Let A=(Q, I, T, O,,5 70~ be a pdt, ad
let n be an integer. Write (q. X, Nz, y) >I(p tyvjt
Z, YJI-(P1, xit , yv1l) F
k> xk* Tk* WE VS G u»T »yV) ’a”d ini <M
ri=1, -

LEMMA 1. For eaoh proper pdt A =(q, I, T, 0, S, ZQ, aQ)
there exists apdt B = (Q, I, T, 0,W, ZQ, Q) such that:

DO AX) =b), for each x 1In I1+.
() Foreach (g, Z) InQxT if (p,o0.,y) is in
(g,c, Z) , then a=e.
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Proof: Without loss generality we may assume that [« | "2
and p ~ gQ whenever 5 (g, s, Z ) contains (P, e, Y).

let n= IQK|TL We define /n as follows. For (g, 2)
inNQx T and x in 1 let:

) 7@ £ 2) 3 {p. £y @€ Zc) G@e c,Nl

anp for @, 2 * (qo, Z0), -
<(x %, ) = {(p, ¥, yv) :(r.e.cts, e) (-c.gp, V),
for (r, ocS, y) in s @, X, zj],
(i) x, Z0) ={(p,tty, yv) *(q0.f, ZQ.£) (r.£,<Zy)

and (, Jp, V) isin /j (r, X, Z
Consider a computation g, e , S, e) (p,e,Zoz™,. K.y
There are states p»,..., pCinQ and y*,..., yk 1in O*
such that (g, 6 ,SZ, e) - (P1,£, ZQ 71, N
(2*e*Z0 71 227 YNy2) N ** N (pK,E* 20**,ZK” y1** yk)=
= (Pi6i K,y).

Suppose that K > n. Then there exist i, J (1™Mi<j<k]j
suoh that (®, 27 3 (P> Z2) , and we have:

(Pirc, 20...zjf E)(pj.e , 20...zi (zitl... 2 j ,
(yi+l... yj) ) for eachm 3 0,1,... It may be the following
cases:

u vi * € . Then

(9* € sz, g) @RI €, Q... Z¢ zn

(yitleesyjim) =

for each m 3 0,1,...; and, because A is proper, for each
X such that a(x) is defined, A having x as iInput cannot
attain any configuration with q and SZ as a state and
top of the staok respectively.
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b. y™ =€ e Then there exists a computation

@, e, SZ, e)Hr @y*c»V v YD (pk* e 7 ZoZ1**

ZiZj+1* y1* * yiyj+1*** yk ) * where y-i** &iyj+l*.,e 7k = y*
Now/, IF K - 1>n, we can reduce some Z~ by repeating the
above procedure, otherwise 1if (g, SZ, v) 1is in (r, X, r),
for some (r, X, r) INnQ x 1 X T, then

(pk, Q... Z3zZ~_ .. Zk,vy) 1is in//(r, X, r).

Let x = x ... §i be in I+ and let (qQ, x, Z0,€) ¥
@, 6, y) for some (p, y) in Q x T*. This computation is
of the form:

(v xX1** xm* Z0,e) Xl* e xm» al S1*Yyl ) A
(rff, Xg..* xuy, @, Y4Y™) bj-

tj" (P‘i’> X2*F** ) °f S1*yl ylyl ) hiT **
(g xi*** &7 ai Si*yl < yi) bl
Pi* xi+l — xm”«i SI* *1— yi4 Vi7)*T

h- (p*e, "ty) t for i =1,..., m

Observe that by the above remarks:

(plt &S, y1 y yYy) 1is in A(q0, XT, ZQ), and for 2<i<m»
131, yryi) isin N B

Since, for each x In I*, If (40» x» "0*e ) A’

H (p» £i ft Y) » then (%» x>Zo»e) »T (P. 6, |f, Y)
and the theorem holds.

LEMMA 2. For eaoh proper pdt A=(q, I, T, 0, 6, ZQ, dQ)
thora exists apdt B= (q, I, T, 0,71, Z2Q, Q) ,and an in-
teger b such that A (X) = b(x), for all x in I+ and:
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(3) B computes B(X) by a sequence of moves iIn which the
stack never grows longer than b-|x].

Proof: Let B be the pdt in Lemma 1 and let
b=max{lc] -1 : (p,cc, y) isin (@, s, z) ,
for (g, s, Z) in QxIXT}.

ITf vy is InBX), where x = x*... xil (X" in 1,for 1<i<mJ
then there exists a computation:

(go* x1** *ia» Zo» €) "B (q1* x2*** xm” JA> yl1)
(plf x2... xm, yit yDbi(gi» X jf» 71) |-
(pi* xi+1*** xm” Ti» yi)b_(qi+l* xi+2°\* x7* fritl» yi+l)

N(Pm»e Tm”ym)” where ym = y*

Since B satisfies (2), then || 4 [fI» for 1 =0,.,., m
and by definition of b, for each i | | 4 b-m= b~ [x|*

3. PUSHDOWN TRANSDUCERS AND LINKAR BOUNDED TRANSDUCERS

DEFINITION. A linear bounded transducer (abbreviated Ibt)
isab5tule A=(, I, 0,6, qQ), where

) Q, I, 0 and gQ have the same significance as in.a pdt.

(i) 6 is amapping of QxI into the finite subsets of
QxIx0* x{- 1, 0, 1J.

Given an Ibt A=, 1, 0,6, gQ, let be the transi-
tive closure of the binary relation F on 1*QI*x0* defined as
follows:

Foru, vinl*, cinl and w iIn O*

a) (ucpav, W)(— (ugcbv, wy) if (g, b, y, -1 ) is in
S(p- &,

(n) (upav, w) F (ugbv, wy) 1If (q, b, y, 0) is in S(p, a),



COMPOSITION OF PUSHDOWN TRANSDUCERS 41

(in) (upav, W|- (ubagv, w) if (@, b, y, D is in

For each Ibt A=(q, I, O, 6, qQ) , and wach word w in I#
let aw)= {y in0o*™ (@Qw,e)lj(p. Yy), for some ft
in 1°Q}.

In particular, A(e)= {«}=

Given an Ibt A, the function A(X) of 1* into the subsets,
of 0* is called an Ibt mapping.

THEOREM. For arbitrary proper pdt"s A,,, A2 there exists
an Ibt B such that B(xX) = A”a”x), for eaoh x in I+.

Proof* Let =CNi* 1i* Ti» Zoi* qoi)b® a Proper pdt
for i =1, 2. By Lemma 2 we oan assume "“that there exist in-
tegers blf b2 such that for AIFT ~ the oondition (3) holds.

let k=max (Jyl * (, oc,y) is in A (Q, X, Z) }.

We shall construct a fourtape Turing maohine M computing
Ag = A™. The machine consists of a finite ocontrol and four tapes.
On tape 1, M will hold an input word. Pushdown stores of Al
and A2 will be simulated by M on tapes 2 and 3 respectively»
Tape 4 of the fixed length Kk will hold words being produoed
by Aj one by one.

Let x be an input word. Initially, the finite control of
M iIs In the designated "'start state', with the input on tape 1
, Z2 on tape 1 and 2 respectively. All remaining oells
of all tapes hold the special symbol b symbolizing blank.

M computes A2eA™ as follows™

I. M simulates A" using tape 2 as the pushdown store of
Aj until some nonempty word is obtained as a part of output.
Then the word so obtained is stored on tape 4 and*

I1. M simulates A2 using tape 3 as the pushdown store and
the word on tape 4 as iInput until the word on tape 4 beoomes
empty (i.e. there are blank symbol only). Then M repeats I
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provided there are nonblank symbols on tape 1. Otherwise, the
computation is ended.

By Lemma 2 there exists a computation In which tapes 2 and
3 never grows longer than b”e |x] and b2 *k*|x] respective-
ly. It is trivial to show that for an m-tape Turing machine
of tape complexity L(n) = k*n (k is an integer) there exists
an Ibt realizing the same mapping. IT 1 is the alphabet of
M, 1t suffices to extend this alphabet to the set:

Iv{ (Wi,..., wn) in{®m » wil<k, fori=1,..., m}

The Ibt, having this alphabet, will be simulate i-th tape
of M on i-th “coordinate” - if (W®,..., wWm) ... yeee]
wnm) will be a word on tape, ten- wA. .. wni will be
represent contents of i-th tape of M. Then, the machine con-
structed above may be an Ibt.

COROLLARY. For each sequence AN, ..., Ag of proper pdt®s
there exists an Ibt B such that B(x ) = An« ... »ANX), for
each nonempty input X.

Prooft The proof is the same as in the Theorem but we con-
struct (2n + 1)-tape Turing machine.

REMARK. In this paper we have studied Only proper pdt map-
pings. In general, there are pdt mappings which are not Ibt
mappings. For example, see U .
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KOMPOZYCJA TRANSLATOROW STOSOWYCH

Praca dotyczy pewnych maszyn abstrakcyjnych zwanych translatorami
stosowymi . Zkozenie odwzorowan okreslonych przez takie maszyny moze
by¢ traktowane jako matematyczny model wieloprzebiegowego kompilatora.
Pokazano, ze kompilator taki nie moze "realizowac¢" dowolnych przeksztakt-
cen rekurencyjnych, a tylko niektére z nich*

COCTABJIEHME CTEKOWX TPAHCNATOPOB
Pe3ume

HacToswniA foknag npeAcTaBAseT HEKOTOPbIA KNacc abCTpaKTHbIX
MalliH Ha3biBAaeMbX CTAHOBbIMM TpaHcnsTopamu. CnoxeHne npeobpaso-
BaHWii ONpefeneHHbX TakUMW MaliMHaMi MOXHO paccMaTpuBaTh Kak
MaTemMaTUYecKyln MOAenb MHOTOMPOTOHHOIO KoMmuAsTopa. B pab6oTe
NOKa3biBaeTCsA, YTO TaKOW KOMMUASTOP He MOXET '“peanu3oBaTth”
NPOU3BO/bHLX PEKYPCUBHbIX NPeobpa3oBaHuii a TONbKO HEKOTOpUe

U3 HUX.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego JA
AM.
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ROAMNANIA 1 NIEROWNOSCI ALGEBRAICZNE
Z NIEWIADOMYMI BINARNYMI

Marian LIGMANOWSKI
Prace z4ozono 18.10.1968

Podano dwie metody rozwigzywania réwnan i nie-
réwnosci algebraicznych, zwanych tez pseudobu—
lowskimi, dostosowane do obliczen za pomoca
maszyn cyfrowych. Pierwsza Jest udoskonaleniem
metody P.L. lvanescu i1 wspotautorow (Rumunia),
druga metoda jest nowa.

1. OKRESLENIA

Niech Xgs S = 1, 2,..., nt oznaoza zmienng binarng, ktora
moze przyjmowaé tylko dwie wartosci O 1 1. Zmienna Xg moze
byé rowniez przedstawiona za pomoog negacji tej zmiennej za-
pisywanej jako x8 exga O jezeli xg=1oraz Q=1 je-
zeli X, = 0. Symbol X~ oznacza X_ badz X -

Iloczyn (koniunkoja) niektorych lub wszystkich zmiennych
Xg bedzie oznaczany przez x.,.

X.ax® xAZ___ - , fgall2,....,n; mal,2,..., pj
X

Ponadto i + U dlam* t, m, ta 1, 2,..., p- Indeks 1i
jest numerem porzadkowym koniunkoji, przy czym nie jest on
zwigzany z postacig koniunkoji, ale moze by¢ jej przyporzad-
kowany w sposob dowolny.

Funkcja algebraiczna, ktorej argumentami sga zmienne Xgs
sal,2,..., n, okreSlona jest wzorem
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p O ) = - ci X1’ @)

gdzie * 0 sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Funkcja
F "~%,j,---, Xn) nazywana jest takze funkcjg pseudobulowska [i]-

W artykule beda przedstawione dwie metody rozwigzywania
rownan i nierownosci algebraicznych z niewiadomymi binarnymi

0 postaci
F1,...4 >D, G)
F > b, (C))
F(XL..-X1)=b» ®)

gdzie b jest dowolng liczbg rzeczywista.

2. metbdda kolejnego eliminowania KONIUNKCJI

Metoda oparta jest na [1]. gdzie podano algorytm rozwigzy-
wania nieréwnosci postaci

S °i B (6)
Funkcja wystepujaca po lewej stronie nierownosci (6)

YV .Y = 1T Ci 7 @)
i

ma posta¢ liniowg wzgledem swych argumentéw y”» i jest zawsze
przedstawiana w w ten spostbh, z22 ANM"NCg > ... >/ > 0.
Uzyskuje sie to przez odpowiednie przeksztakcenie nierownos-
ci (6). Jezeli

c=- " ch, i=1, 2,..., k
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to nierdwnos¢ (6) moze by¢ zapisana:

X iyl + S ('ci) C1 ~Yi) + cC
°i

Rozwigzanie nieréwnosci (9) metodg [1] Ipolega na wyzna-
czeniu tak zwanej funkcji charakterystycznej, 00 jest rowno-
wazne zastgpieniu tej nierownosci rownaniem logicznym zawie-
rajacym po prawej stronie 1. Nastepnie dokonuje sie podsta-
wien

yt=1 - z¢ = dla Cl<o, i=1,2....k @0)

W przypadku rozwigzywania nieréwnosci (4), gdzie F wyra-
za sie wzorem (2), a X - wzorami (i), wartosoi niewiadonjyoh
X4eees xn otrzymuje sie z funkcji charakterystycznej po pod-
stawieniu do niej zamiast y+ wzordw (1 ). Funkcja charakte-
rystyczna przedstawia najpierw rozwigzania nierownosci (4) dla
przypadku, w ktérym X~ sg traktowane jako zmienne niezalezne.
Powoduje to, ze po dokonaniu podstawien (1) iloS¢ rozwigzan
moze uleo zmniejszeniu. Ponadto mogg wystgpi¢ powtarzajgce sie
rozwigzania, ktorych eliminacja wymaga stosowania operaoji lo-
gicznej pochtaniania. Niedogodnosci te eliminuje przedstawiona
tu metoda, bedgca udoskonaleniem metody (J]- Nie wymaga ona
w ogole tworzenia funkcji charakterystycznej i wprowadza w
kazdym kroku sprawdzanie czy wyznaczona wartosS¢ Xi jest do-
puszczalna ze wzgledu na niewiadome x1,..., Xa. Dzieki temu
uzyskuje sie bezposrednio wartosoi tych niewiadomych.

W metodzie wykorzystuje sie odpowiednio zmodyfFikowany algo-
rytm [1] rozwigzywania nierownosci (4) podany dla funkcji
F(X, ,*==, xn) o postaci liniowej z dodatkowym uwzglednieniem
zadan i (5)» Dokonane modyfikacje umozliwiajg zastoso-
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wanio metody do obliczenn za pomocg maszyn cyfrowych, do czego
nie jest przystosowany algorytm [T].

Zakozmy, ze funkcja FON X4 ) wyraza sie v/zorem (2),
w ktorym Iy 1™ 21> eeex | 1>0 oraz X*, 1 =1.2,... .k
dane sg wzorami (i). Zasadnicza cechg metody jest kolejne ba-
danie koniunkcji X w porzadku wzrastajacych indekséw i oraz
eliminowanie tych koniunkcji z nieréwnosci (3), @ lub z réw-
nania (). W tym celu kazdej koniunkcji przyporzadkowuje sie
zmienng binarng Z~. Wartos¢ zmiennej Z* jest okreslana tak, aby
spetniona byda rozwigzywana nierownos¢ (rommanie’™) i1 okreSla za-
razem wartos¢ X~. Odpowiada to stosowaniu w [1] funkcji F w
postaci linionej (Wprowadzenia za pomocg podstawien nowych
zmiennych yi i z/), dlatego tez ustalenie wartosci Z° oparte
jest zasadniczo na wynikach uzyskanych w [1]. Otrzymana war-
toS¢ Z» oznacza jednoczesnie wartos¢ jaka moze przyjaé sama
kontunkcja X*. Niewiadome xg, s =1, 2,..., n, mozna wyzna-
czy¢ tylko wtedy, gdy 2~ = 1 (Wowczas takze X* = 1) lub
™ = 0, ale X zawiera tylko jedna zmiennag xs, ktdra moze byc¢
wtedy 35 = 0. W innych przypadkach (dla Z* = 0) uzyskuje sie
tylko warunek X = 0, ktory nalezy zachowa¢ przy badaniu
dalszych koniunkcji 1 wyznaczaniu pozostatych niewiadomych xs<
Warunek taki, ktéry bedzie nazywany dalej '‘ograniczeniem',
otrzymuje sie wowczas, gdy Z» = O 1 odpowiadajaca koniunkcja
zawiera 00 najmniej dwie niewiadome Xs. Zmienne Zi wprowadzo-
no dla odréznienia wartosci jaka moze przyjmowaé koniunkcja
Xt od funkcji zmiennych Xxg.

Ogélny schemat graficzny algorytmu przedstawia rys. 1. Jak
wida¢ z rysunku, badanie danej koniunkcji rozpoczyna sie
od podstawienia do tej koniunkcji wartosci zmiennych x , kto-
re zostaly wyznaczone na podstawie wczesniej rozpatrzonych
koniunkcji. Po tym podstawieniu moze sie okaza¢, ze funkcja X*
nie zawiera zadnej zmiennej X. 10 znaczy jest rowna stakej 0
lub 1. W takim przypadku nie ustala sie juz wartosci zmiennej
2, ale okresla warunki (operator (1) dla i<k) zmieniajace
nieréwnos¢ (rownanie) po wyeliminowaniu danej koniunkcji X".
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[zmekszyéLoi 1»

+
podstam c
ushjlonexsJoXi
Z
Wa  aststatg
usta/tnie Zi
* L £

FA*A/c<TL  Y/-NEAA W7 |

~ )X i*Odoposzao/ne ~

Rys. 1. 0gélny schemat algorytmu “metoda pierwsza ™
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Warunki te sg zwigzane przede wszystkim ze zmiang prawej stro-
ny nieréwnosci (rownania) , po przeniesieniu na te strone sta-
dej wartosci Cjx*. Szczegblowy schemat operatora () dany
jest na rys. 2.

Rys. 2. Schemat graficzny operatora (1

W wyniku ustalenia wartosci 2 moze by¢ 28 =1 lub 220 = 0
lub 2~ dowolne, wzglednie okaze sie, ze nie mozna dobrac¢ war-
tosci 2. W tym ostatnim przypadku wyznaczone dotychczas war-
tosci niewiadomych x_ nalezy odrzuci¢, gdyz wowczas dla z, =1
i = 0 otrzymadoby sie sprzecznos¢, co znaczydoby, ze ist-
nieje niewiadoma, dla ktorej uzyskuje sie dwie sprzeozne ze
sobg wartosci. Po wyznaczeniu Z~ oblicza sie liczbe

K
v= <£ |Q] .

J=i+l

ktora oznacza maksymalng wartos¢ funkcji P po wyeliminowaniu
koniunkcji X*. Z kolei nalezy sprawdzi¢, czy wartoscé okres-
lona zmienng Z* jest dopuszczalna ze wzgledu na ograniczenia
(warunki X. = 0 dla j< 1), otrzymane przy badaniu poprzednich
koniunkcji. Schemat takiego sprawdzenia dla przypadku Zt = 0
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zostat podany na rysunku J. Jezeli zawiera tylko jednag
zmienng Xxs , to xg = 0 1 po podstawieniu do ograniczen moze
sie okaza¢] ze istniejg ograniczenia, w ktorych wystepuje tyl-
ko jedna zmienna. Umozliwia to otrzymywanie wartosci dalszyoh
niewiadomych tak dhugo, az nie bedzie ograniczen z jedng zmim-
ng. Schemat sprawdzenia czy jest dopuszczalne podstawienie

= 1 zostat przedstawiony na *ys. 4.

Rys. 3. Schemat graficzny warunku logicznego (?)

W przypadku, gdy Zt moze by¢ dowolne i1 dopuszczalne jest
= 0,przewidziano zapamietanie otrzymanych danych jako roz-
wigzania czesciowego i przejscie do wykonywania dalszych ope-
racji. Rozwigzanie czesciowe prowadzi do rozwigzania pelnego
to jest takiego, ktore okresla wartosci wszystkich niewiado-
mych x_, tylko wtedy, jezeli przy kontynuowaniu obliczen dla
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Rys. 4. Schemat graficzny warunku logicznego (3)

danych okreslonych rozwigzaniem czesciowym bedzie istniala
(dla kazdego 1) przynajmniej jedna wartos¢ Z i dopuszczal-
na wartos¢ X"« Czes¢ operatora (B) (rys. 5) 2zwigzana z wy-
znaczeniem liczby d ma podobne znaczenie jak operator (T).

To samo odnosi sie do operatorow (8 (rys. 6) 1 ®) (rys. 7k

Moze sie zdarzyC, ze przed zbadaniem wszystkich koniunk-
Ccji zostang juz wyznaczone wszystkie niewiadome x. Z tego
wzgledu, a takze po to, aby uniknaC krokdw, ktore nie dopro-
wadzg do rozwigzania, zostal wprowadzony warunek logiczny ()
(rys. & . Warunek ten nie jest niezbedny i1 moze by¢ pominiety
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(nalezy wéwozas przejs¢ do nastepnego kroku - zwiekszenia war-
tosci 1), jednak pozwala on na usprawnienie algorytmu.

® wyznaczyé
iZpam ietac

\Nd=d-lc;l |
rozw iazania

zapam igtacrozw igzon/e cz(scto# t:
liczby iM ,d*d’ ustalone X3

oraz ograniczenia

Rys. 5» Schemat graficzny operatora (T)

Rys. ?. Schemat graficzny operatora (6)
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dla ustalonych ustalone xs stanow ia dla ustalonych xs

naw igzanianiem a rozw igzanie petne rozm azaniejestm ozliwe

Rys. 8. Schemat graficzny warunku logicznego

Warunek (7) uzaleznia wybdr dalszego postepowania od war-
tosci Fmny i1 Fm™» ktdre otrzymuje sie przez podstawienie
ustalonych juz wartosci niewiadomych xg do pozostakych ko-
niunkcj i (g > i}. Wystepujace jeszcze w koniunkcjach
niewiadome zaktada si¢ w przypadku wyznaczania F - X, =1,
a w przypadku Fmin - Xxs = 0, przy tym Fmax i Fmin ustala sie
Ze Wzoru:

P* = X o |xa @)
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Warunek logiczny (/) uwzglednia wszystkie rozwazane pos-
tacie nierownosci (réwnania) -(3), (M» (B)« Obliczenia s3
kontynuowane, jezeli ustalone wartosci Xg nie stanowig jesz-
cze rozwigzania pelnego 1 nie stwierdzono, ze dla tych wartos-
ci nierownos¢ (rownanie) nie moze by¢ rozwigzana. Nastepuje
wowozas dalszy krok - zwiekszenie wartosoi i. Rozwigzanie pel-
ne mozna uzyska¢ w dwoch przypadkach - wyznaczone zostaly juz’
wszystkie wartosci niewiadomych xs lub nieustalone jeszcze
wartosci niewiadomych moga by¢ dowolne. W tym ostatnim prry—
padku niewiadome te nie wchodzg do rozwigzania.

Niekiedy oprocz ustalonych Xg wystepuja jeszcze ogranicze-
nia, ktore muszg spekniac pozostake niewiadome* W takim przy-
padku nalezy niewiadome te wyznaczy¢ z ograniczen, 00 sprowa-
dza sie do rozwigzania ukdadu rownan logicznyoh (operator (8)
- rys. 9 . Zagadnienie rozwigzania ukdadu réwnann logioznych
nie bedzie tu rozpatrywane, w tym oelu moga by¢ stosowane do-
wolne metody, na przykdad [2], [31, [V]l. [51, [63#

2

g i e

Rys. 9. Schemat graficzny operatora (B)
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Po otrzymaniu rozwigzania lub stwierdzeniu, ze dla ustalo-
nych wartosci x0 rozwigzania nie ma, wybiera sie rozwigzanie
czesciowve (Jezeli istnieje) i kontynuuje obliczenia (warunek
logiczny (B) - rys. 10).

j&tdﬁ%&%ﬁé

Rys. 10. Schemat graficzny warunku logicznego (3)

Na konieo zostanie oméwiony schemat grafiozny warunku lo-
gicznego QB (rys. 11). Podobnie jak warunek logiczny (7)
jest on uniwersalny i1 obejmuje rozwigzywanie zadan (3), (1),
($)= Tylko czes¢ algorytmu (z rys. 1) dotyczaca wkasnie wy-
znaczenia Z» oparta jest na pracy QI]. Podana w [1] meto-
da zostaka tu przystosowana do obliczen za pomocg maszyn cy-
frowych i1 uzupetniona dla zadan 3)1 (B)» Na przykkad w przy-
padku réownania (5) dla d<0 rozwigzan nie ma (rys. 11), @
wynika ze wzoru (9),gdy uwzgledni sie analogie (2) 1 (7) 1
zastapi znak nieréwnosci znakiem réwnosci. Jezeli d = 0, to
z uvagi na (10) powinno by¢ zZ~r =0 dla c*>0 1 20 =1 dla
c”<0. Dalej, jest rzecza oczywistg, ze gdy maksymalna wartosc
funkcji M<d, to nie ma rozwigzania, a gdy M = d, to =1
dla ¢~> 0 oraz Zi 3 0 dla o~<0 (iys. 1. Jezeli M>d,
ale |1 6 i M- oM< d, rozwigzania réwniez nie ma.
Rozwigzanie jest natomiast mozliwe przy |ci|< i wowczas
=1dla c»>0, Zt=0 dla c*< 0.
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Wreszcie jezeli M>d, M - ki] & i 7est dowolne dla

|°i] ~ ™ ponadto =0 dlajoN]>d 1 >0 1 22 =1dla
Icyj>d 1 cx<0 (rys. 11). Podane zaleznosci wynikajga ze wzo-
row @) 1 (0).

Przyk+t+ad 1
Dana jest nierownosc¢
13x4 X5 X6 - 7x6 + 6X1 + 4Xx™ X2 XJj -.2%X2 XN » 7.
Na podstawie (12):
ol = 13» °2 = "7» 0j = 6, 0~ = 4, °5 = *2|] X1 = x~ x5 X0,

» X’\

n Xi. X4 — x4 xe Xj1 X5 = x£ X5,b=7,0=%

postac (4), K = 5«

Etapy rozwigzywania i uzyskane wyniki zestawione sg w tabe-
Ii 1. W kolumnie podano koniunkoje otrzymane dla danego i
po podstawieniu ustalonych juz wartosci xg, B = 1,..., 6. Ko-
lumna “podstawienia™ zawiera wyniki operacji wystepujacych w
algorytmie. Wyniki kolcowe zawarte sg w kolumnie '‘rozwigzanie
petne''. Niewiadome nie objete danym rozwigzaniem pednym mogg
by¢ dowolne. Okazuje sie, ze w przypadku pominigeoia warunku
logicznego (E)i ilos¢ krokow algorytmu, okreslonyoh liozbami i,
wzrasta o 9 to znaczy, dla danego przykdadu, wiecej niz o 100%.

3. METODA KOLEJNEGO WYZNACZANIA NIEWIADOMYCH xg

Na rys. 12 przedstawiono algorytm pozwalajacy na bezposred-
nie wyznaczanie wartosci niewiadomych x,s=1, 2,...,n 1i
eliminowanie ich z nierownosci (réwnaniaj. Wartosci niewiado-
mych uzyskuje sie na podstawie badania poszczegélnych koniunk-
cji X*. W tym celu mogg by¢ stosowane Srodki uzyte w poprzed-
niej metodzie, dzieki czemu otrzymuje sie wartosci jakie mogg
przyjmowaC koniunkoje X, a tym samym i niewiadome Xg-
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poczatek

]4e1|.a =btc

dowolne u lenie 2: ie Istnieje

00 Mcnanye fm rN yarnoerye im 1z] wyznaczyé im

dla M~ Amiojd « 1 dla M"_i"mln.</IC dla MT 4TtH'n, clC=0

W= \ =1 V!
/istniej* ograniczeni«/l Amﬁlm istnieje ograniczen ie
V ni«sp*tnlon« Riicspoadllione nljespgeln ione

ni* tak] nie nie tak
b4,~0
nie tak |

tH ustali¢
iza pamietad

rozwigzanie czesciowe o (jzawiera jedng:mienng o

—tre- — TS/

Ifﬂjl_]mmcztnlb 12D

V nitpttmione

nie tak iie /'lttnieje ogranleztnie~\ tok

y niespetnione 3

AW szystkie Xs ustalone A

E "EF
wyznaczyc pozostate *s zt

wzgladu na ograniczenia

X 1~

W wyznaczy¢X j.d

tak me

Zaparnl%,a“c éOZqu-

istnieje rozwigzanie \

< AH J cz”"iowe J

[koniec |

Rys. 12. 0Ogélny schemat algorytmu (metoda druga*™;
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Koniunkcje, wystepujace z nieréwnosci (rownaniu) dla dane-
go kroku, zostaly oznaczone indeksami j. Badaniu podlega w"
pierwszej kolejnosci koniunkcja o najmniejszym indeksie j, ze
wzgledu na to, ze wystepuje przy niej najwiekszy wspotczynnik
ICj |= Koniunkcja tak jak poprzednio sg oznaczane indeksami we-
dtug malejgoych wspdétczynnikéw |c

Okreslenie wartosci®™ 2~ odbywa sie weddug algorytmu z rys.11.
W przypadku gdy Z~ = 1 niewiadome wystepujace w koniunkcji
Xi (. = ™min}m®sa przyjmowa¢ tylko wartos¢ 1 (xfl = i). Mozna
by wybra¢ dowolng niewiadomg xim wystepujaca w koniunkcji X"
i przyja¢ xilh= 1, jednak celowe jest znalez¢ taka niewiadomg,
ktora pozwoli zmniejszy¢ maksymalng wartos¢ lewej strony nie-
rownosci (réwnania), oznaczang przez M. Zmniejszenie liczby M
nastepuje w przypadku, gdy podstawienie xii = 1 do wszystkich
koniunkcji X. (J >1) powoduje, ze niektére z koniunkcji przyj-
mujg stakg wartos¢ (o lub 1); M jest sumg wspokczynnikdw
IcM przy koniunkojach X ¢ O 1 X ¢ 1. Dzieki temu zmniejsza
sie liczba krokéw potrzebnych do uzyskania rozwigzania» Opera-
tor [0 wyboru niewiadomej Xilh jest przedstawiony schematem
graficznym na rys. 13. Na tym rysunku m § p oznaczaja liczby
wystepujace we wzorze (i)»

W omawianej metodzie kazdy krok prowadzi do rozwigzania i
nie moze wystgpi¢ taka sytuacja, zeby po szeregu krokach oka-
zado sie, ze rozwigzanie nie jest mozliwe (chyba ze rozwia-
zan nie ma w ogole)® Ponadto nie potrzeba wprowadza¢ ograni-
czen w postaci rownan logicznych stosowanych w metodzie z roz-
dziatu 2. Natomiast uwidocznione na rys. 12 sprawmdzanie ogra-
niczen odbywa sie tylko w przypadku rozwigzywania ukdadéw nie-
rownosci - rownan algebraicznych i1 logicznyoh. Rozwigzuje sie
wowczas tylko jedng nierownos¢ (rownanie), a pozostate trak-
tuje jako ograniczenie. W trakcie ustalania wartosci niewia-
domych algorytm z rys. 12 przewiduje sprawdzanie czy jest
mozliwe spelnienie ograniczen. Szczegody takiej metody rozwig-
zywania ukdadu nieréwnosci (rownan) podane sagw (7
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Jezeli Zi jest dowolne lub Z~ = 0 nalezy zbada¢ podstawie-
nia x* =1, a takze x™ =0 (operator [3]) » jest na-
tomiast jednoznaczne w przypadku, gdy a 0 oraz &dy X* za-
wiera tylko jedng zmienng. Operator [~] ma na oelu badanie
drugiego rozwigzania dla wybranej mewuaglomej x. . Poczgtkowe
operacje dotyczg ustalenia liozb M i d , a nastgpnie przewi-
dziane jest sprawdzenie, ozy dla tych danych rozwigzanie jest
mozliwe (warunek logiczny (G7]D* Jezeli tak, bada sie jeszcze
(rys. 14) ozy niewyznaczone dotad wartosci xg mogg by¢ dowol-
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ne (warunek logiczny [5] ) =W zaleznosoi od tego otrzymuje
sie badz rozwigzanie peklne, badZz czesciowe, ktére jest konty-
nuowane w dalszej kolejnosoi, po wyznaczeniu rozwigzania pek-
nego dla pierwotnie przyjetej wartosci X, . Do rozwigzania
ozesoiowego wchodza tylko te koniunkoje Xj, ktore sg rdozne od
statych 0,1.

Po zbadaniu rozwigzan dla wybranej niewiadomej i ewen-
tualnym sprawdzeniu ograniozen (przypadek rozwigzywania ukda-
du rownan-nieréwnosoi) istnieja tylko dwie mozliwosci (rys* 12):
nalezy wyznaozy¢ dalsze niewiadome lub kontynuowa¢ obliczenia
dla dowolnego rozwigzania jeszoze niedokonczonego, to znaczy
rozwigzania ozesoiowego (tylko w przypadku niespelnienia ogra-
niozen).

W pierwszym przypadku sprawdza sie najpierw czy zostaly wy-
znaczone juz wszystkie niewiadome 1 ewentualnie okresla dane
do dalezyoh obliczenn (operator [T]). Obliozenia te nie sg po-
trzebne jezeli pozostale niewiadome mogq by¢ dowolne (warunek
logiczny (J])- W tym ostatnim przypadku osigga sie rozwigzanie
pelne, a nastepnie kontynuowane sg obliczenia dla rozwigzan
czesciowych, jezeli takie istnigja.

Zadaniem operatora B] (rys. 15) jest okreslenie liczby d
(prawa strona rownania-nierownosoi”) oraz postaci koniunkoji

po dokonaniu podstawien. Schemat jest analogiczny do poczat-
kowej czesci schematu z rys. 14.

Warunek logiczny 6] (rys. 16) wystepuje w algorytmie
(rys. 12) dwukrotnie po to, aby od razu, gdy to jest mozliwe,
przerwa¢ dalsze obliczenia. Otrzymuje sie wowczas rozwigzania
petne o mniejszej liczbie niewiadonych zawierajgce calg grupe
rozwigzan okreslajacych wartosci wszystkich niewiadomych, co
jest bardzo dogodne. Sohemat warunku logicznego (0 (rys. 17)
nie rézni sie prawie od odpowiedniego sohematu dla pierwszej
metody (rys. 10). Wreszcie wspomniany juz warunek logiczny [7]
bedacy czescig skkadowg operatora [J] jest przedstawiony na
rys. 18. Warunki logiczne (U 1 GD sg w zasadzie fragmenta-
mi warunku logicznego ~0) =z rys. 11.
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Rys. 15. Schemat graficzny operatora P

Wyniki

wyznaczyépozosfatt*s

Rys.

16. Schemat graficzny warunku logicznego

]
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KyTK: wynik®

jest rozwigzanieczesciom neTarozwiazanacztsoattf

Rys. 17. Schemat graficzny warunku logicznego [64

Rys. 18. Schemat graficzny warunku logicznego [7]

Przyk+ad 2

Rozwigzanie nieréwnosci (12) drugg metodg przedstawia ta-
bela 2. Dane poczgtkowe wynoszg M=32, d=16. Otrzymane pelne
rozwigzania sg hastepujace:
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1) X4 al, X5aXgaoOl
2) x1=x2=x5=1, xX*=Xg=0,

3) X1 =x2=Xj =x4 =x5=1, Xg=0.

Rozwigzania te pokrywajg sie z rozwigzaniami otrzymanymi
pierwsza metodg, gdyz zapisane w tabeli 1 rozwigzanie X, =
s X2 a Xj B 1, xM=Xg =0 zawiera sie w rozwigzaniu 2#

4. WNIOSKI

1. Opracowano dwie oryginalne metody rozwigzywania nieréw-
nosci (réwnan) algebraicznych z niewiadoirymi binarnymi. Nie do-
tyczy to fragmentu ustalania mozliwych wartosci koniunkcji
(warunek logiczny @) na sohemacie z rys. 1 oraz [T] z
rys, 12) , opartego na QlJ. Do okreslenia wartosci X" mozna
stosowa¢ rowniez odpowiednik warunku '‘ustalenie Zpodany
w , ktory jest jednak mniej efektywny i moze zwiekszy¢
liczbe krokow potrzebnych do uzyskania rozwigzania.

2. W porédwnaniu z pracg Qf], ktora jest bardzo cenna, omé-
wione metody wprowadzajg bezposrednie wyznaczanie niewiado-
mych xg (sal, 2,..., n) , bez potrzeby stosowania zmiennyoh
pomocniczych i1 *‘dwustopniowego’ otrzymywania rozwigzania naj-
pierw dla zmiennyoh pomocniozych, a nastepnie dla wkasciwych
niewiadomych.

3. Nowoscig w podanych metodach jest wprowadzenie ograni-
czen w postaoi warunkéw X~ = 0 stanowigcych uktad réwnan lo-
gicznych, ktore.rozwigzuje sie przez sprawdzanie dla zatozo-
nych wartosci niewiadomych. Zastepuje to stosowanie funkcji
charakterystycznych (metoda [1]) 1 dokonywane nad nimi opera-
cje, niewygodne do obliczania za pomocg maszyny cyfrowej.

4. Sposéb rozwigzywania ukdadu nieréwnosci-réwnan za pomoog
przedstawionych metod sprowadza sie do rozwigzywania tylko jed-
nej nierownosci (réwnania) i sprawdzania ograniczen, ktorymi
sg pozostate nierdwnosci i rownania ukdadu, stanowi to zalete
w razie korzystania z maszyry cyfrowej. Poza tym algorytm mo-
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ze by¢ stosowany bez zadnych zmian takze wowozas, gdy rozwig-
zywany ukdad zawiera rdwnania logiczne.

5. Metoda z rozdziatu 3 jest efektywniejsza niz metoda po-
dana w rozdziale 2, gdyz kolejne ustalanie wartosci niewiado-
mych xs zawsze prowadzi do rozwigzania, czego nie zapewnia me-
toda pierwsza (rozdz. 2). Pierwsza metoda moze by¢ stosowana ,
zvkaszcza wowozas, gdy K < n i odpowiednio K = liozba koniunk-
cji, n = liczba niewiadomych.
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Pe3iome

MepefaeTcs fABa MeTOZa peleHus anrebpanyeckux ypasHe-
HUIA 1 HEPaBEHCTB, Ha3biBAEMbIX TOXE MCEBAOOYNeBbIMU. ITH
METOAbl MPUMEHWUMbl K MawuHu3auuu. [lepBbii MeTO4 ecTb Ynyu-
weHnem metoga [./1.MBaHecky n coaBTopoB (PymbiHMA), BTO-
PO MeTOd ABNAETCH HOBbIM.
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ALGEBRAIC EQUATIONS AND UNEQUALITIES WITH THE UNKNOWN BINARY VARIABLES

Summary

Two methods of solving of the algebraic equations and unequalities
called also pseudoboolean equations and unequalities are given. They
are adopted for the computer. The first one is a improvement of
P.L. Ivanescu and coauthors® method and the second one is a original
work of the author.
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