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EXPERIMENTAL DETERMINATION OF OVERRE
LAXATION COEFFICIENTS FOR THE LAPLACE 
EQUATION IN CYLINDER COORDINATES WITH 
MIXED BOUNDARY CONDITIONS

by Teofil PIWECKI 
Zdzisław S0KÓLSKI

Received November 13th, 1965

The authors discuss an improvement of the relaxation 
method for the solution of Laplace's equation /1/ with 
boundary conditions /1а/. The residuals were succes
sively removed by an overrelaxation process.
The values "p" of corrections were obtained from 
p = P0/H^; P0 being the residual, Hj, - the overre
laxation coefficient. It was shown that the use of 
three different coefficients: H-j - for the nodes on 
the axis of -symmetry, H2 - for the upper boundary, 
and H - for all other nodes is advantageous.

The paper presents experimental results of investigations on the possibility of shortening the computation time needed to obtain the solution of Laplaoe’s equation with given boundary conditions by the relaxation method.
By applying the overrelaxation prooess the time for obtaining the solution is signifioantly shortened. Overrelaxation consists in applying greater corrections at separate nodes than it is needed to ohange the residual at the node to zero. Some investigations on the determination of the so-called overrelaxation coefficients are given below.
Examinations have been made using as an example Laplace’s equation in a cylindrical region with a rotational symme-

Examinations have been made in April, 1964 by the authors, at the Comput
ing Centre P.G. using the ZAM-2 Beta digital computer.
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try in relation to the axis of cylinder. The equation In cylindrical coordinates Is, In this case, written

- 2 % + l i ł  + 4 ^ .  о /1/3 r 3r dz
with boundary conditions /fig. 1/

i

Fig. 1.

if = oonst1 for r * Rq and for z = h 0̂r̂Ro
if в oonst- for r « R 0<ẑ Z' Ć  О0 for z « 0 and R -<r<Rl for z * /1а/

05 0 0and 0<r<R and for r ■ 0 and h<ẑ ZQ .
This equation desoribes the flow of water to an incomplete arte

sian well in horizontal aquifer.
Under given boundary conditions the below differenoe equations oorrespond to equation /1/:

• for internal region: _ •
Ч>1 +4Ъ  + i 5 S - 1 * 2  + ^ 5 5 " i ^ 4  -  4 ^ o  -  0 » / 2 a /
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• for upper boundary:

24>3 + ^ 4 - 4c^ 0 = 0 , /2Ъ/

• for lower boundary:
>

**, г * M S A 'fh - ‘« o - 0 > /2°'

• for axis of symmetry (r = o):

Ц>1 + ц >3 + ^  - 6фо = 0 . /2d/

In the above formulae cf Q, qp 1, 2 » 3»^ 4 » denote the values 
of the function Ц> in points 0, 1, 2, 3, 4, n = rQ/h respec
tively, where rQ determines the abscissa of the central point ”0" 
/fig. 2/, h is the mesh size.

Fig. 2.

As it is well known the relaxation method consists - in accept
ing the values of the funotion at all nodes of the integration 
region: on the boundary known - aooording to boundary conditions, 
and arbitrary at the remaining nodes, and in a correction of the 
latter whloh lasts until equations / 2/ are satisfied with the re
quired aoouraoy in the entire region.

As the assumed values of the funotion generally do not sat
isfy equations /2/, their right hand sides do not equal zero but a
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certain residual Fq. The relaxation oonsists Just in reducing 
residuals F q by means of adding an appropriate correction p to 
the value of the funotion ц>0.

We determine the oorreotion p as the quotient

Qy. ■ А О'П Л
where for the internal nodes F0 = 4*1 +c^3 + — 2n~ ^ 2 + — 2 “
- and defines a certain coefficient. After adding the
oorreotion p to Q one obtains the corrected value of the func
tion

^ ' o  =  4 o  +  p

and the new residual in the central point will be equal to 

К  *<«i  + Ч з  +'̂ $£г'4г ł J l 5 1 ^ 4  " 4 ч'о ■ po -  ■ Fo (1 ~ \ )

К ■ Fo (1 ) . A/
As is seen from formula /4/, for « 4 the residual will Ъе 

zero, thus an ordinary relaxation will be applied. For Н ^ < 4  the 
oorreotion will be greater than it is needed to change the residu
al to zero, thus overrelaxation will be applied. For Н.^> 4 the
oorreotion will be smaller than it is needed to ohange the residual 
to zero, thus underrelaxation will be applied.

This paper alms at the determination of suoh values that
are neoessary to obtain the shortest time needed for the solution.

While investigating, it appeared that under the given boundary 
conditions, the speed of the oonvergenoe of oorreoted values of 
the funotion to the proper solution was various at different points 
of the region. This prooess was the slowest on the axis of symme
try and on the upper hound. It suggests the idea of applying dif-
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ferent coefficients and H., for points on the axis of symmetry and on the upper bound. It was accepted 11 = II for the internal region H1 = Y,.H for the axie of symmetry, and .̂.. • К, for the upper bound.
It is easy to notice that on the a:;is of symmetry in the oase of ordinary relaxation ,̂ = 3/2. Indeed, the equivalent of formula /4/ for the axis of symmetry takes the fora

thus, after substituting I-Ц = 3/2 I-I one obtains formula /4/ and the formula for the correction
P

P - - T 2- . / V

similarly it can be stated that in the case of ordinary relaxation h2 = ii (y2 = 1).
In order to make evident the influence of the axis of symmetry and of the upper bound in the accepted computation scheme, coefficients tу ̂ and 0 were interpreted as follows. If in the entire region, including the axis of symmetry and the upper bound, overrelaxation should proceed with the same "power", then

H1 = J H H2 = H,
where: H is the overrelaxation coefficient for the remaining integration region. If, however, on the axis of symmetry and 

on the upper bound the overrelaxation to be used is of a different "power11, then НЦ = 3/2 ОС 1 H; H2 = <j>2 H and a1 / 1 and »} 2  ̂ 1 .
Fig. 3 shows the integration region which is here accepted as the basis to determine the optimal values of overrelaxation coefficients for equation /1/. The region has been covered with a .quadratic network consisting of 10 columns and 9 rows. There were 77 network nodes in which the value of the function had been searched.
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The accepted region was not very large because a lot of examples were to be computed. The correction of function if In the network nodes was carried out through columns, starting with the zero column from the top downward /see figure 3/. The same initial values of the function were accepted in all network nodes, as shown in fig. 3. The number of rotations around the entire region, needed to obtain the solution with the required accuracy 6 , has been accepted as basic estimation of the efficacy of overrelaxation coefficients .

Fig. 3.

Besides, for each case, the computation time and the number of points /nodes/ in vhioh the funotion was corrected /i.e. |F0 I>£/ and unoorreoted /i.e. | FqK£/, were determined.
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The results are presented in diagrams in figs 4, 5, 6. The number of rotations LOB has been put in on the ordinate axis and the appropriate overrelaxation coefficients H /fig. 4/, 1 /fig. 5/ and \rj 2 /fig. 6/ - on the abscissa ardLs.

Fig. 4.
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Fig. 5.

0 , 9  1 ,0 1,1 1,2 1 , 3 1 , 4  1 , 5 1 , 6 r j 2 

Fig. 6.
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It results from diagrams that the application of various overrelaxation coefficients on the axis of symmetry and on the upper bound and inside the region permits an additional shortening of the computation time as compared with the time needed to obtain the solution when applying an equal overrelaxation coefficient in the whole region.
The above results point to the fact that the use of overrelaxation, even without an exact distinguishing of the optimal value of overrelaxation coefficients, is worth-while.
Ordinary relaxation applied to computing by means of a digital computer is not worth-while as it is seen from the compendium

L0B4/L0Bq given in fig. 4, where ЬОВ̂ denotes the number of rotations around the entire region of integration with H = 4, necessary to satisfy the condition |F I ̂  £ at every node of the network, and LOB denotes the smallest number of rotations needed 7 оto obtain the solution with the given accuracy £ , with the use of the optimal overrela::ation coefficient. K.g. with the assumed accuracy £ = 10“  ̂ the relation between the value LOB̂ and L0Bq is 7.2 - thus the profit of using overrelaxation is obvious.
Moreover, applying overrelaxation especially, for Values of the overrelaxation coefficients near to optimal, allows us to carry out computations with a great accuracy without an excessive waste of 

time.
The results obtained permit us to state that for the considered region the optimal value of the coefficient H lies in the interval between 2.37 and 2.41, but ft 1 should be about 1.25, and 2 ~ about 1.15.
Undoubtedly, further investigations v/ill afford a more exact determination of optimal values of all three coefficients, and especially permit us to state if the given values are also optimal for regions of integration with other proportions and dimensions.
J)ata gained during the execution of the presented investigations show that' the process of relaxation itself may be still more accelerated if realized in a digital computer by means of applying 

changes of the values of coefficients K,oc -j, 7 p in time.
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SOME REMARKS ON THE CHOICE OF FACTORS FOR ALTERNATING DIRECTION IMPLICIT METHOD
by Teresa DESPERAT 

Tadeusz Wiesław DESPERAT 
Andrzej KIEŁBASIŃSKI

Received April 2, 1966

The paper deals with practical aspects of a choice 
of the alternating direction method parameters for 
Poisson’s equation on a rectangle. A modification 
of Peaceman-Rachford algorithm is proposed, doubling 
a convergence speed. Experimental results illustrate 
discussed problems.

The paper [l] contains a description of the iterative method for solving a set of difference equations whioh approximate a mixed boundary value problem for Laplace’s equation on a square. The basic concept of this method is to choose a set of real parameters ОС ̂ , a2> •••> a p, for which the rational function
£  1 _ a  A

/ V
i=l

gives a good approximation to zero in the interval [б » 1 - £j , 
for some £ e(o, 0.5). ./e shall call integer p the degree .of 
the function <a>(̂ A). 
Authors [1] propose the following algorithm: 
let Ъе any number from 
v-'e choose the first parameter ОС 1 so that the function

1 - a „ A

takes the value p at the point A = 8 .
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Then we determine the point A= Â , at which the function achieves the value -<̂> .We find a2 so that the function
1 -  «  X

w 2 W  = — V
1 + a 2>

takes the value  ̂ at the point Â» and so on. We continue this process till <1 “£ *It is easily seen that
1 “ ? 1

° 1  = 1 + q 6 //2//

a к =( 1 + p) ak-1 k = 2»3»
and p = к when

The function oj(A) thus obtained approximates zero in the interval [e , 1 - e] with an error not exceeding  ̂ /in the sense of the uniform approximation/.
The above described construction shows /see [l] /, that, in the case of a mesh with N2 nodal points, the number of arithmetic operations, necessary in the ADI method for error reduction by a de-

2finite factor, is proportional to N log N, while the optimal overrelaxation methods /D* Young, 3. Frankel, J. von Neumann/ re-3quire a number of operations proportional to N. Due to this fact there is considerable interest in the ADI method.According to D. Young /see [2J p. 281/ one should take = V2^- 1 and repeat the complete step of ADI method until the required accuracy of solution is obtained. This idea was applied in practical procedures /see [3J p. 55/. Meanwhile it is easily seen, that the optimal value p found by D. Young, optimalizes only the bound of
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the error, but not the error itself. It is sufficient to tabulate densely enough the function constructed according to the rule of
p differs considerably from V2* - 1.To illustrate this, suppose that N = 20, t = sin2 2 (N+1) * ? =Then the average convergence rate is 0.277, whereas for = 0.1 this rate is 0.444. More detailed observation of the values of function (1 ), constructed according to (2) and tabulated in the interval , 1-e], shows that the funotion (1) takes a value of the same order of magnitude as  ̂ at the point A = e and sometimes at the end point > = 1-e, while the values of this function for

Оinner points of the inteval are of the order  ̂ . This fact also may be easily deduced from the construction of the function (l),(2).
We now attempt some modification of the process (2).We choose so that the function

Peaceman and Rachford (2), in order to check that the optimal value

1 - os .A

takes the value p at the point AQ = £, thus

/3.1/
We take just such a value of the last parameter a tion , that the func- Р’

1 —  a A
_____P

takes the value -p2 at the point 1 -£. We therefore require

a = aP /3.2/
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The values c<k Д  ■ 2,3.....  P - V  are computed in the same way
as in algorithm (2):

a k (l + j>) a k- 1 /3*3/

till the inequality ak > a.* holds. /In this way we determine the 
value p/.

An experimental oomparison was made of the funotion oonstruoted 
aooording to the modified algorithm (3) with the funotions oonstruo
ted according to the primary algorithm (2). The results confirm 
our hypothesis, that it is possible to obtain in this way the funo
tion, whioh approximates zero in jjr , with aocuraoy of the 
order p^, and has almost the same degree p as a funotion oon
struoted in algorithm (2).
An advantage of the proposed algorithm is that it doubles the con
vergence speed of the method.
It is easily seen that we obtain the best bound for the error when 
the equality

(  t - - 1 )  V i  = a *  A /

holds, i.e. when the value of the last parameter is not "arti
ficially" imposed, but belongs to the recursively defined sequence 

Hence,- a construction described in algorithm (з) oan be 
slightly improved, not by ohoosing the degree p of the funotion 
u> (A)for given e and p , but rather by determining the value p 
for given e and p in such a way that the last faotor of the 
rational function cj (A) :

1 - a AP
1 + a XP

?takes the value - ^ at the point A= 1-£. In order to find 
we obtain from (3) and (4) the following equation:
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where 
have:

1 +
,2 1 -

1 - g2 ( Л - p \ 2 M
2 V 1 +1 -

e and p are given numbers. Denoting e/(l - e) by z we

f  (?) -
1 - o\2 ^  /1 - -2 42

1 +
— z = 0 /5/

It is easily seen that the root p* of this equation lies between 
^ ^  and ^ * ^2 * włiere is a root of the equation

1 - £
2p

,1 +

and p 2 is a root of the equation

1 - P\ 2 M
1 +

Now ^  where u = z2p and
In order to evaluate numerically ^ 
other method can be used*

1 —v
1 +v where ę2 (P-1)

a biseotion method or any

The choioe of the optimal value = ę for given e and p 
being known, the following question may be put: for whioh p does 
the process (з) give the most rapid error requotion? This problem 
is not solved in a theoretical way. We obtain the following experi
mental results:

Table 1.

N popt *
у opt convergence

rate
10 6 0,185 0.756
20 7 0.206 0.589
30 8 0.204 0.522
45 8 0.230 0.467
55 9 0.214 0.444
65 10 0.201 0.426
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However, the maxima, of the convergence rate, which define the value Popt are not always "sharp". Sometimes a small change of p givesa distinct change of convergence rate. For example, if N = 20,p = 5 the convergence rate is 0.748 while for p = 4 it is 0.731.
The here described improvement of the method of Peaceman and Rachford obviously does not match a construction of an optimal rational function of the form (l) for the interval , 1-el.Buch a construction is described in [4], [5].

Table 2 contains some exemplary maximal deviations for the optimal funotion k'optfA)» constructed aocording to Wachspress, and for the function w (a) constructed according to the algorithm (3).
Table 2.

N P ma*KPt mi max| oj (A) |
1 0 8

1  . H 3 0  - 3 2 . 4 2 i o  - 3
1 5 8 2 . 8 4 i o  - 3 5.5310 - 3
2 0 8 4 . 9 1 i 0  - 3 8.9610 - 3
2 0 1 6

1 - 2 0 1 0  - 5 1 * 1 0 1 0  ~  4

2 5 8 7,n910 “ 3 1 . 2 3 ю  -  2

2 5 1 6 2*51-jo - 5 2 . 0 4 i o  -  4

4 5 8

1 * 5 7 1 0  “ 2
2 . 3 9 i q  -  2

4 5 1 6 1*2310 “ 4 7 . 1 1 i o  -  4

4 5 3 2
7 . 8 3 i o  " 9

1 , 1 4 1 0  “ 6

We also studied a more general form of algorithm (3) in which we 
assumed
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where m and M were some positive parameters, We found experi
mentally that if m and M are greater than unity, then the im
provement obtained is insignificant. For example, if N = 30, p = 8, 
m = M = 1 the error of approximation is 1.5410 - 2 while for 
\M = m « 1.5 it is 1.4610 - 2. It seems that any essential improve
ment of this method can’t he expected Ъу fitting an appropriate m 
or M. The. advantage of the proposed algorithm is a considerable 
simplicity of the realization.

All numerioal experiments described in this paper have been com
puted on the oomputer G I E R  at ZON /Computing Centre/ of War
saw University.

F i g .  1 .
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AN APPLICATION Of NUMERICAL METHODS TO 
EXAMINE THE PRACTICAL STABILITY OF SOLUTIONS 
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EOUATIONS

by Jacek OLSZEWSKI 
Received March 14th, 1966

The paper presents modifications of certain theorems 
of the Liapunov’s direct method and a practical sta
bility test method based on them. The first theorem 
concerns practical stability of solutions of linear 
differential equations, the second one - on practi
cal stability of solutions of linear equations under 
persistent disturbances. The presented method can be 
applied in digital computers.

The problem of the practioal stability of solutions of ordinary 
differential equations oan be presented in short.

The system of n equations is given

dt^ = '*k(X1 * x2, xn* t) к = l,2, ..., n

or recorded as veotors

x = x(x, t) , /1/

where the coordinates of x and X are respectively: x^, x,,, . . ., 
xQ and X,, X2, Хц. Concerning functions X^, X2, ..., Хд
assume that

x(o,t) = 0 0 « t * T  .

The particular solution, the stability of which is to be ascertained 
is s
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x (t) = 0 0 < t « T • /2/

We denote by H (a) the spherical surface with the radius a and 
its centre in point x = 0, thus the points for which || x|| = a 
belong to H (a) , and by 8 (a) - the space bounded by the surface 
Ii(a) /flxfl < a/. The solution /2/ will be viewed as practioally 
stable, if for three constants e ,  ̂ and T / e > ^0/, given 
in advance, the following statement holds: it results from 
x(o)eS(^) that x(t)ts(e) for 0<t<T.

If the general solutions of equations /1/ are known then the 
stability of the solution /2/ can be deduced direotly from it. In 
many oases it is very difficult or even Impossible to obtain the 
general solution of system /1/. The method of examining the stabil
ity, known as the second Liapunov method, does not require the 
knowledge of the general solution of system /1/. Let us present 
the modification of one from among the theorems of this method on 
praotioal stability. In further considerations the main role will 
be played by a certain class of scalar functions V(^, t) assum
ing that:
1. they are oontlnuous and have continuous partial derivatives of 

the first order in the region S (c) for 0< t^ T
2. there exists a oertain oonstant m > 0 suoh that

V(x, t) ^ m for x t H  (y) and 0 < t < T  and 
V(x, t) >  m for xeH(f) and 0 « t < T  •
It follows from assumption 1 that there exists grad V(x, t) 

and the derivative of the funotion V(x, t) oan be computed along 
every trajectory desoribed by the system of equations /1/:

V(x, t) = x grad V(x, t) + —

= X grad V(x, t) +— ■ ■

T h • о r, • m  1

If a funotion V(x, t) exists suoh that Its derivative oomputed 
along the trajeotory of the system /1/, satisfies the oondition



V(x, t) <0 for хеК^е,^) and Os t4T • /3/

where к(е , у ) denotes the region in which occurs ^||x||^e, 
then the solution /2/ is practioally stable.

P r o o f

Consider the trajeotory of the* system /1/ described by point 
x(t) , for which x (o) e s(^) and suppose that it passes through the 
spherical surface H(p), this signifies that for a certain moment 
of time т/0«т^Т/ x ^ t  K(e,*p) . The value of the function 
V(x, t) decreases along each trajeotory in the region K(e,ij?). 
Therefore none of the trajectories oan reach the surfaoe H (e) .

As is seen, the most difficult problem is to find the function 
V(x, t) satisfying all above given conditions.

For differential equation systems: 

dxi ^
~ ^  ■ ^ij^^xj ^ = 1 ^ > •••» n

it is conveniet to accept that v(x, t) is a quadratic form:

n n
V(x, t) * 2  2  alJ W Xi XJ *

1=1 j=1

Then, the derivative of the function V(x, t) is also a quadratic 
form

n n
^(x> *) - 2 1  2  biJ^)xi xj * 

i=1 j=1

where b ^  (t) are expressed by P-jj (£) and aij(^)

№  6 AN APPLICATION OP NUMERICAL METHODS TO EXAMINE... 27
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bii oo ■ dl t --— - 2 X  pji aji^) 1 = 1»2 »

bij Oo = dl t  (t̂ ~ + 2  + P k j ^ K i ^
k=1 L

i, j = 1,2, •••, n, i ^ J

Assuming, according to DuboSin that the coefficients
are functions given in advance, the functions a^j(t) are 

described by the following system of linear differential equations:

daii
n

^  = b1±(t) — 2 Pj^(t)a^ i * 1,2, •••» n j
j=1

/4/
da
dt1J 4 toij ~ S  [ P k i ^ W j  + pkj^t>)aki]

к=1

To ascertain the stability of solution /2/ it now suffices, ac
cording to the ahove given theorem, to accept suoh b^j ft) which 
satisfies the condition /3/, and find even one particular solution 
of the system of equations /4/ satisfying the assumption 2 of the 
function '/(x, t) . Assumption 1 is satisfied as V(x, t) is ac
cepted as a quadratic form.

The initial conditions, otherwise the values a ^  (p), being 
given for the function a^j (t^, the solution will be obtained by 
means of a numerical integrating of equations /4/. After e^ch in
tegrating step, we shall check whether the conditions

v (x »? ) Ś  m 
V(x,t)> m

for
for

x € H(f) and 
x e H (t)
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are satisfied. If so then for all moments of the t'ime т /0«T<'iy( 
the solution /2/ may be treated as practically stable, î rom the ge
ometrical viewpoint the above conditions mean that all points of 
the surface described by the equation

щ

V (x,T ' J e m  /5/

belong to the region К (t, p) , i.e.:

max ^D(xm )̂  4 £ and 

rain (D ixm ))>7 1

where ^(хщ) is the distance between the beginning of the system 
of coordinates and point xm being on the surface described by 
the equation /5/.

As v(x,T^ is a quadratic form with ooeffioients 
max J and min^L)(xm)̂  will be expressed by means of the great
est and the smallest eigenvalue of the matrix ^a -̂j (T)^ •

It is easy to see that

max î)2 (xm)̂  = — , and

min (d2W )

^minf1-) 

m
max' /

where are eigenvalues of the matrix

It is therefore enough to cheok whether

^ и (т) >  — 5̂ andminv 1 i2

max' 1 ̂  и2 •

The computation of all values A ^ t) is not especially diffi
cult, as the matrix of ooeffioients of quadratio form is syrametri-
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cal. It, however, requires a relatively big amount of counting. In 
this case methods oan he used that permit to estimate the upper 
and lower bound for Я^(т) by means of a few simple operations.
The simplest of them is the method of eigenvalue localization,known 
as GerSgorin oircles [2]. It is hased on the theorem that points 
representing eigenvalues of the matrix on a °omplex
plane, belonging to the region which is the sum of n oircles:

|а±1(т) - s
n

- £ а±к(т) i —  ̂j - у 9 0 • 1 n ф
k='l
k+i

Eigenvalues of the symmetrical matrix are real, thus, we can write:

n n
аи ( т - s а1к(т) <8<ai i W + Л  laik(r)l• k=1 к=1

k*i k+i

i = 1, 2, •»«, n .
i

We then have for ijt) the upper bound Ł (r) and the lower 
one l(r):

n
L (tV  гаах(а1±(т) + |aikM | )

1 k=1
k+i

1 (т) = т1 п(а1±(т) xl k
k=1
k+i

И  I )

Somewhat better estimation of values iff) and 1 (t) gives th< 
method of Cassini ovals [2]. The proper theorem is the following: 
points representing eigenvalues of the matrix {aij(T)| » belong 
to the region whioh is the sum of n n̂ ,̂~ ^  ovals:
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3 - а±1(т) s - ajj' i|« £ |aikM
n
Г

k=1 k=1
k+i k+j

i, d = 15 2 , . . n

Proceeding similarly as previously, we obtain

k=1
k*i k= I

k+J

k-1
k+i

k=1
k+j i, j = 1 > , . e. j n, i ^ j

i'he values L(t) and l(t) will be determined by the solutj 
and ’ ("0 of -n quadratic equations:

s + ailW  aJJ
n

w - s а1к(т)
n

aJkM
k= 1 k=l
k+i k+j

d = 1, 2» ■ • • i n, i ^

i5w we obtain :

L (r) = max; f f  

ij i j W ) and

ift) = min(s 
id 4'ijw )
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It follows from the above that the checking of the assumption 2 
of the function Vfx, t) consists in numerical integrating of equa
tions /4/, and that for every moment of time t = 0, h, 2h, 3h,...

T, where h is an integration step, the validity of the be
low given conditions is being cheoked as follows :

T" and 
?'

i t  ,

where L (t) and i (t ) are determined by means of one of the two • 
above presented methods.

The oroblem of ascertaining the practical stability of the solu
tion /2/ is more complicated, as the equation system /1/ is the one 
of nonlinear differential.equations. In many such cases it may be 
helpful to modify a little the theorem on stability under persist
ent perturbances proved in its initial form by Malkin [̂ 3̂ .

We shall consider the system of differential equations

x = X(x, t) + h ( x ,  t) j /6/

where the functions Я(х, t) are perturbances assumed to be small.. 
We shall write this assumption as follows :

I R(x, t)]]̂ , for xts(e) and 0<t<T, ^ > 0 ,

The particular solution, the stability of which is to be stated 
is also:

x(t^ = 0 .  ̂ /7/

Now, v/e shall treat the equation system /1/ as the one of simpli 
fied equations, perturbances not being taken into account.

T h e o r e m  2

If a funotion V(x, t) exists such that its derivative, com
puted along the trajectory of the unperturbed system /1/, satisfies 
the condition :
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v(x, for : e к(е.,|р) and 0« t ^ T  , /8/

where /x is a positive constant depending on e and у , and 
also if the conditions

i = 1 ,2 , ... , n dla 0 a£ t < T,
x ек(е,у)

and Vl <  nM

will be satisfied, then the solution /7/ of the equation system 
/6/ is practically stable.

P r o o f

.Let из denote the derivative of the function v(x, t) , com
puted along the trajectory of the system /<3/, by (x, t) :

= (X(:c, t) + 3i(x,t)') grad v(x,t) + *) =
' 2» t

= v ( x , t )  + ( x , t )  grad v ( x , t )  .

Similarly as we did, let us consider the trajectory of the sys
tem /6/ , described by point x(t) for which x(o)e У( )̂ and 
let us suppose that it passes through the spheric surface II(̂ )
i.e. such t /"śT  ̂ l1/ exists, for which we have x (t ) e K.(e, p).
I'or points belonging to the region к(е , 17) we have

i=1

Э'/(х,т) R, (x ,t )
bx± I х

fx + n M j) I t ( x , t ) | |  «  - p. + n M ij1 < 0 ,

which means that along every trajectory of the system /6/ in the 
region , the value of the function v(x,t) decreases.
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Therefore, none of these trajectories will reaoh the surfaoe п(е).
Notice, that this theorem permits us to examine the stability 

of solution /7/ even when the forms of function R(x,t) are un
known, for example, they may be some external, accidental influ
ences, noises and so on, in physical and technical processes.

Let us also notice that in the case of a nonlinear differential 
equation system ;

x = X(x, t)

the above theorem allows us to solve the problem of ascertaining 
the practical stability of solution :

x(t) = О

by a method similar to the above described, for this purpose we 
rewrite our equation system as follows:

x = C.| (x, t) + /^(x, t) j /9/

where X.j (x, t) denotes the linear functions of variables x̂  , 
..., xn, and \у(:с» t) do not comorise terms of a lower order 
than 2 because of x.| , x?) . x^.

Further we shall treat \,(x > 0  as perturbations disturbing : 
the system :

x = Z, (x, t) /1 0/1

In order to apply theorem 2 to this case such a value p. must be 
accepted for which occurs the following

jii >n M max (|aw (x,t)||) for x e h(t^) and ()4t< T ,

Now, similarly as for linear differential equations, we may assum5 
that the function v(x,t) is a quadratic form

=  2  2  a i j W x i  x j  > 

i=i j=i
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and therefore, this function derivative, computed along the trajec
tory of the system /10/, will also be a quadratic form

n n
O  = ] £  X  hijOO*! x j 

i=i j=i

The relations between a^j(t) and b.. ̂ (t) are given in the form 
of equations /4/.. ',/e further proceed as in the method which makes 
use of theorem 1, and we assume such funotiohs b^j(t) which sat
isfy condition /8/. Besides examining whether the assumption 2 of 
the function v(x, t) is satisfied, one has to check whether for 
all moments of the time T= 0, h, 2h, 3h, T the following
occurs!

ЭУ(х,г)
d:c. I»I for x e K.(e ,p) , 1 = 1,2, ...,n.

It is easy to prove that in case v (x ,t) is a quadratic form with
coefficients U (*) the above condition can be written as follows

M

j=1 4eL
i = • • • i xi

Both presented theorems are particular cases of theorems con
tained in position [jT] , where a more general idea of the practical 
stability is considered.

Mow, in the Computing Centre of the Polish Academy of Sciences 
work is being carried out in which the described method is applied.
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The deformation of a thin shell with a constant 
surface density caused by a detonation front is 
considered. An exact solution of the obtained 
mathematical problem is given for the case of 
a charge of infinite thickneaa, The properties 
of this solution are described. Two theorems on 
the approximation of a solution for the case of 
a charge with finite thicknosb are proved.

Paper [3] presents a solution of the problem of a deformation 
of an initially plane shell with a oonstant or linearly variable 
surface density produoed by the pressure of detonation products 
of an infinite explosive!charge. Three cases are considered. In 
each of them the flow of burnt products is found behind the detona
tion wave, in the class of simple waves, i.e. the veotor of the 
flow velocity

= (u, v, w) is *= T(a) , where a is the sound speed (j}

By means of a certain theorem from paper |Vj the solution of this 
problem was reduced to the solution of a nonlinear system of ordi
nary differential equations, the initial conditions being given.
In this way the proof of the existence of an exact solution of 
this problem was obtained. Moreover, for the first case the solu
tion is in a finite form. For the two remaining ones the solution 
is obtained by means of integration systems of ordinary differen
tial equations. It was carried out on the ZAM-2 computer, using 
a standard subroutine.
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The applied method permits to reduoe multidimensional quasilinear 
systems of partial differential equations of a hyperbolio type of 
certain Cauohy’s problems to the systems of ordinary differential 
equations. This proves the existanoe of the solution. The method 
also deserves attention because of a high degree of accuracy of the 
obtained numerioaJ -results, an easy way of programming, and a short 
time of computing.

The assumption с an Infinite thickness of the detonation charge 
is essential. In pr otice, there appear only charges of a finite 
thickness.

The present paper gives the solution of the problem of the de
formation of the shell with a constant surface density in the case 
of a detonation wave propagating in a charge of infinite thiokness.

The properties of this solution are described, as well as the 
difficulties appearing while considering a oharge of finite thiok
ness. Two theorems were proved on the approximation of the problem 
solution in the oase of a finite explosion oharge by means of solv
ing a oase of infinite thiokness.

1. THE PROBLEM DESCRIPTION

Given a thin plane shell of a oonstant surface density, contact
ing a uniform detonation oharge of a oonstant thiokness d. A 
plane detonation wave, normal to the nondeformed part of the shell, 
propagates in the detonation oharge with a oonstant velooity U.

Assume that Chapman - Jouguet conditions on the detonation wave 
are satisfied and that the flow of burnt products behind the de
tonation front .oan be desoribed by means of gas dynamic equations. 
Moreover, it is aooepted that the shell deformation occurs in a 
way which does not permit a direct interaotion of separate elements* 
Assuming that the origin of the frame of reference is on the straigl> 
line of the shell intersection with the detonation front, and con
sidering only a plane oase because of the oonstant surface density, 
one obtains the following mathematical problem.
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Find the flow, described by the equations of gas dynamics

K_1
at + u*aX + v.ay + 2 a u +V X vy

ut u*uX V U y 2
a*ax = 0+ + K-1

4. u-vX
2 0vt T + V.Vy + K-1 a*ay =

limited by a free line, depending on the solution and starting in 
point x = 0, у = d, on which a = 0, and such that for x = 0,
0 <  у ^  d the Chapman - Jouguet condition is satisfied

u (0» У t t) = â  , v (o, y, t) = 0 /1.^*/

and which on the line

x = £(a » tj* У =V(a » Ь) /1.З./

satisfies the flow condition:

" V ' It ■ - ’/o' “ + ^a- v . П Л . /

The curve /1,3./ depends on the solution of the set /1.1./ and 
can be determined by the equations

2K
m •о (oc : t) = to • ( a(ot; t) \ K"1

 ̂ 7a p* I a* /

mo • * « ( « »  *) - - { « •  V  ( ^ )

and by the initial conditions

£(* i  - $ ) -  o)l?(a; - § ) .  o,

2K
K-1

/1.5./
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£t(a ’ ~ u ) = u» V tl01’ u ) = 0 * /1«6./

Here, a is the sound speed, a - the critical speed, p -
1 / * the critical pressure ' , u, v - components of the velocity veo-

tor of the flow of the burnt products, К - the adiabatic exponent, 
the parameter a is a Lagrange’s variable. This variable is chosen 
so that for a  < 0  is o) = a , 17(01; 0) = 0 and in point x=0,
у = 0 the condition a + U»t = 0 is satisfied. Here t is the 
time, U - the known constant speed of the detonation wave propaga
tion.

2. FORMAL SOLUTION OF THE PROBLEM

The vector "r(a; t) = tj ; *-)] describing the shape
of the deformed shell is sought for in the form

. df Г “j
j = r (gj ); ы  = a + и • t see [3J

the equations /1.5./ take the form

2K 

\ a* )

v  ° 2 - ^ и И -

Ж -
K-1

/2.1./

the conditions /1.6./ are

5 (° )  = 0 . 7 ( 0 ) =

k j ° )  =  M  "  0

/2.2./

Critical speed and critical pressure are the local values of the speed of 
sound and of the pressure in the points where the speed of flow equals the 
speed of sound.
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and the flow condition /1.4./ is

*  u  + i c j  •  v  =  0
/ 2 . З . /

One has to find the flow that satisfies the condition u = , 
v * 0, on the interval ОС /fig. 1 a/, flowing around the curve OA, 
and being limited from above by a free line CB, on which a = 0. 
The curve OA depends on the flow, and is to be determined by equa
tions /2.1./ and conditions /2.2./.

In the hodograph plane 
of the flow /fig. 1 b/.

ii— , —  we obtain the following image 
a *  a *

F i g .  1 a .

Assume the existenoe of a stationary solution cf the considered 
problem. It is justified by a oonstant surface density and by the 
aocepted oonditione on the detonation front.
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The curve OA corresponds to the curve O'A', the segment ОС is 
mapped into point O', the entire epicyoloide 0 'D' corresponds to 
point 0. The image of the flow of burnt products in a hodograph 
plane is therefore limited by the curve O'A', the epicyoloide O'E' 
and the arc of the maximal speed D'f 'a ', It follows from the theo
rem proved in [з] that

|ы = cos л?; n -  sin $ , /2.4./

where - is the angle between the axis x and the tangent to 
the curve OA.

Substituting /2.4./ for /2.1./ one obtains
2K

I a \ K“1 
( i

-------~2 /2.5./
P*

m «ITо

and

 ̂= Г oosi?(co) d со ----- -̂--Г cos Ik d 0 /2.6./
о о / a \

U J

" 0 k r

where a = а (в, к) is the value of the sound speed, depending on
the angle 8, and on the adiabatic exponent on the deforme< 
part of the shell, therefore, on the curve OA, or on its 
image O'A'. In order to find the shape of the deformed part 
of the shell, it is sufficient to find the image of the 
curve in the hodograph plane, thus the funotion a = а ( о ,  к }
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3. THE EXACT SOLUTION OF THE PROBLEM ON THE DEFORMATION OF A SHELL 
WITH A CONSTANT SURFACE DENSITY IN THE CASE OF INFINITE THICK
NESS OF THE DETONATION CHARGE

If the detonation oharge thickness is infinite, the free line 
where a = 0 is not to he taken into account. In this case, on 
the basis of the theorem proved in [2] , the deformed shell is admis 
sible as the Initial manifold for simple wave flows. Therefore, 
there exists a simple wave flow satisfying the system /1.1./, the 
Chapman-Jouguet condition /1.2./ and flowing around the curve 
r = r (u) . xt is known that the image of this flow is the entire 
epicycloid 0'ii'. There occurs

3X0 t g  V \ i r ) “  1 +  a ro  bs(]l к й '  ‘ / З . 1 . /

r (u) is a flow line for the burnt products, and its mapping is 
the same epicycloide /З.1./. Substituting a = a(o, K), determined 
from /3.1./ for /2.6./, one obtains an exaot expression for the 
shape of the deformed shell. For К = 3 and

m • U2 
--- = 1

appropriate value £ and rj are computed using the ZAM-2 com
puter. The results are given in Table 1.

The relation

P = ( a
2K

Г 1
being taken into account, the solution obtained may be presented 
as follows
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7 - -
m_

i sin 6 d« /3.2.У

where

1-к / W  **•

9 - - |/(тг) - 1 + aro t g - 1 j/3.3./

It is evident from /З.2./ that any curve obtained In this way 
is similar to the curve

« - - J
-003 6 d 8 /З.4./

о P*

J
*  С sin в л

о 4.

where 9 is giyen by /3*3./ and.

m *U2О 
p*

is the similarity ooeffioient.
The flow of burnt produots is mapped on the entire epioyoloide. 

It, therefore, results that the maximal angle of the shell devia
tion is given by

For К - 1,4 ^  for К - 3, $ л - - 37,3°.
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From the formula for the radius of the curvature R of a plane 
ourve in the natural form

R - 1
- fe  2 to 2
Sucj (toco

one immediately obtains that the value of the radius of curvature 
for the curve /З.4./ is given by

'.This fact can be used when solving the given problem by a graph
ical method.

For ^=0, therefore for = 0; -3= 0, p = ^  and

1’ 7 w = °’ L o T  °* *}uu) = Qu *

With the formulae

one obtains

^ ‘ 1 o>

d* 2

^ L

d|

4

f»

u)=0

. - f i *  

w“ °  a • 02

and the development In the neighbourhood of £ ■ 0

7 " " 2 mQ. Г

»
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It may Ъе shown that

a

l i e  Г
tg 008 8 -  sin 9

a«+o J

where 0 . determined from /3.1./, does not exist, and then it re'a
suits that the ourve determining the shape of the deformed shell 
has no asymptote.

4. THE APPROXIMATION OF THE SOLUTION OF THE PROBLEM OF A UNIFORM
SHELL DEFORMATION IN THE CASE OF A CHARGE OF FINITE THICKNESS

The speed of the flow of burnt products on the detonation front 
is equal to the looal speed of sound. Here, the system /1.1./ is о 
a parabolic type. The two characteristics, existing in a stationed 
case for a hyperbolic region, coinoide in the parabolio region. 
Both these characteristics are normal to the flow line, and they 
coincide with the detonation front. The region of influenoe of the 
singular point in which the detonation wave reaohes the bounds of 
the detonation charge, comprises the point in which the detonatioJ 
front reaches the shell. A simple wave flow /4/, does not exist i® 
the oase of a finite thickness of the detonation oharge.

It, however, appears that in a certain neighbourhood of the de' 
tonation front, the results obtained in the oase of an explosiT* 
oharge of infinite thiokness, are an arbitrary good approximation 
in the case of a oharge of finite thiokness.

For increasing d the line O'A' in the hodograph plane ap
proaches more and more the epioyoloide O'E', given by /З.1./, e$ 
the deformed shell - the ourve /3.2./. The following two theorems 
•■СЛШ. bę proved.
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T h e o r e m  1

For every e > О and for every interval I = £ 9, 0 ; 
there exists d = d (&,e) such that $ 6  and V~Vdj ^ 6
for 9 e I .

9 < 9 <0m

T h e о r e m

For every e > 0 and for every r̂alue d > 0 there exists an 
interval I  = j^9, o j  such that |< 6 and I V ~ VdJ^£ ^ 0r
0 6 X

t  =

r d -
» ?] 

id* ye]
- is the solution for d = 00

is the solution for a finite value d.

Let the curve OA present the shape of the shell deformed by a 
charge with d =oo , and the ourve OB — the shape of the shell de
formed by a charge with d<«*

Let the arc of the epicycloide O'A' present the hodograph image 
of the curve OA, in the hodograph plane, and the curve O'B' - the 
image of the ourve OB. The value p^< p(®) for p = p(®) deter
mined from /З.З./ is being ohosen so as to obtain

С (5 )' b ) ’
m 0* U ‘Sin 9 j— — ч — —  ) = 6 . /4.1./

Thus
m U^»sin 0 • p(§)

= ~ '----- 5----—  /4.2./

It is known that

■ 1 “ I-------5 ~E*p(9)+ in U sin 9

5 = - " o d9

I
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9

„21 C O S  0 л a 
U  -  -  "‘o u j T T p j -  d e ’

o

where p (0 ) is given b,y /3.3/.
(в) is the pressure as the function of the angle 0 along 

the curve OB, or O'B.'
The maicimal difference among the solutions evidently appears for 

the value 0 on the left end of the interval I, therefore, for 
0 = 0 ,  it means in points A and B.

Points A and В correspond to the value 0, and р(, (5) = p1 in 
the point В or В '
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'i'hus

C O S  0'
w .

\ d 0 < rn U2 f cos 0 d 0 • 1 1
/ 0 I J ?i p (ej

= m0 U2 sin e/1 - 1-

and

О

V - 7 a * m o  U
К

sin S sin 6 
P (6) " Pd (e);•jde ^  ra0 U2(l - cos §)( 1 -

^  m U‘" sin 0( i . ± )  
VP Pi>

Such a charge thickness d should he found, for which the above 
mentioned approximations occur. For this purpose let us consider 
the characteristic starting in a physical plane, at point В and pas
sing through the singular point x = О, у = d. The image of the 
oharaoteristio in the hodograph plane is well known. In the physi
cal plane the above mentioned oharaoteristio intersects thg axis 
у in the singular point, making the angle j3 = — |-+ ? -0c _̂2-) 
where 0Q = 0(p)-®(P-))» w (P-j) is the value^of 0, computed ac
cording to /З.З./ for p = p1, and я = ос^тг^ is to be computed 
from the relation

0 - 0 5 -* - Vfef ar° ** ( У ы  °te< А . З . /

for 0 = •  ** is the Mach angle determined by the relation

s i n  a  *»■ 2 2 u + v
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For a certain region 8 = arc tg the considered characteristic 
forms with the axis x an angle which is no smaller than j3 /fig* 
2a/. The exact shape of the characteristic in the physical plane 
is unknown. It is known that

cos 0 .. i
W T >1 (8).

When increasing the thickness of the charge so as to obtain

sin 8 л
l ^ i r = t s P ’

one gets the thickness d, for which the theorem 1 holds.
The proof of theorem 2 is based on the same construction, but 

realized in a different order. One looks for such values p and 
p̂  as to obtain

« о “ l n 0 p ' i  m t

and
sin в

/9 /9
Pi t g ( ^  + 2 - а ( т

8 - is a funotion of p, determined by /3.3./
6q = 0 (p) - 8 (p̂ ) and the value CX
should be determined from /4.З./.
The interval I = 8, 0 J where
8 is the value 8 which according to /З.З./ corresponds to the 
value p found from the above mentioned equations.

The same relation among the values 8,£ , d is obtained by 
both the above theorems.

Numerical results obtained by means of the ZAJ.1-2 computer are 
given in table 2.



The values of the functions:

i? •d 
t  С cos 0 f sin 8 , n* 3 " j ТТрГ  * ? J d

о 0

№  6 APPROXIMATION OP THE SOLUTION OP A UNIFORM SHELL..

and appropriate values 0 and £ -

2
.____E. . e h V
1 .00 0.000 0.000 0.000
0.95 - 0.165 0.003 0.0000.90 - 0.468 0.009 0.000
0.85 - 0.865 0.017 0.0000.80 - 1.340 0.027 0.000
0.75 - 1.887 0.039 - 0.0010.70 - 2.503 0.054. - 0.001
0.65 - 3.187 0.072 - 0.0020.60 - 3.942 0.093 - 0.0030.55 - 4.772 0.118 - 0.0050.50 - 5.681 0.148 - 0.008
0.45 - 6.678 0.184 - 0,. 0120.40 - 7.777 0.229 - 0.018
0.35 - 8.993 0.285 - 0.0260.30 -10.352 0.358 - 0.0380.25 -11.893 0.454 - 0.0570.20 -13.674 0.590 - 0.0880.15 -15.802 0.797 - 0.1430.10 -18.494 1.164 - 0.2570.05 -22.352 2.060 - 0.5940.01 -28.521 6.511 - 2.7900.009 -28.820 6.990 - 3.0520.008 -29.141 7.563 - 3.3690.007 -29.490 8.270 - 3.7660.006 -29.874 9.150 - 4.2680.005 -30.301 10.319 - 4.9460.004 -30.789 11.931 - 5.8970. 003 -31.365 14.309 - 7.3310.002 -32.080 18.366 - 9.8430.001 -33.079 21.234 -11.683
0.000 -37.30 oo - oo

Table

*
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The thickness of the detonation charge depending on the defVrmatioS 
angle and the admissible approximation error.

2
p

0 d
6= 0.1 0.9 - 0.46 0.047

0.8 - 1.34 0.086
0.7 - 2.50 0.146
0.6 - 3.94 0.246
0.5 - 5.68 0.426
0.4 - 7.77 0.779
0 .3 -10.35 1.571
0.2 -13.67 3.825
0 .1 -18.50 14.824

t= 0.01 0.9 - 0.46 0.020
0.8 - 1.34 0.065
0.7 - 2.50 0.159
0.6 - 3.94 0.338
0.5 - 5.68 0.687
0.4 - 7.77 1.404
0.3 -10.35 3.059
0.2 -13.67 7.846
0 .1 -18.50 31.428

fc= 0.001 0.9 - 0.46 0.027
0.8 - 1.34 0.120
0.7 - 2.50 0.316
0.6 - 3.94 0.701
0.5 - 5.68 1.451
0.4 - 7.77 2.998
0.3 -10.35 6.569
0.2 -13.67 16.886
0.1 -18.50 67.628
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The paper describes a computer program destined to 
determine critical paths. The given solution may be 
Used particularly in PERT programs. It presents ad
vantage, as far as computation time is concerned,
Ûe to the specific information layout, and the 
elimination a superfluous reviewing of the storage.
Jhe mathematical method of the solving of the pro
blem has been taken from the literature. But the 
*dea of the program itself is the authors’ and 
Ati(irzej Salwicki’s original idea.

1« THE PROBLEM

Let (х>Г) "be a graph v/itli a finite not empty set X of ver
texes and the mapping Г , which assigns the set Г Х С Х  to every 
X< X. Suoh ordered pairs x̂, yj of vertexes that у «Гх are 
the arcs in (Х,Г). The sequence (x q, . хц ) determines the 
âth through vertexes xQ, . .., xQ. It is oomposed of aros

*1+1) (i = 0, n-l) if xi+1 € Гх± for i = 0, ...,n-1.
l"nis path begins at x q and reaches x . If x q = x q then the 
®ath is a cycle.

—  1Further, we shall deal with special graphs. Let Г  be a map- 
^bg which assigns to every x e X  the set Г ~  x c X  of the у 

which xe Гу. The graph (^»Г) is the network of activities
If i,

/1/ there exists exactly one vertex £ e X, called the starting 
such that Г “1 x = fi /i.e. the set Г -1 £  ls empty/ ,
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/2/ there exists exactly one vertex x e X called final such that 
Г х  = jd ,

/3/ there are no cycles in
/4/ the number l(x, y)> 0 corresponds to every arc (x, y) and 

it is called its length.
The veftexes of the network of activities will be called events; 

the arcs - activities, and the lengths of arcs - activities times.
The path (хп» •••» :<n ) length is the number

n-1
l(xQ, ..., xn ) = 2  1 (:ci’ xi+l) 

i=0
and will be called the path time.

The problem we shall deal-with consists in determination the 
longest from among paths £ connecting the starting and the final 
graph events. The 4 -s t5le longest of such paths if

1 (I )= max l(4) •

It is named critical path.
It is not difficult to notice that the problem is correctly for" 

mulated. Indeed, because of /1/ - /3/ there exist paths from x. 
to x in a finite number. Evidently, there can be many critical 
paths. All of them determine so-called critical subgraph. Those 
events, which oritioal paths are going through, are the subgraph 
vertexes, and its arc are the activities belonging to the critical 
paths. :5very path of the critical graph with the starting x and 
the final x is critical in the original network of activities.

2. THE METHOD OF SOLUTION

As (x,r) , being the network of activities, has no cycles, & 
partial order can be introduced into the set of events assuming 
x -Ł у /i.e. x is earlier than у/ if and only if there exists
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a path from x to y. If the path is the aro . y) then x 
is called predecessor of у and у the successor of x.

A complete order may he introduced into the set of events, be
ing in accordance with the above described partial order. In other 
^ords it has the property that x-i у lmplioates x у /i.e. x 
is earlier then у in the sense of a complete order/. It is suf
ficient to arrange the events into a sequenoe according 'to the fol
lowing rule, x is the first element. The successive element is 
the one of the events which does not yet appear in the sequenoe, 
if all earlier ones in the sense of partial order appear in this 
Sequence. The succession of elements determines the required oom- 
Plete order. Evidently, x - is the first of them, and x - the 
1-ast one.

Let d (x) be for x e X, x 4 x the time /i.e. the length/
the longest path from x to x, and let d(x) = 0. This val- 

ê will be called the earliest possible time of the event x. Re
newing the events acoording to the sequenoe determined by the 
°omplete order, d (x) oan be determined for all x £ X. Namely, 
*hen d(xj has been computed for x x— у one puts

d(y) = max(d(x) + 1 (x, y)j
p — 1x e Г  у .

suoh a way x is reaohed and <*(x) determined, d (x) is the 
time of the longest path from x to x.

Let e(xj be for x £ X, x ^ x the difference of d(x) and 
*he time of the longest path from x to x, and let e(x) = d(xj.

value e(x) will be called the latest admissible time of the 
event x. It is the latest of the times, after which the event 
Oabnot ooour, if the final event is to ooour at its earliest pos
i l ę  time. Beginning from the event к» where e^x) = 

putting

e(y) = min(e fcc) - 1 (y, x)) 
x £ Гу
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in turn when e(x) is already known for y^_ x, e (x) oan he de' 
terinined for all x 6 л.

It is easy to notice that e(x) = 0 and d(x)^e(x).
The equality occurs if and only if the event x is on one of

the longest paths from x to x, i.e. - if it is the vertex of
the critical subgraph. All arcs of the critical paths are the arcs 
of this subgraph and there are no others in it.

Thus, the critical subgraph has the set of events for which the 
earliest possible time is equal with the latest admissible time.

3. THE DESCRIPTION OF THH) PROGRAM

Proceeding to the description of the program for the computer, 
let us assume that all events of the network of activities are de
noted by natural numbers not exceeding <X , so that different nufl' 
bers correspond to different events. Thus the events can be iden^ 
titled with their numbers, livery activity is determined by two e- 
vents - the beginning and the end, and has a given time. To des
cribe the network it is sufficient to give information on the ac" 
tivities, as follows:

List of activities
beginning 
end 
time

information on activity

beginning
information on activity

These are the program input data.
The list of activities is transformed after its input, it is 

gistered and stored. Simultaneously, two new lists are being for' 
of events and connections.

if-
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The list of events is of the form:

e v e n t
the address of the information on 
the position of the event
the number of activities reaching the 
e v e n t
the number of activities starting 
*i“ora the event
e v e n t

information on the 
event

information on the 
event

head

3-he list of connections in its final version is the following:

event
the earliest possible 
time
^he latest admissible 
time
the address of the be
ginning of the list of 
Parting activities
1 + the address of the 

of the list of 
tarting activities

the address of infor
mation on the reaoh- 

aotivlty

address of informati' 
l°n on the starting 
*°Uvity

list of reach
ing activities

the list of 
starting ac
tivities

Information 
on the position 
of the event

®Vie n t
head information on 

the position 
of the event
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The transformation of the list of activities consists in replacing 
the numbers of the events by address giving Information on the po
sitions of these events in the list of connections.
Thus it beoomes the following:

the address of information 
on the position of the 
beginning
the address of information 
on the position of the end
time

the address of information 
on the position of the be
ginning

information on the activity

information on the activity

Let us assume that the smallest components of separate information 
are words. The address of Information should be understood as the 
address of the information initial word.

The above given information structure can be characterized in 
a scheme as given below. Directed lines lead from the addresses to 
word*.; having these addresses.

event
the address of information 
on the position of the event

I
1

list of events

t
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event

r*event

list of

event «•---------------
(tr the earliest possible 

time
the latest admissible 
time
the address of the beginn
ing of the list of starting 
activities -----------------
1 + the address of the end 
of the list of starting 
activities------ ---------
the address of information 
on reaching activity»------

the address of information- 
on the starting aotivity—

the address of information 
on the starting activity

connections

the address of information- 
on the position of the be- 

— ginning
the address of information 
-on the position of the end
time

list of activities

t
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the address of information 
on the position of the be
ginning
the address of information 
-on the position of the end
time

The described information is build in stages. When the information 
takes the final form, the action of the main part of the program 
is finished and the results may be written in the required form. 
Having the earliest possible and the latest admissible times of e" 
rents, the critical subgraph can be pointed out as well as all in" 
teresting parameters.

Stage I. 2 a words are being reserved, simultaneously getting 
the value zero. Then, subsequent information about activities is 
read. If the activity begins with x and ends with у then 1 is 
being added to the content of the words 2y_th and (2X + l)-th • 
Finally, after all information having been read, the oontent of 
the word 2k-th is equalyto the number of activities that reach 
the event k, and the content of the word (2k + l)-th is equal 
to the number of starting activities. With these data the next 
stage of computation may begun.

Stage II. All ОС pairs of words are being reviewed. If a pair 
composed of 2k-th and (2k + 1̂ -th words is not a zero one, the*1 
the event к occurs in the network of activities. Then, an appr0' 
priate information is being made about the event in the list of 
events, the head of the information on the position of the e v e n t  

is recorded, and a place for the entire information on the posit*f 
is reserved. Namely, knowing the number of already oooupled plao^ 
for the list of connections, one may determine the address of in^ 
formation on the position of the event. Knowing how many aotivit^ 
reach the-event and how many of them start from it, the size of 
the list of starting and reaching activities may be stated. The e’ 
tire information on the event, namely:

I
t

list of activities

I
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event
the address of information 
on the position of the event
the number of activities reaching
the event
the number of activities start
ing from the event
is added to list of events.

The following information is added to the list of connections:

event
the number of activities reach
ing the event

the address of the first not filled “
Up position of reaching activities
the address of the first not filled 
^9 position of the list of starting 
Activities

i’bis information is a version of the head /the third position not 
^eing filled up/. The list of starting and reaching activities is 
Qot filled up.
^  connection with this, the address of the first not filled up 
Position of the list of reaching activities and of the first not 
billed up position of list of starting aotivities are addresses 

the first words of appropriate lists.
Stage III consists in replacing the number^ of events in the 

list of activities by addresses, and in filling up of the lists 
of reaching and starting aotivities in the list of connections. 
Recessive information on activities are reviewed. Information on 
events /the beginning and the end of aotivity/ are searched for in 

list of events.
3ach of them comprises the address of information on the posi

tion of the event, whioh can be rewritten in the list of activity. 
^  the event is the beginning of the activity, then the address 

the considered information on the aotivity is added to the list 
starting aotivities being in the information on the position of 

ĥe event. The address of the first not filled up position of the
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list is simultaneously increased. The end is handled likewise, tlis 
list of reaching activities being taken into account. After the eS' 
tire list of aotivities has been reviewed, information on the ac
tivity has the following form:

the address of information on the position 
of the beginning
the address of information on the position of 
the end
time

Information on the positions of events has the following form:

head

list of reach
ing activities

list of start
ing activities-

The third position of the head remains empty. The searohing fo* 
Information on the event in the list of events is facilitated due 
to its lexicographical order /if suoh one is arranged at stage III' 
Then, the information whioh corresponds to the given event may be 
found by dividing the list of about a half of it, and identifying 
the half, containing the information. This half is divided once 
more and so on, to the identification of information on the event' 
In order to ascertain whether the information is in the given pal1* 
of the list, it is sufficient to compare the identifying number 
the event with identifying numbers of the extreme events in the

event
the number of aotivities reaching the event

the address of the beginning of the list of 
starting aotivities
1 + the address of the end of the list of 
starting activities

the address of information on the reaching 
activity

the address of information on the starting 
activity
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above mentioned part. If this number is between them, then the in
formation on the given event is in the segment of the list.

Stage IV consists in the previously described proper ordering 
of events. 'Phis is done by ordering the information In the list of 
events so, as to place earlier events before the later ones. For 
this purpose Information is sought on the event having no reaching 
activities /initial/. This information is recorded first on the list 
of events. From this moment it is treated as the first aotually con
sidered one. In the Information on the positions of suocessors the 
content of the seoond position of the head /the number of activi
ties reaching the event/ is decreased by one. For this purpose the 
entire list of aotivities starting from the event is being reviewed. 
®ach position of the list is the informatlon.address on the appro
priate activity that contains the address on the position of the 
suocessor. This is the address of the position of the end. When, 
the seoond head position of the information on the position of the 
suocessor takes the value zero, the infoiroation on the suooessor 
is being made and.added to the list of events, directly after .the 
last information recorded there during the realization of this 
stage. All components of the information formed may be reproduced, 
having the address of information on the suocessor position, and 
the Information itself. The number of the reaching activities is 
the difference between the address of the beginning of the start
ing Hat of aotivities, and the address of information on the po
sition of the event Increased by 5. The number of the starting ac
tivities is the difference between the address of the end of the 
■*•181 of starting aotivities increased by 1, and the address of the 
^ginning of the list of starting aotivities.

After having reviewed the entire list of starting aotivities, 
the subsequent information is being taken into account out of those 
^hloh are already reoorded in the list of events during the reali
sation of the stage, but are not yet oonsidered. Further, one pro- 
°eeds similarly as for the information on the initial event. Suoh 
information always exists if the entire list of events is not filled 
P̂. It is easy to see, that in an opposite case there would be a 
°*ole in the graph.
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Suoh a proceeding results in a situation wherein the final event 
of the network is considered. Then, the entire list of events is al' 
ready filled up and this is the end of the stage. From the way of 
proceeding it follows that the information on an event cannot be 
reoorded in the list if the information on earlier /in the sense oi 
a partial order/ events are not reoorded. Thus, the successiveness 
of the appearance of information in the list determines the require 
complete order in the &et of events. The content of all the inform”' 
tion remains unchanged, but the heads of information on the posit!01 
of events, the oontents of the second position /the amount of aotl' 
vities reaching the event/ becomes zero.

Stage V. All information needed for writing the results is being 
determined. Namely, the earliest possible and the latest admissible 
times of events. It is assumed that the earliest possible time of 
the initial event is zero. Following to the end of the list, the 
subsequent Information on events is being considered. For every 
event y, the earliest possible time d (y) is

d(y) = max(d (x) + l(x, y)j 
x e Г “1 у .

Therefore, it is sufficient to review the list of reaching actl' 
vities, and adding their times to the earliest possible times of 
the beginnings, choose the greatest of the obtained numbers. This 
is the searohed d(yj. The times of the reaching activities are ^  
the information on activities, the addresses of which are in the 
list. The earliest possible times are in the heads of information 
on the position of the aotivity beginnings, and the addresses of 
the latest are in the information on the activities. These times 
are determined in advanoe, as the proceeding goes on in accordance 
with the oomplete order in the set of events, thanks to a proper 
arrangement of the list of events /compare stage IV/.

All events being considered, one gets the final x and deter
mines its earliest possible time d(x). The latest admissible ti!l,e 
of this event, i.e. e[x) is assumed to be d(x). Going in the 
direction of the beginning of the list, subsequent information on
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events are being considered. For every event у the latest admis
sible time e(y) is

e(y) = min(etx) - l(y, x)j 
x t T y  .

'Phus, the list of starting activities should be reviewed, their
times subtracted from the latest admissible times of the ends, and

• .

the smallest of the obtained numbers - chosen. This is e(y)• The 
times of starting activities are in the content of information on 
aotivities, the addresses of which are in the list.

The latest admissible tives are in the heads of information on 
the position of the aotivity ends, and their addresses are in the 
information on activities. The above cited times are determined in 
Advance, as the proceeding follows in a suooessivenes Inverted as 
°ompared with a complete order in a set of events. Finally, one ob
tains the latest admissible time e(s) o:f the initial event £. 
'̂ hen, the latest admissible times are-already determinąd for all 
ev-ents. Therefore the stage and the main part of the program are 
finished.

THE PROPERTIES OF THE PROGRAM

Let q denote the number of events, and p - the number of 
a°tivities in a network. Separate lists have the folloving numbers 

positions

list of aotivities 
list of events 
list of connections

3p
4q
5q + 2p

total 9q + 5p

^deed, every activity ocoupies two positions in the list of con
ations. Its information address is in the list of starting aoti- 
^ties /for the beginning of the aotivity, and in the list of reaoh- 

aotivities /for the end/. The remaining estimations are beyond 
doubt.
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Neglecting the working positions it could he accepted that the 
program information requires

max (2 a , 9q + 5p )

words, as in stage I 2a words are needed. This quantity is suf' 
ficient, because information on activities may be optionally read 
twice. During the first reading the information is not being re
gistered into the storage, this is done during the second reading) 
as then, the list of events is already made /i.e. between stages ' 
and II/.

The stages III, IV and V of the program are most laborious and 
they should be first taken into consideration when estimating the 
time of counting. Л certain information about the time gives the 
estimation of the number of calls to information. Calling to seV' 
eral positions of information is treated as one call to the info*' 
mation, the operations connected with registering being neglected

In stage III there are calls to all the information in the lis 
of activity, amounting to p. Addresses are established /for tbe 
beginning and the end/ for every activity. This requires about
2 log2 q calls to the list of events. It gives the total of 
2p log2 q oalls to this list.

In stage IV there are q oalls to the list of events, p + Q 
oalls to the list of oonneotions /each event and its suooessors/ 
and p calls to the list of activities. In stage V are twice rao* 
oalls, because similar operations are twioe realized.

Thus, one obtains the following table of the number of oalls

stage III stage IV stage V total
list of activi
ties P P 2p 4p
list of events 2p log2 q q 2q 3q+2p log2 q
list of connec
tions p + q 2 (p+cr) 3(p+q)
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The described program can be easily extended. For instance, in 
order to obtain the PERT program, it is sufficient to supplement 
the information on activity with an additional position-time dis
persion. The dispersion of times is determined by means of postulat
ing the independence of activity times as random variables, and 
taking into aooount only the activities whioh decide about the times, 
^hese dispersions, can be registered in the fourth and fifth posi
tions of the head of information on the position of the event. Then, 
the addresses, whioh are in them, are to be reproduced according 
to the information on the events.

The ohosen latest admissible times oan be given in advance by 
toeans of an appropriate extension of the program data.

Then, the computed times must be replaced by appropriate times, 
Siven in advance, if they are later. Critical graph should be under
wood as the one having the events, in which the latest admissible 
times of events do not exoeed the earliest possible.

Many initial events may be permitted /without reaching activi
ties/ and final /without starting activities/ in the activity net
work. In this case the principles of giving times change somewhat.

The network of activities can be reduoed by means of pointing 
out chosen events and neglecting all computations corresponding to 
the earlier events than the ones pointed out /in the sense of a 
^tial order/.
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Pracę złożono 2.4.1966 r.

Praca podaje opis algorytmu znajdowania optymal
nego rozcięcia taśmy, które w rozpatrywanym 
przypadku jest równoważne rozwiązaniu w licz
bach całkowitych zadania programowania nielinio
wego.

1. SFORMUŁOWANIE FIZYCZNE PROBLEMU

Dany jest rulon taśmy o szerokości Д  i długości /po rozwinię
ciu/ L. Należy ten rulon pociąć na arkusze o zadanych szerokoś
ciach :

^ ten sposób, żeby łączna długość arkuszy o szerokości była
^ówna a.. i = 1, 2, n. Cięcie powinno odbywać się w ten spc
sób, żeby zużyć jak najmniejszą ilość materiału.

Będziemy tu rozpatrywać następujący sposób oięcia rulonu /por. 
R y s u n e k / :

Niniejsza praca została podjęta z inicjatywy ministra dr M. Lesza i stano
wi opracowanie artykułu [з] , uzupełnione dodatkowymi uwagami, nie zawiera 
jednak żadnych nowych wyników.
Autorzy pragną złożyć gorące podziękowania mgr T. Mańkowi za jego istotny 
Wkład w przygotowanie tej publikacji.
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Odcinamy arkusze o długościach 11, 12, . łN jednostek i o 
wspólnej szerokości Д  . 0 liczbach 1^ chwilowo nic nie zakła
damy.
Każdy z powstałych w ten sposób arkuszy o długości 1^ i szero
kości A  dzielimy wzdłuż na mniejsze arkusze, o długości 1^
i szerokościach Д  Ц ,  Д  i2 , ... , Ai^, gdzie liczby A  ij 
j = 1, 2, ..., k^ należą do zbioru /1/.

-----------  Д -------- ►

Ач A12 А1з А14
Щ

I I

3

Д21 А22 Д2 3
1

|

A31 д 32 Азз

(

Problem polega na optymalnym doborze długości 1^ i = 1,2,...»‘l
i odpowiadających im :..,erokości Д  î  , ... Д  i^ ze zbioru /"i/
tak, aby zużycie materiału sprowadzić do minimum, przy zachowa
niu żądanych warunków cięcia.

SFORMUŁOWANIE MATEMATYCZNE PROBLEMU

Dane są liczby:
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takie, że: ,

0 *C Д ± ^  Д
i  ~  ̂ f 2 j •••} u •

0 •

‘•'ależy znaleźć:

~ ule ład liczb 1̂  , ^2 * • • • > t j ̂  ̂  i = ”l,2, ».«,N
- liczby całkowite nieujemne P.. i = 1 , 2, ..., n;ij

j =  ̂t 2, •••, N,
o'v ten sposób, żeby były spełnione warunki

N
^ . Pij lj = ai 1 = 1,2, ..., n /2/
j=1 

n
^  ?±^Д ± < A  j = 1, 2, ..., N /3/
i=1

0:faz żeby wyrażenie

N
Ł - I  lj Л /

j=i
°siągało minimum.

3. metoda rozwiązania zadania

Przypuśćmy, że w jakiś sposób znaleźliśmy układ liczb całkowi- 
^oh nieujemnych ?ij i = 1) 2, ..., n, j = 1, 2, ..., n, ta- 
1̂» że spełniony jest warunek /3/ dla N = n oraz, że macierz
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? ?
' 11  * 1 2 *

Po
nn

daje się odwrócić.
Zagadnienie /2/, /3/, /4/ przy tak przyjętyoh wartościach P ^  
jeśli w ogóle posiada rozwiązanie, to posiada je tylko jedno. Je: 
nim układ liczh 1^ >  0 otrzymanych z rozwiązania układu równań

Załóżmy dodatkowo, że rozwiązanie w tym przypadku istnieje . 
Będziemy starali się teraz znaleźć rozwiązanie lepsze od otrzyma' 
nego powyżej.

Można tego dokonać w sposób następujący:
Macierz Pq rozszerzymy przez dołączenie do niej pewnej ilości & 
datkowych kolumn, powiększając jednocześnie odpowiednio ilość ni®' 
zerowych współczynników /jedynek/ formy liniowej /4/ . Współrzęd" 
ne dodatkowych kolumn muszą być całkowite, nie ujemne', oraz mus23 
spełniać warunek /3/.

Rozszerzone w ten sposób zadanie jest typowym zagadnieniem prO' 
gramowania liniowego. Można je rozwiązywać znaną metodą simplex [' 
Nie jest obojętne jednak, jakie kolumny będziemy dołączać. Nie «У" 
starczy bowiem spełnienie tylko warunku /3/ ; będziemy starali si? 
dołączać tylko takie kolumny, które dają szansę polepszenia dotŷ ' 
czas otrzymanego wyniku.

Przejdźmy teraz do dokładnego opisu naszkicowanego wyżej post?' 
powania. Będziemy na każdym kroku dołączać po jednej kolumnie, 
czynając od macierzy PQ, znajdując na każdym kroku rozwiązanie 
optymalne metodą simplex.

Przypuśćmy, że po pewnej ilości kroków otrzymaliśmy zagadnień^
o maoierzy

Przy doborze wspomnianej macierzy dobrze odwołać się do praktyki. Znane 
są bowiem zwykle pewne sposoby cięcia dopuszczalne, lecz nie optymalne.

/2/.
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P = Pij o n wierszach i m kolumnach; m ^  n.
Tablica dla tego zagadnienia będzie postaci:

/5/

gdzie ostatni wiersz zawiera współczynniki minimalizowanej formy 
liniowej /4/.

Przypuśćmy, że rozwiązaniu optymalnemu zagadnienia /5/ odpowia
da baza B.

gdzie Py =

В =

?1v

nv

p. , Pj , • • •, Pj
i 2 n

- kolumna nr. v macierzy P.

Utwórzmy teraz wektor

/6/

gdzie )[ T = [j i 1 •••» “ wektor o n współrzędnych, wszyst
kich równyoh 1 •

Jak wiadomo z teorii algorytmu simplex, kryterium na to, aby 
Rozwiązanie odpowiadające bazie В było optymalne, jest spełnie
nie warunków:

dla j = 1, 2, m . /7/

W przypadku, gdy rozwiązanie otrzymane dla bazy В nie jest 
°Ptymalne /tzn. gdy warunek /7/ nie jest spełniony dla wszystkich
3 = 1, 2, ..., m/, należy znaleźć nową bazę usuwając z bazy В 
Jedną kolumnę i wstawiając na jej miejsce inną.
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Zgodnie z algorytmem simplex, jako kolumnę wprowadzaną do nowej 
bazy wybieramy tę, dla której wyrażenie

1 - uT P,J
ma wartośó najmniejszą.

Przy dołączaniu do macierzy P w /5/ nowej kolumny P będzie' 
my starali się więc ją tak dobrać, aby wyrażenie

— Ф — *Ы = u P

przyjmowało wartość maksymalną.
Ściślej, będziemy poszukiwali takich liczb całkowitych nie uje®' 

nych:
p *  p *M l  » P*» V

że

Z  p‘  д  i  ^  д
1=1

/ 8/

oraz, że wyrażenie:
*
P =

£

n
/9/

przyjmuje maximum.
Mogą mieć miejsce następujące przypadki:

Л /

/ii/

1  -  M n , o V  < 0max
1 - M > 0  . max-^

_  * o*
o‘-

Ad /i/ W tym przypadku dołączenie do macierzy P kolumny P
powiadającej daje szansę polepszenia wyniku przy *
wiązaniu zagadnienia programowania liniowego o rozszerzoHe 
tablicy ,
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P 1 1 P1 2 • • • P 1m a i
• • • • •• • • • •• • • *
pn 1 Pn 2 • • • Pnm P

I n a n
1 1 1 : 1 X

ad /ii/ W tym przypadku rozwiązaniem optymalnym rozszerzonego za
gadnienia /Ю/, jest otrzymane uprzednio rozwiązanie za
gadnienia /5/, gdyż dla wszystkich kolumn P w tablicy 
/10/ spełnione są warunki /7/.
Oznacza to, że znalezione rozwiązanie jest rozwiązaniem 
zagadnienia /2/, /3/, /4/, gdyż forma /4/ osiąga wartość 
minimalną.

ALGORYTM OBLICZENIOWY

Opisany powyżej algorytm najlepiej przedstawić w postaci sieci 
działań:
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Opis sieci działań 

Skrzynka 1

Tworzymy macierz kwadratową PQ zgodnie z warunkami sformuło' 
wanymi w punkcie 3. Oczywiście w tym przypadku PQ = В jest ЪайЗ 
odpowiadającą rozwiązaniu optymalnemu.
Przyjmujemy ? = PQ> В = PQ.

Skrzynka 2

Obliczamy wektor /6/

T T -1
u = К D

gdzie В jest bazą odpowiadająoą aktualnie znalezionemu rozwiąż 
niu optymalnemu.

Skrzynka 3

Roz\/iązujemy zagadnienie /8/, /9/
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Д  1  •  Г* + ... + \  P *  ^  A

M = u1 • P* + ... + u • f’ = max1 i n n

0 - całkowite i = 1, 2, ..., n

dla u = [Ul, , ..., un J .

^ozegóły dotyczące rozwiązania tego zadania zawarte są w punkcie 5. 

Szynka 4

Badamy wartość 1 - ,

Szynka 5

Przeohodzimy od tablicy /5/ do tablicy /10/ przez dołączeni 
*6J kolumny P oraz jedynki w ostatnim wierszu.

e no-

aynka 6

Rozwiązujemy rozszerzone zadanie metodą simplex startując 
^zania otrzymanego na poprzednim kroku.

z roz-

Ŝ zynka 7

Drukujemy otrzymane rozwiązanie /2/, /3/, /4/. Jest nim:
! otrzymane na ostatnim kroku rozwiązanie 1 1 i
/pozostałe 1, = 0/, 1 12 In

ł
kolumny maoierzy P, które wchodziły w ostatnio znalezioną bazę.

' Rozwiązanie zagadnienia /8/, /9/

p badanie to rozwiązujemy metodą programowania dynamioznego. 
^ a  maksymalizowana ma postać:
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Z  p± ui 
1=1

u. - ustalone

n
Warunek: I 0 < p ± - całkowite .

1=1
Wprowadzimy oląg funkcji £±(у) '

fl(y) = max(piu1
i

dla P± Д  ±< y  .

JL.
A i

u±>  0

Stąd widać, że dla nie ujemnych, u^ ma miejsce równość:

f ± ( y )  = u±

£xj - ozęść oałkowita liczby x.
Natomiast dla ^ < 0  - f^(y) = 0, a więc i P^ = 0, 

Zadanie nasze przyjmuje teraz postać:

n
znaleźć max ^  fi(yi) 

iyi] i=1

n
przy warunkach: 2  *1 *  o 

1=1

Określamy następnie rekurenoyjnie ciąg funkcji (z) w sposób 
następujący:

Fk+l(z) = max* o<yś z

F1 (z) = f 1 (z) 

fk+i(z) + Fk(z - y)
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sposób

n-1 . /'
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Wszystkie funkcje F^ (z) określamy w całym przedziale O ^ z ^ A ,  
tworząc tablicę:

Z F1 (?) F2 y2(z)
f

Fn U ) yn (z)
•••••••
Л
Ук+1 (z) — wartość у dla której ma miejsce równość /11/

po otrzymaniu tablicy wszystkich funkoji Fk (z) /k=1, 2, ..., n/ 
^yznaozamy przez przeszukiwanie ciąg argumentów tworzący wg termi
nologii R. Bełlmana - strategię optymalną [2 ], [4 ].

Strategię optymalną wyznaczamy wg następująoyoh wzorów:

z n  ~  t a k i e > ż e  f n ( z ) = m a x  F n ( z )

У п  -  y n ( z n ) *

"'artośoi te znajdujemy z tablicy.
Wstępnie:

z n - i : F n - i  Z n - i  ■ r a a x KF n - i ( z )0<Z<Z -b.n i

n-i
bi » Z  Уп_к 

k=i

?n-i -
СЦ в  /у 1 > У2, ...» yn/ jest poszukiwąną strategią.

Z własnośoi funkoji F^ (z) wynika, że:

zn " *  ’ ^n = ^n(A )’ Zn- 1  - Д  - yn / 1 2/

n-i

7X 
1=1

A  " 2 .  ^n-k • 
k=0
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Oczywiście w praktyoe należy korzystać z wzorów /12/.
Mając wyznaczoną strategię optymalną - znajdujemy wartości P 

które należy dołączyć do macierzy /5/:
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OPTIMIZATION OF STRIPE CUTTING

Summary

The paper refers to a method of solution of certain problems of stripe 
cutting, described by B.G. Mednickij in Hj, and contains no new results. 
We give this algorithm in a more convenieht form for users of computers. 
Mednickij's algorithm gives the solution in finite number of steps, start' 
ing with any feasible solution. Each step consists of a solution of two 
linear programs. The first is solved by simplex method, the second by dy
namic programming method.
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ROZWIĄZANIE ZADANIA TRANSPORTOWEGO 
NA MASZYNIE MATEMATYCZNEJ

Jan SZMELTER 
Bogdan GADEK
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artykule przedstawiono metodę rozwiązania typowego zada
na transportowego, szczególnie przydatną do wykorzystania 
^zy użyciu elektronicznej maszyny cyfrowej, gdzie duża ma- 
°ierz kosztów musi być przechowywana w pamięci pomocniczej, 

rozwiązanie bazowe w pamięci operacyjnej. Pokazana me- 
■oda wymaga minimalnej ilości miejsc roboczjih oraz daje 
^ótki program dzięki specjalnej numeracji zmiennych /patrz
* 2.2/. Program odznacza się dużą szybkością działania,co 

się uzyskać przez takie porządkowanie zmiennych w 
Ĵ żdej iteracji aby uniknąć czasochłonnego szukania "ścież-
i zastępczej". Dodatkową korzyścią jest uniknięcie oddziel- 
^go rozpatrywania rozwiązań zdegenerowanych.

WSTiJP

Zadanie transportowe można sformułować w następująoy sposób:
w (m) magazynach o numerach 0,1,2, ..., i, ..., m-'l znajdu
je się jednorodny produkt w ilościach odpowiednio Xq,X(,X^,...,Х̂  
..., Xm-1 jednostek; jest (n) odbloroów o numerach m, m+1, 
m+2, ..., k, ..., m+n-1 o zapotrzebowaniach
X^, ..., Xm+n_1 jednostek; zakładamy, że suma zapasów produktu 
w magazynaoh Jest równa sumie zapotrzebowań; znamy ceny jednost
kowe transportu z dowolnego magazynu ( i ) do dowolnego odbior
cy (к) - С±к (i=0,1,2, ..., m-1; k=m, m+1, m+2, ..., m+n-l). 
Znaleźć taki rozkład przewozów - Xlk (i=0,1,2, m-1; k=m,
m+1, m+2, *.*, m+n-1), aby zapotrzebowania Wszystkioh odbioroćw 
zostały pokryte i aby łąozny ko^zt transportu był możliwie naj
mniejszy;
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zminimalizować funkoję oelu
lub matematyoznie:

m-1 m+n-1
F = Z  Z  *ik ci k '»

1= 0 k=m
/1/

zachowując warunki

m-1
у  Xik  » xk dla k=m, m+1, m+n-1
i= 0

m+n-1
Z  ^ k  = xi  d la
k=ra

Xik > ° dla wszystkioh i oraz к ,

/2/

/3/

gdzie С jest daną macierzą, а X danym wektorem, przy ozym 
zaohodzl:

m-1

i<= 0

m+n-1

Z "k /4/
k=m

Z teorii programowania liniowego |j] wiadomo, że:

1» zadanie transportowe posiada rozwiązanie dopuszczalne, t.zn.
89 takie, dla którego spełnione są warunki /2/ i /3/j

2» wobec zależności /4/ mamy tylko ( m+n-1) niezależnyoh warun
ków /2/, zatem bazowe rozwiązanie dopuszczalne zawiera oo naj" 
wyżej (m+n-1 ) niezerowyoh wartości Х^к ^

3» rozwiązanie, dla którego funkoJa oelu osiąga minimum/rozwią
zanie optymalne/ znajduje się w zbiorze rozwiązań bazowyoh.
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Zadanie transportowe rozwiązuje się na ogół metodą iteraoyjną. 
Polega ona na znalezieniu dowolnego rozwiązania bazowego, a następ
nie poprawieniu go w ten sposób, aby po pewnej ilości kroków otrzy
mać rozwiązanie optymalne.

2. OPIS PROGRAMU ROZWIĄZUJĄCEGO ZADANIE

2.1. Ogólny sohemat programu

W Ośrodku Obliozeniowym przy Katedrze Mechaniki Technicznej Po
litechniki Łódzkiej prowadzono badania nad ułożeniem takiego progra
mu, który by pozwolił zrealizować znane rozwiązanie Dansiga w spo
sób szczególnife przydatny do wykonywania obliczeń przy użyciu maszy
ny lioząoej. ‘Ułożony według niego program dla maszyny ZAM-2 Beta 
^aje możliwość rozwiązywania zadań o rozmiaraoh (m+n)^200. Pro- 
$*am ten zajmuje ok. 120 miejso pamięoi i odznacza się dużą szybkoś- 
°lą działania.

Program został ułożony przy założeniu, że wszystkie dane wielkoś
ci są liczbami oałkowitymi /integer - według opisu ALG0LU-60/, roz
wiązania otrzymuje się również w liozbaoh oałkowityoh. Powstaje 
wlęc konieczność dokonania zaokrągleń w trakcie przygotowania da- 
йУоЬ, oo w konsekwencji wpływa na dokładność wyników. Ograniczona 
^artość bezwzględna liozb typu oałkowite /dla maszyny ZAM-2 bezwzględ
na wartość liczby tego typu nie może przekraczać 21^ - 1/ powoduje 
°2ęsto konieczność normalizaoji tabeli cen przed wykonaniem obliczeń, 
formalizację można przeprowadzić dodając do wszystkich elementów 
W u m n y  lub wiersza pewną liozbę oałkowitą. Na rys. 1 pokazano ogól
my schemat omawianego programu.

•2. Rezerwacja miejsc w pamięci

Program rezerwuje miejsoa w następujących blokach:
1. Blok X - XQ, X1, X2, ..., X^, Xm+1, ..., Xln+n_1 .

poozątku obliczeń blok X zawiera dane wartości zapasów w magazy- 
^oh O, 1, 2, ..., m-1 oraz zapotrzebowań odbioroów m,m+1,
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Start

Czytanie danych

0

Rys. 1. Ogólny schemat programu transportowego. Nume
ry odpowiadają numerom na schematach szczegó
łowych.
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ro+2, ..., m+n-1. W trakcie liozenla tworzone są w nim kolejne roz
wiązania bazowe, a na końou rozwiązanie optymalne. Ponieważ rozwią
zanie bazowe posiada tylko m+n-1 niezerowych wartośoi Jed
no miejsce bloku X jest niewykorzystane. Indeks tego miejsca jest 
Pamiętany jako wartość zmiennej t.

2. Blok indeksów P - PQ, P1, ..., Pm_1» Pm » pm+i» •••» pm+n-1
Blok P zawiera indeksy wskazujące aktualne rozwiązanie bazowe wed
ług zasady:

Aik = Xi? = dla 1=0,1, ..., m-1 oraz i/t
1 /5/ 

Х^к = xp к = dla k=m,m+1 f .. . ,ra+n-1 oraz k^t •
к

3. Blok pomocniozy V - 7Q, V.,, ..., , Vm , Vm+1, ..., Vm+n_.,

^ bloku V pamiętane są liczby służące do sprawdzania, ozy dane roz
wiązanie Jest optymalne /potenoJały/.

4. Blok Jednostkowyoh kosztów transportu С -

C0,m C0,m+1 •** G0,m+n-1 

C1,m C1,m+1 ••• C1,m+n-1

Cm-1,m Cm-1,m+1 ••• Cm-1,m+n-1 . 

blok ten może byó również traktowany jednoindeksowo.

2.3. Szozegółowy opis programu

2.3.1. Wprowadzenie rozwiązania poozątkowego metodą "kąta północno- 
zachodniego".

Wstępne rozwiązanie bazowe zdecydowano wprowadzić metodą "kąta 
Półnoono-zaohodniego" przystosowaną do przyjętego sposobu zapisu in- 
formaoji w pamięci maszyny. Próby przeprowadzone w naszym ośrodku 
Okazały, że stosowanie innych znanyoh z literatury [i] metod wpro-
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Rys. 2. Wprowadzenie początkowego rozwiązania bazowego me
todą kąta północno-zachodniego. Sieć działań.
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Sadzania rozwiązania poozątkowego nie daje spodziewanych korzyści,
 ̂powoduje konieczność pewnej rozbudowy programu.

Rys. 2 pokazuje sieć działań omawianej częśoi programu. Na ry
sunku tym, podobnie jak na wszystkich następnych przedstawiających 
schematy działań, podano przy każdej ozynności szozegółowe komenta
rze słowne omawiająoe jej sens oraz wzory, według których wykonywa
ne są działania w maszynie. Symbol := oznacza operację nadania war
tości i sens jego Jest identyczny jak w ALGOLU 60. Symbol ożna- 
°za zamianę wartośoi zmiennyoh występujących po jego obu stronach.
 ̂wyniku naznaozonyoh działań otrzymujemy w blokaoh X i P oraz
* komórce t wyozerpujące informaoje dotyozące początkowego roz
wiązania bazowego. W bloku V zaś, układ liozb posiadających nastę
pującą własność:

Jeśli utworzymy nową tabelę cen C' w ten sposób, że

ci'k - °ik - vi - vk. / 6 '

dla i=0, 1, 2, ..., m-1; k=m, m+1 , m+2, ..., m+n-1, to funk
cja oelu dla poozątkowego rozwiązania i dla tak przekształconej 
macierzy cen będzie równa zeru:

m-1 m+n-1
r' ■ T. Z  cik *

i=0 k=m
ik Aik u * /7/

Łatwo dowieść, że optymalne rozwiązanie odpowiadające macierzy 
 ̂ jest identyozne z optymalnym rozwiązaniem dla maoierzy С [2 ].

Powstawanie rozwiązania początkowego przedstawimy na prostym 
Przykładzie. Na rys. 3 pokazano dane dla zadania transportowego w 
Przypadku istnienia dwóch dostawców o numeraoh 0 i 1 oraz ozterech 
0(ibioroów o- numerach 2, 3, 4 i 5, na rys. 4 kolejne iteracje two- 
^enia rozwiązania startowego dla tyoh danych. Wszystkie działania 
*°stały wykonane według schematu z rys. 2, 00 Czytelnik może łatwo 
Prześledzić. W poszczególnych kolumnach tabeli umieszczono wartoś
ci bloków P, X 1 V dla kolejnych iteracji, ostatnie kolumny odpo
wiadają rozwiązaniu startowemu. W trakcie obliczeń tworzą się licz-
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Z a p ot rz eb owani a

Zapa
sy

60

40

20 30 40 10

Nr Ceny

0 5 7 6 1

1 14 16 10 8
o 3 4 5

Ryt'. 3. Przykład zadania trans
portowego •

i
i: = к

к: = 0,1..... m+n-1

I ,-----

H- 1! У1г

i
. /art  o ś 
c i  po
cz ąt kow e

I t e r a c j a ./art oś'  
c i  kori' 
с owe1 2 3 4

Blok P
0 - - - 4 4 4 _
1 - - - - - ._
2 - 0 0 0 0 0

3 - - 0 0 0 0

4 - - - - 1 1

5 - - - - - 1

Blok X
0 60 40 10 10 10 10 _
1 40 40 40 40 10 0
2 20 20 20 20 20 20 ^

3 30 30 30 30 30 30 ^

4 40 40 40 30 30 30 ^
5 10 10 10 10 10 10 .

Blok V
0 0 0 0 0 0 0 ^
1 - - - - 4 4
2 - 5 5 5 5 5 ^
3 - - 7 7 7 7 ^
4 - - - 6 6 6 ^

5 - - - - - 4

к 2 3 4 1 5 ^
t 0 0 0 4 1 __

Rys,. 5. Schemat przeszuki- Rys. 4.
wania rozwiązania 
na podstawie war
tości bloku p.

Powstawanie rozwiązania początk0' 
wego. W kolumnach bloku X pod' 
kreślono liczby już w danej ite' 
racji należące do rozwiązania.
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V  к i t zapisane u dołu tabeli, oznaczające numery dostawoów
1 odbiorców kojarzonych w danej iteracji. Po skończeniu iteracji 
otrzymuje się wartości końoowe /zapisane na rys. 4 w ostatniej ko
lumnie/. <’art ości te stanowią początkowe rozwiązanie bazowe, od 
którego zaczynamy następny etap obliczeń.

Powstałe rozwiązanie startowe ma następujące własności:

1. Nie ma w nim zamkniętych pętli, oznacza to, że zmieniając 
v'artośoi zmiennej i według schematu rekurencyjnego z rys. 5 zawsze 
Natrafimy na wartość i=t. Dowiedziono, że jeśli dla danego zada
nia istnieje rozwiązanie zawierające zamkniętą pętlę, można dla 
!llego utworzyć rozwiązanie nie zawierające pętli, dla którego funk
i a  oelu ma tę samą lub mniejszą wartość; wynika stąd, że rozwią
zania optymalnego możemy szukaó wśród rozwiązań dopuszczalnych nie 
Zawierających pętli [2].

2. Rozwiązanie to można przedstawić graficznie /dla przykładu 
Nawiązania z rys. ó odpowiedni wykres pokazano na rys. 7/, w tym 
5й1и należy wypisać wszystkie numery dostawców i odbiorców, a nas- 
4i>nie połączyć je strzałkami tak, aby każda strzałka zaczynała 
sio od numeru i /i=°, 1, ..., m+n-1/, a kończyła na odpowiada
li o ym mu numerze Pi. Istnieje wzajemna odpowiedniość pomiędzy ta-
1 л‘'irti wykresem, a danym rozwiązaniem dopuszczalnym. Dlatego prze
kształcenia dokonywane na rozwiązaniu można demonstrować wykreśl
cie.

^•3,2. Szukanie zmiennej, którą należy wprowadzić do bazy ^ rsJj 
sprawdzenie czy wprowadzenie jej jest jeszcze konieczne.

j>o rozwiązania bazowego należy wprowadzić zmienną o indeksach 
'■«oh samych, które posiada najmniejszy element macierzy C' (б)* 
',,varantuje to monotoniczne zbliżanie się do rozwiązania optymalne-

• ; przypadku zaś, gdy zachodzi zależność:

•f ■ 4 s  - £ j ( l!ik T  ? 1 " тк ) * °  

d la  i = 0 ,  2 ,  . . . ,  m-1 j  lc=m, m +1, m +2,

>аПе rozwiązanie jest optymalne I 2 1 .

..., m+n-1

/8/
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Zapotrzebowania

20 30 40 10

Nr Przesyłki
0 20 30 10

1 30 10

2 3 4 6

10

Zapa
sy

60

40

30

10

Rys. 6. Sprawdzenie poprawności 
rozwiązsnis otrzymanego 
programem z rys. 2.
Sumy wartości przesyłek 
w wierszach są równe za
pasom, w kolumnach zapo
trzebowaniom •

20 30

Rys. 7. Graficzne przedstawie
nie rozwiązania dopusz
czalnego zadania trans
portowego. Liczby przy 
strzałkach oznaczają 
wartości przesyłek.

Rys. 8. Szukanie indeksów zmiennej, 
którą należy wprowadzić do 
bazy.
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5 7 6 4

Nr с Г i.к
0 0 0 0 -3

1 +5 +5 0 0

2 3 ’ 4 5

V.i

Rys. 9. Do bazy należy wprowa
dzić zmienną o numerach 
r = 0, в - 5; 
f = min (Ci>k) = -3 •

0,5

И

I, P I, P. i, p
(0,4) > (0,5) (0,5)

(1.4)
1.2,o) (2,0) (2,0)
(3,0) 0,4 (3,0) 4 ,1 (3,0)
(4,1) (4,1 ) (4,0)
(5,1) (5,1 ) (5,1)

I P X
r=0-—  5 0
1 -—  4 30

2 0 20
3 0 30
4 — — 0 10
5 — -1 10

W

Rys. 10. Schemat porządkowania bloku' P(a); ostateczny wy
nik porządkowania (b).

8.5- t-i

2 ---- - r - 0 - -----3
(»)

Rys. 11. Graficzne przedstawienie tworzenia pętli podczas porząd
kowania bloku P. a - rozwiązanie początkowe. Porównaj z 
rys. 10.
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Rys. 8 przedstawia sieć działań części programu, wykonującej 
omówione sprawdzenie, rys. 9 - wynik obliczeń dla zamieszozonego 
przykładu, wykonanych według sieci działań z rys. 8.

2.3.3. Wprowadzenie nowej zmiennej; porządkowanie bloków X i P*

Zmienną X musimy wprowadzić do bloku Z w miejscu o nume- 
rze r. W tym miejscu może jednak być inna zmienna ••rp^> musimy 
ją zatem przenieść w miejsce o numerze Pr itd. aż do miejsca o 
numerze t, które jest wolne, o czym wspomniano wyżej. Wartość 
wprowadzanej zmiennej wynosi na tym etapie zero. IV ten sposób otr^f 
mamy nowe uporządkowanie bloków X i P, odznaczające się własn^ 
cią:

jeżeli, poczynając od numeru k=r, poruszać się będziemy wed
ług schematu z rys. 5, po pewnej liczbie kroków natrafimy na nu"
mer i=r, po czym proces będzie się powtarzał.

Powstała pętla, zwana "śoieżką zastępczą", posłuży do poprawiania 
rozwiązania.

Rys. 10a przedstawia kolejne uporządkowania bloku P dla po
przednio omawianego zadania. W kolumnie 1 wpisano schematycznie sK° 
jarzenia liczb ^1, Р±) dla rozwiązania poozątkowego z rys. 4, 
strzałką oznaczono miejsce, do którego należy wprowadzić skojarze
nie (o ,5 ). Kolejne kolumny pokazują poszczególne etapy działania? 
ostatnia kolumna pokazuje ostateczne uporządkowanie. Jednocześnie 
z porządkowaniem bloku P, dokonywane są odpowiednie przestawienia 
w bloku X. Rys. 11 pokazuje graficznie przebieg porządkowania, bia 
rys. 11a widać rozwiązanie początkowe, rys. 11d przedstawia rozwiń" 
zanie po uporządkowaniu - widać tu wyraźnie powstałą pętlę.

Schemat działań z rys. 12 wykonuje omówione porządkowaniв.

2.3.4. Szukanie numeru niewiadomej, którą należy usunąć z bazy.

Łatwo wykazać, że jeśli poruszając się według schematu z rys. 5) 
poczynając od numeru k=r będziemy na przemian zwiększać i zmnieJ 
szać wartości Х^ o stałą liczbę, aż do osiągnięcia ponownie war
tości i=r, otrzymamy nowe rozwiązanie, dla którego będą s p e ł n i o - '
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warunki /2/. Można zatem dobrać taką liczbę g, aby przynaj- 
ej jedna ze zmiennych, należących poprzednio do rozwiązania 

została wyzerowana i aby spełnione były warunki /4/, a nas- 
4pnie usunąć tę zmienną, przyjmując t=i. /Dla rozwiązania z ry-
3Unku 10b i rys. 11 d g=1n/.

Prosty program przedstawiony na rys. 13 realizuje powyższe za
d a n ie .

>̂3.5, Poprawianie bloku X

Mając wartość g, przebiegamy jeszcze raz pętlę zmieniając od- 
^Yfiednio wartość X^.

Tabela na rys. 14 pokazuje wartości bloku X przed i po popra
wieni u; rys. 15 jest odpowiednim graficznym przedstawieniem opera
mi wykonanych w tej tabeli.

Schemat programu znajduje się na rysunku 16.

•̂3.5. Poprawienie bloku V

Dla powstałego nowego rozwiązania bazowego musimy znaleźć nowy 
^ład liczb V taki, aby spełnione były warunki /6/ i /7/. Okazało 

że nie zachodzi potrzeba ponownego rozwiązywania układu rów- 
wynikającego z tych warunków i dająoego szukane wartości, a 

^żna posłużyć się prostą regułą wykorzystując obliczoną poprzed- 
wartość f *

Aby poprawić dla k=0, 1, 2, ..., m-1 należy sprawdzić,
poruszając się od numeru к według schematu z rys. 5 najpierw 

^trafimy na i=r, czy na i=t. W pierwszym przypadku należy war- 
l°ść V. powiększyć o f, w drugim pozostawić bez zmiany. Dla^ л
4,t>, m+1, m+2, ..., m+n-1 należy postępować Identycznie z tym, że 
^aeba zmienić znak zmiennej f na przeoiwny. Aby uniknąć nadmler- 
6§o wzrastania bezwzględnych wartości liczb Vk , można zastosować 

, 10ł,malizację, polegająoą na odejmowaniu w każdej iteracji od wszyst-
• V. dla k=0, 1, 2, ..., m-1 wartości Vn, a dla k=m, m+1,
ta •..., m+n-1 - dodawaniu tej wartośol.
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Przygotowanie do wpro
wadzenia przechowywa
nej zmiennej 
h:= g, j: = i, i: = к

Przygotowanie do wpro 
wadzenia zmiennej X.

h: = 0, j:  ■
rs 

i: = r

Przechowanie i-tej zmiennej w miejscach 
roboczych k;= & : я Х ^

//prowadzenie przechowywanej zmiennej na 
miejsce i-te X.:i

Sprawdzenie czy proces się zakończył
i = t?

NIE TAK

Wartości 
g; = 00

początkowe 
i-. = r

.1
Przejście do nowej 
zmiennej i: = P^

Sprawdzenie czy należy usunąć i-tą zmienną 
g - Х±3&0?

TAK

Przyjęcie nowej
wartości g

ff- \
Usunięcie i-tej
zmiennej t: в i

NIE

Przejście do nowej zmiennej
i: - P,

Sprawdzenie czy proces się zakończył i = r?

TAK NIE

Rys. 12. Wprowadzeń1
nowej zmi  et'
nej, porzS0 
kowanie Ы 0" 
ków X i P'

Rys. 13. Szukanie numei41 
zmiennej, któr4 
należy usunąć2 
bazy; usunięci® 
tej zmiennej •
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P Blok X

r=0--*■5 0+g 0+10 10

1 - —  4 30+g 30+10 40
2 0 20 20 20

3 0 30 30 30
t=4-—  0 10-g 10-10 0

5 -—  1 10-g 10-10 0

Rys. 14. Poprawianie Bloku X; Rys. 15. Graficzne przedstawienie powstawa- 
g = 10 . nia nowego rozwiązania - (a) szuka

nie wartości zmiennej g (g = 10),
( b) rozwiązanie po dokonaniu popra
wienia .

.... * 1

Poprawianie i-tej zmiennej
x .: к x . + gx 1 °

Zmiana znaku g
g- = "g

Przejście do nowej zmiennej 
i: = p.

Sprawdzenie czy poprawiono 
wszystkie zmienne

o>.Uli•H

TAK NIE

Rys. 16. Schemat programu służącego do po
prawiła bloku X .
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Postępowanie według tej reguły znacznie upraszcza program i jest 
tym cenniejsze, że pozwala uniknąć korzystania z tabeli cen /parni?' 
tanej w pamięoi pomooniczej/ na tym etapie obliczeń. Rys. 17 przed' 
stawia schemat programu, rys. 18 - wynik obliczeń dla rozpatrywane'

Obliczenie wartości początkowych
& = V , II < 1 f , k: = -10 0

Zmiana znaku liczb f i g  
f: = -f, g: - -g

Przejście do następnej pozycji bloku V 
k: = к + 1 , i: = к

}_____ Poprawienie k-tej wartości V
i; = P.

i
i = t?

NIE

NIE
i = r?
3 TAK

T

TAK

V = vk+

TAK
Sprawdzenie czy należy zmienić znaki liczb 
f i g  k = m - 1 ?

X NIE
Sprawdzenie czy należy zakończyć liczenie 

к = m + n - 1?
TAK NIE

Rys. 17. Schemat crogramu tworzącego nowy układ liczb V •i
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go przykładu. Rys. 19 pokazuje poprawność wyniku uzyskanego przy 
Zastosowaniu omawianej reguły. Jak widać, otrzymane rozwiązanie 
Jest już optymalne, ponieważ wszystkie wartości

g = 0 f = -3

P Blok V 
a b с

r=0 5 0 O+f -3

1 4 4 4+g 4
2 0 5 5-f 8
3 0 7 7-f 10

t=4 - 6 6-g 6

5 1 4 4-8 4

Vk
8 10 b 4

Rys. 18. Poprawianie bloku 
Vj według schema
tu z rys. 17.
(a) wartości po

czątkowe ,
(c) wartości po

prawione •

0 0 0 3 0

1 2 2 0 0
2 3 4 5

Rys. 19. Sprawdzenie poprawności 
rozwiązania z rys.rys. 
14 i 18 .

3. ZALETY PRZEDSTAWIONEGO PROGRAMU

Przedstawiony program odznacza się bardzo szybkim działaniem.
^ło się to uzyskać dzięki ominięciu znanego z literatury trudnego 

zautomatyzowania sposobu szukania "ścieżki zastępozej" oraz dzię
ki uniknięciu rozwiązywania układu równań przy obliczaniu nowych 
**rtośoi Vk ; w ciągu jednej iteracji tabela cen jest przeszukiwa-
& tylko jeden raz.
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Drugą zaletą omówionego programu jest uniknięcie komplikacji 
związanyoh z konieoznośoią oddzielnego rozpatrywania tzw. rozwią
zań zdegenerowanych, ożyli takich, dla których liozba niezerowyoh 
wartośoi Xlk Jest mniejsza niż (m+n-l'). Wynika to z odmiennego 
traktowania zmiennych, które wchodzą do rozwiązania 1 mają wartoś
ci zerowe oraz takioh, które nie wchodzą do rozwiązania /zawsze me' 
jącyoh wartości zerowe/. Rozwiązania zdegenerowane program traktuj6 
tak samo jak niezdegenerowane, .00 również zostało zilustrowane na 
omawianym przykładzie. W programie dostawców i odbiorców traktuje 
się w jednakowy sposób. Dzięki temu liczba rozkazów została zmniej' 
szona dwukrotnie.
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[1] GASS S.: Programowanie liniowe. Warszawa 1963, tłumaczenie z angielskieg0'
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A SOLUTION OP THE TRANSPORT PROBLEM USING A DIGITAL COMPUTER 

Summary

The paper deals with the classical transport problem. The described method 
of solution is well adjusted to the computers for which the large matrix 
of costs must be recorded in an auxiliary memory, and the basic solution can 
be held in the high speed memory. The program is short on account of the as' 
sumed way of numerating the indices which permits to use only 4 arrays of 
variables mentioned in 2.2. The simplicity of the program is reached by a 
special reordering of the variables after each iteration. Therefore the com' 
puting process goes very quickly without any waste of time for seeking the ){ 
"auxiliary path’’. The usual complications with the degenerated solutióhs don 
exist in the described method.
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blstytut Maszyn Matematycznych
^gorytmy №  6
Ъ 1966.07

519.27:681 .14-523.8

GENERATOR LICZB LOSOWYCH O ROZKŁADZIE 
RÓWNOMIERNYM DLA MASZYNY ZAM-2

Ryszard ZIELIŃSKI 
Pracę złożono 8.X.1965 r.

^herator liczb losowych o rozkładzie równomiernym 
“6st podstawowy dla uzyskiwania liczb losowych o do- 
*°lnych rozkładach, dla realizucji procesów losowych 

dla rozwiązywania wszelkiego rodzaju zadań z za- 
^“esu modelowania w warunkach przypadkowości. W ni- 
JJejszym opracowaniu podano wyniki studiów nad nie- 
^órymi generatorami liczb losowych o rozkładzie rów- 
Sierayn, pełne wyniki testowania generatora RNB 

óry wybrano jako najlepszy generator dla maszyny 
Щ - 2/ oraz tablice tego generatora umożliwiające sto- 
l°Wanie go w przypadkach bardziej złożonych sposobów 
°sowania, na przykład losowania warstwowego.

Najczęściej używanymi na maszynie ZAM-2 generatorami są: gene- 
^tor RNA I6J realizowany za pomocą sekwencji rozkazów w języku
54S:

UM.X 
MN. С 
РМ.Х

stałą początkową X 234.642.457.001 i stałą С 115.354.631.461 
generator kwadratowy KGA 2 realizowany za pomocą sekwencji 

^zkazów:
UM.X 
MN.X 
PW1 7 
PM.X
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ze stałą początkową X = 234.642.457.001. Generatorem KGA nie bę
dziemy się dalej zajmowali ze względu na to, że czas generowania 
jednej liczby jest około 30% dłuższy od czasu generowanie jednej ' 
liczby w generatorze RNA oraz ze względu na to, że ilość różnych 
liczb generatora KGA jest stosunkowo niewielka i przy podanej wy
żej stałej wynosi ok. 100 000. Zalety tego generatora /brak okre
sowości na poszczególnych pozycjach generowanych liczb/ ozynią go 
szczególnie przydatnym tylko w specjalnych zastosowaniach.

Generator RNA należy do klasy generatorów multiplikatywnych poS' 
taci:

Xn * (xn_i*c) mod M 

lub ogólniej - do klasy generatorów mieszanych:

R^ = (x*Rn_1 + A^ mod M .

35Wszędzie dalej będziemy zakładali, że M = 2
Teoria tych generatorów jest obszernie opracowana, natomiast ot' 

wartą kwestią pozostaje wybór stałych С,Я , A dla generatora r e a 

lizowanego na określonej maszynie cyfrowej z punktu widzenia czasu 
generowania, ilości potrzebnych miejsc pamięci oraz długości słowa' 
Stałe te powinny być przy tym wybrane tak, aby określony zestaw te5' 
tów nie prowadził do odrzucenia hipotezy o tym, że ciąg liczb z d®*1 
nego generatora tworzy próbę prostą z populacji o założonym rozkła' 
dzie.

Generatory mieszane są generatorami okresowymi. Długość okresu 
zależy od stałych С i Я , przy czym okresowość poszczególnych 
cyfr binarnych w liczbach otrzymywanych z tego generatora jest 
na. Zagadnienie okresowości generatorów mieszanych i multyplikaty1̂  
nych było rozpatrywane w pracy [ з ] ,  na podstawie której opraoowa- 
no tabelkę 1:
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Tabela 1.

Okresowość generatora multiplikatywnego i mieszanego na maszynie
2 AM—2
Stała 2,
К nieparzyste

Okres
gener.

Okres k-tego bitu
34> k>j3 +1 k=j3 k ^ 2 k=1 k=0

fi_C=K.2 + 1 235-£ 2k+1-^ (*) 1
C=K.2fi - 1 235-£ 2k+1-3 (*) (**) 2 1
H=K.2^ + 1 235 2k+1

a=K.2 i> - 1
236-fi 2k+2-J3

(**)

*) bity mają taką samą wartość jak odpowiednie bity wartości początkowej ge
neratora.

«*)bity mają stałą wartość lub okres równy 2, co zależy od ostatnich bitów 
wartości lub wartości R^ i A.

Ponieważ stała С w generatorze RNA jest równa:

С = 24. 33.37.107.6079 + 1 
31okres tego generatora wynosi 2 .

Najdłuższy możliwy okres generatora raultyplikatywnego wynosi 
/przy fi = 2/. Nazwiemy generatorem RNB generator multyplika- 

tywny ze stałą:

С = 22.237 + 1 .

Stała ta w zapisie oktalnym równa jest:

С s 145.361.406.635 .

Najdłuższy możliwy okres generatora mieszanego otrzymujemy przy 
stałej:

A = K.2^ + 1 ,

gdzie К jest dowolną liczbą nieparzystą oraz fi ̂  2. Własności 
statystyczne tego generatora zależą od X i od stałej addytyw- 
bej A. W pracy [4 ] cytowany jest wynik Greenbergera z 1962 roku,
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że współczynnik autokorelacji w generatorze mieszanym znajduje się 
w granicach:

natomiast w pracy [5 ] w dyskusji tego wzoru dla K=1 podaje się, 
że współczynnik autokorelacji jest równy zeru, gdy

a .*-”  . J ± J V ?

Taki generator, w którym:

fim 2
К = 1
A*2-35 = J - J y T  « 066.062.613.515

nazwiemy generatorem RNC, natomiast ten sam generator ze stałą

A*2-35 = \ + J y T  = 226.546.647.430

generatorem RNC1. Generator ten realizuje się na maszynie ZAM-2 za 
pomocą następującej sekwencji rozkazów w języku SAS:

UA1009
UA.R
LW2
DO.R
DO.A
PA.R
SN+1

W dalszym ciągu pracy omówione zostaną wyniki testowania genera' 
torów RNB, RNC; RNC1. Ponieważ liczby losowe z generatora RNB wy^ 
pełniają przedział /0,1/ czterokrotnie gęściej niż liczby z genera^O;ora RNA - ten ostatni generator nie był badany. Z innych rozważa' 
.ych generatorów wymienimy generator Fibonacciego. Ze względu na 
ynikl zawarte w pracy [_ 9] należałoby ograniczyć się do ciągu lic^ 
pseudolosowyoh składającego się tylko z parzystych /lub tylko nie"
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Parzystych/ wyrazów ciągu Fibonacciego, ale - jak wykazały doświad- 
°zenia*)- wtedy czas generowania jednej liczby jest dłuższy od 
Caasu generowania jednej liczby w generatorze RNB. Z tego powodu 
generatora Fibonacciego bardziej szczegółowo nie badano.

Generator RN3

Generator RNB sprawdzono dwunastoma testami. Dla każdego tysią
ca kolejnych liczb z tego generatora obliczano wartości następują
cych statystyk:

- statystyka A /por. statystyka M w £') ] /: obliczano w każdym 
tysiącu wartość X^ średniej. Za wartość statystyki A przyjmowa
no wartość dystrybuanty rozkładu zmiennej losowej Хд. Według roz- 
winię cia Edgewortha otrzymujemy:

(3)
p{xA< x } =  $ [i 09.54452(x-0.5)] - 0.0П005 [\ 09.54452 (x-0. 5)] ,

(3)8dzie Ф (t) oznacza wartość dystrybuanty, a ip (t) wartość k-tej 
Pochodnej dystrybuanty w rozkładzie normalnym N (0.1) w punkcie t. 
Znieważ ostatni wyraz nie przekracza bezwzględnie wartości 3.10-  ̂
Przyjmowano, że rozkład XA jest normalny ze średnią 0.5 i odchy
leniem średnim 1/109.54452;

- statystyka В /por. statystyka V w [1 ] /: obliczano w każdym 
tysiącu wartość Xg średniego kwadratu. Za wartość statystyki В 
^zyjmowano wartość dystrybuanty rozkładu zmiennej losowej Xg we
dług rozwinięcia Edgewortha:

Г T г / i (2/} 1
P|X B < x l=  ф jl 06. 066 (x-1/3 )J - 0.003367 ^  (1 06.06б(х-1/3)

- 0.0000357 + (3lfi 0 6 .06 6 (x-1/з)] +
(5)1- ; v

+ 0.000006 |l06.066(x-1/3) •

Znieważ każdy z dwóch ostatnich wyrazów nie przekracza bezwzględ
ne wartości З . Ю -5, w obliczeniach korzystano tylko z dwóch pierw- 
s2ych wyrazów tego rozwinięciaj

%
por. Dodatek: Porównanie czasu pracy generatorów.
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- statystyka С /por. statystyka F w /: przedział (0,1) po
dbielono na 64 równe przedziały i obliczano ilość n. liczb w każ-

2dym z tych przedziałów. Następnie obliczano wartość statystyki X
2 P/obliczoną wartość statystyki X oznaczamy wszędzie przez X0/:

64 ( 1000\
T 4 ч i “ 64 )

-  2 - /1000\
i=1 \ 64 /

Ponieważ ilość stopni swobody jest duża /f®63/ przyjęto, że zmien
na losowa U:

ma rozkład N^O,l) i za wartość statystyki С przyjmowano wartość 
dystrybuanty tego rozkładu w punkoie równym obliczonej wartości
statystyki U;

- statystyka D /por. statystyka С w [*1 ] /: przedział (0,1) po
dzielono na С równych przedziałów i obliczano liczbę n ^
(i=0, ..., 7} j=0, ..., 7) takich par (xk , (k=0,1,...,99̂)'
że jest wartością z i-tego, natomiast xk_i wartością z j-tê
przedziału. Następnie obliczań) wartość statystyki X2 :

7 7 / 1 000\ 2
_ V  T-4 V i-i 64 I

xe ~ 2- / I OOP \
1=0 j = 0 ( 64 )

Podobnie jak przy obliczaniu statystyki С wprowadza się zmienną U 
o rozkładzie n (o,i ] i wartość dystrybuanty tego rozkładu w punkcie 
równym zaobserwowanej wartości statystyki U przyjmuje się za war
tość statystyki Dj

- statystyka E /por. statystyka R w ['’']/: bada się serie war
tości leżących powyżej i poniżej wartości 1/2. Przyjmuje się, że 
rozkład liczby Xw wszystkich serii jest normalny z parametrami5
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:(XE ) = 500; d2(xE ) = 250

2a wartość statystyki E przyjmuje się wartość dystrybuanty tego 
1'ozkładu w punkcie równym obliczonej wartości statystyki XE;

«
- statystyka F: bada się serie wartości leżących powyżej i po

niżej wartości 1/2. Rejestruje się ilości serii o liczbie wyrazów 
1, 2, 3, 4, 5, 6 oraz o liczbie wyrazów równej lub większej 7. Za-pobserwowany rozkład serii porównuje się testem X z rozkładem 
teoretyc:nym (za teoretyczną ilość serii o długości к przyjmuje 
się Xs/2k ). Oblicza się wartość Xp dystrybuanty rozkładu X 2 
o 6 stopniach swobody w punkcie równym zaobserwowanej wartości sta- 
tystyki X -. Wartość 1-X? przyjmuje się za wartość statystyki F;

- statystyka G: bada się serie monotoniczne /serie wyrazów ma
lejących i serie wyrazów rosnących/. Rejestruje się wartość statys
tyki Xę - łącznej ilości serii monotonicznych. Przyjmuje się, 
Sgodnie z Г3J, że rozkład statystyki X^ jest normalny z parame
trami :

E(XG) = ^(2n - i) = 1999/3

D2 (XG) = g77(l 6n - 29) = 39.96373 .

wartość statystyki G przyjmuje się wartość dystrybuanty tego 
Rozkładu w punkcie równym obliczonej wartości statystyki

o- statystyka H: bada się serie monotoniczne. Testem X porów
nuje się rozkład zaobserwowany i rozkład teoretyczny liczby serii
0 długości 1, 2, 3, 4, 5, 6 i 7 /rozkład teoretyczny podany jest
vr ~[3 ]/. Wartość dystrybuanty rozkładu X ̂  о в stopniach Swobody 
^Unkcie równym zaobserwowanej wartości "X2 przyjmuje się za war
tość statystyki H;

- statystyka I: generuje się liczby losowe o rozkładzie normal- 
jako standaryzowane sumy dwunastu kolejnych liczb generatora 

^B. Testem X ~ porównuje się zgodność uzyskanego rozkładu z roz-
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kładem normalnym. Wartość dystrybuanty rozkładu X w punkcie rów-
2nym zaobserwowanej wartości statystyki X  przyjmuje się za war

tość statystyki Ij

- statystyka K: generuje się liozby losowe o rozkładzie wykład- 
niczym /algorytm z pracy [7 у  i testem Х 2' porównuje zgodność roZ' 
kładu zaobserwowanego z rozkładem teoretycznym. Za wartość statys-
tyki К przyjmuje się wartość dystrybuanty rozkładu X w punkcie

2równym zaobserwowanej wartości statystyki X ;

- statystyka L: generuje się liczby losowe o rozkładzie trójkąt'2nym jako sumy dwóch kolejnych liczb z generatora RNB i testem X 
porównuje się zgodność rozkładu zaobserwowanego z rozkładem teore
tycznym. Za wartość statystyki L przyjmuje się wartość dystrybuan-pty rozkładu X w punkcie równym zaobserwowanej wartości statysty' 
ki Z 2;

- statystyka M: bada się rozkład mniejszej z dwóch liczb z ge-2neratora RNB. Testem X porównuje się zgodność zaobserwowanych 
realizacji z rozkładem teoretycznym. Za wartość statystyki M przy" 
muje się wartość dystrybuanty rozkładu X w punkcie równym zaob
serwowanej wartości statystyki X

Wartości wymienionych statystyk /pomnożone przez 1000/ wraz z 
wartościami początkowymi w kolejnych tysiącach liczb z generatora 
RNB podano w tab. 2. Obliczenia wykonano dla pierwszych 200,000 
liczb tego generatora.

Jeżeli ciąg liczb z generatora RNB stanowi próbę prostą z popu
lacji o rozkładzie równomiernym w przedziale (0,1) , to każda z dW*' 
nastu statystyk powinna mieć rozkład równomierny w przedziale

Empiryczne rozkłady tych statystyk podano w tab. 3.
2Sprawdzono testem Z zgodność każdego z empirycznych rozkła

dów z tab. 3 z rozkładem równomiernym. Wartości ?(z.~<X ), gdzie2 p V
% Q jest zaobserwowaną wartością statystyki X ", zestawiono w ta
beli 4. Dla porównania w tej samej tabelce podano wartości 
F o b l i c z o n e  dla pierwszych stu wartości statystyk Л, B,
• • • у M.

2



Ta
bl

ic
e 

g
e
n
e
r
a
t
o
r
a

GENERATOR LICZB LOSOWYCH DLA MASZYNY Z A I >

О 40 CA 04 Th 04 40 40 LA O O CO Th t - Th (T) OJ Th LA t -
Я 40 Th OJ lA O ГА r - a ) Th o t - r^- a ) fA vO rh o Th CA lA cn fA r— r—

OJ т— 04 Th OJ o c - O OJ O CO 40 T~■ 40 40 fA 40 C^ CA t— 40 r— lA СП

f - СП г-* 04 co c ^ Ol O Q c— r— r - OJ 04 LA o LA fA OJ O O 40
И OJ СП Th a ) 04 ч— C\J OJ 40 o c— (1) Th O 04 40 CO CA OJ 40 r~ OJ IA

ть t*- LA LA Th lA t - OJ 04 T“ (A *“ o LA CA 04 04 fA 04 T— co 40 co

c a СП Th 04 CO o 04 LA c^ 40 r - CA r - CO lA OJ O OJ 04 г*— 40 40
е - m CU T~“ СЛ O 04 t - LA CA T— CO C^ 40 (A CA 40 Th 00 04 O Г - O Th 04
t- СГ» U4 t~ CA <A t— OJ T~ 40 OJ c - LA Th • Th c - fA r - co co C0 fA 00 LA

40 04 04 04 OJ 40 OJ Th 04 OJ 40 O Th e' in 40 OJ CO OJ 04 fA OJ С—
н t - 1А U '1) OJ LA O 04 LA 04 Tł* T— 04 04 en 04 LA r - 40 04 r - Th 04 fA

сб Th О СО co 40 04 LA CA OJ t J- CA fA CO ^h LA OJ 40 Ol 00 O 40 r - C - 40 Th

M
04 г - C'- СП LA OJ CA OJ Th t— 40 OJ t - LA OJ Th OJ r - r - 04 O LA LA 40

д a ) OJ vO a ) t— lA 40 04 04 r — CA 40 CA i— co f*- i n LA lA V0 40 Th LA fA O
>> с - 00 LA t J- ГЛ O OJ T— LA OJ O Th Th 04 CA i— o fA r— OJ t - LA r " CA T~

-P
ст> OJ t— C— O o t*— lA Th CO ^h C*- CD OJ T— OJ i n Th t- 40 LA m LA 04

о о Th O СП r - a ) c - 04 Th o OJ t - CO 04 O 40 40 Th CA 40 Th 40 r - 40 OJ
co со С - Th KO r_ co 04 co <A 04 O T~ t - 40 Th 04 00 СП 40 t - CA 40 o o co

>5
о 40 co 04 OJ o 00 (A CO CA CO 40 fA LA U4 t— c - 04 40 Th co r— OJ OJ 04

U4 Г - 40 04 GO a ) C -̂ Th LA Th r - Th 40 04 Th C»4 t— cn OJ 04 Th OJ OJ OJ 00
-p Th 0 ) co LA r*- C4J O 04 Th tA v.O t— t J- CA r " 04 04 O O r - ^h O CA

aJ
i n 40 Th lA kO 04 O LA Th 4P LA LA 40 40 04 04 t*“ LA LA r - 04 r - СЛ O

1А a ) С“- Ol 04 O OJ o 04 OJ o OJ O CT) c - 04 Th r - CO LA OJ lA
-p OJ t - 40 e' fA co LA t - 40 <A O OJ co (A 04 04 Th co CA 40 O 04

co
Th t - en lA LA OJ O Г*— LA CA OJ CO 04 OJ Th O LA LA r - OJ lA LA c*~

Q LA со r — r - 40 OJ 04 CA 04 t - r - T— Th r~~ ^h ar) m O 04 Th co OJ OJ 40 40
40 04 r “ OJ Th lA f^4 T— CO 04 r - fA OJ O 04 04 o OJ 04 CA 40 04 Th co

OJ о CO cn lA co 04 OJ O O OJ 04 40 LA 40 LA 04 o OJ 04 O LA cn OJ o
О СTv OJ r - co O CA 40 LC4 o 40 Th c— t - OJ 04 04 O OJ OJ O OJ 40 v0 LA

LA LA o T~* 40 CO 04 04 04 CA LA O CA CA t - 40 CA 40 fA LA c - O 04

■*h Th T— o OJ h - 40 OJ o O OJ Г - c^ 04 04 r — 04 40 CA r~ LA t— e'
СЦ О О o Th 04 Th CVJ CA Th t— 04 O o C^ 04 r— OJ CO LA 04 f - CA 'T- CA en

t— О OJ LA 04 CO 04 l*— t— CA 'r“ 04 LA 04 OJ 04 c— CA CO 04 40 LA КО СП Th

LA t"- OJ t*- O OJ OJ f - t - LA 40 CA co co Th CO 40 LA 40 LA IA r— *=h
< <г- О 40 IA m o Th <A CA Th lA Th r - r - OJ O O OJ t— CO LA vh Г - 04 LA

*— о
*"

(A 04 O ) 04 t— r - rA OJ CO Th 04 Th 04 CO Th CO 04 40 40 OJ OJ

S
i
"S*NOO
o*

o
-P  сб

a i•5 M

O 'i- O -3- O 
O  O  r -  r- CM 

• • • • • 
1Л г -  Г* (Л  1ЛГЛ T- 1Л 

Th r -  OJ t*~ CA 
• • • • • 

C\) г— С rh  kO 
^h C\J C\J t—  r— 
KO T~ f A  CM 

• • • • • (\1 П  "t 
fA  LA cn -^h kO
cvj <Л О  ГЛ  O

’t o  ^ - O  C\] r\ <«t 
• • • • • 

С'“  LA LA t—  СП ГЛ OJ г- O O 
40 *— IA  СП Th 

• • • • • 
СП T~ kO O  40 <П C"- h- r-±D 
Th 40 cn KO r- 

• • • • • 
Is-  (VI VD LA t4-  
O  ' t M  O v £ >  
(\l г -  Г Л  O  C\l

0 ^ 0  
Lf4 l a  ko 

• • • г- т- СП ООО г- гл (Л • • • lA ri- O 
LA OJ ^h 

• • • 
Th *«$- O 
t A O  tf- 
rA  OJ cn
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Th < ĥ < *tO 't  
О  г  r -

LA O  ^  OJ OJ 
OJ *«h LA Г -  r -  
т -  СП O  O  • • • • •ф  vO Tf- ГЛ ó O h- 1Л (Л r- Ь  ̂ (Л(М 

• • • • •lAvO O O 
O  OJ £—  r— h—
n  О  г л  T\J OJ

O Th O Th O 
OJ OJ n  (Л  

• • • • • ' t  O O
r » v D  О  ( Л С ^  Th t— СП C*- m 

• • • • • 
OJ KO LA l A  Th 
n v D  О  ( Л  ( Л  
О  ко cn O OJ 

• • • • • 
Г  ( Л О  l O t ^  
t—  T -  О  ко СП
T -  OJ OJ OJ T -

A
OJ СП Th LA 40 Г -  00 04 O  т -  OJ СП Th LA KO t— Д) C7\ O 

г -  r -  r -  t -  OJ
r- (M (Л «ф 1Л 
OJ OJ OJ OJ OJ

I



T
a

b
li

c
e

 
g

e
n

e
ra

to
ra

 
R

H
B

112 Ryszard ZIELINSKI Prace IMM

>5
O
•H
rH
&
cd

64

>5
N W 
I—I
cd

•rl
O

сб

+>

W

>>

-M

cd

+>

w

W

Я

o

Рч

t4

o

PQ

1Л1Л1Л o m IA ГЛ ^  ̂  O  
CM <M ON T- CO

T -  CM LA CA 
CTN r— O'» Th 
r -  CM t J- 40

f \ J  ( Л ^ )  
ON T -  ON 40 t4-  
CA Th CA C\J C\J

CA ON C\J Th  40 
t~- t-  Th  ON ON 
O  40 ON r -  40

GO KO KO CO OJ 
CM CA OJ LA ON 
Is-  C\J 1 Л С 0  o

LA OJ t4-  OJO O r ^ ^ r
O'. LA ' t  Г -  O

CO KO CA CA 
ON CA СО Th CO 
ON С*- г -  CA CO

T -  ( Л  ( Л Ф  n  
O  O N f A v D  OJ 
lA  КО t— r — O

ca O  O  LA co CM ON f- (A OJ 1АГЛ LAf̂  1Л
O  VD г -  I A  O  
г -  KO t -  CM T -  
CD l A l A ( A t -

CJ CA O  KO ON 
CA г -  СП С—  r -  
fA  CO CM LA t4’

40 l A  40 LA 40 
C*- CD CA t"- LA 
LA LA o  CO CM

0 0 ( Л г ф  
ON ( A  C—  40 Th 
т*- CM CO CA LA

O  OJ ( Л  t**- co 
f -  CM CM CA CO 
T -  (Л С О  O  I A

r -  о  с*- CO KO 
CA O  CO KO 40 
I A  <Л Ф  fA  vD

tA  (A  CO LA OJ 
C4] LA LA C—  CM 
OJ О  Г -  - j -  ( Л

LA ( A  r -  LA «Ф 04 KO t-“ 04 Th 
КО г* KO CO O

ON Th LA O  O  
40 40 lA  Г— r -  
LA Th r -  CO CM

CM CO O  40 
ON *— Th CO 
O  CO 40 Th on

LA LA LA CO 
LA CM О  КО ( Л  N  ■J- ChO (Л

O  O  CM CM ON 
CM r -  LA Ĉ ~ t—  
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Empiryczne rozkłady badanych statystyk
Przedział S t a t у s t У к а

A В С D E F G H I К L М
0.0-0.1 15 18 24 19 14 18 15 30 23 18 13 17
0.1-0.2 27 20 27 19 9 24 19 23 19 21 28 25
0.2-0.3 15 18 15 14 22 16 21 16 22 21 17 25
0.3-0.4 13 17 14 х 26 25 18 15 22 20 24 24 28
0.4-0.5 22 21 11 23 21 20 17 15 25 22 21 23
0.5-0.6 17 15 15 19' 19 •17 13 21 16 19 23 15
0.6-0.7 16 16 26 21 23 13 26 19 22 19 16 24
0.7-0.8 21 19 21 15 25 25 31 15 18 17 17 11
0.8-0.9 31 30 20 15 20 27 22 20 19 25 22 16
0.9-1.0 
—̂

23 26 27 29 22 22 21 19 16 14 19 16

Tablica 4.
Zgodność rozkładu obserwowanych statystyk z rozkładem teoretycznym

Statystyka
Wartości
dla pierwszych 100 
wartości statystyk

Wartości p(fc2< Z 2J
dla pierwszych 200 
wartości statystyk

А 0.581 0.919
В 0.054 0.633
С 0.599 0.931
D 0.897 0.7Ю
Е 0.665 0.744
F 0.616 0.544
G 0.787 0.863
Н 0.425 0.572
I 0.544 0.466
К 0.486 0.157
L 0.798 0.553
М 0.945 0.888

łyskane wyniki nie pozwalają na odrzucenie hipotezy, że pierwsze 
^00,000 liczb generatora RNB stanowi prćbę prostą z populacji o 
^zkładzie równomiernym.



120 Ryszard ZIELIŃSKI Prace IMM

Generatory RNC i RNC1

Empiryczny rozkład statystyk G i H w próbce stuelementowej /dla 
pierwszych 100,000 liczb/ z generatorów RNC i RNC1 podano w tab. 5*

Empiryczny rozkład statystyk Gi H w generato
rach RNC i RNC1

Przedział Generator RNC Generator RNC1
G H G H

T“•OIo•o 97 97 74 93
0.1-0.2 2 2 15 3
0.2-0.3 1 - 5 1
0.3-0.4 - 1 1 3
0.4-0.5 - - 2 -
0.5-0.6 - - 2 -
0.6-0.7 - - 1 -
0.7-0. 8 - - - -
0.8-0.9 - - - -

0.9-1.0 - - - -
2

Xe 841.4 841.4 473.6 766.8

Ą x 2> x 2e) 4.1 O"7 -<1 O-7 <1 O-7 <10-7

pW tab. 5 podano obliczoną wartość statystyki X w teście zgodno^" 
cl rozpatrywanych rozkładów empirycznych z rozkładem równomiernym 
oraz wartość P̂ fc2 > £ 2̂  dla dziewięciu stopni swobody.

Uzyskane wyniki prowadzą do odrzucenia hipotezy, że pierwsze sto 
tysięcy liczb z generatorów RNC i RNC1 tworzy próbę prostą z popu
lacji o rozkładzie równomiernym.

Dalszych studiów nad generatorami mieszanymi dla maszyny ZAM-2 
nie prowadzono, gdyż wybór takiej stałej A, dla której uzyskanoby 
zadowalające wyniki wymaga dużej ilości pracy eksperymentalnej. Ba" 
dania dla innej wartości A są nieopłacalne, gdyż generator z in
nym niż podano A byłby zbyt wolny.
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Wobec pozytywnych wyników testowania generatora RNB prace nad 
generatorami typu RNC wydają się niecelowe. Należy zaznaczyć, że 
chociaż w generatorze RNC występują operacje dodawania i przesunię
cia podczas gdy w generatorze RNB operacja mnożenia, to czas gene
rowania liczb losowych jest w obu generatorach tego samego rzędu 
/stwierdzono to eksperymentalnie/. Wynika to stąd, że chociaż do
dawanie trwa króoej niż mnożenie, to w generatorze RNB tylko trzy 
razy pobiera się liozby z pamięci, podczas gdy w generatorze RNC - 
pięć razy, a ozas dostępu do pamięci w maszynie ZAM-2 jest długi 
w porównaniu z czasem wykonywania operacji arytmetycznych. Ponad
to generator RNC realizuje się za pomocą ciągu 7 rozkazów /ostat
ni rozkaz - SN-t-1 - "gasi" ewentualny nadmiar powstały w wyniku re
alizacji rozkazów DO i LW/, podczas gdy generator RNB realizuje 
się za pomooą tylko trzech rozkazów.

Przedstawione wyżej wyniki wskazują, że jako standartowy gene
rator liczb losowych o rozkładzie równomiernym dla maszyny ZAM-2 
powinien być przyjęty generator RNB.
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RANDOM NUMBER GENERATOR WITH UNIFORM DISTRIBUTION FOR ZAM-2 COMPUTERS

Summary

The random number generator with uniform distribution is basic for obtain
ing random numbers with an arbitrary distribution, to realize random processes 
and to solve any kind of task of simulation under random conditions. The pa
per presents the results carried out on some random, number generators with 
uniform distribution, full results of testing the generator RNB /chosen as 
the best one for the ZAM-2 computer/ and this generator tables enabling its 
application to more complex cases of sampling e.g. for the stratified one.
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Porównanie czasu pracy generatorów
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Czas pracy generatorów BNB 1 F /Fibonaoclego/ badano za pomooą 
następujących programów:

Program
P1 P2 P3 Р4

BLOK (O) :X,C
X 234.642.457.001
G 145.361.406.635
JĘZYK SAS:
0 SK a
a/.UB+2

.‘SK+2
SS 10000

I 1 UM.X 1 UA.X 1 UM.X 1 UA.X |
i MN. С DO.С MN.С DO.С |
I РМ.Х РА.Х РМ.Х PA.X

DO.С UM.X DO.С I
PA. С MN. С PA. С .
.SN+1 РМ.Х .SN+1

UA.X 1
DO.С i
PA.X
DO.C
PA. С
.SN+1

2 .SB+4
.BB+4

1.SK-5 .SK—8 . SK—8 .SK—14 I
.SK+0
SSO
SS1

/Rozkazy poza obszarami zamkniętymi liniami przerywanymi są iden
tyczne we wszystkioh oztereoh programaoh/ .

Miejsca dla zmiennyoh X, С zostają ustalone pierwszym rozkazem, 
Natomiast zmieniając a od pewnej liczby aQ do aQ + 1 5 /w ob
liczeniach przyjęto aQ = 32/ uzyskuje się wszystkie możliwe poło-
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żenią w pamięci początku wykonywanego ciągu rozkazów względem usta
lonych miejso dla X i C. Przedmiotem badania jest czas wykonywania 
sekwenojl rozkazów oznaozonyoh numerem 1, natomiast sekwencje roz
kazów oznaczone numerem a oraz 2 służą do zasygnalizowaniat że 
określona ilość /w naszym przypadku 10000/ liozb losowyoh została 
Już wygenerowana. Zmierzony ozae będzie oozywiśoie ozasem wykonani® 
wszystkich rozkazów od numeru a do numeru 2. Do ustalenia ozasu 
wykonywania tylko rozkazów generatora RNB przeznaczone są programy 
P1 i P3. Jeżeli czas wykonania programu P1 wynosi t^, to za oz» 
wykonania 10000 razy sekwencji /oznaozymy tą sekwenoję przez S/:

UM.X
MN. С
РМ.Х

\

przyjmiemy t3~t1. Analogicznie dla ozasu generowania 10000. liozb 
w generatorze F otrzymujemy czas t^-tg. Ponieważ dla różnyoh a 
otrzymujemy różny ozas pracy poszczególnyoh programów, za ozas t^ 
przyjmiemy ozas średni. Wszystkie zaobserwowane czasy oraz obliczo
ne ozasy średnie przedstawiono w następującej tabeloe:

Czas wykonywania programu /w sek/
a P1 P2 P3 P4

32 80 64 129 133
33 71 64 120 132
34 71 70 121 141
35 71 71 127 1*35
36 71 70 135 140
37 71 77 134 134
38 79 85 140 142
39 85 84 154 141
40 86 85 147 143
41 85 77 153 127
42 91 85 143 134
43 84 72 135 120
44 85 71 140 126
45 84 70 129 127
46 77 64 127 121
47 78 64 127 126

Razem 1269 1173 2161 2122

Średnia 79.3125 73.3125 135.0625 132.6250
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Otrzymujemy czas generowania 10000 liczb:
dla generatora RNB - 55.75 sek 
dla generatora F - 59.3125 sek •

Zwracamy uwagę, że:
V  przy obliczeniu średnich t.̂ uwzględniono tylko położenie po
czątku generatora względem miejso roboczych, nie uwzględniono nato
miast wzajemnego położenia miejso X i С względem siebie;
2/ przyjmując, że czas t^-t^ /lub odpowiednio t^-t2/ jest czasem ge
nerowania 10000 liczb założono, że zależność między ozasem wykonywa
nia programu a liczbą sekwencji S Jest liniowa. Jest to tylko w 
Przybliżeniu słuszne, gdyż różnica między programem PI i P3 po
lega nie tylko na różnej ilości sekwenoji S, ale również na tym,
ê wszystkie rozkazy poczynając od rozkazu oznaczonego numerem 2, 
Julies zez one są w obu programach w innyoh miejsoach pamięci.

Z tych powodów otrzymany wynik należy traktować jako przybliżony.
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STOCHASTYCZNE ALGORYTMY W ZAGAD
NIENIACH OPTYMIZACJI 
Komentowany przegląd bibliograficzny 

Ryszard ZIELIŃSKI 
Rracę złożono 14.5.1966 r.

W pracy podano krótki przegląd podstawowych 
idei metod probabilistycznych w zagadnieniach 
optymizaoji.

Każde zagadnienie optymizaoji można przedstawić w następującej 
postaci: dany jest pewien zbiór X oraz funkcja F odwzorowująca 
ten zbiór w zbiór liczb rzeczywistych. Należy znaleźć taki punkt 
X* с X, żeby dla każdego х e X było

F(x*)<F(x). /1/

W zagadnieniach optymizaoji funkcja F nazywa się funkcją celu, 
funkcją-kryterium lub krótko kryterium. Każdy element zbioru X 
nazywa się decyzją, element x* spełniający dla każdego х e X 
związek /1/ decyzją optymalną. Czasami funkcja F ma sens również 
poza zbiorem X; wtedy zbiór X przyjęto nazywać zbiorem decyzji 
dopuszczalnych lub zbiorem rozwiązań dopuszczalnych.

Zagadnienia optymizaoji znane są również jako zagadnienia pro
gramowania, przy czym:
a/ jeżeli zbiór X jest podzbiorem w przestrzeni euklidesowej wy

znaczonym przez układ nierówności liniowych oraz F jest funk
cją liniową, otrzymujemy znane zadanie programowania liniowego; 

b/ jeżeli zbiór X jest wyznaczony tak jak w punkcie a/ oraz kry
terium F ma postać
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F(x) = xBx + Ax

gdzie А, В - macierze kwadratowe odpowiedniego stopnia, otrzymu
jemy zadanie programowania kwadratowego; 

с/ jeżeli zbiór X składa się tylko z takich punktów
x = (x1, x2, ..., xn) , że każde x± może być tylko liczbą cał
kowitą, otrzymujemy zadanie programowania w liozbach całkowitycbi 

d/ jeżeli elementami zbioru X są funkcje, wkraczamy w zagadnie
nia rachunku wariacyjnego i programowania dynamicznego.

Będziemy rozpatrywali tylko takie przypadki, gdy X jest zbio
rem w przestrzeni euklidesowej. O zbiorze X będziemy zakładali, / 
że zawiera punkt x* spełniający dla każdego x e X  warunek /1/, 
to znaczy że istnieje rozwiązanie optymalne.

Rozwiązanie zadania optymizacji okazuje się zwykle trudne, a 
nieraz nawet niemożliwe. Nawet w najprostszych przypadkach, na 
przykład w przypadku programowania liniowego, zadowalamy się zna
lezieniem takiego x£ , że /przy ustalonym £ /:

to znaczy znalezieniem decyzji dostatecznie bliskiej decyzji opty
malnej, lub takiego xg, że /przy ustalonym 6/:

to znaczy takiej decyzji, której skutki dostatecznie mało różnią 
się od skutków decyzji optymalnej.

Praktycznie wystarcza często przekonanie, że algorytm z dosta
tecznie dużym prawdopodobieństwem prowadzi do wyniku x £ lub x£ 
spełniającego /2/ lub odpowiednio /3/. Prowadzi to do zastąpienia 
podanego na wstępie sformułowania zadania optymizacji jednym z nas
tępujących sformułowań:

|x£ - x*| < 6  t

|f(x5) - F(x*jl< S , /3/

Zadanie A:

V/ ustalonym zbiorze X znaleźć taki punkt x^, aby
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Pr | |x£ - x*|< e j >  1 - £1 ч /4/

gdzie e , e1 - ustalone stałe dodatnie.

Zadanie B:

W ustalonym zbiorze X znaleźć taki punkt x^, aby

Er ||f (x 5) - F*fcs] >  1 - 5 1 , /5/

gdzie 3 , 5 . , -  ustalone stałe dodatnie oraz F* = f (x *).

Sformułowanie zadań A i В upoważnia nas do traktowania x^ oraz 
jako zmiennyoh losowych.

Pokażemy dwa przykłady, w których wynik rozwiązania jest rzeczy
wiście zmienną losową.

P r z y k ł a d  1

Pewien wskaźnik V powinien w procesie sterowania produkcją być 
doprowadzony do pewnego poziomu VQ takiego, żeby wskaźnik V/ mie
rzący efekt produkcyjny osiągał maksimum /sterowanie ekstremalna/. 
Zwykle efekt produkcyjny, a więc i wartość wskaźnika W, zależy 
nie tylko od wielkości regulujących V, lecz również od całego 
szeregu przyczyn, których sumaryczny wpływ ma charakter losowy. Us
tawiając wskaźnik V na różnych poziomach V., , V2 , ... obserwu
jemy wyniki W.J, W2, .... Za wartość optymalną Vo przyjmujemy 
na przykład tę wartość, dla której zaobserwowano najlepszy wynik. 
Ponieważ W.,, W2 , ... są realizacjami pewnych zmiennych losowych, 
więc tak określone V0 jest również realizacją pewnej zmiennej lo
sowej. Za zadowalającą uznamy taką procedurę ustalania wartości VQ, 
która prowadzi do spełnienia warunków typu /4/ lub /5/»

P r z y k ł a d  2

Z obszaru X wybieramy w pewien losowy sposób ciąg punktów 
, x2, ... i w każdym z nich obliczamy wartość funkcji-kryterium. 

Otrzymujemy ciąg F1, F2 , ... . Pewną funkcję określoną na tych 
oiągach przyjmujemy za estymator decyzji optymalnej. Taki sposób
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postępowania jest typowy dla metod Monte Carlo. Algorytmy oblioze- 
niowe zbudowane na tej zasadzie będziemy nazywali algorytmami sto
chastycznymi.

W szozególnym przypadku, gdy zastosowany algorytm i technika ob
liczeniowa prowadzą w ściśle zdeterminowany sposób do jednego wyni
ku x £, mamy do czynienia ze zmienną losową jednopunktową, przy 
czym jeśli dla ustalonego 6 jest | x £ - x*|<£ , to warunek /4/ 
jest zawsze spełniony, natomiast w przypadku, gdy jx - x*|^£v
warunek ten nigdy nie jest spełniony.

Metody optymizacji oparte na eksperymencie statystyoznym /jak 
w Przykładzie 1/ lub wykorzystujące algorytmy stochastyczne /co 
jest równoważne pewnym eksperymentom statystycznym/, będziemy nazy
wali statystyoznymi metodami optymizacji. W dalszym ciągu zajmiemy 
się głównie algorytmami stochastycznymi, poświęcając innym zagad
nieniom optymizacji statystycznej końcową część opracowania.

Klasyfikacja algorytmów stochastycznych

Przyjmiemy następującą klasyfikację algorytmów stochastycznych!

Uzasadnienie poszczególnych nazw użytych w powyższej klasyfika
cji wyniknie w sposób oczywisty z dalszej części opracowania. Po
dawane jako przykłady algorytmy będziemy oznaczali kolejno symbo
lami , A2, ...
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Algorytmy jednostopniowe ‘
Algorytmy jednostopniowe znane są w literaturze jako metody 

Monte Carlo poszukiwania ekstremum funkcji.
/А1/ Najprostszym algorytmem jednostopniowym jest algorytm rozpa
trywany w pracy [74] i woześniej w pracy [ej: w zbiorze decyzji 
X wybieramy losowo n punktów X . ,, x2, . . . ,  хд i w  każdym z 
nich obliczamy wartość kryterium F. Za najmniejszą wartość funk
cji F na zbiorze X przyjmujemy:

л / 4F = min F (x.) .
1<i<n 1

Za optymalną decyzje x* przyjmujemy jedną z tych decyzji, które 
realizują F. Losowanie punktów w zbiorze X przeprowadza się 
zwykle zgodnie z równomiernym rozkładem prawdopodobieństwa. Jako 
ocenę rozwiązania przy ustalonym n przyjmuje się prawdopodobień
stwo S, że miara м podzbioru X, na którym funkcja przyjmuje 
wartości mniejsze od F, równa jest 00 najwyżej ustalonej liczbie 
ОС /zakłada się, że/J . (x )  = 1 oraz 0<a^1/.

Algorytm A1, a w szczególności schemat wnioskowania, jest typo
wy dla zagadnień znanych pod nazwą "nieparametryczne przedziały 
ufności". Praoe w tym kierunku zostały zapoczątkowane przez S.S. 
Wilks 'a [71] w 1941 roku oraz A. Walda [69] w 1943 roku. Nowsze 
informacje na ten temat oraz dalsze pozycje bibliograficzne zna
leźć można w pracy [32̂j .
/А2/ Pewna inna klasa algorytmów jednostopniowych związana jest 
z teorią wartości ekstremalnych czyli skrajnych statystyk pozycyj
nych. Wiadomo /рог. np [б5]/, że przy dostatecznie dużyoh licznoś- 
ciach n próbek rozkład wartości największej z próbki ma jedną z 
następujących trzech postaci:
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dla x <  O
¥(*) - i 

l 1
-x

A(x) = e-e •

dla x > O

Ponieważ algorytmy stochastyczne stosowane są zwykle na maszynach 
matematycznych, nie ma zasadniczych trudności w uzyskaniu dosta
tecznie dużych n. Wykonując N próh n-elementowych i rejestru
jąc w każdej z nich wartość największą otrzymujemy ciąg wartości 
F1 , F2, ..., Fn . Oszacowanie na podstawie tego ciągu pewnego pa
rametru odpowiedniego rozkładu / Ф , ¥ a lub A / jest równoważne 
oszacowaniu maksymalnej wartości funkcji F na zbiorze X. Budo
wa takich estymatorów jest rozważana na przykład w [65].

Charakterystyczną cechą wymienionych wyżej algorytmów jest to, 
że otrzymany wynik nie zależy od kolejności, w jakiej wylosowane 
zostały poszczególne punkty ze zbioru X, a prawdopodobieństwo 
wylosowania punktu z dowolnego podzbioru zbioru X nie zależy od 
wyników poprzednich losowań. Właściwość ta wyróżnia algorytmy jed- 
nostopniowe.

, Algorytmy wielostopniowe
Algorytmy wielostopniowe znane są w literaturze jako stochastyc 

ne metody poszukiwania ekstremum /termin angielski: random search 
lub random seaking, termin rosyjski: słuczajnyj poisk/.

Ogólny schemat postępowania jest następujący: w sposób losowy, 
zgodnie z pewnym rozkładem prawdopodobieństwa Pfl, wybiera się w 
zbiorze X punkt x . Jeżeli już wybrano n punktów, to bądź 
wartość pewnej funkcji zależnej od wylosowanych punktów

muje się za decyzję optymalną, bądź losuje się następny punkt xR 
zgodnie z rozkładem prawdopodobieństwa P zależnym od wyników 
dotychczasowych losowań. W ogólniejszym przypadku na każdym i-tym 
etapie można losować nie jeden, lecz n^ punktów.
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Funkcja F może mieć na zbiorze X więcej niż jedno ekstremum
•

lokalne. Zgodnie z podanym na wstępie sformułowaniem interesuje 
nas najmniejsze z nich. Niektóre algorytmy wielostopniowe są zbu
dowane w taki sposób, że prowadzą do uzyskania ekstremum lokalne
go /podobnie jak metody gradientowe/ zamiast ekstremum absolutne
go. Algorytmy takie będziemy nazywali algorytmami lokalnymi. Algo
rytmy prowadzące do uzyskania wartości najmniejszej w zbiorze X 
będziemy nazywali algorytmami integralnymi.

Algorytmy lokalne •
/A3/ Jednym z najprostszych algorytmów lokalnych jest następujący 
algorytm: wybieramy w X pewien punkt x q i obliczamy w tym punk
cie wartość kryterium F. Niech X będzie zbiorem w przestrzeni 
m-wymiarowej i oznaczmy przez £ m-wymiarowy wektor jednostkowy 
z początkiem w punkcie 0. Koniec wektora | opisuje sferę. Niech 
będzie ustalony rozkład prawdopodobieństwa na tej sferze, na przy
kład rozkład równomierny. Przez £ ^ będziemy oznaczali i-tą rea
lizację wektora £ . Jeżeli już wylosowano punkty ,x-,,... ,xk_1 , 
to bądź kończymy poszukiwanie, bądź wybieramy następny punkst w nas
tępujący sposób:

*k-i ’ sdy F K - i  + s * y > F (xk-i)

хк-1 + Ь  w przeciwnym przypadku

gdzie S > 0 jest pewną stałą, zwaną długością kroku. Proces koń
czymy, gdy po dostatecznie dużej liczbie kroków pozostajemy w us
talonym punkcie. Algorytm ten rozważany jest w pracach [50"], [ 5 1 ] ,
[5 9 ], natomiast w pracy [5 2J porównywany jest z innymi algorytmami.

/А4/ W praoy [53] rozpatruje się następujący algorytm znajdowania 
punktu х^:

xk = xk_1 + Д х к
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Д х к_1» F K - i  + Л х к-0 <  F K - i b

s-l » gdy F ( V 1  + A x k-i) 51 F (xk-i) oraz

F K . i  + И  )< F (xk - 0 ’
O , poza tym,

gdzie 6 oraz £ mają takie samo znaczenie jak w poprzednio roz
patrywanym algorytmie A3.

Podany wzór opisuje następujący sposób postępowania: jeżeli w 
k-tym kroku znaleźliśmy taki punkt х^, że F (х^)< P (х^_^, to 
wykonujemy dalsze kroki o długości 5 w kierunku wyznaczonym 
przez wektor xk -xk_1 tak długo, aż w pewnym punkcie xg będzie 
F(Xg)^F(xg .j) ; osiągnąwszy punkt xs_i jako następnego poszuku
jemy losowego takiego punktu xs na powierzchni sfery o środku w 
punkcie xs-1 i o promieniu & , w którym F(xg) < F (xs-1) .

W cytowanej już pracy [53] podaje się dla algorytmu A4 zależ
ność między odległością punktu początkowego xQ od ekstremum a 
średnią liczbą kroków potrzebnych do osiągnięcia ekstremum. Algo
rytm ten omawiany jest również w ^51J •

W literaturze znaleźć można szereg innych odmian algorytmów lo
kalnych. Obszerny przegląd różnych algorytmów oraz dalsze pozycje 
bibliograficzne znaleźć można w pracy [51], a pewien pomysł zwią
zany z ustalaniem wielkości 5 w pracy £59].

Algorytmy integralne
Cechą wyróżniającą algorytmy integralne jest to, że prowadzą 

do uzyskania absolutnego minimum funkcji F w zbiorze X. Wyni
ka stąd, że wszystkie algorytmy jednostopniowe są algorytmami in
tegralnymi. Różnorodność sposobów konstrukcji wielostopniowych al" 
gorytmów integralnyoh ilustrują podane niżej przykłady.
/А5/ Jeden ze sposobów konstrukcji algorytmów integralnych polega 
na wprowadzeniu do algorytmu lokalnego pewnego dodatkowego wekto- 
ra wk zwanego wektorem pamięci. Dzięki temu algorytmy powinny 
być "mało czułe" na lokalne minima funkcji. Oznacza to, ż e  p r o ce s  

poszukiwania najmniejszej wartości funkcji nie powinien "zatrzy-



mywać się" w minimum lokalnym, ale powinien do niego wrócić, jeże
li minimum to okaże się wartością najmniejszą. Schemat algorytmu 
jest następujący: w m-wymiarowym zbiorze X wybieramy pewien punkt 
początkowy xQ oraz ustalamy wektor w q = 0. Jeżeli już osiągnię
to punkt х̂ . postępujemy według następującego procesu iteraoyj- 
nego:

Л х к+1 = <̂ *g(^1> •••»^k» F’ wk^

xk+1 = *k + Л х к-И

wk+1 = h (wk * X1 » * * *» *k+1» F  ̂»

gdzie: 5 oraz ^ mają znaczenie takie jak w A3,

g = [g1f •••» Sm] - wektor-funkoja taka, że |gj = 1,
w^ = wektor pamięci.

Przy odpowiednio dobranej funkcji g przyrost A xk+-j będzie 
różny od zera wtedy, gdy w punkoie xk funkcja F osiąga minimum 
lokalne oraz będzie zerem tylko wtedy, gdy f (xj£') jest najmniej
szą wartością funkcji F w zbiorze X. Algorytmy z różnymi wek
torami pamięoi rozpatrywane są na przykład w pracach [57], [51],
[бо]. Dla konstrukoji wektora pamięoi wykorzystuje się koncepcje 
stochastycznej teorii uczenia się, której obszerny wykład stanowi 
praoa [1 cfj.

/А6/ Inna koncepcja wielostopniowego algorytmu integralnego przed
stawiona jest w pracy [зо]. Jeżeli już osiągnięto punkt x̂ ., to 
prawdopodobieństwo, że jako następny zostanie wylosowany punkt z 
podzbioru S c X  określa się w następująoy sposób:
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r r  (F M  + “  r  (F (xk ) ) j  ’  gdy * k  •  S

Pfs/xj = i

J ^ - [ l  - r(F(xk))j , gdy xk 6X- S
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gdzie V jest pewną miarą /na przykład miarą Lebesgue'a/ oraz 
r (f) jest ściśle malejącą funkcją odwzorowującą zbiór wartości 
funkcji F w przedział (0,1) . W pracy [зо] dowodzi się zbieżnoś
ci takiego procesu poszukiwania ekstremum i bada się jego efektyw
ność.
/А7/ W pracy [40] wykorzystuje się teorię statystyk pozycyjnych 
do lokalizaoji ekstremum funkcji. Zbiór X dzieli się na dwa roz
łączne zbiory, powiedzmy X̂  i Xg = X — X^. W każdym z tyoh 
zbiorów losuje się po n punktów i na podstawie wartości funkcji 
F w-tych punktaoh weryfikuje się hipotezy:

IŁ : max F (x) > max F(x) 
x e X1 x fe X2

H?: max F(x)^ max F(x) 
x € X1 x € X2

W przypadku przyjęcia hipotezy dalsze poszukiwania ekstremum
prowadzi się tylko w zbiorze X^.

Kryteria oceny algorytmów
W przypadku sformułowania /4/ za lepszy można uznaó na przykład 

ten algorytm, który przy ustalonym £1 prowadzi do mniejszego £ 
/przy ustalonej liczbie kroków n/ lub który przy ustalonym 
prowadzi przy ustalonej liczbie kroków n do mniejszego £1 lub 
który przy ustalonych £ i £1 prowadzi do spełnienia warunku Д /  
w mniejszej liczbie kroków iteracyjnych. Analogiczne oceny można 
sformułować w przypadku sformułowania /5/. Takie oceny algorytmów 
wymienione są w pracy je].

Pewnym innym kryterium oceny algorytmu jest wartość prawdopodo
bieństwa, iż miara zbioru, na którym funkcja przyjmuje wartości 
mniejsze niż wartość znaleziona stanowi ustalony ułamek miary ca
łego zbioru X /por. algorytm А1/. Kryterium to rozpatrywano w 
[8j oraz [74], a krytyka tego kryterium, podkreślająca jego nie
przydatność w przypadku wielowymiarowych zbiorów X, podana jest 
w praoy [3l] .
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W pracy [52J jako kryterium oceny algorytmu przyjmuje się śred
nią liozbę kroków iteraoyjnych potrzebną do osiągnięcia punktu w 
£-otoczeniu / £- ustalone/ punktu ekstremalnego.

W praoy [30] konstruuje się następujące kryterium oceny algoryt
mów: zapiszmy algorytm stochastyczny w postaci ciągu rozkładów praw- 
dopodobieństwa:

#
p0 (S)» pi(s)> •••»

gdzie S jest elementem pewnej 5-algebry podzbiorów zbioru X, 
natomiast Рд (s) jest prawdoppdobieństwem, że w n-tym kroku zos
tanie osiągnięty punkt ze zbioru S.

Oznaczmy:

mn (F) = J F(x)Pn (dx) .

Jako dopuszczalny definiuje się taki algorytm, dla którego istnie
je granioa:

lim mn (F) = m (F) . 
n-»<*>

Z dwóch algorytmów dopuszczalnych A i В za lepszy uważa się algo
rytm A, gdy

mA (p) <  mB (F) •

Szczegółowe rozważania w pracy Q30J dotyozą oytowanego wyżej algo
rytmu A6.

Kryterium ooeny algorytmu jest ściśle związane z charakterem 
rozwiązywanego zadania. Z tego powodu zbudowanie jedynego kryte
rium dla ooeny wszelkich algorytmów nie jest ani możliwe, ani oe- 
lowe.

. Niektóre zagadnienia optymizacji statystycznej
Typowym zagadnieniem optymizacji statystycznej jest zagadnienie 

przedstawione w Przykładzie 1. Inne zagadnienia optymizacji statys
tycznej znane są w literaturze jako zagadnienia:
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- optymizaojl w warunkach zakłóoeń /w warunkaoh szumów/ [55], [37} ,

[28J *
- aproksymacji stochastycznej 7j , [б4^ j
- poszukiwania ekstremum /lub zer/ linii regresji [32̂ | , £l 7J , [бЗ̂  

lub ekstremum powierzchni regresji /powlerzohni odpowiedzi — re
sponse surface/ [7], И ,  [70].
Zagadnienie optymizaojl statystyoznej są ściśle związane z za

gadnieniami algorytmów stoohastyoznyoh /niżej pokazujemy, na czym 
ten związek polega/. Jest to powodem, dla którego do załączonej bi
bliografii włąozono również prace z tego zakresu.

Zagadnienia optymizaojl statystyoznej rozwiązuje się zwykle w 
następujący sposób iteraoyjny: w punkcie rejestruje się
wartość у (х^ pewnej funkoji y(x), przy czym na skutek działa
nia czynników losowych wartość y(xj£) należy traktować jako rea
lizację pewnej zmiennej losowej. Ozna.ozymy rozkład tej zmiennej lo
sowej przez Qk (x). Identyczny wynik jak przy opisanej procedurze 
uzyskanoby stosując algorytm stochastyczny oharakteryżujący się 
ciągiem rozkładów prawdopodobieństwa:

Q0(*)> Q-i(x )> Qn W ’ **•

W ten sposób zagadnienie optymizacji statystycznej sprowadza się 
do zagadnienia algorytmów stochastycznych. Różnica między tymi za
gadnieniami polega na tym, że rozkłady Qn (x) zwykle nie mogą być 
dowolnie ustalane, jak to ma miejsce w przypadku algorytmów sto
chastycznych. Pozostałe zagadnienia, a w szczególności zagadnienia 
statystycznej oceny uzyskanego wyniku, ustalania liozby eksperymen
tów, budowy estymatorów, występują zarówno w zagadnieniach optymi
zacji statystycznej jak i w teorii algorytmów stochastycznych.
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STOCHASTIC ALGORITHMS IN PROBLEMS OP OPTIMIZATION

Summary

In the paper a short review of basic concepts of the stochastic methods in 
optimization’s problems is given.
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