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POCZĄTKI

G E O M E T R Y L

X  I  E  G A  D  R  U  G  A .u

K O Ł O  I M I A R A  K Ą T Ó W .

O P I S A N I A .

I. O i u u g  k o ł a  (ciroumferentia circuli), jest- ■ 
to lilii ja krzywa, mająca wszystkie punkta, ró
wnie oddalono od punktu wewnątrz jey położone
go, który nazywamy środkiem (centrum) (fig. i ) . .

Koto (circulus)j jestto przeslTzeń tą liniją krzy-  • 

w ą zamknięta. .

NB., "W pospolitym mówieniu,. kołci częstokroć lirae : 
Łędaiemy za jedno z okręgiem jego; lecz łatwo jest 
przywrócić ścisłość-, tym wyrazom, pamiętając, że ko
ło jest powierzchnia, mająca długość i szerokość, a - 
zaś okrąg.jest ‘tylko, liniją.,

II. K ażda linija prosta GA, CE, CD, i t. di, 
fce środka do okręgu kota poprowadzona, na/.y- 

,\va się promieniem, (radius), czyli  półśrednicą 
(semi-diametpr): wszelka zaś l in ija ,  jak A B , 
przechodząca przez środek i wpierająca się o-



htulwóma końcami w  okrąg koła , nazywa się. 

średnicą (diametei").
JNa mocy opisania koła, wszystkie promienie 

są równe sobie; oraz wszystkie średnice są ró
wne sobie, i są dwa razy  wziętym promieniem.

I I I . Nazy wamy lukiem (arens), jakakolw iek 
część okręgu koła, jak FH G.

Cięciwa (ehorda), czyli podpora ł n k u , jestto 
linija prosta F G , łącząca dwa końce jego,

I V .  Ucinek (seginentum), jestto pow ierzch

nia czyli  część ko ła ,  zawarta między lukiem i 
cięciwą.

N B. Je<lney cięciwie F G ,  odpowiadają zawsze ćlwa 
łnki F H G , F E G ,  a następnie i dwa ucinki: lecz ile 
razy o nim mowa będzie, zawsze się rozumie mniey- 
szy, a w przeciwnym razie ostrzeże się.

V. Wycinek (sector): jestlo ozę«d koła , za
warta między łukiem D E , i dwóma promienia
mi GD, CE, poprowadzonemi do końców tego 
■luku.

VI. Nazywamy liniją wpisaną w k?ło, tę li-  
niją, którey końce znaydują się na okręgu jogo, 
jak naiprzyltład, AU. (l'ig. 2).

Kąt wpisany; jestto kąt, jak B A C  , 'mający 
swóy w ierzch ołek  • na okręgu koła, utworzojiy 
przez dwie cięciwy.

. Troykąt wpisany; jestlo troykąt t a k i , jak 
]{A(’j, mający wierzchołki swych kątów na 0- 
kręgu koła.

A  w ogólności, figura wpisana, nazywa się ta,



którey  w ierzchołki w szystkich  kątów znaydują 
się. na okręgu lcoła: i razem się m ó w i , źe k o 
ło jest opisane na te y  figurze.

V II.  Sieczną (secans), nazywa się linija pro

sta, przecinająca okrąg koła w dwóch punktach: 
taka jest A B ,  (fig. 5).

V III .  Styczną, (tangens), nazywa się linija, 
mająca ijedćn" ty lko punkt wspólny z okręgiem 
k o ł a ; ; taką jest CD.

Punkt wspólny jM, nazywa, się punktem do~ 
llriięcia..

I X .  Podobnie dwa o kręg i, k ó ł  są styczne do 
siohie , g d y  jeden ty lko mają p u n kt4 z sobą 
wspólny.

X .  W ie lo b ó k  jest opisanym na kolo, gdy 
w szystkie jogo.boki, są styoznemi do okręgu k o 
ła : w  tymże, samym razie rojłwi się , ze koło 
jest wpisane w  wielohok, (fig. JitJ).

P O D A N I E  I.

T W I E R D Z E N I E . - .  C

Każda ■ średnica  - A B  (fig. 4 ) ,  dzieli koło i 

okrąg jego na dwie części równe.

Jeżeli bowiem przyłożym y figurę A E B  do 
A F B  , zachowuj,jć dla nich wspólną podstawę 
A B ,  tedy linija .krzywa A E B , paść musi na l i-  
niją krzyw ą A FB,' inaczey bowiem , w  jedney 
lub drugiey, b y łyby  pnnkta nierównie oddalone 
od środka; co sprzeciwiałoby się opisaniu koła.

—  5. —
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P  O D A  N I E  II.

t w i e r d z e n i e .

Kcizda cięciwa jest m niejsza od śre

dnicy.

Bo gdy się clo końców cięc iw y A D  , popro
wadzą promienie A C , CD , będzie linija prosta 
A D  < A C  +  CD, czyli  A D < A B .

Wniosek, N ay większa więc linija, jaka b y dź 
muzę wpisana w k o ło ,  równa jest środnicy.

P O D A N I E  III.

T W I E R D Z E N I E .

Linija prosta w dwóch tylko punktach 

spotykać może okrąg kola•

Eo gdyby ta linija spotykała koło we .trzech 
punktach, tedy te trzy  punkta b yłyby  równie od
dalone od środka,' azatom mielibyśmy trzy  linije 
równe z jednego punktu do linii prostey popro- 

.wadzonejeo jesL' niepodobieństwem, (pod.i6xię. j).

P O D A N I  E  I V.

T  W  I E K D Z E N I E .

TF'każde m kole, albo w kół ach równych, 

łttkom równym odpowiadają cięciwy równe,
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i wzajemnie cięciwy równe odcinają na ko

le tuki równe (fig. 5).

N iech  będą A C  i EO, dwa promienie ilwó^h 

k ó ł  równe, i łuk  A M D  ró w n y  łu ko w i E N G ; 
powiadani, źc cięciwa A D  będzie równą c ięc i

wie EG.
Jakoż, ponieważ średnica AR, jest równa śre

dnicy E P ,  więc półkole  AMfDB, przysiad może 
zupełnie do półkola E N G F , i  linija krzy w a  
A M D 15 padnie całkiem na liniją krzyw ą E N G F . 
A/.o zakładamy źe część A M D  jest, równa czę
ści E m ł ,  punkt więc D , padnie na punkt G; 
azal.ćm cięciwa A D  jest równa cięciwie E G .

Wzajemnie, zakładając źe promień A G  — EO , 
jeżeli cięciwa A D  =  E G ,  powiadani: że łuk  
A M  D, jest ró w n y  łukow i E N G .

G dyż pociągnąwszy promienie CD, OG, mieć 
będziemy dwa troykąty  A C D , E O G , mające 
trzy  boki odpowiednie równe; to jest, A C  =  E O , 
CL) =  UG, i A D  — E G  5 a zatem te dwa troyką
ty  są równe (11, i ) ; kąt więc A C D  —  EOG- 
L ecz  gdy położym y półkole A D B  na jemu ró
wne E G F , tedy , ponieważ kąt A C D  =  E O G , 
oczywiście promień GD, padnie jia promień OG, 
i punkt D, ,na punkt G; azatem łu k  A M D , jest 
równy łukow i ENG.
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P O D  A N I E  V .

1 W I I K B U . K I  E.  .

W  kazdem hole, albo w kołach równych, 

łukowi większemu odpowiada cięciwa więk

s za , i wzajemnie-: lecz wtenczas i o tylko 

zachodzi, gdy tuki, o których jest mowa, są 

mnieysze od pół okręgu koła (fig, 5).

N iech będzie łulc A l i , w ięk szy  od łuku 
A D ,  i niecli będą poprowadzone c ięc iw y A D , 
A H , i promienie CD, CII: dwa boki A C , Ci f ,  
troykąta AGH, są równe dwóm bokom AG, CD, 
troykąta AGD: kąt A G H  jest w iększy od AGL); 
w ięc  (j o, i) trzeci bok AIJ., jest w iększy od 
trzeciego A D ; azatem cięciwa podpierająca łuk 
w iększy, jest większą.

W zajemnie, jeżeli c ięciw a A H  jest większą 
od A D , tedy z tychże samych troykątów w n ie
siemy, że kąt A C H , jest większy od AGD ; aza
tem źe łuk A H , jest w iększy  od łuku A D .

Uwaga. Przypuszczam y, że łuki,  o których jest, 
mowa, są mnieysze od półokręgu koła. Bo, gdy
b y  te b y ły  większe, te dyby zachodziła własność 
przeciwna, gdyż za powiększeniem łuku, cięci- 
w ab y  się zmnieyszała, i wzajemnie : tak że.gdy 
ł u k  A K B D  jest-w ięk szy  od A K B H , to cięciwa 
A D  pierwszego, jest mnieysza od c ięc iw y  AH 
drugiego łuku*



P O D A N I E  T L

T W I E R D Z E N I E .

Promień  C G  (fig. 6), prostopadły cło 

cięciwy A B ,  dzieli tak tę cięciwę. jako tez 

łuk A G I3 , przez nią podparty, na dwie równe 

części.
\

D aym y promienie CA, CB; te promienie w zg lę 
dem prostopadłey CD, są Jinijami poehyłemi ró- 
wnemi sobie; azatdin rów n ie są oddalone od tey 
prostopadłey (afi, i): w ięc  A D  — DB.

JPowtóre: ponieważ A D  =  D B , C G ,  jest pro
stopadłą wyniesioną ze środka A B ; więc (17, 1) 
każdy punkt, tey prostopadłey, jest równie od
dalony od dwóch punktów A , i 13. P u n k t  G, 
jest jednym z tych p u n k tó w , więc odległość 
A G = B G ;  lecz jeżeli cięciwa A G , jest równa 
c ięciw ie GB, tedy łulc A G , jest równy łu ko w i 
G B, (pod. 4): azatem promień CG, prostopadły 
do A B , dzieli łu k  podparty przez tęż cięciwę 
na dwie równe części w  punkcie G.

Uwaga...Snidek koła C, i środek D, c ięciw y 
A B ,  oraz środek G, łuku podpartego przez tę cię
ciwę, są Łrzy punkta położone na jeduey linii pro- 
slopadłey do cięciw y; aże dosyć jest dwóch pun
któw  do oznaczenia- położenia linii prostey; a za
tem wszelka linija prosta przechodząca przez 

dwa wzmiankowane punkta, przeydzie konie-

— 9; —



«znie i przez trzeci, i będzie prostopadły do cię
ciwy.

Z  tego także wypada : ze prostopadła wynie
siona ze środka cięciwy, p rzech od zi p rzez  śro
dek kola i  p rzez  środek łuku p rze z  tę cięciw ę  
podpartego.

Bo ta prostopadła, jestto właśnie linija pro
stopadła, spuszczona ze środka koła na tęż cię
ciwę; gdyż obie to prostopadłe przechodzą przez 
środek cięciw y.

P O D A N I E  V II .

T W I  B U D Z E N I E .

Przez trzy punkta dane A ,  B, C , nie w li

nii p ro stej  (fig. 7 ) ,  można zawsze popro

wadzić 'okrąg koła, lecz nie więcej jcik j e 

den ijlk o.

Połączm y te punkta linijami A B ,  BG , i po
dzielmy je n.a dwie równe części, przez prosto
padłe D E , F G  ; powiadam : źe te prostopadłe 
zbiegą się z sobą w  punkcie O ..

Gdyż łinije D E ,  FG, przetnij się z sobą, jeżeli 
nie są równoległe. Przypuśćmy że są równole
głe: linija AB, prostopadła do D E , byłaby  pro
stopadłą do FG  (24, 1), i kąt w  IC, byłby  pro
sty; lecz  B K ,  przedłużenie B D , jest różne od 
BF; bo trzy punkta A, B, C, nie są w  linii pro
stej’ ? kzatem b y ły b y  dwie prostopadłe B F ,  B K

—  10 —



spuszczone z jednego punktu na jednę liniją: co 

jest niepodobieństwem (3.5, i); a żalem prostopa
dłe D E ,  F G , zawsze się z sobą przetną w  je
dnym punkcie O.

T e ra z ,  punkt O, jako należący do prostopadłey 
D E ,  jest równie oddalony od dwóeli punktów A  i 
15, (17,1); tenże sampunkt O, jako należący do pro
stopadłey PCr, jest równie oddalony od dwóch 
p unktów  B, C; trzy  więc odległości, O A , O B , OC, 
są równe; azatem okrąg kola, z punktu O pro
mieniem OB zarysowany, przcydzie przez trzy  
punk ta dane A ,  B ,  C.

D ow iedliśm y ze zawsze poprowadzić można 
okrąg koła przez trzy punk ta dane, nie w linii 
prostey; powiadam teraz: źe n iew ięeey popro
wadzić można jak jedno koło. Bo gdyby b y ł  
drugi okrąg koła , k tóryb y  także przechodził 
przez te trzy  punkta dane A ,  B , G, jego środek n ie
mo gł by znaydowac się za liniją D E  (17, 1); gdyż 
b y łb y  nierównie oddalony od A , i B: niemógł- 
by także bydź za liniją F G  , dla podobneyże 
przyczyny: azatem musiałby się znaydowac ra
zem na dwóch linijacb D E , F G . A 2e dw ie l i 
nie proste w  jednym się tylko punkcie p rzec i
nać mogą, przeto jeden ty lk o  jest okrąg koła 
przechodzący przez trzy  punkta dane.

TY niosek. D w a okręgi kó ł,  w  dv\róch ty lk o  
punktach przecinać się z sobą mogą ; bo gdyby 
miały trzy punkta wspólne, ted yby  miały jo den 
środek, i jeden i tenże sam okrąg koła składa
łyby.



P O D A N I E  V III.

t w i e r d z e n i e .

Dwie cięciwy równe, są równie oddalone 

od środka; a z dwóch cięciw nierównych, 

naymnieyaza jest naybardziey oddaloną od 

środka.

i “. Niecli hoclzie cięciwa A B — D E  j (fig. 8); 
podzielmy je na dwie równe części, przez pro- 
sLopadłe CF, GG, i daymy promienie GA, GD.

Troykijty prostokątne GAF, DC.G, mają prze- 
ciwproslokytne GA, GD, równe, i bok A F ,  po
łowa A B , jest ró w n y  bokowi DG, połowie D E; 
w ięc te troykijty są równe, (18, 1); azatern trze
ci bok GF, jest rów n y trzeciemu GG ; azatem: 
1 ” dwie cięciw y równe A B , D E , sy równie od
dalone od środka.

20. Niecli będzie cięciwa AH , większa od. D E ,  
łuk  AKH,-będzió większy od fukn D M E , (poci. 5): 
na luku A K H  w eźm y część A N B  =  D M E ; day- 
iny cięciwę A B , i spuśćmy GF, prostopadły do 
tfty c ię c iw y ,  i jQI prostopadły do AH: o c z y w i
ści o w idzim y, Źe GF większe jest od GO, a GO 
w iększe od C I , (16, 1); azatem, tym bardziey 
C F > C I ;  aźe GF =  GG, bo c ięciw y AH, D E  s;j 
równe, azatem będzie C G > G I ,  z dwócli w ięc 
cięciw nierównych , naymnieysza jest naybar
dziey oddaloną od środka.



P O D A N l j E  I X .

T W I E B D Z E  if l fc ą .

Prostopadła  B D  (fig. 9 ) ,  z- Aort ca pro

mienia C A  wyniesiona, je st styczną do o- 

kięgic koła.

11 o lcaźda linija pochyła C E, jest dłuższą od 
prostopadłey C A , (16, 1)) więc punkt E, Jest za 
liuiją: azatem linija B A , jeden ma tylko punkt 
w spólny A ,  z okręgiem koła; przeto BI), jest 
* tyczny (opis. 8).

Uwaga. Przez punkt dany A,- nie więcey jalc 
jedna styczna A D , do okręgu koła poprowadzo
ny bydź może. Bo gdyby 'można było  popro
wadzić! d ru gą , ted yby  ta. nie była prostopadła 
do promienia G A ,  azatem do tey  now ey sty- 
czney, promień GA, b y łb y  pochyłym; i prosto
padła, spuszczona ze środka na tę styczną, b y ła 
by krótszą od C A .5 ta Hvięe mniemana styczna 
wchodziłaby w k o ł o ,  i byłaby sieczną.

P O D A N I E  X .

T W I E R D Z E  W I E .

Dwie linije równoległe A B ,  D E ,  odcina

ją  na lwie łuki M N ,  P Q ,  równe (fig, 10)

T r z y  tu za jść  mogą przypadki.
i° .  Jeżeli dwie linije równoległe są sieoznemi^

a

—  i5 —



prowadzi się promień CII, prostopadły do c ięciw y 
M P ,  któ ry  prostopadły razem będzie do jey  ró- 
w noległey  NO, (24, i); więopunkt II, będzie razem 
środkiem łiiku M H P  i łuku  NHO; azo.tem będzie: 
•tuk M II == I I P ,  i łu k  N 1I = H Q :  s|ąd wypada 
M II —  N i l  =  IIP — 110 ; to jest: M N = P O .

2”. Jeżoli jedna z tych dwóch równoległych 
A li ,  D E  (fig. 11), jest sieczną, a druga styczną; 
do"punktu dotknięcia II, daje się-promień CII, 
który prostopadłym będzie tak do styezney D E , 
(9), jako i do jey rów noległey  M P .  L e cz  źe pro
mień CII, jest prostopadły do e ięćiw y M P ,  więc 
punkt II, jest środkiem łuku  M H P ; a zatem l u 
k i.  Ml i ,  IIP , zawarte międzyjrównolcgłcmi A li ,  
1 )E s;j. równe.

5 °. Nakoniec, jeżeli dwie równoległe D E , II,, 
sjj obie stycznetni, jedna w  II, druga w  K ;  pro
wadzi się A B  sieczna do nich równoległa, mieć 
będziemy, na mocy tego, co się teraz dowiodło, 

M H  = I I P ,  i MK- —  K P ;  azatem łuk całkow ity  
U M K  —  H P K ; i nadto widzimy, ze każdy 2 tych 
łuków  jest, półokręgiem koła.

P O D A N I  E  3£I.

T W I E R D Z E N I E .t

Jeżeli dwa okręgi przecinają się z sobą 

V0 dwóch punktach , linija, przechodząću 

przez ich^Jr odki {będzie prostopadłą do c ię - 

ciwy łączącey clwa punkta przecięcia się



tych kół i podzieli ją  na dwie części ró
wne.

13o linija A B  (fig. 12 i i 3) , łącząca punkta 
przecięcia, jest cięciwą wspólną dwóm kołom., 
Jeżeli w ięc ze środka tey  .c ięciw y wyniesiona 
będzie prostopadła, ta przeydzie przez oba środ
k i  C i  D (6,'; lecz przez dwa punkta dane , je
dna ty lk o  linija poprowadzoną bydź może; aza
tem linija prosta przechodząca przez te środki, 
będzie prostopadłą w  środku; c ięc iw y  wśpólney.

P O D A N I E  X II.

T W I E R D Z E N I E .

Jeżeli odległość dwóch środków kół jest 

m niejsza od summy ich promieni; i jeżeli 

razem prom ień większy, je st mnieyszy od 

summy mnieyszego promienia i odległości 

środków , tedy te dwa kota przetną się 

z sobą.

BOj 2eby to przecięcie zachodziło , potrzeba, 
i z b y  troykąt G AD  (fig. 12 i i 3) , mógł exysto- 

waó , azatćm potrzeba , 'aby nietylko CD, b y 
ło  < A C  +  A D ,  lecz także, aby promień w ię k szy  
A D  b y ł  < AGI +  GD; ile ra z y  tody' troykąt G A D  
może bydź wykreślonym, ty le  razy okręgi k ó ł ,  
zakreślone z<f środków G i D , przetną się z so-1 
bą w  A  i B.
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P O D A N I E  X III .

T W I E R D Z E N I E .

Jeżeli odległość C D  (fig. i 4 ) , Środków 

dwóch kół, jest równa summie ich prom ie- 

ni C A , i A D ;  te dwa koła doilmą się ze

wnętrznie. , . /
V ,

Jasiio jest, ze te koła m ieć będ.-j jeden tylko 
punkt w spólny A; Bo żeby m iały  dwa takie pun- 
kla, . potrzebaby b y ł o ,  aby odległość środków 
b yła  innieysz^ od summy promieni (12).

P O D A N I E -  X I V .

T W I E R D Z E N I E .

Jeżeli odległość CD , środków, dwóch koł, 

jest równa różnicy ich promieni C A , A D , 

te dwa koła dotkną się z sobą wewnętrznie.

Naprzód oczywiście widzimy, źe te koła m s- 
j|  punkt w sp ó ln y  A ;  i nie mogą mieć innego 
takiego., gdyż na to potrzebaby było, ażeby pro- 
jnii’ 1'1 większy A D , był mnieyszy od summy pro
mienia A C  i odległości CD, środków (12): co 
właśnie nie zachodzi.

//''niosek. Jeżeli  dwa koła dotykają sig bądź 
wew nętrznie bądź zewnętrznie, środki ich i punkt 
dotknięcia znaydują się na jedney i teyźe samey 
linii prostey. ,
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Uwaga. W sz y stk ie  koła mające swe środki na - 
linii prostey CD  (fig. i 4 i i 5) i przechodzące 
przez punkt A , są wzajemnie do siebie styczne; 
mają one między sdbą jeden ty lk o  punkt A  w spól
ny. A .  jeżeli przez punkt 'A j  poprowadzona bę
dzie A E ,  prostopadła do GD, tedy ta linija bę
dzie styczną wspólną wszystkim  kołom. -

B  O D  A  N I E  X V .

T W I E R D Z E N I E .
f

J V k o le  albo w kołach 'równych, kąty 

wne A C B ,  D C E  (fig. i6'), mające swóy wierz

chołek w, środku , obejm ują na okręgu , ko

ła tuki równe A B ,  D E .

TJ^zajemnie : jeżeli tuki A B ,  D E  , są ró

wne, kąty  A C B ,  D C E  będą- także równe.

Gdyż i°  jeżeli k ą t  A C B ',  jest równy kątowi 
D C E ,  te dwą kąty- mogą do siebie przystać ; a 
ponieważ ramiona ich są .równe, przeto punkt 
A  padnie na D, a punkt B  na. E. L e c z  w ten 
czas i łu k  A B  powinien paść także na łn k  DE; 
ho gdyby te dwa łu k i  przyłożone do siebie, nie 
c zyn iły  jednego ł u k u , te d yb y  w  jednym lub 
drugim z nich znaydowały się punkta nierównie 
oddalone od środka k o ła ;  co jest niepodobień

stwem: a zatem łuk A B  =  D E .
2°. Jeżeli założymy łu k  A B  —  D E , powiadam: 

ze kąt A G B . będzie ró w n y  kątowi D C E ; bo
2*
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gtlyby le Ic^ty .nie b v ły  równe i niech A C B  
jest kątem większym  , tedy w ziąw szy kąt 
A G I — D G E , mielibyśmy, na mocy tego cośmy, 
(jo wie d li  teraz, A l  — D E  ; aźe z założenia lu k  

A B = D E ,  w ięc b y ło b y  A l  =  A l i ,  to jest: część 
równa całości, co jest niepodobieństwem •> ana

tem kąt AGH —  DGE.

i  , P O D A N I E  X V I .

- I W I K R B Z I U I E ,

7V  hole lub tez w holach rów nych; je 

żeli dwa hąly w środku A C B ,  D C E  (fig. 17), 

mają się do siebie Jak dwie liczby caikie, 

tuki A B ,  D E ,  ramionami tyćh kątów obję

te , będą się miały do siebie, jak tez same 

liczby; i mieć będziemy tę proporcyą: 

ka t  A C B  : D C E  =  ł u k  A B  : D E .  .

■Przypuśćmy, naprzykład, ze kąty A G B ,  DGE, 
mają się do siebie, jak 7 do 4; albo co na toż 
Ramo wychodzi, przypuśćmy, źe kąt M, obrany 
/.a wspólną miaTę, siedm razy zabiera się w  ką
cie A G B , a cztery w  kącie D C E . Ponieważ ką
ty  cząstkowe A  Cni, mCn, r/.Gp, i t. d . , DG.z', 
a’ Cj', i t. d., są ]'.ó\vne między sobą; łuki przeto 
cząstkowe A/w, 77277, np, i  t. d. Da?, xy , i t. d., 
będą także równe sobie ( i 5); a/.atćm całkow ity  
lu k  A B ,  mieć się będzie do łukn całkowitego 

D E; jak 7 do 4 , W id z im y  oczyw iście: iż to
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samo rozumowanie zajdzie, gdybyśmy na miey- 
seu 7 i 4 , mieli inne jakiekolw iek l ic z b y ;  aza- 
tćm, jeżeli stosunek kątów A G B , D G E  , może 
bydż wyrażony w  liczbach eałkieh, tedy łuki 
A li ,  D E , będą-się miały do siebie jak kąty A G B , 
D GE. :

Uwaga. W zajem n ie  , jeżeli łu k i  A B ,  D E , 
mają się do siebie jak dwie l iczb y  całkie , te 
dy i kąty A G B  , D G E  będą się miały do 
siebie jak toż same liczby; tak, jż będzie zawsze 
A G B  : D G E  : : A li  : D E  ; bo, ze łu k i  cząstkowe 
A m, mn i t. d. D;r , xy i  t. d. są równe, tedy 
kąty cząstkowe A G w , mCiri, i t. d.; DGcc, x‘Gjk, 
i tf cl., są także równe.

P O D A N I E  X V I I ,

v ,
T W X Ii II n Z JS N I. B.

-V . ,

Jakikolwiek będzie stosunek dwóch ką

tów A C B ,  A C D ,  (lig. 18); zawsze będą się 

miały do siebie ja k  ich iuhi A l i ,  A D , za

kreślone między ramionami z ich w ierz• 

chołków , jako środków , promieniami ró- 

wnemi.

Załóżmy że kąt ran ieyszy, umieszczony jest 
w  większym: jeżeli w ysłowione podanie,Cniema 
luicysca , kąt A G B  , mice się będzie do kąta 
A  CD., jak łuk A B  do innego łufcu większego lub 
mnieyszego niż jest AD. Przypuśćmy że ten łuk



jest większy, i oznaczmy go przez A O ,  mieć bę

dziemy , .. >

kąt A C B  : A  CD : : ł u t  A B  : A O .

W y s ta w m y  teraz że łu k  A B ,  podzielony jest 
na części równe, z których każda jest innieyąza. 
od D O :  jeden przynaym nicy będzie punkt po
działu między D  i O: niech będzie I tym pun
ktem, i daymy GI; łu k i  A B , A l ,  mieć się bę
dą do s ieb ie , 'ja k  dwie l ic z b y 1 całkie; i na mo

cy, poprzedzającego twierdzenia, będzie

kąt A C B  : A C L : : łu k  A B  : AI.

Z b liży w szy  do siebie te dwie proporcye, i u- 
wnżając ź̂e w  niob poprzedniki są też same, 
wniesiemy z tego, że następniki składają także 
proporcyą

kąt A  CD : A C I  : : łulc A O  : A l .  *

A że  łuk. A O ., jest większy od fuku A l , aby 
więc ta proporcya zach od ziła , potrzeba , iżby 
kąt A G D  b ył  w iększy  od Kąta A G I  ; że zaś 
przeciwnie, jest on mnieyszy; więc niepodobień
stwem jest ażeby kąt A C B , 1 tak się miał do k ą 
ta A  CD, jak łu k  A B  do łuku  większego niż 

jest A D .

P rzez  podobne zujiełnie rozumowanie dowie- 
dlibyśińy, że czw arty  w yraz  proporcyi nie mó- ■ 
żę bydź mnieys/.y od A D ; więc zupełnie ró
w ny byda musi A D  ; azatem mfe<5 będziemy 
proporcyą;

—  20 —



.—  21 —

'kąt A C B  : A G D  : : luk  A B  A D .

TYnioseli. Poniew aż kąt w  środku koła  i łu k  
ramionami jego objęty, taki mają z sobą zw ią
zek, że gdy się jeden pow iększy lub zmnieyszy 
w  jakim kolwiek stosunku, to i drugi w  tymże 
samym stosunku powiększa lub się zmnieysza;' 
przeto mamy prawo wziąć jednę z tych w ie lk o 
ści za miarę drugiey. 1 tak, odtąd brać będzio- 
m y łu k  A B , za miarę kąta "A C B . N ależy  t y l 
ko uważać w porównywaniu katów między so
bą, żo łnki służące im za miarę, powinny b y d ź  

nakreślone promieniami równemi; gdyż to p rzy 
puszczaliśmy w e  w szystkich  poprzedzających po
daniach. ^

Uwaga i. Zdaje się iż 'naturalniey jest rriierżyd 
ilość, drugą ilością tegoż samego gatunku, i na 
m ocy tego początku, należałoby odnosić wszyst
kie kąty do kąta prostego: t a k ,  że kąt prosty 
w ziąw szy za jednostkę miary, mielibyśmy kąt 
ostry, w yrażony przez liczbę zawartą między
o i i;  a kąt rozwarty, przez liczbę zawartą mię
dzy i i 2; lecz ten sposób wyrażania kątów nie- 
b y łb y  naydogodnieyszy w u ż y c iu : daleko jest 
prośeiey mierzyć k ą t y łu k a m i  koła, a to d l a t e 
go, że łatwo jest zrobić łuki,  równe łakom  da
nym, i dla wielu  innych przyczyn. Z  resztą, je
żeli miara' kątów przez łuki koła , jest w  pe
w nym  gatunku nie wprost idąca , to przyn^y- 
inniey d‘atwo jest otrzymać za pomocą ich liiia- 
rę wprost 'idącą i bezwzględną: bo gdy łuk słu.-



źący za miarę kątowi porównamy z ćwiercią ca
łego okręgu koła, mieć będziemy stosunek kąta 

danego . do kąta (prostego ; co jost miarą bez
względną.

Uwaga 2.To wszystko, cośmy dowiedli w  tr'zcch 
poprzedzających podaniach względem porówna
nia kątów z'Jukami, równie zachodzi względem 
porównywania w yc in k ó w  z łukami: bo w y c in 
ki 'są równe , gdy lakierni są k ą t y , i w  ogól
ności są one- proporcyonalne kątom , azatćm, 

dwa wycinki A G B  , A G  D , w zięte w jednam  ~ 
kole albo teS, w kolach równych, mają się do sie
bie , jak luki A B , A D , podstawy tych wycin
ków.

Z  tego wićlzimy to łu k i  koła, służące za mia
rę kątom,, mogą tafyże służyć za miarę 'rozmai
tym wycinlcóm jednego koła lub lcół równych.

. P O D A N I E  X Y 1TI.

T W  I  S K I  Z B 5  I E ,

% Kąt B A D ,  wpisany w koło {fig. 19 i 20), 

ma za miarę połowę łuku B D  , objętego 

między jego ramionami.

Przypuśćm y naprzód, źe środek koła p r z y 
pada w kącie B A D , (fig. 19)5 poprowadźmy śre
dnicę A E ,  i promienie GB, OD. K ą t  B G E  ze
wnętrzny względem troykąta A RG , jest ró w n y  
summie dwóch kątów wnętrz nycli GAB, ABG,'
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(19, 1); lecz źe troykąt B A G , jest równoramienny, 
azatem kąt C Ą B = A B C ;  przeto lcąt B G E  jęst ró
w n y  dwa razy wziętemu kątowi B A C . K ąt B G E , 
jako lcąt w  śro d k u , ma za miarę łuk  BE; 
w ięc  kąt BA-G, będzie miał za miarę połowę 
B E .  D la  pndobney p rzy czyn y  kąt GAD, mieć 
będzie za miarę połowę E D ; azatem B AG -f-CAD  
czyli  B A D , m iej będzie za miarę połowę sum
my B E - j- E D ,  czy li  połowę łului BD.

Przypuśćm y po wtóre : źo środek C (fig. 20), 
znayduje się za kątem B A D ; wówczas, gdy. po
prowadzimy średnicę A E  , kąt B A E , będzie 
miał za miarę połowę łuku  B E ; kąt D A E , po
ło w ę  DE; azatem różnica ich B A D ,  .będzie mia
ła za miarę połowęv|3E  nmiey połowy E D , czy- > 
l i  połowę B D .

K a ż d y  więc kąt wpisany , ma za miarę p o ło 
w ę łuku między jego .ramionami zawartego.

Wniosek I. W sz y stk ie  kąty B A C  ; BDG, 
i t. d. (fig. 21), wpisane w jeden ucinek, są ró
wno sobie; gdyż mają za miaro połowę tegoż sa
mego łuku B Q C . .

II.  K ażd y  kąt B A D  (fig.;22), wpisany w pół- 
olcrąg koła, jest ró w n y  kątowi prostemu; gdyż 
ma 011 za'‘miarę połowę półokręgu koła  B O D , 
czyli  ćwierć okręgu koła.

Dla dowiedzenia^ tey r/.eczy innym sposobpm, 
pociągniymy liniją A C  : troykąt GAB jest ró- 
wnaramiehny , w ięc  kąt B A G  =  ARG  ; tro y 
kąt GAD podobnie jest równoramienny, więc 
k^t GAD =  A D G  ; ązatem B A G  +  GAD ożyli
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B A D  =  A B D  +  A D B . L e c z  jeżeli dwa kąty B  i D, 
troykąla A B D  , wazą razem trzeci kąt B A D , 
trzy  kąty troykąt a w a ż y ć  będćj dwa razy  w z ię 
ty  kąt, B A D ; aże nadto ważą one dwa kąty pro
ste, azatem kąt B A D  jest kątom prostym.

III .  K a żd y  kąt; B A C  (fig. 21) , wpisany w  u- 
cinek większy od półokrggu koła, jest kątem 0- 
s t r y m ; gdyż ma za miarę połowę łu k u  BO Ci 
mnieyszego od pół okręgu koła.

A  każdy kąt B 0 0 , wpisany w ucinek mniey- 
szy od pół okręgu koła, jest kątem rozwartym; 
gdyż ma za miarę połow ę łuku  B A C ,  w iększe
go o d  pół okręgu koła.

I Y .  K ą t y  przeciw ległe A  i G (fig. 25), czw o 
roboku A B  GD, wpisanego w  koło, razem w zię 
te, ważą dwa kąty proste; bo kąt B A D , ma za 
miarę połowę łuku B C D ; kąt BO D, ma za mia
rę połowę łuku  B A D ;  więc oba kąty B A D , 
B C D , wzięte razem, mają za miarę połowę pół 
okręgu koła; azatem icb summa równa się dwóm 
kątom prostym. ' ■ . 'i

P  O D A N I  E  X I X .

T W  I  33 H D Z E N I  H.

K ąt  B A C  (fig, 2 4 ), utworzony przez sty- 

czng i cięciwę , ma za miarę połowę tuhu 

A M D C  , zawartego między jego ramioua- 

mi.

Do punktu dotknięcia A , poprowadźmy śre-



clnićę A D : k<jt B A D ,  jest prosty (9); [na on za 
miarę połowę pół okręgu koła A M D ; kąt D A G , 
ma za miarę połowę DG ; azatem B A D -J -D A G  
czyli kąt B A C , ma za miarę połowę A M D  w.ię- 
cey połowa DG, c z y l i  połowę całego łuku A M D G .

D ow iedlibyśm y podobnie, ze ką t  G A E  xna za 
miarę połowę łuku AG, zawartego między jego 
ramionami.
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Zagadnienia ściągające się do dwóch 

sćiąg pierwszych.

Z A G A D N I E C I E  P I E R W S Z E .

Daną liniją prostą  A B  (fig. 1 5), podzie

lić na dwie części równe.

Z  punktów A  i B , jako środków,- promieniem 
większem niż połow a A B , 'zakreślają się dwa ł ą 
ki pi*zecinające się z sobą w D i punkt D ,  bę
dzie równie oddalony od punktów A  i B. Po--' 
dobnie oznaczmy nad, albo pod. liniją A B  drugi 
punkt E , także równie oddalony od punktów 
A  i B; przez te dwa p u n ku  D.,' E , poprowadźmy 
linija D E: powiadam: że D E  przetnie linija A B ,  
na dwie części, równe w punkcie C.

Gdyż punkt:a D, i E, jako każdy i  lueli ró
wnie oddalony od końców A  i znaydowa<; 
się muszą oba na prostópadłcy wyniesioney ze 
środka linii A B . Lecz  przez dwa punkta dane, 
jedna tylko linija prosta poprowadzony bydfi



może; azatem linija D E ,  jest tą/, sarną prostopa
dłą, klóra przecina liniją A B  , na dwie równe 

części w punkcie G.

Z A  G A D H X E N I  U I I .  , *'

Z  punktu A  danego na linii B C  (fig. 2 6), 

wynieść prostopadłą do niey.

B iorą  się dwa punkta B  i C równie oddalo
ne od A ,  potym z tycli punktów 15 i G, jako 
ś ro d k ó w , prpmieniem większym ni/, jest B A , 

zakreślają się dwa łuki,  które się przetną w  D; 
a linija poprowadzona A D  będzie prostopadłą 
żądaną.

Bo punkt D  , ja\o równie oddalony od 15 i 
od C , należy do proslopadłey wyniesionoy ze 
środka linii I 5C ; azatem A D  jest' prostopadłą.

fjtyuga. Tożsam o w ykreślenie służy do zrobie
nia kąta prostego B A D , w  punkcie danym Aj
na linii daney BG.

• . _. ;  ••

D A G A  D N I  E N I E  I I I

Zpuiihtu  A  danego za, liniją prostą  B D  

(fig. 27), spuścić prostopadłą na tg liniją.

Z  punktu A ,  jako środka, promieniem dostate
cznie wielkim, zakreśla się łuk, któryb y  prze
ciął liniją B D  w  dwóch punktach 13 i D: b ie
r z e  się potym punkt E  równie oddalony od pun
któw  B  i D, i prowadzi się linija ,AE, która bę- 
flzie prostopadłą żądaną.
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Bo kaźtły z cl w ó cii punktów A  i E  są ró
wnie oddalone od punktów B  i D, az.at.era l i -  
jjija A E ,  jest prostopadła w  środku linii BD .

Z A G A D N I E N I E  IV.  . '

7F pu n kcie  A ,  na linii A B  (fig, 28) zrobić 

kąt równy kątowi danemu K .

Z  w ierzchołka K ,  jako środka, jakim kolwiek 
promieniem, zakreśla się łu k  I L ,  między ramio
nami kąta: z punktu A, jako środka, promie
niem AB równym K I , zakreśla się łu k  nieo
graniczony BO; bierze się polem promień ró
w n y  cięciwie L I ;  i z punktu B ,  jako środka, 
tym promieniem nakreśla się łuk  , który prze
tnie w  D łuk nieograniczony B O ; prowadzi się 
potem AD: a kąt D A B  będzie rów n y kątowi da
nemu K ,

Bo dwa łuki BD , L I ,  mają promienie i c ię 
c iw y  równe, azatem. są równe (4 , 2)3 więc kąt 
B A D = I K L .<  .

I Z A  G A D N I E N I  E  V.

Podzielić Kąt lub łuk dany na dwie czę

ści równe.
; ii,i.

r 1

] °. Jeżeli potrzeba p o d zie lić  łuk A B  (fig. 2;)), ■ 
na dwie części równe,' tedy z punktów A i l i ,  
jako środków, jednym promieniem zakreślaj';} si.ę 
dwa łuki przecinające się z sobą w  punkcie i):



przez, punkt D i prr.cz środek C, prowadzi się 
lin i ja OD, która przetnie łu k  A li ,  na clwie czę
ści równe w  punkcie E.

Bo każdy z punktów G i D, jest równie od
dalony od końców. A  i  B  c ię c iw y  A B ;  azatern 
l ia i ja  CD jest prostopadły do środka t e y  cięci
w y ,  więc dzieli  łu k  A B  na. dwie części równe 
w punkcie 13 (6> 2). '<

2 “. Jeżeli potrzeba podzielić na dwie części 
równe kąt A C B , należy wprzód z wierzchołka
C, jako środka, zakreślić łu k  A B ,  a potem tak 
postąpić jak w yżey; oczywiście, linija C D  po
dzieli kąt A C B  na dwie części równe.

Uwaga. Yja pomocą tegoż samego wykreślenia 
można podzielić lcaźdą z połów A E ,  E B ,  na dwie 
czyści równe; tak, 2e przez lcoleyne podziały, 
podzielony będzie kąt lub łuk na cztery części 
równe, na ośm, na szesnaście i t .  d.

z a g a d n i e n i e  VI .

Przez punJct dany A, poprowadzić liniją  

równoległą, do linii danej  B C  (fig. 5 o).

punktu A j j ako środka, promieniem dosta
tecznie wielkim, zakreśla się łuk  nieograniczo
n y  EO : z punktu E  jako środka, tymże pro- 
niioniem , zakreśla; isię łuk  A F  , bierze polem 
KI) = A F ,  1 daje się linija A D , a ta będzie li- 

.nijij równoległą żądaną..
Bo, dawszy liniją A E ,  widzimy oczywiście, źo
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k%ty naprzemianległe AiF.F, E A D  są równe; aza- 
tem linije-AD^ E F ,  są równoległo (24, 1).

Z A G A D N I E  N I  E V I I . .

M ając dane dwa kąty A  i B ,  trójkąta, 

gnałeś ó trzeci (fig. 3 i).
. % • %

D aym y liniją nieograniczony D E F ,  i w  punk
cie E  zróbmy kąt D E G = A ,  a kat CEH =  B;. 
kąt pozostały K E F  będzie kątem trzecim szuka
nym; bo te trzy  kąty, w zięte razem, ważą dwa 

kąty  proste-

j A f t A f f u u i r i B  v itn .

M ając dwa boki dane B  i C  , trójkąta , 

i kąt A  między niemi zaw arty , nakreślić 

trójkąt  (fig. 5 2)

Prowadzi się linija nieograniczona D E ,  i \r ja
kim kolwiek punkcie D, na niey wziętym, robi 
się kąt_EDF rów n y kątowi danemu A ;  bierze 

się potem D G  =  B , D I I = C ,  i daje się linija G i l ;  
a troykąt DGH , będzie troykątem .źądknym..

t  A S AB 5 I E S I I  tX.
— ' '  •

M ając dany bok i dwa kąty troykąt et, 
nakreślić troykąt.

D w a kąty dane mogą bydź albo oba p rzy le-
5*



głe bokowi danemu albo jeden przy legły ,  a dru
gi przec iw leg ły  : w  tym ostatnim przypadku, 
szuka się trzeciego (pod. g); a tak zawsze miec' 
będziemy dwa kąty  przy ległe  ; na w y k re ś le 
nie takiego tro y k ą ta , prowadzi się linija pro
sta B E  (fig. '53), równa bokow i danemu ; robi 
się w punkcie D, kąt E D F  rów n y jednemu z ką
tów przyległych; a w  punkcie . E  robi się- kąt 
J ) E G , równy drugiemu kątow i danemu: dwie 
linije D i1' , E G , przetnij się z sobą w  H } i utw o
rzą troykąt D E H  żądany.

Z A G A D N I E N I E .  X,

M ając trzy boki A ,  B ,  C ,  dane, nakreślić 

troykąt (fig. 3 4 ).

P row ad zi się linija D E ,- równa bokowi A; 
z punktu E ,  jako środka, promieniem równym 
drugiemu bokowi B, zakreśla się łuk; z punktu
D , jako środka, promieniem równym  trzeciemu 
bokowi C, -zakreśla się łu k  drugi, który  prze
tnie pierw szy w F ; dają się linije DF, E P ,  a tro y 
kąt D E F  będzie troykątem szukanym.

Uwaga. ‘Gdyby jeden z boków b y ł  większy od 
summy dwóch innych, te dyby łuki nie przecię
ł y  się z sobą; lecz rozwiązanie zawsze jest po
dobne do wykonania, jeżeli summa dwóch bo

ków, jakkolwiek wzięta , jest większa od trze
ciego.
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7, A & A D H I E N I E  X I .

■■ I

M ając dane dwa boki A  i B ,  troykąta, 

i kąt C, przeciwległy bokowi B  , nakreślić 

troykąt.

T u  dwa zachodzą przypadki

i°.  Jeżeli kąt ' 0  jest prosty albo rozw arły  
(fig. 35): robi się kąt E D F , rów ny kątowi (1; 
bierze się D E — A ;' z punktu E  , jako środka, 
promieniem równym bokowi danemu B, nakre
śla się łuk , który przetnie liniją D F , ,w pun
kcie F; prowadzi się linija E F ;  a troykąt D E F  
będzie troykątem żądanym.

W  tym pierwszym  przypadku, potrzeba żeby 
bok 13 b y ł  większym ód A ;  bo kąt C ,  będąo 
prostym lub rozwartym, jest naywiększym ■/. ką
tów troykąta; azatem bok p rze c iw le g ły  p o w i
nien bydź także naywiększym.

2°. Jeżeli Jcąt G ,  jest ostry, (fig. 56); a bok 
B  jest większym od A ;  tpdy tósamo w y k re 
ślenie zachodzi, i troykąt D E F ,  będziey troyką- 
tem szukanym.

Lecz. jeżeli kąt G jest ostrym (fig. 5y), a bok 
B  mnieyszy jest od A ,  wówczas łuk  zakreślony 
ze środka E, promieniem E F = B ,  przetnie bok 
D F  we dwóoli punktach F i  G  , położonych 
z jedney strony punktu D: będą więc d w a tro y -  
kąty D E F ,  D E G ,  równie zadosyc czyniące za
gadnieniu.



Uwaga. T o  zagadnienie jest niepodobne we 
w szystkich  przypadkach', jeżeli hole B ,  jest 
mnióysay od prostopadłey spuszczoney z pun

ktu  E  na linijij D F.

i i 6 i D K I J K - U  X II.

M a ją c dane boki A  i B ,  przyległe równo- 

ległoboku , oraz kąt C , między niemi za

warty, nakręścić równolcglobok (fig. 53).

Poprowadźmy linija D E = A ,  zróbmy w pun
kcie, D , '  kąt F D E = C ,  weźm y D F = B ;  za- 
kreśm y dwa ła k i  jeden z punktu F ,  jako środ
ka promieniem F G  =  D E ,  drugi z punktu E, 
jako środka, promieniem E G = D F :  przez punkt 
G ,  gdzie się te dwa łuki przecinają, popro
wadźm y linije F G , E G ; a czworobok D K G K , 
będzie .równoległobokiem żądanym.

’/j  wykreślenia bowiem boki przeciw ległe s.-j 
równe, więc figura nakreślona jest równoległo
bokiem (3o, i), i ten równoległobolt jest utw o
rzony z boków danych i kata danego.

Wniosek. Jeżeli kąt dany jest prosty, figura . 
będzie prostokątom; a nadto, jeżeli' boki są ró 
wne, figura będzie kwadratem.

Z A fi A  »  H I  J£ Ił I  E X I II.

Znale&ć środek kola lub tuku danego.

Biorą się od upodobania na okręgu lub łuku
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trzy punkta- A ,  B , C (fig. 5g); poprowadźmy al
bo wyobraźmy że s.-j poprowadzone A B ,  i BC; 
podzielmy te dwie linije na dwie caęści równa 
■przez, prostopadłe D E ,  FG ; punkt O, gdzie się 
te prostopadłe spotykają z sobą, będzie środkiem 
szukanym.

Uwaga. Tosamo wykreślenie służy, tak do po
prowadzenia okręgu koła przez trzy  punkta da
ne A ,  B, G, jalcoteź do opisania okręgiem koła 
troykąta danego A B C .

Z A G A D N I E N I E  X IV .

P rzez punkt dany poprowadzić styczną 
do okręgu kota danego.

Jeżeli punkt dany A ,  jest na okręgu koła 
(fig. 4o); daje się promień C A , i prowadzi si<j 
prostopadła A D , do GA;- a A D  .będzie styciną 
żądaną (9, 2); jeżeli punkt dany A  jest za ko
łem, łączy się ten punkt A ,  ze środkiem koła,, 
l iniją prostą CA (fig. 4 i), -^dzieli się C A  na dwie 
równe części w  punkcie O; z punktu O jako 
środka, promieniem OG, zakreśla się okrąg ko
ła, który przetnie okrąg koła danego w  punkcie 
B; prowadzi się linija A B , a la linija A B , bę
dzie" sLyczną żądaną.

Grdjż poprowadziwszy GB, mieć będziemy kąt 
C B A , wpisany w  pótokrąg koła , który  będzie 
prostym (18, 2)5 azatćin A B ,  je s t• prostopadłą 
w końcu promienia CB j więc ona jest styczną.
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Uwaga. G d y  punkt A  dany jest za kołem,' 
widzimy iż zawsze dwie są styczne równe A B, 
A D , przechodzące przez punkt A: są równe, ho 
troykąty prostokątne GB A , C D A , inają przeoiw - 
prostokątną C A  wspólną, i hok CB =r GD, więc 
te troykąty tą równe (18, 1), azatem A D  =  A B , i 
razem kąt C A D = G A B .  (

2 A  & A B  N I  11 M I  X V .

T V  troykąt dany A B C  , wpisać koło 

(fig. 4 s).

Dzielą śię kąty A  i B ,  na dwie ró>vne części 
linijami A U ' i  B O , które z sohą się zbiegą w pun
kcie O; z punktu O spuszczają się prostopadłe 
OD, OE, O.F, na trzy  boki troykąta danego; po
wiadam, że te prostopadłe będą równe między 
sobą: z w ykreślenia  bowiem kąt D A O = O A F ,  
kąt prosty A D O = A F O ; :  więc trzeci kąt A O D  
jest rów n y trzeciemu A O F ; nadto, bok A O ,  jest 
wspólny obudwóm troykątom A O D , A O F ,  i ką
ty  przy ległe  bokow i równemu są równe aza
tem te dwa- troykąty  są równe; więc D O  =  Off. 
Podobnym sposobem dowiedziemy, że dwa tr o y 

kąty B O D , B O E ,  są równe; w ięc O .D = O E ;  aza
tem trzy jirostopadłe OD, O E , O F  są równe 
między sobą.

Jeżeli teraz z punktu O, jako. śrotlkaj pro
mieniem OD, nakreśli się okrąg koła, Len oczy
wiście wpisany będzie w  troykąt A B C ; gdyż
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bok A B , prostopadły w  końca promienia OD, 
jest styczną: tosamo jset z bokami BG, A G .

Uwaga. T r z y  linije dzielące trzy kąty troy- 
kąta na połowy, zbiegają się z sobą w jednym 
punkcie.

Z A G A D K I  E N I K  X V I .

Na linii daney A B , nakreślić ucinek, mie

szczący w sobie kąt dany C  ; tojest ucinek 

taki, aby wszystkie kąty weń wpisane) by

ły równe kątowi danemu C  (fig. 45  i 4 4 ),

P rzed łu żm y A B  ltuD , w  punkcie B, zróbmy 
kąt DBF.—. G, da.ymy B O  prostopadłą do BE,
i ze środka linii A B  wynieśm y prostopadłą GrO; 
z punktu spotkania się O, jako środka, promie

niem O B, nakreślmy, kolo; a ucinek A M B  bę
dzie żądanym.

Jakoż, ponieważ B F , ,jest prostopadłą w  koń
cu promienia OB; więc B F  jest styczną, i kąt 
A B i '  ma za miarę połowę łuku A K B  (19, 2)i 
nadto, kąt A M B  , jako kąt wpisany, ma tak
że za miarę połowę łuku  A K B  , • przeto kąt 
A M B  =  A B F = s E B D  =  C; azatem wszystkie ką
ty  wpisane w  ucinek A M B  , są i‘ówiic kątowi 
danemu C.

Uwaga. Jeśliby kąt dany b ył  prosty, ucinek 
szukany byłby  półkolem nakreślonym na śre
dnicy A B .
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l A G A D I f i r ,  N I E  X V II .

Znaleśó stosunek liczbowy dwóch liniy 

prostych danych A K ,  C D , jeśli te dwie li

lii/e m ają między sobą miarę wspólną 

(fig. 4 5 ).

Odcina się linija mnieysza CD na większey A B  
ty le  ra/.y, i le  razy w  niey mieścić się może,naprzy
kład  dwa razy; i niech jeszcze zostaje reszta B E .

Przenosi się reszta B E  na liniją CD, ty le  ra
ny, ile się w  niey zawrzeć może, naprzykład ras 
jeden, i pozostanie reszta D F .
. Przenosi się druga reszta D F  na pierwszą B E ,  
ty le  razy ile się mieścić w  niey może, naprzy
kład  raz jeden, i pozostanie reszta BG.

Przenosi się trzecia re.szla B G  na drugą D F , 
ty le  razy ile się w niey pomieścić może.

Ciągną się dopóty te przenoszenia , aż póki 
meotrzymamy resztę pewną liczbą razy  dokła
dnie zawierającą się w  reszcie poprzedzającey. 
T a  ostatnia reszta będzie miarą wspólną linii po-' 
danoy; a w ziąw szy ją za .jedność, znaydziemy ła 
two wartości reszt poprzedzających-; a nakoniec 
wartości dwóch lin iy  podanych; skąd poznamy 
ich stosunek w liczbach. •

Naprzykład; jeżeli znaydziemy, żc G B żawic- 

ra ,się dokładnie dwa razy w  FD ; tedy B G  bę
dzie miarą wspólną dwócih l in iy  podanych. 
Niech będzie B G =  i , mięć będziemy F D = 2 ;  
lec* i e  EB zawiera jedou ras F D  w ięccy  G/i;
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więc E B  =  3; C<D zawiera raz E B  w ięcey F D : 
azatem UD =  5: nakoniec, ponieważ A B  zawiera 
dwa razy ' CD w ięcey  E B ,  przeto A B = i 5; aza
tem stosunek dwóch liniy A B ,  GD, jest stosun
kiem i 5 do 5 . G dyby linija GD była  wzięta za 
jedność, linija A B  byłaby y ,  a gdyby zaś linija 
A B  Wzięta była  za jedność, linija GD byłaby r%. 

Uwaga. Sposób teraz wyłożony jest tenże 

sam, jaki mamy przepisany w  arytmetyce , dla 
wynalezienia wspólnego dzielnika dwóch liczb: 
a tern samem nie potrzebuje inszego dowodu.

Bardzo bydź może, że ciągnąc naydaley to dzia
łanie, nie znaydziemy nigdy reszty, klóraby do
kładnie zawierała się pewną liczbą razy w  re
szcie poprzedzającey. W ó w c za s  dwie linije zgo
ła nie mają miary wspólney i z tego względu na
zyw ają się linijami nfeivspaimierne.nli (inoo- 
mensurabiles) ; tego niżey obaczymy -przykład 
w  stosunku przekątney do boku kwadratu.

Nie można wówczas znaleść dokładnego sto
sunku w  liczbach; lecz zaniedbując ostatnią re
sztę ,  znaydziemy stosunek mniey lub w ię ce y  
zbliżony, podług tego, jak działanie mniey lub 
w ięcey  posnnione będzie daley.

Z A G A D N I  E N I  E X V I I I .

. M a ją c cłwct kąty A  i B ,  dane , znaleśó 

wspólną miarę, jeżeli tę mają , i  stąd wy

ciągnąć ich stosunek w liczbach (fig. 4 6 ).

Nakreślają sig promieniami równemi łuki C D ,
4



E F ,  s ł u ż c e  za miarę tym  kątom ; i postępuje 
się potem, dla porównania tych Juków GD, EF, 

.tak, jak W; zagadnieniu poprzedzającym : gdyż 
luk może byclź przenoszony na lu k  tegoż pro
mienia, jak linija prosta na liniją prostij; a tak 
tym sposobem p rzyydziem y do wspólney miary 
łuków  CD, E F ,  jC/.eli ją maja, i do stosunku ich 
w liczbach. T o n  stosunek będzie tetiźc sam, co 
stosunek kątów  danych ( i 7, 2): i jeżeli D O  jest 
miarą wspólną łuków , tecły D A O  będzie miarą 
wspólną kątów.

Uwaga. T y m  sposobem można znaleśc war
tość bezwzględną kąta,' porównywając łu k  słu
żący za miarę, z całym okręgiem koła; naprzy- 
kład: jeżeli łu k  CD  ma się do okręgu koła  jak 
fi do 26, kąt A  będzie eztereek kątów pro
stych, czyli  | |  kąta prostego.

'/darzyć się także może, iź łuki porów n yw a- 
, 11 e nie mają w spólney miary, wówczas na kąty 

mieć będziemy stosunki w  liczbach mniey luli 
w ięcey  zbliżone, podług tego, jak działanie mniey 
lub daley poślinione było.
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XIEGA TRZECIA.c

J P R O P O R C Y E  F I G U R , ,

O T I S A K I A .

I. N azyw ać .będziemy figurami równoważne- 
mi, te: których powierzchnie są równo.

D w ie  figury mogą bydź równoważne, chociaż 
całkiem różne: naprzykład, kolo może bydź r ó 
wnoważne z kwadratem, z troykątem, prostoką

tem i t. p.
Nazwanie-figur rów n ych  zachowamy dla tych 

ty lko, które przył^ioiie do siebie, przystają w e 
wszystkich' swych punktach: Jakiemi są: dwa ko 
ła promieni równych, dwa troykąty mające trzy  
boki odpowiednie równe, i  J; p .

IX. D  wie figury są podobne , gdy mają ką ty  
odpowicdne równe1 i boki odpowiedni proppr- 
cyonalne. Przez-bolci odpowiedne, rozumieć b ę 
dziemy te, klóije mają tożsamo położenie w  obn- 
dwóch figurach, albo które są przyległe kątom 
równymi T e  kąty nazywają, się także kątami. 
odpowiedn cmi..

D w ie  figury, równe, zawsze są podobne; le e z  
dwie figury podobne mogą bydź cale nierówne.

III. W  dwóc h różnych  kołach,  nazywają  się 
iufci, w ycinki, uciiiki, podobne , te Które odpo

wiadają  kątom w  środku r ów nym .



I  tak gdy A  jest rów n y kątow i O (fig. 47)? 
łuk BC jest podobny łukow i D E ,  w ycin ek  ABC, 
w ycinkow i O D E  i t. d.

I V .  Wysokość równoległoboku, jestto prosto
padła E F ,  mierząca odległość dwóch boków prze
c iw ległych  A B ,  C D ,  wziętych za podstawy 
(fig 48). '

V .  Wysokość troykąta, jest to prostopadła AD, 
spuszczona z wierzchołka kąta A ,  na bok prze
c iw leg ły  B C, w z ię ty  za podstawę (fig. 4y).

V I .  Wysokość trapeza, jesttoprostopadła E F , 

no prowadzona miedzy ieeo bokami równoległe- 
mi A B , CD, (fig. 5o).

V I I .  I Jlac, albo powierzchnia figury, są, w y 
razy prawie jednoznaczne. Plac oznacza szcae- 
gólniey ilość powierzchni figury tyle ile jest 
mierzoną albo porównywaną z drugą figurą.

NB/. D la  wyrozumienia tey i następnych xiąg, trze
ba mieć-przytomną teoryą proporcyy na co odsyła
my do zwyczaynych Arytmetyki i Algebry trakta
tów. Jedno tylko zrobimy postrzeżenie, bardzo wa
żne dla utwierdzenia prawdziwego znaczenia po
dań, i zniesienia wszelkie y ciemności, bąelź w wysło-' 
wie ni u bądź w dowodzeniach-

Gdy mamy proporcyą A  : B : : C : D, wiemy ie 
mnogość skraynych A x D ,  jest równa mnogości śre
dnich B X Cl.

Ta prawda niezawodna w liczbach, równie jest nie
zawodną i w jakichkolwiek wielkościach; byleby się 
te dały wyrazić albo wystawić tylko w umyśle, •/, 1; 
są wyrażone w liczbach; co zawsze przypuścić nio-
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źna: naprzykładj je-ieli A , B, C, P ,  -sfj linijami, można 
■wyobrazić sobie ,że jedna z tych czterech l im y, albo 
piąta jakaś, służy wszystkim za miarę wspólną, a która 
jest wzięta za jedność; wówczas każda, z liniy, Ą ,B ,C ,’Dj 
w-yrftiapew«»i liczby jedności całką albo łamaną, współ
mierną albo niewspcilhuerną, a proporeya miedzy li
ii i janti A, B , C, D, staje się proporeyą liczb,.

Mnogość wiec liniy A  i D , którą także nazywa
ją prostokątem, nic innego nie jest',. 'tylko liczba je
dności linijowych, zawartych, w A, mnożona pracz 
liczbę jedności ljnijowych,zawartych w O; i  łatwo 
poymujemy,1 ic  ta mnogość może i powinna bydż r ó 
wna mnogości podobnie Wypaditjącey z liniy B i O.

W ielkości A  i B, mogą byilź jednym gatunkiem, 
naprzykład. linijami, a wielkości G i ,D, drugim ga
tunkiem n.apr z ykład powierzchniami; Wówczas po
trzeba ł|.ważać te wielkości jako  liczby. A i B, w y 
rażą się' w jecinośoiach linijowych, a C i D w'jc<lao- 
ściacli powierzchni: a więc mnogość A  x  O-, ■ będzie 
liczbą, tak' jak. jest mnogość B x C .

W  ogólności, we wszystkich działaniach zachodzić 
mogących w proporcyach, należy uważać wyrazy 
fych prcporcyy jako liczby, każda z gatunku sobie 
wlaścijyego ; a żadna trudność , w pojęciu działań i 
wniosków z nich wynikających, nic zaydpe.

Powinniśmy tu także ostrzeclz, źe wiele dowodzeń 
naszych gruntować się będzie na; niektórych praw i
dłach nayprostszych Algebry, które to prawidła sa
me oparte są na znajomych pewnikach; itak: j e ż f j i  
,A==B +  G, gdy pomnożymy każdy członek przez tu 
sarnę ilość M, z tego wniesiemy AXM==BxM-{-CxM; 
podobnie, jeżeli mamy A — B +  C i D  =  E —  Cl; łi! t 
dodamy to ilości równią i  wymażemy -l- .G,, i —  C, któ- 
re sig aiszczij; wniesiemy stąd A  +  D =  B - h E ;  to-sa-
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imn i  o innych działaniach. To ws7.ysl.lt0 samo prze* 
eię jest oczymstćifi, lecz w przypadku trudności nic 
aaniedbamy przyswoicie objaśnić.

P O D  A . N  I E  I.

T W  I  £  K »  Z £  K I  E.

Hównolegtohoki mające podstawy i w y  

sokości równe są równoważne.

N iech będzie A B , podstawą wspólną dwóch 
równoleglobokó-w A B G D . A l ł E F  (fig. Di):  po
nieważ zakładamy, Se w tych równoległobokach 
taż sama -jest wysokość, przeto podstawy górne 

DG, F E , będą w  linii pro-itey równolegley AB„
A ź e  •£ natury równołeięłoboków 'A D  r= BG t 

A F  —  B E  ; i dla tey/.e p rzyczyny D G = A B ,  
F E — A B  ; w ię c  D G = F E ;  azatćm, odciąga-jąc 
DC! i F E  od teyże samey linii D E ,  reszty  po
zostałe GE i D F  będą równe.

Z  lego wypada, żc troykąty DAF,. CBD, są ró
wnoboczne między sobą.

L e c z  gdy od .czw oroboku A B E D , odciągniemy 
troykąt A D F ,  zostanie równoległobok A B E F ;  a 
gdy od tegoż samego czworoboku- A B E D ,  odcią
gnie się troykąt GBE, zostanie ró wnoleglobok 
A B  GD t azatem dwa równoległoboki A B G D  , 
A B Ę F ,  mając o podstawy, i  wysokości równe, są 
rew  no waz nc.

Wniosek, K a ż d y  równolcgłobolc A B G D  ró-
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wrnowafiny jest z prostokątem A B E F , mającym 
tę£ sarnę podstawę i wysokotti (fig. 62).

P O D A N I E  II.

T W  I F, II D Z E K J E .

Każdy tvoyl<ąt AIJC, jest połową równo- 

ległobohu AElCJD, mającego tę i sarnę p o d 

stawę i wysokość (lig 55 ).

15 o troykąty A B C , A  GL), s$ równe (28̂  1).
TY niosek I. T ro y k ą t  więc A B C  jest połową 

prostokąta UCIEP, mającego tęZ iamq podstawę 
BG , i tę/, sarnę wysokość A O  5 bo prostokąt 
B C E F  , jest równoważny z równolcgłobokiem 
ABCV). . '

TYnioacli II. - W szy stk ie  trnykijly mające pod
stawy równe i wysokości równe , są rów n o
ważne.

P O D A N I E  III.
• ' • ■ •  ̂ , 

T W I E R D Z E N I E .

Dwa prostokąty mające tę z sarnę wy

sokość mają sięr do siebie ja k  ich p o d 

stawy.

Niech będą A B C D , A E F D ,  dwa prostokąty . 
(fig. 54) niająoo wspólną wysokość A D ; powia
dam, £e tc prostokąty mieli się będą do siebie 
jak ich podstawy A B , A E .



Przypuśćm y naprzód, że podstawy. AJ!, A E , 
są współmierne między solł/j, tak i z są naprzy- 
kład jak liczby  7 i 4 : jeżeli podzielimy AH na 
7 części równych, A l i  zawierać będzie cztery 
z tych części: w ynieśm y z każdego punktu po
działu prostopadły do p od staw y, utworzymy ' 
tym sposobem 7 . prostokątów częściow ych, ró
w n ych  między sobą ; bo te mice będij lęż sanuj 
•podstawę i wysolcośd. Prostok.ąt( A B C D  zaw ie
rać będzie 7 prostokątów częśc io w ych , a zaś 

prostokąt A E F D ,  cztery  tylko takich ? azatem 
prostokąt A B  CD, tak się, ma do prostokąta A E F D ,  
jak1 7 do 4 , c zy l i  jak A B  do A E ; tożsamo rozu
mowanie stosować sio może do ■ wszclkiejro in
nego stosunku, niż jckt 7 do i ;  azatem jakikolr 
w ie k  będzie ten stosunek, b y le b y  ty lko  b y ł  w y 
mierny, mieć będziemy

. A B  G D : A E F D  : : A B  : A E .

Załóżmy p iwt.órc, że podstawy A B ,  A E  (fi^. 55', 
są niewspółmierne między sobą; powiadani,' Se 
dla lego mieć będziemy

A B  GD : A E F D  : : A l i  : A E .

Bo gdyby ta prOporcya niebyła p raw dziw ą, 
tedy, ponieważ trzy pierwsze w yrazy  zostają te 
same, przeto czw arty  będzie w iększy  lub mniey- 
szy od A E ; przypuśćmy że josjt w iększy i że 
mamy

A B  GD i A Ę F D  : ; A B  : A D .
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Podzielm y linija A B , na części równe raniey- 
szc niź jest E O  , jeden przynaymniey podział 
przypadnie między E  i  O, naprzykład w  pun
kcie I; z tego punktu wynieśm y do A l  prosto
padły 1K  ; podstawy A B ,  A l ,  będą współmier
ne między sobą, a więc będzie, na mocy tego co 
się teraz dowiodło,

A B  GD : A I K D  : : A B  : A l .

L e cz  z przypuszczenia mamy

A B C D  : A E F D  : : A B  : A O ;

w  tych dwóch proporcyach poprzedniki są ró 
w ne, więc następniki składają proporcyą, tak iż 
będzie ,

A I K D  : A E F D  : : A l  : AO ;

L e cz  A O  jest większe od AT; azatem, aby ta 
proporcya zachodziła, potrzeba żeby prostokąt 
A E F D ,  był w iększy  otl A I K D ;  przeciwnie zas, 
jest on mnieyszy, więc proporcya jest niepodo
bna; azatem A B C D , nie może się mieć do A E F D ,  
jak A B  ma się do linii większey od A E .

Przez zupełnie podobne rozumowanie dow ie
dlibyśmy, że czw arty  w yraz  proporcyi nie m,oże 
b ydź mnieyszy od A E ,  azatem musi bydź ró

w n y  A E .
Jakikolw iek więc będzie stosunek podstaw: dwa 

prostokąty, A B C D , A E F D ,  jedney wysokości, ma
ją. się do siebie, jak ich podstawy AB^ A E .
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P O D A N I E  I V .

T W  I  B U D Z E N I  E.

Jakiekolwiek dwa prostokąty A 13C D  , 
A E G F  (lig. 56 ), m ają sig do siebie ja k  mno
gości z podstaw przez wysokości ■ tak , iz 
zawsze będzie ,

A B  CD : l E G F  : : A B x A D  : A E X  A F .

U ło żyw szy  te dwa prostokąty tak, ażeby krj- 

t y  w  A ,  t y ł y  w  wierzchołku przeciw ległe;  prze
dłużają się boki GE, CD, aź do spotkania się 
e snlią, w  I I :  clwa prostokąty A B C D , A E H D , 

- jako mające tęź sarnę wysokość A D , mają się do 

siebie jak icb podstawy A B ,  A E .  .Podobnie dwa 
prostokąty A E H D , A E G F ,  mające tęź sarnę w y 
sokość A E ,  mają się'do siebie jak ich podstawy 
A D  , A F  ; a tak mieć będziemy te dwie pro- 
poreye :

A B C D  : A E H D  : : A B  ! A E  

A E 1ID : A E G F  : : A D  : A F .

Mnożąc przez się te pro poro yc w porządku od- 
powiednym, i uważając że średni w yraz  A E H D , 
może bydź opuszczony, jako mnożnik wspólny po

przednika i następnika, mieć będziemy,

A B C D  : A E G F  : : A B  X A D  : A E X A F .

'Uwaga. Można więc za miarę prostokąta wziąć
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mnogość z podstawy przez jego wysokość; b y le 
by przez tę mnogość- rozumiano mnogość dwóch 
licz]), które są liczby jedności l in ijow ychzaw ar
tych  w podstawie i liczbą jedności l inijowych 

awartych w  Avysokośei.
T a  miara nie jest bezwzględna, lecz tylko w zg lę 

dna; domyślamy się w niey, źe w yrachow any jest 
podobnym sposobem inny prostokąt, mierząc je
go boki tąż samą jednością linijową ; otrzymuje 
się tym sjiosobeni druga mnogość, a stosunek 
ty ch  dwóch mnogości jest rów n y stosunkowi 
prostokątów, zgodnie z podaniem teraz dowie- 
dzionćin.

Naprzykład: jeżeli podstawa prostokąta A  ma 
trzy  jedności, a jego wysokość dziesięć jedności, 
prostokąt w yrażony będzie przez liczbę 5 X i  o, 
c zy l i  5o; liczba tak odosobniona nic nie znaczy, 
lecz gdy mamy drugi prostokąt B, którego pod
stawa niech ma dwanaście jedności, a wysokość 
siedm jedności,  ten drugi pvosli'okąt. w yrażony 
będzie przez liczbę 7 X 1 2  c zy l i  84: stąd w n ie 
siemy, ze dwa prostokąty A  i B  mają się do siebie, 
jak 5o : 3-i: azatem, jezel-ibyśmy się zgodzili wziąć 

prostokąt A  za jednostkę miary w  powierz-, 
ebniacli, wówczas prostokąt B, miałby za mia
rę bezwzględną |-§, to jest, iżby się równał f£ 
jedności powierzchni.

Pospoliciey  i dogodniey bierzemy kw adrat za 

■jednostkę powierzchni, i obiera się jeszcze k w a 
drat- ta k i , którego bok jest jednostką, linijową; 

w ówczas miara, którą uważaliśmy tylko jako



względną, staje się bezwzględną: naprzykład licz
ba 3o, przez klórąśmy m ierzyli prostokąt A, w y 
raża 5o jedności powierzchni, c z y l i  5o tych kw a

dratów, z których każdy ma hok rów n y jedno
ści; co oczyw iściey w ystaw ia figura 57.

Bardzo często mieszają w  Geometryi mnogość 
dwóch lin iy  z ich prostokątem, i  to wyrażenie 
przeszło nawet, do A rytm etyki dla oznaczenia 
mnogości z dwóch liczb nierównych, tak, jak się 
używ a wyrażenie kwadratu, na oznaczenie mno
gości z liczby  mnożoney przez się.

K w a d ra ty  z liczb 1, 2, 5 i t. d. są 1, 4, 9, i t. d.; 
a tak widzim y, źo kwadrat zbudowany na linii 
dwa razy  w ię k sz e y ,  jest cztery razy większy: 
zbudowany pa trzy  rafcy w iększey, jest dziewięć 

razy większy, i tak daley, (fig. 5B).

P O D A N I E  Y .  

t w i e b d z e n i f ,.

Powierzchnia jakiegokolwiek równoległo' 

bohi jest równa mnogości z jego podstawy 

przez wysokość.

Bo równoległobok A B G D  (fig. 52) , jest ró 
wnoważnym z prostokątem A B E F , mającym 
tęź sarnę podstawę A B , i  tę/, samę wysokość 
BE' (i); ten zaś ostatni md za miarę A B  X B E  (4), 
a/.atem A B  XBIL równa się powierzchni równo- 

legtoboku ABGD.
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Wniosek. Równolegloboki mające tę£ sarnę 
podstawę, mają się do siebie jak ich wysokości; 
a równolegloboki jedney wysokości, mają się do 
siebie jak ich podstawy; bo gdy A ,  B, C, są ja- 
kiem ikolwiek trzema wielkościami, mamy w  o- 

gólności A x  C : B x G  : : A  : B.

P O D A N I E  VI.

T W  O R D  7, E M I I .

Powierzchnia trpyltąta jest równa mno
gości z podstawy przez połowę jego wyso
kości.

T ro y k ą t  bowiem A B C  (fig. 59), jest połową 
równoległoboku. ABC/E, mającego tęz samę pod
stawę BG i wysokość A D  co i troykąt (2); aze po
wierzchnia równoległoboku A B C E = B G x A D  (5); 
azatem powierzchnia troykąta A B C  =  | B G X A D  
czy l i  B G X |A D .

Wniosek. D w a troykąty równey wysokości, 
mają, się do siebie jak ich podstawy; a dwa tro y 
kąty równych podstaw , mają si$ do siebie jak 
ich .wtysokości.



Powierzchnia trapeza  A B C D  (fig. 60), rów

na się wysokości jego E F ,  mnożonej przez 

pół summę podstaw równoległych A B ,  CD.

P rzez  punkt I, śróciek bnku B C ; poprowadź
my K L  liniją równoległą bokowi przeciw ległe
mu AD, i przedłużmy DO, aż do spotkania się 
7, K L .

W  troykątach IB L ,  I C K ,.  Lok I B = I C  z w y 
kreślenia ; kąt L I B  =  C I K  , a kąt I B L  — I C K r 
dla równoległości l in iy  C K  i B L  (24, 1), więc 
le troykąty są równe (7, 1) ; azatem trapez 
A B C D ,  równoważny jest z równoległobokiem 
A D K L ,  i ma za miarę E F x A L .

L e cz  mamy ’ A L  =  D K ,  i ponieważ troyk^t 
I B L  jest rów n y tro y k ą to w iK C I,  bok B L  =  C K ; 
azatem A B 4- CD =  A L  -j-DIC =  2AL;'- a tak A L  
•jest pół summą podstaw A B ,  CD; azatem nako- 
niec powierzchnia trapeza A B C D ,  jest równa 
wysokości E F ,  nmoźoney przez pół summę pod
staw A B , C D : co się tak w y r a ż a ,  A B G D  =

e f x ( a b + c t ) .  -

Uwaga. Jeżeli przez punkt I, środek boku 
BG, poprowadzi się III równoległa podstawie 
A B; punkt II będzie środkiem boku A D ; gdyż 

ligura A IIIL  jest równoległobokiem t a k , jak



DIUK: bo boki p rzeciw ległe  są równoległe mi':- 
mamy więc A l l - I L  a D l i  — I K ; ażc 1L —  I.K.;- 
gdy£ troyk^ty B I L G I K  równe , więc- 

A l i = D li .
e r a  7 * *. T T T  A T  A B  +  D G

Można uwazac, ze linija i l l = A L  — ----- -—

powierzchnia w ięc trapoza w yra z ie  się także 
jno/.  ̂ przez E F x l I I :  to jest, powierzchnia tra-' 
peza rów na jest wysokości jego mnoźoney prze// 
linijij łćjoz<jcq środki: boków nicrównolegtych,

P O D A N I E  V III.

I W ,  l E . J B  Z E N .I E .

Jeżeli linija A C  jest podzieloną na dwie 

części A B ,  B C  (fig. 61), kwadrat zbudowa

ny na caley linii A C ,  zawierać -będzie kwa - 

drat zbudowany na części A B ,  więcey kwa

drat zbudowany nadrugiey części B C ,  wię

cey dwa razy wzięły prostokąt z dwóch 

części A B ,  BC: co tak wyrażamy. AG* czyli 

(AJB -f- EG) 3 =  A U S 4 -BłJ* rf- 2 A B  X B  C. '

Zbuclhymykwadrat A C D E ,  weźm y A F = = A B ; 
poprowadźmy FG, linij.-jrovvholegł-^'do AG, i B i l  ■ 
równoległy .do A E .  1

K w ad ra t A.GDE został podzielony na cztery  
części: pierwsza A B I F  jest kwadratem zbnde- 
Tfvanym rfa. A B , gdyż wzięliśmy A F  ~  A B ; dru
ga IG D II jest kwadratem zbudowanym na B G ,

—  5i —



gdyż, ponieważ A C  =  A E  i A B = A F ,  różnica 
A C  —  A B  jest równa różnicy A E  —  A F ,  co daje 
B C  =  E F : lecz z p rzyczyn y  równoległości.liniy. 
I G = B G  i D G — E F ; azatem H IG D  jest równy 
kw adralow i zbudowanemu na BG- T e  dwie części 
odlrącone od całkowitego kwadratu, dają na re
sztę dwa prostokąty BGGI, E F I I i , z których 
każdy ma za miarę A B X B G :  azatem kwadrat 
zbudowany na A G  i t. cl.

Uwaga. To  podanie wychodzi na to, co się 
dowodzi w  Algebrze na utworzenie kwadra
tu z d w ó w yra zn , a któ ry  lak jest wyrażony: 
(« -[- by =  2 ab -f- b\

P O D A N I E  I X .

T W U l D ! !  N- I  X.

Jeżeli linija A C  jest różnicą dwóch liniy 

A B ,  B C  (fig. 62) kwadrat zbudowany na A G , 

zawierać będzie kwadrat z A B  więcey kwa

drat z B C , mniey dwa razy wzięty prosto-1 
kąt zbudowany z A B  i BC: to jest ze mieć

będziemy A C  czyli (A B — B C ) a= A B  -f-BC*— - 

a A B x B G .

Zróbm y kwadrat A B I F ,  weźmy A E — AG, po
prowadźmy C G  równoległą BI, H K  równole
głą AB, i dokończmy kw adrat E F L K .

D w a prostokąty GB1G, G L K D ,  każdy ma &a 
miarę A B x B G :  jeżeli je odciągniemy od całoy
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figury A B I L K E A ,m a ji jc e y  za wartość A B  ’ j 
oo/.y wiście /ostanie kwadrat A G D Ę , azatóm i t. d.

Uwaga. To  podanie w ychodzi na formułę a l
gebraiczną ( a — bj =  a1 Z*2—  2ab..

P  O  D  A : J  i . e : X . f

I
t .w  m a ź m t .

Prostokąt zbudowany na sifmmie i różnicy 

dwóch liniy. jest równy różnicy kwadratów z 

tych liniy.to jest % c Ł zie (A B + B C )x (A B — BC,)—  

A B * — 'B C 3 (fig. 6 5 )..

W y s ta w m y  na A B  i A C ,  kw adraty A B 1F ,  
A G D E ; przedłużmy A B  na ilość B K  =  B C , ido - 
kończmy prostokąta A K L E ' -

Podstawa A K  prostokąta jest summ^ dwóch 
liniy, A B . .B G ;  jego.wysokość A E ,  jest różni
cą tych ze l in iy  ; azatem ’ prostokąt' A K L E  —  
( A B -f-B G ) X (A B — BG). B ecz  tenże sam prosto
kąt jest złożony z dwóch części A B H E - f - B lI L K ;  
a część B H L K  jest równa prostokątowi E D G F ; bo 

B H = D E ,  a B K = E F ; , azatem . A K L E = A B H E - f -  
E D G F .  Aze te dwie części składają kw adrat 
A B I F  mniey. kwadrat D IIIG , który jest k w a 
dratem wystawionym  na BG; azatem nakoinee, 

(Ali + B  C) X ( A B — B G )= ,X B 3 — BG *.
Uwaga. T o  podanie wychodzi na,wiór algo- 

łtr aie *ny (a -j- b) (« —  l) =  a* —  ć2.
£>*
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T W I E R D Z E  K I E.

Kwadrat z przeciw prostokątnej trójką

ta prostokątnego, jest równj summie kwa

dratów z dwóch iitnjch boków.

NiecIi będzie A B G troylćąt prostokątny w A 
(fig- 64) ; nakreśliwszy kw adraty  z trzech irJ2;o 
b e k ó w ,  z wierzchołka kata prostego spuśćmy 
na przeciwprostokątrrą prostopadłą A.D , którą 
praedłuzmy aż. do E , poprowadźmy potem prze
kątne A F , GM; kąt A B F  składa się z kata ARO 
-więcey kat prosty C B F : kąt GBH, składa się 
z tegoż kfjta AB'C w ięcey  kąt prosty ABIIj. a»a- 
tem kąt A B F — H BC . Aże A B  =  B i I r jako h a k i  
jednego kwadratu, i- B F  —  BO, dla. teyźe p rzy 
czyny; a za tom troykąty A B F ,  11B 0 , jako mają
ce ką ty  równe zawarte między bokami równe- 
mi, są równe sobie (G, 1). . < ■

T ro y k ą t  A B F  jest połową prostokąta B D E F ' 
(albo., dla krótkości BE)' mającego tężsamę pod
stawę B F  i  tęźsamę wysokość B D  (pod 2)3 tróy- 
kąt 1.1BC jest podobnie połową kwadratu A {],  
bo że- kąty, B A G  ‘i  B A L ,  są proste, A C  i A L  
składają jednę liniją prostą, równoległą, do HB; 
w ięc  tróykąt T1BG i kwadrat A l i  mają w spól
ną podstawę L i i  i wysokość A B  ; anatem tróy
kąt jest połow ą kwadratu.

Dowiedliśm y, że tróykąt A B F  jest ró w n y  troy-

P O D A N I E  XI .



kątowi- 1IB C; więc prostokąt B D E F ,  równający 
się d w a .  r a z y  wziętemu troykfjtów i■ A B F ,  jest 
równoważny kwadratowi A l i ,  równającemu się 
dwa ra/.y wziętemu trokątowi IIBCl. Podobnym 
sposobem dow iedlibyśm y,, że prostokąt CDEGr, 
jest ró,wnoważny kwadratowi A l .  A ż e  dwa 
prostokąty B D E F , GDEGr, wzięte razem, składa
ją kw adrat B G G F; azatem kwadrat, B G G F  z prze- 
ciwprostblcatrioy jest równy- summie kwadratów 
A B  II I'.. A C lK .,  z dwóch innych boków, co tak 

wyrażamy; B il  = A B ' -f-AG .
Tf'niosek I. K w ad rat  ż jednego boku składają

cych. kąt prosty, jest rów n y kwadratowi z prze- 
eiwprostokąlney mniey kwadrat ?. drugiego boku; 

co się tak wyraża : A l i  — LAG — A C  .

ffniosek. I i .  N iech, będzie A B C D  kwadrat 

(fig. 7?); AG, jego przekątna : ponieważ troykąt 
A B C  jest prostokątny i równoramienny , p rze 

to będzie A (J*= A B  ~j-.BG saaAB** Azatem kwa
drat z przekątnej A G  kwadra! i/, jest równy po
dwójnemu kwadratowi z jego boku A B .

T ę  własność oczyw iściey  pokazać można, pro- 
~ wadząc przez p unii ta A  i C, linija równoległo  

do B  D, a przez punkta B i D, li ni j e r ó w n o le 
głe do AG: tym sposobem utworzy się nowy k w a 
drat E F G 1I, k tóry  będzio kwadratem z A C . W i 
dzimy zaś że kwadrat E F G 11, zawiera w sobie ośm 
troylcątów równych troykąfcowi A B E ,  a zaś k w a 
drat A B C ! )  zawiera iob ty lko  cztery ; azatćni 
kwadrat E F G 1I jest dwa razy Większy od A B C D .



'Ponieważ AG : A l i ’ : : i : j, albo wyciągając 

■pierwiastki kwadratowe, mamy AG : A B  : ; ^2 : i; 
azatem przekątna kwadratu jest niewspółmier
na ze swoim bokiem.

T o  jeszcze się, lopicy  objaśni w  innem. /.da
rzeniu.

Wniosęk III. Dowiedliśmy ze kw adrat A U  
(lig. 64) jest równow ażny prostokątowi B D E F ; 
że zaś 1 p rzyczyn y  w spólney wysokości B P , 
kw adrat B C G F  ma się do prostokąta B D E F , 
jak podstawa BG do podstawy BD , azatem

B C \: AB* : : BG : BD.

To jest, kwadrat z praeciwprostokątney ma 
się do kwadratu z jednego boku kaja prostego, 
jak przeciwprostokątna do ucinka przyległego 
temu bokowi. Nazywamy tu ucinkiem, część prze- 
ciwprostolcątney zakończony prostopadłą spu
szczoną z kąta prostego.; i tak BD , jest ueirt- 
kiem przyległym  bokowi A B , a DG jest ucin- 
kieiri przyległym  bokowi AG. Podobnym spo
sobem- mielibyśmy

BG' : AG* : : BG : CD.

Wniosek I V .  Prostokąty B D E F ,  D C G K , ma
jące także jednę w yso k o ść ,  inają się do siebie 
jak icli podstawy BD, GD. Ze /.aś te prostoką

ty  są rownoważne kwadratom A B  ,• AG j uza- 
tern

AB* : A G ’ ; : B D  : CD.
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W ię c ,  kwadraty z dwóch boków kąta proste
go mają się do siebie jak ucinJii przeciwprosto~ 
kątney przyległe tym bokom.

P O D A N I E  X II .
' V

T W I E R D Z E N I E .

J'Vtroykącie A B C  (fig. 6 5 ) , jeżeli kąt C 

je s t  ostry, kwadrat z boku mu przeciw le

głego, będzie mnieyszy od summy kwadra

tów z boków składających kąt ostry C ; a 

gdy będzie spuszczona A D  prostopadła na 

B C  ; różnica będzie równa podwójnemu 

prostokątomd— S D  ^ G D  s tak iz mieć bę

dziemy'.

A B J = A G a 4 -B G a=̂ - a.B C X CD.

T u  zachodzą dwa przypadki: i°  Jeżeli pro

stopadła pada wewnątrz troykąta A B C ,  mieć 
będziemy B D  =  B C —  C D ,  a następnie ( 9 ) ,  

B i ) J:=BC -j-CD —  2BC X CD. Dorzucając do 

jedney i drugiey strony A U  , i  uważając źe troy- 

k ą t y  .prostokątne A B D ,  A D C ,  dają ĄD"'-j-BDa =  

A B  , i A J ^ - J - D C ^ A C " ;  mieć będziemy A B  =  

B C  - f A C 3— 2 B C x  CD.
2 “.'.leżeli prostopadła A D  pada zewnątrz troy

kąta A B C , będzie B D  =  C D — B C; a następnie (9), 

B D a =  C D * + B C J—  a C D x B C .  Dorzucając do ję-



dney i  drugiey strony A D  ; otrzymamy podo

bnie A B J= l i C  + A 0  — a B C x C D .

P O D A N I E  X I I I .

T W I E R D Z E N I E .

- / F  iroyhącie A B C  (Fig. C6), jeżeli kąt C 

jest rozwarty, hwculral z A I 5 , boku prze

ciw ległegobęchie większy od summy kwa

dratów z boków składającychkąt rozwartyC•, 

a jeżeli będzie spuszczona A D , prostopadła 

na B C ,  różnica, będzie' równa podwójnemu  

prostokątowi BCXCJD, tak, iz będziemy mieli:

. X j j ‘ = A Ć !‘+ B G i +  2 B C x C D .

Prostopadła nie może padać wewnątrz troy
kąt a; bo gdyby naprzykład padła w  E ,  troykąt 
A C E  miałby razem  kat prosly E ,  i kąt roz
w arty  C; co jest niepodobieństwem (19, 1); więc 
padad musi zewnątrz; a więc mamy B D = B C -j~ C D ; 

stąd wypada (8), lł.D'(==BG -{-CD -f- 2BC X CD 

Dorzucając do jedlicy i drugiey strony , AD"1, i 
czyniąc uproszczenia., jak w  poprzedzająćem 

tw ie rd ze n iu . znajdziemy A l ’/  =  liC"* -f- A C  -j- 
s B C x C D .  , 1

Uwaga. Jeden tyllco troykąt prostokątny, ma 
tę własność) iź summa kwadratów 7, dwóch bo
ków, równa się kwadratowi z trzeciego; bo gdy
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kąt zawarty między temi bolcami jest ostry, sum
ma kwadratów z tych Loków będzie większa od 
kwadratu boku przeciwległego; a będzie mniey- 
szą, jeżeli jest rozwarty.

P O D A N I E  X I V .

T W I E R D Z E N I E .

JVjakimkolwiek trójkącie  A B C ,  (fig. 67), 

gdy się z wierzchołka jego poprowadzi linija 

A E ,  -do środka podstawy , mieć będziemy 

A B ’ + A l f = 2 A l a+ 2 i n c 3. .

Spuśćmy prostopadłą A D  na podstawę B C  : 
troykąt A E G ,  przez x n  podanie, daje :

' A Ć = A E I+ E C , ~- 2EG X ED.

T ro ykąt A B E , przez x m  podanie, daje :

£ b 3= A E 3+ E F  + 2 E B  X ED:

azatem dorzucając te dwie równości,  i  uwa£a- 
jąc że' E B  =  EG; mieć będziemy:

. ^ a+ A jG a==ąAE‘ + 2 E B x.

Wniosek. W  każdym równoległo!)oku. summa 
kwadratów z boków jego. jest równa summie kwa

dratów a przekątnych.
Jakoż, przekątne A C ,  BD , (fig. 68), przecina

ją się z sobą na dwie równe części w punkcie 
E  (5 i, i); troykąt więc A B C  daje:
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M , + B G ,= 2 A S a+ 2 l l E \  

T ro y k ą t  A D C , podabaie daje :

A j r + D C ^ ^ ^ D E ’ .

Dodając do siebie członki tych dwóch równo
ści i uważając, źe B E  =  DE, ziiaydziemy:

A /e  4A E ’ , jestto kwadrat z aAE , czyli  z AC; 

4DE/ jest kwadratem' z BD; azatem summa k w a 
d ra tó w -z  boków, jest równa summie kwadra-, 
łów z przekątnych.

P O D A N I E  X V .

T W  I  E R n  Z E W I  E.

Linija  D E ,  poprowadzona równolegle do 

podstawy trójkąta  A B C ,  dzieli boki A B ,  A C ,  

proporcyonalnie (fig. 69) , t a k , &e będzie 

A D  : B B  : : A E  : E C .

D aym y linije B E ,  i DC: dwa troykąty B D E , 
D E C , mają jednę podstawę DE, oraz jednę w y 
sokość, jako mające swe w ierzchołk i B i G, na 

linii równoległey do podstawy; te więc troyką- 
ty  są równoważne (2).

T ro ykąty  A D E , B D E , jako mające w ierzcho

łek  wspólny w. E, azatćm jedney wysokości, ma-



ją się do siebie jak ich podstawy A D ,  D B ■£«),

tak, iż

A D E  : B D E  : A D  : DB.

T ro y k ą ty  A D E , D E C k t ó r y c h  wierzchołek 
jest wspólny w  D, niajfj także jednę wysokośo, 
anatuin mają się do siebie jak ich podstawy 

A E , EG, więc

A D E  : D E C  : : A E  : EG:

aże troykąt B D E  =  DEC, przeto, z przyesyny 
wspólnego stosunku w tych  dwóch propor- 
cyach, wnosimy: że A D  : D B  : i A E  : EG-

Wniosek I. Stąd składając, wypada, A D + D B i  
A D  : : A E + E C  : A E ,  czyli  A B  : A D  : : A G  : A E ;  
i także, A B  : B D  : : A G  : CE.

Wniosek II. JeŁeli między dwie linije pro
ste A B ,  CD (fig. 70), ilekolwiek, poprowadzi się 
liniy sobie równoległych AG, E P ,  GH. BD , i t. d. 
ta linija proste będą przecięte proporcjonalnie;-, 
lak H będzie: A E  : CF : : E G  : F i l  :: GB : 1ID.

Niech będzie bowiem O punktem spotkania 
*ię l in iy  prostych A B ,  CD  ; w  troykącie O E F T 
gd-zie linija A G  równoległą jest podstawie E F ,  
inieć będzie w y , G E  : A E  : : O F  : C F  c z y l i  
O E  : O F  : : A E  : GF. W  troykącie OGH, po
dobnie mieć będziemy O E  : E G  : : -OF : F f f ,  
c zy li  O E  : O F  : : E ( i  : FII; azatdm z p r zy c z y 
ny wspólnego stosunku O E  ; O F , te. dwie .pro- 
poreye dają A E  : C F  : : E G  : FH. Podobnym 
sposobem dowiedlibyśmy że E G  : F H  : : G B  : HD,
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i  ta k  d a le y; azatetn lin ije  A l i ,  C D , są propor- 
cyona ln ie  przecię te  p rzez ró w n o le g łe  E F ,  G H , 
i  t. cl, !

P O D A N I E  X V I .

T W I K I I B  7, I N I  Ii.

TWzajemnic, jeżeli boki A B, A C ,  są pro- 

porcyonalnic przecięte przez liniją  D E ,  tak, 

ze jest AD/. D B  : : A E  : E C ;  powiadam, ze 

ta linija  D E , będzie rownoleglą do pod

stawy B C  (lig. 71)-

B ó g c ly  D E  nie jest równolegli} do B C , niech 
w ięc będzie tak.} D O ; Wówczas, podług poprze
dzającego twierdzenia, mieć będziemy A D  : B D  :: 
A O  : OG. A ż o z założenia A D  : D B  :: A E  : EG; 
w ięc  mied będziemy A O  : OG : : A E  : EG : pro- 
poreya niepodobna , bo z jedney strony poprze
dnik A E , jest w iększy  od A O ,' a z <1 rugiey na
stępnik E C ,  jest nHnieyszy od OC; azatem linija 
równoległa do B C, przez punkt D.poprowadzo
na, nie może się różnić od D E , azatem D E  jest 

ty równoległ.j. .)
Uwaga. T o ż  samoby wypadło, gdybyśmy za

ło ż y l i  proporcyij A I5 : A D  : : A C  : A E ;  gdyż ta 
proporeya dałaby A l i — A D  : A D  ; : A C — A E  : A E ,  
c?yli  B D  : A D  : :  C E  : A E .
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P O D A N I E ,  X  V II.

T  W  I  E U D Z E N I  E.

Linijct A D , dzieląca kąt 13AC, iro jh ą ta r 

na dwie równe części, dzieli tali ze podsta

wę B C  na dwa. ncinlu B D , D C, proporcjo

nalne bohom przyległym  Al i ,  A C ;  tak, ze 

będzie B D  : D.G : : ALI.: A C  (lig. 72).

Przez  piinict C daymy GE,- ró w n o le g ły  do A D ,  
aź do społkania sig z przed 1'użi.inyui Lokiem B A .

Ponieważ w troyk^cio- B G E  , linija A D  jest 
równoległy podstawi,e G E,,  więc mieć będziemy 
tę proporcyą ( i 5),

' U D .:  D G  : : A B  : AE-I

lecz troykijt A G E  jcsf, równoramienny; bo z przy
czyny lin iy  równoległych . A D , GE, kąt A C E =  
D A G  i kijt ' A E G = U A O  (a4^i). A/.o z zatoięi- 
nia kal; D A G — B A D , więc kijt A  G E := AEG;, a 
następnie A E = = A G  (15, j). Podstaw.ujije w ięc 

“ A C  na mieyscu A E ,  \-v proporcyi poprzedzają
c y ,  mieć będziemy

B D  : D C  : : A B  : AG.
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T W I E R D Z E N I E .

Dw a troykąty równohątne mają boki 

odpowicdne proporcjonalne i są podobne,

Niecli będą A B C ,  C D E  (fig. 74), dwa troyką
ty mające kąty r ó wne ,  to jest B AG  —  CDE, 
A B C  =  D C E , i A C B ^ D E C ;  powiadam, że boki 
odpowiedne, czyli  przyległe katoni równym, bę

dą proporcynalne, tak, że będzie B C  : C E  ::  A B  : 
CD : : A C  ; DE.

Umieśćmy boki odpowiedne B C ,  C E  w  je
dnym kierunku linii , i przedłużmy boki BA, 
ED , aż do zbieżenia się z sobą w  punkcie F.

Ponieważ B C E  jest Jiniją prosta, a k ą t B G A  =  
C E D , przeto A C  jest równoległa D E  (24, i). P o 
dobnie, ponieważ kąt A B C  =  D C !E , linija A B  
jest równoległa do D C ; azatem figura A C D F  
jest równoleglobokiem. W  trójkącie B F E ,  po
nieważ linija A C  jest równoległa do podstawy 
F E ,  przeto mieć będziemy B C  : C E  :: B A  : A F  
( i 5) , kładąc na mieyscu A F  jemu równy bok 
CD, mieć będziemy

B C  : C E  : : B A  : CD.

W  tymże samyin trójkącie B F E  , uważając E F  
jako podstawę, CD jest równoległy ley  pod- 

•tiw ie, i mamy tę proporcyą B C  : GE". . F D  : DE;

P O D A N I E  XYIII.



kładąc na mieyscu F D , jemu równy A G , mięt 
będziemy

B C  : C E": : A C  : D E .

Nakoniec, z tych dwóch proporcyy, zawierają
cych stosunek wspólny B C  : CE, wnosimy także

A C  : D E  : : B A  : C D .. 1

Azatem troykąty równokątne B A C ,  C D E  maja 

boki odpowiedne proporeyonalne.. A że  podług 
opisania n ,  dwie figury s.-j podobne, -gdy mają 
kąty odpowiedniegowng, i boki odptowieduc pro- 

p o r c .y o n a ln e w i ę c  troykąty równokątne B A C ,  
C D E  są, figurami podohnemi..

FFniwek.. A b y  dwa troykąty b y ły  podobne 
sobie, dosyć jest aby. m iały dwa lujly odpowie
dnio równe, bo tym samym trzeci kąt jednego 
będzie ró w n y  trzeciemu kątowi drugiego troy
kąta,' i takie d w a • troykąty będą równokątne.

Uwaga. N ależy  uwalać, że' w  troykątach po
dobnych boki odpowiedfte leż;} na przeciw ko ką
tów  rów nych:'i  tak, ponieważ kąt A C B  jest ró
w n y  kątowi D E C , bok A B .  jest odpowieduy bo
kowi D C; podobnież, boki A C  i D E  są bokami 
odpowiednemi, jako leżące na przeciw ko kątów 
rów n ych  A B C , DC.E; wiedząc że boki są odpo
wiedne, natychmiast tw orzym y pr*>»porcye

A B  : D C  : : A C  : D E  : : B C  : CE.
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P O D A N I E  XIX.

T W I E R D Z E N I E .

Dwa trójkąty mające boki odpowiedne 

proporcjonalne, są. równokątne i podobne 

sobie.

Załó żmy źe mamy B C : E F  ::  A B :D E  : :  A G  :D F  
(fig. 70); powiadam , źe troykąty  A B C  , D E F , 
mieć będą kąty równe, to jest źe A r = D ,  B = E ,
C =  F .

Zróbmy w  punkcie E , kąt F E G  =  B , a 'w pun
kcie F ,  ksit E F G = C ,  trzeci więc G  będzie ró
w n y  trzeciemu A , i l e  dwa troykąty A B C , E F G , 
Ijęcl.-j nównolcątne; azatem, na mocy poprzedzają
cego twierdzenia, mieć będziemy BCH -EF : : A B  : 
E G ; aźe z założenia B C  : E F  A B  : D E , aza
tem E G = D E .  Mieć będziemy jeszcze, przez toż 
tamo tw ierd zen ie ,  B C  : E F  : : A C  : F G  ; aże 
z założenia mamy BG : E F  : : A C  : D F , ^vięc 

,F G  =  D F , azatem troykąty E G F , D E F ,  jakwma- 
jące boki równe, są równe sobie ( u ,  i). L e c z z  w y 
kreślenia troykąt E G F  jest równokątny z troy- 
kąteni A B C , azatem także troykąty D E F , A B C  
są równokątne i podobne.

Uwaga I. Z tych dwóch ostatnich podań w i-/  
dziiny , źe równość kątów troykąt a w yp ływ a  
z proporcyonalności boków, i wzajemnie, tak źc 
jeden z tych w arunków , jest dostatecznym do 

podobności troykątów j nie jest tożsamo w  figu-



rach mających w ię ce y  niż trzy  boki; bomówiąe 
tylko o czworoboku, można nieodmieniając ką
tów popsuć proporcyą bolców ; albo nieodmie- 
liiając bolców odinieńic kąty: a tak, proporcyo- 
lialuość boków nic może bydź wypadkiem ró
wności kątów, ani odwrotnie. W id zim y  naprzy- 
kład , gdy poprowadzimy E F  (figi 70) równo
ległą do B C. lcąty czworoboku AEF.D,"są równe 
kątom czworoboku A B  CD ; lecz proporcya bo
ków- jest różna. Podobnie, nie odmieniając czte
rech  boków A B , B C , CD, A D , można przybliżyć 
albo oddalid punkt B  od punktu D ; przez co 
odmienią się kąty.

Uwaga II. 1 D\ya poprzedzające podania, w ła
ściwie mówiąc, składają jedno tylko; a przyłą
czone do nich podanie na kwadrat z przeciw - 
prostokątnóy, stanowią uayważnieysze i nayob- 
fitsze w  Geometry i podania, które prawie jedne 

“ są dostateczne we wszystkich zastosowaniach i 
rozwiązaniu wszelkich zagadnień: a to dla tego, 
że wszystkie figury podzielić się. mogą na troy- 
ką ly 3 a' każdy troykąt na dwa troykąty prosto
kątne. Azatem własności ogólne troykąlów za
w ierają  w  sobie sposobem za wikłanym własno
ści wszystkich figur.
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T W I E R D Z E N I U .
' X

Dw a troyhąty mające po kącie równym, 

zawartym między bokami proporcyoruilne- 

mi, są podobne.

Niech będzie kąt A — D , i przypuśćmy źe jest 
AB  : D E  : : A C  : D F j powiadam, ze troykąt 
A B C  jesl podobny troykątowi D EF (fig. 77).

W e ź m y  A G = D E  i poprowadźmy, G i l  równo- ■ 

ległą do B C  : kąt A G H  , będzie ró w n y  kątowi 
A B C  (2-4, 1); a troykąt A G H , będzie równoką- 
tnytn z troykątem A B G ,  mieć w ięc będziemy 
A B  : A G  : : A C  : A l i ;  a ze z założenia A B  : D E  : : 

AC : D F, a z wykreślenia A G = D E ,  azatem 
A H = D F j  dwa w ięc troyk^fy A G H , D E F , ma
ją kąt zawarty między boka'mi równćmi, a za
tem są one równe.' Azo troykąt AGH. jest po
dobny troykątowi A B C ,a  zatem tr o y k ą tD E F ,  jest 
także podobny A B C .

P O D A N I E  X X I .

t w i e r d z e n i e .

Dw a troyhąty mające boki odpowiedne 

równolegle, albo do siebie prostopadle, są  

podobne.

B o, i°. Jeżeli bok A B  jest rów n oległy  do D E

P O D A N I E  XX.



(fig. 78), a bok BG rów n oległy  do E F , kąt A B C  
jest równy D E F  (27, 1): jeżeli nadto, A C  jest ró
w noległy  do DF, kąt A C B  będzie równy J3FE} 
i B A C  równy E D F : azatem troykąty* A B C , D E F ,  
są równokątne a więc podobne.

20. Niech będzie.bok D E (fig. 7 9) p r o s t, op a dł y do 
A B j i bok D F  prostopadły do A C ; w czworoboku 
A I D 1I , dwa i ą t y  1 i H są proste j a ze c/tóry 
kąty razem wzięte'ważą cztery kąty proste (20,1); a 
zatem dwa pozostałe IAM, IDH ważą dwa ką
ty  proste. Lecz  dwa kąty E D F ,  ID H  ważą 
także dwa kąty proste, w ięc  kąt E D F  jest ró
w n y  kątowi IA H  czyli  BAG . Podobnie, jeżoli 
trzeci bok E F  jest prostopadły do trzeciego "BC, 
dowiedlibyśmy, ze kąt D F E  —  G, a D E F = B ;  a 
zatem dwa troykąty A B C ,  D E F ,  mające boki 
odpowiednie prostopadłe do siebie, są równoką- 
tne i podobne.

Uwaga. W  przypadku boków równoległych, 
bold odpowiedne są to boki równoległe, a w  p rzy
padku. boków prostopadłych , boki odpowiedne 
są to boki prostopadłe : i tak w  ostatnim tym 
przypadku, D E  je s f  odpowiedny AB; D F  odpo- 
w ie d n y  A C ;  E F  odpowiedny BC.

W  przypadku boków prostopadłych, położe
nie- względne dwóch troykątow może bydż ró
żne od tego, jakie jest wystawione na figurze 79.. 
L ecz  równość odpowiednycli kątów, dowiedzie 
się zawsze, bądź z czw oroboków , jakim jest A l D H } 
którego dwa kąty są prosie , bądź przez poró
wnanie dwóch troykątów , mającyclikąty w  wiera-
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ehołku przeciw ległe i kąt prosi y: oprócz tego, 
moJna zawsze u\n a/ac, że nakreślono, wewn^tra 
troykąta A l  HI, troykąt D E F ,  którego boki są ró
wnoległe bokom troykąta porównyu anegn z AI1G, 
a w ów czas  dowodzenie sprowadzi sic do przy

padku figury 79.

P  O D A * N  I E  X X I I .

T W  1 K It Ił Z U N I  V..

Lin i e AF, A G  i t. cl. jakkolwiek popro

wadzona przez wierzchołek troyhąlct, dz-ie- 

ląpodsluirę  150. i jey‘ równoległą D E ,  pro-* 

porcy analnie 5 tak . h: będzie 1)1 : B F  : : 

1K. : FG  : : K L  : GII i i: d. ( f i-  U o).

Ponieważ linija D I  jest równoległa do B P ,  
troykąt A D I jest równokąlnyih. z A I 1F, i numy 
tę proporcyą D I  : I łP  : : A l  : A P . Podobnie, 
ppniewnż 111 jest równoległa do FG;.przeto bę
dzie A l  : A P  : : III  : F G , funtem, z przyczyny 
spólnego stosłinkn A l - A F ,  będzie.D l : B F  : i~ 
1K  : FG;' podobnym sposobem znnydziciny 1K  : 
F G  : : K L  : G i l ,  i t. d.; azalem linija D E  tak 
jest, podzieloną'w punkta rli I, K ,  Ł ,  jak podsta
wa BG  w  punktach F, G, JI..

'Wniosek. Jeżeli więc BC podzieloną będzie 
na części równe w punktach F , .G ,  II, 1edy i ró
wnoległa jey D E ,  podzieloną bęclzio. także na 
części równo w  punkLacli 1, K ,  L .
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t  vr 1 1 :  ii. u z ii n  r. k .

7W  trójkącie prostokątnym, jcŁcli z wierz* 

cliolkct kąta prostego A ,  spuszczona będzie 

prostopadła  A D ,  naprzeciw prostokątna} ega, 

( f i g .  B .) .

i °  Dwa troykąty cząstkowo A B D ,  A D C  

będą sobie podobne i ccilcmu trójkątow i  

A B C .

2° Każdy boli A B  lub A C , będzie śre- 

dnio-pro[)orcyonalny , między przcciwpro-  

stokątną LIC i 'ucinkiem przyległy nv B D  lub 

D C .

5 ° Prostopadła  A D ,  będzie średnią pro

porcjonalną między dwoma ucinhami BD , 

D C .

Bo, i°. T roykijly  B A D , BAG , mnjijkijt w spól
ny B, nadto k;jt prosty B D A  jest równy kato
wi prosie mu B AG ; a zatem trzeci kfjt B A D  je
dnego, jest rów n y trzeciemu G, drugiego troy- 
lcnta; a/.atem te dwa troykijty s;j równokntne i 
podobne: dowiedlibyśmy podobnie, ze troykąt 
D A G  jest podobny troykątowi BAG: trzy  w ięc  
tro y k ą ty  s;l równok.-jlne i podobne między sobij.

2°. Poniewazi'tróykqt B A D  jest podobny tróy- 
kijtowi B A G , więc ieli boki odpowiedra© :s$ pro-

P O D A N I E  XXIII.



porcyonalnc;aze t o k  B D , w  małym tróykąeie, jest 
odpowiedny B A  w wielkim  , gdyż one leżą na_ 
przeciwko kątów równych B A D , B C A ;  przeciw - 
prostokątna B A  małego, jest odpowiednaprzeciw- 
prostok;jtney BG wielkiego troykąta ; azatem u- 
tworzyć możemy proporcyą AD' : 13A  : : B A  : 

BG. Podobnym sposobem znaleźlibyśmy DG : 
AG : : A C  : BG : więc 2° każdy z boków A B , 
AG jgst średnim proporcjonalnym między przo- 
ciwprostokąlną i ucinkiem przyległym  temu 
bokowi.

5°. Nakoniec,podobnoś'c tróykątów A B D , A D G , 
przez porównanie boków odpow iednyeh, daje 
B D  : AD  : : A D  DC: azatem 5 ° prostopadła A D  
jest średnią proporcyonalną między ucinkami 
BD, DG przeciwprostokątney.

Uwaga. Proporcya B D  : A B  : : A B  : BG , 
równaj/je m nogość'wyrazów skraynych z mno

gością średnich, daje A i i 2=z:BD XBC.

Mamy podobnie A G a= D C x B G ;  azatem AB^-f- 

A G J=  B D X B G  -f-DC x B C .  Drugi członek jest 
to samo co (B D -J-D G xB C ), i przywodzi się do 

B O X B C  czyli B G ’ , azatem będzie A B J-f-AO’ =  

BG ; kwadrat więc zbudowany na przeciw pro- 
stokątney BG jest równy summie kwadratów 
zbudowanych na dw óch innych bokach A B ,  AC. 
W padam y więc tu na podanie kwadratu z prze- 
ciwprostokątndy, cale różną drogą od tóy, jaką- 
śmy tam szli; skąd widzimy, 2e%«wła4o'iwie mó
wiąc, podanie kwadratu z p r z c ci w p r o s Lokątnd y
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jest wypadkiem proporcjonalności b o k ó w w fr ó y -  
kąt.aoh równokątnych. A  tak podania fundamen
talne' Geometry! sprowadzają się, że tak powiem, 
do tego ty lko  jednego, że w  troykątach równo
kątnych boki odpowiedne są proporcyonalne.

Często się zdarza, jak teraz przykład mieliśmy 
tego, ża wyciągając wnioski z jednego lub w ie 
lu podań, wpadamy na podanie już dowiedzio
ne. W  ogólności, g łów nym  charakterem tw ier
dzeń Geometrycznych i nieprzypartym dowodem 
ich pewno^si, jest to, że kombinując je razem, 
jakimkolwiek sposobem, byleby  rozumować p ra
wie, wpadniemy zawsze na wypadki dokładne. 
Wiebyłoby t a k , gdyby niektóre podania b y ły  
fałpzywc "albo ty lko mniey w ię ce y  prawdziwe: 
zdarzyłoby się często, że przez kombinaeyą po
dań między sobą, błąd urósłby i stałby się w i 
docznym, T ego  mamy p rzykład y  w e wszystkich 
dowodzeniach, w  których używam y przywiedze- 
nia do niedorzeczności. Dowodzenia te, w któ
rych zamierzamy wyprobowae, że dwie ilości są 
równe, zależą na pokazaniu , ze gdyby między 
niemi była  naymnieysza jaka nierówność, ted y 
przyszlibyśmy przez ciąg rozumowania do nie
dorzeczności jaw ney i w oczy bijącoy; skąd w no
sić musimy, że te dwie ilości są równe.

TT̂ niose/c. Jeżeli z punktu A  (fig. 82), w zię
tego na okręgu.koła, poprowadzą się dwie cię
c iw y  .AB, A G  flo końców średnicy BG, tro y
kąt B A C , będzie prostokątnym w  A  (18, 2); aza
tem 1 "prostopadła A D  , jest średnią propor-

7
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cyonahią między dworna ucihkami B D ,  DC, śre
dnicy. A lbo, co na toż samo wychodzi, kwadrat 

A D ’ jest równy prostokątowi JBDxDC.
2'°. Cięciwa A B ,  jest średnią proporcyonal- 

jtą, między średnicą BC iucinkiem przyległym 

BD; albo, co na jedno wychodzi, A B 3= B ;DXBG..

Podobnie mamy A C 3 == CD X BG ; azatem 

A B J : AC* : : B D  : DC; a gdy porównamy A B  

do B G J, mieć będziemy A B 3 : B G ” : : B D  :B C . 

Podobnym sposobem otrzymalibyśmy A G  : BG :: 
DG : BG. T e  stosunki kwadratów z boków, bądź 
m iędzy sobą, bądź z kwadratem przeoiwprosto- 

. kąj.ney, b y ły  już  podane, jako wniosek ii i  i iv 
pod. x i .

P O D A N I E  X X I V .

T W I E R D Z E N I E .

Dw a troykąty mające jeden kąt równy, 

mają się do siebie, jak prostokąty z boków 

ikładających ten kąt równy; i tak troy- 

kąt A B C  (fig. 85 ), mai się do troykąta A D E ,  

jak prost okąt A B x A C  do prostokąta A D x A E .

Daymy linija B E  : dwa troykąty A B E , A D E , 
których wierzchołek jest wspólny w  E , s;j ró- 
w n ey  wysokości, a więc mają się do siebie, jak 
ich podstawy A B ,  A D , (6), to jest:

A B E  : A D E  : : A B  : A D .



Podobnie mamy,

A B C  : A B E  : : A G  : A E .

Mnożąc przez się te dwie proporcye w  porządku 

w jakim s.-j napisane, i opuszczając wspólny^ermin 
A B E , mieć będziemy:

A B C  : A D E  :.: AB>TAC : A D X A E .

Wnioseli. D w a  więc troykąty będą' równo
ważne, jeżeli prostokąt A B X A G  j- jest rów ny 
prostokątowi AD.XAE,' albo gdy jest A B  : A D : :  

A E  : AG. Coby zachodziło wtenczas , lciedyby 
linija D E , by{ta równoległą do BG.

P O D A N I E  X X V .

1 i f f i i m z E s i i .

Dwa troyhąty podobne, mają się do sie

bie, jak kwadraty z boków odpowiednych.

Niech będzie kąt A  =  D  i B  =  E  (fig, 77): na
przód, z przyczyny kątów równych A  i D, na 
mo,ey poprzedzającego, podania, mamy

' A B C  : D E F  : : A B x A C ' :  D E X D P .

Nadto,, z przyczyny, podobieństwa troykąt ów 
mamy

A B  : D E  : : A C  : D F  ; 

jeżeli  teraz, wyrazy^ tey proporeyi pomnożymy

_ _  7 5 _
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przez odpowiadające w y ra z y  proporcyi tosamey 

A G  : D F  : : A G  : DE; 

stąd wypadnie

A B x A C  : D E X D F  : : A G* : F D \

Azatem

A B C  : D E F  : : AG* : DF*.

Dwa więc trcykjjty podobne A B C ,  D E F ,  ma
ją się do siebie, jak kw adraty z Loków o-dpo- 
w ied nychA C , D F , albo jak kwadraty z dwóch in
nych jakichkolwiek Loków odpowiednych sobie.

P O D A N I E  X X V I .

T W I E R D Z E N I E .

Dwa wieloboki podobne, składają się 

z jedney liczby trójkątów podobnych każ

dy każdemu, i podobnie rozłożonych.

W  wieloboltu A B G D E  (fig.' 5<t), elaymy z je
dnego kąta A .  przekątne AG, A D ,  do innych 
kątów. W  drugim wielohoku F G II IK  , p'odo~ 
Lnie z kąta F  odpowiednego kątowi A ,  daymy 
przekątne F i l ,  F I  do innych kątów.

Ponieważ wieloboki są podobne, kąt A BG  jest 
równy sobie odpowiednenm F G H  (opis. 2) , i 
nadto, Loki A B, BG są proporeyonalne bokom 
F G ,  GH, tak, u  A B  : f<G : DG : Gid.

'Z. tego wypada: ze troykąty A B G ,  FGII, .ma
ją- kąt równy zawarty międ&y bokami propor-
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cyonalnęmi; azatem są podobne (20): kąt więc 
]jCA, jest, równy GIIF. T e  kąty równo odeią- 
gnione od kątów sobie równych B C D , GHI, da
ją reszty A C D ,  F H I  równe: lecz; ponieważtroy* 

kąty ABC', F G II są podobne, będzie A C  : F H :: 
BC : GH; nacllo, z przyczyny ‘ podobności w ielo- 
Boków, B C  : G H  : : CD : III;, więc A C  •: F H  : 
CD : HI: aże jiiż,widzieliśmy, że kąt A C D = F IT I ,  
azatem troykąty A C D , FPII, mają kąt rów n y 
zawarty miedzy, bokami proporcyonalnemi, a 

więc są podobne..
Podobnym' sposobem- ciągnęlibyśmy daley do

wodzenie podobnosci następnych troykątów, ja- 

kab yko lw iek  była liczba boków wielohoku za
wożonego: azatem dwft. wielobolci podobne skła
dają, się -i- jednakiey Liczby troykątów podobnych, 
i. podobnie' rozłożonych..

Uwaga.. Podanie' w yw róine jest równie p raw 
dziwe: jeżeli' dwa wielobo/d złożone- są z jedna
kiej liczby troykątów podobnych, i podobnie roz- 
iosojiych, tedy te wieloboki są podobne.

Gdyż.1 podobieństwo troykątów-odpowiednych, 
daje kąt A B C  — FG H , B C A = G H F ,  A C D = F I T 1; 
jtóaleni B C D  =  G H I ,  talcże C D E = H I K  i t. cl. 
Nadto-mied będziemy, A B  : F G  : : BC : GH  : : 
A C  : F 1I : : CD : H I i t. d.; więc takie dwa w ic lo -  
bolti mają kąty równe i boki proporeyonalne, aza
tem są podobne sobie.
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P O D A N I E  X X V I I . .

I  W  I E 11 D Z E  » I' E..

Obwody wieloboków podobnych mają się? 

do siebie ja k  boki odpowie dne, a powierz- 

chnie ich, jak kwadraty z. tych boków-

i!° • Ponieważ z natury figur podobnych (fig. 84)j; 
mamy A B  : VG :■B C  : GT1 : ł  C D  r“III x t. tl.;; 
wnieść możemy z. tego. szeregu stosunków ró
w nych : Summa; poprzedników A B  +  B C  +  CD : 
i  t. d., oBwód figury pierwszey, ma- się do sum*-- 
my następników F G  -f- GH -f- B I  i t .  d., obwodu.' 
drugiey figury, jak poprzednik do swego nastę
pnika, czyli jak bok A B  do sobie odpowiada
jącego FGi

2°. Ponieważ troykąty A B C j FG II,  są- podo.- 

bne, przeto mamy (p8) A B C  :.FGH :: AC* :.FH*V 
także troykąty podobne A C D ,  F B I  dają. A C D  :: 

F H I  t :A O  : F i l  ;• azatćm, z.przyczyny stosunku, 

wspólnego A C  : FM* będzie

A B C  F G II  : : A C D  : FHL.

Przez, podoi me rozumowanie znaydziemy

A C D  s F H I  r :: A D E  r F I K

i tak daley, gdyby była większa liczba troylćą,-
* tó w . rL. tego szeregu stosunków równych w no

simy: Summa poprzedników ABG-f-AGD-(-ADE,
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czyli w ielobok ABC.DE , ma się do summy na
stępników F G H + F H I  +  F 1K., czyli  do w iclo- 
laoku F G H IK , jak poprzednik A B C  do swego 

następnika FG H , czyli  jak A B 1* do F G ’ } aza
tem powierzali nie w ieloboków podobnyeh ma
ja się do siebie , jak kw adraty z Loków odpo

wie dny cli.
TVniosek. Jeżeli w ystaw im y trzy  figury po

dobne , których „boki odpowiedne sjj równe 
w szczególności trzem bokom troykąLa prostoką
tnego, .figura wystawiona na boku wielkim, hę- - 
dzio równa summie dwóch innych i '  gdyż t.e 
trzy  figury śą proporcyonalnc kwadratom /. ich 
h oków  odpowiednycb, aże kwadrat z przeciw - 
prostokątney jest równy summie kwadratów 
z dwóch innych boków, azatem i t. d.

P O D A N I E  X X V I I I .

T W I E R D Z E N I E .

Części clwóch cięciw A B ,  GD, (fig. 3 5 ), prze

cinających się w kale , są wzajemnie pro

porcjonalne, tojest ze A O  : D O : : CO : OB.

D aym ylin ije  AC< i B D ; troykąty A C O , B O D , 
mają kąty w  O równe, jako w  wierzchołku prze
ciwległe; kąt A  jest rów ny katowi D, jako w pi
sane w  jeden ucinek (18, 2); dla teyźe samey 
przyczyny, kąt C = 15; azatem te troykąty są po
dobne, więc boki odpow iedne, dają proporoyij 

AO  : DO : ; CO : OB.
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Wniosek. S t y l  w yciągamy A O x O B  =  D O x  
C O , azatem pro.stokąt z dwócli części jedney cię- 
e iw y , jest rów n y prostokątowi z. dwóch części - 
drugiey cięciwy.

P O D A N I  E  X X I X .

T W r U.11 D Z E K I  E..

Jeżeli z jednego punktu O (fig. 86), wzię

tego za koleni, poprowadzą się sieczne OB, 

OG , kończące się na tuku wklęsłym B C , 

tecly całkowite sieczne, będą wzajemnie pro- 

poreyonaine swoim częściom zewnętrznym, 

tojesti będzie 015 : 0 ,C : “ OD  : O A .

I5o gdy damy A G , B D , tróykąty O AG, O B D  
mieć będą kąt wspólny O, i kąt B  =  G (i8, 2); 
a zatem te troylcąty są podobne, w ięc ich  boki 
odpowiedne dają proporcyą

OB : OG : : OD : OA.

W  'niosek. Azatem prostokąt O A x O B  jest ró
w n y  prostokątowi O G x Q D .

Uwaga. Uważać tu mażemy, że to podanie 
Wiele ma podobieństwa z poprzedzającym, i tein 
się ty lko od niego różni, ż.e dwie c ięc iw y  A B ,
GD, zaniiast przecinania się z sobą w  kole, p rze
cinają się zewnątrz, niego. Następujące podanie 
może się uważać także jako. szczególny przypa
dek, tegoż podania.
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T W I E R D Z E N I E .

Jeżeli z punktu O , wziętego za holem 

(fig. 87), poprowadzona będzie styczna OA, 

i sieczna. O C , tedy styczna będzie średnią 

proporcjonalną między sieczną i jćy  czę

ścią zewnętrzną, tak, iz będzie OC : O A  : : 

O A  : O D  albo co na jedno wychodzi, O A  =  

O C  X OD.

G dy bowiem damy A D  i AG, troykąty OAD, 
O A G , mieć będą kąt wspólny O; nadto kąt O A D , 
utworzony przez styczną i cięciwę (iy, 2), ma 
za .miarę połowę luku A D , i kąt C, ma tęź sa
rnę miarę, azatem kąt O A D  =  G ; więc dwa te 
troykąty są podobne, i dają proporcyą

OG : O A  : : O A  : OD  

która daje O A 2 =  Ó G x O D .

P O D A N I E  X X X I .

T W I U R l  Z U N I  E.

Jeżeli w trójkącie  A B C  , podzielony bę

dzie kąt A  nu dwie części równe liniją  

A D  (fig. 88); prostokąt z boków A B , A C, 

będzie równy prostokątowi z ucinkow BD;

P O D A N I E  XXX.



D C , więcey kwadrat z linii A D , dzielącey 

kąt na dwie równe części■ '

Poprowadźm y kolo przez trzy  punkta A ,  Ii, C; 
przedłużmy A D , aż do spotkania się z okręgiem 
koła w. punkcie E , i  daymy GE.

T ro y k ą t  B A D  jest podobny tróykątow i E A C ; 
ho z założenia kąt B A D  = E A G  j kąt 15 =  E , gdyż
oba mają zą.miarę -połowę łuku  A C ; azatem te
tróykąty są podobne, w ięc Loki odpowiedne da
ją proporcyą B A  : A E  : : A D  : A C .  Skąd w y 
pada B A X A C = A E X A D ;  aźe' A E = A D  +  D E; 
przeto pomnożywszy tę równość przez A D , bę

dziemy mieli A E X A D  = A D a-f-AD  X I)E. Ze zaś 

A D x D Ę  =  B D x D G  (28); azatem B A x A C  =  

A D “ = B D X D G ,

P , O D A N I E  X X X I I .

T W I S S B Z M I I .  '

i ■ ' - : 
W k ą zd y m  tróykącie Ą B C  (fig. 89), pro

stokąt z dwóch' beków A B , A C , jest równy 

-prostokątowi ze średnicy C E ,  kola opisu

jącego ten tróykąt, i prosi opadł ey A D , spu- 

szczoney na trzeci bok B C  trójk ąta .

Bo, daymy liniją A E  : iróykąty. A B D , A E G , 
są prostokątne jeden w  D drugi w  A ; nadto 
kąt B — E; te więc tróykąty  są podobne, i dają tę 
proporcyą
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A B  : C E  : : A D  : A C  

skąd A B  X A C  =  C E  X AD.

Wniosek. G d y  pomnożymy te ilości równe 
przez jednę ilość BG , będzie A B x A G x B G = :  
G E x A D x B G .  Aże A D X B C  równa się podw óy- 
ney powierzchni tróykąta (6) ; azatem mnogość 
z trzech boków tróykąta równa jest powierz
chni jego mnożonej przez podwójną  ̂średnicę 
kola opisującego trójkąt. .

Mnogość z trzech lin iy  nazywa się czasami bry
łą, czego przyczynę niżey obaczymy, jey  w a r
tość łatwo się poym uje , wyobrażając że linije 
są obrócone na liczby.

Uwaga. Można dowieść 'także , że powierz
chnia tróykąta równa jest obwodowi jego, mno
żonemu przez połowę promienia koła weń wpi
sanego.

Gdyż troykiity A O B ,  B O G , A O G  (fig. 42), ma
jące swóy w ierzchołek wspólny w  O, mają za w y 
sokość wspólną promień koła wpisanego ; w ięc 

summa tych troykątów  będzie równa summie 
podstaw AIj, B G, A G , mnożoney przez połow ę 
promienia OD^ azatem powierzchnia tróykąta 
A B C ,  jest równa jego obwodowi mnożonemu przez 
połowę promienia koła  wjńsanego.
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T W I E R D Z E  N I K.

W  każdym czworoboku A B C D  wpisanym 

w koło (lig. go), prostokąt z dwóch przeką

tnych AC, BD , jest równy summie prosto

kątów z boków im przeciwległych; taki że 

będzie,. -

AG X B D = A B  X C D = A D  X B G.

W e ź m y  łu k  CO =  A D , i daymy B O , która 
przetnie przekątny A C  w  punkcie I.

K ąt A B D = C B I ;  gdyż je Jen ma za miarę po
łow ę A D , a drugi połowę CO równą A D . K;it 
A D B = i B G I j  gdyż są wpisane w  jeden ucinek 
A O B ; azatem tróykąt A B D  jest podobny tróy- 
kątowi 1BC) więc tę ułożyć możemy proporcyą 
A D  : CI : : BD : I3C, s k ą d .A D x B C  =  C IX B IX  
Powiadani teraz , że troykąt ABI jest po
dobny tróykątowi B D C ,  bo łuk A D  jest,równy 
CO; gdy więc do jednego i drugiego dodamy 
OD, mieć będziemy lu k  A O  =  D G ,  azatem kąt 
A B I  =  D B C; nadto, lcąt B A I  =  BDG; bo s$ w p i
sane w jeden ucinek: troykąty więc A B I ,  DBG 
są podobne; azatem boki icli odpowiedne dają 
proporcyą

A B  : B D  : : A l  : CD

skąd A B X  CD =  A I X B D . Dodawszy dwa w y 
padki znalezione i uważając, że A I x B D - j - G l X

P O D A N I E  XXXIII.



B D = ( AT-|-GT)xE"D=:A G ><BD , znajdziemy A.D X 
B  C +  A B  x  GD =  AQ,X BD .

Uwaga. Podobnym sposobem dowieść można 
innego twierdzenia tyczącego się czworoboku w p i
sanego. , •

T ro ykąt A B D  podobny troykątowi BIG; daje 
proporcyą B D  : BC : : A B  : B I,  s k ^ d B IX B D = s  
B G X A B .  Gdy damy GO, troykąt, IGO, podo
bny troykątowi A B I ,  będzie podobny tróykąto- 
w i  BDG, i da proporc j ą  B D  : GO : : D C : 0 1  skąd 
O IX B D  =  G O X D C ; czyli , ze C O = : A p ,  0 1 x  
B D = = A D x D G . Dodając te dwa wypadki do 
siebie, i uważając źe B l x  B D  -f- O IX B D , p rzy w o 
dzi się <Jo B O x B D ,  otrzymamy

B O x B D = A B x B C  +  A D x D C .
\

- Gdybyśmy w zjęli  B P = A D ,  i dali G K P , zna
leźlibyśm y przez podobne rozumowanie

CP X,CA =  A B  X A D  +  BG x  GD.

A£e łn k  B P  jest rów ny GO, przeto gdy z je
dliny i drugidy fetrony dodamy BG, mieć będziemy 

łuk  C B P  =  BCO; przeto.cięciw a'CP) jest równa 
cięciwie B O ,  a następnie prostokąty B Q x B D ,
i C P x C A  mają się do siebie, jak BD do GA; a 

zatem

B D  ; CA :: A B x B G + A D x D C  : A D X A B + B C X C D .

A  zatem, dwie przekątne czworoboku wpisane
go, mają się do siebie, jak summy prostokątów 
z boków na ich końcach opierających się.
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T e  dwa twierdzenia służyć mogą do wynay- 
dowania przekątnych, gdy znane są boki.

P O D A N I E  X X X I V .

T W I E R D Z E N I E .

Niech będzie punkt P  dany wewnątrz ko

ła na promieniu A.C (fig. g i ) ;  i niech bę

dzie punkt Q̂ , wzięty zewnątrz koła na 

przedłużeniu tegoż promienia, tak, ze jest 

C P  : C A  : :  C A  : C Q ;  jeżeli z jakiegokolwiek 

punktu M , wziętego na okręgu koła, popro

wadzą, się do dwóch punktów P  i Q linije 

proste M P, M Q , powiadam, ze te linije pro

ste będą wszędzie w jednym  stosunku do 

siebie, i ze będzie M P  : M O  : : A P  : A Q .

Ponieważ z założenia mamy C P  : C A  ::  GA : 
GQ, przeto kładąc C M  na mieyscu CA, będzie 
C P : CM z : C M  : CO ; azatem troykąty C P M , 
C O M , mają k ą t  rów n y C:, zawarty między bo- 
kami proporcyonalnemi, więc są podobne (20, 5), 
azatSm trzeci bok M P  ma się do trzeciego M O , 
jak C P  do CM, czyli GA. A że  proporcya C P : C A :: 
C A  : CO, daje

C P  : C A  : : C A - C P  : C O - C A

pzyli

C P  : C A  : : A P  : A O , 

azate'm M P  : M Q : : A P  : AQ.
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Zagadnienia ściągające się do xięgi 

trzeciej.

z a g a d n i e n i e  p i e r w s z e .

Podzielić daną liniją prostą na pewną 

liczbę części równych, albo na części.pro

porcjonalne linijom danym.

i° .  Niech będzie linija A B  (fig. 92), dana cło 
podzielenia na pięć części równych. P rze z  ko
niec jcy  A, prowadzi się linija prosta AG- nieo- 
graniczoney “długości, bierze się potem A C ,  ja- 
kieylcolwiok wielkości , i przenosi się na A G , 
pięć razy po sobie; łączy  się os tatni punkt po - 
działu G , z końcenf B  linii daney, "liniją prosię 
GB: prowadzi się potem linija C I równoległa do 
GB; a A l  będzie piątą częścią linii A B , tak, że 
przeniósłszy AT pięć razy na A B , podzielimy 
przez to tę liniją, na pięć równych części.

Jakoż, ponieważ CI jest równoległa do G B r 
prżeto boki A G , A B  proporcyonalnie są prze
cięte w  G i I  ( i 5); M e AG jest piątą częśpiąlinii 
A G , więc i A l  jest piątą częścią A B .

20. Niech będzie dana linija A B  (fig. g3), do 
podzielenia na części proporcyonalne linijom. 
danym P ,  Q, R. P rzez  koniec A  daje się nieo
graniczona linija AG; bierze się AG =  P, GD— O,. 
D E = R ;  łączą się z sobą końce E  i B, liniją pro
stą, a przez punkta G, D, prowadzą' się CI, B K *



równoległe do E B ; powiadam, że linija A B ,  po
dzieloną 'jest^ a  części A l ,  I K ,  K B ,  proporcyo- 
nalne linijom danym P ,  0  ̂ R .

Z  p rzyczyn y  bowiem równoległych CI, D K , 
EB, części A l ,  IK ,  K B ,  są proporcyonalne czę

ściom AG, GD, D E  ( 15), które z wykreślenia.s$ 
równe linijom danym P ,  Q, i i .

Z A G A D W I J G N I E  II.

Znaleść czwartą proporcyonąlną do 

trzech liniy danych A , B , O .

Prowadzą się dwie linije nieograniczone D E , 
D F  (fig. 9‘i), pod jakim kolwiek kątem. Na D E , 
bierze się D A : = A ,  D B = E :  na D F  zaś bierze 
się D C  — G, i daje się A G , i przez punkt B  pro
wadzi się B X  równoległa do AG; a powiadam, 
że D X ,  będzie czwartą proporcyonąlną szukaną. 
Jalcoż , ponieważ B X  jest równoległa do A G , 
przeto mamy; proporcyą D A  : DB : : DG : D X ; 
aźe Lrzy pierwsze w yra zy  tey proporcji sa ró
wne trzem linijom danym, przeto D X  jest czw ar
ty proporcytfnalną szukaną.

Wniosek. Podobnym sposobem znaydziemy 
trzecią proporcyonąlną do dwóch lin iy  danych 
A , B ; gdyz ta będzie tosamo co czwarta pro- 
porcyonalna do trzech liniy A , B , G,
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Z A  G A B N H 5 I E  ' XII'.

Znale,'ć średnią proporcjonalną mię

dzy dwiema linijami danemi A  i B.

Na, linii- nieograiiiczoney D F  (fig. g5), bierze 
się D E = A , i  EF==B;, na linii całkiey D F, ja
ko na ś re d n ic y , zakreśla się półoJtrjjg koła 
D G F; z punktu E, wynosi się E G  prostopadła 
do średnicy, która spotka okrąg koła w G; p o 

wiadam, źe E G  będzie średnia,, progorcyonalńą- 
szukaną.

Jakoż prostopadła GE, z- punktu okręgu koła 
spuszczona na średnicę, jest średnią proporeyo- 
nalną między dwóma ucinkami D E , E F , śre
dnicy (25);, owoż te u cin k i  równe są to. linijom 
danym A  i B.. ■

Z A G A D N I E N I E  r v.

Podzielić liniją daną A B ,  na dwie czę

ści; tak, ażeby część większa była średnią 

proporcjonalną między całą liniją i dru

gą j e j  częścią, (fig. 96).

'L końca B  linii' A B ,  wynosi się prostopadła 
BG równa połowie A B ; z punktu C, jako środ
ka promieniem B C, zakreśla się okrąg koła; p r o 
wadzi się linija AG, która przetnie- okrąg ko ła  
w  D,>i bierze się A F  =  A D , powiadam, źe li~



liija A B ,  podzieloną jest w 'p u n k cie  F ,  według 
'żądania: to jest, ze będzie A B  : A F  : : A F  : FB.

Gdyż A B ,  jako prostopadła w  końcu promie
nia GB, jest styczną ; a gdy przedłuży się AG, 
aż do nowego spotkania się z okręgiem koła 

Vf punkcie E, mieć będziemy (5o), A E  : A B  : : 
A B  : A D ; skąd A B  —  A B  : A B  : : A B  — A D  : A D . 
A  ponieważ promień B C , jest połową A B ,  prze
to średnica D E ,  jest równa A B ,  a następnie 
A E  —  A B = A D  =  A F  ; mamy także , z przyczy- 

~ny ź e \ A 'F = A D ,  A B — A D  =  F B  ; azatem A F  : 
A B  : : FB  : A D  czyli  A F  $ w ięc  przewracając, 
będzie ' A B  : A F  : : A F  : F B .  x '

Uwaga. T e n  rodzay dzielenia l in ii  A B ,  'na
zyw a -się dzieleniem na średni i skrajny stosu
nek : widzieć będziemy tego podziału częste 
użycia. T u  zważyć należy, że sieczna A E  jest 
podzielona na średni i skrayny stosunek w  pun
kcie D; gdyż, ponieważ A B = D E ,  mamy A E  : 
D E  : : D E  : AD .

Z A G A D N I E C I E  V.

Przez punkt dany A  w kącie danym 

B C D  (fig. 97), poprowadzić liniją  B D , tak, 

nby części A B ,  A D ,  zawarte między pun

ktem  A  i dwóma ramionami )tąta , były 

równe.

P rzez  punkt A ,  j^opi^owadźmy A E  ró w n o le
g łą  do ,GD; i w eźm y B E  =  CEj a przez punkta
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B i A ,  poprowadźmy B A D ,  a ta będzie liniją 
żądaną.

c  t<

Bo, żc A E  jest równoległa do CD, mamy B E  : 
E C  ::  B A  : A D ; aże B E  —  E C , '  w ięc B A  =  A D .

7
Z A G A D N I E N I E  VI.

Zrobić hwadrcit równoważny równoległo- 

bokowi albo iroyhątowi danemu.

i°. Niecli będzie A B G D  (fig. 98), równoległo- 
hok dany, A B  podstawą , a D E  jego w ysoko
ścią. M iędzy A B  i D E, szuka się średnia pro
porcjonalna X Y ;  a kwadrat zbudowany na X Y ,  
będzie równoważny równoległohokowi A B C D .

O dy i  z w ykreślenia  mamy A B  : X Y  : ’• .X Y , 

DE} w ię c , X Y a=  A B  XDE„: aże A B x D E  jest 

miarą równolegloboku, a X Y  jest miarą k w a 
dratu, więc one są równoważne z sobą.

2 °. Niech będzie A B C  (fig. 99), troykąt dany, 
którego BC, jest podstaw ą, a A D  wysokością: 
szuka się średnia proporcyonalna między B C  i 
połową A D ,  i niech tą liniją będzie X Y ;  po- 
wiadam, że kwadrat zbudowany na X Y ,  będzie 

równoważny troylcątowi A B C .
Jakoż, ponieważ mamy B C  : X Y  : : X Y  : j A D ;  

przeto* stąd wypada X - f a= B C X  JA D  ; azatem 
kw adrat z X Y , jest równoważny troyk^towi

A B C .
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Na linii claney A D -(f ig .  100),  wystawie 

prostokąt A D E X  , równoważny pj-ostoką- 

towi danemu A B F C .

Szuka się czwarta proporcyonal.ua cło" trzech 
l in iy  A D ,  A B , A C ,  którą niech będzie A X ;  a 
powiadam, źo prostokąt zbudowany z A D  i AJLf 
będzie równoważny prostokątowi A B F C .

Jakoż, ponieważ' mamy A D  : A B  : : A C  :• A X ,  
przeto stąd wypada A j D x A X  =  A B x A C  : aza- 
tQm prostokąt A D E X .  jest równoważny prosto

kątowi A B F C .

Z A G A D N I E N I E  V II.r.

Znałeśó w linijach stosunek prostokąta  

z dwóch liniy danych & i  B # do prostoką

ta z dwóch drugich liniy danych C  i D  

V (fig. i o 3 ).

N iech będzie X  czwarta.- proporcyonalna do 
l in iy  B, C, D; powiadam, źe stosunek dwóch l i 
n iy  A  i X ,  rów n y będzie stosunkowi dwóch 
prostokątów A x B ,  C x D .

Jakoż, ponieważ mamy B  : C : : D  : X ;  przeto 
stąd wypada C X D  = iB  X X ; azatem A x B  : CXD : : 
A X B : B X X : : A : X .

Wniosek. Azatem chcąc mieć stosunek k w a 

dratów zbudowanych na linijach danych A  i C;

Z A G A D N I E N I U  V I I .
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szukać potrzeba t r z e c ie j  proporcyonalney X ,  
d o ' l in iy  A  i G, to jest A  : G : : G : X ;  a mieć 
będziemy A a : G? : : A  : X .

Z A G A D N I E N I E  IX'.

Znale i  ó w linijach stosunek mnogości 

trzech liniy danych A ,  B ,  C,  do mnogości 

z trzech innych liruy danych P ,  Q ,  K-y/Iig.  i o 4 ).

Do trzech liniy danych P ,  A ,  B ,  szuka się, 

czwarta proporcjonalna. X :  tło drugich liniy. 
danych G, Q, Ii, szuka się czwartey proporcyo
n a ln e y ' I .  A  dwie linije znalezione X ,  1, będ% 
się miały do s ie b ie ,  jak mnogości A x B x G ,  
P  X Q  X  R .

Jako/,, ponieważ P  : A  : :  B  : X ;  przeto A X l 5—  
P x X ;  a mnożćjc przez C ohib  strony, będzie 
A  X B  X.’G.==C X P x X .  Podobnie, ponieważ C<: Q  : :  
R  : I ;  przeto stijd wypada Q x R  —  GXl ;  a 111110- 
żijc obie strony t.cy równości przez P ; będzie 
P  X Q X R = P  X G X I ; azatem mnogość A  XB X G 
ma się do mnogości P X Q X R ,  jak G x P x X  do 
P X G X I ,  czyli jak' X ,  do I.

Z A G A D N I E N I E  X.  1

'stawić troykąt równoważny wielobo

je owi danemu.

Niech będzie AjJGDK. (fig. 101), w ici  obok da



ny. Daymy naprzód przekątną C E ,  odcinającą 
troykąt CDE; przez punkt D, poprowadźmy DF, 
równoległą do C E , aż do spotkania się j e y z  A E  
przed łu żon y połączmy punkta C i F  linija prostą, 
a w iclobnk A B  C D E , będzie rów n ow ażn y wielobo- 
kowi. A B C F  mającemu mniey jednym bokiem.

Jakoż tróykąty CD E , C F E ,  mają wspólną pod
stawę C E  , i są jednakiej' ■wysokości; bo ich 
-wierzchołki D, F , znaydują się na linii D F  ró
wnoległo y podstawie ; więc te tróykąty są ró
wnoważne. Dorzucając do każdego z ty c b tr o y -  
kątów figurę A B C E  , mieć będziemy z jedney 
strony wielobok A B C D E ,  a z drugiey w ielobok 
A B C F ,  równoważne sobie.

Podobnie, można odciąć kąt B, podstawiijąc za 
troykąt A B C , troykąt jemu równoważny A G C ) 
a przez Lo pięciobok ABGDE.zam ieniony będzie 
na troykąt jemu rów now ażny G CF.

T e n że  sam sposób postępowania stosuje się do 
każdego w ie lo b o k u , gdyż za każdym razem 
zmnieyszając jednym liczbę-boków  , wpadniemy 
na troykąt jemu. równoważny.

Uwaga. W id z ie liśm y  już, że każdy troykąt m o
że bydź zamieniony na kwadrat sobie równowa
żny (pod. 6), azatem znaleść można kwadrat ró
w now ażny figurze prostokreślney daney, i to na
zyw a się kwadrowac figurę proslokreślną, czyli  
znaleść jey kwadraturę.

Zagadnienie kwadratury kola, zależy na zna
lezieniu kwadratu równovi ażnego kołu, którego 
Błędnica jest dana.
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W ystaw ić kw adrat, "któryby był równy 

summie, albo różnicy dwóch kwadratów da

nych.

N iech hę cl,| A  i B, hoki kwadratów danych 
(fig. 102).

x°. Jeżeli potrzeba znaleśc' kwadrat równy 
summie tych kwadratów; prowadzą się dwie li-  
nije E D , E F , nieograniczone pod kątem pro

stym; bierze się E D  =  A ,  a E G = B ,  i prowadzi 
się DG; a ta linija DG, będzie bokiem kwadra
tu szukanego.

Bo troykąt D E G , jako prostokątny, ma tę wła
sność, żo kw adrat wystawiony na DG, jest ró
w n y  summie kwadratów wystawionych na ED , 

i EG.
2°. Jeżeli trzeba znaleśc kwadrat ró w n y  ró

żnicy kwadratów danych, podobnym sposobem 
tw o rzy  się kąt F E 1 I , a potem bierze się bok
G E , rów ny mnieyszemu z boków A  i B; z pun
ktu  G, jako środka promieniem G H , równym  
drugiemu bokowi, nakreśla się łuk, który  prze
tnie E H  w  H; powiadam, że kwadrat w ystaw io
n y  na E li ,  będzie rów n y różnicy kwadratów w y 

stawionych na liniach A  i. B.
Bo troykąt GEH, jest prostokątny, przeciw - 

prostokątna jego G H = A ,  a bok G E = B ;  aza- 

tem kwadrat wystawiony na E H  i t, d.

Z A G A D N I E N I E  XI .
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Uwaga. Tym  sposobem znaleśc można k w a 

drat, rów n y 'su m n iie fi l i iko lw ie k  k w a d ra tó w ; 'g d y ż  

W ykreślen ie  sprow adzające dwa k w a d ra ty  do je

dnego, p r zy w ie d zie  trz y  do d w ó ch , a te dwa po

tem do jednego, i tak dnley  z innemi. T o ż  sa

mo byłoby, g d y b y  niektóre  z k w a d ra tó w , m iały  

bydź odciągnione od summy inney.

z  a  & ą  6  N I I 5 I I  X I I .

T'T~ykreślić kwadrat, któryby się miał do 

kwadratu danego A B C D  (fig. i o 5 ), ja k  li~ 

niją M  do linii N.

Na linii nieog;ramczoney E G , bierze się E F = M ,  
a F G  —  N; na E G  jako 'na średnicy nakreśla się 
półokrąg k o ła ,  i z punktu F , wynosi się pro
stopadła FH  do średnicy. Z punktu H, p ro w a 
dzą się cięciwy HG, HE, które nieograniczenie 
przedłużają się: na piórwszey bierze się H K  ró
w ny bokowi A B  kwadratu danego, i  przez punkt 
K  prowadzi się K I  równoległa do E G  ; powirf 
dam, Se HI będzie bokiem kwadratu szukanego.

Jakoż, z przyczyny równoległych K I ,  GE, ma

my III : I IK  : : 1IE : HG ; azatem S T  : H I T  ;: 

H E 2 : H G \  I  ;ecz w  ti-oykącie prostokątnym 
E H G  (23), kwadrat z H E, ma się do kwadratu 
z  H G, jak ucinek E F  do ucinka FG; czyli  jak 

M  do N; azatem H i ’ : H l T : : M : N; aże I I K = A B ,  
•więc kwadrat wystawiony na HI ma się do 
kwadratu wystawionego na A B ,  jak M do N.
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Na boku FG, odpowieclnym bokowi A B , 

(fig. 84 ), nakreślić wielobok podobny, wielo- 

bokowi danemu A B C D E .

W  wioloboku danym prowadzą się przekątne 
A C ,  A D :  w punkcie F ,  robi sin kąt G F H  —  
li A C ,  a w  punkcie G robi się, kąt F G H  —- A B C ; li- 
nije F i l ,  GII, przetną się w  II; a troylćąt FGH. 
będzie podobny Iroykąlowi A B C  ; podobnie na 
bolcu F i l ,  odpowiednym bokowi AG, w ykreśla  
się troykąt F IH  , podobny troykąlow i A D G ; a 
na FI, odpowiednym bokowi A D , w ykreśla  się 
troylcąt FIK. podobnyiróykijtow i A D E . W i e l o 

pole FGHIIC, będzie w i el oh okiem żądanym, po
dobnym wielobokowi A B G D E . ,

G dyż te dwa wieloboki złożone są z jedna- 
kiey liczby troykntów podobnych i podobnie 
umieszczonych (26).

' Z A G A D N I E N I E  XIV.

M ając dane dwie figury podobne, wy
kreślić jednę figurę podobną , ktaraby by
ła równa ich suminie> albo ich różnicy.

Niech będą A i B dwa boki odpowiedne fi
gur danych: szuka się kwadratu równego sum
mie albo różnicy kwadratów w ystaw ionych na 
A  i B; uioeh X , będzie bokiem tego kwacLra-

9

Z A G A D N I E N I E  X I I I .
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lii; X  będ zie  w  f igurze szukaney, Lokiem o dpow ie-  

dnym  bokom  A  i B  w  figurach danych. W y 

k r e ś l i  się potem sama figura  za pomocy p o p r z e - 

dzającego zagadnienia.

G d y ż  f ig ury  podobne, mają sin jak  k w a d ra ty  

7 . b o k ó w  o dp o w ied n ych . A ź e  k w a d ra t  /. boku 

X ,  jest  r ó w n y  summie albo r ó ż n icy  k w a d ra tó w  

w y sta w io n y ch  na bokach o d p o w ie d n y ch  A  i li; 

azaterii figura w y sta w io n a  na boku X ,  jest  r ó 

w n a summie albo ró ż n ic y  figur podobn ych, w y 

staw ionych  na b o k a ch  A  i  B .

z a g a d n i e n i e . XV.

TT^ykreślić figurę podobną figurze da- 

7ley , i która 'miałaby się do niey w sto

sunku danym M  do N.

N ie c h  będzie A ,  b o k  f ig u ry  daney, X  bok odpo- 

w ie d n y  figurze szukaney: potrzeba ażeby kw ad rat,  

X  m iał się do k w ad ratu  z. A ,  ja k  M  do N ,  (2 7 ). 

Y m aydziem y wino X ,  p rzez  zagadnienie x ir ,  zna

jąc X ,  resztę d ok o ń czy  się przez  zagadnienie x i i i .

* * ‘ "i r '• 

Z A G A D N I E N I E  XVI.'

Wykreślić, figurę podobną figurze F  , a 

równoważną figurze  O, (fig- 10G).

Szuka się boku BI, kwadratu równoważnego 
figurze P ,  i boku N, kwardatu równoważnego 

, figurze Q.



Niech hę-dzie pot.śm X ,  czwarta proporcyo- 
nalna clo trzech l in iy  danych M , N, A B ;  na bo
ku X ,  odpowiednym bokow i A B , wystawia się 
figura podobna.figurze P ;  a powiadam nadto, źe 
ta figura będzie równow ażny figurze Q.

Gdyż nazwawszy I  figurę wystawioną na bo

ku X ,  mieć będziemy P  ; I  : i A B *  : X *j a ze 

z wykreślenia A B  : X  : : M  : N, czy li  AB*.: X 3:: 
M* : N*; a zatem P  : I  : : M a : N \  Aże także 
z w yk reś len ia  mamy M " =  P, i N* =  Q; prze
to P  : I  : :  P  : Q; w ięc 1 = 0 ; a zatem figu

ra I  jest podobna figurze P ,  i równoważna fi

gurze. Q.

Z A G A D N I E N I E  X V ir .

7'Fykreślić -prostokąt równoważny kwa

dratowi danemu C  , a w litórymby hohi' 

przyległe czyniły summę daną',A B  (fig. 107).

Na A B ,  jako na średnicy, nakreśla sięfpółokrąg 
k o ła ,  w  odległości A D ,  równe y bokowi k w a 
dratu danego G, prowadzi się l in i ją  D E , równo
legła średnicy. Z  punktu E , gdzie ta ró w n o le
gła spotka okrąg koła, spuszcza się E F  prosto
padła na średnicę ; powiadam , że A F  i F B  sij 
bojcami prostokąta szukanego.

Gdyż summa ich jest równa A B , a z nieb pro
stokąt A F x F B ,  jest rów ny kwadratowi z E F ,  
(25), czyli  kwadratowi z' A D  ; a zatem ten pro

stokąt jest równoważny kwadratowi danemu (].
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Uwaga. A b y  to zagadnienie było  podobne, 
potrzeba żeby odległość A D , niepr/.ewyższał& 
w ielkości promienia, to jest, ażeby bok kwadratu 
C, nieprzechodził połowę linii A B .

/

Z A G A D N I E N I E  XVIII.

TJ^ystawió prostokąt równoważny kwa-  

drat.owi C, i któregoby boki przyległe r ó 

żniły się od siebie liniją daną A B  (fig. 108),

Na linii daney A B , jako na średnicy, nakre
śla się półokrąg koła; z końca średnicy prowa
dzi się styczna A D , równa bokowi kwadratu G: 
przez punkt D i środek koła O , prowadzi się 
sieczna D F: powiadam, źe D E  i D F  będą boka
mi przyległemu prostokąta danego.

Gdyż i°  różnicą tych boków jest równa śro
dnicy E F  czyli AB. 20 prostokąt D E x D F  jest 

rów n y AD* (5o); więc ten prostokąt jest rów n o
ważny kwadratowi danemu C.

Z A G A D N I E N I E  XIX.

Znałeś6 wspólną miarę, je ś li ta jest , mię ■ 
dzy przekątną i bokiem kwadratu.

Niech będzie A B C G (f ig .  109) jakikolwiek k w a 

drat, A G  jego przekątna.
Potrzeba naprzód przenieśli GB, na CA, ty le  

razy ile  się razy zawrzeć może, (zag. 17, 2 Xię.): 
i aa ten koniec nakreślmy ze środka G, promie-



niem GB, półokrąg koła  D B E: widzimy że GB, 
raz się zawiera w  A C , z resztą A D : -wypadkiem 
wdoo pierwszego działania jest i,  zresztą A D ,  
który porównań potrzeba z bokiem BG c zy li  je
mu. równym A B; można w ziąć A F  =  A D , i  rze
czywiście przenieść ją na A B . znaydziemy, że A F ,  
zawiera się dwa razy  W A B  z pewną resztą: lecz 
źe ta reszta i następne idą zmnieyszając się, prze
to wkrótce dla swojey małości stałyby się nie
widzialne. B y łb y  to sposób tylko mechaniczny 
niedokładny , skąd nięmoglibyśmy wnieść z pe
wnością czy linije A G ,  GB, mają między sobą, 
lub nie, miarę wspólną. Mamy sposób bardzo pro
sty uni.knienia l in iy  ubywających, i przywodzi 
się do działania z samemi linijami zostająeemi za
wsze' jedney wielkości. -

Jakoż kąt A B G , ponieważ jest  prosty, A B  jest 
styczną, a A E  sieczną z tegoż punktu popro
wadzoną, przeto mieć. będziemy (5o) A D  : A B  : : 
A B  : A E  ; a tak w drngiem działaniu, gdzie ch o
dzi o porównanie A D  z A B ,  można zamiast sto
sunku A D  do A lt ,  wziąć stosunek A B  do A E ; 
a że bok A B , czyli  jemu ró w n y  GD, zawiera się 
dwa razy w A E  resztą A D  ; a zatem wypadek 
drugiego działania jest wieloraz 2, z resztą A D , 
którą porównać potrzeba z A B.

Trzecie  działanie, które zależy na porównaniu 
A D  z A B ,  przywodzi się podobnie do porówna
nia boku A B , czyli jemu równego GD, z A E ,  i 

mieć będziemy także 2 za w ie lo raz , a A D  za 
resztę.
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S't%dwidzimy że działanie nigcl y  niebędzic skoń

czone, azatem źe niemasz miary w sp ó ln ey  m ie
dzy przekątną i bokiem.kwadratu.. Jeslto praw -' 
da, któreśmy poznali' przez. A rytm etykę  (ponie

waż te dwie linije- mają- się* do-siebie : :V'2 : 1) 
(11), a k to ra  tu nabywaj większego*stopniai jasno
ści przez, rozwiązanie- geometryczne..

Uwaga. Chociaż, niepodobieństwem jest zna- 
leść w  liczbach) dokładny stosunek przekątney 
do boku  kwadratu, le cz  do' niego ty le  się zb li
żyć można-,, ile-sami! zechcemy,, za-pomocij ułam
k u  ciągłego,. który  się- równa temu stosunkowi. 
Pierwsze- działanie dało* za>wieloraz i; drugie zaś 
i wszystkie, inne- do: nieskończoności ciągnące 
się ,, dają> 2 ;. ai tak. ułam ek,, o którym mowa 

jest , i + . + j  -

• . - 
/ M r  i  t. d. do nieskończo

ności.
Naprzykład ', jeśli' obrachujemy ten ułamek, 

przestając- ha, czterech terminach, znaydziemy ’ 
że wartość jego jest czyli tak że sto
sunek przybliżony przekątney do bolcu kw adra
tu jest : : 4 i  : 29. Znaleźlibyśmy stosunek bay- 
tlziey zbliżony, biorąc większą liczbę terminów 

w ułamku ciągłym.
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