
P O Ł S К I E ( у T O W A It 'L V S T W O 

M E C H A N I K I T E O R E T Y C Z N E J I S T O S O W A N E J 

M E C H A N I K A 
T E O R E T Y C Z N A 
I S T O S O W A N A 

KWARTALNIK 

T O M 15 • Z E S Z Y T i 

W A R S Z A W A 197 7 

P A Ń S T W O W E W Y D A W N I C T W O N A U K O W E 



SPIS T R E Ś C I 

К . GRYSA, M . KWIEK, Stan naprężeń w walcu kołowym wywołany przyłożeniem stałej temperatury na 3 
pobocznicy 
Тепловые напряжения в круглом цилиндре вызванные внезапным изменением темпе
ратуры на его краю 
Dynamical thermal stresses in a circular cylinder due to sudden change of temperature on its 
surface 

W. ŚwiSTERSKi, Badania elastooptyczne modeli płaskich z wykorzystaniem holografii 11 
Исследование плоских моделей методом голографической фотоупругости 
Photoelastic investigation of two-dimensional models by means of holography 

K . RUP, J. TALER, Określenie nieustalonego pola temperatury w ściance płaskiej przy zmiennym 21 
współczynniku przewodnictwa cieplnego 
Определение нестационарного температурного поля в плоской стенке с переменным 
коэффициентом теплопроводности 
Determination of transient temperature fields in plane walls of variable thermal conductivity 

J. KUBIK, O wyznaczaniu naprężeń cieplnych wywołanych ruchomymi obciążeniami termicznymi 29 
Примечания к определению тепловых напряжений вызванных движущимися термичес
кими нагрузками 
On the determination of thermal stresses due to moving heat sources 

A. STRZELCZYK, S. WOJCIECH, Numeryczne rozwiązanie zagadnienia stateczności ortotropowej płyty 37 
pierścieniowej 
Численное решение задачи об устойчивости кольцевой пластины с цилиндрической 
ортотропией 
Numerical solution of the problem of stability of an orthotropic annular plate 

J. STELMARCZYK, Obliczanie charakterystyki dynamicznej konstrukcji płytowo-sprężynowej za po- 57 
mocą metody sztywnych elementów skończonych 
Определение динамической характеристики плитно-пружинной конструкции методом 
жестких конечных элементов 
The rigid finite element method of determining the dynamic characteristic of a plate-spring 
structure 

W . TRĄMPCZYŃSKI, Analiza rozwiązań kinematycznie dopuszczalnych dla zagadnienia naporu ścian 69 
o różnych kształtach 
Исследование кинематически допустимых решений для задачи напора стенок различного 
профиля 
Analysis of kinematically admissible solutions of earth-moving processes in the cases of various 
pushing wall forms 

J. KOLENDA, Nieliniowe drgania elastycznie zawieszonych silników tłokowych przy kinematycznych 87 
wymuszeniach stochastycznych 
Нелинейные колебания упруго подвешенных поршневых двигателей при случайных 
кинематических возбуждениях 
Nonlinear vibrations of elastically suspended piston engines at kinematic stochastic excitations 

J . MARYNIAK, K . MICIIALEWICZ, Z . WINCZURA, Badanie teoretyczne własności dynamicznych lotu 99 
obiektów zrzucanych z samolotu 
Теоретические испытания динамических свойств полета объектов сбрасываемых с са
молета 
Theoretical research of dynamical flight characteristics of bodies disposed from an aircraft 

J. BŁACHUT, Optymalne kształtowanie pręta metodą programowania dynamicznego 125 
Оптимальное проектирование стержня методом динамического программирования 
Optimum design of a flexible bar by means of dynamic programming 

BIULETYN INFORMACYJNY 131 

W Y D A N O Z Z A S I Ł K U P O L S K I E J A K A D E M I I N A U K 



P O L S K I E T O / W A R Z Y S T W O 

M E C H A N I K I T E O R E T Y C Z N E J I S T O S O W A N E J 

M E C H A N I K A 

T E O R E T Y C Z N A 

I S T O S O W A N A 

T O M 15 • Z E S Z Y T 1 

-

WARSZAWA 1477 

P A Ń S T W O W E W Y D A W N I C T W O N A U K . O W E 



M E C H A N I K A T E O R E T Y C Z N A I S T O S O W A N A 

poświęcona jest pracom przeglądowym, oryginalnym naukowym pracom teoretycznym 
i doświadczalnym, komunikatom naukowym i bibliografii najważniejszych pozycji wy
dawniczych. Zawiera również sprawozdania z działalności Towarzystwa, kongresów, 

konferencji i sympozjów naukowych 

T H E O R E T I C A L A N D A P P L I E D M E C H A N I C S 

is devoted to surveys, original theoretical and experimental papers, scientific informa
tion and bibliography of important current editions. It contains also reports on the 
Polish Society for Theoretical and Applied Mechanics activities, on Congresses, 

Conferences and Symposia 

i 
Т Е О Р Е Т И Ч Е С К А Я И П Р И К Л А Д Н А Я М Е Х А Н И К А 

содержит обзорные работы, оригинальные теоретические и эксперименталь
ные работы, краткие научные сообщения, библиографические обзоры новых 
печатных работ, отчеты о деятельности Польского Общества Теоретической 
и Прикладной Механики, сведения о научных конгрессах и конференциях 

K O M I T E T R E D A K C Y J N Y 

i 

ZBIGNIEW OSIŃSKI — PRZEWODNICZĄCY, 
IGOR KISIEL, WITOLD NOWACKI, 

IAN SZARGUT, JÓZEF WIĘCKOWSKI 
L E C H DIETRICH — REDAKTOR 

JAN ANDRZEJ KONIG — REDAKTOR 
JULIA ROBAKIEWICZ — SEKRETARZ 

BARBARA SKARŻYŃSKA — REDAKTOR 
TADEUSZ SZOPA — REDAKTOR 

STEFAN ZAHORSKI — REDAKTOR NACZELNY 

R E D A K C J A 

00-049 W a r s z a w a , ul. świętokrzyska 21, tel. 26-12-81, wewn. 219 

Nakład 700 (587+113) egz. Arkuszy wydawn. 11,0. Arkuszy drukarskich 9,0. Papier druk. sat. III kl. 
70 g, 70X100. Oddano do składania 30.XI.1976 r. Druk ukończono w kwietniu 1977 r. 

Zam. 1673/76. F - l l . Cena zt 30,— 

Drukarnia im. Rewolucji Październikowej, Warszawa 



MECHANIKA 
TEORETYCZNA 
I STOSOWANA 

1, 15 (1977) 

S T A N N A P R Ę Ż E Ń W W A L C U K O Ł O W Y M W Y W O Ł A N Y P R Z Y Ł O Ż E N I E M 
S T A Ł E J T E M P E R A T U R Y N A P O B O C Z N I C Y 

KRZYSZTOF G R Y S A , MARIA K W I E K (POZNAŃ) 

W pracy rozpatruje się długi walec kołowy o promieniu a, do pobocznicy którego 
w pewnej chwili czasu / 0 == 0 zostaje przyłożona stała temperatura T0>. mierzona od 
temperatury stanu naturalnego walca. Zagadnienie rozpatrywane jest w walcowym układzie 
współrzędnych r, c>, z, przy czym za oś z obrano oś walca. Rozważania prowadzone są 
dla punktów walca dostatecznie odległych od jego końców, w związku z czym można 
założyć płaski stan odkształcenia. Zagadnienie jest kołowo-symetryczne, tzn. ur — ur(r, t), 
u9 = uz = 0, a„p = <r„p(r,t), gdzie ur,uę,u2 — współrzędne wektora przemieszczenia; 
wskaźniki a, /3 mogą przyjmować wartości r, ą> lub z. 

Naprężenia oap można wyrazić przez przemieszczenie ur i temperaturę в związkami [1]: 

(1) arr = (X + 2[t)-^ + XT-yO, 

(2) ffw = ( А + 2 ; М ) . ^ + Я - ^ - 7 & , 
• 

(3) azz = (ff„ + «rw) - -j-C— y0, 
2(Я + /м) 7 / + /И 

(4) orr(P = <7,z = cr„2 = 0, 

gdzie 
X, fx — stałe Lamego, у = (ЗХ + 2/и)а,, а ,— współczynnik rozszerzalności cieplnej, 

0 = 0(r, t) — temperatura punktów przekroju poprzecznego walca, mierzona od tempera
tury stanu naturalnego. 

Rozkład temperatury 0 wewnątrz walca opisany jest równaniem przewodnictwa ciepl
nego, [1]: 

d2 13 Id 

• gdzie x — współczynnik przewodzenia temperatury. 
Stan przemieszczeń w walcu określa równanie [1]: 

(6) (Я + 2^) + j ~ d 7 - p r ) « r + f r = + 

H ) gdzie Fr— siła masowa, go — gęstość, (•) = - ~ , ot 
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W rozpatrywanym zagadnieniu temperatura 0 i przemieszczenie ur muszą spełniać 
następujące warunki: 

t = 0 
0(r, 0) = 0, 

(7) . u,.{r, 0) = 0, 
ur(r,0) = 0. 

r = a 
0(e, 0 = ^0 , 

(Ю fi . - ч dii, U, -
(X+2p)— + X— ш YT0. 

Przy rozwiązywaniu tego problemu zostaną uwzględnione efekty inercyjne wynikłe 
ze zmiany temperatury w czasie, tzn. w odróżnieniu od rozważań zawartych m.in. w [1, 2], 
w równaniu (6) nie pomija się członu bezwładnościowego. 

Prezentowane w pracy podejście do problemu nie jest nowe, gdyż stosowali je również 
MURA [3] i DERSKI [4]. W pracy [3] ograniczono się tylko do wyznaczenia przemieszczeń; 
w pracy [4] wyznaczono ponadto naprężenia w walcu, lecz wynik zawarty w tej pracy 
obarczony jest błędem, prawdopodobnie drukarskim (wskazywałby na to poprawny tok 
obliczeń w cytowanej pracy). Jednakże fakt przeoczenia tego błędu w korekcie świadczy 
o tym, że duża liczba oznaczeń użytych do skonstruowania wyniku utrudniła zweryfiko
wanie tegoż wyniku w porównaniu ze znanymi przypadkami szczególnymi. Ponadto 
użycie do opisu zarówno przemieszczeń w pracy [3], jak i naprężeń w pracy [4] funkcji 
Thomsona [6] utrudnia analizę otrzymanych wyników, o czym świadczy brak tejże analizy 
w obu cytowanych pracach. 

W pracy niniejszej podaje się postaci naprężeń arr i ffw dane przez liczby bezwymiarowe 
zawierające stałe materiałowe. Wpływ sił masowych Fr na naprężenia pomija się. Pomija się 
również szczegółowe rachunki prowadzące do przedstawionych dalej wyników, gdyż 
pokrywają się one z obliczeniami przedstawionymi w pracy [4]. W ostatniej części pracy 
zawarta jest analiza otrzymanych wyników. 

Rozwiązanie równania (5) z warunkami (7)x i (8)i jest następujące [1, 2]: 

1 Hujldlk) I' 

gdzie fik są miejscami zerowymi funkcji J0(ji); Jo (z) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju 
zerowego rzędu. 

Mając na uwadze związek (9) można rozwiązać równanie (6) z warunkami (7)2, (7)3 

i (8)2 na drodze pokazanej w pracy [4]. Wykorzystując następnie zależności (1) i (2) można 
naprężenia arr i <Tw przedstawić w postaci następującej: 

(10) arr{o, Fo) = c y r 0 { l - - 2 З Д + 
LI0(L) 

CO 

e x p ( - F o ^ ) + 4L2 У \J^E&Ł -1 + VkMeVk) ] 
Z ; [ QJiQib) L2Ą(juk) J + 
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00 

1=1 x k=l r K 

1=1 k~1 

(11) a„(Q, Fo) = c2yT0 j l - |Щ - 2 З Д + 

00 

+ 47-2 V [ PkMQPk) f*kJo(fff*k) Ji(&(*k) A e x p ( - F o ^ g ) 

k=\ 

1=1 s A. = l ™ 

co co 

gdzie 

1=1 1 *=1 

2Z,2 

; ( /*2(p2+La) 
[ L 

) - 2 c L / , 

Qf*Uo [4) -*v*(4) 

2 L 2 
, V 4 . I - 2< , / 0 ( ^ 1 ) + 2 с Ц М ) 

2 Л , 2 _ 1 _ Г 2 - \ 

, ш г / , . 1 ^ 

eri/ 0(e"i)- 2 c 2^i(e''i) 

•(4) 
Ш = 2 

Afe) = 2 

e / i W [ " f - 4 c 2 ( i - c 2 ) ] ' 

( l - 2 c 2 ) ^ , / o H ) + 2 c 2 J 1 ( № ) 
е Л ( " / ) [ " 1 2 - 4 с 2 ( 1 - с 2 ) ] 

Kt 
Q = r/a — bezwymiarowy promień, Fo = —^ liczba kryterialna Fouriera, będąca 

jednocześnie bezwymiarowym czasem, c 2 = , — = - 4 , cf = — , c 2 = I* C 2 „ 2 _ / * r2_ A + 2/» 
1 , 1 ~ — 2 ' Ł 2 > Ł l _ 

Я+ 2^ Ci Qo Qo 
2c2 ac 

Qo — gęstość, vi—-pierwiastki równania Jo O') — Л O') = 0, L = bezwymia-

rowa liczba, określająca wpływ wielkości c0> e na wielkość i charakter naprężeń. Wśród 
parametrów określających tę liczbę znajdują się również stałe X i ju, lecz ich wpływ na 
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naprężenia lepiej charakteryzuje wyżej wprowadzona bezwymiarowa wielkość c. Liczba L 
szerzej omówiona jest w dalszych częściach pracy; warto nadmienić, że analiza wpływu 
tej liczby na pewne rozwiązania problemów termosprężystości zawarta jest w pracy [5] 
s. 420—421; /„(z) — funkcja Bessela pierwszego rodzaju и-tego rzędu [6], I„(z) — zmo
dyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju и-tego rzędu [6]. 

Parametry x, a, Q0 i czas t występują tylko w wyrażeniach dwóch liczb bezwymiarowych: 
L i Fo. Liczby te zatem opisują w pełny sposób wpływ wyżej wymienionych parametrów 
na wielkość naprężeń. Chcąc np. uzyskać przejście od związków (10), (11) do naprężeń, 
uzyskanych przy pominięciu w równaniu (6) członu inercyjnego, należy wykonać przejście 
z I do nieskończoności przy niezmienionym Fo. Otrzymuje się wówczas, że 

: 
Н т З Д = У 0 , 5 

lim Ą f e ) = 0,5 
L-> cc 

l i m h(L) = 0 ; 

£ - • 0 0 L10(L) 

Lvi v"i 
lim - = — = lim - = — = 0, 

2L2 2 
hm 

i w efekcie 

(12) af'r = limcr r r = 4c2yT0 > | — J , W " A W 
e x p ( - F o fil) 

(13) a*, = lim<rw = 4c2yT0 V \ fikJo(efik)-Ji(f*k)-~Ji(Qfik) 
t=t L Q i 

e x p ( - F o fij) 
pUiiPk) 

• 

Związki (12) i (13) są zgodne z wynikami cytowanymi w [1, 2]. 
Liczba L osiąga dla metali na ogół bardzo duże wartości, ze względu na fakt, że ct ~ 

~ 105 cm/s oraz я ~ 10"1 cm2/s. Zatem L ~ 106 a, wobec czego dla niezbyt małych a 
wpływ członów zawierających L w mianowniku w związkach (10) i (11) na wartość na
prężeń arr(Q, Fo), crw(p, Fo) jest znikomy. W tym stanie rzeczy graniczne wartości na
prężeń podane we wzorach (12) i (13) są ich bardzo dobrym przybliżeniem. 

Wpływ zmiany temperatury w czasie na zmiany naprężeń, wyrażający się funkcjami 
zależnymi od L, może wystąpić tylko wtedy, gdy L osiągnie wartości zbliżone do jedności. 
Jest to możliwe do osiągnięcia wtedy, gdy promień a walca jest dużo mniejszy od jedności 
lub współczynnik przewodzenia temperatury к dużo większy od jedności. 

Mając na uwadze rząd wielkości liczby L można, dla rozpatrywanego przypadku 
(metale), skorzystać ze wzorów przybliżonych dla zmodyfikowanych funkcji Bessela 
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dużego argumentu: 

Wówczas 

\I2tiL 

Ш „ i_ 
LI0(L) ~ L 

Funkcje Bessela, zawierające w argumencie liczbę L~l można zastąpić pierwszym wyrazem 
ich rozwinięcia w szeregi potęgowe. Mamy stąd 

SM * s2(e) 
i 

L 

Ponadto pomijając wyrazy zawierające w mianowniku L1 możemy napisać związki (10) 
i (11) w postaci przybliżonej: 

• • 

1 ^ | s i n ( L F o r , ) - i.i ч 
vf + L2 I Mt + L2vf 

Dla liczb Fouriera Fo > 3 mamy exp(—Fo/г*) <̂  10~6 i wartości a9

r

r

r i a%, a*L można 
w związku (14) pominąć. Zatem pozostaną wyrażenia 

(15) 
= c y T o £ \ p l 

s in(LFo Vi)-
Lv, 

vf + L2 \ f*i + L2vi 

Wynika stąd, że po wyrównaniu się temperatury wewnątrz walca pozostaną pewne 
naprężenia resztkowe a"s i cr^f. Naprężenia te nie będą znikały z upływem czasu, gdyż — 
rozbijając sumę znajdującą się po prawej stronie związku (15) na sumę skończoną od 
/ = 1 do / = L0 oraz sumę nieskończoną od / = L0 +1 i dobierając odpowiednio L0 — 
można wyróżnić w obu naprężeniach człon mający własności bardzo zbliżone do własności 
funkcji okresowej. 

Uwaga powyższa wynika z postaci równania 

(16) Jo(v)-—Mv) = 0, v 
którego pierwiastkami są wielkości vu znajdujące się w argumencie sinusa, stojącego 
pod rozważaną sumą. Dla dużych wartości v, pierwiastki równania (16) można dobrze 
przybliżyć pierwiastkami równania 

(17) v. 
Tc 

2 = tg |V" 

którego postać można otrzymać, zastępując funkcje J0(v) i Jt(v) odpowiednimi wzorami 
asymptotycznymi [6]. Pierwiastki równania (17) są postaci 

\ 

gdzie lime, = 0, 0 < e, < — . 
/-•co ' 

• 

• 

-
• 

\ 

i 

file:///I2tiL
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Jeśli teraz w związku (15) oznaczyć Qt = Lvt, to łatwo można zauważyć, że dla / 
większych od odpowiednio dużego L0 

n 4 1 + 3 T T 

Zatem, aby wspomniana suma nieskończona opisywała funkcję mającą własności 
zbliżone do własności funkcji okresowej, trzeba przyjąć L0 L. 

Naprężenia a„ i dane związkami (10) i (11) są funkcjami dwóch bezwymiarowych 
xt 

zmiennych: Q = r/a i Fo = — , oraz dwóch liczb bezwymiarowych, stałych dla danego 

jednorodnego walca: c2 = , — oraz L = Wielkości te utworzone są przez 
Л + 2/л я 

siedem parametrów: r, t, X, fi,x, Q0 oraz a; stanowią one podstawę wielkości bezwy
miarowych określających rozpatrywane zjawisko [7] s. 58 - 59. Zatem warunki stałości 
tych czterech bezwymiarowych parametrów stanowią dla rozważanego problemu termo-
sprężystości kryteria podobieństwa [7]. Widoczne jest, że np. stałość liczb с i L przy róż
nych kombinacjach parametrów A, ju,a,xi o0 może spowodować jedynie zmianę skali czasu. 

Otrzymane postaci naprężeń stanowią zatem wygodne narzędzie do badań modelo
wych. 
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Р е з ю м е 

ТЕПЛОВЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В КРУГЛОМ ЦИЛИНДРЕ ВЫЗВАННЫЕ 
ВНЕЗАПНЫМ ИЗМЕНЕНИЕМ ТЕМПЕРАТУРЫ НА ЕГО КРАЮ 

В работе представлены функции, описывающие тепловые напряжения в круглом цилиндре, 
с учетом инерциальных эффектов, вытекающие из изменения температуры по времени. Эти функ
ции представлены при помощи безразмерных координат и безразмерных параметров, содержащих 
материальные константы. Анализ результатов показал, в частности, что после выравнивания тем
пературы в цилиндре остаются небольшие напряжения. 
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i 
S u m m a r y 

DYNAMICAL THERMAL STRESSES IN A CIRCULAR CYLINDER DUE TO SUDDEN CHANGE 
OF TEMPERATURE ON ITS SURFACE 

The paper presents the functions describing thermal stresses in a long circular cylinder in the case 
when its surface undergoes a sudden change of temperature due to heating it to a uniform temperature T0. 
These functions are found from a differential equation of this problem, the inertia effects being taken 
into account. The stresses are given in terms of dimensionless variables and dimensionless numbers determi
ned by the mechanical and thermal properties of material. The analysis of the results shows that thermal 
stresses do not vanish when the time tends to infinity. 
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sować je w dziedzinie doświadczalnej analizy naprężeń i odkształceń. Jedną z najczęściej 
stosowanych do analizy naprężeń i odkształceń technik holograficznych jest interfero 
metria. 

Zasada interferometrii holograficznej została opisana w szeregu artykułach, [10, 12], 
także w kraju [13, 17]. 

Nową technikę interferometrii można z powodzeniem zastosować w pierwszej i naj
starszej spośród metod doświadczalnej analizy naprężeń i odkształceń — w metodzie 
elastooptycznej. Jak wiadomo, wykorzystuje ona światło spolaryzowane do badania 
rozkładu naprężeń i odkształceń w modelach płaskich lub przestrzennych. Połączenie 
interferometrii holograficznej z elastooptyką, lub, inaczej mówiąc, wprowadzenie elasto-
optyki do'interferometrii holograficznej, pozwala w większym stopniu wykorzystać falę 
świetlną jako nośnik informacji. 

Pełny opis fali świetlnej wymaga podania amplitudy, fazy częstości, stanu polaryzacji 
i kierunku propagacji. Wszystkie te parametry można wykorzystać jako nośniki informacji. 
W elastooptyce konwencjonalnej rejestruje się: 

a) rozkład amplitudy, 
b) częstość (lub długość fali), 

c) stan polaryzacji, 
d) kierunek polaryzacji. 

Przy dysponowaniu spójnym źródłem fali świetlnej — laserem, rejestracja fazy daje możli
wość zapisania i odtworzenia interferencyjnych obrazów przestrzennych. 

Pierwsze próby zastosowania interferometii holograficznej w elastooptyce dotyczą 
badania płaskich modeli typu tarcz, w świetle przechodzącym. 

O ile konwencjonalne techniki elastooptyczne dostarczają informacji o izoklinach 
i izochromach w płaskim modelu, wykonanym z tworzywa wykazującego dwójłomność 
wymuszoną, to interferometria holograficzna wzbogaca tę informację o izopachy, umożli
wiając w ten sposób wyznaczenie całkowitego stanu naprężenia w każdym punkcie modelu. 

• 
WOJCIECH Ś W I S T E R S K I (KRAKÓW) 
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2. Badanie modelu znajdującego się w płaskim stanie naprężenia 

W celu uzyskania obrazu izopach użyto stanowiska, którego schemat zamieszczono 
na rys. 1. Przedstawiony układ służy do rejestracji hologramów obiektów fazowych. 
Użyty tu laser helowo-neonowy został wykonany w Laboratorium Instytutu Fizyki U J 
w Krakowie. Jego moc wynosi ok. 4 mW przy pracy w modzie T M 00, a długość wypro-
mieniowanej fali świetlnej wynosi 6328 A . Wiązka światła laserowego jest liniowo spola

ryzowana w płaszczyźnie prostopadłej do stołu holograficznego. N a drodze wiązek, przed
miotowej i odniesienia, umieszczono liniowe ćwierćfalówki zorientowane tak, by wytwa
rzały światło spolaryzowane kołowo i by skrętność polaryzacji obu wiązek była taka sama. 
Obiektyw O służy do nadania wiązce światła laserowego takiej rozbieżności, by na ma-
tówce (dyfuzor D) uzyskać plamę stanowiącą tło dla modelu M. Do badań użyto dwu 
modeli w formie płaskich jednakowych pierścieni o wymiarach: średnice: D = 71 mm, 
d = 38,5 mm, grubość g = 6 mm. Pierścień z żywicy Epidian 2 — czułej optycznie służył 
do uzyskania jednoczesnego obrazu izochrom i izopach (rys. 3), zaś pierścień ze szkła 
organicznego, metapleksu do uzyskania obrazu samych izopach (rys. 2). Obrazy na rys. 2 
i 3 uzyskano metodą dwukrotnej ekspozycji: przy modelach odciążonych i obciążonych 
siłami skupionymi działającymi wzdłuż pionowych średnic modeli. Do ekspozycji użyto płyt 
holograficznych AGFA-Gevaert 10 E 75. Wszystkie elementy układu holograficznego (stół, 
uchwyty) nie wchodzą w skład żadnego z zestawów holograficznych dostępnych w handlu, 
lecz zostały sporządzone w charakterze prototypów. Wiązka odniesienia, spolaryzowana 
tak samo jak przedmiotowa, odpowiada analizującemu filtrowi w polaryskopie, w tym 
wypadku z jasnym polem widzenia. Obraz elastooptyczny powstający w modelu jest 
widoczny dopiero w procesie rekonstrukcji, przy obserwacji obrazu urojonego. N a rys. 2. 
przedstawiono model z metapleksu obciążony siłą P = 20 kp. Izopachy są liniami wy : 

raźnie zarysowanymi i kontrastowymi. Ze względu na niską czułość optyczną metapleksu 
izochromy nie występują. Na rys. 2 istnieje pionowa oś symetrii, a brak poziomej. Znie
kształcenie to spowodowane jest błędem liniowych ćwierćfalówek*). 

Dyskusję wpływu błędu od liniowych płytek opóźniających podaje AJOVALASIT [15]. 
Ponadto na rys. 2 zarys izopach, w okolicy górnego punktu przyłożenia siły, jest mniej 
wyraźny. Wynika to z faktu jego przemieszczenia się podczas obciążenia. Dolny punkt 
przyłożenia siły jest nieruchomy. 

z 

H 

Rys. 1 



Rys. 3 

Ustawienie matówki na drodze światła spójnego i spolaryzowanego niewątpliwie 
pogarsza spójność światła padającego na model, jak również obniża stopień jego polary
zacji. Fotografie 2 i 3 pokazują, że ów niekorzystny wpływ nie jest na tyle silny, by unie
możliwić interpretację obrazów. 

N a rys. 3 przedstawiono pierścień z rys. 2. Fotografia ta różni się od poprzedniej 
obrazem izochrom, nałożonym na obraz izopach i modyfikującym go. 

W otoczeniu (tzn. obszarze modelu od m — 1 /2 do m +1 /2) izochrom o rzędach m całko
witych parzystych, izopachy ciemne mają rzędy połówkowe, natomiast w otoczeniu izo
chrom o rzędach całkowitych nieparzystych ciemnym izochrom należy przyporządkować 
rzędy całkowite. Powstawanie tego zjawiska w elastooptyce holograficznej wyjaśnili FOUR-
NEY i M A T E , [7], a wcześniej NISIDA i SAITO, [18], przy użyciu interferometrii konwencjo
nalnej. Autorzy ci wyprowadzili wzór na rozkład natężenia światła w obrazie interfero
metry czno-elastooptycznym, który po przyjęciu niewielkich uproszczeń, można przed
stawić w następującej postaci: 

(1) J = 1 +2cosmpx cosmr; +cos2/m 

*' Ćwierćfalówki liniowe do światła laserowego (<5 
Rd London SE26 5QQ 

1582 A) Producent: HSB Meakin Ltd 9 Tredown 
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gdzie m — rząd izochromy, mp — rząd izopachy. 
a) Jeżeli m = ±2 k, gdzie к = 0, 1, 2 ... (otoczenie izochrom parzystych), to wzór 

na rozkład natężenia światła na płycie holograficznej ma postać 
• 

(2) • , / = 2 + 2coswpTc 

b) Jeżeli m == ±(2k+l) gdzie к = 0 ,1 ,2 ... (obszar izochrom nieparzystych), to 
wzór (1) przyjmuje postać 

(3) J = 2-2coswi pTc 

c) Jeżeli m = ± ffiJLJJ-1 gdzie A: = 0, 1, 2 ... (miejsce, gdzie występuje izochroma 

połówkowa — ciemny prążek), to wzór (1) przyjmuje postać 

(4) J=\, 

co oznacza, że izopachy znikają. 
Rys. 4. przedstawia powiększenie poziomego odcinka średnicy pierścienia pokaza-

nego na rys. 3. Brak symetrii względem poziomej średnicy nie jest przeszkodą dla zamie
rzonego rozdzielenia naprężeń głównych wzdłuż tej średnicy, bowiem nie analizuje się 
kąta nachylenia linii izopach do rozpatrywania przekroju. N a podstawie fotografii z rys. 4, 
przy uwzględnieniu anomalnego obrazu izopach, możliwe jest rozdzielenie nr.prężeń 
w przekroju poziomym. Prawo elastooptyczne można przyjąć w postaci 

(5) Oi—a 2 = m, 

zaś informację uzyskaną z obrazu izopach przedstawić następująco 
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N a zewnętrznym, nieobciążonym brzegu, zarówno rząd izopachy jak i rząd izochromy 
wskazują tę samą wartość naprężenia głównego, a zatem równanie izopach można też 
napisać w postaci 
(6) crj + ffj = km, 
gdzie к > 1, co widać na fotografiach, gdyż prążki izopach są gęstsze. Równania (5) 
i (6) można rozwiązać ze względu na a1 i a2 dla dowolnie wielu punktów badanego prze-

se 3 
[rzqd]2 

1 
* 

1 
o 0,512 0.6 0.7 

I • 
0.8^.—°^0Я W 

-1 
TV—" gr~ г 

-2 

-3 

-1 

\ 

-800 

• 

2000 

' 6r 

бв 
[psi] 
800 -

< • 

100 
05 OB 07 0.8^~^~Ó7~~~ 'lO 

400 

-800 

1200 

1600 

• 2000 
• i • 

Rys. 5a i b 

kroju, a znalezione ich wartości nanieść na wykres w jednostkach rzędu izochrom. Wykres 
taki przedstawiono na rys. 5a. N a rys. 5b pokazano, dla porównania, teoretyczny wykres 
u, i a 2 , bądź ar i a0 dla pierścienia o stosunku średnic D/d = 2. W niniejszych doświad
czeniach stosunek ten wynosił 1,85. Charaktery obu wykresów są podobne. 

i. 

• 3. Otrzymywanie izochrom i izopach niezależnie 7 

Układ stanowiska, na którym możliwe jest otrzymywanie oddzielnych obrazów izo
chrom i izopach, przedstawia rys. 6. Jest to układ o 2 wiązkach odniesienia. Wiązka 
światła liniowo spolaryzowanego przechodzi przez szklany blok, spełniający rolę płytki 
światłodzielącej. Obie powierzchnie płytki odbijają część światła, dla obu wiązek odnie
sienia oznaczonych r i r'. Są one spolaryzowane kołowo, mają tę samą skrętność i , pada-
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LASER 

HOLOGRAM 

Rys. 6 

jąc na płytę holograficzną pod różnymi kątami, zapewniają separację przestrzenną ugię
tych fal w procesie rekonstrukcji. Podczas pierwszych dwóch ekspozycji używa się jedynie 
jednej z wiązek odniesienia np. r. Kołową półfalówkę, która obraca płaszczyznę pola
ryzacji światła eliptycznie spolaryzowanego o 90°, a nie zmienia stanu polaryzacji światła 
kołowo spolaryzowanego, umieszcza się tak, by jedynie wiązka, odbijająca się od zwier
ciadła Z 3 i wchodząca ponownie do modelu, przechodziła przez nią. Powoduje to eli
minację izochrom, ponieważ każda z dwóch składowych promienia, rozchodzącego się 
w modelu wzdłuż kierunków naprężeń głównych, doznaje opóźnień al i a2, a przy po
nownym przejściu a2 i а1у gdzie indeksy 1 i 2 są związane z kierunkami głównymi. K o 
łowa półfalówka wykonana jest z kryształu kwarcu, tak, by oś optyczna była prostopadła 
do jego płaszczyzny, a światło przechodziło równolegle do osi optycznej. 

Trzeciej ekspozycji dokonuje się przy modelu obciążonym identycznie jak dla ekspo
zycji drugiej, przy użyciu wiązki odniesienia r' i usuniętej kołowej półfalówce. Składowe 
wiązki przedmiotowej doznają opóźnień względnych 2ay i 2a2, ponieważ wiązka zacho
wuje ten sam stan polaryzacji przy dwukrotnym przejściu modelu. v 

Jeżeli podczas rekonstrukcji użyjemy wiązki r, to otrzymamy obraz izopach, przy 
użyciu zaś wiązki r' uzyskamy obraz izochrom, niezakłócony izopachami. Można także 
wykorzystać układ z rys. 3, przy użyciu tylko jednej wiązki odniesienia. Wówczas po
między drugą a trzecią ekspozycją należy obrócić płytę holograficzną wokół osi leżącej 
w jej płaszczyźnie o pewien kąt, tak by było możliwe rozdzielenie dwu niezależnych od 
siebie obrazów, zarejestrowanych na płycie. Umieszczenie płyty, podczas rekonstrukcji, 
w położeniu, jakie zajmowała przy pierwszych ekspozycjach, dostarcza obrazu izopach, 
a w położeniu odpowiadającym trzeciej ekspozycji, dostarcza obrazu izochrom. 

\ 

4. Rejestracja obrazu izoklin 

By rejestrować obraz izoklin można posłużyć się polaryskopem, który można otrzy
mać modyfikując następująco stanowisko przedstawione na rys. 7. Likwiduje się wiązkę 
odniesienia, a w wiązkę obiektową wstawia się dwa liniowe filtry polaryzacyjne skrzyżo
wane ze sobą i mechanicznie sprężone: P t za ćwierćfalówką i przed obiektyw, a P2 między 
model, a płytę holograficzną (rys. 7.). Jednoczesny obrót Л i P2 dostarcza obserwatorowi 
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obrazu izoklin o parametrach określonych chwilowym położeniem P^'\ P2. Taki wariant 
rejestracji izoklin jest nieco sztuczny i może przysporzyć trudności interpretacyjnych 
ze względu na monochromatyczność światła i jednoczesne występowanie izochrom. 

Innym holograficznym sposobem jest wykorzystanie spójności światła laserowego. 
W układzie z rys. 8 każda z dwóch wiązek odniesienia jest spolaryzowana liniowo, a ich 

LASER 

Rys. 7 Rys. 8 

płaszczyzny polaryzacji są wzajemnie prostopadłe. Światło padające na model jest spola
ryzowane kołowo, skrętność dowolna. 

Układ pokazany na rys. 8 jest bardzo czuły na przesunięcia płyty holograficznej-
Dla odtworzenia a posteriori obrazu izoklin należy wywołać płytę holograficzną nie rusza, 
jąc jej z miejsca, jak to się dzieje przy holografowaniu w czasie rzeczywistym. 

Obraz modelu wytworzony w procesie rekonstrukcji należy obserwować przez liniowy 
filtr polaryzacyjny. Stosownie do jego pozycji, izokliny o różnych parametrach widoczne 
są jako półszare linie, ponieważ w procesie rejestracji model oświetlony był światłem 
kołowo-spolaryzowanym. 

5. Podsumowanie 

Przedstawione wyniki badań własnych autora oraz opisy stanowisk zaczerpnięte 
z literatury dają pogląd o obecnym stanie badań w dziedzinie elastooptyki holograficznej. 
Możliwe jest stosowanie kilku wariantów tej techniki badawczej: 

a) uzyskiwanie w interferometrze holograficznym obrazu izopach oraz kojarzenie go 
z obrazem izochrom i izoklin, otrzymanym z konwencjonalnego polaryskopu. 

b) Uzyskiwanie w interferometrze holograficznym jednocześnie obrazu izochrom 
i izopach oraz kojarzenie go z obrazem izoklin otrzymanym z polaryskopu konwencjo
nalnego, bądź zmodyfikowanego według rys. 7 stanowiska holograficznego. 

c) Uzyskiwanie obrazów elastooptycznych sposobem „czysto holograficznym" w ukła-

2 Mechanika Teoretyczna 1/77 
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dzie jak na rys. 6 i 8. Rejestracji izoklin można dokonać według zasady z rys. 8. Wtedy 

obie wiązki odniesienia muszą być liniowo spolaryzowane. 

Stosując technikę elastooptyki holograficznej można osiągnąć wysoką dokładność 

pomiarów, które otrzymuje się na drodze prostszej, unikając doświadczalnych metod 

pomiaru zmian grubości modelu płaskiego lub stosowania przybliżonego całkowania dla 

znalezienia sumy naprężeń głównych. 
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Р е з ю м е 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКИХ МОДЕЛЕЙ МЕТОДОМ ГОЛОГРАФИЧЕСКОЙ 
ФОТОУПРУГОСТИ 

В работе приведены результаты экспериментов проведенных с целью получения изопах на 
плоском кольце, подвергнутом сжатию двумя сосредоточенными силами, действующими вдоль 
вертикального диаметра. Применен метод голографической фотоупругости. На основании экспе
риментальных данных разделены главные напряжения в симметричном сечении. Приведены 
выводы и сравнение экспериментальных данных с теоретическим решением. Представлено совре
менное состояние- знаний в области голографической фотоупругости. 

S u m m a r y 

PHOTOELASTIC INVESTIGATION OF* TWO-DIMENSIONAL MODELS BY MEANS OF 
HOLOGRAPHY 

In the paper are shown the results of original experiments. They were carried out in order to obtain 
the isopachic fringe patterns on a plane ring subjected to two external forces acting along the vertical dia
meter. A method of holographic photoelasticity is applied. The experimental data obtained allowed the 
two principal stresses to be separated along the symmetry line. The conclusions are drawn and a compar
ison with the theoretical solution is made. The present state of knowledge in the field of holographic photo-
elasticity is reported. 
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OKREŚLENIE NIEUSTALONEGO POLA TEMPERATURY W ŚCIANCE PŁASKIEJ PRZY 
ZMIENNYM WSPÓŁCZYNNIKU PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO 

i 
KAZIMIERZ R U P , JAN T A L E R (KRAKÓW) 

1. Wstęp 

Obecnie większość zagadnień przewodnictwa cieplnego analizuje się przy pomocy 
metod przybliżonych. Zastosowana w pracy metoda bilansu cieplnego [1], jest obok metod 
wariacyjnych [2, 3, 4, 5] jedną z najbardziej uniwersalnych analitycznych metod przybli
żonych rozwiązywania, zarówno liniowych, jak i nieliniowych równań różniczkowych 
przewodzenia ciepła. Rozwiązanie problemu wymienionego w tytule przeprowadzono 
w dwóch etapach: najpierw określono pole temperatury w ściance przy założeniu stałego 
współczynnika przewodnictwa cieplnego przy pomocy metody bilansu cieplnego, a na
stępnie wykorzystując metodę linearyzacji optymalnej [6] uwzględniono zależność współ
czynnika przewodnictwa cieplnego od temperatury. Rozwiązania tego problemu można 
otrzymać stosując metodę bilansu cieplnego i wykorzystując transformację [1] 

t 

(1.1) 0 ( 0 = fcQdt, 
o 

2,4 Y 3,0 wiązanie otrzymane w pracy 

X 
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gdzie с — ciepło właściwe, Q—gęstość, t — temperatura, lub transformację Kirchhoffa 
i 

(1.2) * (0 = ^ - J A ( 0 * . 

gdzie 1 — współczynnik przewodnictwa cieplnego. 
Sposób określania nieustalonego pola temperatury zastosowany w niniejszej pracy 

jest nieco dokładniejszy od metody bilansu cieplnego z wykorzystaniem transformacji 
(1.1) [1], co przedstawiono na rys. 1. Ponadto sposób ten można zastosować w przy
padku konwekcyjnej wymiany ciepła na powierzchni ciała, tj. dla warunków granicz
nych III rodzaju, przy współczynniku przewodnictwa cieplnego zależnym od temperatury. 
Wykorzystanie metody bilansu cieplnego w tym przypadku jest niemożliwe ze względu 
na nieodpowiedniość transformacji (1.1) i (1.2), co przedstawiono w pracy [7]. 

Oznaczenia 

a = 
X 

CQ 
współczynnik wyrównania temperatury, 

ao, a i , a2 stałe, 
bo, bi ,b2 stałe, 

с ciepło właściwe, 

Fo = ar 
u 

liczba Fouriera, 

L grubość płyty, 
t temperatura, 

to temperatura powierzchni, 
tp temperatura początkowa, 
u temperatura powierzchni izolowanej, 
X współrzędna, 
a stała, 
6 głębokość wnikania ciepła, 
X współczynnik przewodnictwa cieplnego, 
Q gęstość 
T czas. 

2. Charakterystyka metody bilansu cieplnego i metody linearyzacji optymalnej 

Metoda bilansu cieplnego wykorzystuje pojęcie głębokości wnikania ciepła <5(т) (głę
bokości penetracji), którą można określić jako największą odległość na jaką w danym 
czasie wnika ciepło tzn. w odległości х ^ <5(т) od powierzchni ciała temperaturę można 
w przybliżeniu przyjąć równą temperaturze początkowej i ciepło nie jest przekazywane 
na odległość większą niż <5(r). Pojęcie głębokości wnikania ciepła zostało pierwszy raz 
wprowadzone przez BIOTA [5], a także szeroko wykorzystywane w metodach wariacyjnych 
innych autorów np. VUJANOVICA [2] oraz LEBONA-LAMBERMONTA [4]. W metodzie bilansu 
cieplnego rozpatrywane są dwie fazy wnikania ciepła. W pierwszej fazie wnikania ciepła 
głębokość penetracji jest mniejsza od grubości ciała (płyty). W drugiej fazie «front» ciepła 
osiąga przeciwległą ścianę ciała, której temperatura ulega wówczas zmianie. 
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Punktem wyjściowym prowadzącym do całki bilansu cieplnego jest równanie prze
wodnictwa cieplnego: 

(2.1) 
dt d2t 

~6т ~ 

gdzie r — czas, a = • współczynnik wyrównania temperatury, x — współrzędna. 
CQ 

Następnie całkując równanie (2.1) w granicach od 0 do e(r) otrzymuje się 

(2.2) 
dt , , dt 

cq l -^—dx = A 
dr дх ~4r 

х=6(т) OX 
x=0 

Uwzględniając reguły różniczkowania całki po parametrze (reguła Leibniza) przekształ
cona zostanie lewa strona równania (2.1), która przyjmuje postać 

K.T) 

(2.3) CQ dr дх Х=д(т) 

dt_ 
дх л=0 

Ponieważ w pierwszej fazie wnikania ciepła 

. dt ' 
дх 

0 

(co wynika z definicji głębokości wnikania ciepła), 
oraz 

Щт), r] = t„ 

(również z definicji głębokości wnikania ciepła), 
to równanie bilansu ciepła ma postać 

(2.4) 

gdzie 

^ ' - C ^ ( * ) ] = - A - ^ 
.=o 

0, = CQ / Udx, dla 0 < ó(0 «S L, 

• 

tp — temperatura początkowa ciała. 
W drugiej fazie wnikania ciepła głębokość penetracji jest równa grubości ścianki 

tj. <5(T) = L i wówczas równanie bilansu po uwzględnieniu faktu, że t(x, t)f-_£ = ы(т) 
wynika z równania (2.3) i ma postać 

(2.5) 

gdzie 

dOu 

dr дх x=L OX x=0 

u{r)— temperatura przeciwległej ścianki. 
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Następnie scharakteryzowana zostanie metoda optymalizacji linearnej, zastosowana 
do równań przewodnictwa cieplnego przez VUJANOVICA [6]. 

W przypadku gdy współczynnik przewodnictwa cieplnego zmienia się z temperaturą 
pole temperatury opisuje równanie 

(2.6) CQ 
_dt_ 

5 

дх дх 

W metodzie linearyzacji optymalnej rozważa się równanie liniowe, które «optymalnie» 
linearyzuje równanie (2.6): 

(2.7) CQ 
dt_ 
dr 

a2t 
дх2 

gdzie y> jest parametrem nastawialnym, dobieranym w ten sposób, aby równanie (2.7) 
aproksymowało równanie (2.6) w sposób optymalny. 

Wartość y>opt równa się 

(2.8) 

gdzie 

V o p t = 

B+C 

A = 

(2.9) В = 

С = 

/ f [дх2 

'o -*0 

• o *0 

T l Xi 

dxdr, 

dt 
дх 

dxdv, 

dxdr, 

gdzie 

(2.10) A '(0 = 
dX(t) 

dt 

Przedziały całkowania zależą od rozważanego problemu. Dokładny opis metody można 
znaleźć w pracy [6]. 

3. Określenie pola temperatury 

Przedmiotem niniejszej pracy jest określenie pola temperatury w ściance płaskiej 
przy następujących warunkach brzegowych: 

(3.1) t(x, r)\x=Q = t0, T 0 > 0 

, t(x,r) 
(3.2) 

дх 
= 0, 
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gdzie Я — współczynnik przewodności cieplnej ścianki w temperaturze t, L — grubość 
ścianki oraz warunku początkowym 

(3.3) t, = 0. 

Współczynnik przewodnictwa cieplnego materiału ścianki określony jest związkiem 

(3.4) Я = Я 0 ( 1 + а -

gdzie а — stała, t— temperatura w rozpatrywanym punkcie ścianki. 
Najpierw przy pomocy metody bilansu cieplnego określono pole temperatury przy 

założeniu A = X0 = const, a następnie wykorzystując metodę linearyzacji optymalnej 
uwzględniono zmienność współczynnika przewodności cieplnej od temperatury. 

a) Andliza pola temperatury przy X = Я0 = const. Pole temperatury aproksymowane 
zostanie wielomianem drugiego stopnia: 

(3.5) tt(x, r) = a0 + a1x+a2x2. 

Stałe a0,ay i a2 wyznaczone zostaną z (3.1) oraz z warunków: 

(3.6) / . ( * , т ) | _ , - = 0 , 

(3.7) Я0

 8 h ( x > T ) 

dx 
= 0. 

x=d 

Związki (3.6) i (3.7) wynikają z definicji głębokości wnikania ciepła. 
Ostatecznie po wstawieniu a0, ax i a2 do (3.5) otrzymuje się wyrażenie określające tempe
raturę 

(3.8) ф , T) = Y 0 | j - - j j , 0 < x< d, 

(3.9) ф , x) = 0, <5 < L. 

Równanie różniczkowe dla określenia д(т) otrzymuje się podstawiając (3.8) do (2.4) 

(3.10) 6 ^ = 6 a -

Po scałkowaniu równania (3.10) przy warunku początkowym <5(т)| т = 0 = 0 otrzymuje się 

(3.11) д = 3,464 \/xa. 

W drugiej fazie wnikania ciepła pole temperatury również aproksymowane jest wielo
mianem II stopnia 

(3.12) tn(x, T) = b0 + blx + b2x2. 

Stałe b0, bt i b2 otrzymuje się z warunków (3.1) i (3.2) oraz z warunku 

t(x, r)\x=L = u(x). 

Po wstawieniu wyznaczonych b0, b± i b2 do (3.12) otrzymuje się 

(3.13) tu(x, T) = ( f 0 - « ) | l - - jj +u, Fo > F Q l . 
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Temperaturę и(т) wyznacza się z równania różniczkowego otrzymanego przez podsta
wienie (3.13) do (2.5): 

(3-14) | U _ ^ - [ M ( T ) _ , o ] ) 

z którego po scałkowaniu przy warunku początkowym и ( т ) ] г = Г 1 = 0 otrzymuje się 
następującą zależność na и(т): 

(3.15) u{x) = M l - e - 3 ( F r P o i ) ] , Fo > F 0 l . 

Czas xy wyznacza się z związku (3.11) po podstawieniu д = L. 
. . . 1 

Liczba Fouriera odpowiadająca r , wynosi F o x = — . 

b) Analiza pola temperatury przy A = A 0 | l + a y - j . Podstawiając ti(x, r) do za

leżności (2.9) i całkując odpowiednio w granicach: x0 = 0, xt = 6(r) i r0 = 0, r{ = 

= т | л = г > otrzymuje się 
j4_ 

(12a)3 

8A 0 a 
3 ( Щ ~ 3 (3-16) * = ?тт4з72ф( т). 

"[• (12а) 3 ' 2 3(12а) 3 / 2 Ф(т), 

gdzie 
Ti 

2 

to 
Po podstawieniu zależności (3.16) do (2.8) mamy: 

(3.17) уор. = Ао(1 + а) . 

Podstawiając ^ o p , zamiast A 0 do zależności (3.11), zależność określająca pole temperatury 
w I fazie wnikania ciepła (3.8) ma postać 

/ x \ 2 

h = t0 1 - -j= О^х^д, 
\ j / l 2 a ( l + a)r/ 

(3-18) „ 
J tt = 0 , д < x < L . 

Przeprowadzając analogiczne rozważania dla drugiej fazy wnikania ciepła otrzymuje się 
następujące zależności : 

(3.19) V V = *ó(l + «) 

oraz 

(3.20) tn(x, r) = 0 o - « ) ( l - ^ ) +u, Fo ^ F o 1 ( 

gdzie 
(3.21) u = ? 0 [ l - e - 3 < l + a ) < F " - F » > > ] , Fo 3* F o , . 
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Rys. 2. Rozkład temperatury w ściance płaskiej 
w II fazie wnikania ciepła dla różnych liczb 

Fouriera 

N a rys. 1 i 2 przedstawione zostały zmiany temperatury odpowiednio w I i II fazie wni
kania ciepła przy współczynniku przewodnictwa cieplnego zależnym od temperatury. 

N a rys. 1 porównano otrzymane wyniki z rozwiązaniem dokładnym i zależnością 
GOODMANA [1] 

t Г Y 13 

(3.22) 
to I ]/6(l + a)J ' 

gdzie 

Y = 
x 1 

2 \/ar' 

Zależność (3.22) otrzymano wykorzystując transformację (1.1) i aproksymując pole tempe
ratury wielomianem 3 stopnia 

gdzie 

• #0 = j' cc>dt 
o 

i stosując dalej do przetransformowanego równania różniczkowego (2.1) 

5 I 

metodę bilansu cieplnego identyczną jak w przypadku równania (2.1). 

4. Wnioski 

Zastosowanie metody bilansu cieplnego i następnie metody linearyzacji optymalnej 
pozwala na łatwe, przybliżone rozwiązanie nieliniowego równania przewodnictwa ciepl
nego. Zaletą metody 'est stosunkowo duża łatwość rozwiązania nieliniowych zagadnień 
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przewodnictwa cieplnego w porównaniu z metodami wariacyjnymi. Dokładność aproksy
macji rozwiązania ścisłego wzrasta wraz ze wzrostem а а więc przeciwnie niż w rozwią
zaniu T. R. Goodmana [1]. 
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Р е з ю м е 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ В ПЛОСКОЙ 
СТЕНКЕ С ПЕРЕМЕННЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Применяя по-очередно интегральный метод теплового баланса и метод оптимальной линеари
зации, получено приближенное распределение температуры в плоской стенке в двух фазах про
никания тепла, при коэффициенте теплопроводности, линейно зависящим от температуры. Полу
ченные результаты удовлетворительно апроксимируют точные решения. 

S u m m a r y 

DETERMINATION OF TRANSIENT TEMPERATURE FIELDS IN PLANE WALLS OF VARIABLE 
THERMAL CONDUCTIVITY 

Applying successively the heat balance integral method and the optimal linearization method, the 
transient temperature distribution is determined in a plane wall with linear dependence of thermal con
ductivity on temperature, in two phases of heat penetration. The results obtained approximate fairly 
well the exact solutions. 

INSTYTUT APARATURY PRZEMYSŁOWEJ 
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0 WYZNACZANIU NAPRĘŻEŃ CIEPLNYCH WYWOŁANYCH RUCHOMYMI OBCIĄŻENIAMI 
TERMICZNYMI 

JÓZEF K U B I K (POZNAŃ) 

Oznaczenia 

a, współczynnik liniowej rozszerzalności termicznej, 
r){S) funkcja Heaviside'a, 
(5(1) funkcja Diraca, 

G moduł odkształcenia postaciowego, 
я współczynnik przewodzenia temperatury, 
A stała Lamego, 

tiij współrzędne tensora naprężenia, 
t czas, 
T temperatura względna, odniesiona do stałej temperatury stanu beznaprężeniowego, 
Ui współrzędne wektora przemieszczenia, 

xi, f i współrzędne kartezjańskie. 

Badanie efektów mechanicznych wywołanych ruchomymi obciążeniami termicznymi 
w ośrodkach sprężystych stanowi istotną część obszernej dziedziny termosprężystości 
1 odgrywa dużą rolę w praktyce inżynierskiej. Pola naprężeń i odkształceń w takich przy
padkach najczęściej są wywołane ruchomymi źródłami ciepła o charakterze punktowym, 

Rys. 1 Rys. 2 

liniowym lub powierzchniowym, o zmiennej lub stałej wydajności w czasie. Źródła mogą 
się przemieszczać w ośrodku lub po jego powierzchni z prędkością v. Przykładowo, dzia
łanie ruchomych źródeł przedstawiono na rys. 1, 2, 3a,b. 

Z wyżej wymienionym charakterem obciążeń termicznych spotykamy się w licznych 
procesach technologicznych, np. hartowania powierzchniowego, spawania, napawania, 
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Rys. 3 

zgrzewania liniowego oraz przy opływach elementów konstrukcyjnych (powłoki, rury) 
przez płyny o podwyższonej lub obniżonej temperaturze w porównaniu z temperaturą 
elementu. Ponadto ruchome obciążenia termiczne występują (obok obciążeń typu me
chanicznego) przy każdej kinematycznej współpracy elementów konstrukcji z uwzględ
nieniem tarcia. 

Prezentowana praca zawiera pewien przegląd dotychczas publikowanych rozwiązań 
zadań termosprężystości z ruchomymi źródłami ciepła (por. [1]—[33]). Przedmiotem 
dyskusji są warunki stosowania ruchomych układów współrzędnych, kolejności stoso
wania transformacji całkowych do ruchomych obciążeń termicznych oraz budowy roz
wiązań równań termosprężystości przy wykorzystaniu funkcji Greena. 

1. Ruchome układy współrzędnych 

Wyznaczanie naprężeń cieplnych wywołanych ruchomymi obciążeniami termicznymi 
sprowadza się do rozwiązania podstawowego układu równań termosprężystości: 

(1.1) V*T--f= - i - Q ( x „ / , e ) , 
л к 

(1.2) GV2ui+()i + G)diEll-OX + 2G)atdiT = qu,, 
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д2 д2 d2 8 

przy zadanych warunkach początkowych i brzegowych. Równanie (1.1) jest równaniem 
przewodnictwa cieplnego, natomiast równania (1.2) są znanymi równaniami przemieszcze-
niowymi. 

W większości prac poświęconych omawianym zagadnieniom, do rozwiązywania rów
nania przewodnictwa (1.1) wykorzystuje się ruchome układy współrzędnych związane 
z poruszającymi się źródłami ciepła. Prowadzi to do znacznych ułatwień przy budowie 
rozwiązań tego równania. W takim przypadku, po zastosowaniu liniowej transformacji 
układu współrzędnych według związków 

ii = Xi — Vjt, (i = 1, 2, 3), vt = const, 

równanie przewodnictwa (1.1) w ruchomym układzie współrzędnych I,- ma postać 

(1.3) v | f - A ( 5 . v f f ) - I ^ - = - i - e ( f i , o , 

przy czym rozważane źródło ciepła jest nieruchome. Jeśli ponadto intensywność źródła 
nie zależy od czasu, czyli Q = Q(Cf) oraz wpływ warunków początkowych można pominąć, 

3T 

to pochodna = 0 i równanie (1.3) przyjmuje postać 

0.4) V ^ - I ( 5 . ^ r ) = - l f i ( f t ) , 
л УС 

Równanie (1.4) odpowiada quasi-ustalonym zagadnieniom termosprężystości. Należy 
nadmienić, że większość prac poświęconych ruchomym obciążeniom termicznym do
tyczy właśnie zagadnień quasi-ustalonych. / 

Możliwość stosowania ruchomych układów współrzędnych zależy od kształtu i ruchu 
rozważanych źródeł oraz od kształtu badanego obszaru. W obszarze nieograniczonym 
i przy źródłach o niezmiennym w czasie kształcie, stosowanie ruchomych układów współ
rzędnych ułatwia wyznaczanie pól temperatur i naprężeń. W przypadku działania rucho-
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mych źródeł w ośrodkach ograniczonych wprowadzanie ruchomych układów współrzęd
nych nie ułatwia procesu rozwiązywania równań termosprężystości (1.1) i (1.2). Wtedy 
bowiem kosztem «unieruchomienia» źródła ciepła brzeg obszaru staje się ruchomy. Ilu
strują to przykłady pokazane na rys. 4 i 5. W takich przypadkach przy wyznaczaniu 
rozwiązań pojawiają się trudności ze stosowaniem transformacji Laplace'a. 

Rys. 5 

Analogiczne uwagi dotyczą przypadków, w których zmienia się w czasie kształt geo
metryczny obciążeń termicznych, пр . : gdy źródła ciepła typu Q = T0rj(vt — r)rj(t) lub 
Q = T06(R — vt)rj(t), działają odpowiednio na powierzchni koła o zmieniającym się 
w czasie promieniu r lub na powierzchni kuli o zmiennym w czasie promieniu R. Wygodniej 
zatem rozważać obszary ograniczone we współrzędnych nieruchomych związanych z tymi 
obszarami. 

2. Wykorzystanie funkcji Greena 

Przy budowie rozwiązań równań termosprężystości w przypadku ruchomych obciążeń 
termicznych możemy również wykorzystać metodę funkcji Greena. Znajomość odpo
wiednich funkcji Greena pozwoli nam otrzymać rozwiązania dla ruchomych źródeł ciepła 
o wydatku zmiennym w czasie i względem miejsca. 

Rozwiązania równań termosprężystości dla chwilowego źródła ciepła 60<5(£.ЖО 
w przestrzeni nieograniczonej w układzie współrzędnych £f wyznaczono w pracy [31]. 
Rozwiązania te wyznaczono w ruchomym układzie współrzędnych który porusza się 
ze stałą prędkością v względem układu nieruchomego xt w kierunku osi x3. Otrzymane 
w tym przypadku wyniki dla temperatury Г*(£ь t) i przemieszczeń и* (£ ь t) można wyko
rzystać przy wyznaczaniu temperatury i przemieszczeń dla źródła o wydatku zmiennym 
w czasie w układzie | ( według wzorów 

t 

JQ(v)T*(St,t-T)dT, 
o 

o 

(2.1) 

П А , t) 

UjiS,, t) •-
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Jeżeli ponadto źródło działa na pewnym obszarze Г, to temperaturę i przemieszczenia 
otrzymamy na podstawie związków: 

(2.2) 

fr(h, t)= f 6 ( C i , £2, Сз, t)f*(li, | 3 , C i , C 2 , fs, t)d^dC2dC3, 
г 

fiftft, t)= {Q(tt,C2, C 3 , t)UJ(fi, f 2 , | 3 , ? i , C 2 , Сз, O ^ i # 2 # з -

Posługiwanie się funkcjami Г * ( £ ь f) i и?(£г , /)> jak łatwo zauważyć, ogranicza się tylko 
do źródeł ciepła, które w układzie | f nie zmieniają w czasie zajmowanego obszaru. 

Takie ograniczenia nie występują natomiast, gdy funkcję Greena dla poruszających się 
źródeł wyznaczymy w układzie nieruchomym xt. Jeżeli np. wyznaczymy rozkład tempera
tury T3(xi, t;v) i naprężeń cĄjfa, t;v) dla poruszającego się źródła punktowego o postaci 
QQ8(xl)d(x2)d(pt—x3)r](t), to dla źródeł liniowych typu 

I 1° Qo»(xi)d(x2)ri(vt-x3)ri(t), 
( 2 ' 3 ) 12° Q0d(x1)d(xz)ri(x3-vt)r1(t), 

temperaturę i naprężenia otrzymamy odpowiednio przez superpozycję 
vt 

T^ixi, t; v) - J T6(x!, x2,x3-u, t; v)du, 

(2.4) 

oraz 

(2.5) 

o-,1/(x;, t; v) = j oijfri, x2, x3-u, t;v)du, 
o 

CO 

T2°(xt, t; v) = j T'(xi, x2,x3-u, t; v)du, 
vt 

00 

af/(Xi ,t;v) = J ajjix!, x2, x3 - u, t; v) du. 

Wykorzystując natomiast temperaturę T3(r, z, t;v) i naprężenia <Xy(r,z, f,v) wywołane 
działaniem źródła Qo^(z)6(vt—r)rj(t), możemy wyznaczyć temperaturę i naprężenia dla 
źródła działającego na powierzchni koła o zmiennym w czasie promieniu, tzn. dla źródła 
o postaci Qo^{z)rl{vt — r)rl{t)- Poszukiwane rozwiązania mają postać 

(2.6) 
T\r, z, r; v) = j T\r-u, z, t'; v)du, 

4 

ajj(r, z,t;v)= J ojj(r-u, z,t;v)du. 

W przytoczonych wyżej rozważaniach zakładaliśmy milcząco, że prędkość ruchu 
źródła v jest stała. W przypadku prędkości v zmiennej w czasie we wszystkich otrzymanych 

wzorach należy w miejsce vt podstawić J vdt. 
o 

O słuszności stosowanej we wzorach (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) superpozycji świadczą 
prace autora oraz prace [1] i [32]. 
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3. Stosowanie transformacji całkowych 

Przy rozwiązywaniu równań (1.1) i (1.2) wykorzystuje się najczęściej całkową tran
sformację względem współrzędnych miejsca oraz transformację Laplace'a względem czasu. 

W przypadku rozważania ruchomych obciążeń termicznych (ruchome źródła ciepła 
lub ruchome warunki brzegowe) przy konstrukcji rozwiązań podstawowych, wyżej wy
mienione transformacje całkowe należy stosować z pewną ostrożnością. Omówimy to 
bliżej na przykładzie płaskiego ruchomego źródła ciepła działającego w przestrzeni nie
ograniczonej. Kierunek ruchu źródła oraz intensywność jego działania opisuje wzór 

(3.1) Q(x,t) = Q0d{vt-x)r)(t), 

gdzie <5(w) jest funkcją Diraca, r}(ii) — funkcją Heaviside'a. 
Dyskusję ograniczymy do zbadania równania przewodnictwa cieplnego, które w tym 

przypadku ma postać 

(3.2, ^ Г - 1 А г = 

przy czym funkcja temperatury T, określona jest w obszarze x e (— oo, + co), t e [0, + oo), 
zaś parametr v > 0. Po wykorzystaniu jako pierwszej transformacji Laplace'a względem 
czasu zdefiniowanej jak następuje . 

. TL{x,s) = f T(x, t)e~stdt, 
0 

y + ico 

oraz przyjęciu jednorodnego warunku początkowego dla temperatury równania (3.2), 
możemy napisać 

n r , d b ' T _ ± т -
K > dx2 L K 1 l ~ x~v6 ' 

przy czym transformata źródła ciepła (prawa strona równania (3.3)) wymaga, aby x > 0. 
Fakt ten wyklucza stosowanie do równania (3.3) wykładniczej transformacji Fouriera 
względem x. W tym przypadku możliwe jest zastosowanie transformacji cosinusowej 
lub sinusowej, jednakże pod warunkiem, że z góry wiemy czy funkcja TL(x, s) jest funkcją 
parzystą lub nieparzystą względem x. Tę niedogodność można usunąć uwzględniając 
w prawej stronie równania (3.3) funkcję Heaviside'a w postaci rj(x). 

Przedstawionych trudności unika się, jeżeli do równania (3.2) zastosować w pierwszej 
kolejności transformację Fouriera względem zmiennej miejsca, a następnie transformację 
Laplace'a względem czasu. Poprawność tak stosowanych transformacji można wykazać 
wykonując przejścia graniczne dla v -* 0 w otrzymanych wynikach, które w granicy są 
zgodne z rozwiązaniami dla źródła nieruchomego. 
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Р е з ю м е 

ПРИМЕЧАНИЯ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ТЕПЛОВЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
ВЫЗВАННЫХ ДВИЖУЩИМИСЯ ТЕРМИЧЕСКИМИ НАГРУЗКАМИ 

Работа содержит обсуждение опубликованных до сих пор решений задач термоупругости 
с движущимся источником тепла. Предметом дискуссии являются вопросы, характерные для 
движущихся нагрузок, а именно: в каких случаях применение движущейся системы координат 
облегчает решение уравнений термоупругости, возможность построения решений с использованием 
функций Грина, условия применения интегральных преобразований по координатам и времени 
при исследовании подвижных термических напряжений. / 

S u m m a r y 

ON THE DETERMINATION OF THERMAL STRESSES DUE TO MOVING HEAT SOURCES 

The paper contains a review of the existing solutions of thermoelastic problems involving the moving 
heat sources (cf. [1 - 33]). The discussion is concerned with the application of convective coordinate systems, 
the order of application of integral transforms to moving thermal loadings, and the construction of thermo
elasticity solutions by means of the Green functions. 
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, Praca została złożona w Redakcji dnia 19 lutego 1975 r. 
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NUMERYCZNE ROZWIĄZANIE ZAGADNIENIA STATECZNOŚCI ORTOTROPOWEJ PŁYTY 
PIERŚCIENIOWEJ*' 

ANDRZEJ S T R Z E L C Z Y K , STANISŁAW W O J C I E C H (BIELSKO-BIAŁA) 

1. Wstęp 

Problem stateczności płyt pierścieniowych obciążonych osiowo-symetrycznie siłami 
działającymi w płaszczyźnie środkowej płyty, nie posiada rozwiązania ogólnego, mimo, że 
wielu autorów podaje rozwiązania szczególne tego zagadnienia. 

Zagadnienie stateczności izotropowych płyt pierścieniowych omawia się w pracach 
[3,4,6,7,11] . W pracach [3,4,11], podano ścisłe rozwiązania następujących przy
padków : l 

praca [3] — płyta utwierdzona i obciążona tylko wzdłuż brzegu zewnętrznego. W roz
wiązaniu zakłada się, że powierzchnia środkowa płyty jest osiowo-symetryczna; 

praca [4] —• płyta obciążona w taki sposób, że naprężenia radialne ar i obwodowe ae 

są równe: 

gdzie r w — promień wewnętrzny pierścienia, r — współrzędna promieniowa, p0 — para
metr obciążenia; 

praca [11] — płyta obciążona takim samym ciśnieniem na brzegu zewnętrznym i wew
nętrznym płyty. 

ROZSA, [7], podał przybliżone rozwiązanie zagadnienia dla płyty utwierdzonej i ściskanej 
wzdłuż brzegu zewnętrznego oraz dla płyty utwierdzonej i ściskanej wzdłuż brzegu 
wewnętrznego. W pracy [6] otrzymano rozwiązanie numeryczne dla niektórych sposo
bów podparcia przy założeniu, że powierzchnia środkowa płyty po wyboczeniu jest osiowo-
-symetryczna. 

Zagadnienie stateczności płyt ortotropowych rozważa się w pracach [1, 5, 8, 10], 
przy czym uzyskane dla poszczególnych przypadków podparcia i obciążenia rozwiązania 
przybliżone, zakładają przeważnie osiowo-symetryczną postać wyboczenia (prace [1, 
5, 10]). W pracy [8] przedstawiono przybliżone rozwiązanie zagadnienia dla płyt wzdłuż 
obu krawędzi swobodnie podpartych, bądź utwierdzonych. 

*' Praca nagrodzona na konkursie na prace teoretyczne z mechaniki, zorganizowanym przez Oddział 
PTMTS w Łodzi w 1975 r. 
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I 
2. Cel pracy 

Celem pracy jest przedstawienie przybliżonego rozwiązania zagadnienia obliczania 
najmniejszych wartości obciążeń krytycznych dla płyt pierścieniowych, cylindrycznie 
ortotropowych, obciążonych równomiernie siłami promieniowymi w płaszczyźnie środ
kowej płyty. Rozwiązanie otrzymane metodą energetyczną Rayleigha-Ritza, obejmuje 
dwanaście sposobów podparcia płyty, przy dowolnym stosunku ciśnień działających na 
krawędź wewnętrzną i zewnętrzną płyty. Podano sposób przybliżonego określenia liczby 
średnic węzłowych, dla której wartość obciążenia krytycznego jest najmniejsza. Przed
stawione na wykresach i tablicach wyniki obliczeń mogą być wykorzystane w obli
czeniach inżynierskich. 

3. Obliczenie całkowitej energii potencjalnej płyty 

• 

Całkowitą energię potencjalną płyty oblicza się według wzoru 
(3.1) V — V„ + Vg, 

gdzie Vn — energia potencjalna sił zewnętrznych, Vg — energia potencjalna płyty spo
wodowana zginaniem płyty. 

Wielkości V„ i Vg wyrażają się wzorami: 

\ 1 i „ \ 21 

rw 0 L * ' 

1 f f L Л ftf 1 d2w\ лшж д2 lw\ 

rdddr, 

rdddr, 

rx 2n 

gdzie Mr, M0 oznaczają odpowiednio promieniowy i obwodowy moment zginający, 
Mr0 — moment skręcający, w — ugięcie płyty, rw,r2 — promień zewnętrzny i wew
nętrzny płyty, Nr,N0—jednostkowe siły normalne w płaszczyźnie środkowej płyty 
w kierunku promieniowym i obwodowym. 
Momenty Mr, M0, Mr0, występujące w (3.3), można obliczyć ze wzorów: 

I 

„ \d2w / 1 8w 1 d2w\\ 

ż i ' « »> n ГД-i 8w>'V-1 d2w , d2w\] 

d2 i w 
(3.6) м „ - - 2 П к . . ш -•- , 

gdzie 

Q _ Erh 
1 2 ( l - v r v e ) ' 
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Do = 

Dk = 

Eęh3 

Gh3 

T 2 ~ ' 

v,,vg — stałe Poissona, Е„Щ— moduły sprężystości w kierunku promieniowym 
i obwodowym, G — moduł sprężystości poprzecznej, h — grubość płyty. 

Siły błonowe N„ N6 występujące w (3.2) można obliczyć ze wzorów podanych 
w pracy [2]: 

(3.7) 

(3.8) 

Nr = h Pw ' 6w + 1 Pz к -1 _ Pw PzQw ,k,-\ -k.-l 
l-Qlk 6 1-ed*' S w < ~ Q~ 

Ne = kih PwQw + Pz nk -1 i P*> PzQw 1 i 

gdzie pw,pz oznaczają ciśnienia działające odpowiednio wzdłuż obwodu zewnętrznego 

i wewnętrznego płyty, qw = ——— bezwymiarowa wartość promienia wewnętrznego 

E ч 

płyty, k\ = -= współczynnik ortotropii. 
Łr 

Po podstawieniu (3.7), (3.8), do wzoru (3.2) i (3.4), (3.5), (3.6) do wzoru (3.3) zgodnie 
ze wzorem (3.1), otrzymuje się: 

(3.9) 

1 2n 

- m i 
Pw 0 

~dg~2 + v0 

1 dw 
q 3q q 

, f i d2w 1 dw 1 82w 
8q2 t q да T q2 de2 

1 d2w \1 d2w 

f ~Wr)\'dQr + 

[dęde \ Q + (l2-ve) + 

1 dw 
Q So 

QdddQ, 

f 

gdzie: q = — — promień bezwymiarowy 

к2, l2 — współczynniki ortotropii określone wzorami: 

1A - D» П - Щ , v 

• k - Dr' 1 - - b T + V o > 
hf 2 

p* — z — bezwymiarowa wartość obciążenia krytycznego, 
Dr 
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4. Określenie wartości obciążenia krytycznego 

Najmniejszą wartość obciążenia krytycznego wyznaczono metodą Rayleigha-Ritza. 
Założono, że funkcja w określająca ugięcie płyty ma postać: 
(4.1) iv = W' cos/710, 

gdzie jest funkcją jednej zmiennej Q, a m liczbą średnic węzłowych. Przypadek m = 0 
odpowiada osiowosymetrycznej postaci wyboczenia. 

Następnie przyjęto, że: 
i = n 

(4.2) W = W{Q) = ^Шя), 

gdzie /( są współczynnikami, a ^(g) są funkcjami współrzędnej Q. 

Ponadto, założono, że rjiio) są postaci: 

(4-3) Vi(Q) = 2jat,Ą-Ql^-\ 

przy czym t = liczba geometrycznych warunków brzegowych płyty, aifJ — współczynniki, 
których wartość zależy od sposobu podparcia płyty. 

Poszukiwaną wartość obciążenia krytycznego wyznaczono z warunków, że całkowita 
energia potencjalna płyty w stanie równowagi jest minimalna, tzn.: 

(4.4) - | ^ = 0, i = 1 , 2 , . . . . и . 

Po uwzględnieniu w (4.4) zależności (4.3), (4.2), (4.1), (3.9) i po dokonaniu odpo
wiednich przekształceń, równania (4.4) przyjmują postać: 

J—n 

(4.5) £ (Уи-Р*х,М = 0, dla i = 1, 2, n, 

gdzie 
l i i 

Уи = f EŚ {l(i+P-l)(i+P+n-2)-v0m2] (j+q-2) (J+q~ 1) + 

+ h+P-1) (i+p-2)v0+(i+p-l)k2-k2m2) (j+q-l-m2) + [(j+q-l)x 
x (j+q + vg-2)-vem2] (i+p-1) (i+p-2)+[(J+q-1) (J+q^2)vB+ 

+ (j+q-l)k2-k2m2] (i+p-\-m2) + A(l2-ve)m2(i+p-2) (j+q-2)} x 

i t t 

X'-J=2 11 E\.^QKI + F2Q~^){i+p-\){j+q-\) + 

+ k\m2 (F, Q^ - F2 Q-^)] a^aj,, Q!+{+ ' + « " *dQ. 

Warunkiem koniecznym istnienia niezerowego rozwiązania układu równań liniowych 
(4.5) jest spełnienie równania 

(4.6) det(Y-/>*X) = 0, 

gdzie X = (xij), Y = (yifj) — macierze kwadratowe stopnia n. 
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Tablica 1. Zestawienie geometrycznych warunków brzegowych w zależności od sposobu podparcia 
płyty 

Nr 
przypadku 

Sposób podparcia płyty 
Liczba 

warunków 
t 

Numery 
warunków 

I 
1 
: ćććt ///// 
\ 7777: 
1 

4 1, 2, 3, 4 

II 
/ / / / / 

A 7777, 

777777, 

3 1, 2, 4 

III 
"у 
77777, 

2 2, 4 

IV 1 s 
• 
• 
• 

1 / / / / / 

1 7 7 7 7 7 

3 2, 3, 4 

V 
j 7 7 7 7 7 т&т; 

3 1, 2, 3 

VI 
B. Ł 

77777} 777777 

2 1, 2 

VII 1 
i 1 A 

777777? 

1 2 

VIII 
A 

7777777 

2 2, 3 

IX 
S77777 

2 i , 3 

X 1 
j A " ' 
17777777, 

1 1 

XI 1 

i 

/ / / / / j 

77777, 1 i 3 1. 3, 4 

XII 1 1 

i A 1 
777777, 1 

2 1, 4 
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Tablica 2. Porównanie wartości p* z wynikami 

\ Schemat 
^ v stat. 

n 

! _ u/// 
f 
1 \ Schemat 

^ v stat. 

n 

i 
p* 

77777 1 
P* 

Л 
77777 

\ Qw = 0,1 Qw = 0,3 Q„ = 0,5 Q„ = 0,1 Qw = 0,3 Qw = 0,5 

1 132,00 27,000 25,6366 126,111 16,254 6,5361 

2 120,28 26,670 25,566 108,740 13,613 5,5109 

3 118,13 26,601 25,099 101,957 13,135 5,4403 

4 117,77 26,501 25,029 • 100,324 13,127 5,4397 

5 117,72 26,498 25,025 99,844 13,126 5,4396 

6 117,708 26,497 25,025 99,710 13,126 
i 

5,4396 

Wynik 
wg [6] 117,71 26,496 25,026 99,659 13,126 5,440 

Ostatecznie problem wyznaczania obciążeń krytycznych, zgodnie z (4.6), sprowadził się 
do uogólnionego zagadnienia wartości własnych macierzy, które można efektywnie roz
wiązać numerycznie za pomocą elektronicznej maszyny cyfrowej. 

5. Określenie wartości współczynników a,-,j 

Funkcje współrzędnych ??,•((?), występujące we wzorze na funkcję ugięcia W, powinny 
spełniać odpowiednie geometryczne warunki brzegowe płyty. 

Warunki te mogą mieć jedną z następujących postaci : 

1° Ч|(в») -г£'щ№~> = o , 

driiil) 
dQ~ 

j-o 

t 

o, 

JJ = a.-.,-0"+7-i)eL+ ;-2 = o, 

У«м0 '+ ; -1 ) = о. 

W tablicy 1 podano zestawienie rozpatrywanych przypadków podparcia płyty i przy
porządkowanie im ograniczenia na funkcje współrzędnych. Przy założeniu, że aiit = 1 
wartości współczynników dla i m 1,2, ...,n, oraz j = 0, 1, t—\ wyznacza się roz
wiązując n układów równań liniowych o t niewiadomych. 
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otrzymanymi w pracy [6] (k2 = k\ - 1, i1 = 1, ro = 1/3) 

43 

1 1 
1 ////< 

1 

1 7777? 

X = 105 p* 

1 ^ 
77777} 

X = 105 p* 

QW = 0,1 ty = 0,3 Qw = °'5 ew = o,i Qw = 0,3 QW = 0,5 

• 17,542 16,201 29,97 4,83 3,161 2,5772 

14,202 14,809 25,52 4,37 3,157 2,4865 

14,19 14,801 25,50 4,14 3,157 2,4818 

13,92 14,700 25,385 4,08 3,107 2,4687 

13,87 14,692 25,384 4,05 3,099 2,4661 

13,858 14,691 25,382 4,048 3,097 2,4660 

13,848 14,69 25,385 4,043 3,098 2,468 

1 
'• 

6. Określenie liczby średnic węzłowych 

Dla określenia liczby średnic węzłowych m, której odpowiada najmniejsza wartość 
obciążenia krytycznego p*, zastosowano metodę przybliżoną, podaną w pracy [8]. Zgodnie 
z [8], problem sprowadza się do rozwiązania równania kwadratowego 

(6.1) az2 + bz + c = 0, 

gdzie z = ni1. 

Dla przyjętej postaci funkcji współrzędnych współczynniki a, b, с są równe: 

b = 2-X0YĄ, 
С — Л0 I 2 — Л2 I о, 

<. i l l 
gdzie: A-o = f £ ZiFiQb' + FzQ-^ija^iatjQ'+^do, 

#2 = 

Го = 

Y2 = 

pw (=0 y'=0 

1 I 't 

Pw i = 0 7 = 0 

1 I » 

SE 2 {y'tO '-l+^O'-O+^+H '-i)]}^..-^.^^'-3^ 
pw (=0 j=0 

1 , , 

{vKj-l)+k*j+i[k*+v(i-l)] + 
pw I - O y=0 

+ 2 ( v - / 2 ) ( /-1) U-^)}ai.iai.jei+J~3dQ, 

• 
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I i t 
Y* = j ^ ^aUiaUjQi+J-3d(), v = vg 

pw /=0 j=Q 

Jako m przyjmuje się: 

10 jeśli równapie (6.1) ma pierwiastki zespolone lub rzeczywiste i równo-
(6.2) m = { , . Г . / / -. r 4 

Iczesme oba ujemne, entier ( ) / max(z I , z 2 ) ) , w przypadkach pozostałych, 
gdzie zlt-z2 są pierwiastkami równania (6.1). 

7. Opis algorytmu obliczeń 

Celem wykonania obliczeń numerycznych opracowano program w języku A L G O L 1900. 
W programie można wyodrębnić następujące zasadnicze fazy: 
1. Wyznaczanie współczynników atj. Układy równań rozwiązuje się metodą Gaussa-

-Jordana. 
2. Określenie liczby m — według wzorów podanych w punkcie 6. 
3. Obliczanie elementów macierzy X i Y. 
4. Obliczanie wartości własnych równania (4.6) w tym: 
A . obliczanie macierzy odwrotnej do X metodą rozszerzania, 
B. obliczanie współczynników wielomianu charakterystycznego macierzy Z = YX 

metodą Danilewskiego, 
C. obliczanie zer wielomianu charakterystycznego metodą Bairstowa. \ 
Obliczenia zrealizowano na maszynie O D R A 1305 z pojedynczą precyzją (liczby 

pamiętane z dokładnością do 11 cyfr znaczących). 

8. Analiza wyników obliczeń 

Wyniki obliczeń dla przypadków płyty obciążonej wzdłuż brzegu wewnętrznego po
dano w tablicach 3 - 5, a dla pozostałych przypadków obciążenia na rys. 1 -12 . Liczby 
nad krzywymi oznaczają liczbę średnic węzłowych, dla których krytyczna wartość obcią
żenia jest najmniejsza. Obliczenia prowadzono dla płyt obciążonych: 

a) ciśnieniem działającym tylko na brzeg wewnętrzny płyty, tablice (3-5), 
b) ciśnieniem ujemnym działającym tylko na wewnętrzny brzeg płyty, tablice (3 - 5), 
c) jednakowym ciśnieniem działającym na obu krawędziach płyty tzn. p. = pw, 

(rys. 1-6), 

d) ciśnieniem działającym na obu krawędziach płyty, przy czym — = 1000, co 
Pw 

praktycznie odpowiada obciążeniu ciśnieniem działającym tylko na zewnętrznym brzegu 
płyty (rys. 7-12). 

W każdym z podanych wyżej sposobów obciążenia płyty, obliczenia prowadzono 
dla dwunastu schematów podparcia płyty (patrz tablica 1). Dla każdego sposobu obcią
żenia i podparcia płyty obliczono wartość siły krytycznej dla: 
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Tablica 3. Wartości bezwymiarowego obciążenia krytycznego p* = 

Sposób 
obciąż. 

1 
317777777771 1 Sposób 

obciąż. 
V//JCS-ZZZZZJ* 

m 
1 
= 0 

' / ' " / / / / i 

m 
I 

фо 

№ \ liczba m wszędzie równa 0 liczbę m podano pod wartością p* 

przyp. 0,21 0,31 0,41 0,51 0,61 0,71 0,21 0,31 0,41 0,51 0,61 0,71 

0,5 348 338 377 479 673 1105 
356 

5 
256 

7 
215 

9 
201 
11 

209 
15 

237 
21 

1 1,0 421 375 401 487 686 1124 
666 

4 
448 

5 
364 

6 
329 

8 
331 
11 

365 
15 

2,0 738 530 501 560 740 1160 
1796 

3 
1054 

4 
777 

5 
662 

6 
628 

8 
669 
11 

0,5 132 128 145 182 258 430 
316 

5 
224 

6 
188 

7 
173 
10 

177 
14 

198 
19 

U 1,0 149 135 148 183 258 426 
585 

4 
391 

5 
305 

6 
282 

8 
274 
10 

298 
13 

2,0 263 191 182 206 273 441 
1468 

3 
899 

4 
660 

4 
552 

6 
528 

8 
542 
10 

0,5 25,3 20,9 21,3 25,0 33,6 53,4 
110 

2 
746 

3 
60,6 
4 

56,6 
6 

54,2 
7 

59,2 
10 

III 1,0 39,5 26,7 23,9 26,0 33,5 52,4 
154 

1 
100 

2 
87,4 
3 

79,9 
3 

77,9 
5 

80,2 
6 

2,0 143 71,7 48,6 41,4 43,9 59,7 
185 

1 
175 

2 
137 
2 

139 
3 

142 
3 

162 
6 

0,5 102 93,9 102 124 162 282 
113 

2 
75,0 
3 

60,6 
4 

54,9 
5 

54,9 
7 

61,0 
10 

IV 1,0 143 115 114 132 179 282 
155 

1 
101 

2 
85,6 

3 
83,4 
4 

83,5 
5 

93,1 
7 

2,0 378 218 173 170 205 307 
184 

1 
179 

1 
138 

2 
142 

3 
148 

4 
165 

5 
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Tablica 4. Wartości bezwymiarowego obciążenia krytycznego p* = 
D, 

Sposób 
obciąż. 

P777777XS 1 V777777777E 
1 Sposób 

obciąż. i 
m -= 0 m ф 0 

N r \ 
к 

liczba m wszędzie równa 0 liczbę m podano pod wartością p* 

przyp. к 0,21 0,31 0,41 0,51 0,61 0,71 0,21 0,31 0,41 0,51 0,61 0,71 

0,5 249 239 266 333 473 779 
297 

5 

217 
6 

178 
7 

166 
9 

170 
12 

191 
17 

V 1,0 317 275 290 348 482 794 
561 

4 

371 

5 

294 

4 

261 
7 

259 

9 
287 

13 

2,0 614 423 375 411 528 836 
1608 

3 

931 

4 
638 

4 

515 

5 
485 

7 
521 

10 

0,5 85,7 81,5 91,0 113 160 257 
254 

4 
180 
• 5 

151 

7 
138 

8 
140 

11 
156 

15 

VI 1,0 104 90,1 95,7 116 161 267 
465 

3 

302 
4 

239 
5 

212 

6 

207 
8 

225 
11 

2,0 218 145 129 140 178 273 
1336 

3 
740 

3 
518 

4 
425 

5" 

386 
7 

393 
8 

0,5 6,22 3,27 2,06 1,44 1,08 0,840 
80,4 

2 

52,2 

2 
41,5 
3 v 

36,4 
3 

35,1 
4 

37,3 
6 

VII 1,0 25,7 12,8 7,84 5,42 4,02 3,13 
95,7 

2 
73,8 
1 

54,8 
2 

49,7 
2 

45,8 
3 

46,7 

4 

2,0 138 63,4 36,7 24,2 17,5 13,4 
138 

2 
105 

1 
103 

2 
85,7 

2 

88,0 
3 

85,7 
3 

0,5 43,8 39,2 41,9 50,9 70,3 115 
93,5 

1 

52,5 
2 

41,4 

3 

35,7 

4 

36,2 
5 

39,7 
7 

VIII 1,0 88,4 63,3 58,0 63,2 80,7 124 
95,3 

1 
77,4 

1 
55,5 
2 

49,0 
3 

52,3 
4 

55,7 
5 

2,0 340 173 120 103 110 147 
140 

1 

105 
1 

103 

2 

85,5 
2 

75,8 

3 
97,3 

4 
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Pw'lr z 
Tablica 5. Wartości bezwymiarowego obciążenia krytycznego p* = —• 

Sposób 
obciąż. 

Z777777777F 1 Sposób 
obciąż. 

¥///////**— ; 

m = -- 0 
i 1 

m ф o 
№ \ 

к 

liczba m wszędzie równa 0 liczbę m podano pod wartością p* 

przyp. к 0,21 0,31 0,41 0,51 0,61 0,71 0,21 0,31 0,41 0,51 0,61 0,71 

,5 43,8 39,2 41,9 50,9 70,2 115 
71,6 
4 

46,3 
4 

40,1 
4 

39,7 
6 

42,4 
8 

47,7 
10 

IX 1,0 88,5 63,2 58,0 63,2 80,5 124 
126 

3 
69,3 
3 

55,3 
3 

51,3 
4 

57,1 
6 

64,1 
7 

2,0 340 173 118 104 110 148 
328 

2 
168 

2 
128 

3 
92,7 
3 

90,0 
4 

96,1 
5 

,5 6,25 3,27 2,06 1,44 1,08' ,840 
43,4 

2 
31,7 
3 

26,7 
3 

25,5 
4 

26,4 
5 

29,9 
6 

X 1,0 25,7 12,8 7,84 5,42 4,02 3,14 
64,6 
2 

41,7 
2 

38,1 
2 

29,6 
3 

29,9 
3 

31,6 
4 

2,0 138 63,4 36,7 24,2 17,5 13,4 
267 

1 
107 

2 
' 68,2 

2 
68,9 
2 

45,6 
3 

47,5 
3 

,5 102 93,9 102 124 170 282 
84,9 
3 

60,2 
4 

50,9 
5 

47,9 
6 

49,4 
8 

56,5 
11 

XI 1,0 143 115 114 133 179 274 
192 

3 
114 

3 
91,4 
4 

82,1 
5 

80,1 
6 

89,1 
8 

2,0 378 218 173 171 206 307 
673 

2 
383 
2 

215 
3 

179 
4 

155 
4 

161 
6 

,5 25,3 21,0 21,3 25,0 33,5 53,5 
68,7 
3 

47,4 
3 

38,3 
4 

35,1 
5 

35,0 
6 

39,0 
8 

XII 1,0 39,5 26,7 23,9 26,0 33,5 52,3 
142 

2 
90,7 
3 

64,3 
3 

56,9 54,5 56,9 

2,0 143 71,3 48,6 41,3 43,8 59,6 
536 

2 
258 

2 
175 

3 
106 

4 
109 

5 
112 

7 
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— płyty izotropowej (kj = k2 = 1, v0 = 0,3, l2 = 1), 
— płyty ortotropowej, wzmocnionej w kierunku promieniowym 

(k\ = k2 = 0,25, ve = 0,\, / 2 = 1), 

— płyty ortotropowej, wzmocnionej w kierunku obwodowym 

(k2 = k2 = 4, ve = 0,4, l2 = 1). 

Wartości obciążenia krytycznego wyznaczono dla QW zmieniającego się od 0,01 -4-0,91 
co 0,1. 

Przedstawiony w pracy sposób przybliżonego wyboru liczby średnich węzłowych m, 
dla której wartość obciążenia krytycznego jest najmniejsza, w niektórych przypadkach 
okazał się zawodny. Największe błędy w wyborze liczby m wystąpiły dla płyty obciążo
nej tym samym ciśnieniem działającym na obu krawędziach i podpartej według sche
matu V. 

N a przykład dla płyty izotropowej, według wzoru (6.2) otrzymano m zmieniające się 
od m = 1, dla QW = 0,01, do m = 6 dla gw = 0,91. W rzeczywistości, najmniejszą wartość 
obciążenia krytycznego w tym przypadku otrzymuje się przy m = 1 dla QW = 0,01, 0,11, 
0,21 i przy m = 0 dla gw ^ 0,3. W innych przypadkach wartość m była wybierana prawi
dłowo, w sporadycznych jedynie przypadkach różniła się od właściwej o jedność. 

Dla opisanych wyżej przypadków niewłaściwego doboru liczby m, wartość najmniej
szego obciążenia krytycznego wyznaczono metodą prób i błędów. Porównując otrzymane 
wyniki z wynikami podanymi w znanych pracach, należy wnioskować, że przy uwzględ
nieniu odpowiednio dużej liczby wyrazów szeregu funkcyjnego, przybliżającego funkcję W, 
można otrzymać wyniki z błędem względnym < 0.1% (przy pojedynczej precyzji obliczeń, 
w niektórych przypadkach, tylko dla gw ^ 0,8). Dla otrzymania wyników z błędem nie 
większym niż 1% wystarcza uwzględnić 3, 4 wyrazy szeregu funkcyjnego. Najmniej do
kładne wyniki otrzymano dla płyt obciążonych od wewnątrz. 

W tablicy 2 przedstawiono porównanie otrzymanych wyników z wynikami zamieszczo
nymi w pracy [6] (rezultaty tej pracy należą do najdokładniejszych, jakie spotkano w do
stępnej literaturze) dla płyty izotropowej. Badając ciąg różnic S„ = pt-pt-i (Pn oznacza 
wartość siły krytycznej uzyskanej przy założeniu funkcji W złożonej z n wyrazów sze
regu (4.2)) stwierdzono, że ciąg ten dąży do zera przez wartości dodatnie. Ciąg ten nie 
jest jednak ściśle malejący. Dlatego przy ocenie dokładności wyników nie można ogra
niczyć się do sprawdzenia wartości jednej różnicy S„. N a przykład, dla płyty izotropowej 
utwierdzonej na brzegu zewnętrznym i obciążonej ciśnieniem przyłożonym na brzegu 
wewnętrznym płyty (pw = 0,5, v = 1/3) ciąg różnic jest następujący: 0,071, 0,467, 0,070, 
0,004. Gdyby w tym przypadku dokonać oceny dokładności wyników pierwszego przybli
żenia, ograniczając się do pierwszej różnicy, to w rezultacie otrzyma się błędny wniosek, 
że błąd bezwzględny jest w granicach 0,1 wobec błędu rzeczywistego około 0,61. W więk
szości przypadków największą poprawę wyników uzyskano w drugim przybliżeniu (w gra
nicznych przypadkach błąd kilkuset procent zmniejszył się do kilkudziesięciu procent). 
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9. Uwagi końcowe 

Z analizy uzyskanych wyników wynikają następujące wnioski: 
A . Najmniejszą wartość obciążenia na ogół otrzymuje się przy założeniu niesymetrycz

nej postaci wyboczenia płyty (w # 0). 
B. Rzeczywista liczba średnic węzłowych m zależy od: 

— sposobu obciążenia płyty (przy ciśnieniu ujemnym działającym na wewnętrzny 
brzeg płyty otrzymuje się zawsze niesymetryczną postać wyboczenia), 

— sposobu podparcia płyty, 
— bezwymiarowej wartości wewnętrznego promienia płyty, 
— wartości starych ortotropii k\ i k2, (z wyjątkiem przypadków I X i X , mniejszym 

wartościom k] = k2 odpowiadają większe liczby średnic węzłowych), 
C. Dla małych nw zmiana m o 1 powoduje otrzymanie wyników różniących się od 

prawidłowych nawet o kilkaset procent. 
D . Gdy c>ń, - > l i poprawna wartość m jest rzędu kilkudziesięciu, zmiana m o kilka 

jednostek nie ma większego wpływu na wynik. 
E. W niektórych przypadkach przyjęcie W = fxr\y (g) pozwala obliczyć wartość kry

tyczną z wystarczającą dla celów praktycznych dokładnością. I tak dla płyty izotropowej 
i ри, > 0,1 (dla płyty ortotropowej otrzymuje się podobne wyniki): błąd względny nie prze
kracza 10% w następujących przypadkach płyt obciążonych: 

— tylko ciśnieniem wzdłuż brzegu wewnętrznego i podpartych według schematu II 
(tylko dla QW < 0,5), III i X I I ; 

— ciśnieniem ujemnym wzdłuż brzegu zewnętrznego i podpartych według schematu 
IV, VI , VIII, X , X I , X I I ; 

— ciśnieniem działającym tylko wzdłuż brzegu zewnętrznego i podpartych wzdłuż 
schematu I, IV, X , X I I ; 

— ciśnieniem działającym z taką samą wartością na oba brzegi płyty i podpartych 
według schematu I, IV, VII, X , XII . 
Ponieważ przy założeniu, że W = / } I]I(Q) określenie wartości krytycznej prowadzi do 
prostych i stosunkowo nielicznych operacji matematycznych, można do obliczeń wyko
rzystać zwykły kalkulator elektroniczny. 

F. Zamieszczone w pracy wykresy pozwalają nie tylko na określenie wartości obciążeń 
krytycznych, ale dają pewne wskazówki co do wyboru ow (szczególnie ważne dla płyt 
podpartych według schematu VII i X , obciążonych wzdłuż brzegu zewnętrznego), przy 
których płyta jest najbardziej stateczna. 

G . Dla płyt konstrukcyjnie ortotropowych wzmocnionych żebrami, lepszą statecz
ność zapewnia wzmocnienie w kierunku promieniowym. 

Zastosowana metoda obliczania obciążeń krytycznych teoretycznie zapewnia otrzy
manie wyników z dowolną dokładnością. Praktycznie otrzymane rozwiązania obarczone 
są błędami wynikającymi z faktu, że obliczenia prowadzono z pojedynczą precyzją. Stwier
dzono, że pojedyncza precyzja pozwala otrzymywać wyniki wystarczająco dokładne 
dla QW < 0,8. Dla QW > 0,8 wydaje się celowe wykonywanie obliczeń z podwójną precyzją. 
Dla kompletności przedstawionych wyników przy wykonaniu wykresów dla p w = 0,8, 
0,9 i podparciu płyty według schematu nr I, wykorzystano wyniki z pracy [8]. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЬЦЕВОЙ 
ПЛАСТИНЫ С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОРТОТРОПИЕЙ 

В работе приведено решение задачи о критических нагрузках для кольцевых пластин с ци
линдрической ортотропией, нагруженных осесимметрично давлением на краях. До сих пор ре
шения такой задачи имелись лишь для некоторых случаев нагружения и опирания пластины. 
Полученное приближенное решение (метод Релея-Ритца) и численные результаты относятся к пла
стинам : 

— нагруженным различными давлениями на внутреннем и внешнем контурах; 
— имеющим 12 способов опирания; 
— изотропным и ортотропным. 
Приведен способ расчета числа узловых диаметров, отвечающего минимальному значению 

критической нагрузки. 

S u m m a r y 

NUMERICAL SOLUTION OF THE PROBLEM OF STABILITY OF AN ORTHOTROPIC 
ANNULAR PLATE 

The problem of calculating the critical load of cylindrically orthotropic annular plates under uniform 
pressure is solved by the Rayleigh-Ritz method. Up to now the problem was solved only under certain 
loading and supporting conditions. The approximate solution presented and the numerical results of com
putation obtained contain the following examples of plates: 
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— loaded by different pressures applied to the inside and at the outside edges; 
— supported according to 12 various schemes; 
— isotropic and orthotropic. 
The method of calculating the number of diametral nodal lines corresponding to the least critical 

value was given. 
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OBLICZANIE CHARAKTERYSTYKI DYNAMICZNEJ KONSTRUKCJI 
PŁYTOWO-SPRĘŻYNOWEJ ZA POMOCĄ METODY SZTYWNYCH ELEMENTÓW 

SKOŃCZONYCH* > 

JERZY S T E L M A R C Z Y K (ŁÓDŹ) 

1. Wstęp , 

Wzrost mocy jednostkowych i szybkobieżności maszyn spowodował konieczność 
dokładniejszej znajomości cech dynamicznych układów podpierających maszyny, trakto
wanych dotychczas jako idealnie sztywne. 

Własności dynamiczne podparcia zawiera jego charakterystyka — macierz dyna
miczna, której elementy-receptancje są to wielkości określające, dla widma częstości, 
stosunek przemieszczeń punktów podparcia wywołanych harmonicznymi siłami wy
muszającymi do tych sił, przy założeniu liniowości układu [2]. 

Receptancje — podatności dynamiczne podparcia są funkcjami parametrów układu 
i częstości wymuszenia. Podatne podparcie maszyny można podzielić na konstrukcję 
podpierającą i fundament. Konstrukcję podpierającą stanowią elementy, poprzez które 
mocuje się maszynę na fundamencie. Mogą to być różne elementy: podkładki izolujące, 
np. gumowe, sprężyny, skomplikowane układy kratownic, ram lub płyty podparte sprę
żyście. 

Konstrukcja podpierająca stanowi często układ ciągły, masowy, anizotropowy, za
wierający tłumienie. Można tu przytoczyć przykład mocowania silnika napędowego na 
statku, gdzie konstrukcję'podpierającą stanowi płyta lub konstrukcja spawana z kształ
towników i zespół elementów sprężystych. Podobne konstrukcje podpierające stoso
wane są też dla maszyn energetycznych. 

Konstrukcja podpierająca izoluje drgania maszyny od podłoża i jednocześnie mody
fikuje wartości częstości rezonansowych układu maszyna-podparcie. Określenie cha
rakterystyki dynamicznej konstrukcji podpierającej pozwala na określenie stanu dyna
micznego układu i stanowi jeden z głównych problemów dla konstruktora. Charaktery
stykę dynamiczną konstrukcji można uzyskać w wyniku obliczeń i badań doświadczalnych 

Określenie charakterystyki dynamicznej w wyniku eksperymentu musi być przepro
wadzone na obiekcie rzeczywistym i pozwala stwierdzić w jaki sposób będzie się zacho
wywał już wykonany układ. W przypadku, gdy szkodliwe efekty dynamiczne są wyższe 
od dopuszczalnych, wykonanie poprawek na obiekcie rzeczywistym jest żmudne i ko
sztowne. Jednakże, prowadząc badania wielu konstrukcji podpierających i katalogując 
ich charakterystyki dynamiczne, konstruktor, w fazie projektowania, może dobrać kon-

*' Praca nagrodzona na konkursie na prace z mechaniki teoretycznej i stosowanej, zorganizowanym 
przez Łódzki Oddział PTMTS w 1975 r. 
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strukcję podpierającą, zapewniającą właściwą pracę układu. W dużej liczbie przypadków 
konstrukcji jest to jedyna możliwość, ponieważ matematyczny model obliczeniowy, z uwagi 
na wierność odtworzenia układu rzeczywistego, uniemożliwi obliczenie charakterystyki 
lub będzie modelem uproszczonym, wnoszącym znaczne błędy. 

Klasyczne metody obliczeniowe z zadowalającą dokładnością pozwalają na określenie 
charakterystyk dynamicznych w stosunkowo prostych przypadkach konstrukcji, tzn. 
wtedy, gdy mamy do czynienia z konstrukcjami podpierającymi, dla których oblicze
niowy dyskretny układ zastępczy dobrze odtwarza układ rzeczywisty. 

Duże nadzieje w dziedzinie obliczeń charakterystyk dynamicznych złożonych kon
strukcji prętowych i płytowych rokuje metoda elementów skończonych [1, 3, 4, 7, 9], 
w szczególności metoda sztywnych elementów skończonych [6], jednakże stosowanie 
ich do obliczeń związane jest z maszynami cyfrowymi o bardzo dużych pojemnościach 
pamięci i szybkościach obliczeń. Poza tym, stosowanie tych metod w zagadnieniach 
dynamicznych stanowi dla każdej konstrukcji osobne, skomplikowane zadanie. 

W dalszej części opracowania wykonane będą obliczenia charakterystyki dynamicznej 
konstrukcji płytowo-sprężynowej przy użyciu metody sztywnych elementów skończonych 
oraz dokonana zostanie weryfikacja tych obliczeń na stanowisku modelowym. 

2. Obliczenie charakterystyki dynamicznej konstrukcji 

Analizowana konstrukcja (rys. 1) złożona jest z płyty podpartej na czterech płaskich 
sprężynach mocowanych do fundamentu. Poczynione zostały następujące założenia 
upraszczające: 

i s . 777Z777777777 
Rys. 1 

l ' . Brak tłumienia w układzie, 
2. fundament, do którego są mocowane sprężyny, jest sztywny, 
3. podparcie płyty przyjęto jako punktowe, 
4. sprężyny pracują tylko na zginanie w płaszczyźnie xt x3. 

Układ ten można przedstawić schematycznie (rys. 2), jako złożony z dwóch podukła-
dów — płyty В i sprężyn C, które są scharakteryzowane receptancjami [/?] i [у]. Macierze 
te zostaną zapisane w dalszej części tak, aby wskaźniki przy receptancjach miały ozna-
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В 

Rys. 2 

czenia wynikające z podziału płyty na sztywne elementy skończone. Dlatego też najpierw 
zostanie wyznaczona macierz dynamiczna płyty. Do obliczenia receptancji płyty metodą 
SES zostanie ona podzielona na dziewięć sztywnych elementów skończonych połączonych 
elementami sprężystymi. Schemat podziału i przyjęte układy osi pokazano na rys. 3. 

b/2 

o/Ł_ 

П 

X 

IV 

i - - . 
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XI! 
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XI XIV 
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XVI 

vn 

V6I, 

XV 

*,9 

Rys. 3 

Sztywności elementów sprężystych, którymi połączone są SES, oblicza się ze wzorów 
wytrzymałościowych [5] dla płyty o wymiarach axb (podział liniami przerywanymi). 
Początek układu współrzędnych przyjęto w środku masy każdego SES. Przemieszczenia 
<fn 4i> ••<t9» odpowiadają współrzędnym x\, x 2 , xr

s. Równania ruchu wyprowadzono 
w oparciu o równania Lagrange'a drugiego rodzaju i mają postać: 

Щ dt \dq'J d(ft

 + dq's Y'* 

Energia kinetyczna wyraża się wzorem 
" 

u 6 
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\ Natomiast energię potencjalną oblicza się z zależności 

(3) u = 1 J£ 2 ^ ~ p ' ' ( J к *~" ' ') 2-
p=l /=1 

Użyte we wzorach oznaczenia wyrażają: r,p — numer SES (r = 1, 2 , n , p = 
= 1 , 2 , л ) , .V — wskaźnik oznaczający ukierunkowanie oznaczonego parametru wzglę
dem układu osi s = 1, 2, 3, 6, / — numer elementu sprężystego w połączeniu między 
r-tym i p-tym SES 

Odkształcenia elementów sprężystych w układzie osi związanych z tymi elementami 
są równe 

(4) Л Vr~p-' = Vr

s-p-' - К Г ' • 

Dla uzależnienia energii potencjalnej od współrzędnych uogólnionych, przemieszcze
nia elementów sprężystych należy wyrazić w układzie osi związanych z SES: 

{ » / r - p , ' } i - 3 = [C'-'-'Hw'-*-*}^, 
(5) 

{v-'-'U-e = [cr-'-l]{wr-"-l}^6. 

Występuje w nich macierz cosinusów kierunkowych: 

(6) 
cosc/^f-'; cos<prf,p,l\ cosy\~$J 

cosc>2Tf''; cos^Tf ' 1 ; c o s ę ? ^ ' 1 

cosc^f 1 ' ; cos95371''; cosąTfJ" 

Zależności określające przemieszczenia, wyrażone w układzie osi związanych z SES, 
w funkcji współrzędnych uogólnionych, wyglądają następująco: 

(7) 

Macierz współrzędnych zamocowania elementu sprężystego do r-tego SES jest: 

(8) [z'-'-'] = 
zr-p,l _7rrp,l 

Z 3 ^ o 
-Z2 

z T ' 1 ' 
0 

Uwzględniając .zależności (2)ч-(8) w równaniach Langrange'a (1), uzyskuje się 6n 
jednorodnych równań różniczkowych opisujących ruch układu. Równania te można 
zapisać 

(9) [M]{ij} + [H]{q} = {£}. 

Macierz [H] złożona z bloków [Hr-P] jest macierzą symetryczną względem głównej prze
kątnej. Sposób wyznaczania bloków [Hr-P] oraz usystematyzowane wzory podane 
są w pracy [6]. 

Rozpatrywany przypadek konstrukcji płytowo-sprężynowej przedstawia sobą układ 
przestrzenny o osiach równoległych. Uwzględniając, że dla takiego przypadku oraz dla 
takiej konstrukcji stosuje się elementy o trzech stopniach swobody — ruch wzdłuż osi x3, 
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oraz obroty X4. i x5, otrzymujemy wzory (9) w formie znacznie uproszczonej. I tak macierz 
cosinusów kierunkowych ma postać: 

"1, o, O" 
(10) [cr-p-1] = o, 1, o 

o, o, 1. 
a macierze mas i współrzędnych uogólnionych dla /•-tego SES są: 

~mr

3 0 0 
(11) [Mr] = 0 m\ 0 

0 0 m\ 

(12) 
Чъ 

Bloki [Hr,p] określone są zależnościami: 

(13) [#"] = 
- 9 XVI I 

p = \ /=1 

9 XVI 

I I 
p=l /=1 

= 
9 XVI 

P=i /=1 

9 XVI 

I I 
p=l 1=1 

9 XVI 

_P=\ 1=1 

9 XVI 

I I 
p=\ 1=1 

(14) 

9 XVI 

[Hrp] = 
XVI 

r-p.lzP-r.l. 

1=1 

XVI 

/=1 

XVI 

p=l 1=1 

9 X V I 

'i I I - * 
p=l /=1 

9 XVI 

i 2 г** 
p=I /=1 

XVI 

/=1 
XVI 

2 -k'b*-l-z\-*-lk\-^zV2-'-1 £ zr

2-p-lk'fpJz\-rA 

1=1 

XVI 

_kr-p,l_zr-p,lkr-p,lzp-r,l 

1=1 

XVI 

/=1 
xvi 

2 - z i - " ' ' ^ - " - ' ; Vyf* ' /^ -* ' ' z? f , 4 
/=1 /=1 

Siły uogólnione określone są związkami: 
/=1 

(15) {Qr} = 

Równania ruchu mają postać: 
Q5 

(16) 

[M1] o o 
0 [M2] . . . o 

.0 0 . . . [M9] 

+ 

[ Я 1 - 1 ] , [H1-2] . . . [H1-9] 
[Н2Л], [H2,2] .. . [H2-9] 

[Н9,1],[Н9,г] . . . [ Я 9 ' 9 ] 

Ш 1 } 
{<72} {6 2 } 

_{<79}_ _ Ш 9 } -
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lub 
(17) M q + H q = Q . 

Ponieważ siły wymuszające są siłami harmonicznymi 

(18) Q = Qeiat, 

to rozwiązanie ma też postać harmoniczną 

(19) ą = qeimt. 

Uwzględniając (18) i (19) w (17) otrzymujemy 
(20) (H-M«) 2 )q = Q 
lub 

(21) q = (H-Mco2)-1 • Q. 

Charakteryzująca płytę macierz receptancji В jest równa 

(22) В = ( H - M w 2 ) - 1 . 
Do dalszych obliczeń korzystnie jest wybrać tylko te elementy macierzy, które mają 

znaczenie przy łączeniu podukładu płyty z innymi podukładami. Dlatego np. do połą
czenia z podukładem sprężyn С wystarczająca jest następująca postać macierzy: 

V 

(23) В = 
• Ргл; Дз.з; Pi.i; Рз.9 

Рт.Ъ' ftl,9 
$9.1 i ^9,3 i $9.1 l $9,9 _ 

gdzie każdy ze składników jest stosunkiem przemieszczenia środka masy SES w kierunku 
x3 do siły działającej w tym kierunku. Oczywiście, każda z receptancji obliczona jest 
z uwzględnieniem własności dynamicznych płyty i obciążenia na nią działającego i cha
rakteryzuje ją dynamicznie. Ponieważ podukład sprężyn С jest połączony z płytą w punk
tach będących środkami mas SES, macierz płyty w postaci (23) całkowicie wystarcza 
do uzyskania charakterystyki dynamicznej układu płyta-sprężyny i nie komplikuje dalszych 
obliczeń. 

Należy tu dodać, że dla każdej częstości wymuszenia w macierz płyty w postaci (23) 
uzyskiwana jest w wyniku obliczeń prowadzących do postaci (22), a następnie wybrania 
tylko interesujących nas wartości. Charakterystyka dynamiczna sprężyn, a więc macierz 
ich receptancji С ma postać: 

(24) 

Ун 0 0 0 

С = 0 Узз 0 0 
0 0 У77 0 
0 0 0 799. • 

Wskaźniki przy receptancjach związane są z punktami mocowania sprężyn do płyty. 
Charakterystyka dynamiczna układu płyta-sprężyny określona zostanie w oparciu o wa
runki składania charakterystyk podukładów [2, 8]. Zgodnie z oznaczeniami na rys. 4 
warunki ciągłości są: 
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o) 

//////// 

b) 
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ч, 

•VII 
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Чг 
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of 
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Чвг 

4$ 

4s, 
QS 

С 
777777TT7777777777777T777777777777 

natomiast warunki równowagi 

(26) 

Wiedząc, że: 

(27) 

(28) 

Rys. 4 

QB + QC = Q* = Q i 

в О Д 

q c = C Q c , 

uwzględniając (26) i (28) w równaniu (25) i biorąc pod uwagę (27), otrzymujemy osta
tecznie 

(29) q, = (B- ' + C - ^ - Q i . 

W ten sposób została wyznaczona charakterystyka konstrukcji podpierającej płytowo-
-sprężynowej, określająca receptancje będące stosunkami przemieszczeń na poziomie 1 do 
sił wymuszających, wywołujących te przemieszczenia, działających na poziomie 1. Czyli , że 

(30) A , = ( B - ' + C - 1 ) - 1 . 

W podobny sposób można wyznaczyć pozostałe receptancje konstrukcji podpierającej. 
Obliczenia macierzy dynamicznej zostały zaprogramowane i wykonane na maszynie 
cyfrowej Odra 1204. 

Płyta. Obliczenia wykonano dla płyty prostokątnej o wymiarach 400 x 600 x 3 mm 
(2a x 2b x /;) wykonanej ze stali ST5 (E = 2,1 х 10 1 1 N / m 2 ; G = 8,1 х 10 1 0 N/m 2 ;»- = 0,3). 

D a n e d o o b l i c z e ń : 1. Sztywności elementów sprężystych: Elementy sprę
żyste I, IV, V , VIII, I X , XI I , XIII , X V I . 

ki 
Eha 
~2b~ 

к, = 

= 209 000 000 N / m 

Gha 
2xb 

= 67 500 000 N / m (x 

Gh\ 
\2b 

1,2) 

= 121 N m 
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Elementy sprężyste II, III. VI , VII, X , X I , X I V , X V 

ki k3 = = 152 ООО ООО N / m 

k2 

ICą -

Ehb 
2a 

2xa 

= 472 ООО 000 N / m 

Eh3b 
24(1 -v2)a 

Gh3b 

= 380 N m 

12a 
= 274 N m . 

Tablica 1 

Numer 
SES 

Masy uogólnione 
Numer 

SES 
ml ml 106 mj 106 

kg Nms2 Nms2 

1 2 3 4 

1 0,36 300,27 675,27 

2 0,72 600,54 5400,54 

3 0,36 300,27 675,27 

4 0,72 2400,54 1350,54 

5 0,144 4801,08 10801,08 

6 0,72 2400,54 1350,54 

7 0,36 300,27 675,27 

8 0,72 600,54 5400,54 

9 0,36 300,27 675,27 

2. Masy uogólnione podano w tablicy 1. 
3. Współrzędne zamocowania elementów. sprężystych do SES podano w tablicy 2. 
Sprężyny. Płyta została podparta czterema płaskimi sprężynami wykonanymi z brązu 

krzemowego C u S i 3 M n E = 1,2x10" N / m 2 i Q = 8800 kg/m 3 o wymiarach 40x3 x 
x 80 mm. Traktując sprężyny jak belki według [2], obliczamy receptancję ze wzoru 

(sin X1+sin hXl) (cos Xl—cosh Xl) — (cos Xl+cos/г A/) (sin Xl— sin Xhl) 
(31) 

gdzie 

(32) 

У = 2£/A 3 (l+cosA/cos/;A/) 

Xl j AQI*CO2 j' 
1 El 

Oczywiście, wszystkie receptancję y l x , y33, y i n , y99 są sobie równe. 
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Tablica 2 

Współrzędne zamocowania 
Wartości 

współrzęd
nych 

Współrzędne zamocowania 
Wartości 

współrzęd
nych 

m 2 r - p . I m 

.1-2,1. ,1-4,11. 7*-5,IX. ,4-7,X 1̂ , Zx , Zi , 
7-4, X- .7-8, XII- zf - l .H z l » z l » 1̂ 

0,075 
Z1-2,I. Z |-1,I. 21-4,II. Z|-5,III 
Z2-3,V. Z3-2.V. Zf-5.VI. Z3-6,VII -0,05 

.3-2,V. -3 — 6, VII. ,6-5,VIII. 1 , z l , z l > 
Z6-5,XIII; Z6-9.XV. Z9-6.XV. 
Z9-8,XVI 

-0,075 

Zl~4-X; Z!-3>XIV. Z |-5,XI 
Z | -6.XV. Z7-8,XII; Z8-7,XII 
Z | -9 . X VI . Z|-8,XVI 

0,05 

z?- 5 ' 1 " ; z f - 2 , « v ; z ? - 4 , , v 

ZS-4,IX; Z5-8,XI. Z8-5,XI. 
Z»-7,XII 

-0,15 
z 4 - l . , , ; Z5-2,,H. Z5-2.VI 
Z6-3,VII; Z*-S.IV, Z5-4,IV 
Z5-6.VIII. Z | - 5 ,VI1I 

0,1 

,2-3,V. ,2-5.VI. ,5-2,VI. 
1̂ , 1̂ > z l » 

Z5-6,VIII. 25-6,XIII; Z5-8,XIV .8—5, XIII . ,8-9, XVI z l > * 1 

0,15 
Z4-5,IX. Z |-4,IX; Z4-7,X 

Z5-6,XIII; Z6-5,XIII; Z5-8.XIV 

Z5-8.XI; 4-9.XV 
-0,1. 

0 

Korzystając z podanych wzorów zaprogramowano, dla przedstawionych danych, 
obliczenia receptancji na maszynę cyfrową. Weryfikację metody wyznaczania charakte
rystyki dynamicznej przeprowadzono dla wyznaczonych częstości rezonansowych układu 
płyta-sprężyny, uzyskanych jako rozwiązanie równania częstości. Równanie częstości 
układu otrzymuje się z warunku rezonansu układu tzn. równości 

(33) — = 0, 

gdzie <xik jest dowolnym elementem macierzy A ! . 
Warunek ten sprowadza się do poszukiwania miejsc zerowych wyznacznika macierzy 

ponieważ w wyniku jej odwrócenia otrzymujemy macierz Ад (30). W wyniku przepro
wadzonych obliczeń otrzymano następujące wartości częstości rezonansowych: 

coie7 = 185; 246; 389; 644 s"1. 

3. Doświadczalne sprawdzenie metody obliczeniowej 

Badania doświadczalne, przeprowadzone dla sprawdzenia przedstawionej metody 
obliczeniowej, zawierały test rezonansowy konstrukcji płytowo-sprężynowej z rys. 1, 
zamocowanej sztywno do fundamentu, będącego konstrukcją spawaną z kształtowników. 
Schemat blokowy układu pomiarowego przedstawia rys. 5. 

/ 

5 Mechanika Teoretyczna 1/77 
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• 

x7 

Rys. 5 

N a rys. 5 oznaczono: 1 — konstrukcja płytowo-sprężynowa, 2 — piezoelektryczny 
czujnik przyśpieszeń typ KD-12/070222-RFT-Dresden, 3 — miernik drgań SM-231-
-RFT-Dresden, 4 — elektrodynamiczny wzbudnik drgań PR-9270/01-Philips, 5 — gene
rator akustyczny 1 2 x G O ! 7 Tesla, 6 — częstościomierz liczący PFL-4-Zopan. 

277 329 422 

Rys. 6 

598 711 co 

• 

N a podstawie wykonanych pomiarów sporządzono wykres rezonansowy przedsta
wiony na rys. 6. 

Wyniki obliczeń częstości rezonansowych wraz z ich wartościami zmierzonymi ze
stawiono w tablicy 3. 

Tablica 3 

Częstość 
obliczona to 

Częstość 
zmierzona co* 

Błąd 
co*—co 

1ПП0/ 
rad/s rad/s 

T i U U / 0 

co* 

185 211 12,3 

246 329 25,2 

389 422 7,8 

.—_______ 
563 598 ' 5,8 ,,; ... 

644 711 9,4 



OBLICZANIE KONSTRUKCJI PŁYTOWO-SPRĘŻYNOWEJ 67 

4. Ocena wyników i wnioski 

Zgodność wyników otrzymanych na drodze obliczeniowej i z pomiarów należy ocenić 
jako bardzo dobrą. Rozbieżności między wartościami co i w* są wynikiem przede wszystkim 
założenia punktowego podparcia płyty i wynikającego z tego założenia sposobu wyzna
czenia sztywności sprężyn. W rzeczywistości połączenie to znacznie zwiększa sztywność 
konstrukcji w stosunku do konstrukcjljplfeyjętej do obliczeń. 

Duży wpływ na dokładność wyników obliczeń ma liczba SES, na które zostanie po
dzielona płyta. Przy podziale płyty na SES decydujące znaczenie mają możliwości maszyny 
cyfrowej, którą można użyć do obliczeń, ponieważ wymiar macierzy receptancji płyty 
jest określony iloczynem: mxn = (liczba SES x liczba stopni swobody) x (liczba S E S x 
x liczba stopni swobody). W obliczanym przypadku macierz ta miała wymiar 27 x 27. 

W oparciu o przeprowadzone obliczenia i badania można stwierdzić, że zastosowana 
do obliczeń metoda SES rokuje duże nadzieje przy analitycznym wyznaczaniu charakte
rystyki dynamicznej pewnych rodzajów konstrukcji podpierających, co ma szczególnie 
istotne znaczenie w praktyce inżynierskiej. Istotnym momentem jest duża dokładność 
wyników uzyskanych dla analizowanej konstrukcji przy znacznych uproszczeniach mo
delu obliczeniowego. 

Jakkolwiek wyznaczenie charakterystyki dynamicznej dla każdej konstrukcji stanowi 
tu oddzielne zagadnienie, zresztą trudne, to łatwość zaprogramowania i wykonania obli
czeń na maszynie cyfrowej całkowicie uzasadnia stosowanie tej metody. 
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Р е з ю м е 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛИТНО-
ПРУЖИННОЙ КОНСТРУКЦИИ МЕТОДОМ ЖЕСТКИХ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Динамической характеристикой податливой конструкции является матрица коэффициентов 
динамической податливости, называемых рецептанциями, которые являются функциями частоты 
возбуждения и параметров конструкции. Современные конструкции отличаются податливостью, 
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сложной конфигурацией, сложным распределением массы и жесткости а также демпфированием. 
Поэтому динамические характеристики таких конструкций обычно определяются опытным путем. 

В данной работе представлен метод расчета динамической характеристики плитно-пружинной 
конструкции при помощи жестких конечных элементов. Этот метод использован для определения 
рецептанций плиты. С использованием рецептанций получена матрица динамических податливо-
стей конструкции. Вычисления проведены на ЭВМ и проверены экспериментально. 

S u m m a r y 

THE RIGID FINITE ELEMENT METHOD OF DETERMINING THE DYNAMIC 
CHARACTERISTIC OF A PLATE-SPRING STRUCTURE 

Characteristics of a flexible structure is represented by a matrix of dynamic flexibility coefficients 
i.e. receptances, which are functions of the excitation frequency and the structure parameters. The pre
sent-day constructions are characterized by their high flexibility and intricate shapes, complex distribution 
of masses and stiffnesses, and by their damping properties. In general, it is proposed to use an experimental 
method to find dynamic characteristics of structures. The paper presents a rigid finite element method 
of determining the dynamic characteristics of plate-spring structures. The method is used to determine 
the matrix of receptances of the plate. The construction is dynamically characterized by means of rece-

.ptances. The dynamic characteristics of the construction was calculated by a digital computer. The results 
of calculations were verified experimentally, and the results seem to be very promising. 
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ANALIZA ROZWIĄZAŃ KINEMATYCZNIE DOPUSZCZALNYCH DLA ZAGADNIENIA NAPORU 
ŚCIAN O RÓŻNYCH KSZTAŁTACH* 

WiESLAw\ T R Ą M P C Z Y Ń S K I (WARSZAWA) 

1. Wstęp 

Wyraźny rozwój w ostatnich latach matematycznej teorii mechaniki ośrodków sypkich 
pozwala na uzyskanie rozwiązań uwzględniających zarówno statykę, jak i kinematykę 
dla szeregu praktycznie ważnych procesów. Oczywiście nadal istnieje wiele poważnych 
trudności dotyczących przyjęcia odpowiedniego modelu opisującego rzeczywiste własności 
fizyczne ośrodka lub nawet sformułowania zagadnień brzegowych dla konkretnych przy
padków. 

Wiele efektywnych rozwiązań uzyskuje się przyjmując sztywno idealnie-plastyczny 
model ośrodka oraz płaski stan odkształcenia. Rozwiązywanie zadań brzegowych dla 
tego typu zagadnień ma już dosyć bogatą literaturę (пр. [1, 2, 3, 4]). Mimo że w wielu 
przypadkach zauważono istnienie ograniczeń utrudniających uzyskanie poprawnych 
rozwiązań (np. [4, 5]), brak było pełniejszej analizy przeprowadzonej pod tym kątem. 
Zazwyczaj ograniczano się do prezentowania rozwiązań poprawnych, ewentualnie krótkiej 
dyskusji trudności w ich uzyskaniu. 

W pracy pokazano ograniczenia możliwości uzyskania rozwiązań kinematycznie 
dopuszczalnych dla zagadnienia naporu ścian o różnych kształtach (odpowiadały one 
kształtom narzędzi do robót ziemnych). Rozważania przeprowadzono dla ośrodka waż
kiego opisanego warunkiem plastyczności Coulomba-Mohra ze spójnością oraz stowa
rzyszonego prawa płynięcia. Szersze opracowanie tego tematu można znaleźć w pracy 
autora [6]. V 

2. Statyka i kinematyka procesu 

Rozpatrzmy ruch ośrodka ograniczonego prostoliniowym brzegiem swobodnym 
nachylonym pod kątem as, wywołany przesuwaniem płaskiej ściany tworzącej z pozio
mem kąt ос/ (rys. 1). N a powierzchni kontaktu ściany, przesuwającej się z prędkością V0, 
z ośrodkiem występuje suche tarcie określone współczynnikiem tarcia /л. Zagadnienie to 
było już przedstawiane w różnych pracach. W związku z tym jedynie krótko zostanie 
omówiony sposób rozwiązania. 

*' Praca wykonana w ramach realizacji problemu węzłowego 05.12: Wytrzymałość i optymalizacja 
konstrukcji maszynowych i budowlanych. 
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oraz warunek stanu granicznego Coulomba-Mohra, który dla płaskiego stanu odkształ
cenia ma postać 

(2) [px -<Ty)2+4r2„ = (<rx+a, + 2H)hm2Q, 
gdzie Q jest kątem tarcia wewnętrznego ośrodka, zaś H wytrzymałością na trójosiowe 
izotropowe rozciąganie (rys. 2). 
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Wprowadzając podstawienie: 

(3) ' °* I = cr(l +sinc>cos2<p) — H, xxy = crsinesin2o7 

gdzie cp jest kątem jaki tworzy kierunek większego naprężenia głównego z osią x; układ 
równań (1) i (2) rozwiązuje się metodą charakterystyk uzyskując następujące równania 
charakterystyk oraz zależności wzdłuż nich: 

~ - = tg(c9±s), 
(4) dx 

da±2atgQdq> = y(dy±tgodx), 

gdzie 
e = 71 / 4 -g /2 . 

2.2. Kinematyka. Ze względu na złożone własności rzeczywistycli ośrodków sypkich 
oraz brak dostatecznej ilości badań doświadczalnych, dotychczas nie ma jednolitego po
glądu na sprawę formułowania równań plastycznego płynięcia ośrodka. Istnieje szereg 
propozycji praw fizycznych (np. [7,8,9,10,11,12]) z których każda budzi kontrowersje. 
Nie wnikając w ich przyczyny w niniejszej pracy ograniczono się do analizy kinematyki 
ośrodka przy użyciu prawa płynięcia zaproponowanego przez DRUCKERA i PRAGERA [7]. 

Jest ono uogólnieniem na ośrodki rozdrobnione tzw. stowarzyszonego prawa pły
nięcia w postaci 

8F 
(5) £;,• = A - , 

gdzie A jest współczynnikiem proporcjonalności natomiast funkcja F jest wajunkiem 
plastyczności. 

Równania kinematyki, które przyjmują postać: 

dVx 8Vy\ ;;ty (dVy dVx\ „ 

dV dV 
~ ~ ( s i ng - cos 2<p) -(sing + cos 2q>) — 0 

rozwiązuje się metodą charakterystyk uzyskując następujące równania charakterystyk 
oraz zależności wzdłuż nich: 

(7) -£ = tg(fp±e), dVx + dVytg(<p±s) = 0. 

Konsekwencją tak sformułowanego prawa jest współosiowość kierunków głównych 
tensorów By i atj oraz ortogonalność wektora prędkości odkształcenia plastycznego, 
odłożonego odpowiednio w przestrzeni naprężeń, do powierzchni plastyczności. Ta ostatnia 
własność pozwala na sformułowanie twierdzeń ekstremalnych (patrz np. [13]). 

' D l a znalezienia wektorów prędkości posługiwano się metodą graficznego całkowania 
związków wzdłuż charakterystyk, polegającą na konstruowaniu hodografu, która została 
zaproponowana przez GREENA [14]. 

(6) 
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Uzyskane w przedstawiony powyżej sposób rozwiązania, w których: 
1) spełnione są warunki brzegowe dla prędkości oraz warunki na granicy strefy pla

stycznej i sztywnej, 
2) moc dysypowana nie jest ujemna, 

są kinematycznie dopuszczalne, a wyznaczone siły stanowią ocenę górną rzeczywistych 
sił powierzchniowych wywołujących plastyczne płynięcie. W przedstawionych dalej za
daniach o uzyskaniu tego typu rozwiązań decydowało spełnienie drugiego z wymienionych 
warunków. Sprawdzano go metodą wykreślną zaproponowaną przez FORDA [15]. Polega 
ona na graficznym sprawdzeniu nierówności: 

(8) atJk,j 3fc 0 

we wszystkich punktach pola. Zadania w których chociażby w jednym punkcie była ona 
niespełniona uważano za niepoprawne. 

Ponieważ, w tych zagadnieniach, rozwiązania kinematyczne buduje się w oparciu 
o uprzednio znalezioną statykę, skonstruowanie przedłużenia stanu naprężenia w obszar 
sztywny [16] dla rozwiązań kinematycznie dopuszczalnych pozwala na uzyskanie roz
wiązań kompletnych (ścisłych). 

3. Ograniczenia uniemożliwiające uzyskanie rozwiązań kinematycznie dopuszczalnych 

Układ równań dla naprężeń rozwiązywano numerycznie przy pomocy E M C Odra 1204. 
Posługując się metodą MASSAU [17], poczynając od swobodnego brzegu rozwiązywano 
kolejno: zagadnienie Cauchy'ego, zagadnienie z punkiem osobliwym i zagadnienie mie
szane. 

t 
Wpływ na uzyskane wyniki mają następujące wielkości: 
к [kG/cm2] — spójność ośrodka (к = //tgo), 
Q [°] — kąt tarcia wewnętrznego, 
у [kG/cm3] — ciężar objętościowy, 
j.i — współczynnik tarcia pomiędzy ścianą a ośrodkiem, 

oraz warunki zadania: kształt brzegu swobodnego, profil ściany oraz kierunek jej ruchu. 
W pracy ograniczono się do analizy możliwości uzyskania rozwiązań kinematycznie 

dopuszczalnych w zależności od kształtu brzegu swobodnego, profilu ściany oraz kie
runku jej ruchu. Pozostałe wielkości przyjmowano za stałe: 

у = 2,25 • 10 - 4 [kG/cm3], Q = 25°, ц = 0,2 к = 0,5 [kG/cm2]. 

Ze względu na brak rozwiązań analitycznych tego typu problemów wnioski wyciągano 
na podstawie obserwacji szeregu rozwiązań konkretnych zagadnień brzegowych. Należy 
więc do wszelkich wniosków podchodzić z dużą ostrożnością i traktować je jedynie jako 
możliwość występowania opisywanych dalej efektów. 

3.1. Wpływ kierunku ruchu ściany napierającej na możliwość uzyskania rozwiązań kinematycznie do
puszczalnych. Podobnie jak kształt rozpatrywanych ścian napierających, przyjmujemy, 
że ich ruch odpowiadać będzie charakterowi pracy narzędzi do robót ziemnych. Ponieważ 
w rozważaniach teoretyi znych rozpatrujemy jedynie początek ruchu, ograniczać będziemy 
się do przesuwu prostoliniowego, a ewentualnym ograniczeniom, ze względu na możliwość 
uzyskania rozwiązań kinematycznie dopuszczalnych podlegać będzie jego kierunek. 



ANALIZA ROZWIĄZAŃ ZAGADNIENIA NAPORU ŚCIAN 73 

Kąt nachylenia prędkości V0, O, której na hodografie odpowiada wektor O'O* (rys. 1) 
musi spełniać warunek 

(9) Qi < Q < <x2 

(za dodatnie uważa się kąty odkładane od osi x zgodnie z ruchem wskazówek zegara) 
gdzie Qy jest kątem nachylenia wektora prędkości przesuwu ośrodka wzdłuż charaktery
styki /3 w punkcie E, będącej linią nieciągłości prędkości. D la Q1> Q punkt O* znaj
duje się na odcinku E'A' i przesuw ośrodka wzdłuż ściany napierającej odbywa się do 
dołu. Ponieważ przystępując do rozwiązania założono przeciwny kierunek tego ruchu, 
co pociąga za sobą odpowiedni zwrot naprężeń stycznych na ścianie, moc dysypowana 
w punkcie E jest ujemna. 

Graniczna wielkość kąta a 2 wynika natomiast z charakteru rozpatrywanego pro
cesu. Np. w zagadnieniu przedstawionym na rys. 4 a 2 = 0 i odpowiada kątowi nachylenia 
dolnej części łyżki ładowarki. Gdy Ś2i > a2 następuje wciskanie w ośrodek dolnej części 
łyżki co nie odpowiada charakterowi pracy tego typu narzędzi. W przypadku naporu 
płaskich ścian (np. rys. 1) <x2 = <*/• 

Jeżeli w zagadnieniu przedstawionym na rys. 2 założymy poziomą prędkość przesuwu 
ściany to warunek 9 jest niespełniony i moc dysypowana w punkcie Zi jest ujemna. Załóżmy 
więc że przesuw ośrodka wzdłuż ściany odbywa się do dołu (przeciwnie niż poprzednio) 

/У\ \ \ \ 
Jrf'\ \ \ \ \ \ W A S > C N > 

\ \ \ \ \ \ \ л З Л г К > 
• / i ' \ \ \ \ \ \ 

\ \ \ \ "'\ \ \ \ > \X3v-^c^ j y \ \ \ \ \ \ \ \ \ Y x v v 
УУХ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ V x S ^ 

J^V\ \ \ \ V V \ \ /f\ \ \ \ \ \ W \ \ \ г о д 
J \ \ W W W W \ \ \ v ł £ —--——1—i i i i д ^ ^ 1 i -

E 

У 
[cm] 

as--0.00 aL = UO.C 

-200 

n oc dysyp owa na doda tnia 

Rys. 3 

i rozwiążmy zagadnienie od nowa (rys. 3). Dla tak postawionego zadania poprawne roz
wiązanie uzyskuje się dla 

(10) «* *S O < Q2 

gdzie Q2 jest kątem nachylenia wektora przesuwu ośrodka wzdłuż charakterystyki /3 
w punkcie A, będącej linią nieciągłości prędkości. Uzasadnienie obu granicznych wiel
kości kąta ii jest analogiczne do poprzedniego. Poprawne rozwiązanie można więc uzy-
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skać w zakresie kątów nachylenia wektora prędkości przesuwu odpowiadającego bardziej 
wysuwaniu się ściany z ośrodka nie zaś jej naporowi. 

Wynika stąd, że dla poziomego przesuwu ściany nie można otrzymać, w przypadku 
przedstawionym na rys. 1, poprawnego rozwiązania ponieważ wartość = 0 nie zawiera się 
w żadnym z zakresów określonych nierównościami 9 i 10. 

W zagadnieniach, w których kierunek przesuwu ściany jest określony z góry maksy
malny kąt jej nachylenia ograniczony jest wynikającą z rozwiązania wielkością kąta Qt 

w punkcie E, gdyż spełniony musi być warunek 9. 
W przypadkach, gdy ściana napierająca wystaje ponad brzeg swobodny ośrodka 

(na rys. 1 zaznaczono to linią przerywaną) w punkcie A dodatkowo musi być spełniony 
warunek (dotyczy to zagadnień, w których ściana bezpośrednio styka się z obszarem 
uplastycznionym) 

(11) oc*^Q2, 
gdzie Q2 jest kątem nachylenia wektora prędkości ośrodka wzdłuż charakterystyki /? 
w punkcie A, skąd otrzymujemy ograniczenie kąta nachylenia ściany 

•f ' 3 > 
(12) a L < ^ - 7 u - e / 2 + a s . 

W przeciwnym razie, rozkładając prędkość ośrodka w punkcie A na kierunek normalny 
i styczny do ściany otrzymujemy składową normalną skierowaną do ściany. 

Dalsze rozważania dotyczące wpływu kształtu brzegu swobodnego i profilu narzędzia 
na możliwość uzyskania rozwiązań kinematycznie dopuszczalnych przeprowadzano przy 
założeniu, że kąt nachylenia wektora prędkości ściany spełnia nierówności 9 i 12. 

3.2. Wpływ kształtu brzegu swobodnego na możliwość uzyskania rozwiązań kinematycznie dopuszczal
nych. W przypadku poziomego brzegu swobodnego ośrodka uzyskiwano rozwiązania 
kinematycznie dopuszczalne dla wszystkich rozpatrywanych przypadków, niezależnie od 
wielkości obszaru uplastycznionego. Znaczy to, że niezależnie od tego czy w rozwiązaniu 
statycznym występowało tylko zagadnienie Cauchy'ego, czy zagadnienie Cauchy'ego i za
gadnienie z punktem osobliwym, czy też zagadnienie Cauchy'ego, zagadnienie z punktem 
osobliwym i zagadnienie mieszane (co jest zależne od kształtu ściany napierającej) 
w rozwiązaniu moc dysypowana była dodatnia (np. rys. 4). 

W przypadku płaskiego brzegu nachylonego do poziomu pod kątem a 5 < 0, na skutek 

uwzględnienia ciężaru objętościowego ośrodka, charakterystyki a i /? w obszarze zagad

nienia Cauchy'ego mają krzywiznę ujemną (K = lim ——, gdzie £ jest kątem pomiędzy 
Jj-*0 As 

osią x a styczną do charakterystyki w danym punkcie, a As odległością między dwoma 
sąsiednimi punktami. Za kierunek dodatni charakterystyk przyjęto kierunek zgodny z ich 
wykreślaniem, tzn. od brzegu swobodnego). W zadaniach, w których obszar plastyczny 
ograniczał się tylko do w/w zagadnienia moc dysypowana była ujemna (*ys. 5). 

W obszarze zagadnienia charakterystycznego z punktem osobliwym zwiększa się 
ujemna krzywizna charakterystyk a, zaś charakterystyki /3 są liniami o krzywiźnie dodatniej. 
W zadaniach, w których obszarze plastycznym występowało zagadnienie Cauchy'ego 
oraz zagadnienie charakterystyczne z punktem osobliwym, dla kierunku przesuwu ściany 
równoległego do brzegu swobodnego, zależnie od wielkości kąta rozwarcia wachlarza 

i ' 
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Rys. 8 

uzyskiwano rozwiązania kinematycznie dopuszczalne (rys. 7) lub nie (rys. 6). Dla tego 
przypadku istnieje pewna krytyczna wielkość wachlarza, po przekroczeniu której można 
otrzymać poprawne rozwiązania. 

Gdy w obszarze uplastycznionym występowało także zagadnienie mieszane, niezależnie 
od jego wielkości, dla tego kierunku ruchu otrzymywano rozwiązania kinematycznie 
dopuszczalne (rys. 8). 

O ile w zagadnieniach przedstawionych na rys. 5 i 6 moc dysypowana jest ujemna 
niezależnie od wielkości kąta Д o tyle w przykładach przedstawionych na rys. 7 i 8 uzy
skanie rozwiązań poprawnych zależy od jego wielkości. N a rys. 9 i 10 pokazano rozwiązanie 
tych samych zagadnień (co na rys. 7 i 8) z tym, że Q = Qx. W obu przypadkach moc 
dysypowana jest ujemna. 

Dopiero dla zagadnienia naporu płaskiej ściany (rys. 11) uzyskanie rozwiązań kine
matycznie dopuszczalnych jest niezależne od kąta nachylenia wektora prędkości jej prze
suwu. 

W przypadku płaskiego brzegu swobodnego nachylonego pod kątem a s > 0, na skutek 
uwzględnienia ciężaru objętościowego ośrodka, charakterystyki a i /9 w obszarze zagad
nienia Cauchy'ego mają krzywiznę dodatnią. W zadaniach, w których obszar plastyczny 
ograniczał się tylko do w/w zagadnienia rozwiązania kinematycznie dopuszczalne uzyski
wano zależnie od wielkości kąta Q. W przedstawionym na rys. 12 zagadnieniu dla Q = as 
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(przesuw równoległy do brzegu) moc dysypowana jest ujemna, natomiast dla Q = Q1 

(rys. 13) jest ona dodatnia. 
W przypadkach, w których w obszarze plastycznym poza zagadnieniem Cauchy'ego 

występowało zagadnienie charakterystyczne z punktem osobliwym lub zagadnienie cha
rakterystyczne z punktem osobliwym i zagadnienie mieszane we wszystkich rozpatry
wanych zadaniach uzyskiwano rozwiązania kinematycznie dopuszczalne (rys. 14). 

Przedstawione powyżej ograniczenia nie dotyczą ośrodka nieważkiego. Charaktery
styki a w całym obszarze plastycznym są liniami prostymi natomiast charakterystyki /? 
bądź są liniami prostymi bądź ich krzywizna jest dodatnia (zagadnienie charakterystyczne 
z punktem osobliwym). Dla takiego ośrodka, niezależnie od kąta nachylenia brzegu swo
bodnego, otrzymuje się rozwiązania kinematycznie dopuszczalne. 

W przypadku brzegu swobodnego wklęsłego (rys. 15) charakterystyki a mają krzy
wiznę ujemną natomiast krzywizna charakterystyk /3 jest dodatnia. Pozwala to na uzyski
wanie we wszystkich przypadkach rozwiązań poprawnych. 

Natomiast jeżeli brzeg swobodny ośrodka jest wypukły, charakterystyki /? mają krzy
wiznę ujemną w obszarze zagadnienia Cauchy'ego i zagadnienia mieszanego, a dodatnią 

300 x [cm] 

a = 100.0° 

moc dysypowana ujemna 

Rys. 16 

w obszarze zagadnienia charakterystycznego z punktem osobliwym. Krzywizna chara
kterystyk a we wszystkich wspomnianych obszarach jest dodatnia. Powoduje to uzyski
wanie mocy dysypowanej ujemnej we wszystkich zadaniach (np. rys. 16). 

3.3. Wpływ kształtu ściany napierającej na możliwość otrzymania rozwiązań kinematycznie dopuszczal
nych. Przedstawiając wpływ kształtu ściany napierającej na rozwiązanie rozpatrywać 
będziemy zagadnienia w których swobodny brzeg ośrodka jest płaski natomiast pod poję
ciem kształtu ściany rozumieć będziemy jedynie konfigurację tej jej części, na której koń
czą się charakterystyki /? (odcinek RA na rys. 4). W przypadku kończenia się ich na linii 
nieciągłości prędkości (odcinek RE na rys. 4), kształt ściany znajdującej się za nią nie ma 
wpływu na rozwiązanie kinematyczne. 

Kąt a, w punkcie A, musi być na tyle duży, by spełniony był warunek 
(13) ci, > cpc 

(epi — kąt cp na ścianie w punkcie A, <pc — kąt <p na brzegu w punkcie A) gdyż w prze
ciwnym przypadku w polu naprężenia powstaje linia nieciągłości. Jak pokazano w [18] 
uniemożliwia to zbudowanie poprawnej kinematyki. j 

6 Mechanika Teoretyczna 1/77 
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Korzystając z zależności wzdłuż charakterystyki /? w punkcie A 

(14) do-2otgQd<p = 0 

skąd 

a, = ocexp(2tgg(<p,-<pc)), 

oraz warunku tarcia na ścianie 

(15) 

gdzie 

ц = 

ł„ = — cr,sin£sin2(c>( — a), 

a„ = Gi(l +sinQCos2(q>i- <x))-H. 

а ( i <pi — naprężenie oraz kąt <p na ścianie, 
ac i <pc — naprężenie oraz kąt <p na brzegu, 

a = 9? i - (a , -тс /2) , 

H 
przyjmując: <pt = tpc, at = ac 

równość 

ц = 

1—sino 

sin2(c?c—a) 

po przekształceniach z (14) i (15) otrzymujemy 

= tg(9> c -«) 

skąd 

(16) 

1 + cos2(c?c—a) 

<*z > (pc — arctg / i+Tt /2. 

• 

px° 100.0 

Py '40. 

a,-o.o 

• 

Л ',.1 i / " * , , O J U : ' i ' " ! y i n r , 

i' Rys. 17 
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Uzyskanie rozwiązań kinematycznie dopuszczalnych w przypadku naporu ścian 
o krzywiźnie ujemnej (analogicznie jak poprzednio za kierunek dodatni uważać będziemy 
kierunek od początku układu współrzędnych, na rys. 17 zaznaczono to strzałką, i К = 

= lim —j^- gdzie f i jest kątem pomiędzy osią x a styczną do ściany w danym punkcie, 
As^-a As 

natomiast As jest odległością pomiędzy dwoma punktami) zależne jest od wielkości krzy
wizny. Charakterystyki a wychodząc ze ściany pod zmieniającym się wzdłuż jej konturu 
kątem mają tendencję do zbiegania się, natomiast charakterystyki [3 w obszarze zagadnienia 
mieszanego stają się liniami o krzywiźnie ujemnej (na granicy z obszarem zagadnienia 
charakterystycznego z punktem osobliwym występuje punkt przegięcia, np. punkt M na 
rys. 17). Powoduje to uzyskiwanie mocy dysypowanej ujemnej. Uwzględnienie ciężaru 
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objętościowego ośrodka powoduje, że istnieje pewna dla danego zagadnienia, krzywizna 
krytyczna nie przekraczając której charakterystyki /3 w obszarze zagadnienia mieszanego 
mają krzywiznę dodatnią i możemy uzyskać rozwiązania kinematycznie dopuszczalne. 
Dla przypadku przedstawionego na rys. 18 numerycznie określona wielkość krzywizny 
krytycznej wynosi rk = 5500 cm przy py = 200 cm (gdzie rk jest promieniem krytycznym). 
Dla r < rk moc dysypowana jest ujemna (rys. 18), a dla r ^ rk jest dodatnia (rys. 19). 

W przypadku ośrodka nieważkiego, w obszarze zagadnienia mieszanego charaktery
styki a są liniami prostymi, a kąt pomiędzy nimi a styczną do ściany napierającej jest 
wielkością stałą. Niezależnie od wielkości ujemnej krzywizny ściany charakterystyki te 
zbiegają się, natomiast charakterystyki /3 mają krzywiznę ujemną. Taka konfiguracja 
charakterystyk powoduje, że moc dysypowana jest ujemna. Oznacza to, że dla ośrodka 
nieważkiego mamy rk = co i poprawne rozwiązania można uzyskać jedynie dla płaskiej 
ściany. 

W przypadku dostatecznie dużej krzywizny ściany, zarówno dla ośrodka ważkiego 
(rys. 17), jak i nieważkiego, charakterystyki a przecinają się w zakresie obszaru uplastycz
nionego co powoduje powstanie linii nieciągłości naprężeń (odcinek MN), a to unie
możliwia zbudowanie poprawnej kinematyki. 

W punktach 3.1, 3.2, 3.3 pokazano osobno wpływ kierunku ruchu ściany, kształtu 
ściany napierającej i konfiguracji brzegu swobodnego na uzyskanie rozwiązań kinema
tycznie dopuszczalnych. Ponieważ jednak w konkretnych przypadkach praktycznych 
wpływy poszczególnych elementów nakładają się, przedstawione w punkcie 3 ograniczenia 
należy traktować jedynie jako tendencję zachowania się rozwiązania pod wpływem oma
wianych czynników. Np . dobierając odpowiedni kształt brzegu swobodnego możemy 
uzyskać poprawne rozwiązania dla ściany o krzywiźnie większej od krytycznej (rys. 20). 

Rys. 20 
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4. Wnioski 

Przedstawiona analiza wskazuje, iż wprawdzie teoria mechaniki ośrodków sypkich 
pozwala na rozwiązanie bardzo dużej klasy zadań, jednakże w wielu przypadkach prak
tycznych istnieje szereg ograniczeń uniemożliwiających uzyskanie rozwiązań kinema
tycznie dopuszczalnych. Tak więc ograniczenia występowały w przypadku swobodnego 
brzegu nachylonego pod pewnym kątem do poziomu brzegu wypukłego, ściany napie
rającej o krzywiźnie ujemnej oraz dla pewnych kątów nachylenia wektora prędkości 
przesuwu ściany. Wydaje się, że jedną z istotnych przyczyn tego jest przyjęcie silnego 
założenia, że cały materiał, łącznie ze swobodnym brzegiem, znajduje się w stanie pla
stycznym. Prawdopodobnie w takich przypadkach występują ruchome obszary sztywne, 
nie będące w stanie plastycznym i dochodzące do swobodnego brzegu (zjawisko to zau
ważono np. w pracy [19]). Zbudowanie rozwiązań teoretycznych w takich warunkach 
jest bardzo trudne i jak dotąd, tego rodzaju rozwiązań brak. 
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Р е з ю м е 

ЗАДАЧИ НАПОРА СТЕНОК РАЗЛИЧНОГО ПРОФИЛЯ 
ИССЛЕДОВАНИЕ КИНЕМАТИЧЕСКИ ДОПУСТИМЫХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ 

В работе представлены ограничения существующие для кинематически допустимых решений 
задачи о напоре стенок, имеющих профиль инструментов для земляных работ (напр. ковш по
грузчика или отвал бульдозера). Исследование проведено на основании математической теории 
пластичности для весомой среды, удовлетворяющей условию пластичности Кулона-Мора с учетом 
работы на растяжение и ассоциированному закону течения. Основанием для выводов был анализ 
численных решений ряда конкретных краевых задач. 

S u m m a r y 

ANALYSIS OF KINEMATICALLY ADMISSIBLE SOLUTIONS OF EARTH-MOVING 
PROCESSES IN THE CASES OF VARIOUS PUSHING WALL FORMS 

In the paper kinematically admissible solutions for earthmoving processes due to various buckets 
of loading machines are presented. On the basis of the mathematical theory of plasticity, theoretical solu
tions are obtained by means of the associated flow rule and the Coulomb-Mohr limit state, mass density 
being taken into account. Analysis of numerical solutions of several boundary problems makes it possible 
to draw certain general conclusions. 
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NIELINIOWE DRGANIA ELASTYCZNIE ZAWIESZONYCH SILNIKÓW TŁOKOWYCH PRZY 
KINEMATYCZNYCH WYMUSZENIACH STOCHASTYCZNYCH 

JANUSZ K O L E N D A (GDAŃSK) 

1. Wstęp 

Silniki tłokowe zainstalowane na środkach transportu lądowego lub morskiego (zwa
nych dalej pojazdami) poddawane są kinematycznym wymuszeniom, wynikającym z lo
sowych ruchów pojazdu na skutek nierówności nawierzchni drogi lub falowania morza. 
Wymuszenia te wpływają na wartości parametrów drgań silników, a tym samym na wa
runki ich pracy, żywotność i niezawodność. Wskazuje to na celowość uwzględniania tego 
typu wymuszeń przy analizie drgań silników. W przypadkach, gdy wymuszenia wywołane 
obrotami wału silnika i zmiennymi składowymi momentu reakcyjnego są pomijalnie małe 
w stosunku do kinematycznych wymuszeń, obliczenia mogą być wykonane w oparciu 
o prace dotyczące wpływu losowych przemieszczeń fundamentów na drgania amortyzo
wanych obiektów nie posiadających własnych źródeł wymuszeń (пр. [1]). 

Poniżej rozpatrzono w pierwszym przybliżeniu częściej występujący w praktyce przy
padek, gdy wymuszenia związane z pracą silnika nie mogą być pominięte, a losowe zabu
rzenia wartości parametrów drgań silnika są małe. W celu uwzględnienia nierównomier-
ności obrotów silnika oraz oddziaływania drgań na silnik, jako nieidealne źródło energii, 
prędkość kątową silnika potraktowano jako wielkość zmienną. Do obliczeń zastosowano 
metodę linearyzacji [2]. Ograniczono się przy tym do silników z cylindrami w układzie V, 
gdyż wyniki obliczeń mogą być łatwo wykorzystane dla silników o pionowym układzie 
cylindrów i silników typu bokser. 

łączną masę silnika i sztywno połączonych z nim elementów (np. łączną masę zespołu 
pędnego pojazdu samochodowego lub łączną masę zespołu silnik-sztywne sprzęgło-od-
biornik mocy). Elastyczne elementy zawieszenia 1, 2, są zamocowane do masy m 
oraz do konstrukcyjnego elementu pojazdu, którym może 4 być nadwozie samoniosące 
lub rama pojazdu samochodowego, fundament zespołu prądotwórczego na statku etc. 
Równania ruchu układu wyprowadzono dla ustalonego kierunku ruchu pojazdu i nie
zmiennej w czasie ilości paliwa zasilającego silnik napędowy pojazdu, przy której pojazd 
porusza się ze średnią prędkością V.s = const. Jako układ odniesienia dla pojazdu przy
jęto układ współrzędnych ortokartezjańskich XYZ, którego początek przemieszcza się 

Obliczeniowy schemat rozpatrywanego układu przedstawia rys. 1. Masa m oznacza 



У 

Rys. 1. Obliczeniowy schemat układu: m — łączna masa silnika i sztywno połączonych z nim elementów; 
m0 — wirująca masa niewyrównoważona, odpowiadająca jednemu wykorbieniu i skupiona na osi czopa 
korbowego; mpll2—niewyrównoważona masa w ruchu postępowo-zwrotnym, odpowiadająca jednemu 
cylindrowi i skupiona na osi sworznia tłokowego; L — długość korbowodu; r — długość ramienia korby; 
ao,b0,c0 — współrzędne punktu przecięcia z osią wału prostej prostopadłej do osi wału, poprowadzonej 
ze środka ciężkości masy m0 pierwszego wykorbienia, w stanie spoczynku układu i przy <p = 0, w układzie 
współrzędnych x, y, z; e — odległość osi korbowodu od środka ciężkości masy m0 ;u,v,w — przemieszcze
nia środka ciężkości masy m w kierunkach osi x, y, z; x, y, z — osie pokrywające się z głównymi central
nymi osiami bezwładności masy tn w stanie spoczynku układu i przy <p = 0, nieruchome względem układu 
współrzędnych X, Y, Z; a, (i, у — kąty obrotu masy m względem jej głównych centralnych osi bezwład
ności; 3 — połowa kąta pomiędzy płaszczyznami dwóch rzędów cylindrowych, ę — kąt obrotu pierwszego 
wykorbienia; X, Y, Z—układ współrzędnych, którego osie pokrywają się z głównymi centralnymi osiami 
bezwładności pojazdu w stanie spoczynku układu, a początek przemieszcza się w kierunku wyznaczonym 
przez ruch pojazdu z prędkością V, = const; V5 — średnia prędkość pojazdu; X, (f),X2(О,Хъ (/), — prze
mieszczenia środka ciężkości pojazdu w kierunkach osi X, Y, Z; XA (г), Хъ (0, X6 (t) •— kąty obrotu pojazdu 

względem jego głównych centralnych osi bezwładności 

[881 
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w kierunku wyznaczonym przez ruch pojazdu ze stałą prędkością Vs, pokrywający się 
z układem głównych centralnych osi bezwładności pojazdu w stanie spoczynku układu 
drgającego. W przypadku ruchu pojazdu po nierównej nawierzchni środek ciężkości 
pojazdu doznaje losowych przemieszczeń liniowych X^t), X2 (t), X3 (?) względem początku 
układu XYZ w kierunkach osi X, Y, Z i pojazd wykonuje ruchy obrotowe względem swych 
głównych centralnych osi bezwładności. Losowe przemieszczenia kątowe oznaczono 
XA{t), X5(t),X6(t). 

Przyjęto, że układ współrzędnych xyz jest nieruchomy względem układu XYZ i po
krywa się z układem głównych centralnych osi bezwładności masy m w stanie spoczynku 
układu drgającego przy kącie obrotu pierwszego wykorbienia cp = 0. W obliczeniach 
uwzględniono, że amplitudy drgań obrotowych a, /? i у masy w są w praktyce małe i w roz
kładach funkcji trygonometrycznych tych kątów w szeregi potęgowe zachowano tylko 
pierwsze wyrazy. 

Gdy punkt zamocowania /-tego elementu elastycznego do konstrukcyjnego elementu 
pojazdu ma w stanie spoczynku układu drgającego współrzędne xis, yis> zis w układzie XYZ, 
to na skutek losowych przemieszczeń pojazdu Xx (t)—X6 (t) punkt ten dozna następujących 
przemieszczeń w kierunkach osi X, Y, Z: 

u'is = X1-xis+(xiScosX6-yissmX6)cosXs+[ziscosX4.+ (yiscosX6 + 

+ xis sin X6 )sin Х^ ]si n Xs, 
(2.1) v'is = X2-yis+(yiScosX6+XiismX6)co&X4.-zissinX4., 

w'is = X3-zis + [zi scosAr

4.+ (^ 1 . s cosA r

6 -x , ; ! s inJ i ' 6 )sinZ4 ]cosA r 5 -

- (xiscosX6 - yissinX6)smX5. 
Rozpatrzono przypadek, gdy przemieszczenia X1(t)—X6(t) stanowią stacjonarne i sta
cjonarnie skorelowane procesy stochastyczne o małych wartościach realizacji, znanych 
charakterystykach statystycznych i o wartościach oczekiwanych równych zeru. Dla ma
łych wartości realizacji procesów XA(t),Xs(t) i X6(t) zależności (2.1) przyjmują postać 

uis = X1—yi!iX6+ZisX5, 
(2.2) v'is = X2 + xisX6 - zisXĄ, 

w',s = X3+yisX4~xhX5. 

Jeśli oś x ma względem osi X kosinusy kierunkowe l1,mi,n1, oś у względem osi Y—l2, 
m2> n2 i oś z względem osi Z— / 3 , m3, n3,-to przemieszczenia w/w punktu w kierunkach 
osi x,y i z wyniosą 

"is = illAs+miV'b + riiWis, 
i 

(2.3) vis = l2 u'is + m2v'is + n2 w'is, 

w i s = l3u'is + m3v'is+n3w'is. 

Z uwzględnieniem (2.2) otrzymuje się 

uis = IiX1+miX2+n1X3 + (n1yh-mlzis)X4+(l1zis-n1xis)X5 + 
+ (m1xis-l1yis)X6, 

vis = h Xi. + m2X2+ n2 X3 + (n2 yis - m2 z^X^ + (l2 zts - n2 xis)X5 + 
+ (m2Xis-l2yis)X6, 
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i 

wis = hXl+m3X2+n3X3 + (n3yb-m3zis)XA+(l3zis-n3xis)Xs + 

(m3xis-ł3yis)X6. 

Współczynniki sztywności i tłumienia dla elastycznych, elementów zawieszenia od
niesiono do liniowych przemieszczeń poprzecznych przekrojów tych elementów, gdyż 
wpływ kątowych przemieszczeń poprzecznych przekrojów jest przy małych z założenia 
amplitudach drgań obrotowych masyw i wartościach realizacji procesów!^—X6 znacznie 
mniejszy. 

Energię potencjalną Zanalizowanego układu drgającego i funkcję rozproszenia energii 
(Rayleigha) D wyrazić można zatem w postaci 

(2.5) V = — V [cxi(ui-ui,)2 + cyi(vi~vis)2 + czi(wi-wis)2] + 
i 

1 ' ' i 
c - l 

+ g К i (ł?SW + ™p2 (O,,,,, + m0 (rfi)mo\, 

I V 1 1 
£=-=-> [lxi(ui-uis)2 + !y,(vi-vts)2 + lzi(wi-wu)2] + -Thę2, (2.6) 

/ / 
gdzie cxi, Cyi, czi— oznaczają współczynniki sztywności /-tego elastycznego elementu 
przy odkształceniach w kierunkach osi х, у i z, lxi, lyi, lzi — współczynniki wiskotycznego 
tłumienia /-tego elastycznego elementu przy odkształceniach jw., и(, vh wt—przemieszcze
nia punktu zamocowania /'-tego elastycznego elementu do masy m w kierunkach osi x,yiz 
[3], mpl/2 —• niewyrównoważoną masą w ruchu postępowo-zwrotnym, odpowiadającą 

jednemu cylindrowi i skupioną na osi sworznia tłokowego, m0 — niewyrównoważoną 
masą wirującą, odpowiadającą jednemu wykorbieniu i skupioną na osi czopa korbowego 
Vn — pionowe przemieszczenie niewyrównoważonych mas и-tego wykorbienia, wywołane 
obrotem wału korbowego o kąt <p [3] (licząc od pionowego położenia pierwszego wykor
bienia), с — liczbę wykorbień, g — przyspieszenie ziemskie, // — współczynnik wisko
tycznego tłumienia przy obrotach wału silnika. 

Współczynniki tłumienia lxi,lyi,lzi mają na ogół małe wartości, stąd przymałych 
z założenia wartościach realizacji procesów Xx (r)—^(r) można w pierwszym przybliżeniu 
pominąć wielkości uu,vis,YVis w zależności (2.6)1'. N a podstawie równania Lagrange'a 
drugiego rodzaju, zależności (2.4) — (2.6) i wyrażeń wyprowadzonych w rozdziale 2 pracy [3] 
otrzymuje się po wprowadzeniu małego parametru, £ następujące równania ruchu w pier
wszym przybliżeniu dla ustalonych i bliskich ustalonym stanów pracy silnika: 

mu + cxu— Uyy+Uzfł = ^ cxi^is), 
i 

(2.7) mi + cyv-Vza+Vxy = e (Pz+ У cylvis), 

mw + czw-Wxp+WyOc = e[p3+ czlWiĄ, 

" Gdy wartości iloczynów /«(Mis, %\VU, lztw„ nie są w pierwszym przybliżeniu pomijalnie małe, 
uwzględnić je można analogicznie, jak poniżej iloczyny cxiuls, c,|V(J, cziwts. 
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I 

Ix'i + cxxci-Vzv+WyW-czxy-cxyp-crT(c0o) = ĄP4.+ ^ 4 ^ < * t * - t y * j V t t ) i ] » 

IyPJrCyy$-Wxw+Uzu-cxya-cyzy = ĄPs + £ (cxiZiUis-cziXiWh)\, 
/ i 

Izy + czzy-Uyu+Vxv-cyzp-czxa. = e [ p 6 + ^ ( с ^ х ^ - с ^ , - ^ ) ] , 
i 

r * 
/ у = £P 7 -

Zachowano tu oznaczenia przyjęte w pracy [3], przy czym 

Pj = Д, + т р 1 (F,), + 1Ир а №+1Ио&-, 7 = l i 2, 7, i ? 7 = Я0

С>. 

Równania (2.7) przekształcić można analogicznie, jak w pracy [3] do postaci odpo
wiadającej jednoczęstościowym drganiom 

6 6 
qm + Xl qm

 ф(Г (Pj + J£ «), 
(2.8) m k = 1 

<P = -jPn, 

gdzie 

' I 

1 

*16 = 2J Cxi(miXis-liyis), 

bu = h У1
СУ1> B L 2 = m> ЕсУ" Ь ™ = " 2 Е с » ' > 

1 1 

b2* = Z cyi(-"2 y" ~ ™2 z'4)' 1 , 2 5 = 2 cyi(l2 zt, - n2 xis), 

i 

fśi = /з J^c--b t>32 = m3 ]?czi> b33 = Из J^czi, 

*34= 2J c^(n3yh~m3zis), b3S = ̂  czi(J3zis-n3xh), 
£>36 = 2 / C z i ( W 3 ^ i S - ' 3 ^ i S ) , 

I 

bp = E ihcziyi-hcyiz^, Щ = Щ (m3cziyi-m2cyizi), 
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Ьлз = ^ (n3Cziyi-n2cyizi), 
i 

*44 = 2J [cziyi(n3yis-m3Zis)-cyizi(n2yi5-m2zis)], 
i 

l ' 

4̂5 = £j [Cziyi(!3Zis-n3Xis)-CyiZi(l2Zis-n2Xis)], 
i 

t>46 = £j \.c^yi(m3XiS-l3yis)-cyiZi(m2XiS-l2yis)l 
i 

bsi = 2J (hcxiZi-l3czixd, bS2 = {miCxiZi-m3czix^, 
i i i 

Ь53 = £ (niCxtZi-n3CziXi), 
i 

654 = £ lcxizi(niyis-miZis)-czixi(n3yis--m3Zi!)], 
i 

b55 = [CxiZi(liZtś-niXis)-CziXi(l3Zi^-n3Xi,)], 
i 

v i l ' - . 

bsb = 2^ [CxiZiimxXu-hy^-CtiXiQnsXb-kyi,)], 
i 

b6i = 2J (h'CyiXi-ltC^yi); b62 = ^{m2cyiXi-mvcxiy^, 
i t 

b6i = ^(n2cyiXi-nxcxiy^, 

*64 = 2J [CyiXiin^yis-i^Zi^-c^yiin^i.-miZi,)], 
i 

I i 

Ьбь = £ [CyiXt(pizXiS~l2yts)-Cxiyi(miXis-l1yt$)]. 
i 

Wielkości Mm i Фу* określono w pracy [3], a A m jest tą spośród częstości drgań własnych 
masy m, której wartość jest najbardziej zbliżona do wartości podstawowej częstości wy
muszeń wynikających z wirowania wału silnika. 

Przy braku stochastycznych wymuszeń drgania masy m opisują się zależnościami [3] 

(2.9) u - « 0 + 6 1 » V = V0 + Q2,..., Y = Yo + Q6, , 

gdzie u0,v0, ...,y0 oznacza stałe składniki, wywołane stałą składową momentu reakcyj
nego, Qj(t) = Ф(р qm(t), natomiast qm(t) jest rozwiązaniem równań (2.8) przy Xk = 0, 
к = 1,2, 6. Poniżej wyznaczono qm(t) z uwzględnieniem wpływu procesów Xk(t). 
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3. Rozwiązanie równań ruchu 

W celu rozwiązania równań (2.8) wprowadza się zamianę zmiennych według wzorów 

(3.1) qm = Acos((p+ip), qm = -AAmsm(<p+y), cp = Q 

i przekształca równania (2.8) do postaci 

(3.2) A = XR+XF, 4> = YR + YF, Q = ZR, 

gdzie A,W,Q oznaczają nowe zmienne, 
6 

x - £ V 
X r ~ мтк Z 

J=I 

0jm )PJsin(c) + y / ) , 

1=1 

zR 

XF = 

Pl, 

j.k=i 
\ 

AM, - — c o s ^ + f ) Уфу»ЬлХк. 
|Z.,„ — 1 Л * - 1 

Z członów oznaczonych indeksem R należy oddzielić wibracyjne składniki. Płynnie zmie
niające się wielkości A,W,Qi<p oznaczono indeksem p, a wielkości A, W, Q i q> uwzględ
niające wpływ losowych oddziaływań — gwiazdką. Po odrzuceniu z członówXR, YRi ZR 

wibracyjnych składników analogicznie jak w pracy [4] otrzymuje się równania 

Ap = X*B(Ap,Vp,Qp,e), 

(3-3) Ą = Y*(A„Wp,Qp,e), 

4 = ZR(AP, Wp, Q„, e), 

natomiast równania uwzględniające wpływ stochastycznych wymuszeń przyjmują postać 

e 
Ax = Х£(АХ, Wx, Qx, e ) - C ^ s i n ^ - f ^ ) = F'iA'.V, Qx, <px, ?, e), 

(3.4) # = YX(AX, Vх, Qx, e) - - Ut)cos(<px + Wx) = GX(AX, Wx, Qx, <px, f, e), 

gdzie 

fr = Zi(Ax, WX,QX, e) = HX(AX, Wx, Qx, e), 

• 
6 
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X&AX, WX, QX, e) = eX^(AX, WX, QX) + e2X£2(AX, WX, QX), 

Y^(AX, VХ, QX, e) = BYX

R1(AX, WX, QX) + e2YX

2(AX, VХ, 0Х), 

ZX(AX, Vх, Qx, e) = eZX

R1(AX, Vх, Q^ + e ^ ^ , Vх, Щ 

Funkcje XRl, XR2, ZR2 określone są zależnościami (3.6) w pracy [4], przy czym wx = 
= Qx. 

Przy małych z założenia wartościach realizacji procesów Xk(t) odchylenia 

(3.5) 6A = A X - A „ dW =W*-Wp> ÓQ=QX-QP 

są' małe. Ograniczając się zatem do liniowych członów rozkładów według potęg odchy
leń (3.5) otrzymuje się na podstawie (3.3) — (3.5). 

6A = FX(AP, WP, QP, <pp, C, e)-X&AP, ¥„ QP, e)+ ÓA-£f-(AP, W„ Q„, e) + 

fiyx flyx 

+ дЧ*Щ(Ар, ¥p, Q„, ś)+dQ^(Ap, V„ Qt, 

ÓW = GX(AP, WP, QP, <pp, e)-YX(AP, ¥„ Q„ Ё)+дА^-(Ар, W„ Q„ e) + 

(3.6) 

Яух ayx 

+ #Р-щ(А„ Y„ Q„ e) + 6Q^(Ap, Yp, Qp, e), 

Лух 
6Q = HX(AP, fp, Qp, e)-Zx(Ap, Y„, Qp, e)+dA^-(Ap, Yp,Qp, e) + 

+ Ь¥Щ{Ар, Yp, Qp, e) + №Щ(А„ Yp, Q„ e). 

Wielkości Ap, YP,QP są rozwiązaniami równań (3.3), przy czym <pp = Qpt. 
W analizowanym przypadku równania (3.6) przedstawić można w postaci 

3 

(3.7) 

gdzie 

Yj (0 + % ajn Yn(t) ш Zj (t), j= 1,2,3, 
n=l 

Ydt) = 6A, 

[ajn] = 

ZAO = 

z2(0 = 

z3(0 = o. 

Y2(t) = oY, Y3(t)=6Q, 
i 

8X1 
8AP 

8Y& 
8AP 

8ZX

R 

8A„ 

8YP 

Щ 
3YP 8QP 

8QP 

s n 

8QP 

8ZS 

• 

• • 

1 

2Mnlmi 

1 
2APMMXM 

C(f) [el(°'l+v*> -e-'W+yp)], 

£(0 ^W+^+e-W+ifr)], 
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Ograniczono^ się do wyznaczenia rozwiązań szczególnych Yj(t) spełniających zerowe 
warunki początkowe, gdyż w celu otrzymania rozwiązania ogólnego układu (3.7) wystarczy 
dodać do Yj(t) rozwiązanie ogólne układu równań jednorodnych, które dla dostatecznie 
długiego czasu t dzięki istnieniu tłumienia można zaniedbać. 

Wyrażając proces C(0 przez jego rozkład widmowy 

r • 

i gdzie ф(т) oznacza funkcję losową, której różniczki spełniają warunek 
» 

i (оф*(а>)а'ф(са1У> = S(C,to)d(co — co1)da)dw1, 
można napisać 

. 00 

Z t ( r ) ш - 1 — Г [^1+^~е-,^'1+^]е,шЧф((и), 
2Mm /,„ i J 

— 00 
(3.8) 

1 f 
ZApMnAm * 

^ —00 

przy czym < > oznacza wartość oczekiwaną, 0х(со) — zespoloną funkcję sprzężoną z </>(«), 
,S(C, w) — gęstość widmową procesu £(r), <5 — funkcję delta Diraca. Funkcja korelacyjna 
procesu £(r) wyraża się zależnością 

• 

6 6 6 
(3.9) K;(r) = £ [ФГьд]2кХк(т)+ X ф?% У 0 { 4 , r [ ^ , r C t ) + j ? V r ( - . r ) ] 

j,k=l j.k=l l.r-i 
1тФ)к 

gdzie KXk jest funkcją korelacyjną procesu Xk(t)t R V r — funkcją korelacji wzajemnej 
procesów Xk{t) i Xr(t). Gęstość widmowa procesu f (r) związana jest z funkcją korelacyjną 
Kr(v) relacją 

CO 

(3.10) S(£eo) = 4- Г 4r)e-^dt. 

Rozwiązania szczególne odpowiadające funkcjom (3.8) mogą być przedstawione w postaci 

(З.П) Yj(t) = J 
 i (co, 0 # H , ; = 1, 2, 3, 

gdzie j / c o , i) są rozwiązaniami szczególnymi układu liniowych równań różniczkowych 
: .. . л .,. 3 '. : • ' .. . . i • I .'/,>' 

3 

(3.12) j 2 + £ a 2 n y n = - ^.-^-j- eim,[eWr,4e->W+vJ], 

J 3 + 2 " ^ j n = o. 

\ 
: 
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R o z w i ą z a n i a yj(a>, t) m a j ą z a t e m p o s t a ć 

(3 .13) yjfco, t) = Aj(a))e'^+a»V +В}(ш)е1(-Ш-^', j = 1 , 2 , 3 , 

p r z y c z y m w s p ó ł c z y n n i k i Aj(co) i Bj(co) o t r z y m u j e s i ę z r ó w n a ń (3 .12) p o p o d s t a w i e n i u 

d o n i c h (3 .13) . D l a r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h Yj(t) o t r z y m u j e s i ę z u w z g l ę d n i e n i e m (3 .11) 

i (3 .13) r o z k ł a d w i d m o w y 

CO 

(3.14) У / 0 = J [A&mYWMf В}(рУ1ш-а'*Щ{а>), 
— co 

z a p o m o c ą k t ó r e g o k o r z y s t a j ą c z w ł a s n o ś c i r ó ż n i c z e k с1ф(о>) w y z n a c z a s i ę f u n k c j e k o r e 

l a c y j n e i w a r i a n c j e r o z w i ą z a ń , •' 

00 

(3.15) Kyjit^ti) = e"W'i-<*) f ^ ( c o ) ^ ( c y ) e ' < n ( ' » - ' ' ) S ' ( ? , a ) ) r f c o + 

— 00 
CO 

+ е - В Д - ' 0 J [Б/(со)5Да))е'ш( '>-' ')5(^ш)Ли, 
-со 

00 00 

(3.16) ^ 2 [ ł j ( 0 J = J [Aj((o)]2S(C,(o)dco+ J [Bj(w)}2S(C,(o)da>. 
' —CO —CO 

Aj(w) i В / ( c o ) s ą z e s p o l o n y m i f u n k c j a m i s p r z ę ż o n y m i o d p o w i e d n i o z Aj (od) i .8,-(co). 

N a l e ż y z a z n a c z y ć , ż e y , ( r ) s ą f u n k c j a m i s t a c j o n a r n y m i w s z e r s z y m sens ie , g d y ż i c h f u n k c j e 

k o r e l a c y j n e z a l e ż ą o d r ó ż n i c y t2 — ? i , a w a r t o ś c i o c z e k i w a n e p r z y z a ł o ż e n i u 

(3.17) <c(0> = o 
s ą r ó w n e z e r u . O z n a c z a t o , ż e w t y m p r z y p a d k u 

(3-18) (А*У = A p , <y*> = YP, <^x> = Qr-

D l a s t a n ó w u s t a l o n y c h i b l i s k i c h u s t a l o n y m w i e l k o ś c i АР,Ч*Р\ Qp s ą r o z w i ą z a n i a m i r ó w n a ń 

0 = eX*R1 (Ap, Wp, Qp) + e*XR2 (Ap, Wp, Qp), 
(3.19) 0 = sYRl(Ap, yp,Qp) + e2Yl2(Ap,4'p,Qp), 

0 = eZR1(Ap, Wp,Qp) + e2ZR2(Ap, WP,QP). 

W c e l u w y z n a c z e n i a d y s y p a c j i e n e r g i i w u k ł a d z i e z a w i e s z e n i a s i l n i k a m o ż n a z g o d n i e 

z p o s t a c i ą f u n k c j i P1 [3] n a p i s a ć 

(3.20) eZR1(Ap,^p,Qp) + e2Zx

R2(Ap,^p,Qp) = 1 [crT(Qp)-B(Qp)-hQp-(AM)0), 

g d z i e r o z n a c z a d ł u g o ś ć r a m i e n i a k o r b y , T(Qp) — ś r e d n i ą w a r t o ś ć s i ł y g a z o w e j d z i a ł a j ą c e j 

p r o s t o p a d l e d o j e d n e g o w y k o r b i e n i a n a p r o m i e n i u r, B(QP) — ś r e d n i ą w a r t o ś ć m o m e n t u 

o p o r o w e g o o d b i o r n i k a m o c y ( n a s p r z ę g l e s i l n i k a ) , (AM)0 — s t a ł y s k ł a d n i k d o d a t k o w e g o 

m o m e n t u o p o r o w e g o n a w a l e s i l n i k a ( w y w o ł a n e g o d r g a n i a m i m a s y m). P r z y z a ł o ż e n i u (3.17) 

w a r t o ś ć o c z e k i w a n a s t r a t y m o c y s i l n i k a , o d p o w i a d a j ą c e j d y s y p a c j i e n e r g i i w u k ł a d z i e 

z a w i e s z e n i a s i l n i k a , w y n o s i 

(3.21) < (ЛЛ9 0 > = (AM)0QP. 



NIELINIOWE DRGANIA SILNIKÓW TŁOKOWYCH 97 

4. Uwagi końcowe 

Wyznaczone rozwiązania dotyczą kinematycznych wymuszeń będących stacjonarnymi 
procesami stochastycznymi. W przypadku, gdy wymuszenia ruchu pojazdu są niestacjo
narnymi funkcjami losowymi, które mogą być przedstawione w postaci iloczynu stacjo
narnej funkcji losowej i współczynnika będącego funkcją czasu, zagadnienie może być 
rozwiązane podobnie [5]. Metoda zastosowana w niniejszej pracy może być przydatna do 
analizy drgań silników również przy innych wymuszeniach stochastycznych (np. roz
patrywanych w pracy [4]), losowych zaburzeniach charakterystyk układu itp., przy czym 
dla uzyskania należytej dokładności obliczeń winny być spełnione warunki 

6A < A„ dW < Wt, Ш < Qp. 

Metoda ta może okazać się zatem zbyt mało dokładna przy intensywnych losowych za
burzeniach ruchu pojazdu, co często ma miejsce np. w warunkach transportu morskiego. 
Do analizy wpływu dużych kołysań statku na nieliniowe drgania silników celowe może 
być zastosowanie maszyny analogowej w oparciu o stochastyczny analogowy model 
falowania morza [6] i znajomość funkcji przenoszenia kadłuba statku [7]. 
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Р е з ю м е 

НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ УПРУГО ПОДВЕШЕННЫХ ПОРШНЕВЫХ 
ДВИГАТЕЛЕЙ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ КИНЕМАТИЧЕСКИХ ВОЗБУЖДЕНИЯХ 

В работе рассматриваются нелинейные одиочастотные колебания амортизированных поршневых 
двигателей с шестью степенями свободы, установленных на средствах транспорта и возмущаемых 
случайными неровностями дороги. Угловая скорость двигателя считается переменной величиной. 
При помощи метода линеаризации определяются корреляционные функции и дисперсии прираще
ний амплитуды колебаний, фазового угла и угловой скорости двигателя, вызванных случайными 
движениями транспортного средства. 
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i 

S u m m a r y 

NONLINEAR VIBRATIONS OF ELASTICALLY SUSPENDED PISTON ENGINES AT KINEMATIC 
STOCHASTIC EXCITATIONS 

The paper deals with nonlinear one-frequency vibrations of piston engines with six degrees of freedom, 
elastically mounted on transport means and randomly excited in consequence of an uneven road surface. 
Rotation velocity of the engine is treated as a variable. The correlation functions and dispersions of incre
ments of vibration amplitude, phase angle and angular velocity of the engine, resulting from random move
ments of a vehicle, are derived by means of the linearization method. 
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Praca została złożona w Redakcji dnia 5 kwietnia 1976 r. 
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BADANIE TEORETYCZNE WŁASNOŚCI DYNAMICZNYCH LOTU OBIEKTÓW ZRZUCANYCH 
Z SAMOLOTU 

JERZY M A R Y N I A K , KAZIMIERZ M I C H A L E W I C Z , ZYGMUNT W I N С Z U R A 
(WARSZAWA) 

1. Wstęp 

Problemy budowy i zastosowania urządzeń sterujących swobodnym lotem obiektów 
bądź hamowania i przyspieszania ruchu tych ciał są częstym przedmiotem badań [2, 3, 
9, 10, 11, 13, 14, 15]. Wymienione urządzenia służą do ukształtowania z góry zadanego 
toru lotu obiektu. Odpowiednie ukształtowanie ciała pozwala na uzyskanie wymaganej 
celności zrzutu, zabezpieczenie przed odbiciem od podłoża — rykoszetowaniem, oraz 
uzyskanie określonej prędkości upadku. 

W pracy rozpatrzono dynamikę: usterzonego obiektu smukłego spadającego swo
bodnie [9, 10, 11, 15], obiektu sterowanego sterem głębokości [13, 15] oraz obiektu z rakie
towym urządzeniem hamująco-przyspieszającym [14, 15]. Obiekty traktowano jako ciała 
sztywne o trzech stopniach swobody. Otrzymany układ równań różniczkowych zwyczaj
nych rzędu drugiego silnie nieliniowych scałkowano numerycznie metodą Runge-Kutta 
na E M C ZAM-41 w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych [35, 37]. Dla różnych 
parametrów zrzutu obliczono tory lotu, zmianę kąta pochylenia 0, kąta natarcia a, pręd
kości: podłużnej U, poprzecznej W \ całkowitej Vc. 

Wprowadzając metodę zamrożonych współczynników i małych zakłóceń badanie 
stateczności sprowadzono do wyznaczenia wektorów własnych Z,- i odpowiadających im 
wartości własnych + 1 macierzy stanu R [9, 11, 12, 13, 14]. Charakterystyki aero
dynamiczne uzyskano w wyniku badań modelowych w tunelu aerodynamicznym w Insty
tucie Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej Politechniki Warszawskiej [9, 10, 15]. 
Geometrię i rozkłady mas wyznaczono na drodze obliczeń teoretycznych i pomiarów 
doświadczalnych. 

2. Przyjęte układy współrzędnych 

. • 

Ruch układu materialnego opisuje się jednoznacznie za pomocą współrzędnych i czasu 
w przestrzeni zdarzeń zwanej czasoprzestrzenią [7]. 

Do opisu dynamiki obiektu ruchomego niezbędne są cztery układy odniesienia, 
[5, 9, 26]: 

— układ Oxyz sztywno związany z poruszającym się obiektem, 
— układ prędkościowy Oxayaza związany z kierunkiem przepływu ośrodka, 
— nieruchomy układ grawitacyjny Ox^y^z^ związany z Ziemią, 
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— viklad grawitacyjny Oxgygzg związany z poruszającym się obiektem, równoległy 
do układu nieruchomego Oxly1z1. 

Chwilowe położenie obiektu jako ciała sztywnego opisano przez położenie środka 
masy obiektu 

(1) rt = X l • i+yj+zjc 

mierzonego względem nieruchomego układu współrzędnych Ox1ylzl związanego z Ziemią 
oraz kątów obrotu obiektu W, О, Ф. Kąty obrotu wyznaczają jednoznacznie położenie 
układu współrzędnych ściśle związanego z obiektem Oxyz względem grawitacyjnego 
układu Oxgygzg równoległego do nieruchomego układu Ox1y1z1. Przyjęte kąty obrotu 
są kątami quasi-eulerowskimi zwanymi również samolotowymi, [4, 5, 9]: Ф — kąt przechy
lenia, в — kąt pochylenia, W —• kąt odchylenia. 

Ruch obiektu opisany został w centralnym układzie Oxyz, sztywno związanym z ciałem 
o osiach skierowanych, jak na rys. 1. 

Składowe wektorów chwilowych prędkości: liniowej Vc i kątowej Q w przyjętym 
układzie współrzędnych przedstawione na rys. 1 wyrażają się zależnościami (2) i (4). 

Wektor prędkości liniowej Vc: 

(2) Vc = V-1+V-J+W-k, 

gdzie U — prędkość podłużna, V—prędkość boczna, W—prędkość poprzeczna. 
Związki kinematyczne między prędkościami liniowymi xt, , ż t mierzonymi w ukła

dzie nieruchomym Oxx yt zx a składowymi prędkości U, V, W, rys. 1, mają postać, 
[5, 9, 10, 29] 
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~Xi~ 'U' 

(3) Ух = Av V 

Л . w 

cos0sin6coslF+ 
+ sin Фет!* 7 , 

cosCPsin0sin!F+ 
- sin Ф cos W, 

cosd>cos6 

\ 
gdzie macierz transformacji Л„ ma postać: 

cosOcos^, s h ^ s i n f l c o s ^ - f 
-соьФптхЧ', 

Л„ = cosflsiny, ътФппОйпФ + 
+ со$ФсоъЧг, 

sinO, sin0cos&\ 

Wektor chwilowej prędkości kątowej Q 

(4) Q = Pl+Qj+Rk 
gdzie P — kątowa prędkość przechylania, Q — kątowa prędkość pochylania, R — ką
towa prędkość odchylania. 

Prędkości kątowe P,Q,R z rys. 1 są liniowymi związkami prędkości uogólnionych 
Ф, 6, W o współczynnikach zależnych od współrzędnych uogólnionych Ф, в, W i wyra
żają się następującą zależnością: [5, 9, 10] 

(5) 

gdzie macierz transformacji Л я ma postać: 

T l 0 -&тФ 
Aa = 0 со&Ф sin0cos0 

0 — s in$ cos0cos0 

Wektory sił zewnętrznych i momentów sił zewnętrznych działających na obiekt, rys. 2, 
mają postać: 

% 

"p' Ф 

Q = A f l в 
R 

V 

Rys. 2. Siły i momenty działające na pojemnik 
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— wektor sił zewnętrznych F: 

(6) F = Xl+YJ+Zk, 

gdzie X—siła podłużna, Y—siła boczna, Z — siła poprzeczna, 

— wektor momentu głównego rrt 

(7) tn = Li+Mf+Nk, 

gdzie L — moment przechylający, M — moment pochylający, N—moment odchylający. 

3. Dynamiczne równania ruchów symetrycznych obiektu 

Spośród szeregu obiektów, poruszających się na pograniczu dwóch ośrodków lub 
wewnątrz ośrodka, określonych mianem obiektów ruchomych [9], w niniejszej pracy 
analizowano dynamikę nieodkształcalnych obiektów swobodnych. 

Nieodkształcalnym obiektem nazwano ciało, w którym dwa dowolne jego punkty nie 
zmieniają odległości od siebie. Badając ruch rzeczywistego obiektu wprowadza się na
stępujące założenia: 

— układ współrzędnych Oxyz związany jest z poruszającym się obiektem i jego po
czątek pokrywa się ze środkiem masy ciała, 

— na poruszający się obiekt działają siły ciężkości, aerodynamiczne i napędu ra
kietowego. 

Równania ruchu obiektu wyprowadzono w oparciu o podstawowe równania dyna
miki, [7]: 

<Q\ dnc - dKc -— 
( 8 ) T = j F ' -dT = m -

Dla obiektu o stałej masie m = const otrzymano: 

(9) m ( - ~ c 4 f l x f c ) = F , 

_ 
(10) ^-+QxKc = m. 

ot 

Stosując przekształcenia [7, 9, 10] oraz rzutując wektorowe równania ruchu (9) i (10) 
na osie układu współrzędnych otrzymano dynamiczne równania ruchów: postępowego 
i obrotowego w postaci skalarnej [9, 10]. Do otrzymanego układu równań (9) i (10) do
chodzą: 

— związki kinematyczne uwzględniające przemieszczenia między układami grawi
tacyjnym i związanym z obiektem, (3), 

— zależność między prędkościami kątowymi P,Q, R i prędkościami uogólnionymi 
Ф, 6» Y, (5). ' 
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Układ równań (9) (10) oraz (5) opisuje ruch obiektu w układzie związanym z ciałem 
Oxyz. Dodatkowy układ równań (3) jest układem wiążącym równania obiektu w ukła
dzie Oxyz z nieruchomym układem inercjalnym Ox1ylz1. 

Prawe strony równań (9) i (10) zawierają siły i momenty sił zewnętrznych działające 
na obiekt ruchomy, będące funkcjami zmiennych opisujących ruch i położenie ciała U, V, 

W, P, Q, R, Ф, в, W. Składowe sił zewnętrznych i momentów działających na obiekt 
wyrażają się zależnościami: 

— siły ciężkości 

Xg = — mgsmQ, 

(11) Ya = W£cos0sin<2>, 

Ze = mgcos0cos$, 

— siły aerodynamiczne 

= ^-QSV*CX opór, 

1 
(12) PY = -^-QSVpCy — siła boczna, 

1 

PZ = ~Y QSV\CZ— siła nośna, 

— momenty aerodynamiczne 

Mx = -z- QSLV2
PCL — moment przechylający, 

(13) My = -y- QSLV2
PC„ — moment odchylający, 

1 
Mz = — oSLVlCm — moment pochylający, 

gdzie Q — gęstość powietrza, S — przekrój poprzeczny korpusu obiektu, L — długość 
charakterystyczna, Cx, Cy, Cz, CL, C„, Cm — bezwymiarowe Współczynniki aerodyna
miczne. 

W pracy tej szeroko przeanalizowano ruch obiektu swobodnego w płaszczyźnie Oxx zl. 
Ponieważ przedmiotem badań są symetryczne [5, 6, 9, 23, 24, 29] ruchy obiektu, to zna
czy, że: 

Т/ t\ 
V — U, 

P = R = 0, 
( W л _ m _ л 

L = N = 0. 

Ф = W = 0, 

Biorąc pod uwagę zależności (14), otrzymano z (9) (10) (3) (5) układ równań opisujących 
płaski ruch obiektu swobodnego, który po uwzględnieniu (11) (12) (13) ma postać: 
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<U 1 - Q W-gsmO + — {XtQ+Xw W+X0 + PP- P„) 
dt ' m 

dW 1 
= QU+gcose + —[(Z9 + Z9S)Q+(.Zw+ZWs)W+Z0] 

dQ 1 

(15) 
dt Jy 

dQ 
dt 

dxi 

dzt 

~df 

l(Mq + MiS)Q + MwW+M0] 

Q 
• 

T / C O S E + ^ S I N E 

-UsmO+WcosO, 

gdzie: 

X0 = - ^ -pSK 2 [C x ( a )cosa -C z ( a ) s ina ] 

Z 0 = — Y QSV2[Cz(a)cosa + Cx(a)sina] 

M0 = ±-oSLV2

cCm(x), 

W 
przy czym: a = a r c t g - ^ , V2 = U2+W2. 

Stosując przedstawioną metodę przeprowadzono badania dynamicznych własności 
osiowosymetrycznych obiektów zrzucanych z samolotu. Przeanalizowano trzy modele 
fizyczne pojemników lotniczych: 

— pojemnik klasyczny swobodnie spadający po zrzucie z nosiciela, 
— pojemnik z dołączonym sterem głębokości realizującym aerodynamiczne zakrzy

wienie toru, 

— pojemnik z rakietowym układem hamująco-przyspieszającym. 
Opis matematyczny własności dynamicznych wyżej omówionych modeli fizycznych 

sprowadza się do wspólnego modelu matematycznego opisujący jednoznacznie nieod-
kształcalny obiekt swobodny o więzach holonomicznych [9]. Różnice wynikające z różnic 
konstrukcyjnych modeli uwzględnia się w wektorach stanu poprzez wprowadzenie odpo
wiednich zmiennych zwanych zmiennymi stanu. Występujące w układzie równań (15) 
współczynniki Xt,Xvl,Zq,Zw,Mq,Mw noszą nazwę pochodnych aerodynamicznych 
[4,5,6,29,31,34], a współczynniki Zqs, Zws, Mqs — pochodnych silnikowych [6]. Wy
znacza się je zgodnie z pr?yjętą w lotnictwie zasadą przy badaniu stateczności obiektów 
latających, przy założeniu, że zmiany symetryczne ruchu powodują zmiany symetrycznych 
sił i momentów, a zmiany an ty symetryczne-anty symetrycznych [4,5,6, 9, 10, 12, 29, 31, 32]. 
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Pochodne aerodynamiczne analizowanych modeli mają postać: 
— dla pojemników klasycznych [10, 11]: 

1 W2+U2 S dCx 

U Sb da 
J Ci {x)xdx, 

(i6) 
Za = 

— 

1 W2 + U2 dCx 

1 W2+U2 JS_ dCz 

2~ e U Sb~~8a 

1 W2+U2„dCz 

-~-Q ~, S 

J C1(x)xdx, 

U da ' 

M„ 
j_ w2+u2 s dcm 

2~Q U Sb da 

•*1 

j C1(x)xdx, 

i w2+u2 dcm 

— dla pojemników usterzonych [13]: 

1 W2+U2 

xa = 

Xw — 

u 

Xl 

да 
Xl 

1 W2+U2„dC 
-*-e—-r—^ u 

1 w2+ u2 

da ' 

(17) 
- T E - u 

dCz 

da 

Л1 

да Sb J 

1 W2+U2 „ dCz 

u da ' 

Ma 

1 W2+U2

 o r 
- Y Q — U - - S L 

1 w2+u2

 c r dCm 

dC dC I 

da da S, 
— Г Ci (x)xdx , 
ь •> J 

2 е С/ ca ' 

— dla pojemników z rakietowym układem hamująco-przyspieszającym pochodne 
aerodynamiczne wyrażają się podobnie jak dla pojemników klasycznych, a pochodne 
silnikowe mają postać [6, 14]: 

Ząs = h(m,p-msH\ 

(18) zws = -rj- QVS(CSP—CSB), 

MiS = l2{msll-msp), 
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gdzie Sb — powierzchnia przekroju podłużnego pojemnika, C x (x) — funkcja zmiany 
przekroju poprzecznego pojemnika wzdłuż długości, lH — odległość od SC pojemnika do 

osi obrotu steru, ls — odległość od SC pojemnika do dyszy silnika rakietowego, — 

2P 
wydatek sekundowy gazów prochowych, Д, = Cs — współczynnik ciągu silników 

QVtS 
rakietowych. 

4. Własności kinematyczne i geometryczne ruchu obiektów zrzucanych z samolotu 

Równania (15) opisujące ruch obiektu zrzuconego z samolotu są równaniami różniczko
wymi zwyczajnymi rzędu drugiego, silnie nieliniowymi, o zmiennych współczynnikach. 
Scałkowano je numerycznie wykorzystując metodę Runge-Kutta przy czym analizę nume
ryczną przeprowadzono w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych, [35, 37]. 

Opracowane programy mają na celu zbadanie wpływu: 
—• parametrów lotu nosiciela, 
— parametrów konstrukcyjnych obiektu zrzuconego, takich jak kąt wychylenia 

steru / ? н , wielkość siły hamującej PH, przyspieszającej Pp, na tor lotu ob iek tu / (x , ,Z i ) , 
zmianę kąta natarcia a, kąta pochylenia 0, prędkość upadku Vk i inne parametry cha
rakteryzujące ruch. 

Obliczenia wykonano dla następujących parametrów: 
— prędkości zrzutu V0 = 100, 150, 200, 250 [m/s]; 
— kąt pochylenia w chwili zrzutu 60 = —15, 0, 15[°]; 
— wartości sił PH = Pv = 2000, 4000, 6000 [kG]; 
— kąt wychylenia steru pojemnika / З я = 0,15,30 [°]; 

przy zachowaniu starych wartości pozostałych parametrów, jak np.: charakterystyk geo
metrycznych, masowych, aerodynamicznych. 

Charakterystyczne wyniki obliczeń dla badanych modeli przedstawiono w formie 
wykresów na rys. Зн-18. 

a) Klasyczny pojemnik lotniczy. Z analizy otrzymanych wyników obliczeń [10] wy
pływa wniosek, że profil toru z x = zt (л:,) w istotny sposób zależy od prędkości zrzutu V0, 
rys. 3, i początkowego kąta pochylenia 0o rys. 4. Ze wzrostem prędkości zrzutu V0 do-
nośność pojemnika znacznie rośnie, a tym samym i jego tor staje się bardziej płaski, co 
doprowadzić może przy pewnej wartości kąta upadku 6k do rykoszetu. Podobnie wzrost 
początkowego kąta pochylenia в0 powoduje duże zwiększenie donośności przy czym jego 
wpływ na zmianę kąta upadku 0fc jest nieznaczny; np. przyrost kąta A0o = 30° powoduje 
przyrost kąta Лвк ^ 0 , 1 rad, rys. 4. 

Zmiana kąta pochylenia 0 na torze ma charakter oscylacji gasnących, rys. 5. Wzrost 
prędkości zrzutu V0 powoduje zmniejszenie kąta upadku вк oraz zwiększenie częstości 
i zmniejszenie amplitudy oscylacji, rys. 5. 

Z charakteru zmian kąta natarcia a, rys. 6, i prędkości pionowej W, rys. 7, na torze 
wynika, że ruch pojemnika swobodnie spadającego jest ruchem peripdycznym, tłumionym 
przy czym tłumienie silnie wzrasta z przyrostem prędkości, rys. 6 i rys. 7. 





О 1 2 3 1 5 В t[s] 
Rys. 7. Oscylacje prędkości poprzecznej pojemnika dla prędkości zrzutu V0 = 250 m/s 

»№ 
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Rys. 8. Zmiany prędkości całkowitej pojemnika dla różnych prędkości zrzutu V0 i różnych kątów 

pochylenia 0 

[108] 
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Wektor prędkości całkowitej pojemnika Vc zmienia się jak na rys. 8. W pierwszej 
fazie lotu następuje wyhamowanie prędkości a następnie zaczyna ona wzrastać, przy czym 
możliwą do osiągnięcia prędkością w swobodnym spadku jest prędkość graniczna. 

b) Pojemnik lotniczy sterowany aerodynamicznym sterem głębokości. Z przeprowadzo
nych obliczeń [13] wynika, że profil toru pojemnika sterowanego zt = z1(x1) w istotny 
sposób zależy od prędkości zrzutu ciała. Ze wzrostem tej prędkości donośność pojemnika 
rośnie, a więc tor staje się coraz bardziej płaski, rys. 9. 

Z, [m] 

100 

0 

Уо=150^ 

' +*^Vo=25o£ 60=0" 

A - - ^ ° \ \ . 

500 WOO 1500 X,[m] 

Rys. 9. Wykres profilu toru lotu pojemnika dla różnych prędkości zrzutu V0 i kątów wychylenia steru /?я 

Rys. 10. Wykres zmian kąta pochylenia 0 przy zerowym wychyleniu steru fiH = 0° i różnych prędkościach 
zrzutu K0 

Wpływ kąta wychylenia steru głębokości na profil toru jest mały. Przykładowo, przy 
prędkości V0 = 250 [m/s] wychylenie steru o kąt Лри = 30° powoduje zmniejszenie 
donośności o AXi ^ 100 [m], rys. 9. Z charakteru zmian kąta natarcia a i pochylenia в, 
rys. 10, wynika, że ruch pojemnika na torze jest ruchem periodycznym. Dołączona do
datkowa powierzchnia powoduje uniestatecznienie ruchu. Zwiększenie wychylenia steru 
o kąt AfjH powoduje ustatecznienie ruchu, gdyż przy małych kątach /3 amplituda wahań 

1 » i 
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ma tendencję do wzrostu, natomiast przy większych kątach / ? я utrzymuje się na stałym, 
choć podwyższonym poziomie. Skuteczność zakrzywienia toru nie jest duża np. wychylenia 
steru o kąt Af}H = 30° powoduje zwiększenie kąta pochylenia o /10 = 0,2 rad przy dużych 
wahaniach. Prędkość całkowita usterzonego pojemnika w stosunku do klasycznego znacznie 
spada, z tym, że wzrost kąta wychylenia steru powoduje większy spadek prędkości, rys. 11. 

250, 

200 

6 t[s] 
Rys. 11. Charakter zmian prędkości całkowitej Vc dla różnych prędkości początkowych] pojemnika 

z wychylonym sterem i bez steru 

c) Pojemnik lotniczy z rakietowym układem hamująco-przyspieszającym. Z analizy 
otrzymanych wyników obliczeń numerycznych [14] wynika, że profil toru lotu pojemnika 
Zj = Z j (xi) w istotny sposób zależy od prędkości zrzutu V0 i wielkości sił hamuj ąco-przy-
spieszających, rys. 12 i rys. 13. Dla danej siły rakietowej wzrost prędkości zrzutu powoduje 

Z, [m] 
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H=200D 

\ e >ч 
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Rys. 12. Wykres profilu toru lotu pojemnika dla prędkości zrzutu V0 = 150 m/s i wartości siły hamującej 

H = 2000 kG i przyspieszającej P = 2000 kG 
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zwiększenie donośności pojemnika natomiast przy ustalonej prędkości zrzutu przyłożenie 
większej siły hamująco-przyspieszającej powoduje zmniejszenie donośności, przy czym 
istotnym czynnikiem jest czas włączenia silnika przyspieszającego, rys. 12, 13. Wzrost 
przedziału czasowego między czasem zakończenia pracy silnika hamującego tKH, a czasem 
odpalenia silnika przyspieszającego tpp powoduje większe wystromienie toru, a tym samym 
zmniejszenie donośności (rys. 12, rys. 13). 

Interesujący przebieg ma zmiana wektora prędkości całkowitej Vc pojemnika na 
torze, rys. 14, rys. 15. Dla porównania wyników na jednym wykresie przedstawiono 
krzywe zmiany wektora prędkości dla swobodnego spadku pojemnika oraz dla lotu po-

Z, [m] 

200Y 

150 

100 

50 

a 

W 
V=150 
НЧ000 

4 

IW 
2Ы \ \18 

\ 
0 250 500 750 X,[m] 1000 

Rys. 13. Wykres profilu toru lotu pojemnika dla prędkości zrzutu V0 = 150 m/s i wartości siły hamującej 
H = 4000 kG i przyspieszającej P = 4000 kG 
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Rys. 14. Charakter zmian prędkości całkowitej Vc dla prędkości początkowej pojemnika V0 = 150 m/s 
i wartości siły hamującej H = 2000 kG i przyspieszającej P = 2000 kG 
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jemnika z przyłożonymi określonymi wartościami sił rakietowych PH i Pp, rys. 14 i rys. 15. 
Z analizy uzyskanych przebiegów wynika, że przy danej prędkości zrzutu większa wartość 
siły hamującej powoduje większy spadek prędkości całkowitej i analogicznie większa 
wartość siły przyspieszającej powoduje wzrost prędkości całkowitej, a w tym i prędkości 
końcowej VK. Określona wartość siły hamującej PH lub przyspieszającej Pp powoduje 
podobne efekty hamowania lub przyspieszania przy różnych prędkościach zrzutu. N a 
prędkość końcową pojemnika ma wpływ przerwa czasowa Ata określona wzorem Ata = 
= (pp — IKH,"przy czym im ta przerwa jest większa tym wartość prędkości końcowej wzrasta. 
Wynika to stąd, że prędkość końcowa jest sumą prędkości swobodnego spadku w czasie 
Ata oraz prędkości rozpędzania podczas działania silnika przyspieszającego, rys. 14 i rys. 15. 

Z wykresów przedstawiających zmianę kąta natarcia a na torze, rys. 16 i rys. 17, 
wynika, że kąt natarcia zmienia się periodycznie, przy czym amplituda i okres wahań 
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H-1000 
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Rys. 15. Charakter zmian prędkości całkowitej Vc dla prędkości początkowej pojemnika V0 = 150 m/s 

i wartości siły hamującej Я = 4000 kG i przyspieszającej P = 4000 kG 
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Rys. 16. Charakter zmian kąta natarcia a na torze przy prędkości zrzutu V0 — 150 m/s i wartości siły 
hamującej H = 4000 kG i przyspieszającej P = 4000 kG. Silnik przyspieszający działa bezpośrednio 

po silniku hamującym 
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zależą od wielkości oraz czasu przyłożenia sił rakietowych do pojemnika. Pojemnik w czasie 
ruchu ustatecznia się na torze, rys. rys. 16 - 18. Szybsze włączenie silnika przyspieszającego 
powoduje szybsze ustatecznienie ruchu. 

' Zmiana kąta pochylenia в na torze ma4 charakter oscylacyjny, rys. 18. Zasadniczy 
wpływ na wielkość kąta upadku pojemnika 0K ma czas włączenia silnika przyspieszającego 
w ustalonych parametrach zrzutu i wielkościach sił przyspieszającej i hamującej. Stwier
dzono, że późniejsze włączenie silnika przyspieszającego powoduje duży wzrost (do ~ 1 rad) 
kąta 0 w czasie swobodnego lotu pojemnika a następnie powolne oscylacje z jednoczesnym 
powolnym i ciągłym wzrostem, rys. 18. 

8 Mechanika Teoretyczna 1/77 
\ 
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5. Własności dynamiczne ruchu obiektów zrzucanych z samolotu 

Do badania własności dynamicznych ruchu pojemników lotniczych można zastosować 
uproszczone modele matematyczne obiektu fizycznego. W pracy, analizując ruchy podłużne 
obiektów zrzucanych z samolotu, uproszczono model matematyczny tego zjawiska poprzez 
linearyzację równań ruchu (15) stosując metodę zamrożonych współczynników i małych 
zakłóceń. Przyjęta metoda zakłada, że w ruchu obiektu latającego występują małe odchy
lenia od określonych w danej chwili warunków lotu. Można ją stosować w przypadku, 
gdy lot nie zachodzi przy krytycznych kątach natarcia akr oraz gdy zmiany położenia 
kątowego są małe, [9, 10, 11]. 

Linearyzację przeprowadzono w określonym punkcie toru przy założeniu: 
0 = d1 — kąt toru, 

Q = Qi+q — prędkość kątowa pochylenia, 
U — U1 + u — składowa podłużna prędkości postępowej, 

W = Wj+w — składowa poprzeczna prędkości postępowej, 
0 l 5 Qt, Ul3 Wi •— kąt toru; prędkość: kątowa pochylenia, prędkość podłużna i poprzeczna 
w chwili ti, dla ściśle określonego położenia. Wartości te są obliczane na drodze całko
wania numerycznego układu równań nieliniowych (15). 

Układ równań różniczkowych (15), po zlinearyzowaniu, [9, 11, 12], oraz uporządko
waniu, w zapisie macierzowym, ma następującą postać: 

(19) A x + Bx + Cx + D = 0, 

gdzie: 
A = — macierz kwadratowa współczynników bezwładności, 
В = [bij] — macierz kwadratowa współczynników tłumienia, 
С = [су] — macierz kwadratowa współczynników sztywności, 
D = [dtj] — macierz kolumnowa wyrazów wolnych, 

przy czym 

i == со\[Пи,П™,Щ 

x = col [u, w, &] 

Rozwiązanie zagadnienia sprowadzono do wyznaczenia wektorów własnych Zj i od
powiadających im wartości własnych XJij+1 = ijj + 1±irjjj+1 macierzy stanu R wyraża
jącej się zależnością, [9, 11, 12]: 

Г 0 i I 1 
( 2 0 ) R = [ - A = ^ ; ^ } 

Wyznaczenie wektorów własnych Zj, odpowiadających ściśle określonym wartościom 
własnym Xj, pozwala na identyfikację odpowiednich ruchów rozpatrywanego modelu 
fizycznego badanego obiektu. 

Rozwiązanie ogólne układu równań (19) jest liniową kombinacją wszystkich roz
wiązań szczególnych i dla niepowtarzających się wartości własnych ma postać: 

(21) Z = _ ^ C , Z ; e x p ( A . , 0 , 
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gdzie: 
zy 
Cj 

Tl/2 — 
lh2 

-jest wektorem własnym, odpowiadającym wartości własnej Xj, 
- stałe wyznaczone z warunków początkowych, będących wartościami 
zakłóceń od parametrów ruchu, dla chwili ł = tt, 

- wartości własne macierzy stanu R, 

. . . . 2TU 
-częstość oscylacji o okresie 7} = , 

Vj 
- współczynnik tłumienia, jeżeli wszystkie f < 0, wahania są tłumione, 
tzn. ruch obiektu jest asymptotycznie stateczny w sensie Lapunowa, 

-czas stłumienia amplitudy do połowy, 

przy czym liczba wartości własnych i odpowiadających im wektorów własnych Z,- jest 
równa n — liczbie równań różniczkowych zwyczajnych rzędu pierwszego. 

Stosując opisaną metodę zbadano stateczność podłużną modeli pojemników lotniczych 
przedstawionych w rozdz. 4. 

Postawiony problem rozwiązano przy pomocy maszyny cyfrowej. Program obliczania 
wartości własnych i wektorów własnych macierzy został opracowany oraz obliczenia 
wykonano w Instytucie Technicznym Wojsk Lotniczych [36, 38]. 

Otrzymano cztery wartości własne, które zidentyfikowano analizując odpowiadające 
im wektory własne Zj- : 

^1,2 = £ i , 2 + » h , 2 — odpowiada szybkim oscylacjom pochylającym •&, zawsze silnie 
tłumionym £ 1 > 2 < 0, z równoczesnym przemieszczeniem po
przecznym pojemnika lotniczego w, 

• odpowiada poprzecznym wahaniom periodycznym o częstości 
г\ъл lub przemieszczeniom aperiodycznym a, w; charaktery
zuje ruchy rozbieżne £ 3 > 0, f 4 < 0 lub słabo tłumione wa
hania. 

Charakterystyczne wyniki obliczeń dla analizowanych modeli pojemników lotniczych 
przedstawiono na rys. rys. 194-24. Wykreślono zmiany współczynników tłumienia Sj 
i częstości oscylacji rjj w funkcji czasu spadku pojemnika t. W celu określenia położenia 
pojemnika przedstawiono również tor lotu z Ł = f(x,), obliczony w rozdz. 4. 

a) Klasyczny pojemnik lotniczy. Macierze А, В, С równania (19) dla klasycznego 
pojemnika lotniczego mają postać: 

— macierz współczynników bezwładności 

lub 
= £ з , 4 ± * » ? 3 , 4 -

^3 = £з 

A = 
m 0 0 
0 m 0 
0 0 Л 

— macierz współczynników tłumienia 

В = 
-Xu, mQs -Xw, 

- M „ , - M „ , 

m\V^-Xqi 

-(mUi + Zq), 
-Ma, 

8* 
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— macierz współczynników sztywności 

С = 
О О I , 
о о z 9 

О О О 

Z analizy zmian wartości własnych, rys. 19, w funkcji czasu lotu tzn. w zależności od 
położenia na torze, wynika, że ruch pojemnika klasycznego w początkowej fazie jest 
lotem niestatecznym | 3 > 0. W pierwszej fazie lotu po zrzucie pojemnik wykonuje po
wolne ruchy aperiodyczne nietłumione f 3 > 0 i £ 4 < 0, z równoczesnymi silnie tłumionymi 
oscylacjami f 1 ) 2 < 0 o częstości rji,2. W dalszym locie następuje ustatecznienie ruchu, 

7t.2 lat 
20 -7~ 

15 

10 

H=200m 
e0=o° 
т=тк 

i* Vo 

100 

200 

100 

02 

0,5 

150 200 250 

4 

Rys. 19. Zmiany współczynnika tłumienia f, częstości oscylacji r\, kąta upadku 0k i prędkości 
upadku Vk w funkcji prędkości zrzutu V0 w chwili końcowej T = Tk 
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Rys. 20. Zmiany współczynnika tłumienia f, częstości oscylacji rj i toru lotu Xi = f(zt) w funkcji 
czasu t dla prędkości początkowej zrzutu V0 = 150 m/s 

zarówno szybkie oscylacje o częstości r]1,2 są tłumione f 1 ) 2 < 0, jak i wahania perio
dyczne o niskiej częstości J 7 3 J 4 . są zanikające £ 3 ) 4 < 0. 

Wyniki przedstawione na rys. 20 potwierdzają stateczność lotu pojemnika w końcowej 
fazie spadku: l i , 2 < 0 i | 3 ) 4 < 0. Ze wzrostem prędkości zrzutu V0 wzrastają szybkie 
oscylacje wywołane „usztywnieniem" aerodynamicznym (^ i , 2 rośnie), przy równoczesnym 
silnym wzroście tłumienia (ujemna wartość f 1 ) 2 maleje). Zmiany tłumionych wahań 
fugoidalnych są bardzo małe. 

b) Sterowany pojemnik lotniczy z wychylanym sterem głębokości. Macierze А, В, С 
równania (19) sterowanego pojemnika lotniczego wyrażają się podobnie jak w przypadku 
pojemnika klasycznego, natomiast różna jest postać poszczególnych wyrazów macierzy. 
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Analiza wyników wykazuje, że umieszczenie steru głębokości o przyjętych kształtach 
i wielkości powoduje słabe uniestatecznienie lotu pojemnika: £, , 2 > 0 i w pewnych fazach 
lotu: £ 3 > 0, rys. 21. 

Wychylenie steru o kąt ySH w niewielkim stopniu pogłębia niestateczność lotu, rys. 22. 
Tak przyjęte stery wykazują jednocześnie małą skuteczność, co jest spowodowane silnymi 
własnościami stabilizującymi brzechw i pierścieni kierujących pojemnika klasycznego. 

c) Pojemnik lotniczy z rakietowymi silnikami hamująco-przyspieszającymi. Macierze 
А, В, С równania (19) dla pojemnika lotniczego z rakietowym układem hamująco-przy-
spieszającym są następujące: 

— macierz współczynników bezwładności 

~m 0 0 
Л = 0 m 0 

0 0 Л 

'* t[s] 

150 

100 

50 

500 750 1000 

• 

1 

P=H =4000[кб]. 
= 1s 

• I 
TA 

=4000[кб]. 
= 1s 

• 
(О 

• 

Rys. 23. Zmiany współczynników tłumienia fj i współczynników częstości oscylacji i]j w funkcji czasu 
spadania pojemnika dla prędkości zrzutu V0 = 150 m/s i wartości sił hamującej H i przyspieszającej P 
równych H = P = 4000 kG. Silnik przyspieszający włączony bezpośrednio po wyłączeniu silnika hamu

jącego 
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macierz współczynników tłumienia 

-X„, mQ1-Xv,, mW^-Xą, 
B = —mQ1-Zu, - Z w - Z w s , mUi-Z^Zgs, 

-M„, -My,, 

macierz współczynników sztywności 

-Mq-Mgs, j 

0 0 mgcosdi 
0 0 rngsmdi 
0 0 0 

Analiza uzyskanych wyników pozwala wyciągnąć następujący wniosek. Mianowicie, 
włączenie lub wyłączenie silnika rakietowego powoduje uniestatecznienie ruchu, przy czym 
rodzaj niestateczności jest zależny od momentu włączenia silnika przyspieszającego: 

x,[m] 

Rys. 24. Zmiany współczynników tłumienia Sj i współczynników częstości oscylacji tjj w funkcji czasu 
spadania pojemnika dla prędkości zrzutu Vi = 150 m/s i wartości sił hamującej H i przyspieszającej P 
równych H— P = 4000 kG. Lot pojemnika przy działających silnikach hamującym i przyspieszającym 

włączonym po czasie At = 4 s od chwili zakończenia pracy silnika hamującego 
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a) Przypadek włączenia silnika przyspieszającego natychmiast po zakończeniu pracy 
silnika hamującego, rys. 23. Z analizy otrzymanych wartości własnych wynika, że ruch 
pojemnika w czasie pracy obu silników jest ruchem statecznym: | 1 ) 2 < 0 i f 3 , 4 < 0, 
przy czym włączenie silnika przyspieszającego powoduje zmniejszenie stateczności. Na
stępna faza ruchu badanego obiektu jest niestateczna. Pojemnik wykonuje powolne ruchy 
aperiodyczne nietłumione: f 3 > 0 i f 4 < 0, z równocześnie nietłumionymi oscylacjami 
l i , 2 > 0 o częstości r]1>2. W końcowej fazie lotu następuje ustatecznienie ruchu. Zarówno 
szybkie oscylacje rj1,2 są tłumione: | t , 2 < 0, jak również periodyczne wahania fugoidalne 
zanikają. 

b) Przypadek włączenia silnika przyspieszającego w określonym czasie po zakończeniu 
pracy silnika hamującego, rys. 24. Analizując otrzymane wartości własne stwierdzono 
niestateczność dynamiczną w fazie lotu po zakończeniu pracy silnika hamującego: l i , 2 > 0. 
Pojemnik wykonuje nietłumione oscylacje: £x,2 > 0 o częstości ??,,2 z jednoczesnymi 
powolnymi periodycznymi ruchami fugoidalnymi rj3,4 silnie tłumionymi J 3 ) 4 < 0. Włą
czenie silnika przyspieszającego powoduje pogłębienie niestateczności f 1 ) 2 > 0 i osiąga 
większą wartość. W końcowej fazie lotu następuje ustatecznienie ruchu. Szybkie oscy
lacje ł 7 l J 2 są mocniej tłumione | 1 > 2 < 0, jak również periodyczne wahania fugoidalne są 
whaniami tłumionymi £ 3 , 4 < 0. 

\ 

/ 

6. Wnioski 

Przedstawione metody badania własności dynamicznych pojemników lotniczych dają 
ciągłą informację o ruchu obiektu na torze, w przeciwieństwie do analizy ruchu metodami 
balistyki zewnętrznej, w wyniku której uzyskuje się informacje wyłącznie o ruchu śrądka 
masy. W wyniku przeprowadzonej analizy dynamicznej ruchu obiektu smukłego wiadome 
jest, że ciało zrzucone z małej wysokości z pokładu nosiciela uzyskuje tak mały kąt upadku 
6K, że istnieje duża możliwość odbicia się go od podłoża. W związku z tym nasuwa się 
konieczność zastosowania urządzeń, które spowodowałyby zwiększenie kąta upadku 
przez wystromienie toru. Przeanalizowano zastosowanie steru głębokości, którego zadaniem 
było zakrzywienie toru lotu obiektu bez uprzedniego wytracania jego energii kinetycznej 
oraz układu hamująco-przyspieszającego opartego na wykorzystaniu silników rakieto
wych. Stwierdzono, że skuteczność zastosowanego steru do zakrzywienia toru lotu obiektu 
jest mała ze względu na to, że dołączona dodatkowa powierzchnia okazała się elementem 
destabilizującym ruch obiektu. Natomiast rakietowy układ hamująco-przyspieszający 
okazał się skuteczny i w pełni realizuje postawione wymagania. Oczywistym jest fakt, 
że praktyczna realizacja takiego układu nastręczy określone trudności. Ponieważ silniki 
rakietowe charakteryzują się prawie stałym ciągiem, układ hamująco-przyspieszający 
wykorzystujący je jest mało «elastyczny» w sensie wykorzystania, tzn. warunki zrzutu 
muszą być ściśle określone. 

Wyżej omówione układy nie wyczerpują wszystkich możliwości sterowania swobodnym 
lotem obiektu. Po wszechstronnej analizie wszystkich wariantów przedstawionymi meto
dami można wybrać optymalny układ sterujący uwzględniając jako kryteria optymali
zacji: możliwości techniczne i ekonomiczne realizacji, stopień spełnienia postawionych 
wymagań i inne warunki mające wpływ na parametry urządzenia. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ИСПЫТАНИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
ПОЛЕТА ОБЪЕКТОВ СБРАСЫВАЕМЫХ С САМОЛЕТА 

В работе рассматриваются динамические свойства следующих объектов; свободно падающего 
объекта с хвостовым оперением, объекта с отклоненным рулем высоты и объекта с ракетным дви
гателем торможения — ускорения. Объект считается жестким телом с тремя степенями свободы. 
Получена система нелинейных уравнений второго порядка. Уравнения интегрированы численным 
методом с учетом принятых начальных условий. 

После линеаризации методом малых возмущений, испытания устойчивости приведены к ре
шению собственных векторов и соответствующих им собственных значений. 

Аэродинамические характеристики получены экспериментально путем испытания моделей 
в аэродинамических трубах. 

S u m m a r y 

THEORETICAL RESEARCH OF DYNAMICAL FLIGHT CHARACTERISTICS OF BODIES 
DISPOSED FROM A N AIRCRAFT 

The paper deals with the dynamics of a freely falling slender body, equiped with control surfaces, 
body with deflected height control surfaces, and body with the rocket type braking-accelerating unit. The 
object is concerned as a rigid body with three degrees of freedom. The obtained system of strongly non
linear, ordinary, second order differential equations is solved numerically under prescribed initial condi
tions. Using the method of freezed coefficients and the perturbation method the stability analysis was 
reduced to finding the eigenvalues and eigenvectors. Aerodynamical characteristics were obtained as a re
sult of model testing in a wind tunnel. 

POLITECHNIRA WARSZAWSKA 

Praca złożona została w Redakcji dnia 21 kwietnia 1976 r. 
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OPTYMALNE KSZTAŁTOWANIE PRĘTA METODĄ PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO 

JAN B Ł A C H U T (KRAKÓW) 

1. Wstęp 

Metodę programowania dynamicznego wykorzystuje się w mechanice nie tylko do 
rozwiązywania jedno i dwuwymiarowych elementów konstrukcyjnych, lecz również do 
ich optymalnego kształtowania. 

W pracy [1] rozwiązano nieliniowe zadanie statyki pręta. Wychodząc z minimum 
energii potencjalnej wyznaczono linię ugięcia pręta sprężystego, jednostronnie sztywnie 
utwierdzonego, dowolnie obciążonego momentem i siłą skupioną oraz obciążeniem ciągłym, 
przy ograniczeniach geometrycznych. Stosując programowanie dynamiczne POCZTMAN 
podał [2] optymalny kształt belki wspornikowej o przekroju prostokątnym, stałej szero
kości, ze względu na minimum objętości, przy ograniczeniach nałożonych na geometrię 
belki z materiału pełzającego. 

Znane są rozwiązania zadań wariacyjnych o pochodnych cząstkowych, które spro
wadzają się do liniowych równań różniczkowych typu parabolicznego lub eliptycznego, 
określonych na obszarach regularnych i nieregularnych [4, 5]. Próba użycia metody pro
gramowania dynamicznego do optymalnego kształtowania elementów konstrukcji pro
wadzi do nieliniowego równania Hamiltona-Jacobiego lub posługując się koncepcją 
dyskretnej aproksymacji procesu ciągłego otrzymuje się równanie funkcyjne rozwiązywane 
numerycznie w sposób odmienny od bezpośrednich obliczeń maszynowych. Pomimo 
wielu trudności [6] metoda ta posiada dużo zalet, które wynikają z procesu «poszuki-
wania» rozwiązania optymalnego, a nie otrzymywania go za pomocą rachunku. Umożliwia 
to pokonanie wielu trudności związanych ze stosowaniem zwykłego podejścia rachunku 
wariacyjnego. 

W pracy [3] przedstawiono rozwiązanie dwugranicznego zadania wariacyjnego dla 
pręta sprężystego, jednorodnego z uwzględnieniem ograniczeń geometrycznych, jako 
zadanie sterowania optymalnego. Poszukując minimum energii potencjalnej zdeformo
wanego pręta o stałym przekroju metodą równania funkcyjnego Bellmana, otrzymano 
linię ugięcia pręta dla kilku obciążeń zewnętrznych siłą skupioną. 

2. Sformułowanie problemu 

Celem tej pracy jest próba optymalnego kształtowania pręta przy dużych przemieszcze
niach, z tym, że przedstawione zostaną głównie szczegóły obliczeń maszynowych zasto
sowanej metody. Rozważać będziemy ścisłe równanie linii ugięcia, a jako kryterium opty-
malności przyjmiemy minimum objętości. 
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Niech będzie dany jednorodny, sprężysty pręt, jednostronnie sztywno utwierdzony, 
obciążony momentem M oraz siłą skupioną P w punkcie x = x0. Rozwiązań poszukiwać 
będziemy dla M ф 0 i P ф 0. Moment M i siła P mogą przemieszczać się tylko wzdłuż 
prostej x = x0, zaś pręt bez tarcia może przesuwać się przez prawe zamocowanie. 

Taki charakter obciążenia sprawia, że długość / pręta jest pierwotnie nieustalona 
i każdorazowo wyznacza ją wielkość obciążenia. Dodatkowo zażądajmy, aby w stanie 
równowagi prawy koniec pręta pozostał poziomy (rys. 1). Przy takim sposobie obcią-

Rys. 1. Sposób obciążenia pręta 

żenią siłą P i momentem M należy znaleźć przekrój, który zapewni minimum objętości 
przy spełnieniu równania równowagi i warunków brzegowych. Zadanie to sformułujemy 
poniżej w kategoriach teorii optymalnego sterowania [8]. Zaś do jego rozwiązania użyta 
zostanie wersja dyskretna programowania dynamicznego. 

a) Równanie stanu. Równanie stanu będzie równaniem równowagi pręta, które w ukła
dzie współrzędnych (s, cp) można zapisać 

(1) 

(2) 

<P 
M(s) 

a ' ds ' 

b) Warunki brzegowe. Na sztywno zamocowanym końcu będzie 

c) Ograniczenia. Zbiór ograniczeń Ud będzie zawierał ograniczenia nałożone na: 
— kąt, tj. a < \<p\ < Ф, a > 0, Ф < тс/2, przy czym w całym przedziale całkowania 

0 < s < 1 przyjęto a — 0, 1 oraz Ф = 1,54, 
— geometrię pręta, tj. siła P oraz moment M m o g ą przesuwać się po prostej x — x0; 

prawy koniec pręta pozostaje poziomy 

(3) ^ n = T ; • 

— sposób wykonania (pręt może swobodnie, bez tarcia przesuwać się pod siłą P). 
d) Funkcja celu. Niech przekrój poprzeczny pręta będzie prostokątny o stałej wyso

kości. Objętość jest wtedy proporcjonalna do sztywności a(^). Poszukiwać będziemy 

takiej sztywności a(y), aby zapewnić minimum objętości c 0 / <x(s)ds to jest 



OPTYMALNE KSZTAŁTOWANIE PRĘTA 127 

Sposób rozwiązania. Z uwagi na kształt równania stanu wygodniej jest wyeliminować 
a(s) z (1) i wstawić do (4). Otrzymamy równoważny problem, w którym rolę zmiennej 
sterowania spełniać będzie kąt (p. Zbiór dopuszczalnych wartości sterowań Ud wyznaczą 
ograniczenia i warunek brzegowy, to jest c) oraz b). Proces poszukiwania optymalnego 
sterowania prowadzić będziemy ze stałym krokiem długości A. Ponieważ nie znamy 
długości / odkształconego pręta, a zatem nie wiemy z ilu etapów będzie składał się nasz 
proces, konieczne jest przyjęcie z góry pewnej liczby etapów. Niech kk oznacza tę liczbę. 
Wtedy wstawiając (1) do (4) otrzymujemy 

С M j, 

(5) V = c0 J — - ds. 

Zastępując całkowanie w (5) sumą kk składników mamy 
kk 4>k 

Dalej podzielmy cały zbiór sterowań dopuszczalnych Ud na /'/części, niekoniecznie równych. 
Równanie Bellmana przyjmie w naszym przypadku postać 

gdzie f0 = 0, к = 1, 2, ..., kk, P, M — stała siła i moment przyłożony na końcu, к — nu
mer etapu. 

Rozważmy kilka aspektów związanych najpierw z tablicowaniem funkcj i / (с), a potem 
z określeniem optymalnego ksztahu a(s) i lmii ugięcia у = y(x). 

1=12, ii Rys. 2. Wyznaczanie współrzędnych wektora sta
nu xi na etapie pierwszym (к — 1) 

Etap pierwszy (k = 1) 9^ (»') — /-ta wartość sterowania ze zbioru Ud, <pt (/+1) — /+ 1-sza 
wartość sterowania ze zbioru Uit xt (<pt (/) = Asin(o3j (/))—/-ta współrzędna wektora 
stanu w układzie współrzędnych (x, y) na etapie pierwszym, Xx (<py (/+1)) = AsinCojj (/ + 
+ 1)) — /+pierwsza składowa wektora stanu w układzie współrzędnych (x,y) na etapie 
pierwszym. 

Z równania (7) otrzymujemy dla к = 1 następującą postać fi(c): 
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W wyniku zrealizowania pierwszego kroku otrzymujemy ii wartości fi(q>i) oraz tyle 
samo wartości x ^ i ) . Wartości XiOpi) oraz /i(<Pi) wpisujemy do tablicy dwuwymiaro
wej x[l, i] o r a z / [ l , i], gdyż będą potrzebne do określenia ścieżki optymalnej przy ruchu 
powrotnym. 

Dowolny etap k. Na etapie к tablicujemy ii wartości fk(c) oraz ii wartości wektora 
stanu xk{c). Niech OAx, OA2, OAa będą krzywymi odpowiadającymi optymalnym 
przejściom z punktów Alt A2, Au do początku układu współrzędnych O. Krzywe te 

Rys. 3. Wyznaczanie współrzędnych wektora sta
nu xk(i) na dowolnym etapie к (sterowanie 

9>*(0) 

otrzymaliśmy w wyniku zrealizowania k—l kroków do tyłu startując z punktu O. Nadajmy 
sterowaniu (pk ze zbioru sterowań dopuszczalnych pierwszą wartość <pk(i). Wykorzy
stując (7) porównujemy fk(c) dla krzywej OAlA[ z wartością fk(c) dla krzywej OA2A'2. 
Mniejszą z nich zapamiętuje się. Dalej kolejno porównuje się wartości fk dla krzywych 
OA3A'3, O A u Au. Najmniejsza wartość funkcji celu wybiera odpowiednią krzywą. 
Niech będzie to пр. ОАъА'3. Wtedy współrzędna wektora stanu na etapie к jest współ
rzędną punktu A3. Powiemy wtedy, że sterowanie q>k(i) realizuje na krzywej OA3A3 

minimum funkcji celu ze względu na к etapów. W pamięci stałej lub operacyjnej maszyny 
zapisujemy wartość sterowania q>k(i), współrzędną x3 oraz wartość funkcji celu. 

Rys. 4. Wyznaczanie współrzędnych wektora sta
nu xk(i+1) na dowolnym etapie к (sterowanie 

**(*+!)) 

Po nadaniu sterowaniu nowej wartości fk(i+l) e Ud ustalamy, na której krzywej za
pewnia ono minimum (7). Niech będzie to OA^A'^. Wtedy kolejne współrzędne na eta
pie к wynoszą: dla wektora stanu będzie to odcinek Oxk(i+1), dla sterowania <pk(i+l), 
dla fk wartość zrealizowana dla krzywej ОА^А'^. Etap к kończy się, gdy wyczerpiemy 
wszystkie wartości dopuszczalne q>keUd. 

Sposób obliczania (7) na etapie к +1 jest identyczny z tym, że zamiast OA t mamy 
teraz OA3A3, zamiast OA2 będzie ОАц.А'А itd. 
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Etap ostatni. Nie znając liczby etapów na początku należy sprawdzać czy wartość 
każdej współrzędnej stanu etapu к nie przekracza x0. Jeśli x[k, i] oznacza stan i na eta
pie k, to proces rozwiązywania (7) kończy się z chwilą, gdy 

(9) \x[k,i]-x0\< e, 

gdzie £ jest pewną stałą. 
Zgodnie z nałożonym ograniczeniem koniec pręta powinien być poziomy. 

Ograniczenie to spełnimy jeśli równocześnie będzie 

(10) \x[k,i] — x0\ < eAQ}k(i) = тс/2. 

N a rys. 5 żądanie to spełnia stan odpowiadający OAYA'Y. Z chwilą osiągnięcia pro
stej x = x0 należy odtworzyć ścieżkę optymalną odpowiadającą na rys. 5 krzywej OAiA[. 

Rys. 5. Zakończenie procesu tablicowania funkcji 
celu przy ruchu «wstecz» 
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Rys. 6. Optymalny kształt pręta: 1 -P = 0,5, M = 0,35; Z-P = 1,0, M = 0,70; 3-P = 2,0, M = 1,40. 
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Wykorzystując zapisane wartości funkcji celu, współrzędnych wektora stanu oraz stero
wania optymalnego na poszczególnych etapach, przy ruchu do «przodu» znajdujemy 
posługując się (5) i (7) przekrój pręta a(s) oraz linię ugięcia OAxA\. 

Rozwiązanie przeprowadzono dla x0 = 1 m, przy obciążeniu siłą P równą 0,5; 1,0; 
2,0 k G i momentem skupionym M = 0,35; 0,70; 1,40 k G m . Otrzymany przekrój opty
malny przedstawiony jest na rys. 6. Cały przedział sterowań dopuszczalnych został po
dzielony na 40 części. Stała wartość kroku A = 0 , l x o . Wartość e w (10) przyjęto 0,01. 
Obliczenia przeprowadzono na E M C Odra 1204. 
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Р е з ю м е 

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТЕРЖНЯ МЕТОДОМ 
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

В работе представлено решение задачи о минимизации объема стержня при больших пере
мещениях. Задача сформулирована в терминах теории управления и решена методом динамического 
программирования в дискретной постановке. В качестве иллюстрации приведены некоторые де
тали численных расчетов. 

S u m m a r y 

OPTIMUM DESIGN OF A FLEXIBLE BAR BY MEANS, OF DYNAMIC PROGRAMMING 

In this paper, the minimum-volume design of a flexible bar with large deflections is shown. The mini
mum-volume problem is formulated as an example of the control theory and solved by using the ideas 
of dynamic programming in its discrete version. To illustrate the method of solution, details of numerical 
calculations are presented. 

INSTYTUT FIZYKI 
POLITECHNIKA KRAKOWSKA 

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 czerwca 1976 r. 
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SPRAWOZDANIE 

Z DZIAŁALNOŚCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ 
i STOSOWANEJ ZA II i III KWARTAŁY 1976 R. 

1. Zebrania naukowe 

W okresie sprawozdawczym odbyło się 21 zebrań naukowych, na których wygłoszono 25 referatów 
o następującej tematyce: 

Liczba 
Lp. Data Prelegent T e m a t uczest

ników 
dysku
tantów 

Oddział w Bydgoszczy 

1. 21.05.76 J. Przybył Urządzenie treningowe do nau
czania mechaniki technicznej 

15 5 

2. 21.05.76 J. Szala Pregramowane badania zmęcze 15 3 

07.06.76 
niowe elementów maszyn 

3. 07.06.76 K. Wernerowski Analiza doświadczalna przyspie
szeń mechanizmu krzywkowego 

16 4 

4. 07.06.76 J. Gąsiorowski Bezdotykowa analiza doświad
czalna przemieszczeń mechanizmu 
krzywkowego 

16 4 

5. 05.07.76 K. Wernerowski Analiza mechanizmu krzywko
wego 

11 2 

6. 05.07.76 J. Gąsiorowski Bezdotykowa metoda pomiaru 
prędkości i przyspieszeń mecha
nizmu krzywkowego 

11 3 

Oddział w Częstochowie 

7. 12 05.76 L. Tomski Stateczność układów mechanicz
nych z wewnętrznymi więzami 
sprężystymi. 

14 5 

8. 21.05.76 B. Ziółkiewicz Badanie chropowatości powierz
chni cięcia jako czynnika zależ
nego od zmian struktury stali 45 

29 3 

9. 02.06.76 H. Żorski O podstawowych pojęciach teorii 
dyslokacji 

34 3 

10. 20.09.76 T. Burakowski Zasady działania i zastosowanie 
termowizji (wraz z pokazem) 46 5 
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• Liczba 
Lp. Data Prelegent T e m a t uczest

ników 
dysku
tantów 

Oddział w Gdańsku 
11. 22.05.76 J. Stankiewicz Zastosowanie kalkulatorów elek

tronicznych do obliczeń powłok 
obrotowych o zmiennej grubości 

25 5 

12. 29.09.76 G. Orlik Własności statystyczne deformacji 
kształtu stalowych zbiorników cy
lindrycznych 

17 4 

Oddział w Gliwicach 
13. 04.06.76 J. Szargut 

Oddział w Łodzi 

Metody numeryczne w oblicze
niach przepływu ciepła 

19 3 

14. 10.06.76 J. R. Baumgarten Identification of dynamics systems 21 4 
Oddział w Opolu 

15. 05.05.76 St. Dmitruk Problemy technicznej dopuszczal
ności modeli w mechanice 

32 6 

16. 07.04.76 O. Mateja Podstawy systemu programów 
metody elementów skończonych 

19 4 

Oddział w Poznaniu 
17. 24.09.76 Y. Pironneau 

Oddział w 
Dynamika rotorów 

Rzeszowie 
12 5 

18. Z. Bychawski Relacje z udziału w sympozjach 
zagranicznych 

7 7 

Oddział w Szczecinie 
19. 01.04.76 H. Lupa i A. Stęp

niewski 
Modelowanie warunków brzego
wych w dynamice wód grunto
wych 

33 10 

20. 01.04.76 H. Lupa i A. Stęp
niewski 

Twierdzenie o trzech siłach skoś
nych 

21. 29.04.76 J. Baran Zastosowanie dynamiki ruchu 
przestrzennego ciała sztywnego 

17 4 

z więzami do teorii identyfikacji 1 
-

< obiektu modelowanego ciałem -

sztywnym 
22. 28.05.76 Z. Cywiński 

(z Gdańska) 
Nośność graniczna stalowych be
lek hybrydowych 

Oddział w Warszawie 
23. 07.06.76 E. Radwański Perspektywy zastosowania energii 

jądrowej w przemyśle 
14 8 

\ , 
24. 21.09.76 P. Grassman 

(z Ziirichu) 
Granice obciążalności atmosfery 
(Grenzen der Balastbarkeit der 
Atmosphare) l 

30 4 " 

Oddział w Zielonej Górze 
25. 01.04.76 J. Stefaniak Przekształcenia całkowe w mecha

nice ciała stałego 
15 6 
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2. Sympozja 

O d d z i a ł w P o z n a n i u zorganizował w dniach 28 i 29 maja 1976 r. sympozjum nt. «Drgania 
w układach fizycznych». Sympozjum odbyło się w Błażejewku pod Poznaniem. W obradach uczestni
czyło 106 osób. Liczba głosów dyskusji wyniosła 193. Wygłoszony został jeden referat plenarny prof. 
В. SKALMIERSKIEGO pt. «Zagadnienie przekroczeń granic obszarów przez sygnały wyjściowe dynamicznych 
wielowymiarowych układów liniowych i nieliniowych)). Prócz tego wygłoszono 58 referatów w trzech 
sekcjach: modelowanie obiektów dynamicznych — modele' ciągłe, modelowanie obiektów dynamicznych — 
modele dyskretne, drgania maszyn i urządzeń. 

O d d z i a ł w W a r s z a w i e zorganizował w dniach 28—29 września 1976 r. VII Sympozjum 
Doświadczalnych Badań w Mechanice Ciała Stałego. Sprawozdanie z tego Sympozjum zamieszczone 
jest oddzielnie w niniejszym numerze MTiS. 

3. Seminaria 

O d d z i a ł w O p o l u zorganizował seminarium na temat «Podstawy mechaniki ośrodka ciągłego)) 
prowadzone przez doc. dr. J . KUBIKA. Wykłady odbywały się w ciągu kwietnia i maja 1976 r. W semi
narium wzięło udział 17 osób, a w dyskusjach 5. 

O d d z i a ł we W r o c ł a w i u zorganizował w dniu 29 maja 76 r. seminarium na temat «Nowe 
propozycje w dziedzinie hydrogeologicznego i geotechnicznego prognozowania odwadniania górotworu)). 
Podczas seminarium wygłoszone zostały następujące referaty: mgr inż. L. JAROCKI — «Niedostatki do
tychczasowych rozwiązań filtracji dla prognoz odwadniania górotworu)); doc. dr hab. A. KRZYWICKI— 
«Zagadnienie filtracji w odkształcalnym górotworze)); doc. dr hab. J. WOJCIECHOWSKI—«Prognozowanie 
osiadań na skutek odwadniania)). 

W seminarium wzięły udział 33 osoby, a w dyskusji — 7. 

4. Kursy 

O d d z i a ł w C z ę s t o c h o w i e przeprowadził kurs na temat «Holografia i jej zastosowanie 
w technice)). Wygłoszono 16 wykładów. Kurs zorganizowany był wspólnie z Radą Zakładową ZNP przy 
Politechnice Częstochowskiej oraz z Instytutem Maszyn Cieplnych Politechniki Częstochowskiej. W kursie 
wzięło udział 15 osób. 

O d d z i a ł w P o z n a n i u przeprowadził kurs na temat «Termodynamiki ośrodków ciągłych)). 
Trwał on w okresie od 5 kwietnia do 14 czerwca 1976 r. W kursie wzięło udział 30 osób. 

5. Akcja wydawnicza 

W okresie sprawozdawczym ukazały się: zeszyt 2 o objętości 10,5 arkusza wydawniczego i'zeszyt 3 
o objętości 7,75 arkusza wydawniczego tomu 14 MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ. 

O d d z i a ł w P o z n a n i u wydał w bardzo starannej formie materiały konferencyjne na organi
zowane Sympozjum nt. «Drgania w układach fizycznych)). 

O d d z i a ł w G l i w i c a c h wydał drukiem tom pt. «Mechanika teoretyczna i stosowana w Poli
technice Śląskiej. Przegląd problematyki badawczej)). Gliwice 1976, s. 73. 

O d d z i a ł w G l i w i c a c h przygotował do druku na makietach i oddał do Drukarni Politechniki 
Śląskiej zbiór referatów ogólnopolskiego konkursu na prace doświadczalne z mechaniki. 

O d d z i a ł w W a r s z a w i e wydał w b. starannej formie zbiór referatów wygłoszonych podczas 
VII Sympozjum Doświadczalnych Badań w Mechanice Ciała Stałego, o objętości 519 stron, oraz program 
z informatorem o objętości 12 stron. 
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6. Sprawy organizacyjne 

Liczbę członków w poszczególnych Oddziałach ilustruje następująca tabela: 

Lp. O d d z i a ł Stan na koniec 
1 kw. 76 r. 

Stan na koniec 
III kw. 76 r. 

Przybyło lub 
ubyło w okresie 
sprawozdawczym 

1 Bydgoszcz 24 27 +3 
2 • Częstochowa 41 43 +2 
3 Gdańsk 54 59 + 5 
4 Gliwice 135 141 + 6 
5 Kraków 75 77 +2 
6 Łódź 52 52 
7 Opole 18 у 18 -

8 Poznań 57 57 — 
9 Rzeszów 25 31 + 6 

10 Szczecin 31 31 — 
11 Warszawa 222 220 - 2 
12 Wrocław 64 63 -1 
13 Zielona Góra 18 19 + 1 

R a z e m 816 838 H-22 

W okresie sprawozdawczym odbyły się 32 zebrania organizacyjne w Oddziałach. 

VII SYMPOZJUM DOŚWIADCZALNYCH BADAŃ W MECHANICE CIAŁA STAŁEGO 

W dniach 28—29.IX. 1976 odbyło się w Warszawie VII Sympozjum Doświadczalnych Badań w Me
chanice Ciała Stałego. Sympozjum było zorganizowane przez Warszawski Oddział Polskiego Towarzystwa 
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, Sekcję Mechaniki Doświadczalnej Komitetu Mechaniki i Fizyki 
Ośrodków Ciągłych Polskiej Akademii Nauk oraz Instytut Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej 
Politechniki Warszawskiej. W skład Komitetu Organizacyjnego Sympozjum wchodziły następujące osoby: 
prof, dr Z. BRZOSKA (przewodniczący), dr inż. L. ADAMIEC (sekretarz), mgr inż. W. MIRSKI (sekretarz), 
doc. dr hab. P. JASTRZĘBSKI, dr inż. J . KAPKOWSKI, prof, dr S. KOCAŃDA, doc. dr hab. J . STUPNICKI, prof, 
dr W. SZCZEPIŃSKI. 

Celem Sympozjum było zaprezentowanie najważniejszych, zarówno z naukowego jak i technicznego 
punktu widzenia, kierunków w badaniach doświadczalnych. W Sympozjum uczestniczyło 150 osób. Wy
głoszono 48 referatów, których pełne teksty zawarte są w materiałach Sympozjum. 

Otwierając Sympozjum, przewodniczący Komitetu Organizacyjnego prof. Z. BRZOSKA powitał w imie
niu Komitetu uczestników obrad. Krótkie przemówienia powitalne wygłosili także: sekretarz Zarządu 
Głównego PTMTS i Dyrektor Instytutu Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej P.W. prof. M. DIE
TRICH oraz przewodniczący Warszawskiego Oddziału PTMTS prof. J . RUTKOWSKI. Odczytano również 
list przewodniczącego Komitetu Mechaniki i Fizyki Ośrodków Ciągłych prof. A. SAWCZUKA skierowany 
do uczestników Sympozjum. Wszyscy mówcy podkreślali znaczenie badań doświadczalnych dla rozwoju 
Mechaniki. W swoim liście prof. A. SAWCZUK napisał między innymi: „Od postępów mechaniki upra
wianej i rozwijanej przez państwa, którą w skrócie nazywamy «doświadczalną», zależy postęp w zakresie 
całej dyscypliny, od teorii do zastosowań. Badania doświadczalne w naszej dziedzinie naukowej spełniają rolę 
szczególną: są inspiracją dla poszukiwań teoretycznych, są kontrolą propozycji i wyników teoretycznych. 
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a zarazem są sumodziehu{ domeną twórczości, poznania i wynalazczości. Stąd uwaga, jaka na obecnym etapie 
rozwoju polskiej mechaniki skupia się na problemach doświadczalnictwa. 

Wymagania przyszłości rozwoju gospodarczego i kulturalnego naszego kraju stawiają przed mechaniką 
odpowiedzialne zadania. Dla sprostania zamówieniu społecznemu trzeba stworzyć i opracować nowe metody 
badań zjawisk mechanicznych, wykorzystując zdobycze fizyki, chemii, biologii i zapewne innych nauk. Pomiary 
odkształceń i wytrzymałości w wysokich temperaturach i w obecności sprzężeń termomechanicznych, pomiary 
gęstości i orientacji spękań dla celów formułowania i weryfikacji kontynualnych teorii uszkodzeń i zniszczenia 
stanowią przykłady tych zagadnień, jakie stoją przed nami do rozwiązania z uwagi na potrzeby ochrony zdrowia, 
rozwoju energetyki, przemysłu chemicznego, górnictwa i rolnictwa." 

Obrady odbyty się w siedmiu sesjach poświęconych referatom określonych grup temalycznych. 

Sesja I i II. Badania modelowe i metody badań 

Sesjom tym przewodniczyli kolejno prof. S. KOCAŃDA (Warszawa) i prof. M. ZAKRZEWSKI (Wroclaw) 
Wygłoszono następujące referaty: 
P. S. THEOCARIS (Grecja), The method of Caustics — a powerful experimental method for study of singular 

stress fields, 
Stanisław MAZURKIEWICZ (PK), Zastosowanie metody światła rozproszonego do badania naprężeń w dwóch 

belkach obciążonych silami skupionymi, 
Andrzej DRESCHER, Stanisław OSTAFICZUK, Stanisław RUDOWSKI, Wiesław TRĄMPCZYŃSKI (IPPT), Foto

grametryczna metoda pomiaru płaskiej deformacji,** 
Marek BUAK-ŻOCHOWSKI (PW), Określenie rozkładu naprężeń własnych w głąb materiału metodą miejscowej 

trepanacji, 

Aniela GLINICKA, Przemysław JASTRZĘBSKI, Sławomir WICHNIEWICZ (PW), Przykład porównania metody 
rastrów z metodą elastooptyczną, 

Witold MIRSKI, Jacek STUPNICKI (PW), Wpływ chropowatości powierzchni na rozkład normalnych i stycznych 
oddziaływań ciał stałych, 

Antoni BIEGUS, Zbigniew KOWAL (PWr), Badania modelowe sil wewnętrznych w prętach struktur z płytową 
warstwą zewnętrzną, 

Tadeusz BORZĘCKI (PG), Wpływ odkształceń wykonawczych na charakterystyki wytrzymałościowe ściskanych 
płyt cienkich z wzdłużnym układem usztywnień, 

Eugeniusz GROZIK, Jan KAŁWAK, Andrzej KANIA, Jerzy ZAWADZKI (PWr), Quasi-eksploatacyjne badania 
wytrzymałościowe laminatowych bębnów wirówek cukrowniczych, 

Ryszard WOJNAR (IPPT), Uogólnione macierze Jonesa i ich zastosowanie w elastooptyce, 
Waldemar CUDNY, Zdzisław DYLĄG (WAT), Przykład zastosowania metody elastooptycznej do badania 

konstrukcji ramowej, 
Stanisław PIETRUSZEWSKI (AR Lublin), Badania rozkładu naprężeń w podłożu sprężystym obciążonym 

dwoma stemplami, 
Przemysław JASTRZĘBSKI (PW), Wpływ wstępnych wydłużeń trwałych na wyboczenie niesprężyste prętów 

metalowych, 
Zbigniew ORŁOŚ, Aleksander WRZESZCZ (WAT), Zastosowanie pomiarów twardości do określania charakte

rystyk mechanicznych tworzywa epoksydowego, 
Witold BODASZEWSKI, Henryk FRĄCKIEWICZ, Zdzisław TERESZKOWSKI, Stanisław TRELA (PŚW. Radom), 

Badania sprężystych pól naprężenia w węzłach belek cienkościennych projektowanych za pomocą statycz
nie dopuszczalnych pól naprężeń. 
W dyskusji nad tymi referatami zabrało głos 23 mówców. 

*) Referat będzie wydrukowany w Rozprawach Inżynierskich, Nr I, 1977 r. 
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Sesja III. Zmęczenie i pełzanie 

Sesji przewodniczył doc. J. STUPNICKI (Warszawa). Wygłoszono następujące referaty: 
A. JAKOWLUK, W . OSIPIUK (PBiał.), Wytrzymałość na pełzanie żeliwa sferoidalnego w niestacjonarnych 

temperaturach,*^ 
Grzegorz GLINKA (PW), Wzrost pęknięć zmęczeniowych w polu naprężeń pozostających, 
Tadeusz ROBAKOWSKI (I.Spaw. Gliwice), Wytrzymałość zmęczeniowa złączy zgrzewanych tarciowe, 
Stanisław KOCAŃDA, Andrzej LIKOWSKI, Janusz SADOWSKI (WAT), O możliwości odtworzenia zmęczenio

wego pękania w stali o podwyższonej wytrzymałości 18 G2A na podstawie badań mikrofraktograficznych, 
Bolesław DRĄŻKOWIAK, Stanisław KOCAŃDA, Leopold SIEKLUCKI (WAT), Badania prędkości rozwoju 

pęknięć zmęczeniowych w stali o podwyższonej wytrzymałości 18 G2A, 
Stanisław KOCAŃDA, Czesław Goss (WAT), Badania zmęczeniowe stali 18 G2A w zakresie malej liczby 

cykli zmian obciążenia, 
Andrzej KOCAŃDA (PW), Badania niskocyklicznego zmęczenia stali NCIO, 
Marian NOWAK, Jerzy ZAWADZKI (PWr), Wybrane zagadnienia metodyki badań na zmęczenie poliamidów. 

W dyskusji nad referatami wzięło udział 20 osób. 

Sesja II A i III A. Badania własności materiałów 

Sesjom przewodniczyli kolejno prof. Z . BRZOSKA (Warszawa), doc. A. JAKOWLUK (Białystok) i prof. 
Z . ORŁOŚ (Warszawa). Wygłoszono następujące referaty: 

Stefan BALICKI, Stanisław DYSZY (PCZ.), Zastosowanie metody ścinania do szybkiej oceny jakości stali 

ferrytyczno-perlitycznych SPW, , 

Sławomir POPŁAWSKI (PWr), Wyznaczanie własności anizotropowych materiałów stałych przez zastosowanie 
specjalnej klasy wglębników, 

Irena SŁOWIKOWSKA, Stanisław GORZKOWSKI (PW), Badania elastooplycznych własności poliuretanów, 
Zdzisław GABRYSZEWSKI, Czesław WITKOWSKI (PWr), Zależność odkształceń od naprężeń w płaskim stanie 

naprężenia dla żeliwa Z125, 
Andrzej LITEWKA (PP), Nieprawidłowości plastycznego płynięcia anizotropowego stopu aluminium PA4, 
Feliks SEYNA, Andrzej RUDNIK (IBJ-Świerk), Określenie zależności między naprężeniem i prędkością odkształ

cenia w temperaturze 733, 783, 843°K stali 15 HM na podstawie długotrwałej próby twardości, 
Sławomir POPŁAWSKI (PWr), Porównanie zmian modułu Younga dla aluminium AOO i Al po odkształceniach 

plastycznych wprowadzonych w temperaturze otoczenia i ciekłego azotu, 

Jan SIUTA, Ryszard ŻUCHOWSKI (PWr), Pomiary modułu sprężystości wzdłużnej w niskich temperaturach, 
Eugeniusz ŚWIĄTEK, Kazimierz TOKARZ, Jerzy ZAWADZKI, Bogumił ZIÓŁKOWSKI (PWr), Doraźne charak

terystyki wytrzymałościowe wybranych polimerów termoplastycznych w obniżonych temperaturach, 
Adam WOJTYCZKA, Marek ZAKRZEWSKI (PWr), Próba oszacowania odporności materiału na pękanie za 

pomocą kryterium cieplnomechanicznego, 
Jadwiga HALAUNBRENNER (PK), Zależność współczynnika rozszerzalności liniowej rozciągniętego jedno

osiowe paska gumy od stopnia deformacji próbki, 
Henryk GŁOWACKI (PW), Badania podatności sprężystej — statycznej filców, wojłoku, sukna, kaszmiru 

i skóry irchy, 
Paweł MUSZYŃSKI, Marek ZAKRZEWSKI (PWr), Sposób wyznaczania ciepła właściwego ciał stałych w tem

peraturach kriogenicznych, 
Lech BEDNAROWICZ (PWr), Efekt skali w laminatach epoksydowo-szklanych, 
Zdzisław GABRYSZEWSKI, Marek PRZYSTUPA (PWr), Efekty termiczne w laminatach zbrojonych włóknem 

szklanym. 
W dyskusji wzięły udział 23 osoby. 

*) Referat będzie wydrukowany w Archiwum Budowy Maszyn w 1977 r, 
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Sesja IV i V. Elastoplastyka. Elastoplastyczne metody badania naprężeń 

Sesjom przewodniczyli kolejno doc. P. JASTRZĘBSKI (Warszawa) i prof. Z. BRZOSKA (Warszawa). 
Wygłoszono następujące referaty: ( 

Joanna KRUSZYŃSKA, Jacek STUPNICKI (PW), Dokładność wymiarów modeli z żywicy Epidian 5 odlewanych 
na zimno i na gorąco, 

Irena SŁOWIKOWSKA, Antoni KOZŁOWSKI, Szczepan PACKO (PW), Badania kompozycji żywic epoksydo
wych na modele do elastoplastycznej metody zamrażania, 

Henry FESSLER, Miroslav PERLĄ (Nottingham, Anglia), Andrzej LITEWKA (PP), Możliwość wielokrotnego 
użycia trójwymiarowego modelu w technice zamrażania naprężeń, 

Antoni KOZŁOWSKI, Irena SŁOWIKOWSKA (PW), Badania nad kompozycjami żywic epoksydowych do elasto-
oplycznej warstwy powierzchniowej, 

Waldemar CUDNY, Stanisław DONIMIRSKI, Zdzisław DYLĄG (WAT), Technika badań pewnych przypadków 
obróbki plastycznej metodą optycznie czulej warstwy powierzchniowej, 

Romuald BĘDZIŃSKI, Ludomir JANKOWSKI, Franciszek ROMANÓW tPWr), Badania elementów nadwozia 
autobusu elastooptyczną metodą warstwy powierzchniowej, 

Wacław MILANOWSKI, Roman KOPER, Jacek GOWIN, Andrzej ZDANOWICZ (AR Lublin), Badania naprężeń 
w tarczy kola samochodu ciężarowego metodą elastooptycznej warstwy powierzchniowej, 

Roman DOROSZKIEWICZ, Jerzy LIETZ, Bogdan MICHALSKI (1PPT), Trójwymiarowe badania elastooptyczne 
zapory filtrowej, 

Zbigniew ORŁOŚ, Manfred SZOPA, Kazimierz TOMASZEWSKI (WAT), Badanie stanu naprężenia osiowo-sy-
metrycznych połączeń króćcowych, 

Roman DOROSZKIEWICZ, Jerzy LIETZ, Bogdan MICHALSKI (IPPT), Elastooptyczne badania modelu prze
strzennego szybu i wyrobisk przy szybowych. 

i 
W dyskusji nad referatami głos zabrało 22 mówców. 
Na zakończenie Sympozjum wystąpili prof. Z. BRZOSKA i prof. J. RUTKOWSKI. Przewodniczący Ko

mitetu Organizacyjnego prof. Z. BRZOSKA w swoim przemówieniu podsumował wyniki obrad. Oceniając 
Sympozjum od strony naukowej, stwierdził, jż w porównaniu ze stanem przedstawionym na poprzednim 
Sympozjum zarysował się znaczny postęp w dziedzinie analizy stanu odkształcenia i naprężenia metodami 
elastooptycznymi (zwiększono dokładność pomiarów, opracowano nowe materiały, rozszerzono tematykę 
na badania zagadnień przestrzennych). Poprawa nastąpiła również w metodach badania zmęczenia materia
łów. Dalszy rozwój badań doświadczalnych wymaga większej aktywizacji środowiska. W tym celu konieczne 
jest rozszerzenie form działania instytucji odpowiedzialnych za ten rozwój. Jako przykład mogą tu służyć 
formy stosowane w Komitecie Budowy Maszyn PAN, np. forma pracy ciągłej. 

W końcowej części swojego wystąpienia prof. Z. BRZOSKA W imieniu Komitetu Organizacyjnego 
podziękował uczestnikom Sympozjum za aktywny udział. Szczególnie gorące podziękowanie złożył p. H. RO
SIŃSKIEJ za duży wkład pracy w przygotowanie sprawnego przebiegu Sympozjum. Także serdeczne podzię
kowania złożył prof. Z. BRZOSKA od siebie dla pozostałych członków Komitetu Organizacyjnego. 

Przewodniczący Warszawskiego Oddziału PTMTS prof. J. RUTKOWSKI powiedział między innymi, 
że Warszawski Oddział, prócz kontynuowania dotychczasowych form działalności, dołoży wszelkiej po
mocy w organizacji nowych form aktywizacji środowiska. 

Kolokwium odbyło się w Paryżu, w Ecole Poly technique, w dniach 6—8 września 1976 r. Organiza
torami byli P. Renć LABBENS (dyrektor naukowy Creusot-Loire) i profesor Ecole Polytechnique D. RADEN-
KOVIC. Kolokwium było poświęcone zagadnieniom analizy współczynników intensywności naprężeń wzdłuż 
frontu szczeliny, określonych z pomocą metod analitycznych lub numerycznych oraz kryteriów propagacji 

Leon Adamiec (Warszawa) 

TRÓJWYMIAROWE ZAGADNIENIA W MECHANICE PĘKANIA 
KOLOKWIUM EUROMECH 77 



138 BIULETYN INFORMACJNY 

szczelin w zależności od kształtu i wymiarów szczelin. Również dopuszczone były prace dotyczące szczelin 
dwuwymiarowych w powłokach i w płytach. 

Słowo wstępne wygłosił profesor P. GERMAIN. Przedstawione zostały następujące referaty (w po
rządku chronologicznym): 
M . J . G . BROEKHOVEN, Zmęczenie i pękanie w przypadku szczelin o skomplikowanej trójwymiarowej kon

figuracji, 
J . LEMAITRE, Rozszerzenie koncepcji prędkości energii szczeliny na nieliniowe zagadnienia trójwymiarowe, 
D . R. OWEN i D . SHANTARAM, Dynamiczna propagacja szczelin w ciałach trójwymiarowych, 
W. H. IRVINE, Analiza rozprzestrzeniania się szczeliny i szybkiego pękania w grubych elementach, 
D . STAHN i J . G . BLAUEL, Badania doświadczalne rozprzestrzeniania się szczelin w przypadku kruchych, 

wydrążonych walców, na skutek naprężeń cieplnych, 
D . PORTCH i В . J . L . DARLASTON, Rozprzestrzenianie się szczelin od rys powierzchniowych, 
N . G . OHLSON, Badania doświadczalne kryteriów zapoczątkowania szczelin w złożonych obciążeniach 

typu I i III, 
G . BARTHOLOME i W. SCHMITT, Analiza szczelin w dyszach, 
G . PEARSON, Współczynniki intensywności naprężeń w przypadku spękanych dysz, 
R. LABBENS, Przykład trójwymiarowego pękania zbiornika ciśnieniowego, 
F . H. BUECKNER, Podstawowe pola i funkcje wagowe dla I typu szczelin osiowosymetrycznych i eliptycznych, 
A . J . CARLSSON i К . M . MARKSTROM, Zastosowanie zasady wzajemności dla określenia parametrów szczeliny, 
J . H ELIOT, Funkcje wagowe w przypadku zagadnień trójwymiarowych szczelin symetrycznych, 
J . P. BENTHEM, Trójwymiarowy stan naprężenia w wierzchołku ćwierćnieskończonej szczeliny w pólprzestrzeni, 
D . BERGEZ, O wpływie kontaktu powierzchni szczeliny na definicję współczynników intensywności naprę

żenia w spękanych płytach i powłokach, podejście trójwymiarowe, 
E. SOMMER, L . HODULAK i M . KORDISCH, Charakterystyki wzrostu szczelin częściowych, 
J . C . RADON, Szczelina w dwuosiowym polu naprężenia, 
A . QUIRK, Wpływ charakterystyki obciążenia maszyny wytrzymałościowej na pękanie spękanych płaskich 

płyt, 
A . PELLISSIER-TANON, Program badań doświadczalnych kryterium niestateczności lupliwych szczelin w stalach 

jerry tycznych w strefie przejściowej, 
i. M . BOISSENOT, Studium dopuszczalności spękań w walcach młyńskich, 
H. D . Bui, Metoda równań całkowych w rozwiązywaniu zagadnień płaskich szczelin dowolnego kształtu, 
S. N . MAITI i J . C . MISRA, Naprężenia cieplne w długim walcu z nieskończonym szeregiem równoległych 

szczelin osiowosymetrycznych, 
B. K. NEALE, Wpływ kształtu szczeliny przy pękaniu, 
I. LOTSBERG i P. G . BERGEN, Obliczanie zmęczeniowego wzrostu szczelin wewnętrznych, 
M . F . S. PEREIRA, J . HEAD i С . E. TURNER, Analiza zagadnień szczelin trójwymiarowych z pomocą stan

dardowych elementów izoparametrycznych, > 
W. POTUCEK, Rozprzestrzenianie się szczelin w płytach z betonu sprężonego i ich wpływ na zachowanie się 

płyt, 
Z . OLESIAK, O pewnych modelach szczelin z wymianą ciepła, 
S. K. BHANDARI, O trójwymiarowych teoriach spękanych szczelin, 
J . M . BOISSENOT, M . DUBOIS i J . C . LACIIAT, Studium trójwymiarowego kryterium niestateczności szczeliny. 

Obrady odbywały się w Ecole Polytechnique, w historycznej sali imienia Henri Poincare'go i trwały 
codziennie od 9 3 0 do 18, z przerwą na obiad (w tym samym budynku). Wieczorem pierwszego dnia orga
nizatorzy wydali przyjęcie dla wszystkich uczestników Kolokwium. Historia wielkiej szkoły matema
tyki i mechaniki francuskiej była widoczna na każdym kroku. Przy wejściu, w budynku, stoi pomnik 
Laplace'a; w sali, w której dyskutowaliśmy zagadnienia pękania, naukę pobierali uczeni tej miary, co 
L. M . H. NAVIER, de SAINT VENANT, P. E. CLAPEYRON, J . LIOUVILLE, CARNOT, E. N . LAGUERRE. Pro
fesorami mechaniki byli tam: LAGRANGE, FOURIER, POISSON, AMPERE, MATHIEU, NAVIER, DUHAMEL, STURM, 
ROY, MANDEL, a profesorami analizy matematycznej — między innymi: AMPERE, POINSOT, CAUCHY, 
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NAVIER, MATHIEU, LIOUVILLE, CHASLES, DUHAMEL, STURM, HERMITE, JORDAN, HADAMARD, P.LEVY 
i SCHWARTZ. 
1 Dyskusja po referatach była fachowa i na ogół bardzo ożywiona. Czynny udział w dyskusjach wzięła 
grupa znanych profesorów amerykańskich, powracających z Kongresu w Delft (J. DUNDURS, L . M. KEER, 
S. NEMAT-NASSER). Nie przybył profesor G. SIH, który zresztą miał wygłosić referat. 

Obrady zamknął profesor D. RADENKOVIC, który stwierdził między innymi, że w Kolokwium wzięło 
udział 55 osób, a referatów wygłoszono 29. 20 osób reprezentowało Francję (9 referatów), 7 osób — Wielką 
Brytanię (8 referatów), 7 — RFN (4), 5 — USA (1), 5 — Holandię (2), 3 — Szwecję (2), 3 — Włochy (0), 
2 — Szwajcarię (0), 1 —Austrię (1), 1 —Norwegię (1), 1 —Polskę (1). Najwięcej prac dotyczyło analizy 
(popartej weryfikacją doświadczalną) współczynników intensywności naprężenia, kryteriów wzrostu 
szczeliny i niestateczności (13 prac). 6 referatów było poświęconych metodom analitycznym, również 
w sześciu zastosowano metodę elementów skończonych. Metodę bilansu energii zastosowało 5 autorów, 
zagadnienia zmęczenia rozpatrzono w 2 pracach, zagadnienia termiczne — w trzech. 

Wydaje mi się, że Kolokwium, a zwłaszcza dyskusja po referatach i wymiana poglądów, były intere
sujące i bardzo pożyteczne. 

Zbigniew Olesiak {Warszawa) 
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Polona—Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Krakowskie Przedmieście, P.O. Box 1001, Poland. Please 
send payments to the account of Ars Polona-Ruch in Bank Handlowy S.A., 7 Traugutt Street, 
00-067 Warszawa, Poland. 

Indeks 36523 

MECHANIKA TEORETYCZNA 1 STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Me
chaniki Teoretycznej i Stosowanej; ukazuje się poczynając od I stycznia 1967 r. jako kwartal
nik. Zeszyty z lat poprzednich można nabywać w sekretariacie Zarządu Głównego PTMTS 

(Warszawa, Pałac Kultury i Nauki, piętro 17, pokój 1724) 
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