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Z. ZAGADNIEN HYDROSPREZYSTOSCI PLYT

ANDRZE] SAWICK! (GDANSK)

1. Wstep

Zagadnienia teorii drgan ukladéw sprezystych kontaktujacych sie z uktadami ciektymi
sa przedmiotem badan hydrosprezystosci. J. WiECKOwSKI podaje nastepujace okreSlenie:
»Przez zagadnienia hydrosprezysto$ci rozumiemy problemy pograniczne mechaniki cieczy
i mechaniki cial odksztalcalnych. Odrézniamy je zwykle od problemdw aerosprezystosci
obecnosciq powierzchni swobodnej i zalozeniem przemiany izotermicznej” [10]. Hydrospre-
zysto$¢ jest dyscypling stosunkowo mioda, podczas gdy aerosprezysto$é posiada swoje
tradycje i doczekala si¢ szeregu opracowan monograficznych, np. [2]. Metody stosowane
w aerosprezysto$ci moga by¢ przeniesione na teren hydrosprezystosci, co szczegdlnie do-
tyczy zagadnien falowych w o$rodkach $cisliwych, jednakze wystepuja pewne osobliwe
cechy, ktére powodujg konieczno§é rozgraniczenia tych dwodch dyscyplin. Hydrospre-
zysto$¢ wyrézniaja niskie predkosci, wysoka gesto§é i mata Scisliwo$é osrodka cieklego. Wo- -

~bec powyzszego duze znaczenie posiadaja tutaj zagadnienia wyznaczenia mas towarzy-
szacych cieczy oraz rozwigzanie problemdéw drgan swobodnych i wymuszonych ciala
sprezystego bedacego w kontakcie z ciecza. Kryterium klasyfikacji zagadnienia jako zada-
nia hydrosprezystosci stanowi wystepowanie dodatkowych sit hydrodynamicznych spo-
wodowanych przez sprezyste deformacje konstrukcji. Mamy wigc do czynienia z trzema
rodzajami sit: sprezystosci, hydrodynamicznymi i bezwladnoéci.

Z punktu widzenia teorii mozemy wyodrebni¢ dwie grupy zagadnien hydrosprgzy-
stoéci. Stanowig je zagadnienia niesprzgzone i sprzezone. Zagadnienia niesprzeZone mozna
sprowadzi¢ do zagadnien hydrodynamiki przez zaloZenie na powierzchni zwilzenia okre- .
$lonego rozkladu predkosei tak, Zze ruch uktadu sprezystego stanowi warunek brzegowy
dla zagadnienia hydrodynamiki. Przyklady zagadnien tego typu przedstawiono w pracy [9].
Zagadnienie sprzezone charakteryzuje siec wzajemnym oddziatywaniem na siebie obu
osrodkéw poprzez warunki brzegowe na powierzchni kontaktu. Na uwage zastuguja
tutaj zagadnienia drgan plyt i powlok sprzezonych z ciecza.

Hydrosprezysto$¢ powlok jest przedmiotem stosunkowo duzej iloéci publikacji (praca
przegladowa [17]), a nawet monografii [15, 16]. Zagadnienia hydrosprezystoéci ptyt nie
posiadaja tak bogatej literatury jak hydrosprezysto$¢ powlok. Z punktu widzenia zasto-
sowan wyrézni¢ mozna prace dotyczace mechaniki kry lodowej [3), dynamiki przekryé¢
zbiornikéw na ciecze [8, _13], drgan poszycia okretdéw [4], drgan przegréd hydrotechnicz-
nych i fragmentéw konstrukcji portowych [11, 14, 18] itp. Oprécz prac o charakterze
stosowanym istnieje niewielka liczba prac podstawowych, przykiadowo wymienimy prace
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AFANASIEWA [12] i SOLECKIEGO [5, 6], ktéry podat rozwigzanie zagadnienia poczatkowego
rozchodzenia si¢ fal w plycie ptywajacej na pSlprzestrzeni wypelnionej cieczg §ci§liwa, przy
dzialaniu impulsu punktowego i impulsu rozloZonego na prostej.

W niniejszym opracowaniu zajmiemy si¢ sprzezonymi drganiami ukfadu: ptyta-ciecz,
w ramach liniowej teorii sprezystosci i liniowej teorii falowania cieczy idealnej, zachodza-
cego pod wplywem sit cigzkoéci. Plyta spoczywa na swobodnej powierzchni cieczy, ktéra
wypelnia pewien obszar przestrzeni ograniczony sztywnag powierzchnig. Badany model
obejmuje pewng klas¢ zadan hydrosprezystosci plyt, ktérym w naturze moga odpowiadaé
sztuczne lub naturalne zbiorniki wypelnione cieczg, na powierzchni ktérej spoczywa ela-
styczna plyta. Przedstawiono ogdlna metode rozwiazania zagadnienia przy wykorzystaniu
funkeji wlasnych swobodnego falowania cieczy. Metode zilustrowano analiza dynamicz-
pa pasma plytowego sprz¢zonego z ciecza. Otrzymane wyniki nie byly dotychczas znane,
chociaz przedstawiona metoda znalazla zastosowanie w pracach autora [7, 8], przy roz-
wiazaniu zagadnienia drgan dachdw plywajacych.

2. Réwnania zagadnienia i metoda rozwigzania

Niech ciecz idealna wypelnia obszar £2 tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa ograni-
czony zamknigtg powierzchnia S. Zalozymy, Ze ciecz znajduje si¢ w potencjalnym polu sit
ciezkoéci i posiada swobodna powierzchni¢, na ktérej spoczywa plyta S, ograniczajaca
obszar £2 od géry. Dodatkowo przyjmiemy, Ze powierzchnia kontaktu jest stale zwilzona.
Pozostala cze§é obszaru 2 ograniczona jest nieruchoma i nieodksztalcalng powierzchnia
S,. Tak wigc S = S, +S,. Zalézmy ortokartezjanski uklad wspdtrzednych x, y, z taki,
e powierzchnia S, lezy w plaszczyZnie z = 0, 0§ z skierowana jest pionowo w dét (rys.
1). Zbadajmy dynamike przedstawionego ukiadu.

_ Rys. 1. Uklad wsp6lrzgdnych

Réwnanie. ciggtosci dl.a plynu nieéci§liwego ma postaé
2.1) . divv =0,

co oznacza hiezmienno$é objetosci i jest konsekwencja zasady zachowania masy. V jest
wektorem predkoséci czasteczek cieczy. W przypadku ruchu bezwirowego, gdy istnieje po-
tencjal predkosci @ spelniajacy zalezno$é

V = grad D,
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réwnanie cigglosci przybiera postaé

2.2) div grad @ = 0.

Potencjal predkosci @ powinien spefniaé¢ na powierzchni S warunki brzegowe o postaci:
oD oD ow

(23) an S; ? K S =.W,

gdzie przez w oznaczono pionowe ugigcie plyty. Pierwszy warunek bznacza, Ze nie istnieje
predko$¢ normalna do powierzchni S,, drugi warunek oznacza zgodnoé¢ predkoéci prze-
mieszczen przylegajacych do siebie czasteczek plyty i cieczy. Ugiecie w powinno spelniaé
réwnanie ruchu

(2.4) DV*w-+ohiv = —P+0Q,

z odpowiednimi warunkami brzegowymi dla plyty. P oznacza parcie cieczy na plyte, Q
jest wzbudzeniem zewnetrznym. Parcie cieczy na plyte przyjmiemy z calki Cauchy La-
grange’a b@dqcej jednym z rozwiazan réwnan ruchu Eulera '

ov 1 1
2. 4 p2_ Sp =
2.5) 5 TV ezt 4 F(t),
gdzie g oznacza przyspieszenie grawitacyjne, y — gesto$¢ cieczy, p — ci§nienie, F(t) —
dowolng funkcje czasu, ktdra okre$la sie z warunkdéw poczgtkowych zagadnienia (dla
drgant ustalonych przyjmiemy F = 0). Dla malych predko$ci oscylacji cieczy mozemy
w wyraZzeniu (2.5) pominaé wielko§¢ V2/2 i wéwczas, podstawiajac z = w, otrzymamy
ciénienie na powierzchni kontaktu

o . 5D
2.6 = |2 _wl.
(2.6) P y[ = gw]
W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie operowaé, zamiast potencjalem predkosci @,
potencjalem przemieszczent y okre$lonym zaleznoscia
74

(2.7) = - W

‘Funkcja y jest funkcja harmoniczna
2.8) Vix =0
oraz powinna spelniaé nastgpujace warunki brzegowe: '

9%

0%
(2'9) A s -, aZ

on

Drugi z warunkéw (2.9) jest réwnaniem sprzezenia drgan. Ostatecznie parcie cxeczy na plyte
okreéhmy wzorem

A 2 =0
(2.10) P = y[a X(x’yétzz =0; 1) +gw].

Réwnania (2.8), (2.9), (2.10) i (2.4) wraz z warunkami brzegowyml dla plyty opisuja badane
zagadmeme

= —W,
z2=0
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Metoda rozwiazania zagadnienia zaklada znajomo$¢ funkcji wlasnych ¢, opisujacych
swobodne falowanie cieczy wypelniajacej obszar ograniczony powierzchnig S,. Dla obsza-
réw geometrycznie prostych, ktére mozna opisa¢ znanymi ukladami wspdlrz¢dnych,
funkcje @, daja wyznaczyé si¢ w sposéb stosunkowo nieskomplikowany. Funkcje te
spelniaja réwnanie (2.2) i pierwszy z warunkéw brzegowych (2.3). Potencjat y przedsta-
wimy w postaci szeregu wedtug ukladu funkcji wlasnych @,

[s¢)
2.11) %=, Bun@rn;
n=1

woéwczas spelni on réwnanie (2.8) i pierwszy z warunkéw brzegowych (2.9). Drugi wa-
runek brzegowy postuzy nam do wyznaczenia wspdlczynnikéw B,,,, po wyznaczeniu calek
réwnania (2.4).

3. Drgania wlasne pasma plytowego

Rozpatrzmy przypadek drgan wlasnych pasma plytowego sprzg¢Zonego z ciecza idealna
wypelniajaca zbiornik o przekroju prostokatnym (rys. 2). Jest to zadanie plaskie, opisane
réwnaniem

o*w . 0? .
(3.1) DW+ghw = —y[ atzc +gw].
Dla drgan harmonicznych przyjmiemy
(3.2) w = e®'y(x).

Plyta

¥
L

Rys. 2. Pasmo plytowe sprzgzone z ciecza

Réwnanie (2.8) i pierwszy z warunkéw brzegowych (2.9) spetnione sq przéz funkcj¢ o po-
staci :

[s¢)
3.3 - fwa L o
(3.3) x=e 2 B,ch 13 (z— H)cos X

Drugi z warunkéw brzegowych (2.9) jest réwnaniem sprzg¢Zenia drgan

o0
34 — e Mg, 1T (ﬂ n
3.4) w=e _IB,, Lsh LHCOSL’x
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Wykorzystujac zalezno$é¢ (3.2) - (3.4) réwnanie ruchu (3.1) zapiszemy w postaci

d*v nw nw nw
(3.5) | DT—Qhw D=7y Z [w ch( H) —gTsh(TH)]cosTx.

Dla plyty nieograniczonej przyjmiemy catke szczegblng w postaci wynikajacej z potencjatu
przemieszczen. Przyréwnujac do siebie dwa szeregi Fouriera otrzymujemy

(3.§) Bn{[D(l’g-)4+yg] %sh (%H)—wz [Qh% sh (% H)+ych(%H)]} = 0.

Istnieja tutaj dwie mozliwosci: albo B, = 0, co oznacza, e nie ma drgai tej postaci, lub
tez wyraZzenie w nawiasie jest réwne zeru, skad otrzymujemy bezposrednio wzér na cze-
sto$¢

4
nm
D(T) 8

G.7) ‘ w? = .
Qh+ cth( )

W liczniku wyraZenia (3.7) wystepuja skladniki charakteryzujace sprezysto$§é ukladu

4 .
plyta-ciecz: D (%) pochodzi od plyty, yg przedstawia sobg cigzar wiasciwy cieczy, ktéry

mozna poréwna¢ do modutu podatnoéci podtoza winklerowskiego (gdyz skianik ygw,
wystgpujacy po prawej stronie réwnania ruchu przedstawia wypdr cieczy na jednostke
powierzchni plyty). Wyrazenia w mianowniku oznaczaja mas¢: oh jest masg plyty na
jednostke powierzchni, drugi za$ sktadnik jest masa towarzyszaca cieczy. Do przypad-
ku plyty nieograniczonej powrdcimy przy dyskusji calek réwnania ruchu.

Dla plyty o skonczonej szerokosci zadanie komplikuje si¢. Rozwigzanie réwnania
(3.5) mozna przedstawi¢ jako sume calki ogdlnej réwnania jednorodnego oraz catki
szczegdlnej rownama niejednorodnego

(38 o= Clsmnx+Czcosnx+Cgshnx+C4chnx+

. nm
h¥

4
n=1 D(T) —Qhwz

x* = phw?|D.

+y

nm (
B, cos (T x) ,

gdzie

4
Zatéimy, e D(—Lyz) —phw? # 0. PoniewaZz plyta spoczywa na nieéci§liwej cieczy,

$rednie ugiecie musi byé réwne zeru

i
o

‘ . L
(3.9 ; fvdx
C¢
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Warunek ten spetnia catka szczegblna, réwnieZ i catka ogdlna musi go spelnic¢ co oznacza,
Ze jezeli rozwiniemy ja w szereg cosinusowy to wyraz staty bedzie réwny zeru. Rozwijajac
funkcje argumentu xx wystgpujace w zaleznoéci (3.8) w szereg, wedlug ukladu funkcji

cos %x , otrzymujemy wyraZenie na amplitud¢ ugig¢cia v w postaci pojedynczego szeregu

Fouriera. Ugigcie to musi byé réwne wychyleniu powierzchni cieczy, okre$lonemu réw-
naniem (3.4). Przyréwnujac te szeregi do siebie otrzymuje si¢ wyraZenie na wspéiczynniki B,
w postaci:

2 2
B, = -8, [Cl (2—cosxLcosnn) (x2+ (ELE) ) + C,(sinxLcos nn) (x2+ (ﬂ) ) +
(3.10)

nn nr

+ Cs(chxLcosnm—1) (x2 - (—L—) ) + C,(shxLcosnm) (xz - (T) )] ,

2xD
" .
nn nn nn .2 nn nn_ nr
L[(D (T) +yg) I sh (_L H) w (@h—L sh (———L H) +ych (_L H))]

Podstawiajac (3.10) do (3.4) otrzymujemy ostatecznie:

- 2
v = Z R, [C1(2—costcosnn) (x2+ ("Ll) ) +
n=1

Sp =

2
3.11) ‘ + C,(sinxLcos nmw) (x2 + (%) ) +

2 2
+Cs(chxLcosnm—1)| %2 — Ll + C,(shxLcosnm) | %2 — il cos 2% x,
L L L

gdzie

(3.11a) R, =

ool o]

Mianownik w powyZszym szeregu bedzie réwny zeru, jezeli czgsto§¢ ukiadu bedzie sig
réwnala czestoSci plyty nieograniczonej (3.7). Ugiecie plyty ' dane szeregiem (3.11)
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spelnia réwnanie rézniczkowe zagadnienia. Stale C; obliczamy z warunkéw brzegowych.
Przyktadowo, dla plyty zamocowanej w §ciankach jest

(3.12) Wleoo = Wleoe = 20| 2OV
ox

I~

x=L

Zachodzi tutaj pytanie, czy wolno nam rézniczkowaé szeregi. Majoranta szeregu (3.11)
posiada wyrazy rzedu wielkoéci 1/n2, czyli szereg jest zbiezny. Po zrézniczkowaniu wzgle-
dem x otrzymujemy szereg o wyrazach rzedu 1/a. Stad wniosek, Ze szeregu (3.11) nie wolno
rozniczkowaé, gdyz w ogdlnoéci dostajemy szereg rozbiezny. Natomiast szereg wystgpu-
jacy we wzorze (3.8) mozna rézniczkowal czterokrotnie, w wyniku otrzymujac szereg
zbiezny, gdyz wspodlczynniki B, sa rzedu 1/a%, a wyrazy majoranty szeregu (3.8) sa rzedu
1/n®. Réwnanie czgstoci wlasnych otrzymamy przyréwnujac do zera wyznacznik ukiadu
réwnan (3.12):

(3.13)
|
| 2R, l(ch xLcosnm—1)-
ZR,sinxLcosnn (x2 + , 2ZR,shxLcosnm-
) -(xz—(—’%z) )—(2—cost- . [nm 2
(nn) ) \* T\
+ —_—
L 2
-cosnm)| x? + ﬂ) : '
L
det . =0.
Z‘R,,‘(cthcosnn— 1)-
2R, sinxLcos?nn (x2 + ZR,shxLcos’nn-
2
nm 2
) (xz_(__l:_) )—(2—cost- . xz_(n_n)
+ (ﬂ) ) i L
L 2
nn
-COsn7) (x2+ (——) )lcosn:rz
L
—sinxL —cosxL+chxL shxL

Réwnanie (3.13) ma posta¢ bardzo niedogodna do obliczen, wobec czego w celu wyzna-
czenia réwnania czgsto§ci pdjdziemy inna drogg. Calk¢ ogdlna réwnania rézniczkowego
jednorodnego obliczymy bezposrednio z postaci szeregu cosinusowego. Najpro$ciej mozna
to uczyni¢ za pomoca skoficzonej transformacji catkowej Fouriera. Wykonajmy transfor-
macje cosinusowa na réwnaniu (3.5)

(3.14) (D(L’Ll) '—ghwz)éA,,+D[v”’(L)(—1)"—v”'(0)—v’(L)(£LE) (—1y+

+v'(0)(1L”_) ] = éyB,, [wzch(%H) -gﬁL’ish (%H)]



10 A. SAWICKI

gdzie
L
A, = f v(x)cos%xdx.
0

Zgodnie z wyraZzeniem (3.4) jest

nmn nit
(3.15) A, = B,,~I‘J—sh (—L--H)

i wspélczynniki B, okre§lone sa wzorem
2 2
20{1/"(0)—@'"@)(—1)"—1;'(0)(%) +v'(L)(%) (—1)"}

R R o R e e Tl

Poréwnajmy powyZsza zalezno$¢ z wyrazeniem (3.10). Rozpisujac zalezno$ci wewnatrz

(3.16) B, =

2
nawiasu w wyrazeniu (3.10), grupujac wzglgdem (—1)", (%) , (%

2
) (—1)"i poréwnu-
jac z wyrazeniem (3.16) otrzymujemy:

v"'(0) = »*[C3—2C],

v"""(L) = 3%3[—C cosxL+C,sinxL+ CychxL+C,shxl],

3.17
A7 2/(0) = #[C,+2C)],
v (L) = #[C cosxL—C,sinxL+ Cychx L+ C,yshxl].
Tutaj wyraZenia typu cosxL, sinxL, ... sa liczbami, C; sa dowolnymi stalymi. Réwniez

wyraZenia po lewej stronie znaku réwnoéci sg liczbami. Tak wiec zalezno$ci (3.17) opisuja
przejécie od statych C; do statych 2"/, v'. Wynika stad wniosek, ze zaleznoéci (3.10) i (3.17)
s identyczne. Jezeli chcemy zbadaé drgania plyty utwierdzonej w $ciankach nalezy przyjaé

v'(0) = v'(L) = 0

i z zaleznosci (3.4) i (3.17) otrzymamy funkcje¢ ugiecia w postaci

_ sy on Rn nrw 1t Y‘ ‘R'l n nr
(3.18) V= —v (0)% . cos—L—x+v (L)A:_‘J (—1) COS——X.

14

Pozostate dwa‘warunki brzegowe
2(0) =v(L) =0

daja ukiad réwnan

vlu(o)ZRn_vIH(L)ZR"(_l)n — 0,
n=1 n=1

(3.19) - )
v"'(0) Y R(—1y'—v"(L) D R, =0,

n=1 n=1
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z ktdérego otrzymujemy réwnanie cz¢stosci wlasnych
.
(3.20) > R- D R =0
n=1,3,5... n=2,4,6...

Amplitudy drgan wlasnych okre§lone s3 z doktadnoscig do stalej przez zalezno$é

o0
0 G —_— n o0
= \ﬁG( 1)"cos % x— "gl Y N6, cos ™™
v T L TS = Ly T EOSTET
n=1 2 G" n=1
n=1
3.21
(3.21) !
Gn = V8 ¢ '
] Bl

Hm ni
g th (TH )

W przypadku plyty swobodnie podpartej o wiele wygodniej jest zastosowaé skonczona
transformacj¢ sinusowa. Wéwczas otrzymujemy nieskoriczony uklad réwnaf na wyzna-
czenie wspétczynnikow B,. Z wyznacznika tego ukladu dostaniemy réwnanie czestosci
wlasnych.

4. Drgania wymuszone

Zajmiemy si¢ przypadkiem wymuszonych drgan stacjonarnych, przy zalozeniu, ze
wzbudzenie zewnetrzne przedstawi¢ mozna w przedziale (O, L) szeregiem cosinusowym

— oI _”l
4.1 ; qg=ce ZQ,,cos X

a=1

W podobnej postaci przedstawimy potencjal przemieszczen y oraz funkcje ugiecia w

| ; 0?7 nmw nmw
— ,idt _
4.2) x=e _21 B,ch A (z—H)cos 7 %
o0 .
_ s NV p N7 nmn nmn
“4.3) w=e /—1 B, I sh(—L H) cos —— ¥,

gdzie ¢ oznacza czgsto$é wzbudzenia. Szeregi (4.1) = (4.3) sumujemy od wyrazu z indeksem
n =1, gdyz wyrazn = 0 odpowiada réwnomiernie rozlozonemu ci$nieniu, ktore jest catko-
wicie przejmowane przez ciecz, ze wzgledu na jej niesci§liwos¢ [8].

Roéwnanie drgain wymuszonych ma postaé

o]
d*v o % 2 1 N7 nm nm nm
@4 Do —ohv = y_/; B, [19 ch(—L— H)—gT sh (—L— H] cos " x +
Nl
+ (o cosﬂx.

L

n=1
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Po wykonaniu na réwnaniu (4.4) skonczonej transformacji Fouriera oraz postgpujac
w spos6b podany w rozdziale 3 otrzymujemy, dla przypadku ptyty utwierdzonej, wspét-
czynniki B,

2P o (L) (~ 1y 4o (0N -2,

’ 4
nmw nn nn 92 ni nmi ni
[D(—L ) +yg]——L sh(—L H) Vs [ych (—L H) +gh—L sh(—L H)]

oraz ugiecie plyty

(4.5 B, =

0

3 |2D . nw C nx
— I8t 11t oyt _ b3 % _ i9t *
4.6) w=e } {—L [v""(0)—v""(L)(—1) ]}R,.cos T X—e g Q,,R,.cos——L x,

n=1{ n=1
gdzie
1

4 .
nmw 2 L nw

[D( 2 ) +yg] Vs [Qh+yﬁcth(T H)]

Wykorzystanie warunkéw brzegowych v(0) = v(L) = 0 daje uklad réwnan na wyzna-

czenie stalych v"(0) i v""'(L):

v”'(O)ZR* —v"(L) Z( 1R = —LB 2 R.,
=1

n=1

7)"'(0)20011 (—1)"R*—v""(L) Z«)' R¥ = 2% 53 Q R.(-1),
n=1

n=1 n=1

RY =

@.7)

skad
L .
v(0) = 3577 | 3 QR (—13 3 (—1yRE= D R 3 0.R4],
11 L Y
@g) U0 =ap | DR Y QuRE-1y= X (-17RE 3 0aRE],
2 2
w= Yol - [Yr].
n n
Mianownik w wyrazeniach (4.8) jest identyczny z lewa strona réwnania czgsto$ci wiasnych
(3.20), skad wynika wniosek, Ze jezeli czesto§é wymuszenia ¢ bedzie réwna jednej z czg-

stosci wlasnych wystapi zjawisko rezonansu. Mozna wykazaé, ze dla tego przypadku am-
plitudy drgaf beda z czasem narastaly. W tym celu nalezy przyjaé

4.9) ' q = sm19t Z 0O, cos

n=1
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d .
.
(4.10) y = tcosd 2 B, ch(% H)cos% x

n=1

oraz zastosowaé znang juz procedure postgpowania. W wyniku otrzymuje si¢ prawo na-
rastania wychyled w czasie

8

0, ™ th (fz H)

! z
“ gh—L—th(L H)+y
5. Przyklad

Jako ilustracje przedstawionej metody rozwiazania zagadnienia sprzgzonych drgan
uktadu plyta—ciecz podaje si¢ wyniki obliczen czgstoéci drgan whasnych dla nastgpujacych
danych:

L=2m, h=05cm, H=1/10L, 1/4L, 1]2L, L,

o =78t/m3 E=21-10°kG/em?, y =1 t/m3.

W tablicy 1 przedstawiono pierwsze czgstosci drgan wlasnych pasma sprzg¢zonego
z ciecza, przy wykorzystaniu wzoru (3.20). W tablicy 2 dla poréwnania przedstawiono
czesto§ci drgan wlasnych samej ptyty obliczone wedlug wzoréw §cistych i z réwnania
(3.20), przy zatozeniu y = 0. W tablicy 3 podano czgstoci drgan wlasnych samej cieczy.
Na rys. 3 przedstawiono postacie drgan wlasnych odpowiednio dla ukladu sprzezonego,
samej plyty i samej cieczy. Przyklad stuzy jako weryfikacja metody rozwigzania zagadnienia

a) n=1
n=a
AN <

2 XN (/ ~Py

2 Py A \~Z
a /~7:.J?, ‘\i L 2

~ .’

b

Rys. 3. Postacie drgaf wiasnych: a) uklad sp’rzciouy, b) plyta bez cieczy, c) ciecz bez plyty
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Tablica 1. CzestoSci drgan wlasnych w,[s~'] pasma sprzezonego z cieczg. Gorne
liczby odpowiadaja 6 wyrazom réwnania czesto$ci, dolne 4 wyrazom

szeregu
" 1 | 2 3 4
H/L
1 18,8 62,295 139,631 244,45
10
19,736 65,35
1 26,925 76,418 154,874 328,951
4
27,532 79,235
1 30,315 78,358 157,293 157,293
2 31,225 81,414
31,346 78,358 157,293 331,699
1
32,229 81,414
Tablica 2. Czestosci drgan wlasnych plyty [s~']
n
T 0 1 2 3 4
\
Obliczenie wg 41,388 | 114,287 | 223,687 | 369,729 | 552,341
wzoréw Scistych
Obliczone ze wzoru
(3.20) przy zato- 107,768 | 208,208 381,87 557,689
zepiu y =0
Tablica 3. Czestosci drgan wlasnych cieczy [s7!]
" 1 2 3 4
HIL
—1— 2,164 4,142 5,831 7,236
10
% 3,178 5,315 6,736 7,833
1
7 3,758 5,539 6,797 7,849
1 3,915 5,55 6,797 7,849
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drgan plyty sprzezonej z ciecza. Na jego podstawie mozna wyciagnaé kilka ogélnych wnio-
skéw, ktdre ponadto wynikaja z analizy otrzymanych wynikédw ogélnych. Czestoséci drgan
wlasnych ukladu sprz¢zonego sg niZzsze od czgstosci drgan samej plyty, co mozna wythu-
maczy¢ wicksza bezwladnosécia ukladu. W obliczeniach inzynierskich czesto stosuje sie
przyblizony sposéb rozwigzania zagadnienia drgan ukladéw sprz¢zonych przez wyzna-
czenie masy towarzyszacej cieczy [14, 18].

Postacie drgan wlasnych charakteryzuja si¢ wystgpowaniem punktéw wezlowych,
ktdrych liczba jest rowna numerowi kolejnej postaci drgan. Ksztalt funkeji wlasnych jest
taki sam jak w przypadku samej plyty, przy czym ze wzgledu na nieécisliwo$é cieczy nie
wystepuje funkcja odpowiadajaca n = 0. Ponadto, funkcje wiasne ukiadu sprzezonego
(rys. 3a) musza spetnia¢ warunek (3.9), co powoduje pewna deformacj¢ ich ksztattu w sto-
sunku do funkcji wlasnych plyty (rys. 3b). Poprawnoé¢ otrzymanych wzoréw mozna
sprawdzi¢ przez poréwnanie czg¢sto$ci wlasnych samej plyty, otrzymanych' ze wzordw
$cistych i ze wzoru (3.20). Blad przyblizenia, spowodowany uwzglgdnieniem 6 wyrazéw
széregu, jest rzedu kilku procent.

6. Zakonczenie

W pracy przedstawiono rozwazania na temat sprz¢zonych drgan ukiadu plyta—ciecz.
W pierwszej kolejnosci otrzymano rozwiazanie dla plyty nieskonczonej. Jezeli zalozymy,
ze nie ma plyty (D = ph = 0) wéweczas z zaleznoéci (3.7) otrzymamy czgstoé¢ swobodnego
falowania cieczy. Przy zaloZeniu, Ze nie ma cieczy (y = 0) otrzymujemy wzér na czgsto§é

4
o(7)
2

©.1) w? = o
rownoznaczny z zaleznoscig »* = (nm/L)*. Dla tego przypadku rozwiazanie szczegdlne
réwnania ruchu (3.5) mozna otrzymaé¢ metoda uzmienniania stalych, ktéra jest jednak
mato efektywna ze wzgledu na catkows postaé funkcji ugiecia i uniemozliwia interpretacje
fizyczng przypadku = = nm/L. Badajac plyte nieograniczong otrzymujemy te interpre-
tacje natychmiast, mianowicie przypadek » = nz/L oznacza, Ze plyta drga niezaleznie
od cieczy jedna z jej postaci wlasnych (nie ma sprzezenia drgan). W przypadku plyty o skon-
czonej szerokosci problem ten nie wystapi ze wzgledu na zaburzenia brzegowe. W przy-
padku, gdy w réwnoéci (3.7) pominiemy masg¢ towarzyszaca cieczy otrzymamy czesto§¢
drgan wlasnych plyty na podtozu typu Winklera o module podatnosci yg.

W poszukiwaniu rozwigzania dla plyty o skornczonej szeroko$ci mozna p6jéé dwiema
drogami. Sposéb pierwszy polega na przedstawieniu rozwigzania w postaci liniowej
kombinacji (3.8) niezaleznych rozwiazan jednorodnego réwnania ruchu i calki szczegdlnej
réwnania niejednorodnego. Po wyznaczeniu wspélczynnikéw B, otrzymano wyrazenie
na ugiecie w postaci szeregu zbieznego (3.11), ktdrego jednakze nie wolno bylo réznicz-
kowaé, gdyz w wyniku otrzymywano szereg rozbiezny. Tak wigc zamiast réZniczkowaé
wyrazenie (3.11) rézniczkowano zalezno§¢ (3.8). Otrzymane tym sposobem réwnanie
czgstosci posiada zlozong postaé, niedogodna do obliczenn numerycznych. Drugi sposéb
rozwigzania réwnan zagadnienia polegal na zastosowaniu catkowych transformacji Fou--
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riera, ktére w prosty sposéb pozwolity otrzyma¢ wyniki dogodne do obliczenn numerycz-
nych. Poprawno$¢ przedstawionej metody rozwiazania zagadnienia potwierdzit przykfad
liczbowy.

W zagadnieniach teorii drgan wazng rolg¢ odgrywaja problemy ttumienia. W hydro-
sprezysto§ci moze wystapi¢ tlumienie dwojakiego rodzaju: zwiazane ze struktura wew-
netrzna uktadu sprezystego i lebkos’ciq cieczy oraz thumienie hydrodynamiczne zwigzane
z rozpraszaniem energii, ktéra zostaje zamiecniona na energi¢ fal powierzchniowych.
W analizowanym przypadku badano ciecz idealna i plyte idealnie sprezysta, wobec czego
tlumienie wewnetrzne nie wystapilo. Podobnie z ttumieniem hydrodynamicznym, ktére ma
znaczenie w przypadku nieograniczonych ukladéw cieklych i fal progresywnych (w bada-
nym zagadnieniu drgania majg charakter fal stojacych).
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Peswome

HEKOTOPBIE BOITPOCBI TUIPOVIIPYT'OCTH ITJIUT

B padote paccMaTpHBAIOTCA CTAaLMOHAPHLIE CONPSOKEHHDbIE KONeGAHMA CHCTEMBI IUIHTA—>KUIKOCTD.,
IInacrmHa NOKOMTCA Ha CBOCOAHON MOBEPXHOCTH YXUAKOCTH 3aNOJHAIONIEN OrPaHHYEHHYIO YKECTKOH I10-
BEPXHOCTRIO OGNACcTh MPOCTPaHCTBA. KIcceqyemas MOLeNb OXBATLIBAET HEKOTOPBIA Kiacc 3ajay THAPO-
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OpPYrOCTH TUINT, KOTOPBIM B ACHCTBHUTENLHOCTH MOIYT COOTBETCTBOBATh HATYDAJIBHBIE MIIM MCKYCCTBEH-
Hyble, HAMOJHEHHBIE MMIKOCTHIO EMKOCTH, Ha MOBEPXHOCTH KOTODPBIX NMOKOMTCS yIpyras rumra. Ilpem-
CTaBJIeH OOUIMIT METOM PELLIEHUA C UCHOIb30BaHHEM CODCTBEHHBIX (QYHKUMI CBOGOLHOrO BOTHEHHA UIe-
aNbHOM YKMIKOCTH. MeToa MIOCTPHPYETCA NHUHAMHUYECKHM aHAJIM30OM CONMPSDKEHHOW € SKHUIKOCTBHIO
MOJIOCHI.

Summary

CERTAIN PROELEMS OF HYDROELASTICITY OF PLATES

The paper deals with considerations of stationary, coupled vibrations of the system: plate-ideal liquid®
The plate lies on a free surface of liquid filling the space being bounded by a rigid surface.

The model investigated describes a certain class of hydroelasticity problems of artificial or natural
liquid reservoires with elastic plates resting on their surface.

The general method of solution is based on the application of eigenfunctions of free oscillations of
liquid. The method is illustrated by dynamic analysis of a plate strip coupled with liquid.

ZAXEAD MECHANIKI BUDOWLI
POLITECHNIKI GDANSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 27 stycznia 1975 r.

2 Mechanika Teoretyczna
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I STOSOWANA
1, 14 (1976)

STEROWANA DYSKRETYZACJA PLYT I POWLOK

WIESLtAW K UFEL (WARSZAWA)

Przedmiotem rozwazani sa plyty i powloki poddane dyskretyzacji rozumianej jako
umowne narzucanie na ich ruch wiezéw szczegdlnego typu, niezaleZnie od sit masowych,
powierzchniowych czy od rozkiadu masy [!]. Wprowadzajac w zbiorze dyskretyzacji
piyt i powlok relacj¢ réwnowaznofci oraz wykorzystujac powstajgce w wyniku dziatania
wiezéw sily reakcji, uzyskuje si¢ mozliwo§¢ oceny, ktéra z przeprowadzonych dyskrety-
zacji jest lepsza, tj. przy ktérej dyskretyzacji otrzymane rozwiazanie zagadnienia brzego-
wego jest dokladniejsze w stosunku do nieznanego rozwigzania «wzorcowego». Wybieranie
lepszych z punktu widzenia tego rozwiazania dyskretyzacji ciala nazywamy sterowaniem
dyskretyzacjq.

W pracy opisuje si¢ sposdb sterowania dyskretyzacja plyt i powlok, podaje kryterium
szacujgce ‘wiarygodnoéé otrzymanego rozwigzania oraz formuluje zagadnienie sterowania
optymalnego.

Wykaz oznaczent .

W pierwszej czgéci wykazu umieszczono oznaczenia znanych pojeé matematycznych, ich objadnienie
© mozna znalezé np. w [7].

JdA brzeg zbioru A, np, oIl,
A < B A jest podzbiorem B, A jest zawarte w B,
Ax B iloczyn kartezjanski zbioréw A i B,
A domknigcie zbioru A, np. Bg,
{a} zbi6r jednopunktowy, np. {10},
D zbibr pusty,

IJ A; suma zbioréw A, VAU ... UA,, piszemy takze |J A, jezeli wiadomo,
cw=1 ¢

jaki zbi6r indekséw przebiega ¢, np. | I,
[

A = {y; W(»} zbiér tych y, ktére maja wiasno$é W,np. 2, = {Z;Z € W Lau U Zi}
3 i

zbior tych punktéw powierzchni $rodkowej, ktore naleza do sumy linii
i punktéw podzialu,
h, g homeomorfizmy,

2*
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g-! homeomorfizm odwrotny do g,
2, = 2, relacja rdwnowaznosci,
[12]] klasa abstrakcji relacji rownowaznosci,
|1(r,s)|| norma w przestrzeni funkcyjnej (r,s),
fq =f|q4 obcigcie funkcji f do zbioru A4,
Ek przestrzen euklidesowa k-wymiarowa.

W drugiej czesci znajduja sie¢ objas$nienia pojg¢ mechaniki osrodkéw ciagtych z wigzami oraz dyskre-
tyzowanych powlok sprezystych:

Bg
T

F

2h

" e

obszar w przestrzeni fizycznej z ukladem wspolrzednych (X%), k =1, 2, 3,
do ktérego nalezg punkty X — konfiguracja odniesienia powloki — powloka,
rzut ortogonalny Bg na plaszczyzne OX'X?, do ktérego nalezg punkty Z — po-
wierzchnia $rodkowa powloki Bg,

przedzial otwarty (—#, 1) w zbiorze liczb rzeczywistych, do ktorego naleza
punkty y,

przedzial czasu,

grubo$é powloki w konfiguracji odniesienia,

gradient w Bg,

gradient w IT,
diwergencja w Bpg,

wektor zewnetrznie normalny do 9Bg,

wektor zewnetrznie normalny do dI7,

funkcja deformacji,

uogdlnione sily wewngtrzne zalezne odpowiednio od Z, ¢, ¢ oraz ¢, q,
uogdlnione sily zewnetrzne zalezne odpowiednio od Z, ¢, oraz ¢, q,
sila masowa zalezna od X, ¢,

obcigzenia powierzchniowe zalezne od X & ¢Bg, ¢,

energia kinetyczna,

energia sprezysta,

uogéblniona energia sprezysta,

gestos¢ masy odniesienia do konfiguracji poczatkowej,

mnozniki Lagrange’a okre$lone w zbiorze IT x I,

mnozniki Lagrange'a okre§lone w zbiorze 11 x I,

wspoirzedne uogdlnione zalezne od Z, ¢,

wspoirzedne uogdlnione zalezne od ¢, ‘
wiezy nalozone na deformacje — znana funkcja argumentéw Z, ¢, ¥,
wiezy wtérne — znana funkcja ¢, q,

masowe sily reakcji zalezne odpowiednio od X, 71 Z, ¢,
powierzchniowe sily reakcji zalezne odpowiednio od X, ¢ oraz Z, ¢,
sily reakcji podpor,

kontaktowe sily reakcji zaiezne od Z, 1,

plaskie elementy skoiiczone powloki Bg,

elementy skonczone,

linie podzialu powierzchni $rodkowej na plaskie elementy skorczone I7,
punkty podzialu powierzchni $rodkowej, .
podzbidr 2, punktdw laczacych elementy skofczone — zbidr punktéw we-
ztowych,

siatki podziatlu powierzchni §rodkowej,

dziedzina sterowania — zbiér siatek podzialu £,

dopuszczalny zbidr sterowan,

funkcjonal celu zalezny od wektora wspétrzednych q oraz siatek £2.
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1. Wstep

Teorig plyt i powlok nazywamy zwykle mechanike cienkiej ptytowej Jub powlokowej
formy konstrukcyjnej, wyrazona w kategoriach odniesionych do pewnej powierzchni, tzw.
powierzchni $rodkowej. Powierzchniowe teorie plyt i powlok maja dtuga historig¢; w litera-
turze przedmiotu znalezé mozna wiele ich sformutowan [2].

Przedmiotem rozwazan w tej pracy bedzie plyta lub powloka traktowana jako trdj-
wymiarowe cialo z wewnetrznymi wiezami. Przedstawimy pokrétce podstawowe zalozenia
i rownania takiej teorii.

Niech bedzie dana forma powlokowa, ktora da si¢ w dany sposob odwzorowaé w ob-
szar przestrzeni fizycznej zawarty pomiedzy plaszczyznami X* = +h oraz ograniczony
powierzchnig walcowa normalna do plaszczyzny OX'X 2. Obszar ten oznaczymy przez Bg,
jego rzut ortogonalny na plaszczyzng OX'X? oznaczymy przez I1, a dowolny punkt na 7
oznaczymy przez Z = (X', X?). Oznaczenia stosowane w pracy wzorowane sa na mono-
grafii [8]. W dalszym ciagu uzywac bedziemy wylacznie okre$lenia «powloka», traktujac
plyte jako szczegdlny przypadek powloki.

Niech dalej ruch powloki x(X,?), X = (Z,X?), Zell, X3 e (~h,h), t el bedzie
ograniczony w dany z géry sposob. Ograniczenia te nazwiemy wiezami., Rozpatrywaé
bedziemy tylko wigzy narzucone na ruch ciata (na jego funkcje deformacji). Zgodnie z [3]
rozwaza¢ bedziemy dwa rodzaje wiezéw:

1. Wiezy graniczne (brzegowe) sprowadzajace sic zwykle do dobrze znanych w teorii
»spi'QZystoéci warunkéw poczatkowych oraz do tzw. przemieszczeniowych warunkdw
brzegowych w postaci:

(1.1) [Z, L, Y(Z, )] =0, Zedll, tel,
e =1,2,..,s.
2. Wigzy wewnetrzne, wyrazajace pewne przyjete a priori hipotezy kinematyczne,

ktoérych celem jest uproszczenie kinematyki, a w konsekwencji i calej dynamiki rozwaZanej
powloki

XX, 1) =®[Z, X3 1, P(Z, 1)],
BAZ, 1, W(Z, 1), V(Z,0)=0, »=1,2,..,r, 2Zell.

Wektor ¢ jest wektorem wspéirzednych uogdélnionych. Funkcje a,, ® 1 B, sg funkcjami
znanymi. Wiezy (1.2), sprowadzaja kinematyke calej powtoki, jako przestrzennej formy
konstrukcyjnej, do pewnego dwuwymiarowego kontinuum punktéw Z e IT. Warunki
(1.2), stanowia dodatkowe ograniczenia dla funkcji wektorowej Y. W szczegdlnosci, gdy
wspdlrzedne uogdlnione sa niezalezne, zwiazki te nie wystapia.

Podstawowy ukiad réwnan dla wektora wspétrzednych uogélnionych otrzymuje sie
z zasady prac wirtualnych, ktdra zapisaé mozna w postaci

[ lor(i—br) —divTal Sxdor+ [ (pr—Tang)dxdog = 0.
BR aBR

(1.2)

Podstawiajac (1.1), do ostatniej réwnosci oraz stosujac twierdzenie o mnoznikach
Lagrange’a otrzymujemy nastepujace réwnania ruchu i réwnania konstytucyjne, ktére po-
winny by¢ spetnione dla kazdego (Z,t) elIx 1, [3]:



22 . W. Kurer -

d ok ok
D1vH+h+f = Eﬁ — -W,
— v _lv .,
(13) TGl N _‘3(86—’9)
' oV Y -
gdzie
f e 0%
f=1(z,1, =f b—dX3+[ —] ,
( ) 4 (99:343 o Pr 30 |xsmin
_ h
(14) k=KZ 64,9 = 5 [ ealdirax?,
h

_ A
& = e(Z,t,tl),%tl)) = fQRO'(Vq’)an.
Zh

Réwnania (1.3); nazwiemy réwnaniami ruchu, a réwnania (1.3), réwnaniami konsty-
tutywnymi dla wektora wspétrzednych .

Na dIT x I powinny by¢ ponadto spelnione geometryczne warunki brzegowe, ktdre za-
piszemy

(1.5) ’ HZ:R = tR-l-uR,
gdzie
FES ~a
ot
— 3 —
(L.6) tR—_{prdx, m = gt

Wielkosci u? s3 «brzegowymi» mnoznikami Lagrange’a, tj. okre§lonymi na zbiorze 017 x 1.
Wystepujaca w (1.6) funkcja tg jest znana, bowiem moze by¢ obliczona przez catkowanie

L
funkcji pg FR
- Z kolei na ITx {to} powinny by¢ speinione warunki poczatkowe
(1.7) v=4@, b=90@2).

~ Réwnania _(1.2)2, (1.3), (1.5), (1.7) opisuja kazda dwuwymiafowq teorie¢ powtok jako
teori¢ ciala z wewnetrznymi wiczami.

2. Powloki dyskretyzowane

Rozpatrzmy pewien dany rozklad powierzchni srodkoweJ IT na roz{qczne obszary 1,

¢ = 1 2, ..., 1 takie, by IT = U IT.. Rozkiad regularnego obszaruH na regularne pod-

c=1
obszary I1,, tj. p{aty ograniczone skoniczona liczba tukéw, spowodowany moze byé roz-



STEROWANA DYSKRETYZACJA PLYT 1 POWLOK 23

nymi wzgledami, np. wlasnoéciami budowy powloki, ale takze potrzebami przyjetej teorii,
w ramach ktdrej badane jest cialo. Niech kazdy plat I1, ograniczony jest n = n(c) tukami Lk,
gdziek =1, 2, ..., ko, ktére nazwiemy liniami podziatu powierzchniII, Oznaczmy przez 7,

punkty IknL k<lir=1,2,...,r, gdzie ry < ﬁ(kz(’;l) bedace punktami podzia-

tu 11,

Tloczyny kartezjanskie B, = II,x F oraz Il nazwiemy odpowiednio elementami skon-
czonymi i plaskimi elementami skonczonymi powloki Bg.

Wprowadzmy dla wygody rachunkowej (w szczegdlnosci obliczen numerycznych) glo-
balng numeracje¢ wszystkich linii i punktéw podziatu. I tak L,, @ = 1, 2, ..., 4 oznaczaja
wszystkie linie, a Z;, i = 1, 2, ..., I wszystkie punkty podzialu powierzchni I7. Spelnione sg
oczywiscie zwiazki L,n L, = @, a # b oraz {Z;} n {Z;} = @, | # j. Linie L, i punkty Z;
podzialu charakteryzuja element skonczony B, powloki Bg.

Zbior £, okreslony w nastepujacy sposdb

Q1) Q,={Z;Ze U L,u L1JZ'}

nazwiemy siatka podziatu powierzchni §rodkowej I, a tym samym calej powloki Bg.
W kontinuum materialnym rzeczywista liczba punktéw taczacych elementy skoriczone
jest nieograniczona. W wielu teoriach czy metodach obliczen numerycznych (np. metodzie
" elementdw skonczonych) przyjmuje sig, Ze elementy B, polaczone sg ze sobg w skoficzonej
liczbie punktéw weztowych, w ktérych zaklada si¢ istnienie sil skupionych reprezentujacych
napre¢Zenia rzeczywiste dzialajace kontynualnie na granicach elementéw. Analityczny opis
polaczen elementéw skoriczonych sprowadza si¢, w przypadku wigzéw narzuconych na de-
formacje, do zadania cigglodci lub takze gtadkosci funkcji deformacji w odpowiednim
zbiorze punktéw nalezacych do siatki podziatu ciala. W pozostalych punktach siatki moze
wystapi¢ nie tylko nieciaglto$¢ pierwszych pochodnych funkeji deformacji, lecz takze nie-
ciaglo§¢ samych deformacji; nie mamy wtedy do czynienia z o$rodkiem cigglym. Traktuje-
my wiec poszczegdlne elementy skonczone jako oddzielne ciata z wiezami (1.2).
W przypadku powloki wprowadzamy wigzy wtérne, nakladajace ograniczenia na wspét-
rz¢dne uogdblnione P(Z,?) w postaci

(2.2) $(Z,1) =E(2Z,1,q,(t)), Zell, tel,

gdzie q(¢) jest wektorem nowych wspétrzednych uogélnionych (juz niezaleznych od Z e IT).
Wigzy (2.2) powinny by¢ zgodne z warunkami brzegowymi (1.1) oraz z zaleznosciami (1.2),
migdzy wspdlrzednymi uogdlnionymi Y(Z, ¢).

Podstawiajac prawe strony (2.2) do (1.2); otrzymamy

(2.3) x(X,t) =®[Z,X%t,E(Z,1,q,(1)], X*€eF, tel, Zell.

Oznaczajac przez D < £, zbiér punktéw laczacych elementy skoficzone I7, zatozymy,
ze réwnania wigzéw (2.3) powinny ponadto spelniaé zwiazki

(2.4) . E[Z,t,q(0] = E4lZ,t,q(1)], Zell.nII,nD,

ktdre uzaleznione sa od siatki podzialu £,.
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Przyjecie wiezéw postaci (2.3), (2.4), a tym samym okreélenie siatki podzialu 2, i jej
podzbioru D nazywamy dyskretyzacja powloki, a powtoke z wigzami (2.3) i (2.4) nazywamy
powloka dyskretyzowana. W definicji dyskretyzacji ciata tkwi wigc okreélenie podzbioru D
siatki podziatu 2, oraz ustalenie wigzéw (2.3).

W metodzie elementéw skonczonych przyjmuje si¢ zwykle za funkcje @ wielomiany
ustalonego stopnia, a za D dyskretny zbidr punktow.

Niech 4 jest homeomorfizmem h:IT — II. Okre§lmy teraz homeomorfizmy g w naste-
pujacy sposéb:

(2.5) 2:20 » QcIINg(Z) = K(Z), Z € £,.

Homeomorfizm g jest wigc obcigciem homeomorfizmu £ do siatki £2,. Zbidr £ jest
takze siatka podzialu powloki By, ktéra ma t¢ sama liczbe tukéw i punktéw podziatu
co siatka £2,. Wynika to natychmiast z wtasno$ci homeomorfizméw. Takze odwrotnie,
kazda siatka £ opisujaca dyskretyzacje powloki By ta samg liczba lukéw i punktow
(a tym samym tg sama liczba elementéw skonczonych) jest obrazem siatki £2,, tzn. istnieje

homeomorfizm g taki, ze g~'(2) = 2,. Jest oczywiste, ze |J g(2,) = Bg.
4

Dla wielu zagadnien brzegowych zbidr D przyjmuje si¢ jako dyskretny zbiér punktéw
Z,i=1,2,...,1, tym samym powigzanie elementéw skoficzonych w tym zbiorze za-
pewnia wystarczajaca aproksymacje ruchu rzeczywistego. W istocie, w takim przypadku
(dyskretyzacji okre§lonej na zbiorze punktéw — dyskretyzacji punktowej) mamy do
czynienia nie z jednym podzialem ciatla, ale z cala klasa podzialdw, ktére okazuja si¢ klasa
abstrakcji nastgpujacej relacji réwnowaznoécei:

(2.6) (2, = 2)) = [8:(Z) = 82(ZY)Ng1(20) = 2, 8,(820) = 23]

Relacja (2.6) jest zwrotna, symetryczna i przechodnia jest wigc relacja réwnowaz-
nosci.

Dla klasy abstrakcji ||£2|| relacji réwnowaznosci (2.6) wygodne jest dokonanie wyboru
reprezentanta £2 w nastegpujacy sposob: niech 2 = g(£2,) i obrazy tukéw L, sa odcinkami.
W szczegdlnoscei, gdy dyskretyzacja £2 jest triangulacja powierzchni §rodkowej, tj. podzie}\lem
na tréjkatne plaskie elementy skonczone, reprezentantem ||2|| moga byé wprost £2.

W przypadku dyskretyzacji punktowej réwnania wigzéw (2.2) przepiszemy w postaci
@.7) W(Z, 1) = B(Z, 1,q0)), Zell, tel,
gdzie za wspélrzedne uogdlnione q(¢) przyjeto wartoscei funkcji Y(Z, ¢) w punktach zbioru

{Zl};

(2.8) q@) = {$(Z,, 1), ..., $(Z1, 1), VOZ,, 0, ., VOEZL 0}
Korzystajac z (2.8), réwnania ruchu [réwnania na funkcje q(¢)] napiszemy w postaci:
d 0k ok
SRR TR
(29 d 0ok ok
HI+F‘=-7!€]?‘T_ ar') 1_1;2’ ,I’

gdzie oznaczono x; = x(Z;, X3,1), TI\= %x, Z, X3, ).
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Roéwnania konstytutywne sprowadza si¢ teraz do

de de
TR v

gdzie funkcja energii odksztalcenia jest okres§lona przez (1.4);, a wspdlrzedne uogdlnione
q(?) sa niezalezne. Energia kinetyczna k jest zdefiniowana przez (1.4),, a obciazenia f; i F;
zgodnie z (1.4), beda

(2.10) h; -

b, oD,
fl:Z(fQRbRa .d'Z)R-I- f Pr Oa dO'R),
c B, Xi SBR~2B. Xi

0P,
(fQRbR d?)R-I- f PR ar dO'R)

OBR~ OB,

2.11)

Funkcje podcatkowe w (2.11) sa znanymi funkcjami argumentu X € B,, gdyz postac
funkcji @ w réwnaniach wiezéw jest znana, tym samym odpowiednie catki po dowolnym
elemencie skonczonym moga byé obliczone.

Po rozwiazaniu zagadnienia poczatkowego dla ukiadu réwnan (2.10), tj. po wyznaczeniu
wspdétrzednych uogdlnionych q(¢) mozemy otrzymaé zaréwno funkcje deformaciji (X, ¢)
calego ciala (lub spdjnego zbioru cial, gdy nie zachodzi warunek (2.4)), jak i wektor Y(Z, ¢).
Wynika to od razu z (2.2).

3. Ocena dokladnoSci rozwigzan

Sity reakcji powstale w wyniku dziatania zatozonych a priori wigzéw wewngtrznych
(1.2); sa pewnymi «fikcyjnymi» obciaZeniami, ktére nalezaloby dodatkowo przylozyé
do ciala, by odksztalcato si¢ zgodnie z wiezami. Znaczy to, ze po rozwigzaniu zagadnienia
poczatkowego (1.3) dla niewiadomych (Z, ¢), obliczeniu ze zwiazkéw (1.2), calego ruchu
ciala, wyznaczeniu tensora ekstra naprezenia Pioli-Kirchhoffa Tp = mr(X, VY) (gdzie g
jest funkcja konstytutywna materiatu powloki), sily reakcji mozemy wyznaczyé z nastgpu-
jacych zwiazkéw [1]:

G.1) ort = or X —divTr—orbr, W Bgx[,

Sr =TRnR—pR, na OBRXI.

Powierzchniowe sily reakcji wywolane sa zaréwno wigzami wewnetrznymi, jak i podpar-
ciem brzegu powtoki. Oznaczajac te ostatnie przez ug i przyjmujac, Ze potrafimy je nieza- -
leznie wyznaczyé (np. w zagadnieniach statycznie wyznaczalnych), otrzymamy sity reakcjir,
Sg —uz wywolane tylko wigzami wewnetrznymi. Gdy wiezy wewnetrzne wyrazaja wylacznie
wprowadzone a priori hipotezy kinematyczne upraszczajace matematyczny opis problemu
(a nie np. wlasnosci materialowe w rodzaju niescisliwosci), to oceng bliskosci otrzymanego
rozwiazania «modelowego» i nieznanego rozwiazania $cistego, tj. rozwigzania jakie uzyska-
no by w ramach teorii sprezystoéci, mozna przeprowadzi¢ korzystajac z nastgpujacego kry-
terium szacujacego

(3.2 II(r, sg—ug)l| = &(br, Pr+ur)ll,
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gdzie ||(-, ‘)|| oznacza norme w przestrzeni funkcyjnej, ktérej elementami sa pary utworzo-
ne z gestosei sit masowych i powierzchniowych dziatajacych na cialo oraz & jest dodatnia
liczba matg wobec jedno$ci. Wystepujaca w (3.2) norma nie jest okreslona jednoznacznie,
lecz sposdb jej wprowadzenia zalezy czg¢sto od charakteru problemu brzegowego. Niektdre
przykiady norm |[(-, -)]| przedstawiono w [4]. ’

Jezeli warunek (3.2) nie jest spetniony, tj. gdy uklad sil reakeji utrzymujgcych wiezy
(1.2), nie jest pomijalnie maly wobec uktadu sit dzialajacych na cialo, to rozwigzanie
«modelujgce» nie stanowi rozwigzania problemu fizycznego.

Analiza tak postawionego problemu prowadzi do oceny, czy przyjeta (przez wiezy
(1.2),) teoria powlok moze by¢ stosowana do rozwigzywanego problemu fizycznego.

W dalszym ciagu bedziemy si¢ zajmowa¢ sitami reakcji spowodowanymi wiezami (2.2),
tj. spowodowanymi dyskretyzacja. Rozwigzaniem modelowym bgdzie wiec tutaj rozwigza-
nie q(¢), a §cistym albo wzorcowym Y(Z, t), (wyzej rozwiazaniem modelowym byto roz-
wiazanie P(Z, t), a Scistym rozwiazanie jakie uzyskano by w ramach teorii sprezystosci).
Tak wigc interesowac¢ nas beda sity reakcji powstale wskutek dyskretyzacji powtoki (wigzy
(2.2)), a nie sity reakcji powstale wskutek przyjgcia takiej czy innej teorii powlok (czyli
wiezéw (1.2),). ! o

Rozwiazujac zagadnienie poczatkowe (2.9) dla niewiadomych q(¢) obliczymy ze zwiaz-
kéw (2.2) wspoéirzegdne uogélnione P(Z, 1) i dalej ze zwiazkéw (1.2), +(1.3), funkcje
deformacji % (X, ¢) i uogélnione sity H i h. Sity reakcji spowodowane dyskretyzacja mozna
wtedy obliczy¢é [por. (3.1)] ze zwigzkéw

P o= —di?/H—h—f+dia—{‘—§—k,
(3.3) top 0P

o *
Sgp = HnR—tR—uR,

w ktorych wystepujace wielkosci sg okre§lone wzorami (1.3), <+ (1.6). Sily reakcji (3.3) obli-
czone dla kazdego elementu skoriczonego B, oznaczymy przez r., S., a skok powierzchnio-
wych sit reakcji na 9II,n dIl;, c# d oznaczymy przez

(34) ) §cd = Hcﬁc+Hdﬁdy

gdzie iy = —h, i nazwiemy kontaktowymi sitami reakcji.

Wprowadzmy w przestrzenie sit masowych i powierzchniowych [zaréwno f, =f |Zenc’
" te = trlzean,, jak i sit reakcji (3.3) i (3.4)], odpowiednio normy |} *||;, || *I|2- Uzyskane przy
dyskretyzacji rozwigzanie moZemy uzna¢ za dostatecznie bliskie rozwiazania jakie otrzyma-
libySmy dla ciata bez wigzéw (2.2) jeéli dla kazdego ¢ spetniony jest warunek

' !
S el +118e—uellz 1 N 8eall = e(lE I +lte+ucll2),
d=1

gdzie v, = wg|zeon,-

Warunek (3.5) méwi, Ze sity reakcji masowych i powierzchniowych powinny stanowi¢
uktad sit pomijalnie matych w poréwnaniu z uktadem uogdlnionych sit zewnetrznych dzia-
fajacych na cialo.
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4. Dyskretyzacja sterowana

Spelnienie warunku (3.5) dla kazdego ¢ mozna otrzymac¢ réznymi drogami. Mozna
mianowicie albo dobieraé przy ustalonym podziale powloki By funkcje wiezéw (2.2) albo
ustalajac funkcje wigzéw = zmienia¢ podzial I7T siatkami 2 zaréwno zwigkszajac liczbe
elementdw, jak i zmieniajac ich rozmieszczenie, wielkoéé czy ksztalt, albo wreszcie stosowaé
te dwie drogi réwnoczeénie,

Postgpowanie takie nazywamy sterowaniem dyskretyzacja powtoki. W tym punkcie
zajmiemy si¢ sterowaniem dyskretyzacja przez zmlanQ liczby elementéw skonczonych przy
ustalonych wigzach.

Na poczatek ustalmy, Ze sterowania dyskretyzaqq dokonamy przez A-krotny podzial
ciala na elementy skonczone punktami {Z;}. Liczba /1 cho¢ dowolna zwykle uzalezniona
- jest od mozliwoéci numerycznych maszyny cyfrowej zastosowanej do rozwigzania problemu
brzegowego.

Pierwszej dyskretyzacji dokonujemy siatka punktéw {Z;}, i =1, 2, ..., I kierujac sie
ksztaltem ciata i sposobem przyloZenia sit zewngtrznych (moze to takie byé podziat zu-
petnie przypadkowy). Po rozwiazaniu réwnan (2.9) i wyliczeniu sit reakcji (3.3) przeprowa-
dzamy oceng¢ dokladno$ci rozwigzan stosujac kryterium szacujace (3.5), tj. dla kazdego ¢
(indeks I wskazuje, iz mamy do czynienia z pierwsza dyskretyzacja) okre§lamy w nierow-
noéci (3.5) najwicksza warto$é e.,.

Niech ¢, bedzie z gory przyjeta w zwigzku (3.5) wartoscia ¢ okre$lajaca dopuszczalne
odchylenie rozwiazania modelowego od rozwiazania $cistego (mozna np. przyjaé e, = 0,05,
gdyz czesto z taka dokladnoscia okresla si¢ wielko$¢ sit zewngtrznych). Moze si¢ zdarzy¢,
Zze po pierwszej dyskretyzacji spelniona jest nierdwno$¢ e, = &, dla wszystkich ¢; =
=1,2, ..., I;. Spetniona jest tym samym nieréwns$o¢ (3.5) i rozwigzanie modelowe uzna-
jemy za wystarczajaco dokladnie aproksymujace rozwigzanie $ciste. Na ogdt jednak
znajda si¢ takie clementy skonczone I7,,, dla ktérych warunek (3.5) nie: jest spetniony,
tzn. beda istnie¢ indeksy cf, dla ktérych e > &,. Dokonujemy wtedy dyskretyzacji taka
siatka punktéw {Z,,}, in =1,2, ..., 1y, ktére podziela clementy II5 na mniejsze.
Pozostawienie elementéw skonczonych w ktérych warunek (3.5) jest spelmony w niezmie-
nionym ksztalcie (cho¢ nie jest to konieczne) jest wygodne, gdyz pozwala obliczone dla
tych elementéw pewne wielkosci (jak np. macierze sztywnosci) wykorzysta¢ do nastepnych
dyskretyzdcji.

Takie postgpowanie powinno przy dyskretyzacji punktami {Z,,} doprowadzié do
spetniania warunku (3.5) we wszystkich elementach skonczonych.

Przykiad sterowania dyskretyzacja przez zwigkszanie liczby elementéw skoficzonych
pryzmatycznej powloki z prostokatnym otworem (traktowanej jednak jako powloka gruba)
rozpatrzono w [4]. '

5. Sterowanie optymalne

Przedstawiony w rozdziale 4 proces dyskretyzacji mozna kontynuowaé az do speinienia
warunku (3.5) przy zatozonym z géry . Trzeba jednak zaznaczyé, Ze nie zawsze jest to
mozliwe. Nie dysponujemy bowiem maszynami matematycznymi, ktore rozwiazywalyby
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uktady réwnan o dostatecznie duzej liczbie niewiadomych. Trudno$¢ te mozna omingé
na innej drodze. Mozna mianowicie sterowa¢ procesem dyskretyzacji tak, by przy ustalonej
liczbie elementéw skonczonych uzyska¢ minimum normy sit reakeji.

Zauwazmy w tym celu, ze wspolrzedne uogdlnione q(¢) przy ustalonym ¢ oraz ustalonej
siatce podziatu (2 naleza zgodnie z (2.8) do przestrzeni euklidesowej E*. Nazywaé je be-
dziemy wektorami stanu a przestrzen E*' przestrzenia stanu.

Zbiér siatek 02, gdzie 2 = g(£2,) i g jest z pewnego zbioru homeomorfizméw (2.5)
oznaczymy przez @ i nazwiemy dziedzing sterowania.

Kazdemu rozwiazaniu q(¢) z odpowiednimi warunkami poczatkowymi q(t,) = gq,
q(t0) = q? przypiszemy liczbe ¥V w nastepujacy sposéb:

1 1
G V=vgQ = Z(Il?c(q,Q)II1+||§c(q,Q)—uc(q,Q)I|z+||Z§cu(q,!2)llz),
d=1

c=1

gdzie €0,

Powiadamy, ze sterowanie lub siatka podziatu £2* jest optymalna je$li odpowiadajace

jej rozwiazanie q*(¢r) réwnan stanu (2.9) speinia dla 2 € © zwiazek
H

(52 V(g*, 2% < V(q, Q).

Tak wiec przez znalezienie optymalnej siatki podzialu powitoki Br bedziemy rozumieé
znalezienie takiego elementu zbioru @, dla ktorego funkcjonat (5.1), przymuje warto§é
najmniejsza.

W wielu przypadkach szczegdlnych siatki £2 beda naleze¢ do pewnego podzbioru Oco
zwanego dopuszczalnym zbiorem sterowan. Specyfikacja tego podzbioru w zbiorze ©
zalezy zaréwno od warunkow na homeomorfizmy g (np. by byly przedziatami liniowe),
jak i od dziedziny okre$lonosci. Nie zawsze bowiem konieczne jest sterowanie cata siatka,
wystarczy sterowanie tylko jej cze$cig.

Niech teraz @ < 0, bedzie zbiorem reprezentantéw relacji réwnowaznosci (2.6). Ele-
menty zbioru @ mozna wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaé pewnym podzbiorom
w przestrzeni euklidesowej.

Skoro klasa abstrakeji ||[©2]| w sposéb jednoznaczny wyznacza siatk¢ punktéw {Z,},
i=1,2,...,11 odwrotnie, siatka punktéw {Z;} zgodnie z (2.6) jednoznacznie okrefla
[12|l, w takim razie ||2|| przyporzadkujemy punkt z e E?*', gdzie z = {Z,, ..., Z,}.
Oczywiscie dla'ustalonego i, Z; 11, tak wiec punkt z przestrzeni £/, ktéremu przyporzadko-
wano pewien element O nalezy do I-krotnego iloczynu kartezjanskiego S = II xIT x ... xII,
z ktérego usunigto zbiér M punktéw z = (z°), ¢ = 1,2, ..., 21, dla ktérych istnieja o,,
0,,2 29 = z9,

W wielu zagadnieniach brzegowych zaklada si¢, Ze homeomorfizmy g na 011 sa identycz-
noéciami. Niech Z, e dll, 1 = 1,2, ..., I, i I, < I, wtedy wymiar dziedziny S—M réwny
jest 2(I—1,) oraz S jest zbiorem otwartym.

Niech teraz t., s., S.; beda sitami reakcji przy ustalonej siatce podziatu £2 €@ i ogdlniej
1.(2), 5.(z), 8.4(z) beda sitami reakcji dla kazdej siatki podzialu 2€6, czyli funkcjami
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z € S—M. Zgodnie z (5.1) funkcjonal celu bedzie takze funkcja z € S— M. Widacé stad, ze
w przypadku kiedy zbior dopuszczalnych sterowan jest zbiorem siatek réwnowaznych
wzgledem relacji (2.6), problem sterowania optymalnego mozZe by¢ sprowadzony do znacz-
nie prostszego problemu szukania ekstremum funkcji wielu zmiennych.

6. Uwagi koncowe

Przyjecie w mechanice odpowiedniego modelu kontinuum ma zasadnicze znaczenie,
poniewaz determinuje zaréwno stopien doktadnosci, jak i zakres stosowalno$ci teorii.
Najczg$ciej rozwazanym modelem ciala materialnego jest model kontynualny. Jednak duze
trudnosci w rozwiazywaniu podstawowego ukladu réwnaf mechaniki oérodkéw ciaglych
sprawily, ze zaczg¢to wprowadza¢ do niej dodatkowe zaloZenia upraszczajace. Wystarczy
wspomnie¢ teori¢ powlok KIRCHHOFFA czy teori¢ pretéw BERNOULLIEGO.

Inne podejécie pochodzace jeszcze od EULERA, opiera si¢ na zaloZeniu, ze pewne skon-
czone podobszary ciala maja skonczong liczbe stopni swobody. Tak podzielone cialo nazy-
wamy ofrodkiem zloZzonym z elementéw skofczonych lub oérodkiem dyskretyzowanym.
Obecnie coraz czgéciej w zagadnieniach techniki wprowadzamy taki wlaénie model cial [5].

Przedmiotem rozwazan w tej pracy jest dyskretyzowana plyta lub powloka By poddana
wigzom wewnetrznym. Ruch takiego oérodka opisany jest skonczonym ukladem q(¢) =
= (g'(1), ¢*(1), ..., ¢ (1)) niewiadomych funkcji zaleznych tylko od czasu, pozwalajacym
aproksymowa¢ rzeczywisty ruch o$rodka ciaglego ruchem uktadu o skorczonej liczbie
stopni swobody. Powyzsze ograniczenia na ruch stanowia przypadek szczegSlny wiezéw
wewngtrznych narzuconych tylko na ruch kontinuum, a nie np. na naprezenia.

Ogdlne podstawy mechaniki ciat dyskretyzowanych obejmujace takze znane dotychczas
metody, oparte na mechanice oérodkéw ciaglych z wigzami, byly przedstawione w pra-
cach Wozniaka (np. [I]).

Kazde cialo poddaé mozna dyskretyzacji na elementy B., jednak otrzymane wyniki
opisuja badany uktad, w rzeczywisto$ci bez wigzéw, z dokladnoscia do sil reakcji. O otrzy-
manym w metodzie elementéw skonczonych rozwigzaniu méwimy, ze wystarczajaco do-
ktadnie aproksymuje rozwiazanie $cisle, tj. rozwiazanie, jakie otrzymaliby§my dla oérodka
cigglego wtedy, kiedy zastosowany skornczony ciag dyskretyzacji (na coraz wigcksza liczbe
elementdw) wykazuje odpowiednia zbiezno§é. W przypadku ciala dyskretyzowanego,
traktowanego jako oérodek ciagly z wiezami, oceny dokladno$ci rozwigzan dla kazdej
dyskretyzacji dokona¢ mozna przez poréwnanie wielkoéci sit reakeji (wywolanych wigzami)
z sitami zewnetrznymi.

Wprowadzajac w przestrzen par sit reakcji wewngtrznych i-powierzchniowych normg,
dia kazdej dyskretyzacji mozemy okreéli¢ wielko$¢ tych sit. Majac wiec dwie dyskretyzacje
tego samego ciala, mozemy powiedzieé, ktéra z nich jest lepsza (w sensie przyjgtej normy),
tj. ktéra z nich daje rozwiazanie dokladniejsze w stosunku do nieznanego rozwigzania,
ktére uzyskano by dla ciala bez wigzéw wewnegtrznych.

Poszukiwanie w pewnym zbiorze dyskretyzacji takiej dyskretyzacji, dla ktérej odpo-
wiednio skonstruowany funkcjonatl (zwany funkcjonatem celu) przyjmuje minimum, nazy-
wamy sterowaniem optymalnym.
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W pracy rozpatruje si¢ dwa rodzaje dyskretyzacji. Jeden, pozwalajacy sterowaé dyskre-'
tyzacja przez zwickszenie liczby elementéw skonczonych tylko tam, gdzie sily reakcji sa
duze (w sensie przyjetej normy), oraz drugi, polegajacy na szukaniu sterowania optymal-
nego. '

W rozdziale 4 formulhije sie zagadnienie sterowania dyskretyzacja przez zwigkszenie
liczby elementéw skonczonych w tych obszarach, gdzie norma sit reakcji nie spetnia odpo-
wiedniego warunku szacujacego. Zageszczanie bowiem elementéw skoficzonych w calym
ciele czesto nie jest potrzebne, bo prowadzi do powigkszenia rzgdu ukiadu réwnan. Zagad-
nienie optymalnego sterowania formuluje sig w rozdziale 5, wykorzystujac pojecie siatki
podziatu £2 ciata dyskretyzowanego Bg. Siatki 2 stanowia dziedzing sterowania @. W wielu
przypadkach szczegélnych siatki 2 beda naleze¢ do pewnego podzbioru O < O, zwanego
dopuszczalng dziedzing sterowania. Specyfikacja ‘tego podzbioru przeprowadzona jest
takze w rozdziale 5.

Opisany wyZej sposob dyskretyzacji plyt i powlok mozZna zastosowaé takze do zagadnien
tréjwymiarowych. Sterowanie dyskretyzacjg tréjwymiarowych ciat sprezystych omoéwione
jest w pracy [6].
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Peswme

YIIPABJIIEMASL JUCKPETHU3AUMA ITVIACTHH W OBOJIOYEK

Paccma'rpunaxo‘rcn IUIACTHHBI M 0GOJIOUKH MOXBEPIKEHHbIE TMCKPETH3ALNH, PACCMaTpHBacMOlt B Ka-
YeCTBE YCJIOBHOIO HAJIOXKEHHMA Ha MX ABIDKEHME CBS3EH CIELMarbHOrO BHMAA, KOTOPBIE He 3aBHCAT OT
MacCOBBIX U MOBEPXHOCTHBIX CHJI HU OT PacCHpefiesIeHusa MacChl. Takue CHCTeMbl ABJISIOTCA INPUMEpaMH
TeJ1 C OrPAHHYMBAIOLMMU CBA3SMH, MEXaHHMKA KOTOpbIX OblTa IMoCTpoeHa Y. BoabHAKOM. ’

Omnpenesienne 1a MHOYKECTBE AMCKPETH3aUMH IUIMT M OGOJIOUEK COOTHOLIEHHS 3KBHBAJICHTHOCTH
M MCIOJIh30BaHHE, BO3HHKAIOIUX ECJIEACTBE. BO3ACHCTBHA CBA3EH, CYUI pEAaKUHH INPUBOJHT K BO3MOMK-
HOCTH OLEHKHM ! KOTOpasl U3 NPOBeAEHHbIX JUCKPETHIAIMI JIyYllle T. €. IPX KOTOPOH M3 HUX MOJyYEHHOE
PELUECHHE KpaeBoi 3a/lauM TOUHEE II0 CPABHEHMIO C HEHM3BECTHBIM «O0pasUOBBIMY DELICHHEM. TTonGop
JIyYIIMX C TOUKH 3PEHUS STOro PEeLICHHsT TUCKPETHIAUMI HAa3bIBAEM YIIPaBJIEHHEM JTHCKPETHIALMEH .

B pafore onuchiBaeTcA MeTOA yNpaBJieHHMsA AMCKpETH3aUMeR TIacTHH u o0O0JI0ueK, NMPHBOAMTCH
IKPHTEPHH MOCTOBEPHOCTH MOJYYEHHOrO PEIEHHA a TaloKe GopMyIHpYeTCs 3aaya ONTHMAJILHOro yI-
DaBJIeHuA. :
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Summary

CONTROLLED DISCRETIZATION OF PLATES AND SHELLS

The paper deals with plates and shells subject to discretization which is considercd as a set of constraints
of special type imposed on the structural motion. They are independent of body forces, surface tractions or
mass distribution. The discretized plates and shells are examples of constrainted bodies the mechanics
of which has been formulated by Cz. Wozniak.

By introducing an equivalence relationship in the set of all discretizations and by evaluating the reactions
occurring due to the constraints imposed it turnis out to be possible to estimate each discretization. Selecting
the better discretization is called the discretization control.

Paper descrites the methods of controlling of discretization of plates and shells, presents criterions of
estimation of the solution obtained and formulates the problem of optimal discretization control.

INSTYTUT MECHANIKI
UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 3 lutego 1975 r.
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TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1, 14 (1976)

WYBOCZENIE UDERZENIOWE PRETA O DUZEJ SMUKLEOSCI
RyszaRp GRYBOS (GLIWICE)
1. Sformulowanic problemu i cel pracy

Utrate stateczno$ci preta, wywolang uderzeniem podtuznym, okresla sie jako stan ruchu,
podczas ktorego ugiecia wykazujg tendencje nieograniczonego wzrostu, Wzbudzenie ruchu
poprzecznego przez uderzenie podtuzne wymaga istnienia pewnych czynnikéw inicjujacych,
ktérymi sa: odstgpstwa osi preta od idealnej prostoliniowosci, mimos$rodowos$¢ sity ude-
rzenia, niejednorodno$é materiatu, stan naprezen szczatkowych (walcowniczych, spawal-
niczych) i inne. Przyczyna bezposrednia ruchu poprzecznego jest fala ci$nien propagujaca sig
wzdtuz preta z predkoscia ¢ = ]/E_/@, gdzie E, o oznaczaja modut Younga i g¢sto$¢ ma-
terialu preta.

Stan krytyczny w sensie wyzej okreS§lonym wigZe si¢ z pojeciem «krytycznej strefy
wzbudzenia». Jest to odcinek preta objety fala ci$nienia w chwili utraty statecznosci.
Koncepcja krytycznej strefy wzbudzenia zostata wprowadzona przez GERARDA i BECKERA
w roku 1952 [1]. PéZniej postugiwalo si¢ nia jeszcze kilka innych badaczy [2, 3, 4], prébujac
okre§li¢ tzw. krytyczne parametry uderzenia.

Autorzy pracy [1] analizujac wyniki wlasnych do$wiadczen doszli do wniosku, ze ani
warunki podparcia konca nieuderzonego, nie wplywajg na postaé wyboczenia o ile dtugos§¢
krytycznej strefy wzbudzenia jest mniejsza od dhugosci preta. Do analogicznych wnioskow
prowadza takZe wyniki pézniejszych do§wiadczen MALYSZEWA [9].

Jednakze sama dlugo$é krytyczna okreélano dotychczas teoretycznie przez intuicyjne
kojarzenie stanu krytycznego w warunkach dynamicznych z podobnym stanem przy $ciska-
niu statycznym (tzn. ze smukloécig krytyczna w sensie Eulera) preta jednym koncem pod-
partego przegubowo, a na drugim sztywno utwierdzonego [1, 7].

W pracy niniejszej do okreslenia dtugosei krytycznej dochodzi si¢ przez analizg¢ pred-
koéci (fazowej i grupowej) propagacji fal gietnych w precie $ciskanym uderzeniowo.
Okazalo sig, iz faktycznie smukioéé fal wyboczeniowych pozostaje w pewnym przyblizo-
nym zwiazku z eulerowska smukloéciag krytyczna, jednakZe dla preta o nieco innych wa-
runkach brzegowych. Wyprowadzono wzory na dlugoéé¢ fali wyboczeniowej zaréwno
sprezystej, jak i sprezysto-plastycznej. Konfrontacja z wynikami do$wiadczen wykazuje
zadowalajacg zgodno$¢.

Obliczenia poprzedzone zostaly wyprowadzeniem réwnan rézniczkowych opisujacych
sprz¢zone drgania podluzno-gietne, poniewaz w tym wzgledzie istnieja w literaturze pewne

ozbieznosci (por. np. [2, 5 - 8]).

3 Mechanika Teoretyczna
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2. Réwnania ré6zniczkowe problemu

Na gruncie hipotezy plaskich przekrojow stan przemieszczen preta, w ktérym propa-
guje si¢ sprz¢zona fala podtuZno-gictna, opisuja trzy funkcje: u(x, t), w(x,t), p(x, t).
Pierwsza jest przemieszczeniem osiowym przekroju o odcigtej x w chwili ¢, druga oznacza
przemieszczenie poprzeczne (ugiecie) punktu na osi centralnej y, prostopadlej do plasz-
czyzny zginania, trzecia oznacza kat obrotu przekroju wzgledem osi y.

Sity wewnetrzne w precie wyraZone sg przez przemieszczenia wzorami nast¢pujacymi:

2.1) sita poosiowa (Sciskajaca) N(x,t) = EFu(x,t),
2.2) sila poprzeczna (tnaca) O(x,t) = k™ '\GF[w (x, 1) —p(x, 1)],
2.3) moment zginajacy M(x,t)= —Ely’(x,1).

Przecinek u géry oznacza réZniczkowanie wzgledem x, kropka oznaczaé bedziemy réz-
niczkowanie wzgledem ¢; k jest wspdiczynnikiem $cinania.

Przechodzac do ustawienia rownan ruchu rozpatrzmy najpierw geometrie odksztalcenia
elementarnego wycinka preta o dlugosei dx (rys. 1). Dwie plaszczyzny przekroju poprzecz-

Rys. 1

nego AB i CD, pierwotnie réwnolegle, po odksztalceniu obracaja si¢ wzgledem siebie
o kat y’dx. Katy w narozach 4, B, C, D, pierwotnie proste, wskutek odksztalcefi posta-
ciowych zmieniaja si¢ 0 ¥ w narozach 4, B, za§ o y+7’dx w narozach sasiednich Ci D.
Te same katy tworza wektory sil normalnych z kierunkiem stycznej do osi ugigtej. Na-
tomiast wektory tych sit nachylone sa do osi x pod katami y oraz y+v’dx odpowiednio.

Uwzgledniajac te fakty otrzymujemy nastgpujace warunki réwnowagi dynamicznej
elementarnego wycinka preta:

24 eFi = N'—(Qy)’,
2.5 oFw = Q'+ (Ny),

(2.6) ol = — M’ +Q—NW —v).
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Podstawiamy tu wzory (2.1), (2.2), (2.3) oraz wprowadzamy zmienne bezwymiarowe

- X i ct G- =_ W, m
T T YT YT oF
W dalszym ciggu bgdziemy jednak pomijaé kreski nad X, 1,4, w, ponadto rézniczkowanie
wzgledem X i # nadal bedziemy oznaczaé przecinkiem i kropka u géry.
Podstawowy ukiad réwnan rézniczkowych problemu przyjmuje ostatecznie postaé

@7 u—u’ = p[w-pyl,
(2.8) w—yw” = —pp’+ W'y),
2.9 Y-y’ = (y—u)Ww —y),
gdzie

_ G _om )T
Y=ETE S T TV F-

Réwnania powyZsze opisuja sprzezony ruch podiuzno-poprzeczny preta bez krzywizny
- wstepnej i pozbawionego cech lepkoplastycznych.

S

3. Sprezyste fale wyboczeniowe

Przytoczymy najpierw skrétowo pewne fakty i wzory dotyczace propagacji fali podtuz-
nej. Jezeli pomina¢ wplyw ruchu poprzecznego na ruch podhuzny, to zamiast (2.7)
otrzymujemy jednorodne réwnanie falowe ii—u” = 0. Problem poczatkowo-brzegowy,
Jaki formutuje si¢ dla tego réwnania przy uderzeniu cialem o skoriczonej masie, posmda
znane rozwiazanie (np. [5])

3y o oulx,t) = %(1—6"—') ¥ xefo0,1],

(3.2) u(x, t) = v—:[e"("*"z’)-—e""] ¥ xelt,2—1]

itd.,‘ gdzie / jest (bezwymiarowa) diugoécia preta, v, — predkoscia uderzenia. Uderzenie
cialem o nieskoficzenie duZej masie wywotuje réwnomierne $ciskanie na odcinku x € [0, ¢],
przy czym skrdécenie wiladciwe o' = —vofc = —gq. |

Majac dalej na uwadZe ten przypadek rozpatrzymy warunki propagacji sprzgZonej
fali podtuzno-gigtnej. Gdy do (2.8), (2.9) podstawié &’ = —eo(go > 0), to otrzymuje si¢
uktad réwnan

(3.3) | Wy = —(y+eo)y’,

G.4) Py = w2y +eo) W—1),

z ktdrego, po eliminacji kata v, wynika réwnanie dla funkéji ugieé
(3.5)  51:2—(1+y)i1>”+yw“’+nz(y+eo)i&+eon2(y+eo)w” =0.

Jest to réwnanie Timoshenki uogdlnione na przypadek prqta Sciskanego réwnomiernie
(g9 = const).

ki
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Jezeli réwnanie (3.5) ma opisywaé ruch falowy, to jego rozwiazanie powinno mieé
postaé okresowej funkcji argumentu (cy¢ — x)/ A, gdzie A jest dtugoscia fali, za§ ¢, oznacza
predkosé fazowa (0 < ¢y < ¢). Niech

(3.6) w(x, t) = Aexp [m% (Eft—x)], ¢y = %, i= ]/———1

Podstawienie w (3.5) daje nastepujacy zwiazek miedzy dlugoscia fali i predkoécia fazowa
4 (y—cj) (1—c})

3.7) =2 TZASI

( : (7 +20) (€3 F20)

Fala o dhugosci A propaguje si¢ wiec z okreslong predkoécia fazowa, ktéra mozna obliczy¢
jako dodatni pierwiastek réwnania

(3.8) cf = [(y +eo) (A)27r)* + 1 +ylc} — [eo(y +€0) (A/2mr)> —y] =0
spetniajacy warunek ¢; < 1y (¢; < VGlko).
Na rys. 2 przedstawiony jest wykres zaleznosci ¢, = f(r/A), skonstruowany na pod-

stawie réwnania (3.8); jest to tzw. krzywa dyspersji. Przyjeto y = G/kE = 0,32, co odpo-
wiada wartosci utamka Poissona 0,3 oraz wspdtczynnikowi écinania k = 1,2. W zakresie

==

GIkE=0,32

0,4

0,3
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Rys. 2

fal krétkich i §redniej dtugoéci (r/4 > 0,02) krzywa nie rézni si¢ zasadniczo od tej, jaka
na podstawie §cistego rozwigzania otrzymal DAvies [12] bez uwzgigdnienia ci$nienia po-
osiowego. Wplyw tego czynnika uwidacznia si¢ dopiero w zakresie fal dtugich, gdzie krzywa
ulega rozszczepieniu na szereg galezi, z ktdrych kazda odpowiada innej wartosci ci$nienia.
Ze wzrostem dlugosci fali krzywa dyspersji monotonicznie opada, az przy dlugosci

y - ( )
3.9 A =2 — |1 -
G9) " Veoly +0) 1/30 2y
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przecina o$ rzednych, czemu odpowiada ¢; = 0. Oznacza to, Zze wzdiuz belki uderzonej
poosiowo (cialem o nieskoriczenie duzej masie) nie moga propagowac si¢ fale gi¢tne o diu-
goéci A > A, bowiem przy tej dlugoéci fali nastgpuje wyboczenie dynamiczne. Dlatego
fale gigtna o dlugoéci A, bedziemy nazywac «fala wyboczeniowg».

Poniewaz y ~ O(l), za$§ &, ~ O(10™3), wigc zamiast (3.9) mozna z duza dokiadnoscia
przyjaé
(3.10) A~ 2nrly &g = 2ary clvg .

Fakt, iz nie wystepuje tu wspotczynnik y, a tym samym wspélczynnik ksztattu &, §wiadczy
o tym, Zze smuklo$é krytyczna A,/r nie zalezy od ksztaltu przekroju belki, a jedynie od
wzglednej predkoéci uderzenia. Tak np. w belce stalowej przy predkosci uderzenia vy =
= 103 ¢ wystapi fala wyboczeniowa o dlugosci 2 Y/10%r = 200 r. Jak widaé z tego przy-
ktadu, sprezysta fala wyboczeniowa moze wystapi¢ tylko w pretach o stosunkowo duZej
smuktoséci 4 (w danym przypadku, gdy 4 > 200).

Przejdzmy do okreslenia «predkosci grupowej» ¢, lub jej bezwymiarowego odpowied-
nika ¢, = c,/c. W tym wzgledzie korzystamy ze znanego zwiazku miedzy predkosciami
¢r, ¢, 1 dlugoécig fali
des
dA

~ lub po zastosowaniu wielko$ci bezwymiarowych

¢, =cr— A

_ r dc
= C S

YA A A

Uwzgledniajac zalezno$¢ (3.7) otrzymujemy po wykonaniu licznych rachunkow

Cq

crl(L+e0) (y+eo)— (Z} +80)?] '

Przebieg krzywych dyspersyjnych dla rozmaitych wartoéci e, wykazuje, iz w zakresie
fal §rednich i krétkich cisnienie nie wptywa na predko$é przenoszenia energii fal gigtnych
(rys. 2). Dla r/4 ~ 0,2 wyst¢puje maksimum bezwzgledne (max ¢, = 0,61), co oznacza,
Ze przy propagacji krétkotrwalego zaburzenia gietnego najszybciej bedzie przenoszona
energia zwigzana z fala o dlugoéci ~ 5 r (dla przyjetej wartosci ).

W poblizu stanu krytycznego (A = 4,) stuszne sa nastepujace przyblizone wzory na
predkoéé fazowa i grupowa:

Z 2nr\2 27,4 £
~ — | — €& Cc, ~ LC e
I A ) 0> a f Cf,

wyprowadzone z (3.7) i (3.11). Przy ¢; = ]/Em predko$é grupowa osigga minimum (ktére
wynosi 2¢ |/ 2¢, ), po czym zaczyna gwattownie wzrasta¢ az do nieskoficzonosci przy A =
= A,. Oznacza to, iz energia ruchu poprzecznego wzrasta wdwczas nieograniczenie,
chociaz ruch nie ma charakteru falowego (¢; = 0); jest to sytuacja charakterystyczna dla
stanu krytycznego. '
Zauwazmy, iz fali wyboczeniowe] towarzyszy skrécenie dynamiczne Ou/dx = &0 =
& (2nr[A,)?, ktdre zarazem jest skréceniem krytycznym, jakie wystepuje przy «statycz-
nym» $ciskaniu stupa o smukioéci A,/r, «obustronnie utwierdzonego». Wigze si¢ to z fak-

(3.11) ¢, =¢ (¢f+eo) (y—cf) (1=c)
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tem, iz warunki brzegowe, jakie wystgpuja na czole fali gigtnej, odpowiadaja wlasnie
sztywnemu utwierdzeniu. To samo powiedzie¢ moZna o brzegu uderzonym, je§li cialo
uderzajace uniemozliwia swobodg¢ obrotu czotowego przekroju preta.

4. Plastyczne fale wyboczeniowe

Przy uderzeniu z predkoscia > ¢,¢ (¢, 0znaczaja skrécenie wlasciwe na granicy pla-
stycznoéci) pojawiaja si¢ wyboczeniowe fale plastyczne. Ich amplitudy sg stosunkowo
duze, tak, Zze fale wyboczeniowe daja si¢ latwo obserwowaé golym okiem jako trwale,
faliste wygiecia preta. '

Analiza teoretyczna tego przypadku jest znacznie bardziej skomplikowana niz przy-
padku sprezystego. Zasadniczym powodem jest nieliniowo$¢ charakterystyki o(e) materiatu
i zwigzana z tym zmienna predkoéé propagacji fali, nieliniowy rozklad napreZen od zgina-
nia w przekroju poprzecznym i inne efekty wtérne.

Poszukujac rozwigzania przybliZonego przyjmiemy do rozwazan charakterystyke
sprezysto-plastyczng ze wzmocnieniem liniowym (rys. 3a). W zwigzku z tym rozklad na-
prezefi w przekroju poprzecznym bedzie opisany linig famang (rys. 3b). Jednakze dalsze
rozwazania ograniczymy do fazy silnie rozwinigtych odksztalcenr plastycznych, dzigki

) b)
fo :
S — g A
[: 1 ~ |
SpF— 1 £ }
|
! |
E
| |
l 1
14 |
| L&
Ep &g
Rys. 3

czemu moZna: po pierwsze — rozklad naprezei aproksymowaé prosta o nachyleniu
proporcjonalnym do modutu wzmocnienia E,, po drugie — zalozy¢, iz naprgZenia w war-
stwach skrajnych (a wigc takze w warstwie odciazonej przez zginanie) przekraczaja granice
plastycznosci (0, < 0p < 04).

Nieréwnomierny rozklad naprezefi w przekroju implikuje istnienie momentu zgina-
jacego: M, = —E, Iy’ [por. (2.3)]. Ponadto wystapi tam sila §ciskajaca N = Fo (ciénie-
nie osiowe ¢ > ¢,) oraz sila poprzeczna, okre§lona nadal wzorem (2.2), w ktérym jedynie
modut sprezystosci G zastapimy odpowiednim modulem wzmocnienia G,. L

Przy tych zatoZeniach réwnania dynamiczne pre¢ta w fazie aktywnego plynigcia za-
chowujg posta¢ (2.5), (2.6). Gdy sily wewnetrzne wyrazimy przez przemieszczenia i wpro-
wadzimy nowe wielkoéci bezwymiarowe

Fo_9_ t 5= Gp
r’ r’ . I/QEP r) Ep’
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to otrzymamy

@4.1) w— pw”’ + i

Vs
. 0 . 0
4.2) sp—p”— (1 +B) (s w—9p) = 0; (EE ), % = (-)’),

przy czym kreski nad w opuszczamy.
Wyeliminowanie kata y daje ostatecznie jedno podstawowe réwnanie zagadnienia

y =0,

(4.3) 510 — (L4 )0 + WV + (14 )W+ (1 + Bw” = 0.
Rozwiazania falowego poszukujemy w postaci

2nr
4.4 w(x,t) = Aexp|i———= (¢, t—x)|, Cr= ——2—
“9 ( o T

Podstawienie w (4.3) daje nastepujacy zwigzek miedzy dtugoscia fali i predkoscia fazowa
4 _ 2n[55f—(1+ﬁs)5f+ﬁ]”2.

r s(1+8) (1+c})
Dla ¢ = 0 otrzymujemy diugo$§¢ plastycznej fali wyboczeniowej
p E,la
4.5) k 27"]/5(1+ﬁ) 2”’]/1_*_/3—1
Poniewaz na ogét ¢ <€ G,, k ~ O(1), wigc p~! = ko /G, < 1 i mozna napisaé
4.5) Ay = 2nr Y E,fo .

We wzorach tych predko$é uderzenia nie wystepuje jawnie, ale dtugoéé fali wyboczenia
zalezy od v, poprzez ci$nienie o.

Aby wyznaczyé te zalezno$é wezmy pod uwage elementarny odcinek preta o masie
oFdx. Po przejéciu fali naprezen ped odcinka wzrasta o (oFdx)dv, gdzie v = 0u/dt jest
predkoscia czastek w ruchu podtuznym. Przyrost pedu nastepuje pod dzialaniem impulsu
d(Fa)dt. Fala ci§nienia poruszajac si¢ z predkoscia

(4.6) ¢ = ]/ 1 oo
o O¢

przebiega przez rozwazany odcinek w czasie dt = dx/¢.
Na podstawie zasady pedu i impulsu

(oFdx)dv = d(Fo) %"—.-

Stad dv = do/pé i po scatkowaniu z uwzglednieniem wzoru (4.6)

@7 f]/ ( ) da,

Znajac charakterystyke o(¢) mozna catke powyzsza efektywnie obliczyé, a nastgpnie
réwnanie (4.7) rozwxqzac wzgledem . W ten sposéb otrzymamy poszukiwang zalezno$é
. 0(2).

A
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Obliczenia sa szczeglnie proste w przypadku charakterystyki dwuliniowej, jak na
rys. 3a; wowczas dofde = E dla 0 < 0, < 0, oraz do/de = E, dla 0, < 0, < 0, wobec
czego

g g—0
vy = sl 0P

= — e dla Vo > —
VoE V ok,

stad

v E,
4.8) a=Epc—:+(1—l/?")cp.

Fala podtuzna o takiej intensywnosci propaguje si¢ z predkosdcia ¢, = 1/%-

Wz6r (4.5) ma charakter przyblizony z powodu kilku uproszczen przyjetych podczas
Jego wyprowadzania. Najpowazniejszym zZrédlem bledu jest faktyczne pominigcie fazy
sprezystej w réwnaniu falowym (4.3), dzieki czemu we wzorze koricowym wystapit tylko
modul wzmocnienia E,. W rzeczywistosci fale wyboczeniowe tworza si¢ w warunkach
sprezysto-plastycznego stanu odksztalcenia, przy czym E » E,. Omawiany wzor pozwala
wigc tylko na oszacowanie dlugosci fali wyboczeniowej z «niedomiarem».

Badania eksperymentalne nad wyboczeniem dynamicznym preta wykazuja pewien
rozrzut wartoéci 4, zmierzonych na jednej prébce, a wyniki pomiaréw cytowane w litera-
turze (np. [11]) dotycza wartodci §rednich. Dlatego, cheac skonfrontowaé te wyniki z teoria,
wydaje si¢ stuszne podstawienie w (4.5') zamiast E,, $redniej wartoéci modutu w prze-
dziale [0, ¢,]

ek
E, = S a—Gde,
€k s de
gdzie ¢, jest maksymalnym skréceniem sprezysto-plastycznym. W przypadku charaktery-
styki dwuliniowej otrzymujemy

1
Ek = 8— [E6p+Ep(6k—6p)],
k

przy czym

lub po podstawieniu (4.8)

Vo 'E
49) =) E )

Jezeli zatem we wzorze (4.5') zamiast E, podstawimy E, = o/g,, to otrzymamy A, =
& 2nreg Y2 Jub )

E -z
4.10 ~ o _ = :
o ez (/E

Jest to przyblizony wzér na $rednia dlugo$é plastycznych fal wyboczenia, wywolanych
uderzeniem z predkoscia vy > o,¢/E.
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5. Konfrontacja z do$wiadczeniem

Sposrdd licznych eksperymentéw, dotyczacych uderzeniowego wyboczenia pretéw
[1, 3, 7,9, 10, 11] oméwimy tu jedynie dos§wiadczenia MALYSZEWA [9] oraz ABRAHAMSONA
i GoobIErRA [11], w ktérych mierzono dtugoscei fal wyboczzniowych, zaréwno sprezystych
jak i plastycznych.

Eksperymenty MALYSZEwWA przeprowadzone byly na prébkach w postaci kilkumetro-
wego odcinka drutu stalowego (o $rednicy d = 3 mm) lub miedzianego (d = 2,6 mm),
spoczywajacego swobodnie na plaskim, poziomym podlozu. Smuklo$¢ pretéw probnych
przekraczala wielokrotnie smukio$é fal sprezystych, dzigki czemu mozna bylo rejestrowac,
za pomocy ultraszybkiej fotografii, przebieg procesu wyboczenia nie zaklécony dziataniem
fali odbitej (ktora powracala do miejsca uderzenia po uplywie ~ 3,5 ms).

Uderzenia realizowano przy pomocy mlota wahadlowego (dla predkosci < 5 m/s)
oraz miota wirujacego (5 < vy < 60 m/s).

Na prébkach miedzianych, przy predkosci uderzenia 5 my/s, tworzyly si¢ sprezyste
fale wyboczeniowe o dlugoéci od 11 do 22 cm. Ze wzoru (3.10) dla r = d/4 = 0,065 cm,
¢ =3,7-10% cm/s, vo = 5-10% cm/s wynika A, ~ 11,1 cm, co sie¢ dobrze zgadza z dolng
granica obserwowanych diugosci fal.

Wystgpowanie fal dluzszych tlumaczy si¢ odmiennym niz przyj¢to w obliczeniach
rozkladem naprezen w strefie wzbudzenia. Przyczyny tego stanu rzeczy sg dwojakiej
natury: po pierwsze — skoficzona masa ciala uderzajacego, po drugie — efekty lokalne.

Zagadnienie to ilustruje rys. 4. W zakresie sprezystym rozkiad réwnomierny (krzywa 1)
wystgpitby tylko przy uderzeniu cialem nieskonczenie wielkim. Uwzglednicnie skoriczonej
masy prowadzi do wykiadniczego spadku naprezen od wartosci Evg/c na czole fali (x = ct),
do wartosci E(v,/c) exp(—oFct/m) na brzegu uderzonym (krzywa 2).
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Wplyw odksztalcen lokalnych na rozkiad naprezen w strefie wzbudzenia jest bardzo
istotny, ale okreslenie go na drodze teoretycznej jest problematyczne z uwagi na trudnosé
Sprecyzowania rzeczywistych warunkdw brzegowych, jakie istnieja na powierzchni czotowej
podczas zderzenia. Ograniczymy si¢ do przypomnienia najwazniejszych wnioskéw, ktére
wynikaja z rozwiazania podobnego lecz nieco uproszczonego zagadnienia kontaktowego
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teorii uderzenia (por. np. [13]). Otdz przebieg (w czasie) sily stykowej zalezy od geometrii
powierzchni w obszarze zetknigcia oraz od charakterystyki sprezysto-plastycznej materiatu.
Wplyw podatnoéci lokalnej przejawia si¢ przede wszystkim w zlagodzeniu ostro§ci maksi-
mum fali ci§nienia oraz w nieznacznym jego opdzZnieniu. Pewna role odgrywa tu takze
lepko$§¢ materiatu.

W rezultacie rzeczywisty rozkiad naprgzen w strefie wzbudzenia jest nie tylko nieréwno-
mierny, ale i jego maksimum jest mniejsze od przyjetego w obliczeniach (krzywa 3). Po-
niewaZ za§ mniejszym napreZeniom towarzysza dluzsze fale wyboczeniowe, przeto mamy
wyjaénienie przyczyn powstawania takze dluzszych fal sprezystych niz to by wynikato ze
wzoru (3.10).

Nieco mniejszej rozbiezno$ci wynikéw mozna oczekiwaé w przypadku fal plastycznych,
bowiem wéwczas rozkiad napreZen jest bardziej réwnomierny. Korzystajac ze wzoréw
rozdzialu 4 obliczono dtugoéci fal plastycznych w drucie miedzianym dla nastgpujacych
danych: E = 10° MN/m?, E, = 1,8 - 10> MN/m?, o = 8,95 10% kg/m?, ¢, = 150 MN/m?,
e, = 0,15%, ¢, = 456 m/s. Wyniki obliczen przedstawia krzywa I na rys. 5, obrazujaca
zalezno$¢ A, /r = f(v,). MiedZ jest materialem wrazliwym na predko$¢ odksztalcenia,
dlatego w obliczeniach dokladniejszych nalezaloby uwzgledni¢ zaleznoéé o, od v,.
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Do$wiadczenia opisane w pracy [L1] wykonano na pretach aluminiowych (pelnych
i rurowych), ktére rozpedzone do stosunkowo duzych predkosci (30200 m/s) uderzaly
poosiowo w sztywna, nieruchoma przegrode. Przy predkosci ~ 22 m/s stwierdzano pierw-
sze objawy wyboczenia plastycznego. Do obliczen przyj¢to nast¢pujace dane:

dla materiatu Al 6061-T6: E = 0,694 -10° MN/m?, E, = 1,24-10>° MN/m?, ¢ =
= 2,70 x10°kg/m?3, o, = 310 MN/m?, ¢, = 0,43%, c, = 678 m/s;

dla materialu 2024-T3:
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E = 0,694 -10°MN/m?2, E, = 2,76 - 10* MN/m?, o = 2,70 - 10° kg/m?, 0, = 360 MN/m?,
&, = 0,51%, ¢, = 1000 m/s.

Wyniki obliczeri oraz pomiaréw diugoéci fal (oznaczone (D, S, O na rys. 5) wykazuja
dobra zgodno$¢ w duzym przedziale predkoéci uderzenia. Rozbieznosci nalezy giéwnie
przypisaé ograniczonej masie ciala uderzajacego oraz wrazliwoéci aluminium na predko$¢
odksztalcenia. Pewien wplyw ma tu takze rozpeczanie prébek w poblizu brzegéw uderza-
jacych, '

6. Uwagi koncowe

Jest godne podkre§lenia, iz do wzoru na dlugoé¢ fali wyboczeniowej doszliémy (w roz-
dzialach 3 i 4) przez ogdlng analiz¢ warunkéw propagacji fal podtuzno-gi¢tnych, a wigc
bez formulowania problemu brzegowo-poczatkowego. Konfrontacja teorii z wynikami
doéwiadczen potwierdza stusznoé¢ takiego podejécia, a tym samym niezalezno$¢ dtugosci
krytycznej od warunkéw brzegowych.

Jezeli smukloé¢ preta jest mniejsza od A,/r lub predko$é uderzenia jest mniejsza od
¢(2ar/A,)?, wéwcezas wyboczenie sprezyste nie moze nastapié¢ podczas przebiegu pierwszej
fali ci$nienia. Stan krytyczny mozZe jednak zaistnie¢ podczas jednego z nastgpnych prze-
biegéw fali ci$nienia, bowiem kolejne odbicia tej fali (od brzegu utwierdzonego) intensy-
fikuja poczatkowo stan naprezenia, wigkszym za$ ci$nieniom towarzysza coraz krotsze
fale wyboczeniowe.

Analize dynamiki procesu wyboczenia w pdzniejszej fazie uderzenia komplikuje nader
zlozony obraz rozkladu ciénien, jaki wytwarza si¢ wskutek naloZenia fal wielokrotnie
odbitych. Dodatkowa komplikacje rachunkowg stanowi lepko§é materiatu, ktérej wpltyw
musi by¢ bezwzglednie brany pod uwage przy analizie péZniejszej fazy procesu. Trudnosci
te mozna zasadniczo pokona¢ stosujac metodg charakterystyk.

Na zakonczenie wypada przypomnieé, iz kazdy pret rzeczywisty posiada pewna krzy-
wizng wstepng lub inne czynniki warunkujace wzbudzenie drgan gietnych. Dlatego wybo-
czenie uderzeniowe, rozumiane jako wzbudzenie ruchu poprzecznego clementéw preta,
wystgpuje zasadniczo przy kazdej predkosci uderzenia. Jednakze przy predkosciach mniej-
szych od ¢(27r/A,)* ma ono charakter lepkosprezysty, a wigc po uplywie pewnego czasu
od uderzenia (rzedu kilkunastu okreséw drgan poprzecznych) odksztalcenia zwiazane
z fala gigtna zanikaja. Jest to wigc przypadek asymptotycznej statecznosci i jako taki nie
stwarza niebezpieczefistwa uszkodzenia konstrukeji. Dopiero pojawienie si¢ plastycznych
fal wyboczeniowych stanowi zagrozenie dla no$noéci konstrukcji poddanej obciazeniom
uderzeniowym.
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Pesome

YIOAPHOE BLINNYUYUBAHUE CTEPKHA C BOJIBIIONI I'MBKOCTLIO

Brisenensl guddepernnaibble ypaBHCHHUS OMUCBIBAIOLIME CONPSHKEHHOE ABHIKEHHC NPH IPOAOTIb-
HOM M3rude CTEPIKHS U3 HALAJIbHO YIIPYroro maTepuana win u3 ynpyro-rjacTH4yeckoro maTepualia ¢ Jim-
HeMHLM yripouHeruem. Takoro poja QBWKEHHE BO3HHMKAET BCJIEJICTBE NPOAOJIBHOrO yAapa IO OJHOMY
M3 KOHLOB CTCPYKHSI.

Ha ocHoBe ynomsaHyTbIX ypaBHEHHH, IPH NPCAJIOKEHHH O PABHOMEPHOCTH CXKAaTHA B 30HE BO3MYILLe-
HHsI, KCCIIEAOBAHBI YCJIOBUSI PACNPOCTPAHEHHUST NPOJOJIBHO-H3THOHBIX BOJNIH. OKa3asoch, UTO KaKAOMY
3HAUEHHIO HANPSDIKEHHS OKATHS, a CJIEOBATENLHO M KAYCA0H CKOPOCTH yAapa, COOTBETCTBYET HEKOTOPAs
JUIMHA M3TUOHOI BONHBI, NPH KOTOPOH (ha3oBasi CKOPOCTb MAfaeT QO HYJIS, a TPYNIOBasi CKOPOCThL He-
OrpaHHYEHHO BO3PACTAET, 3TO SIBJACTCSI MPHU3HAKOM AMHAMHUECKOH HEYCTOHYHMBOCTH CTEPYKHJI.

ComnoctaBrenue GHopMyJt A OAMHBI BOJHSL! BBINYUMBAHUS € NpuBedeHHbIMH B [9] u [11] sxcne-
PHMEHTAJIBHBIMH PE3YNILTaTaMU IIPUBOAMT, KAK JJIS YIIPYTHX, TAK ¥ JJIST IUTACTHYECKHX BOJIH, K XOPOLIEMY
COBNAAEHNIO, OAHAKO AJIMHA IJIACTHUECKON BOJIHbBL JIYUlle OMMUChIBAETCS (DOPMYJIOH B KOTOPOIl MOLYJb
YOPOUHEHHST 3aMEHEH YCPEOHEHHBIM IO NHANA30HY YNPYro-IulacTHuecKux nedopmauuil KacaresbHbIM
MOAYJIEM.

Summary
IMPACT BUCKLING OF A SLENDER ROD

Differential equations of coupled longitudinal-fiexural vibrations of a rod have been developed. Such
a motion is excited by the longitudinal impact of a rigid body. The material of the rod may be ideally elastic
or exh.bit linear strain-hardening.

The conditions of the propagation of Iongitudinal-flexural waves have been investigated for a homoge-
neous compression in the excitation zone. It has been shown that to each compression, i.e. to each impact
velocity corresponds a certain wavelength of bending, for which the phase velocity decreases to zero and the
group velocity increases infinitely. That is characteristic for instability in the dynamic sense.

A confrontation of the formulas for the buckling wavelenegth with the test results described in [9],
[11] shows a good agreement in the range of both elastic-and plastic waves. In this second case a better
agreement with the experiment is obtained by means of formula (4.5), in which instead of the strain-har-
dening modulus, the average tangent modulus is substituted.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 12 lutego 1975 r.
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1. Uwagi wste¢pne, zalozenia i oznaczenia

Przy projektowaniu konstrukcji wsporczych stacji rozdzielczych wysokich napigé
nalezy uwzgledni¢ dynamiczne oddziatywania powstajace pomigdzy przewodami podczas
krétkich zwaré. Znaczny wzrost sit elektrodynamicznych powoduje gwaltowne zblizanie si¢
przewoddéw, czemu towarzyszy wzrost sit w przewodach, a to z kolei wywoluje dynamiczng
«odpowiedz» konstrukcji wsporczej.

Pelne opisanie zjawiska jest zadaniem bardzo zlozonym, gdyz wymaga uj¢cia wza-
jemnego sprz¢Zenia konstrukcji linowo-ramowej, jaka jest najprostsza stacja wysokiego
napigcia (rys. 1). Obok oddzialywan elektrodynamicznych w wiazkach przewodéw naleza-

Rys. 1

foby réwniez uwzglednié oddzialywania miedzyfazowe (miedzywigzkowe). Obydwa typy
oddzialywan maja charakter nieliniowy, gdyz zaleza one nie tylko od zmiennego w czasie
nat¢zenia pradu zwarciowego, ale tez od wzajemnej konfiguracji (przemieszczen) prze-
wodéw.

W obecnej pracy zajmiemy si¢ kluczowym problemem obliczania lin" jednej wiazki
dwuprzewodowej z nieregularnie umieszczonymi odstepnikami (rys. 2). Rozwiazywanie

Wiqzka przewoddw jednej fazy

A Odstepniki . '
/
T ii
s Ar=0 1 2 " R~1- R
j— o I 2
Ly | o
Le-1 ' _'
Ly {
Rys. 2

1 W dalszym ciggu we wszystkich migjscach, gdzie opisujemy mechaniczng strone problemu, uzywamy
raczej terminu «lina» niz «przew6d», ktory bardziej kojarzy si¢ ze zjawiskami elektrycznymi.
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wigzki oddzielonej od konstrukcji wsporczej bedzie stanowilo istotna cz¢é¢ ogdlnego
algorytmu obliczania stacji rozdzielczych.

Dotychczas liczono liny przy pradach zwarciowych na podstawie szeregu upraszcza-
jacych zalozen [8, 10], z ktérych jednym z istotniejszych jest narzucenie ksztaltu odksztal-
conych lin, co jest réwnoznaczne z radykalnym zmniejszeniem jej liczby stopni swobody.

W obecnej pracy bedziemy traktowali liny jako uktady o nieskoficzonej liczbie stopni
swobody. Mozliwo$¢ powstania duzych katéw obrotu normalnej do osi liny sklania do
oparcia si¢ na teorii duzych przemieszczen. Z kolei niektdére do$wiadczenia [1] wykazaty,
ze do chwili «sklejenia sig» przewoddéw istotny jest ich ruch poziomy. «Podrzucanie» na-
stepuje w dalszej fazie «sklejania». Towarzyszy temu powstanie impulsu przekazywanego na
konstrukcj¢ wsporczg.

To spostrzezenie zezwala na traktowanie lin o matym zwisie jako strun i ograniczenie
rozwazan do przypadku przemieszczenn w plaszezyZnie poziome;.

Dalszym zalozeniem jest przyjecie lin jako wiotkich, idealnie sprezystych ciggien z unie-
ruchomionymi koncami. Bedziemy opierali si¢ na teorii duzych ugigé, lecz matych prze-
mieszcze (pomijamy wplyw zmiany pola przekroju poprzecznego na rozklad naprezen
i stosujemy miar¢ Cauchy’ego dla odksztalcen).

Oddziatywania elektrodynamiczne obliczymy z prawa Biota—Savarta, uwzgledniajac
skladowg bezokresowa pradu zwarciowego [6]. Intensywno$ci tych sit silnie zaleza od
wzajemnego poloZenia przewoddéw, co mozna uwzgledni¢ przez wykorzystanie pamigci
komputera dla zapisu aktualnej konfiguracji lin.

W pracy wyprowadzimy i zbadamy podstawowy uklad réwnaf rézniczkowych oraz
zaproponujemy przyblizony opis przydatny do obliczefi numerycznych. _

Wszystkie réwnania i obliczenia beda prowadzone w wielko$ciach bezwymiarowych.
Ogdlnie, wielkosci fizyczne beda oznaczone nadkresleniami badz duzymi literami. Ponizej
zestawiono najistotniejsze oznaczenia; pozostale wielkosci zaznaczono na rysunkach bad
tez objasniono w tekscie.

Oms Brms Yms m  WSPOlczynniki w réwnaniach réznicowych,
a, a, b, ¢ wspblczynniki w podstawowych ukladach réwnan,
a osiowy rozstaw lin w wiazce,
A wspolezynnik w funkcji pradu k(7),
d = dja bezwymiarowa §rednica liny,
E, F modul sprezystoéci materialu i powierzchnia pola
przekroju poprzecznego liny,
@ kat nachylenia stycznej do osi odksztalconej liny,
G(x) funkcja konfiguracji przewoddw wystepujaca w od-
dzialywaniu p pradu zwarcia,
I, I" skuteczne wartoéci natgzenia pradu roboczego i pradu
zwarcia,
k(r) funkcja czasowa wystepujaca w oddzialywaniu elek-
trodynamicznym p pradu zwarcia,
I, L, numeracja wspélrzednych & = & i poloZenia od-
stepnikow, ' -
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00/8, b = poa®/gNoT? jednostkowa, wymiarowa i bezwymiarowa masa cigg-
na,
m numeracja czasu T = T,
Ny,» = No/EF - wymiarowa i bezwymiarowa sita wstepnego naciagu,
n = S/N, wzgledny przyrost naciagu podczas ruchu liny,
= Pa/No intensywno$¢ oddziatywania elektrodynamicznego,
1, R numeracja podpor i odstgpnikéw,
s = s/a wspolrzedna krzywoliniowa odmierzana wzdiuz od-
ksztalconej osi liny,
7 = t/T bezwymiarowy czas,
T, T, okres pradu i stala czasowa pradu zwarcia,
u = ufa,v = v/a przemieszczenia wzdluz osi x iy,
& =E&a,x =%/a bezwymiarowe wspotrzedne punktu osi liny: material-
' na i przestrzenna,
() = 8/0&, (") = 8/t oznaczenia pochodnych,
{w}n zbiory wartoéci w, odpowiadajace czasowi 7,,.

2. Oddzialywania elektrodynamiczne przewodéw

Zgodnie z zatozeniami zajmiemy si¢ wzajemnym oddziatywaniem przewodéw jednej
plaskiej wiazki dwuprzewodowej (rys. 2), w ktérej plynie prad zgodny w fazie. Wynika
stad «przyciagajace» dziatanie sit elektrodynamicznych.

Przebieg pradu roboczego w obwodzie jednofazowym okreéla funkcja okresowa

2.1 i =) 2Isinwt.
Prad zwarcia mozna opisa¢ nastepujagcym przyblizonym wzorem [6]:
2.2) i ]/51” [exp(—T—t)—coswt].

We wzorze (2.2) pominigto wyZsze harmoniczne przebiegu pradu oraz zmniejszenie sig
sktadowej okresowej I” pradu zwarciowego. Uwzgledniono natomiast zanikanie sktado-
wej bezokresowej o stalej T,. Zamiast tej stalej wprowadza si¢ czesto wspdtczynnik pradu
udarowego k,, odpowiadajacy maksymalnej wartoéci natezenia (w przyblizeniu po czasie
txjw)

(2.3) Y2 I"[1+exp(—t/T))] = k, V2 I".
Wspdtczynnik ten na ogdt wynosi k, < 1,8, co odpowiada T, < 0,05 (por. [6]).

Intensywno$¢ oddzialywania elektrodynamicznego pola magnetycznego o indukcji B
na przewodnik, w ktérym ptynie prad o nateZeniu /, w kierunku jednostkowego wektora
stycznego t, wynosi wedlug prawa Biota-Savarta '

24 P = i(txB).

Indukcja wzdiuz przewodu m, wynikla z oddziatywania przewodu n, w §rodowisku

jednorodnym o wspdiczynniku przenikalno$ci magnetycznej u, = const, wynosi

@.5) ,uo In ds,, Xr

"III_
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Tak wiec, zgodnie z (2.4), intensywnoéé oddzialywania przewodu n na przewéd m
{rys. 3) mozna napisa¢ w postaci
_ Holnin [ tmX (ds, x 1)
(26) Pmn = - 4.7'[ f r3 "

n

Jesli w ramach jednej wigzki przewody sa zakrzywione, to moga one oddziatywaé same
na siebie. W wigzce dwuprzewodowej przyjmiemy m = 1 oraz n = 2, co po wprowadzeniu
wielko$ci bezwymiarowych pozwala napisaé¢ wzor na intensywno$é oddzialywania elektro-
dynamicznego w postaci

.7 P = P11 +P12 = k(1)G(x).
(m)
Pmn
s fm
(n
Rys. 3

We wzorze tym rozdzielono funkcje zalezne od pradu (czasu) i od konfiguracji przewo-
déw:

T 2
k() = A4 [exp( — ?z) —cosZmr] ,

2

2.8 ' t, x (ds,xr .
9 Gy = ) f &) oy ),
j=1 1 I
I”Z”Oa
4= 27nNy

Z podwdjnego iloczynu wektorowego w funkcji G(x) oraz z nieujemnoéci funkcji k()
wynika, ze wektor oddziatywania p bedzie lezal z plaszczyznie wiazki, bedzie stale prosto-
padly do przewodu, dla ktérego zostal obliczony i bedzie w dodatku mial zwrot zapewnia-
jacy «przyciaganie» przewodow (rys. 3). Z tego wzgledu moZemy si¢ dalej ograniczy¢ do
obliczania jego dlugoéci p = |p| wedlug wzoru
(2.9 p = k(1)G.

We wzorze (2.9) funkcje k() nalezy liczy¢ wedlug (2.8),. Funkcje skalarna G dla
symetrycznej dwuprzewodowej plaskiej wigzki mozna po prostych przeksztalceniach na-
pisa¢ w postaci

2.10) G = f[(v——:,1 + ﬂ:,i' di — (3:_—_3:_ x_—i)d%]

r; rz 3 ’
M

gdzie uzyto skréconych oznaczen dla r; (rys. 4)

2.11) r?=x—-3X*+@-9)? r2=(x=-%*+1-v-0)%
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We wzorze (2.10) catkowania dokonuje si¢ réwnoczes$nie wzdiuz przewoddéw 11 2, czemu
odpowiadaja dla biezacego punktu wspdlrzedne bezwymiarowe: (x, 9) lub (¥, 1-29).

Rys. 4
3. Podstawowy uklad r6wnan liny

Pominigcie oddzialywan migdzywiazkowych zezwala na rozpatrywanie tylko jednej
liny wobec symetrii odksztalcenia si¢ wiazki dwuprzewodowej. Dalsze zatoZenie plaskiego
stanu przemieszczenn umozliwia pomini¢cie wplywu cigzaru wiasnego i ograniczenie roz-
wazan do obciaZzenia wstgpnym naciggiem N, a przy pradach zwarciowych do obcigzenia
o intensywnosci p(7), dzialajacego stale w plaszczyznie wigzki.

Dla opisania duzych przemieszczen postuzymy si¢ opisem materialnym i jako zmienna
niezalezna przyjmiemy wspdirzedna & = £/a, odmierzana wzdiuz liny w stanie wstepnego
napigcia silg Ny (rys. 5).

Ve . H
J’U_F _____ Mo, a
f AR

P~
S et e
L Y
i prde

Konfiguracj¢ aktualna opiszemy wspéirzednymi przestrzennymi ukladu kartezjanskiego
x, y lub tez sktadowymi wektora przemieszczed u, v

(3.1) x=§&4+u, y=o,
przy czym dla odksztalconego elementu ciggna zachodza zwiazki
dx = dscosp, dv = dssing,
ktére mozna napisa¢ w postaci rézniczkowe;j
3.2 x" =s'cosp, o' =s'sing.
Réwnania ruchu wynikaja z rzutowania sit na kierunki osi x i y (rys. 5):
63 —gd%i-—Ncos<p+(N+dN)cos(<p+d<p)——ﬁd§sin<p =0,
—odv—Nsing+ (N+dN)sin(p+de)+ pdscosp = 0.

4 Mechanika Teoretyczna
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Jesli uwzglednimy zaleznofci
sin(p+dp) ~ sinp+dpcosp, cos(p+dp) = cosp—dpsing,
zasade zachowania masy
ods = oo dE

oraz wprowadzimy wielko$ci bezwymiarowe, to réwnania ruchu mozna napisa¢ w naste-
pujacej postaci:
34) pii+ (1 +n)singpe’—n'cosp = —ps'sing,
e uv+ (1 +n)cospp’ —n'sing = ps'cosep.
Odksztalcenia bedziemy traktowali jako male, liczac je wedlug miary Cauchy’ego
w odniesieniu do wstgpnie napigtej liny

(3.5) , e B oy
dk
Zgodnie z zaloZeniem ograniczymy si¢ do materiatu idealnie sprezystego, co daje
: : S
(36) &£ = 'EF.

Po podstawieniu (3.6) do (3.5) otrzymujemy zalezno$¢ pomigdzy wzglednym wydtuzeniem
liny s’ i sita osiowa n

(3.7) ' s = l+wn.

Jesdli z kolei po lewej stronie (3.7) podstawimy zwiazek geometryczny wynikajacy z (3.2)
(3.7a) s = ]/x’2+‘v’2

i tak otrzymane réwnanie zrézniczkujemy, to moZemy wyznaczy¢ pochodng sily osiowej

1

vs’

(3.8) : n = ST = (¥'x"+0'v").

Z réwnan ruchu (3.4) mozna wyeliminowaé kat ¢ przez wykorzystanie zwiazkéw (3.2).
Po przeksztalceniach i dofaczeniu (3.8) otrzymujemy nastgpujacy podstawowy uklad
réwnan: '

(3.9) D—av’' =bv'n’ = Py ,
u
x'x"' 400" —cn' =0,
gdzie dla skrécenia zapisu uzyto nastepujacych oznaczen:

14+n 1—»

19 (e R (e

¢ =v(l+wn).
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Uklad (3.9) jest wzajemnie sprzg¢zony poprzez n’ (w [5] wykazano, Ze takie sprzezenia
powstaja przez uwzglednienie rozciagliwosci osi ciggna w réwnaniach ruchu). Po wyelimi-
nowaniu n’ dochodzimy do ukiadu

F—ax")v' —(@—av")x' = — —,
(3.11) .
(¥—ax")x'+(@—av")o’ =0,
gdzie obok wspéiczynnika a wprowadzono nowy
(3.12) o =\i
i
Wyprzedzajac dokladniejsze badanie podstaWOWegd uktadu réwnan juz teraz mozna
stwierdzi¢, ze uktad (3.11) ma charakter nieliniowych réwnan falowych o réznych pred-
kosciach propagacji Va i Va . ‘ '
Pelny opis modelu matematycznego wymaga jeszcze sformulowania warunkéw gra-

nicznych zagadnienia.
Jegli chodzi o warunki poczatkowe, to mozna je przyjaé dla v = 0 jako warunki. typu

Cauchy’ego:
| u(£,0) =u(£,0) =0,

Bardziej skomplikowanie przedstawia si¢ sprawa warunkéw brzegowych. Pominigcie
sztywnoéci gigtnej lin powoduje ich «zalamania» nad odstgpnikami, co wymaga rozwa-
Zania ich przedziatami. W przypadku podpér niepodatnych w kierunku y i nieodksztat-
calnych odstepnikéw warunki brzegowe i ciaglosci dla funkcji v mozna napisaé w postaci
3.19) _ v(L,1)=0, (@=0,1,...,R),
gdzie indeks r numeruje podparcia zgodnie z rys. 2.

Warunki brzegowe dla skrajnych podpor niepodatnych w kierunku x maja dla prze-
mieszczefh # postaé

(3.13)

3.15) u0, 1) =0, o(Lg, 1)=0.
Nie naktada si¢ natomiast Zadnych wigzéw na odstepniki w kierunku X, a wiec
(3 16) u(Lr—» T) - u(Lr+, T )9 (r - 1 2 R 1)

Tak wigc bedzie mozna rozpatrywac¢ ruch liny przedzmlaml a nastQpnle spelmaé wa-

runki ciagloéci (3.14) i (3.16).
Jeszcze bardziej klopotliwe jest sformutowanie warunku brzegowego dla sity OSlOWeJ n,

Zgodnie ze wzorami (3.7) i (3.7a) mozna napisaé

G.17) a0, ) = VO, PO, OF 1),

a wigc warunek zalezny od bieZacego rozwigzania
Xo =f1(T’n)’ Yo =f2(T’n)a
ktére bedzie mozna uzyskaé np. w drodze kolejnych przybliZes.

4%
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4, Badanie podstawowego ukladu réwnan i réwnania przyblizone

Przed wybraniem wlasciwej metody rozwiazywania podstawowego ukiadu (3.9) nalezy
dokladniej zbadaé jego wlasnosci. Podobienstwo do réwnan falowych pozwala przypuszczad,
Ze beda one mialy cechy réwnan hiperbolicznych, skad wynika konieczno$¢ wyznaczenia
obszaru okre$lonosci rozwiazania, ograniczonego odpowiednimi rodzinami charaterystyk.

Charakterystyki wyznaczymy wedlug metody MISESA, opracowanej w [7] dla réwnan
hydromechaniki, gdzie mozna spotkaé uklady réwnan podobnych do (3.9).

Metoda zostata opracowana dla réwnan pierwszego rzgdu. W przypadku ukladu (3.9)
wprowadzimy nowe funkcje

’

4.1 z, =X, z,=X Zy =0 Zg =D Zs =n
I > 2 ’ 3 > 4 > 5 ’

co daje liczbe poszukiwanych funkcji M = 5. Liczba zmiennych niezaléZnych £1 7 wynosi
N = 2, co odpowiada zadaniu plaskiemu [7]. Brakujace réwnania otrzymamy ze zwiaz-
kéw Schwarza

“4.2) Zy =23, Z3 = Zg.
Réwnanie charakterystyczne dla ukladu (3.9) i (4.2) otrzymamy z warunku (por. [7]):
—als A, 0 0 —bx'lg‘

0 0 —ak A —b‘v’/lEl
4.3) X' A 0 vAd 0 —cl |=0,
A -4 0 0 0
0 0 A =X 0

gdzie A; i A, sa wspdtrzednymi wektora A, prostopadlego do charakterystyki.
Po rozwini¢gciu wyznacznika otrzymujemy z (4.3) réwnanie

(4.4) A{[dl n*~Qd, +dy)n+(d, +dy)] =0,

gdzie dla skrécenia zapisu uzyto oznaczen

2
—ac =" PPN il _
4.5) dl—ac—lu(1+n), d, = bs'? = 2 n—alf'
Pierwiastkami réwnania (4.4) sa
d
(4'6) A¢=O’ 771 =1’ 772 =1+72,
1

a po powréceniu do pierwotnych wielkoséci, wspoirzedne wektoréw A wynosza

A 1+n A 1
) Aley — pl+wm)’ Ayl |/w

Rzeczywiste pierwiastki réwnania charakterystycznego wskazuja na hiperboliczny typ
réwnaf (3.9). Wystapienie dwéch rodzin uko$nych charakterystyk (rys. 6) w sposéb za-
sadniczy utrudnia stosowanie metod numerycznych,

Stosowanie catkowania odpowiednich réwnan ciagloéci wzdtuz charakterystyk jest
niemozliwe na skutek zaleznosci oddziatywania elektrodynamicznego p od aktualnej
konfiguracji liny. Z kolei stosowanie standardowyclh metod réznic skoficzonych (por. [4])
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Jjest bardzo utrudnione przez konieczno$¢ dostosowywania siatki réznicowej do plaskiej
rodziny charakterystyk o wektorach normalnych A, i As (rys. 6). Wystgpowanic bardzo
malej wartoéci » w mianowniku (4.7); przybliza te rodzing do osi &, co wymaga stosowania
matych przyrostow Az, a wiec obnizy efektywno$é¢ metody réznicowe;.

AT
e
141 £
o L
Rys. 6

Wymienione trudnoéci sklonily nas do poszukiwania odpowiednich sposobdw przybli-
zonych dla rozwiazania zagadnienia. Jedna z mozliwoéci jest uproszczenie podstawowego
uktadu réwnan do postaci przydatnej w obliczeniach numerycznych.

Istotnym ulatwieniem jest przyjecie stalej sity w ciegnie

n(é&, ) = (7).
Konsekwencja tego zaloZenia sa zwiazki wynikle z réwnan (3.9):
4.8 x'x" = -0, Xx'X%= 0.

Mechaniczng interpretacja zwigzku (4.8), jest ustalenie kierunku dzialania przyspieszen,
a wiec tez sit bezwladnosci, jako prostopadlego do elementu ds, a wiec tak samo jako ob-
cigZzenia elektrodynamicznego p (por. rys. 5).

Po wykorzystaniu zwiazkéw (4.8) dwa pierwsze réwnania uktadu (3.9) sa liniowo za-
lezne. Do réwnania (3.9), dotaczymy rownania wynikajace z (3.7) oraz warunek brzegowy
(3.15),, rozpisany w postaci calki: -

5 = 1+n o P
p(1 +wn) o
“.9) x =y Lt v,
Lg
[ -1de = 0.
0
Do tak uproszczonego uktadu réwnan (4.9) dotaczamy warunki poczatkowe
(4.10) 2(£,0) =0(£,0) =0
oraz warunki brzegowe
4.11) x©0,7)=0, ol,1)=0 dla r=1,2,...,R.

Obszar istnienia rozwiazania ukladu (4.9) jest teraz ograniczony bardziej stromymi
charakterystykami (4.7),. Umozliwia to stosowanie wigkszych krokdéw czasowych 4v
" w dalej podanym algorytmie rozwigzywania.
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Roéwnanie (4.9); bedzie stuzylo do obliczania sily podluznej w linie n. Poniewaz sita
ta jest funkcja aktualnej konfiguracji lin, sil¢ » be¢dzie mozna obliczaé w drodze kolejnych
przyblizen: W tym celu rozwiniemy funkcj¢ podcatkowa w szereg potegowy i przez zacho-
wanie czterech pierwszych wyrazéw dochodzimy do nastgpujacego wzoru:

S 4, As As
(4.12) "= ey [2(1+m) tsrmp T 16(1+vn)5](r_”’

gdzie uzyto oznaczen

Lg
(4.13) A= @Yd da k=2,4,6.
(V]

5. Opis._algorytmu rozwigzywania przyblizonego ukladu réwnan

Do catkowania uktadu (4.9) zastosujemy metode¢ réznic skoniczonych. Celem uzyskania
maksymalnej dokladnosci obliczeni wezly siatki bedziemy starali si¢ umieszczaé wewnatrz
obszaru okre§lonoéci zadania, jak najblizej charakterystyk [4]. Z tego wzgledu przy usta-
lonym kroku zmiennej geometrycznej 46 uzyjemy zmiennego kroku czasowego

. B _ o/ A+ nu_ (L +1,)
(5.1) ATy = O Ty X = (1 +n,)(1+vn,_,) ’

przy czym dla rozpoczecia catkowania przyjmiemy Az, odpowiadajace (4.7);
(5.12) . Avg =Y pdE, ao=1.

Zmienny krok catkowania A7, uwzgledniono we wzorze réznicowym na. druga po-
chodna czasowa '

Ume1— (1 + am)'vm+ OmUm— 1

-2 Vm N om(1 4 0t,) AT2/2

»

!

gdzieindeks!/ = 0, 1, 2, ..., Lz numeruje zmienng przestrzenna &, aindeksm = 0,1, 2, ...,
oy M czas 7. '

Po podstawieniu (5.2), wobec wzoru réznicowego na pochodna wprzéd mozna prze-
ksztalcié réwnania (4.9), i (4.9), do postaci ’

Vi1t = — OmOmet, 1+ B, 1+ Ym(Om, 1-1 + O, 14:0) + (A& + Atk )P, 1,
5.3) U 141 = Up, 1+ At 1,

Attym = Y T+ 9m)? A8 = (03, —0))? |m— 48,
gdzie obok (5.1), uzyto nowych oznaczen

14+n,

= -2 =
ﬁﬂl 1+am }'m’ ym 1+vn’"77m’

5.4
(5.4) A2

Nm = W“m(l + ).
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Réwniez calki A, we wzorze iteracyjnym (4.12) obliczane beda w sposéb przyblizony

' Lp—1
635 Aéjfamxvo, k=2,4,6.

Warunki graniczne sformulujemy tez w zapisie réznicowym. Korzystajac z centralnej'
réznicy skonczonej warunki poczatkowe (4.10) przedstawimy w postaci

(5.6) vo,1 =0, Vo1 = Vi1

a po podstaw_ieniu ich do (5.3); i uwzglgdnieniu ay = 1 otrzymujemy
' 473

(5.6a) Vi = 2#0 Po,1-

Warunki brzegowe (4.11) napiszemy przy uzyciu indekséw /i m
(5.7) Xm, 0 =0, vm,L,--':O) f"—=0,1,...,LR.

Wzory réznicowe (5.3) umozliwiaja przedhuzanie rozwiazania wzdluz linii & = const.
Przy znanych wartoSciach dyskretnych zbioré6w {v}m_y, {¥}m, {#}m, {P}m 1 nm mozna

z réwnania (5.3), obliczy¢ v, dla nowego czasu t,.,, uwzgledniajac przy tym warunki
brzegowe (5.7),. Nast¢pnie obliczamy lteracyjme site n,,, , wedhig (4. 12) i {4}me1 wedlug

(5.3)2.
Aby rozpoczaé obliczenia liczymy v_,,; wedlug (5.6a), natomiast pozostale wartosci
przyjmujemy, jak dla lin znajdujacych si¢ w spoczynku

(5:8) W) =2 (o (0)o = fu}o = 0}, m=0.

Przy korzystaniu ze wzoru iteracyjnego (4.12) jako pierwsze przybllzeme sity n,, przyj-
mujemy warto$¢ obliczona ze wzoru ekstrapolacyjnego :

5.9 o = 3(Am— 1)+ 12, .n_2<= n_y =no =0,

Istotnym punktem algorytmu jest liczenie oddzialywan elektrodynamicznych p,, ;.
Wartoéci tych oddzialywan mozna obliczy¢ przez zastosowanie wzoru kwadraturowego do
obliczenia catki (2.10); w utozonym algorytmie zastosowano wzdr trapezowy

Lr-1

(6.10)  p =k [2 AG,+~(AG0+AGLR)]

gdzie dla skrécenia zapisu uzyto

1 1
4Gy = 7:7[(’Uz—’Ul)Axi—(xz—xi)A’Ul]+ = [(1—v,—v) dx;— (x;— %) dvy],,
1

G1y = Vo—x)+ (0r—v)*, r, = Y a—x)*+ (1—v—v)*,
1
Aw; = ’2—(wi+1_wl—1)’ Awy = Wy—Wo, Awpg = Wrg—Wre_,

dla w=ux,v.
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Obliczenia intensywnoéci obciazenia p, nalezy wykonaé dla I =0,1, ..., Lg, a wiec
Lg+1 razy, aby wypetni¢ caly zbiér {p},. Obliczenie to jest najbardziej czasochionne.
Ze wzgledu na ograniczona doktadnos¢ obliczen mozna je skrécié. Skorzystamy w tym celu
z wlasnoéci funkcji AG;, ktorej wartoéci szybko maleja w miarg oddalania si¢ od punktu /
(wystepuja mnozniki r73). Dlatego sume wystepujaca w (5.10) rozdzielimy na dwie czesci,
ktére odpowiadaja sumowaniu «na lewo» (wskainik i maleje) i «na prawo» od punktu /

(5.12) ZAG ~ vAG,+ Z AG,.
= 12731
Wartosci i~ oraz i* sg ustalane w trakcie obliczania, tak aby blad powstaly przez odrzucenie
pewnej liczby wyrazéw sumy w (5.10) nie przekraczat z géry danej wartosci 2b,. Sumowanie
«w lewo» i «na prawo» prowadzimy aZ do spelnienia nieréwnosci
-
b, ) AG,—idG, >0, i~>1,
=1
(5.13) =
» Y AG—(Lp—DAG, >0, i+ < Le—1.
iZT+1
Podprogram liczenia sit p, utoZzono tak, Ze najpierw sie liczy sume w (5.10) ijeslii= > 1,
to nie oblicza si¢ AG, oraz pomija si¢ 4Gz w przypadku i* < Lgz~—1. Aby uniknaé
osobliwosci w (5.11) przyjeto r; = 1 dla i = [, co oznacza, ze punkt nie moze elektrody-
namicznie oddziatywaé¢ sam na siebie.
W wyniku ruchu przewody beda zbllzaly sie do siebie i zachodzi mozliwo$¢ ich zetknie-
cia sie. W takim przypadku oddziatywania elektrodynamiczne «sklejajace» obydwa prze-
wody wzajemnie si¢ rownowaza, co nalezy uwzgledni¢ przez przyjecie

(5.14) pi: =0 dla v, = %(1—d)

i wpisanie tych warto$ci we wszystkich punktach /;, w ktérych 2,4 1,1 = (1—4d)/2.

Na koniec opiszemy jeszcze jedna poprawke, ktéra w istotny sposéb polepszyta zbiez-
no$é i stabilno§é algorytmu. Podczas obliczeni sprawdza si¢ czy obliczona wzorem (4.12)
warto§¢ n,.( = n, T, spelnia nieréwno$¢
(5.15) nty—n, <0.

Jedli nieréwnosé nie jest spetniona, to oblicza sie¢ nowa warto$¢ «,, przyjmujac w (5.1),
odpowiednio 7,, = n,*, i powtarza si¢ obliczenie {9}, przy niezmienionych wartosciach
s (5Ims (P

Takie postepowanie jest réwnoznaczne ze skracaniem diugosci kroku czasowego 47,
tak aby nie wyj$¢ z obszaru istnienia rozwiazania.

6. Przyklady liczbowe
Algorytm zaproponowany w rozdziale zaprogramowano w jezyku ALGOL-1204. Wyko-
nano dwa przyktady obliczeniowe, ktére pozwolily nie tylko sprawdzi¢ i ulepszy¢ algorytm,
ale tez wyciagna¢ pewne wnioski co do dalszej przydatnoéci proponowanej metody.



DYNAMIKA PLASKIE] WIAZKI PRZEWODOW 57

W obydwu przyktadach przyjeto dane odpowiadajace wartosciom wystepujacym w real-
nych konstrukcjach wsporczych. Dla pradu zwarcia przyjgto

I=44KA, T,=003s, pp=4 7107 NJ/A2

Liny scharakteryzowano nastepujacymi parametrami:

d =315 mm, F =587 mm? p, =197 kG/m, E =7750kG/mm?3,

Przyjeto tez jednakowy wstepny naciag i rozstaw odstepnikéw
Ny = 1000 kG, a =40 cm.

Jako pierwszy przyklad obliczono jednoprzestowa wigzke o stosunku dlugosci lin do
dlugosci ‘odstepnika jak 15:1, a wigc Ly = L, = 15,

Do obliczen przyjgto 4£ = 0,25 i 1, = 0,05. Najpierw wykonano obliczenia przy sta-
tym kroku czasowym At = 0,02 i po 160 krokach osiagnieto czas 7, = 3,25. Obliczenia

[1}
) .
004 / :
/ \ LR-15
/N )
000 \/\/ \/\/ \/T'f/f
b) 112 0
' n'S/Ng
/\ — AT zmienne
: 4 ——— AT~ const
80 Vi \‘\
4
7
s \\
// \
40 s \\
4 / \\
7 N -z
// _,//
00 7 ’/ T-f/£
0 0,1;6 Y23
0,40 == — B
V= V/a — D,
=~ N .
020 //1 S
== N\ r=t/T
000 I, NS~ T
. 1,0 20 N 30
| | XX
02 - 7 T T
Rys. 7

powtdrzono wedtug ulepszonego algorytmu, ktéry uwzglgdnial zmienny krok czasowy
A, = o - A7,_, 1 jego poprawianie w zalezno$ci od spelniania nieréwnosci (5.15).
Obliczenia ulegly przyspieszeniu, gdyz po 100 krokach osiagnigto czas 7y = 3,28. Czas
obliczen w obydwu przypadkach byt prawie jednakowy i wynosil okoto 71 s.
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Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 7. Na kolejnych wykresach pokazano przebieg
wspolczynnika pradu k(7), przewyZszenie wstgpnego naciggu n(r) i przemieszczenie w §rod-
ku rozpietosci v4,s(t). Wyniki uzyskane przy zmiennym kroku praktycznie nie réZnig sie
od wynikéw dla statego At. Dla czasu v = 1,56 nastgpuje zetknigcie si¢ lin, a z niewielkim
przesunieciem (dla T = 1,81) wystgpuje ekstremum sity w linie n = S/N, =~ 11. Dlaczasu
T & 2,7 wystepuje lokalne minimum n = 1,4, odpowiadajace przechodzeniu §rodka przez
polozenie wyjsciowe v, ¢ = 0.

e

L0-0 LR=L1=15

10=0 L1=15

169 Roziepianie sig lin
Rys, 8

Na kolejnych wykresach na rys. 8 pokazano konfiguracj¢ lin dla rosnacego czasu 7.
Po zblizeniu i «zlepieniu» sig lin nastgpuje ich oddalanie sig, przy czym pojawiaja si¢ formy
z wigksza liczba przegieé.

Jako drugi przyklad obliczono wiazke o dwéch, znacznie rézniacych sig diugoécmch
przesel. Stosunek dtugoéci pierwszego do drugiego przesta wynosi jak 10:37, tzn. L, = 10,
Ly = L, = 47. Pozostale dane przyjeto jak w przykladzie pierwszym za wyjatkiem T, =
“=0,1s.

W tym zadaniu skorzystano wylacznie z programu automatycznie korygujacego krok
czasowy Az. Obliczenia wykonano dla réznych krokéw przestrzennych A& = 1,0; 0,5;
0,333, aby zbada¢ zbiezno$¢ metody.

Na rys. 9 naniesiono najbardziej charakterystyczne wykresy. Wida¢, ze wyniki otrzy-
mane dla krokéw catkowania A¢ = 0,5 i 0,333 niewiele si¢ réznig. Wida¢ ponadto, ze zle-
pieniu ulegaja tylko liny dluzszego przesta, po czym sila przewyZszenia wstgpnego naciggu
osiaga ekstremalng warto§é¢ okolo 8 N,.
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Rys. 9

Praktycznym spostrzezeniem jest dobra zgodno$§¢ wynikéw dla nizszych z, przy po-
réwnaniu z obliczeniami dla 4£ = 1,0; przy wiekszych warto§ciach t dtuzszy krok A¢
daje raczej wyzsze wartoéci n.

Przemieszczenia punktéw lezacych w potowie dlugoéci obydwu przgsel pokazano na
rys. 9c. W szczegdlnosci wystepuje ruch lin krétszego przgsta wokét pierwotnego polozenia
réwnowagi. Cze§¢ §rodkowa dluzszego przgsta pozostaje stale zlepiona. Efekty te jako§ciowo
zgadzaja si¢ ze zjawiskami obserwowanymi podczas prébnych zwar¢ [3].

7. Uwagi koncowe

Otrzymane wyniki obliczenn §wiadcza na korzyéé proponowanej metody i algorytmu.
Je$li wyniki jakoSciowo zgadzaja si¢ z niektérymi zjawiskami obserwowanymi w rzeczy-
wistych stacjach rozdzielczych, to pod wzgledem iloSciowym sa one niezadowalajace. Na
przykiad przewyzszenia wstgpnego naciagu sa okoto 1—1,5-krotnie za wysokie w por6wna-
niu ze §rednimi wartoéciami rejestrowanymi podczas probnych zwaré [3].
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Na wynikach mogta przede wszystkim zawazy¢ idealizacja badanego modelu. Zaréwno
wstepny zwis 1 przestrzenny ruch lin, jak tez przede wszystkim podatno$é¢ podpér [12]
mogg mie¢ istotny wplyw na wyniki.

W tym kierunku, a wigc w kierunku ostabienia zalozen i wzbogacenia analizowanego .
modelu, ida dalsze prace.
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Pesome

IUHAMHKA ITJIOCKOUW CHUCTEMBI 3JIEKTPOINMPOBOIOB IIPH TOKAX
KOPOTKOI'O 3AMBIKAHUA

BoiBenena ocHoBHas cuctema AuddepeHUMansHbIX ypaBHEeHMH (3.9) MNA IUIOCKOH CHCTEMBI ABYX
TpocoB. JIBIYKEHHE TPOCOB MPOUCXOMHUT IOX BJIMSIHHEM 3JIEKTPOMATHUTHBIX BO3AEHCTBHH, MHTEHCHB-
HOCTB KKOTOPBIX 3aBUCUT OT aKTyalbHOM KoHdHurypaunu Tpocos. CHCTEMY MOYKHO CBECTH K ABYM HeEJM-
meiinb ypaBuenusm (3.11) rumep6onnuecioro THIa. BBHIAY 3HAUMTENBHbBIX CIOXMHOCTEH HHTETpPHPO-
BAHMS UCXONHOM CHCTEMBI pacCMaTpUBANIach NPpHGIIKEHHAasI 3afiaua NPH KOTOPoil pacnpenesieHue yCcHimit
B Tpoce mpepnonaraiock B Bupe: n(é, v) = c(z).

TpubmKeHnas cucTeMa ypaBdeHuit (4.9) Gblna pelllena ¢ MOMOIILIO METONA KOHEUHBIX Pa3HOCTeH
C IpUMCHEHHUEM COOTBETCTBYIOLUEH NOJIOYM(EHHAM XapPAKTEPUCTHIC CETKU. [IpHBOXUTCS aJITOPHUTM peLIEHHS
COOTBETCTBYIOIIMH pacueTHbIM BoaMoyKHocTsim JIIBM Onpa-1204.

PaccunTanbl IPUMEPBI [UISL ONHONPOJIETHONH M NBYXIIPOJIETHON CHCTEMBI TPOCOB, NPHBORATCA QYHK-
UMM H3MEHEHMsI BO BPEMEHM ycHJHH B Tpocax n(7) ¥ KoH(pUrypauuu TpocoB z(T).

Summary

DYNAMICS OF A PLANE GROUP OF CONDUCTORS UNDER SHORT-CIRCUIT
CURRENT

The fundamental system of differential equations (3.9) of a plane pair of linear conductors (cables) is
derived. The cables move duetoelectrodynamical actions, the intensity of which depends on the actual
configuration of the cables. The system can bereduced to two non-linear equations (3.11) of hyperbolic
type. Since the explicit integration of the system is difficult, an approximate problem is analysed in the paper
under the assumption that the distribution of axial force in each rope is equal to n(,7) = (7).

The approximate set of equations system is solved by means of finite differences by applying a net
adapted to the characteristics. An algorithm appropriate for the digital computer ODRA-1204 is presented.

Two numesrical examples concern the one-span and two-span cable systems. The results present the
distribution of axial forces in the ropes and of their configurations in time.

INSTYTUT MECHANIKY BUDOWLY, OSRODEK ETO
POLITECHNIKA KRAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 12 marca 1975 r.
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STATECZNOSC BOCZNA SAMOLOTU I DRGANIA LOTEK Z UWZGLEDNIENIEM
ODKSZTALCALNOSCI GIETNEJ SKRZYDEL I SPREZYSTOSCI UKEADU STEROWANIA

JERZY MARYNIAK, MARIA ZLOCKA (WARSZAWA)

1. Wstep

W pracy zbadano wplyw sztywnoéci i tlumienia w ukladzie sterowania lotkami przy
uwzglednieniu odksztalcalnoéci gigtnej skrzydel na stateczno$¢ boczng samolotu oraz
drgania lotek. Samolot traktowano jako uklad mechaniczny sztywny z odksztatcalnymi
gietnie skrzydlami i ruchomymi lotkami.

Réwnania ruchu wyprowadzono w quasi-wspéirzednych stosujac réwnania Boltz-
manna-Hamela [4] dla ukladéw mechanicznych o wigzach holonomicznych w uktadzie
wspéirzednych zwiazanych -z samolotem.

W pracy przyjeto zaloZenie, Zze sity i momenty aerodynamiczne nie maja wplywu na
postacie i czgsto$ci drgan wlasnych skrzydel. Zatozenie to pozwolilo na osobne rozpatry-
wanie kazdej postaci wlasnej drgan skrzydet. Skrzydia stanowiace uklad ciagly o nieskon-
czonej liczbie stopni swobody zastapiono §cisle okre§long liczba stopni odpowiadajaca
iloéci przyjetych postaci. Postacie i czestosci drgan wlasnych okre§lono do$wiadczalnie
na drodze badan rezonansowych [6, 8].

Linearyzacje réwnan ruchu przeprowadzono na podstawie teorii matych zaburzen
[1, 2, 3, 7, 20]. Przyj¢to, ze ruchy antysymetryczne samolotu powoduja wylacznie zmiany
antysymetrycznych sit i momentéw aerodynamicznych, natomiast symetryczne -—zmiany
symetrycznych obciaZe aerodynamicznych. PowyZsze zaloZenia pozwolily na rozprzegnig-
cie uktadu réwnan [1, 2, 3, 20], opisujacych dowolny ruch samolotu, na dwa uklady: ukiad
réwnan ruchéw symetrycznych [8, 9, 13] statecznoéci podtuznej i ukiad réwnan ruchéw
antysymetrycznych stateczno$ci bocznej [14].

Uwzgledniono pigé stopni swobody, w tym trzy stopnie swobody samolotu sztywnego:
przechylanie ¢, odchylanie y, predko§¢ przemieszczei bocznych v oraz antysymetryczne
odksztalcenia gietne skrzydet £ i sprezyste wychylenie lotek g [14].

“Po linearyzacji ukiadu réwnan rozwigzanie sprowadzono do wyznaczenia wektoréw
wiasnych i odpowiadajacych im wartoéci wlasnych macierzy stanu. Przyktadowe obliczenia
numeryczne przeprowadzono dla samolotu klasy «Wilga» wediug wiasnych programéw
w Zakladzie Obliczen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego.

W dostepnej literaturze, dotyczacej dynamiki obiektéw ruchomych, nie spotkano si¢
z wyprowadzeniem réwnar ruchu przez zastosowanie réwnah Boltzmanna-Hamela dla
ukiadéw o wiegzach holonomicznych. Wiaénie zastosowanie réwnar Boltzmanna-Ha-
mela [4] do wyprowadzenia réwnan ruchu obiektéw ruchorpych w ukladzie wspéirzed-
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nych zwigzanych z tym obiektem umozliwia w stosunkowo prosty sposéb wzglednienie
stopni swobody wynikajacych z odksztaltcalnosci ciata, jak i wzglednych ruchdéw elementéw
rozpatrywanego obiektu [9, 13, 14].

Réwnania Boltzmanna-Hamela sa uogdlnionymi réwnaniami Lagrange’a II rodzaju
wyrazonymi w quasi-wspdirzednych i quasi-predkosciach. Quasi-predko$ci sa linio-
wymi zwiazkami predkosci uogdlnionych, ktérych wspdiczynniki zalezne sa od wspol-
rzednych uogdlnionych [4, 19], przy czym moga zawiera¢ réwniez wyrazy wolne, jak i jaw-
nie zalezne od czasu [19]. W rozwazanym przypadku takimi quasi-predko$ciami sa kinema-
tyczne parametry ruchu okre§lone w ukifadzie centralnych osi odniesienia, sztywno zwig-
zanych z samolotem. Wspomniane wyZej parametry kinematyczne, to predkosci katowe
samolotu P, Q, R oraz predkosci liniowe jego $rodka masy U, V, W[1,2,3,4,9, 13, 14, 19
i 20].

Wyprowadzone w trzecim rozdziale niniejszej pracy réwnania ruchu sg uniwersalne
i mozna je bezposrednio zastosowaé do opisu ruchu dowolnych odksztalcalnych obiektéw
ruchomych w przyjetym ukfadzie odniesienia.

2. Przyjety uklad odniesienia .

Do opisu dynamiki samolotu niezbedne sa trzy ukiady odniesienia: uklad grawita-
cyjny iciSle zwiazany z Ziemia Ox,y,z,, ukfad predkosciowy zwigzany z przeplywem
Ox,y,z, oraz zwiazany sztywno z samolotem Oxyz.

Rys. 1. Przyjety uklad odniesienia Oxyz zwiazany z samolotem oraz wprowadzone predkoSci liniowe
i katowe

Chwilowe polozenie samolotu jako ciata sztywnego okre$lono przez potozenie $rodka
masy obiektu 7,(x,, y:, z,), mierzone wzgledem nieruchomego ukiadu wspdtrzednych
Ox,y,z, zwigzanego z Ziemia oraz katéw obrotu samolotu ¥, @, ®.
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Katy obrotu okreflajg jednoznacznie potoZenie ukladu wspéirzednych écisle zwigza-
nego z samolotem Oxyz wzgledem grawitacyjnego uktadu wspétrzednych Ox,y,z, réwno-
leglego do nieruchomego ukladu Ox,y,z, (rys. 1). _ ]

Przyjete katy obrotu sa katami quasi-eulerowskimi, zwanymi réwniez samolotowymi
(1, 2, 19]. ) K —_

Nazwy tych katéw sa nastepujace: @ — kat przechylenia, @ — kat pochylenia, ¥'—
kat odchylenia. - o -

Ruch samolotu zostat opisany w centralnym ukiadzie Oxyz sztywno zwigzanym z samo-
lotem, o osiach skierowanych, jak na rys. 1 i rys. 2. '

Rys. 2. Przyjete skladowe sit i momentéw w ukladzie odniesienia Oxyz zwigzanym z samolotem

Sktadowe wektoréw chwilowych predkoéci liniowej ¥, i katowej 2 w przyjetym ukiadzie
wspétrzednych (rys. 1) sa nastqujq_ce:
— wektor predkoéci liniowej V,
(1) V, = Ui+ Vj+ Wk,
gdzie U oznacza predkoéé podhuzng, ¥V — predkosé bocznq, W — predko$é przemiesz-
czen pionowych, ‘ o : _ :
— wektor chwilowej predkosci katowej £
- ). _ : Q = Pi+Qj+RKk, o
przy czym P jest katowa predkoécia przechylania, Q — katowa perkoécjai pochylaﬁia,
R — katowa predkoécia odchylania. : _ ' .
Wektory sit zewngtrznych i momentdw sit zewngtrznych dziatajacych na samolot maja
postaé (rys. 2): _ :
— wektor sit zewnetrznych F
€)) F = Xi+Yj+Zk,
gdzie X oznacza sit¢ podiuZng, Y—silc' boczna, Z—sil@ pionowa,

5 Mechanika Teoretyczna
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— wektor momentu gléwnego .4
e)) M = Li+Mj+Nk,
przy czym L jest momentem przechylajacym, M — momentem pochylajacym, N — mo-
mentem odchylajgcym.

Predkosci katowe P, O, R s3 liniowymi zwigzkami predkosécei uogélnionych di, Oiy
o wspélczynnikach zaleznych od wspéirzgdnych uogélnionych @, @ i ¥ i wyrazaja sie
W nastepujacej postaci:

P 1 0 —sin@] [ & &
’) 0l=]0 cos® sin®cosO® || 0 |=n,| 6
R 0 —sin® cos®Pcos® | | ¥ U4

Zwigzki kinematyczne miedzy predkoéciami liniowymi %,, y;, Z, mierzonymi w uktadzie
nieruchomym Ox,y,z, a skladowymi predkosci U, V, W sa nastgpujace:

dx,
v dt
_ dy,
V=M |
w o
©) . -4 LA E
F U cosOcos¥ cosOsin¥ —sin® ;tl
vl sin@sin@cos¥— sin@sin@sin?+ sinPcosO dy,
- —cosPsin¥? +cosPcos¥ dt
W cosDsin@cos¥ + cosPsinOsin¥’'— cosDcosO dz,
| ] +sin@sin ¥ —sin@cos¥ L dt |

Zwigzki (5) i (6) wyznaczaja parametry kinematyczne, ktére sa quasi-predkosciami.

3. Réwnania ruchu odksztalcalnego obiektu swobodnego

Model samolotu nieodksztalcalnego, najczesciej spotykany w literaturze, nie zawsze
moze by¢ przyjety w badaniu wlasno$ci dynamicznych obiektu. Niektdre sztywne i sprezyste
ruchy wzgledne moga mie¢ istotny wplyw na charakter ruchu samolotu. W przypadku
uwzglednienia podatno$ci gietnej skrzydel otrzymuje sie¢ uklad o nieskoficzonej liczbie
stopni swobody ruchu. Praktyczne wykonanie obliczen dla takiego ukladu jest niemozliwe
i dlatego tezzastosowano metode¢ przyblizona. Opiera si¢ ona na zatoZeniu, Ze sity i momenty
aerodynamiczne nie zmieniaja postaci niesprz¢zonych drgan wlasnych skrzydet.

Ugigcie skrzydla (rys. 4) opisano funkcja

Lo, = D kL),
i=1
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Rys. 4. Przyjety model ruchéw przechylajacych i odksztalced gietnych skrzydel samolotu

gdzie h;i(y) jest kolejna postacia drgan wlasnych. Pozwolilo to na rozpatrywanie wplywu
na ruch samolotu kazdej postaci drgan osobno. Zgodnie z powyzszym, drgania skrzydet
odpowiadajace i-tej postaci przedstawiono nast¢pujaco:

™ G, 1) = () i(2).

Uwzgledniono réwniez ruch lotek, ktdéry jest mozliwy mimo zablokowanego drazka
sterowego, dzieki istnieniu sprezystych odksztalcenn w ukladzie sterowania lotkami. Prze-
mieszczenie lotek jest okre§lone katem obrotu lotki g wokét osi zawiaséw (rys. 3).

Réwnanie ruchu samolotu wyprowadzono w quasi-wspéirz¢dnych, stosujac réwnania
Boltzmanna-Hamela dla ukladéw holonomicznych [4]. Réwnania Boltzmanna-Hamela
$3 uogdlnionymi réwnaniami Lagrange’a II rodzaju dla uktadéw nieinercjalnych opisa-
nych w quasi-wspéirzednych i maja nastgpujaca postaé:

k k

d (oT*\ oT* Corr
® —E(aw“ ) ~ om, + 22)}“"_%&)“ s

r=1 a=1
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gdzie u, r, ¢ =1, 2,..., k, k oznaczajy ilo§¢ stopni swobody, w, — quasi-predkosci, T* —
energiec kinetyczng w quasi-predkodciach, m, — quasi-wspélrzcd‘n‘gla, OF — sily uogol-
nione. - -

Zwigzki mxcdzy quasi- perkoécnaml i predkosciami uogolmonym1 maja postaé

k

(9) . Wy = Zaaaéa;
o=1
k.
(10) . o éa = vbapwu’
o=1

gdzie ¢, oznaczaja predkoSci uogdlnione, o = pulqy, g2, --v» Gi)y s — WspOSlrzedne
uogolnione, b,, = byu(q,, 92, .-+ ,9x), Przy czym istnieje nastepujaca zalezno§¢ macierzowa:

(11) [@04] = [0, 17"
Tréjwskaznikowe mnozniki Boltzmanna okre§lone sa zalezno$cia
k k a
\' \{ %a da
12 ,-‘z — 21 ro rd )b .
12 v P f;J ( 2q; ~ dq, ) P

W przypadku gdy quasi-wspétrzgdne sa wspétrzednymi uogélnionymi, to tréjwskaznikowe
mnozniki Boltzmanna ¥}, (12) sg réwne zeru.

W przyjetym modelu samolotu odksztalcalnego wektor quasi- perkoécn jest nastepu-
jacy:
(13) w =col[U,V,W,P,0,R, 8, ¢,

gdzie U, V, W, P, Q, R okreSlajg zwiazki (5) i (6), a odpowiadajacy mu wektor quasi-
wspdirzednych ma postaé

(14) T =COI[7ZU, Ty, Ty, nP’nQ, TR, ﬂ, C]'
Wektor wspélrzednych uogdlnionych jest nastepujacy:
(15) q =.C01[x1,y1’219¢, 99 T, ﬂ, C]-

Macierz [a,,] w przypadku przyjetego modelu (rys. 3 i rys. 4) w przyjetym ukladzie
wspoirzednych (rys. 1) zgodnie ze zwigzkami (5) i (6) ma nastgpujaca postaé: -

Ay, i O 0
(16) _ @ d=] 0 Ay 0 |,
0 i 0 I

an Pal=ladt=| 0 Az 0
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Wiekszo$¢ mnoznikéw Boltzmanna Via W przypadku przyjetego samolotu odksztal-
calnego jest réwna zeru. Jednym z niezerowych mnoznikéw Boltzmanna jest y$4. Oblicza
si¢ go wedlug nastgpujacej zaleznodci:

e . .
) - ’ (R Y aa5, aaG, P v
8 . = Z( ——.)b bus
a ) \ o V54 paps o0 Bg. ) 1s0x
Quasi-wspélirzedne f i { s wspdirzgdnymi uogélnionymi. Zgodnie z powyZszym
. aaéa N aaél .
% % o 70

dla «,/ = 1,2, ..., 8 upraszcza si¢ i.zalezno§¢ (18) przyjmuje postaé
6

_ 6
e\ zﬁ Oagy _ dag,
Vsa = ey ( a4, 4 by5bay.

qe=]  Jm]

Analizujac macierze [a,,] i [b,,] daje si¢ zauwazyé, Ze _
big=byy = b34 = bsy =>b64 =0; bya=1;

A6y = Qo2 = Q3 = Qs = 0;  bys = bys = b35 = 0;

stad
C e da Oa .
6 65 66
= — — 2 pyshys— ——bgsbas,
75_‘4 s 55044 7a 65044
gdzie
dags d(—sing)
= = —Cos¢Q,
s dp 4
Oage d(cospcosB) - : :
= = —singpcos@,
094 O e D .
przy czym
sing
. bss = , bgs =——
55 CoOs@, 65 c0s0O

"W rezultacie otrzymano _

y84 = cos?p+sinp = 1. .
Pozostale niezerowe mnozniki Boltzmanna obliczono analogicznie; maja one nastgpujace
wartosci: ‘ ' "

vie = =1, yé =1,

‘}’55 =1, ‘}’éa = -1,

7%6=1, ‘}’%1=—1;

'}’i’s=“1, ‘}’gl=11

. )’-g4=1, 7‘3;2‘-': -1,

y26=_11 725=1, I
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vie =1, yaa = —1,
yis = =1, 8. =1,
y3a = —1, yis=1.
Po wprowadzeniu tak obliczonych mnoznikéw Boltzmanna do réwnania (8) otrzymano

réwnania ruchu dla dowolnego obiektu swobodnego, ktérego ruch jest opisany w przyjetym
ukladzie odniesienia. Réwnania ruchu otrzymujg nastepujaca postac:

FESIE SN P
£(F) T o
IS RN P
o G- - S S-S ae aa? 0 =0t
AT T g,
@ () - Syre Tu- o Gy =0k
o BT
@6) - di,(%) -

Roéwnania (19) + (24) opisuja ruch dowolnego ciala sztywnego w centralnym ukladzie
wspoirzednych zwigzanych z obiektem. Pozostale dwa rdwnania sa wynikiem uwzgled-
nienia dodatkowych stopni swobody: ruchdw wzglednych lotek (25) i odksztalcalnosci
skrzydet (26).

W dowolnym ruchu odksztalcalnego obiektu ruchomego liczba réwnan typu (25)
i (26) moze by¢ dowolna i zalezy wylacznie od iloéci dodatkowo uwzglednionych stopni
swobody przy niezmiennej postaci pierwszych szeSciu réwnan (19)+(24).

4. Réwnania ruchéw antysymetrycznych samolotu odksztalcalnego

W dowolnym ruchu obiektu réwnania (19)=(26) na ogot nie rozprzegaja si¢ na réw-
nania opisujace ruchy symetryczne i antysymetryczne. Sa to silnie nieliniowe réwnania
rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego. Rozprzggniecie réwnan jest jedynie mozliwe przy
zastosowaniu do badaf teorii matych zakidcei wzgledem ruchu ustalonego i linearyzacji
réwnan.

W niniejszej pracy zalozono, Ze samolot wykonuje jedynie antysymetryczne ruchy
(rys. 3 i rys. 4), tzn. ruch odchylajacy ¥, przechylajacy @, przemieszczenie boczne 7y,
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antysymetryczne wychylenia lotek B i antysymetryczne drgania gi¢tne skrzydet {. Przy
powyzszych zalozeniach otrzymano ukiad pigciu réwnan w postaci ogdlne;j:

T T T
L) e e oo
m )T T T T e
o LT

Calkowita energia kinetyczna samolotu T* obliczona w quasi-pr¢dkoéciach ma na-
stepujaca postaé:

T* = % M U2+ V24 W)+ 1,62+ B, 82+ I P2+ 1,0+ I, R?] — I, PQ +

(32) + S, (WP—UR)+S,(VR—WQ)+S.(UQ—VP)+ {(43+ BY+ BOW+
+ (A +BE+BY) P—[A,+ (B} + BN x,— B5 — BYQ}Y E + [(SE—SHU+
+ (I, —15) P+ (ST SHW16+ (B5—BY A,

gdzie
b/2 bj2
A = [ mOhOydy, 4, = [ m@RO)dy,
—b/2 —bf2
b2 b2
Ay = [ mOhG)dy, Ay = [ S,0)h()dy,
—b/2 —bj2
b2 : ’ b/2
Bi= [ mumhtddn, By= [ muhrGpdn,
b/2% by, b2ZbL
b2 b2
By = [ S,mhtydn, Bi= [ mnhG)ndn,
b/2—-bL b/2—bL .

przy czym M, oznacza masg¢ calego samolotu, I, I,, I;, I,, — momenty bezwladnoci
i moment dewiacyjny samolotu wzgledem ukladu odniesienia Oxyz; Sy, Sy, S; — mo-
menty statyczne samolotu wzgledem ukladu odniesienia Oxyz; I, Iy, Iy, S,, S — mo-
menty bezwladnoéci, dewiacyjne i statyczne lotek wzgledem osi zawiaséw 7 i osi symetrii
samolotu &, gérne indeksy L i P okreélaja odpowiednio lewa i prawa lotke,; my(y), mp(n) —
rozkiady mas skrzydla i lotki w funkcji rozpigtosci; A(y) — funkcja ugigcia skrzydta od-
powiadajaca rozpatrywanej postaci drgan wiasnych.
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Sily ‘uog6lnione wystepujace - w prawych stronach réwnan (27)+(31) wyznaczono
uwzgledniajac energie potencjalng odksztalcen skrzydet i ukladu sterowania [8, 14}; sity
grawitacyjne [1, 2, 3, 8, 14] oraz sity i momenty aerodynamiczne [1, 2, 3, 8, 14, 20].

Energia potencjalna odksztatcen sprQZystych skrzydel i uktadu sterowania lotkami ma
nast¢pujgca postac:

(33) U= kB,
gdzie k;— sztywno§¢ gigtna skrzydet, ky — sztywno§¢ ukladu sterowania lotkami, przy
czym . ) : .

: bi2
G4 ke =w? [ mO)K0)dy

—b/2

jest sztywnoscia uogéiniona skrzydet odpowiadajaca uwzglednionej postaci drgan wia-
snych opisanej funkcja A(y) o czestoéei drgan w.
~ Wiskotyczne ttumienie w ukladzie sterowania lotkami uwzglqdmono przez. wprowa-
dzenie dysypacyjnej funkcji Rayleigha Ug.

, 1 .
(35) : K . - Up = —f2—kl§ﬂ2.
Sktadowe sity grawitacji w ukladzie odniesienia Oxyz maja postaé ‘ .
(36) CoL . mg=A~Amg,
gdzie E
—sin®
A, =|cos@sin®|,
cos@cos P

a w rozwazanym przypadku, uwzglqdniajqcym wylacznie ruchy antysymetryczne,
(37 : Y, = mgcosOsin®.

Sity i momenty aerodynamxczne dzialajace na samolot wyprowadzono przy uwzgled-
nieniu stacjonarnej aerodynamiki. Linearyzacje sit i momentéw aerodynamicznych prze-
prowadzono wediug metody Bryana [1, 2, 3, 20]. Metoda ta oparta jest na zaloZeniu,
e sily i momenty aerodynamiczne sa funkcjami chwilowych wielkoéci zmian predkoéci
linjowej i katowej i ich pochodnych. Funkcje te rozwijane sa w szereg Taylora wzgledem
wymienionych uprzednio zmiennych. W szeregach tych uwzglednione sa jedynie czlony
plerwszego rzedu [1, 2, 3, 20].

"~ W rozpatrywanym- przypadku zatozono, Ze samolot porusza sie ustalonym -jednostaj-
nym ruchem poziomym. Przyjeto, ze ustalony ruch samolotu podlega malym zakiéceniom,
tzn., e ;

¢=<P,' S P=p,

_ U=U, ='const
(38) ®@ =0, =const, Q=0 V=uv,
Y= P, R=r, W =0.
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Sity uogélnione w-réwnaniach (27)+ (31) przy uwzglednieniu powyzszych' zaklécen
i wprowadzeniu zalezno$ci (37) i (38) maja postac:

(39)

gdzie Y, = or

Ty =
dv’ °*

o)
o
oy
ox

oY

op’

w0+ Y, p+ Y, r+mgpcost,,

= Lo+ L,p+Lr+Lif+L;{+LsH,
= Nyo+N,p+N,r+ N3 f+N: L+ NyB,
= R,p+R,r+R; f+R:C+ RyB,

Q; =

E,p+E.r+Ej; ‘3+E(C+ECC,

o Ep = sa, zgodnie z nazwami przyjetymi w lotnictwie,

O
K3

pochodnymi aerodynamicznymi [1, 2, 3, 20].
Pochodne aerodynamiczne wystepujace w zaleznosciach (38) zostaly wyprowadzone
w[l,2,3,6,8, 141 20].
Uklad réwnan (27)=(31) po uwzglcdmemu (38) i (39) sprowadzono do postaci bez-
wymiarowej dzielac réwnania sit przez ¢V'2S, a réwnania momentéw przez oV2 Sbh[2.
Podstawowymi wielko$ciami wystgpujacymi w bezwymiarowych réwnaniach ruchu s3:

Jx =

Yp =

n, =

l, =

~>

0SV.b|2

_N
oSV, b2

_ L
oSV, b]2

czas aerodynamiczny,
wzgledna gestos$é samolotu,
bezwymiarowy moment bezwladnosci,

czas bezwymiarowy,

bezwymiarowa predko$¢ liniowa,

bezwymiarowa predkoé¢ katowa,

bezWymiarowa pochodna sity bocznej wzgledem zmiany pred-
kosci linfowej §lizgu,

bezwymiarowa pochodna sity bocznej wzgl¢gdem zmiany pred-
koéci katowej przechylania, .

bezWymiarowa 'pochodna momentu odchylajacego wzgledem
zmiany pr¢dkoéci liniowej $lizgu, | '
bezwymiarowa pochodna momentu przechylajacego wzgle-

dem zmiany predkosci katowej odchylania.

W analogiczny sposéb przedstawiono w postaci bezwymiarowej pozostate wyrazy réwnan.
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Ukiad réwnan ruchu w postaci bezwymiarowej otrzymano w zapisie macierzowym
w nastgpujacej formie:

(40) AX+Bx+Cx = 0,

gdzie .
X = COI[nv) TTp, Ty, é-, ﬂ]y

% = col[3,p,7,C, A,

przy czym: _
— A jest macierza wspélczynnikéw bezwladnoéci, mianowicie
1 0 0 0 0
0 1 _sz/jx I.C./jx jEY)/jx
A=|(0 —sz/jz 1 0 0 ’
0 e 0 1 ey

_0 jer)/jn 0 rc/]n 1 —
— B jest macierza wspétczynnikéw ttumienia, mianowicie
——yv _yp/!" (1 _yr/!") 0 0 T
- ﬂlv/_/x - Ip/jx - Ir/jx - IC' /_/x - Iﬁ /jx
—,unv/jz _np/jz '—'nr/jz _nC. /jz _nfi /jz

B = 0 e, e, e; ej ’
. . . kapu—r;
0O =l -ndy —rel, G
| n !

— C jest macierzg wspoélczynnikéw sztywnosci, mianowicie

70 -5, 00 0 g
0 0 00 —huli
C=|0 0 00 —mulj
0 0 0g¢ eg
0 0 00 (kgu—rglind

Réwnanie macierzowe (40) rzedu drugiego sprowadzono do réwnania rz¢du pierw-
szego w postaci

a) PitQu=0, a=|}]
przy czym '
I0 0 I
P=[0 N -|-¢ s}
Roéwniez
42) P = Rq,

gdzie macierz stanu R ma postaé

' 0 I
43) R=-P1Q = [_A_,C —‘A“B]'
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Rozwigzanie sprowadzono do wyznaczenia wektoréw wiasnych q,,; i odpowiadajacych
im warto$ci wlasnych 4;;,, = &+ 1 i1+, macierzy stanu R (43).
Rozwiazanie ogdlne ma postaé

8
(44) a0) = D] Cauexp(41),

j=1
gdzie C; oznaczaja stale zalezne od warunkéw poczatkowych bgdacych wartoSciami za-

~

kiécenn od ruchu ustalonego dla chwili 1 = 0, 7, — czgsto$¢ oscylacji o okresie T = 277—7!!,

. .. In2 A I .
& — wspélczynnik thumienia, przy czym Ty, =nT2t—czas stlumienia amplitudy do

polowy dla & < 0, a w przypadku & > 0, czas podwojenia amplitudy.

5. Przyklad liczbowy i wnioski

Przykladowe obliczenia wykonano dla lekkiego samolotu turystycznego klasy «Wilga».
Rozwigzano uklad réwnaf (40) wyznaczajac wektory wlasne q,; i odpowiadajace im
wartoéci wlasne 4; macierzy stanu R (43).

Wszystkie obliczenia wykonano wedlug wiasnych programéw na EMC GIER w Za-
kiadzie Obliczen Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego.

}n
29
’_L——-—"""'— 234
27p==
006
&2
004
kg
50 100 150 200 250 [kG-m-rad”']
21 £34
-2,3
H=0m; Vp=40m-s™ T,=10kG-m-s-rad™
Xer=0,039; nig=12Hz
~70
/’
L—T" &1
-90 —
/
-110
B

Rys. 5. Wspolczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji 7 pierwszych czterech wartosci wlasnych 4,2,
w funkcji sztywnoéci ukladu sterowania lotkami
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Wyniki przedstawiono w postaci wykreséw (rys. 5—9), na ktdrych linia ciagla nanie-
siono zmiany wspdtczynnikéw thumienia &, a przerywana czgstodci oscylacji ;. Jednako-
wymi indeksami oznaczono na wszystkich wykresach odpowiadajace sobie wartosci wlasne
A;, charakteryzujace te same ruchy samolotu, skrzydet i lotek:

Ay = &, charakteryzuje aperiodyczne wychylenia lotek A zawsze
silnie ttumione &, < 0,
4, = &, charakteryzuje aperiodyczne ruchy spiralne wykazujace
stabg niestateczno$¢ &, > 0,
A3,a = &3,4%0ms,, charakteryzuje wahania okresowe odpowiadajace halen-
drowaniu p i v sprzgzonemu z ruchem odchylajqcym r,
ruchy zawsze ttumione &, , < 0,
As,s = EseEinse charakteryzuje ruchy okresowe lub aperiodyczne lotek #
lub sprzgzone z ruchami przechylajacymi samolotu p ttumio-
As = &5 nymi &4 < 0 lub rozbieznymi &5 > 0,
2’6 =& -

A.s = E731in, 5 charakteryzuje drgania gietne skrzydel zawsze ttumione
£,8 < 0 o czgstodei 7,5 bliskiej czestodei drgan w{asnych
skrzydetl w. SRR

a) Wplyw sztywnosci ukladu sterowania na stateczno$¢ samolotu. Wzrost sztywnoséci
w ukladzie sterowania (rys. 5 i 6) powoduje spadek thlumienia aperiodycznych Wyg:hyle;i

kq
84,7 iy mp——— S
b " 7,8
846
20,0 l//,/
//’ 75,6
16,0 /,/
v
//
120 —
: Es e :
\ M. H=0m; Vo= 40m-s™s T=10k6-m-s-rod™
80 7 xo0=0,039; nig=12Hz
/
4,0{} \ .
0 °1 S0 10N\ 0 200 260 300 %8
\\ [k6-m-raa™"]
£56
-4,0 \\
-80
-8,280 -
~8,285 :
vé

Rys. 6. Wspblczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji n wartoéci wlasnych 15— 4g w funkcji ‘sztywnosci
ukladu sterowania lotkami
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v

lotek ()&, przy niezmiennych charakterystykach ruchéw spiralnych &, i holendrowania
A4 (rys. 5). Wzrost sztywnoéci réwniez nie ma wplywu na drgania gigtne skrzydel, za-
réwno na czestodé 7,g, jak 1 tlumienie £,5 < 0, silnie natomiast wplywa na tlumienie
i charakter ruchu lotek sprzezony z przechylaniem samolotu (rys. 6).

Przy malej sztywno$ci ukladu sterowania lotkami, wychylenia lotek B i ruchy przechy-
lajace samolotu p sa aperiodycznymi ruchami rozbieznymi &5 > 0 i &5 > 0, ktdére przy
wzroécie sztywnos$ci przechodzg w periodyczne ruchy o czgstosci 756, poczqtkowo rozbiez-
ne £5¢ > 0, a nastgpnie ttumione &5 < 0 (rys. 6).

b) Wplyw tlumienia w ukladzie sterowania lotkami na statecznosé samolotu. Wzrost tlu-
mienia wiskotycznego w ukladzie sterowania lotkami (rys. 7 i 8) powoduje zwigkszenie
silnego tlumienia &, < 0 aperiodycznych wychylen lotek f (rys. 7) przy niezmiennym

Ay
2 S
? L~ 237 ]
_ ,
2,81 Ead
OIS 7 -1
H=0m; Vp=40m-s ; kp=100 kGm-rad
xe1=0,039; nig=12Hz
0,0458 '
&2
0,0456 E—
' 7
20 50 100 750 200 250 230
. ' £34
_.2’1 \\ /’/-—-——
=22 \_\—,/ .
-500 ~
\\
-1500 é’\
-2500
\

Rys. 7. Wspélczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji 7. pierwszych czterech wartoéci wiasnych 1l+14
w funkcji tlumienia ukladu sterowania lotkami

charakterze ruchéw spiralnych samolotu &, > 0 oraz czestoéci 75, i tlumienia &5, < 0
holendrowania samolotu (rys. 7). Tlumienie.-w ukladzie sterowania réwniez nie ma wplywu
na czestosci 775 1 tlumienie &,53 < 0 drgan gietnych skrzydet (rys. 8).

Zmiana tlumienia w ukladzie sterowania ma decydujacy i najbardziej istotny wplyw na
wychylenia lotek g i sprz¢Zzone z nimi ruchy przechylajgce samolotu p (rys. 8). Przy matym
thumieniu’ wystepuja oscylacje harmoniczne o czgstoéci 7ss, poczatkowo.silnie rozbiezne
&se > 0, przechodzace w tlumione £56 < 0 z réwnoczesnym spadkiem czgstosci oscylacii
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by
84,7

e 229 |
84,5

H=0m; Vy=40m-s" kg=100k6:m-rod™
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Rys. 8. Wspolczynniki tlumienia & i czestosci oscylacji # wartosci wlasnych A;—45 w funkcji thumienia
ukladu sterowania lotkami

7ss- Przy pewnym tlumieniu krytycznym drgania okresowe lotek i skrzydel przechodza
w silnie ttumione ruchy aperiodyczne &5 < 01 & < 0 (rys. 8).

c) Wplyw wywazenia lotek na stateczno$¢ samolotu. Przednie wywazenie lotek korzystnie
wplywa na wiasnoéci dynamiczne samolotu, jak réwniez i ruchy samych lotek przez usta-
tecznianie samolotu (rys. 9).

Zmiana wywazenia ma decydujacy wplyw na wychylenia lotek g i ruchy przechylajace
samolotu p. Wywazenie statyczne zerowe, jak i przednie (tzn. §rodek masy lotki znajduje
si¢ w osi obrotu lotki lub przed osia) powoduje ruchy aperiodyczne silnie ttumione &5 < 0
i & < 0, natomiast wywaZenie tylne sprzyja wystepowaniu oscylacji periodycznych o cze-
stosci 756 1 ttumieniu &5 < 0.

6. Whnioski ogblne

Uwzglednienie dodatkowych stopni swobody, jakimi sa odksztalcalnos¢ gigtna skrzydet
i wychylenia sprezyste lotek w stosunku do wynikéw otrzymanych w przypadku samolotu
sztywnego powoduje pojawienie si¢ dodatkowych czterech warto$ci wlasnych.

Wartoéci wlasne 4, i 13,4 sa Scistymi odpowiednikami wartoéci wlasnych charakteryzu-
jacych ruchy samolotu sztywnego, tj. ruchy spiralne i holendrowanie.

W rozwazanym przypadku brak odpowiednika charakteryzujacego aperiodyczne, silnie
tlumione przechylanie samolotu sztywnego. Wystepuje natomiast silne sprzezenie wzgled-
nych wychylen lotek g z ruchami przechylajacymi samolotu p.
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Silnie tlumione drgania gietne skrzydel nie wplywaja w istotny sposéb na pozostale
ruchy samolotu, same natomiast wylacznie zaleza od sztywnoéci skrzydel.

Otrzymane wyniki i na ich podstawie wyciagnigte wnioski sa stuszne dla rozwazanego
przykladu. Zastosowanie ich do innego typu samolotu lub obiektu latajacego wymaga
dodatkowych obliczenn numerycznych wedlug opracowanych programéw.
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Pesome

BOKOBASI YCTOMUYMUBOCTL CAMOJIETA Y KOJIEGAHUST SJIEPOHOB
IIPY MBTUBAIOIEN NEPOPMAIMY KPHUIBEB IIPY HAJIMYHUU
YIIPYTOCTHU B CUCTEME VIIPABJIEHUA

B paGore mccenoBaHO BAMAHUE MKECTKOCTH M AeMIIDHPOBAHUA B CHCTEME YIPABJICHHs, 8 TAKIKE
BJIMSTHME DACIOJIOYKEHHMA UEHTPA MAcChl 3JIEPOHOB Ha GOKOBYIO YCTOWUMBOCTE CamosieTa u kosebaHus
3JIEPOHOB, i . .

IIpuHUMATOCEk, YTO CAMOJIET ABJAETCS YKECTCKON MexaHMUecKol cucTeMoif ¢ uarnbHolt xedopmarmeit
KpBLILEB M C OTKJIOHSCMBIMH 3JIEPOHAMH.

YpaBHeHHA OBIKEHHA GbUTH BBIBEACHBI B KBa3H-KOOPAWHATAX C IIPUMEHEHMEM YpaBHEHHA Boib-
umana-I'amens mnst cucrembl ¢ FOJIOHOMHBIMU CBA3AMHM. Y UHTHIBANOCh NATH CTeneHed cBOGOXBI — TpH
CTeneHu cBODOABI YKECTCKOTO CaMoJIeTa: YroJl KpeHa, yrojl TaHraxKa M 6oKoBoe nepeMeleHue, a TakoKe
AHTHCHMMETPpHUECKHE U3rubHbie AedopManyy KpbUIBEB U YNPYTHE OTKJIOHEHMA 3JIEPOHORB.

IToce nuHeapu3anuy CUCTEMBbI YpaBHEHMHA pClUEHHE OBLIO CBEAEHO K ONPERETIEHMIO COOCTBEHHBIX
BEKTOPOB K COOTBETCTBYIOIIMX MM COBCTBEHHBIX 3HAYEHMI MaTPHI[ COCTOAHM.

N
oo

Summary

LATERAL STABILITY OF A PLANE AND AILERON VIBRATIONS, FLEXIBILITY
OF WINGS AND ELASTICITY OF CONTROL SYSTEM BEING TAKEN INTO
CONSIDERATION

The paper deals with the effect of rigidity and damping of control system and the effect of aileron
static trim degree on the lateral stability- of a plane and aileron vibrations. The plane was considered
as an ideally rigid mechanical system with flexibly deformable wings and movable ailerons.
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The equations of motion in quasi-coordinates were written using Boltzmann-Hamel equations for the
system with holonomic constraints. Five degrees of freedom were considered, i.e. three degrees of freedom
of a plane as a rigid body: rolling, yawing and sideslip and anti-symmetrical flexible wing deformation and
elastic aileron displacement.

After the equation system linearization the solution was reduced to finding the eigenvectors and the
corresponding eigenvalues of the state matrix.
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ROZWIAZYWANIE PROBLEMOW DYNAMIKI PLYT PROSTOKATNYCH NA PODSTAWIE
ZMODYFIKOWANEJ METODY SIX. NOWACKIEGO

WACEAW MIERZEJEWSKI (WARSZAWA)
1. Wstep

Scisle, zamknigte rozwiazania dynamiki plyt prostokatnych dotycza przypadkéw pod-
parcia swobodnego na dwu przeciwleglych brzegach. Istnieje bardzo obszerna li-
teratura po$wigcona przyblizonym metodom obliczania czgstoéci i postaci drgan wila-
snych plyt. Do rozwiazywania probleméw dynamiki plyt stosowane sa takie metody, jak:
Rayleigha-Ritza, Galerkina, szeregéw, réznic skonczonych oraz elementéw skoficzonych.
W wielu pracach ugigcie aproksymuje si¢ funkcjami belkowymi. Wymienié¢ tu mozna takie
prace, jak [2] i [3]. W pracy [4] autorzy stosuja, na réwni z funkcjami belkowymi, wielo-
miany, W opublikowanej w 1962 r. pracy [5] uzyskano wyniki przy zastosowaniu metody
wykorzystujacej szeregi trygonometryczne. Ogélne rozwiazanie dla plyt prostokatnych
Z dowolnymi warunkami brzegowymi z wykorzystaniem szeregdéw trygonometrycznych
opracowal KAczkowskl [1]. Niezaleznie od faktu opublikowania duzej liczby prac trudno
uznaé problematyke dynamiki plyt za zamknieta. Istniejace metody, mimo obecnego
poziomu techniki obliczeniowej, nie zawsze pozwalaja na osiagniecie efektywnych wynikéw.
Stosowanie funkcji belkowych w metodach wariacyjnych nie wydaje si¢ byé z teoretycznego
punktu widzenia przekonywajace, ze wzgledu na zasadnicze réznice w.sformulowaniu
probleméw plyt i belek. W przypadku plyt z brzegami swobodnymi, funkcje belkowe nie
spetniaja naturalnych warunkéw brzegowych, stad druga pochodna w kierunku normal-
nym szeregu opisujacego ugigcie plyty nie jest jednostajnie zbiezna do odpowiedniej po-
chodnej funkcji ugigcia. W metodzie opracowanej przez CLASSENA i THORNA [5] spelnia
si¢ w sposéb przyblizony zaréwno réwnanie rézniczkowe, jak i warunki brzegowe.

W przypadku stosowania dotychczasowych metod, wykorzystujacych szeregi trygo-
nometryczne, powstaja duze trudnoéci przy obliczaniu sil- wewnetrznych, spowodowane
wolng zbieznoécia lub wrecz rozbieznoscia szeregéw je opisujacych.

Tematem przedstawionej pracy jest sformulowanie metody, w ktdrej rozwigzania
zagadnied drgan plyt swobodnych i obcigzonych uzyskuje si¢ poprzez rozpatrzenie drgan
wymuszonych plyt zastgpczych o znanych czestoSciach i postaciach drgan wiasnych. Obli-
czenia oparte sa na zmodyfikowanej metodzie sit W. NOWACKIEGO.

2. Opis metody
Réwnanie rézniczkowe drgafi swobodnych plyt cienkich ma posta¢

1 | - ViV2w—k*w = 0.

6*
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W przypadku warunkdéw brzegowych, dla ktérych nie jest znane $cisle rozwiazanie (2.1),
mozna dla znalezienia czesto$ci i postaci drgan whasnych rozpatrzyé drgania wymuszone
plyty zastepczej o dwu przeciwleglych brzegach swobodnie podpartych, o znanych czg-
stoéciach i postaciach drgan wiasnych. Ma ona wieksze wymiary niz plyta wlasciwa, ktdrej
postacie sa poszukiwane. Dla prostoty wstepnych rozwazan zaklada sig, ze ptyta wiasciwa
(rys. la) ma z trzech stron te same warunki brzegowe, co plyta zastgpcza (rys. 1b), przy

a) b)w

f JI |

X

A
<—C-—l<—d———
b .

Rys. 1. Schemat realizacji warunkéw brzegowych przy pomocy obciaZenia uzupelniajacego

czym jeden brzeg jest swobodnie podparty. Brzegi z dowolnymi warunkami brzegowymi
zaznaczone sg na rysunkach kropkami. Plyta zastepcza poddana jest dziataniu harmonicz-
nie zmiennego w czasie obciaZenia g'(x, y, ) = ¢'(x, y)sinwt, zwanego dalej obc1q2en1em
uzupelniajacym. Obciazenie to speinia nastgpujacy warunek:

(2.2) d(x,»)=0 dla e<y<b.

Szczegdlnym przypadkiem obciaZzenia uzupelniajacego moze byé obciazenie roztozone
wzdluz linii prostej, jakie jest stosowane w metodzie NOWACKIEGO.

Aby wykazaé mozliwo$¢ realizacji warunkéw brzegu swobodnego zak%ada si¢, Ze po
myS$lowym rozcigciu plyty zastgpczej wzdluz linii y = ¢, powstale w wyniku tego brzegi
obu plyt pozostaja swobodne. Niech obie czgéci plyty zastgpezej drgaja z czestoscia wiasng
plyty nieobciazonej. Obcigzenie ¢'(x, y) nalezy dobraé tak, aby uzyskaé nastepujace za-
lezno$ci migdzy funkcjami ugigcia plyty swobodnej i obcigzonej:

Wobc.|y=c = w!wob.|y=C’

(2.3) OWopc. _ OWyen,
oy y=c 5y y=c.
Ze zwiazkdéw (2.3) otrzymaé mozna
62 obc _ 82 swob
oxr (o Coaxr |
(2.4)
_aawobc. _ aawswob.
X2y |yee  0x20y |y=c

Zgodnie z przyjetym zaloZeniem, obie plyty spelniaja dla y = ¢ warunki brzegu swo-
bodnego. Uwzgledniajac w tych warunkach réwnania (2.4) otrzymano:
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W . _ 0 Wegon.
(2 5) ayz y=c ayz y=c,
) aswubc. _ 7& w§w_o_t_y._
3})3 v=¢e B ays y=c

Spemienie zwiazkéw (2.3) implikuje zatem zaleznosci (2.5). Oznacza to mozliwoéé «bez-
sitowego zszycia» obu czeéci plyty zastepczej przy takim doborze obciaZenia uzupelniajg-
cego, przy ktérym spelnione sa zwiazki (2.3).

Podobnje wykazaé mozna, 2ze przez odpowiedni dobdr obcigZenia realizuje si¢ stany
odpowiadajace dowolnym warunkom brzegowym w dwu lub wigcej przekrojach plyty
zastepczej, zardwno w rozpatrywanym przypadku drgan swobodnych, jak i przy drganiach
wymuszonych. Wszystkie mozliwe schematy zastgpcze pokazano na rys. 2. Jezeli plyta

a)‘ , b)Ay ) .

|

!

|

|

|
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& mx, & i ’x IHX’ e o
| 7k | 0y K
RN \
N N o
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& i B X % I
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Rys. 2. Schematy zast¢pcze

wlasciwa ma przynajmniej jeden brzeg swobodnie podparty, mozna dobraé plyte za-
stepcza z takimi samymi warunkami na trzech brzegach, jak warunki plyty wiladciwej
(rys. 2a). Zachodzi wéwczas koniecznoé¢ zrealizowania warunkéw brzegowych w jednym
tylko przekroju.
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3. Analiza obcigzen uzupelniajacych

W ponizszych rozwazaniach ograniczono si¢ do rozpatrywania drgai swobodnych
oraz wymuszonych, ustalonych. Dla zrealizowania warunkéw brzegowych w przekroju
réwnoleglym do podpartych swobodnie brzegéw plyty zastepczej mozna przyjaé amplitude
obciazenia w postaci

(3.1 q'(x,y) = qi(x, Y)+45(x, ),

przy czym funkcje gf(x, y), gdzie i = 1, 2 powinny umozliwiaé spelnienie dwéch warun-
kéw brzegowych. W dalszych rozwazaniach zalozono taka budowe tych funkcji

(3.2) il (x, y) = fl(0&l ),
ktdra umozliwia realizacj¢ warunku -(2.2) przez odpowiednia konstrukcje funkcji gf(y)
(3.3) glp)=0 dla c<y<b.

Funkcje g{(y) mozna zalozyé dowolnie, 2adajac jedynie spelnienia warunku (3.3).
Szukanymi funkcjami, ktére pozwolg zrealizowaé dwa warunki brzegowe w przekroju
y = ¢ sa funkcje ff(x). ObcigZenie uzupelniajace przedstawié¢ mozna jako nastqpchy
szereg postaci drgaf wiasnych W,,(x, y) plyty zastepczej:

3.9 q{(x’ y) = Z Z bgnWmn(x, »),

przy czym W,,(x,y) = Xu(x)sin Ebﬁy. MnozZac obie strony zwiazku (3.4) przez

sin(r/b)y, gdzie r dowolna liczba naturalna, nastepnie catkujac w przedziale 0 < y < b
przy uwzglednieniu (3.2) mozna otrzymaé

(3.5) J16) = D ¢l X (),
gdzie
) ' b:r{r
mr — a:[ »

i jest wspdtczynnikiem rozwinigcia w szereg smusowy funkeji gf (v). Poniewaz zwiazek
(3.5) spelniony jest dla dowolnego r, mozna napisaé nastepujace zaleznoéci:

(3.6) D) chiXn(0) = D) el X ().
k k

Mnozac obie strony (3.6) przez X,.,(x) oraz calkujac w przedziale (0, a) otrzymuje siQ'
ostatecznie

3.7 %—Zcm
gdzie

a

Skn =a; f Xir (O X () dx.

[ X2 (x)dx ©
0
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Za pomoca zwiazkéw (3.7) mozna wyrazié wszystkie wspolczynniki cif, przy n # r przez
Char-

Na szybko§é zbiezno$ci szeregu opisujacego funkcle gl (y) mozna wpltywaé realizujac
ciaglo$¢ tej funkcji i jej k-kolejnych pochodnych w przedziale 0 < y < b oraz spelniajac
zwigzki:

(.8 gWlyo =0, dla j=1,2,..,1,
d*gi(y)
— 5 = 0,
dyz" y=0
(3.9) gOlyee =0, dla j=1,2,..,k
di0)  _,
dyj y=0 ’

przy czym dla k parzystego t = k/2, dla k nieparzystego t = (k—1)/2.

Powyzej sformulowane warunki dotyczace funkcji gf(y) sa warunkami koniecznymi
szybkiej zbieznosci szeregu obcigzenia uzupelniajacego (3.4). Wynika to stad, ze ustalajac
warto§¢ x = I, gdzie / € (0, @) mozna zwiazek (3.4) zapisaé jako pojedynczy szereg try-
gonometryczny, ktorego zbiezno$¢ bedzie wolniejsza od zbiezno$ci szeregu opisujacego
funkcje gi(y). Zbiezno§¢ szeregdw obciaZzern mozna zwigkszaé spelniajac warunki (3.8)
i (3.9). Szybkoéé malenia poczatkowych wyrazéw tych szeregéw w znacznym stopniu
zalezy od wartoéci stosunku c¢/b. Zbiezno§¢ szeregédw opisujacych funkcje f;'(x) zwiazana
jest z postacia dobieranych funkgcji g (y) zalezy natomiast bezposrednio od realizowanych
warunkéw brzegowych.

Istnieje oczywisty zwiazek migdzy zbieznoécia szeregdw opisujacych funkcje sktadowe
obciazen uzupehliajqcych oraz szeregéw wyrazajacych ugiecia, wywolane tymi obcigZe-
niami

‘ ir i1 |
(3.10) | wi(x,y) = Z Z a, Cmn Won(x, ),

gdzie w,,, 0znaczaja czestosci wlasne plyty zastepczej.
Uwzgledniajac zwiazki (3.7) mozna zapisaé¢ (3.10) w postaci

GA1) Wi,y = Z ck,[ W+ Y D Bt

n#Er m

W przypadku realizowania warunkéw brzegowych w przekroju prostopadiym do dwu
podpartych swobodnie brzegéw, obciazenie przyja¢ mozna analogicznie do (3.2)

(3.12) - ai'(x, y) = ' 0)el' ().
Funkcje gf*(x) nalezy przyja¢ z uwzglednieniem warunku
(3.13) . g'x)=0 dla c,<x<a.

ObcigZenie (3.12) mozZna przedstawi¢ w postaci szeregu

(3.19) al(x,y) = 22 Halllx ,,(x)sm 5 y,
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gdzie
1

irr _

An = gl () Xp(x)dx.

a

f X2.(x)dx 0

Podobnie, jak w przypadku obciaZenia g{(x, y), mozna wykaza¢ istnienie zwiazkéw analo-
gicznych do (3.7)

(3.15) any = Z &l frm-

Ponizej wykazano, Ze ciaglos¢ funkcji gf'(x) oraz jej kolejnych pochodnych jest warun-
kiem koniecznym szybkiej zbieznosci szeregu (3.14). Skladowe X,,(x) postaci wlasnych
mozna zapisa¢ nastgpujaco:

(3-16) an(x) = Clmn Siﬂ 2’1 mnx+ C2mncos Zlmnx+ C3mnSh 2'2mnx+ C4mn Ch 2’2mn x,

2 2
1mn ]/.l/ T2
SNYE P =

Przy zalozeniu, Ze funkcja g{’(x) i k jej kolejnych pochodnych sa funkcjami ciagtymi w prze-
dziale 0 € x < a, moZna napisaé

(3.18) I(x) Zb’ X (%)

Powyzszy szereg jest jednostajnie zbiezny w rozpatrywanym przedziale. Pozwala to na
jego calkowanie, przy czym powstajaca w wyniku tego szeregu. czg§¢ trygonometryczna
funkeji Xpma(x) jest dzielona przez 1,,,,, natomiast cz¢$¢ hiperboliczna przez 4,,,. W przy-
~ padku plyty podpartej swobodnie na catym obwodzie w,, ro$nie z m?. Dla innych wa-
runkdw brzegowych wzrost w,,, jest poréwnywalny. Zatem jak wynika z (3.17), otrzymany
w wyniku catkowania szereg bedzie szybciej zbiezny niz (3.18). K-krotne calkowanie do-
prowadzi do otrzymania szybkozbieznego szeregu opisujacego gf(x).
Obciazenie (3.14) spowoduje nastepujace ugiecie plyty zastgpczej

gdzie

(3.17)

lII irr

(3.19) - wi(x, y) = Y I W (%, 9).

Wspdtezynniki ¢i' sa wyznaczane przy spelmamu warunkow brzegowych.

4. Drgania plyty wspornikowej

Zastosowanie przedstawionej metody zostanie pokazane na przykladzie drgan plyty
wspornikowej. Plyta zast¢pcza zostala przyjeta w postaci plyty podpartej swobodnie na
dwu przeciwleglych brzegach, z jednym brzegiem utwierdzonym i pozostalym swobodnym.
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Przy obliczaniu czgstodci i postaci drgaf wlasnych nalezy rozpatrzy¢ drgania wymuszone,
harmonicznie zmienne w czasie, plyty zast¢pczej poddanej dziataniu obcigzen ¢'(x, y)
i ¢""(x, y). Schemat zastgpczy przedstawiony jest na rys. 2b, przy czym przyjmuje si¢
¢; = c. Podstawiajac funkcje ugigcia do réwnan opisujacych zerowanie sie momentéw
i sit tnagcych w przekroju y = ¢, a nastgpnie ortogonalizujgc lewe strony otrzymanych
réwnan wzgledem funkcji X),(x) uzyskuje si¢ nastgpujacy ukiad réwnai:

2
A (m)
s - iJ
Z > el fX, (x)dxsm——c+ch'.’ A
Creay k2 r b sr ksz,.—kz
J I= s
sz,(x)X,,(x)dxsm—c+ : Z Zf,f.n Kk a iy um,.] =0,

(4.1) "
2
L2 —r (%) 4 ol
$5low il ooyt
l 2 0 S sr

fX"(x)X,,(x)dxrcos—c+(2—v)22fm,, k2 '] =0,

0 m  nE£Er

gdzie:

2 8 a
Upn = [_(nTn) {an(x)Xlr(x)dx-l-VfX,',,',.(x)X,,(x)dx] sinnTjz c,
b 0

zfnn = I:_ns (%) men(x)Xlr(x)dx+ (2—v)fX,;,',,(x)X,,(x)dx]cosnTﬂc,
0 0

s, Ibm=1,2,3,..., L.

Poniewaz szukane postacie wiasne sg symetryczne lub antysymetryczne wzgledem y = 5/2,
przyja¢ mozna w réwnaniach (4.1) zaleznosci

i __
Csr = Csr -

W przypadku postaci symetrycznych muszg wéwczas byé spetnione warunki
&) =gi""(b-y).

W szeregach opisujacych obcigZenia i ugiccia wystapia funkcje W,. z n nieparzystym.
W réwnaniach (4.1) nalezy przyjaé:

'r=1’ n=3,5,7,...,N.
Dla postaci antysymetrycznych:

gly) = —gl""b—y), r=2, n=4,6,8,..,N+1.
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Uklad (4.1) zawiera 2L réwnan. Wielko§¢ N nalezy dobraé tak, aby zapewni¢ odpo-
wiedniag dokladnoé¢ aproksymacji funkeji gf(y). Badajac wpltyw wielkosci N na uzyskiwa-
ne wyniki mozna okre§li¢ jego warto$¢ niezbedna ze wzgledu na Zadana doktadnos$é.
Czgstoéé drgan wlasnych wyznacza si¢ z warunku istnienia nietrywialnego rozwiazania
liniowego ukladu réwnan (4.1). W przypadku ustalonych drgan wymuszonych nalezy
w rozwaZaniach, oprécz odksztalcen wywolanych obciaZzeniem uzupelniajacym, uwzgled-
nié rowniez ugigcie od obciaZenia wlaéciwego, dzialajacego w przedziale ¢ < y < b—c.
Amplitud¢ tego obcigZenia przedstawi¢ mozna w postaci

“.2) P, 9) = D N puXiu @sin Ty,
7 n

Przy realizacji warunkow brzegowych uwzglqdnié trzeba ugigcie wywolane obcigZzeniem
(4.2). Spowoduje to wystapienie odpowiednich wyraZeri na prawej stronie ukfadu (4.1).

5. Wyniki obliczeni

Wedlug proponowanej metody opracowano programy na maszyn¢ Odra 1204. Plyte
zastepcza przyjeto jako podparta swobodnie na calym obwodzie. Obliczenia przeprowa-
dzono dla ptyt z dwojakiego rodzaju warunkami brzegowymi:

1) dwa brzegi wychodzace z jednego naroza utwierdzone, pozostale podparte swo-
bodnie,

2) dwa brzegi wychodzace z jednego naroza swobodne, pozostale podparte swo-
bodnie.

Tablica 1. Cz¢sto$¢ i wspélczynniki obciazen uzupelniajacych pierwszej .postaci wlasnej plyty kwadratowe
z brzegami wychodzgacymi z jednego paroia utwierdzonymi i pozostalymi podpartymi swobodnie

o? = k3a* = a;V_y_b_ w;
gD

L a3 cH ’ ci! cil1gt } cil.10? cil.10?
8 27,054 140 1,000 ‘ —0,341 —0,804 —0,270 —1,052
9 27,054 000 1,000 -0,339 ~0,796 —0,262 ~1,002
10 27,054 130 1,000 -0,341 —0,803 —0,270 —1,075
L cu.- 10 ch- 102 cu- 10 cit- 102 cl}- 10
8 —0,265 0,330 0,855

9 —0,265 0,255 0,681 0,975

10 ~0,328 0,208 0,652 0,846 1,064
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Dla pierwszego rodzaju warunkéw brzegowych przeprowadzono obliczenia czgstoéci
podstawowej oraz odpowiadajacej jej postaci drgan wilasnych plyty kwadratowej oraz
drganh wymuszonych ptyt kwadratowych i prostokatnych, obcigZzonych sita skupiona przyto-
2ona w §rodku. Efektywne wyniki uzyskano dla stosunku a/c > 6. Przykladowe wyniki
obliczen czestoci podstawowej oraz odpowiadajace pierwszej postaci wspéiczynniki
obciazenia uzupelniajacego podano w tablicy 1. Na ich podstawie mozna oceni¢ wplyw
liczby L wyrazéw szeregu sinusowego aproksymujacego funkcje skiadowe obciazen uzu-
xdlaJ=1TI
ydlaJ = Ir
w granicach 8-10 warto$¢ czgstosci pozostaje niezmienna z dokladnoécia do pigciu miejsc
znaczacych, Warto$§é tej czegstoséci uzyskana metoda Rayleigha-Ritza w pracy [6] wynosi
a? = k2a? = 27,25, metoda szeregdéw w [7]:

petniajacych f(z), gdziez = na dokladnoé¢ obliczei. Przy zmianie L

«? = 27,67,
o = 27,1,
o =28,3.

Tablica 2. Wyniki obliczen czesto$ci podstawowej plyty kwadratowej z dwoma swobodnymi brzegami wy-
chodzacymi z jednego naroza z pozostalymi podpartymi swobodnie

L I wariant gf (y) ' II wariant g/ (»)
7 37 <a} <375

8 3,141< a2 < 3,26
9 3,47 < a2 < 3,48 a? =329

10 af = 3,29 3,14 < a} < 3,2
11 340 < o} < 3,42 ’ 3,26 < a? < 3,37
12 «? =327 2 = 3,18
13 : 3,375 < a3 < 3,38 3,26 < a} < 3,37
14 af = 3,256 3,14 < af < 3,26
15 335 <at <337

16 a? = 3,248 3,15 < a2 < 3,2
17 3,335 < af < 3,34 3,3 < af <331
18 ' ' af = 3,245

W pracy [6] otrzymano a? = 3,54 stosujac metod¢ Rayleigha-Ritza.
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Réwnie zadowalajace wyniki otrzymano w przypadku drgah wymuszonych plyt kwadra-
towych i prostokatnych. 4

Dla drugiego rodzaju warunkéw brzegowych przeprowadzono obliczenia czestosci
podstawowej oraz sit wewnetrznych. Efektywne wyniki otrzymano dla a/c w przedziale
1,2-2,5. Ze wzglgdu na wolniejsza zbiezno§¢ szeregdw opisujacych pochodne wyzszego
rzedu wystgpujace w warunkach zerowania si¢ sit tnacych i momentdw, obliczenia drgan
plyty ze swobodnym naroZzem sa bardziej pracochionne niz w przypadku poprzednim.
Zwickszajac liczbg L wyrazow szeregdw opisujacych szukane sktadowe funkcji obciazenia
do 25 nie uzyskano stabilizacji wspdlczynnikéw tych szeregéw. Ze wzgledu na to, ze wy-
razy szeregdw ugie¢ maleja z/(m*n*) wspomniany brak stabilizacji wspolczynnikéw ob-
ciazen nie przesadza mozliwosci obliczenia sit wewngtrznych, do czego jest nieodzowna
trzykrotna rézniczkowalno$¢ szeregdw ugigé. Dla omawianego przypadku warunkéw
brzegowych przeprowadzono analiz¢ numeryczna, z ktdrej wynika mozliwo$¢ obliczenia sit
wewngetrznych. Wyniki obliczen czgstosci podstawowej dla réznej doktadnosci aproksymacji
obciazenn podano w tablicy 2. Wyniki obliczefi momentéw gnacych podano w tablicy 3.

Tablica 3. Wyniki obliczer ugi¢¢ i momentéw M, plyty kwadratowej z dwoma swobodnymi brzegami wy-
chodzacymi z jednego naroia, z pozostalymi podpartymi swobodnie, obciaZonej sila posinwt przylozong

D
w Srodku phyty, o® = 21; P, = 0,25 —
a

L=14 L=12
nr xfa via W M, 714 M,
1 0 0 —4,495-10-3 6,513-10% —4,6-1073 4,31-10-%
2 0,247 0 —1,971- 1073 3,815-10-3 —2,033-10% | 1,62-10°3
3 0,247 0,247 —2,420- 10— —9,077-10~* | —2,598- 10:‘_ —9,177-107*
4 0,247 0,576 1,309 - 103 —3,008- 1073 1,338-1073 —3,694- 10-3
5 0,247 0,740 1,223- 1073 —2,792- 103 _ 1,251- 1073 —2,861-1073
6 0,0086 __6T(;686 —4,342- 103 2,011- 10— —4,446- 103 1,794 - 104

Otrzymane w punktach 1 i2 brzegu swobodnego wartoéci M,, rézne od zera, s3 wynikiem
przyblizonego spelniania warunkéw brzegowych. Na podstawie ich wielkoéci mozna sa-
dzi¢ o doktadno$ci otrzymanych wynikdéw.

6. Whnioski koncowe

Przeprowadzona metoda jest bardziej pracochlonna od metody opracowanej przez
KaczkowskieGo [1]. Wynika to z koniecznoéci spetniania dwéch warunkéw na kazdym
brzegu oraz z niemozliwoéci przedstawienia ugiecia odpowiadajacego sktadowym obcia-
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Zenia w postaci zamknigtej. Natomiast jej zaletg jest mozliwo$¢ efektywnego obliczenia
sit wewnetrznych, co zwiazane jest z wicksza zbieznoscig szeregdw ugig¢ dzigki zastosowa-
niu obciazef uzupelniajacych opisanych odpowiednio gladkimi funkcjami. Na podstawie
przeprowadzonych obliczefi mozna stwierdzié, ze proponowana metoda pozwala na uzyski-
wanie zadowalajacych rozwigzan problemoéw dynamiki ptyt. Mozna ja réwniez uogélni¢
na przypadki drgaf nieustalonych. Stosowanie plyt zastgpczych z takimi samymi warun-
kami na dwdch lub wigcej brzegach, jak dla plyty wlasciwej, jest zwiazane z aproksymacja
poszukiwanego rozwiazania funkcjami o zblizonych «wiasciwoséciach dynamicznych». Wy-
maga to znajomoéci czgstoéci i postaci drgafi wlasnych plyt zastgpczych lub ich uprzed-
niego obliczenia. Osiagane ta droga zmniejszenie koncowego ukiadu réwnan moze byé,
zwlaszcza w przypadku drgan nieustalonych, nawet przy stosowaniu nowoczesnych ma-
szyn matematycznych, warunkiem efektywnosci obliczen.
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Pesome

PEINIEHHE 3AIDAY NTVMHAMHWKMU TIPSIMOVYTOJILHBIX ITJIACTHH HA OCHOBE
MOIUPHNINPOBAHHOI'O METOIA HOBALIKOI'O

B paGoTte npencraBiies METOX peLUeHHA KoJeGaHH ¢BOGOAHBIX M HATPYIKEHHBIX NPAMOYTOJIBHAIX
MIacTHH. Pelreyue CTPOHTCA MOCPEACTBOM PACCMOTPEHHA BBLIHYKIEHHBIX KOJIE0aHHH 3aMellalonux
MUTaCTHH ¢ M3BECTHBLIMH YaCTOTAMH M MOAAaMH COOCTBEHHBIX KoneGaHuil. PacueTs! ociionann! Ha moaupu-
yuposaHoM Merode cun Hosauworo. Brarogapsa Tomy, UTO HarpysKu ¢ HOMOIUBIO KOTOPBIX peanu3osa-
JIMCh KpaeBhle YCJIOBHS HA JIMHHM OTAENSIOLIEH TUIACTHHY OT e MPOMAOJDKEHHS BbhIpaykallNCh uepes J0-
CTaTOYHO IJIafKue (PYHKUHMH, ObIjIa JOCTHIHYTA HOCTATOUYHO OBICTpas CXOAMMOCTb PSIAOB MO3BOJIAIOLAA
OTpeNeNMTh BHYTPEHHHE cuibl. [IpennaraemMplit METOA MCNIONB3YETCA JUIS pacdyeTa CcOGCTBEHHBIX M BbI-
HY)KOCHHBIX KOJTe0aHHH YUIaCTHH ¢ ABYMsI BHAAMH KpaeBbIX YCJIOBHIl.

Summary

SOLUTION OF THE VIBRATION PROBLEMS OF RECTANGULAR PLATES BASED
ON A MODIFICATION OF NOWACKI'S METHOD

This paper presents the method of solution the vibration problems of rectangular plates, free and loaded,
by means of analysis of vibration problems of auxiliary plates, the frequencies and modes of which are
known. The calculations are based on a modification of Nowacki’s method. The loads necessary for reali-
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sation of boundary conditions on the line separating the proper plate from the auxiliary one are described
by smooth functions. This causes a fast convergence of the series expressing the deflections of the plate
and enables the calculations of the internal forces.

The numerical solution of the problem was performed considering two different boundary conditions.
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1. Wstep

Liczne badania eksperymentalne wykazuja, Zze prawie wszystkie materialy konstruk-
cyjne przejawiaja w mniejszym lub wigkszym stopniu wiasnosci lepkie i plastyczne —
ogdlnie wilasnosci niesprezyste. Obok materialéw czysto konstrukcyjnych istnieje szereg
materialéw wykorzystywanych do celéw technologicznych we wspdlczesnym przemysle
i charakteryzujacych si¢ réwniez wlasno§ciami niesprezystymi. Uzyskanie danych o za-
chowaniu si¢ tego typu materialéw pod wplywem obcigZeri dynamicznych ma — oprécz
charakteru poznawczego i teoretycznego — olbrzymie znaczenie w réznorodnych zasto-
sowaniach praktycznych we wspdlczesnej technice.

Jedna z drég teoretycznej analizy i weryfikacji proponowanych matematycznych opi-

 s6w zachowania si¢ realnych materialnych o$rodkéw odksztalcalnych jest badanie fal.

W oérodkach niesprezystych, podobnie jak i w sprezystych, pod wplywem obciazen
dynamicznych rozprzestrzemajq SIQ ze skonczong predkoscia zaburzenia mechaniczne,
tj. fale.

Badania eksperymentalne i teoretyczne dotyczace sformulowania i analizy réwnan
konstytutywnych (zwiazkéw fizycznych) maja najbogatsza literature dla zagadnien jed-
nowymiarowych?,

Teoretyczne studia nad problematyka falowa odgrywaja tutaj gtéwna role dzigki moz-
liwo§ciom otrzymania potrzebnych i uiytecznych informacji zaréwno dla teoretykdéw,
jak i konstruktoréw.

Model jednowymiarowego niesprezystego (dysypatywnego) ofrodka ciaglego przy-
Jety w pracy jest opisywany odksztalceniem i wektorem dodatkowych zmiennych, zwa-
nych parametrami wewnetrznymi (albo wewngtrznymi zmiennymi stanu). Ewolucja
tych dodatkowych zmiennych rzadzi réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu.

Model oérodka przedstawiony w pracy moze byé uzyty — po odpowiedniej specyfi-
kacji parametréw wewnetrznych — do opisu szeregu znanych materiatéw, poczynajac od
sprezystych, poprzez lepkosprezyste do sprezysto-lepkoplastycznych.

W teorii jednowymiarowej o§rodka materialnego dla opisu zjawiska rozprzestrzenia-
nia si¢ fal wprowadza si¢ zatozenie o istnieniu krzywej w plaszczyznie zmiennych X i ¢,
na ktérej wielkosci kinematyczne lub ich pochodne doznaja skokowej nieciagto$ci. Rzad

1 Por, [13] i literature tam cytowana.
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najnizszej pochodnej czasowej funkeji ruchu, nieciaglej na takiej krzywej, decyduje o rze-
dzie i nazwie fali. I tak, jesli druga pochodna ruchu y lub przemieszczenia u jest nieciagla,
to méwimy, ze mamy do czynienia z fala przyspieszenia (fala drugiego rzgdu).? Wyste-
powanie fali pierwszego rzgdu taczy si¢ z nieciagtoscia pierwszej pochodnej przemieszcze-
nia. Méwimy wtedy o fali predkosci. Poniewaz w takim przypadku gesto§¢ masy os-
rodka, ktéra wyraza si¢ przez pierwsze pochodne ruchu, jest teZz nieciagla, wiec falg pier-
wszego rzg¢du nazywa sie czesto falg uderzeniowa (udarows).

W pracy zajmiemy sie tymi dwoma rodzajami fal w zakresie teorii mechaniczne;j.
W przysztosci rozszerzymy badania na efekty termiczne.

Zastosowana w pracy metoda badawcza opiera si¢ na tzw. koncepcji powierzchni
(krzywych) osobliwych. Dzigki niej bylo mozliwe zbadanie zachowania si¢ fal dla szero-
kiej klasy materialéw i wykazanie, Ze istotne i konkretne rezultaty moga byé uzyskane
bez uciekania si¢ do jakichkolwiek jawnych reprezentacji zwiazkéw konstytutywnych.
Stad uzyskane wyniki sa wspdlne dla wszystkich materialéw opisywanych za pomoca
przyjetego modelu oérodka z parametrami wewnetrznymi.

Stuszno$ci rezultatéw otrzymanych w niniejszym opracowaniu nie ograniczaja zadne
zatozenia «malodci» odksztalcen czy liniowosci zwigzkdw.

W pracy wykazano ponadto, ze cho¢ zaloZenia o oSrodku materialnym majg istotny
wplyw na rozprzestrzenianie si¢ w nim fal, to jednak jest mozliwe, ze fale propagujace
si¢ w réznych materialach moga zachowywaé si¢ w ten sam sposéb. W szczegdlnosci
pokazano, ze zachowanie si¢ fal przyspieszenia w nieliniowych cialach sprezystych, lep-
kosprezystych, starzejacych sie sprezystych, a nawet sprezysto-lepkoplastycznych moze
by¢ w pewnych sytuacjach jako§ciowo takie samo.

Literatura zagadnien falowych w materialach opisywanych modelem z parametrami
wewnetrznymi jest niewielka. Powodem tego jest fakt, ze wlasciwy rozwdj teorii z para-
metrami wewnetrznymi nastapit pod koniec lat sze$édziesiatych dzigki jednoczesnym
pracom COLEMANA i GURTINA [9] oraz VALANISA [42]. Natomiast pierwsza praca o falach
przyspieszenia w cieczy byla autorstwa BURGERA [6], po nich ukazata si¢ praca COLEMANA
i GURTINA [10]. Nastepne dotyczyly tez fal przyspieszenia [2, 14, 16, 20]. Fale uderze-
niowa w cieczy z parametrami wewngtrznymi rozpatrzyli CHEN i GURTIN [8], BOWEN
i CHEN [5].

Analiza fal przyspieszenia i fal uderzeniowych dla cial statych zostala przedstawiona
w pracach [2, 14 - 20, 22, 23].

Po raz pierwszy koncepcja parametréw wewngtrznych zostata wykorzystana do opisu
materialéw plastycznych wrazliwych na predkos$¢ odksztalcenia w pracy PERZYNY i WoOINY
[39]. Dopiero po niej pojawily sic inne teorie osrodkéw niesprezystych® w ramach tej
koncepcji®.

Uklad niniejszej pracy jest nastgpujacy: po zaznajomieniu czytelnika z podstawowymi
oznaczeniami, opisano koncepcje krzywych osobliwych, tzn. fal przyspieszenia i fal pred-

2 Przyspieszenie jest druga pochodna czasowa przemieszczenia.

3 W mechanice kontinuum koncepcje parametréw wewngtrznych jako jeden z pierwszych zasto-
sowal Blot [3]. VaLanis wprowadzil ja do opisu materialéw lepkosprezystych [42].

4 Por. [4, 25, 26, 31-35, 37, 43].
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koSci (uderzeniowych). Rozdziat 3 wprowadza koncepcj¢ parametréw wewngtrznych
jako wielkoéci niezbednych do opisu zachowania sie o$rodkéw niesprezystych (z dysy-
pacjg). Rozdzial 4 poswigcony jest analizie fal przyspieszenia, a rozdziat 5 porusza prob-
lem propagacji i zachowania si¢ fal uderzeniowych. Opracowanie koncza dwa przyktady:
fali przyspieszenia w nieliniowym materiale lepkosprezystym i fali uderzeniowej w o$rodku
sprezysto-lepkoplastycznym.

2, Krzywe osobliwe

2.1. Kinematyka jednowymiarowych ruchéw i prawa zachowania. Ograniczenie rozwazan niniej-
szej pracy do jednowymiarowych ruchéw o§rodkéw odksztalcalnych powoduje, ze wszyst-
kie wielkosci fizyczne, wystepujgce w rozwazaniach, sa funkcjami tylko dwéch zmiennych
niezaleznych: czastki X i czasu f. Zaréwno X, jak i czas ¢, przyjmujac warto$ci rzeczy-
wiste, przebiegaja pewne odcinki osi liczbowej R. Przyjmujemy, 2e zakresem zmienno$ci
X jest przedzial # < R, natomiast czasu — przedzial [0, L), gdzie L moZe by¢ skoficzong
liczbg lub nieskonczonoscig.

Jak zwykle w takich przypadkach, cialo (ofrodek materialny) identyfikujemy z prze-
dziatem 4, gdyz tak go dobieramy, aby byt obrazem o$rodka materialnego w pewnej
ustalonej, jednorodnej konfiguracji odniesienia » o ggstoéei masy go>.

Ruch ciata opisuje funkcja y, ktérej warto§¢ x = y(X, ) okre$la miejsce czastki X
w chwili £. Funkcja ruchu y jednoznacznie wyznacza funkcje przemieszezenia u przepisem

2.1) u(X, 1) = 4(X, )~X.

Pochodne funkcji ruchu g, o ile istnieja, oznaczamy nastepujaco:

FOGD = (0, o060 = 0 4(X,0),
2 ) 92
(2.2) 0xF(X, 1) = T?X—ZX(X’ 5, FX,t)= WX(X, n,
o, 1) = -0 X 1.
ot

Wartobci funkeji F(X, 1), v(X, 1), o(X, ) nazywamy odpowiednio gradientem defor-
macji, predkosciq i przyspieszeniem czastki X w czasie t. Pochodne funkcji przemieszcze-
nia (2.1) sa wyraZzone przez pochodne g, jak nastg¢puje:

EX,r) = %u()(, t)=FX,0)—1, uX,1)=9X,1),

2.3) OxE(X, 1) = 8xF(X, 1), E(X,1) = F(X, 1),
X, 1) = o(X, t).

® Zalozenie jednorodnosci konfiguracji odniesienia powoduje, ze gestosé masy o jest stala.

7 Mechanika Teoretyczna
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Funkcje E(X, t) nazwiemy odksztalceniem. Jest to podstawowa wielko$¢ wystgpujaca
w opisie efektéw mechanicznych dla cial odksztalcalnych®.

Obok odksztalcenia, jako wielkosci kinematycznej, naprezenie T reprezentuje wiel-
koéé dynamiczng i jest druga podstawowa zmienna w teoriach mechanicznych kontinuum
odksztatcalnego.

Jeéli sity masowe b(X, t) sa dane, to parg (E(X,?), T(X,?)) dla (X,)e#x[0, L)
nazwiemy procesem dynamicznym dla ciala 4 w ruchu y, jesli prawo zachowania masy

(2.4) Q&"’ 5= FX,0  ub oK, 1) = golE(X, )+117!

i prawo ruchu
¥ .
(25) WT(X, t)+90b(X’ t) = QO'U(X’ t)

dla kazdego (X, t) e #x [0, L) sa spelnione.

Nalezy zwr6ci¢ uwage, Ze lokalna posta¢ prawa ruchu (2.5) jest konsekwencja catko-
wego prawa bilansu p¢du. Prawo to Zada, by dla kazdych dwéch czastek X, X, e &
i kazdej chwili czasu ¢ € [0, L) zachodzita réwnoéé”

X, X,
d
2.6) ar f 202(X, )dX = f 0o b(X, )X+ T(X,, )-T(X,, t).
X, Xy .

2.2. Fala przyspieszenia. MoZemy teraz wprowadzi¢ pojecie fali przyspieszenia,

Definicja 1. Powiemy, Ze w procesie dynamicznym [E(X, ), T(X, ¢)], dla ciala &
wystepuje fala przyspieszenia, jeli istnieje ciagle rézniczkowalna funkcja czasu Y:[0,L) —
— % z nigdzie nie znikajaca pochodna, taka ze ruch y (albo réwnowaznie —przemieszczenie
u) jest dwukrotnie ciagle rézniczkowalnym polem z wyjatkiem krzywej X okre$lonej réw-
naniem X = Y(¢), na ktdrej drugie pochodne yx iu posiadaja nieciagto§¢ skokowa. Oz-
nacza to, Ze wszystkie trzy drugie pochodne funkcji y sa ciagle po obu stronach krzy-
wej X i posiadaja obustronne granice dla kazdego (X, ¢) dazacego do [Y(z), ¢]. Granice
te nie musza by¢ jednak réwne, przy czym sama funkcja i jej pierwsze pochodne sg ciagle.

Je$li G(X, t) oznacza ktérakolwiek druga pochodna funkcji g, to dla kazdego [Y(2), ¢]
granice :

27 lim GX,1)=GX@®) ", )= G (1), lim GX,1)=G(Y()*,t)= G*(t)
X-Y()~ _ C XY+

istnieja, za$§ ich réznica
@8) | G~(0-G*(1) = [G] ()
nie musi znikaé, tzn. [G] # 0. Pochodna funkcji Y(¢)

2.9) % Y() = U@)

8 W pracy nie wprowadzamy ﬁdnych ograniczenn odno$nie malosci E. :
" Z postaci rownan (2.5) i (2.6) wida¢, ze naprezenie T w niniejszej teorii odgrywa te sama role,
jak pierwszy tensor Pioli-Kirchhoffa w teorii tréjwymiarowe;.
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nazywamy predkosciq wewnetrzng fali; U mierzy predko§¢ rozprzestrzeniania sie fali
wzgledem materialu, tj. w konfiguracji odniesienia . -

Dla dalszych rozwazan potrzebny jest jeszcze jeden zwigzek. Niech f(X,t) bedzie
ciagla i ciagle rézniczkowalng funkcja swych zmiennych wszgdzie z wyjatkiem X, gdzie
moze doznawa¢ skoku. Wtedy [ /7 jest funkcja tylko czasu ¢. Rézniczkujac ja wzgledem ¢,
pamictajac o (2.9) otrzymamy® tzw. kinematyczny warunek zgodnosci [7, 11, 41]

2.10) - UW—%[”H+UM

Pochodna d/dt w (2.10) mierzy szybko&¢ zmian dowolnej wielkosci zdefiniowanej na fali®
0 0 . .
¥4 _67 wyraza si¢ nastepujaco
d 0 0
=Yt

Przez pochodne czastkowe

@.11)

Zauwazmy, Ze jefli sama funkcja f jest ciagla, to [ f] = 01 (2.10) implikuje tzw. twier-
dzenie Maxwella [41]

2.12) [/1 = —U[oxf],

gdzie dla skrétu pochodna d/0X bedziemy oznaczaé przez dy. Ostatni zwiazek jest bardzo
pomocny przy wyprowadzeniu nast¢pujacych zwiazkéw migdzy drugimi pochodnymi
funkcji ruchu y w przypadku istnienia fali przyspieszenia (zauwazmy, Ze wtedy pierwsze
pochodne sa ciagle)

2.13) [¢] = — U[E] = U?[oxE].

Wielko$§¢ skoku przyspieszenia jest czgsto nazywana [7, 111 amplitudq a(t) fali przy-
spieszenia.

Wykorzystajmy (2.10), wstawiajac kolejno zamiast f przyspieszenie ¢ i predko$é od-
ksztalcenia E; wéwczas amplituda fali przyspieszenia spelnia réwnanie rézniczkowe [7, 11]

2.14) ‘ 2YT % (7%) = [4]- U2[axE],

ktére moze by¢ zapisane w réwnowaznej postaci

da a dUu
(2.15) 2 TG s [5]- U*[0xE].

Zauwazmy, Zze réwnania te sg czysto kinematyczne. Do ich wyprowadzenia nie wy-
korzystano ani réwnan ruchu, ani réwnan konstytutywnych (praw fizycznych) o§rodka.

® Pochodna d/dt nazywana jest pochodna Thomasa albo pochodna przemieszczeniowa [7, 41,
% W wielu wypadkach ogét zjawisk zachodzacych na krzywej osobliwej (nieciagloéci) Z nazywa
_si¢ fala.

il
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Spelnienie prawa Cauchy’ego w procesie dynamicznym z fala przyspieszenia jest réw-
nowazne zachowaniu zwigzku

po obu stronach krzywej 2 (fali) oraz réwnosci
@17 [0xT] = eo[l5]

na fali (na krzywej 2).
Zaldézmy, ze sity b wystgpujace w (2.16) sa ciagle rozniczkowalne wzglgdem czasu.
Rézniczkujac (2.16) otrzymamy odpowiednio

(2.18) oxT+eoob = 0o i [0xT] = eol7].

Zastapmy pochodna » w réwnaniu amplitudy (2.14) pochodna mieszana napr¢zenia dy T.
Otrzymamy wtedy

(2.19) wﬁ%(%) - é[[axr']]—m[axé]].

Analiza zachowania si¢ fali przyspieszenia przeprowadzona w nastepnych punktach
opiera si¢ na réownaniu (2.19).

W procesie dynamicznym Zadamy spelnienia dwéch praw zachowania. Prawo zacho-
wania pedu zostalo juz zanalizowane. Jak wyglada prawo zachowania masy w procesach
z falami przyspieszenia?

Ze wzgledu na cigglo$¢ deformacji na krzywej 2 réwnanie (2.4) implikuje [o]] = 0.
Zrézniczkujmy (2.4) wzgledem czasu

00
92
Stad na fali, po wykorzystaniu zwiazku (2.13), otrzymamy

= E.

2

0

2.3. Fala uderzenia. Fala drugiego rz¢du obejmuje przypadek nieciaglo§ci przyspiesze-
nia w procesie dynamicznym.

Istnieja problemy poczatkowo-brzegowe, w ktdérych nie tylko pochodne rozwiazan
doznajg skoku, lecz same rozwigzania sa nieciagle wzdtuz pewnych krzywych. Przypadek
taki wiaZe si¢ z wystepowaniem i rozprzestrzenianiem si¢ fal predkoéci, fal uderzeniowych
(pierwszego rzedu). Je§li w materiale pojawi sig taka fala, to nieciggtosci doznaje predkosé
czastki i jej deformacja. Omdwimy teraz pokrdtce ten przypadek.

Definicja 2. Powiemy, ze w procesie dynamicznym (E(X, 1), T(X, 1)), gdzie (X, t) €
e Bx[0, L), dla ciala & wystepuje fala uderzeniowa, jeSli istnieje ciggle rézniczkowalna
funkcja czasu Z:[0, L) — % z nigdzie nie znikajaca pochodna, taka Ze ruch y (albo réw-
powaznie — przemieszczenie u) jest ciagle rozniczkowalnym polem, z wyjatkiem krzywej £2
okre$lonej rownaniem X = Z(r), na ktorej pierwsze pochodne posiadajg nieciaglo$¢ sko-
kowa.

Zazwyczaj zakladamy, w przypadku fal uderzeniowych, dwukrotnie ciggla rézniczko-
walno$¢ y poza £2.
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Zdefiniujemy predkos$é (wewngtrzna) fali V(£)'® uderzeniowéjjako pochodng funkcji Z
.21 V() = %Z(z).
Wtedy predko$é falowa w(t), mierzona w konfiguracji aktualnej, bgdzie pochodna
(2.22) w(t) = dit 2(Z(), 1).

Zastosujemy prawo rézniczkowania zfozonego do réwnania (2.22); wykorzystujac
(2.21), otrzymamy

d 5} oz 5}
(2.23) d—tX(Z(t),t) = WX(XJ) W+E'{(X’ f)
X=2Z()t X=2(t
stad
(2.29) w=FtV+ot = F~ V40,

Ostatnia réwno$¢ pozwala napisa¢ warunek
(2.25) VIE] = —[v],
gdzie oczywiscie z definicji skoku mamy [E] = [F].

Relacja (2.25) jest warunkiem zgodnodci dla fali uderzeniowej. MoZe by¢ otrzymana
tez w inny spos6b, przez bezpoérednie wykorzystanie ogélnego kinematycznego warunku
zgodnoéci (2.10), stusznego dla kazdego rodzaju fali. Jedyna zmiana, jakiej nalezy do-
kona¢ w (2.10), jest zastgpienie symbolu U przez V.

Korzystajac dalej z (2.10) i wstawiajac kolejno w miejsce f predkoéé v i odksztalcenie
E, otrzymamy '

(2.26) [[dg)]]l = V[E]+[4], ﬁ’[[{f]l

Nazwijmy wielko$¢ skoku odksztalcenia [E] amplitudq fali uderzeniowej*V. Dla niej
to zwigzki (2.26) pozwalaja wyprowadzi¢ nastgpujace réwnanie rézniczkowe

]dV
dr

= V[oxE]+[E].

dE .
2.27) o UEL 41y @ — vea ) -1,
ktére moze by¢ zapisane w bardziej zwartej postaci

(2.28) 2V%(|/7[[E]]) = V[3x E]—[7]-

Przejdzmy teraz do analizy réwnania ruchu (2.6). Zapiszmy je w postaci

(2.29) T(Xy, )=T(Xy, t) =

d Z(1) X, X
= Tt( f 000 (X, )dX+ f 200(X, t)dX) - f 00b(X, YdX
X Z(n X,

10 Jest to predkosé mierzona w konfiguracji odniesienia.
0 Por. [7, 11].
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przy zaloZeniu, Ze X; < Z(¢) < X,. Dokonajmy przejécia granicznego X; — Z(t)" i X, -
— Z(#)*, wykorzystujac réwnanie na predkoéé fali (2.21), ciagtoéé sit masowych b(X, t),
a takZe twierdzenie o wartosci $redniej dla calek. Otrzymamy wtedy nastgpujace wyraZe-
nie na skok naprezenia [T

(2.30) | [7] = —eoVTo].

Po wykorzystaniu (2.25) réwnanie na predkoé¢ fali uderzeniowej w dowolnym o§rodku
materialnym przyjmie postaé

2 _ 1T]
(2.31) 0o V? = T

Zalézmy, Ze napregZenia, podobnie jak predko$é v, sa rézniczkowalnymi funkcjami
po obu stronach krzywej 2. Wtedy stuszne sa lokalne sformulowania prawa ruchu

(2.32) OxT+oob = 0o
po obu stronach fali uderzeniowej. Natomiast wzdluz krzywej £ zachodzi
(2.33) [0xT] = eo[%]-

Ostatni zwigzek zastosowany do (2.28) daje nastgpujacy zwiagzek:
—d , 1
(2.34) ZI/V @ (I/V [[E]]) = V*[0xE]— a [0xT].

Na koficu tego punktu zatrzymajmy si¢ na chwilg przy prawie zachowania masy (2.4).
Ze wzgledu na nieciggtos¢ deformacji prawo to na krzywej 2 przyjmie postaé

5]-tn

Po przeksztalceniach stwierdzamy, Ze na fali uderzeniowej prawo zachowania masy
ma postaé

2.35) [e] = %;‘” [£].

Stad w zastosowaniach jednowymiarowej teorii do ruchéw podluznych, dla ktdérych
predkosei sa dodatnie, ¥ > 0, przyjelo sig nazywaé fale uderzeniowa $ciskajaca (spreza-
jaca), jeSli -

(2.36) [E] <O,
oraz rozciagajacg (rozprezajaca), jesli
2.37) [E] > O.

Po przejéciu fali sprezajacej gesto$é masy roénie, tzn. o~ jest wigksze od o, a tym
samym [g] > O oraz [E] < 0, natomiast po przejSciu fali rozpreZajacej gesto§¢ masy
maleje, tzn. o~ < p* i Jo] < 0 oraz [£] > 0.
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3. Material z parametrami wewnetrznymi

Celem niniejszej pracy jest analiza zachowania si¢ fal uderzeniowych i przyspieszenia
dla szerokiej klasy materialéw niesprezystych. Przez material niesprezysty rozumiemy
ofrodek ciagly, ktéry oprécz zachowania sprezystego wykazuje wlasno§ci reologiczne,
niesprezyste, takie jak: lepkoéé, relaksacja, mozliwosé podlegania odksztalceniom trwa-
lym (nieodwracalnym). Nalezy zaznaczyé, Ze ofrodek taki nie musi byé koniecznie cia-
lem stalym.

Istnieje niewatpliwie wiele matematycznych modeli materialéw niesprezystych. Jeden
z nich zastuguje na szczegdlna uwage, a to dzigki swej jednoczesnej uniwersalno$ci i pro-
stocie. Mamy tu na my§li model z parametrami wewngtrznymi (z wewng¢trznymi zmien-
nymi stanu).

Wymienmy pokrdtce podstawowe zalety tego modelu:

— latwe przejécie do modelu sprezystego czy hipersprezystego,

— mozliwo§¢ opisu materialéw lepkosprezystych [3, 42),

— réwnowazno$¢, przy pewnych zalozeniach, z modelem materialu prostego z pa-
migcia [24, 27, 42], '

— mozliwo$¢ opisu materialéw sprezysto-lepkoplastycznych [33, 39, 43],

— réwnowazno$¢, przy pewnych zaloZeniach, z modelem pr@dkoéci_owym [34],

— mozliwo§¢ opisu cieczy z reakcjami chemicznymi lub gazdéw z wibracyjna relak-
sacja [2,4—6, 8—10].

Ogdlny material z parametrami wewng¢trznymi jest ponadto dogodnym — co jest nie-
bagatelne dla niniejszych rozwazafi — modelem do analizy zjawisk falowych. Nalezy
zaznaczy¢, Zze réwnania rzadzace problemem poczatkowo-brzegowym dla tego modelu
tworza uklad quasi-liniowy hiperboliczny pierwszego rzedu wzgledem niewiadomych:
predkosci ruchu czastki, deformacji i wektora parametréw wewngtrznych (w przypadku
ciala stalego). :

Model z parametrami wewngtrznymi otrzymuje si¢ przez wzbogacenie opisu modelu
sprezystego o dodatkowe zmienne stanu, tzw. parametry wewnetrzne (lub wewngtrzne
zmienne stanu), dla ktérych postuluje si¢ pewne réwnania kinetyczne. Te dodatkowe réw-
nania s najczeéciej zwyczajnymi — przy ustalonej czgstce ciala — réwnaniami réznicz-
"kowymi pierwszego rzedu. Nosza one nazwe réwnan ewolucji.

Potrzebe wprowadzenia parametréw wewnetrznych tlumaczy si¢ konieczno$cig opisu
dodatkowych, poza sprezystymi, wlasnoci oérodka. Czesto mdwi sie w takich wypad-
kach o wzbogaceniu informacji o oérodku materialnym zawartej w jego stanie odksztal-
cenia przez podanie sposobu (drogi), w jaki oérodek doszedl do tego stanu. Jest to tzw.
metoda przygotowania [21, 33, 34, 38]. Trzeba od razu zaznaczyé, Ze sa roine realiza-
cje metody przygotowania.

Uzycie w opisie reakcji materialu pelnej przeszlej historii deformacji prowadzi do mo-
delu materialu z pamigcia. UZycie chwilowych predkosci deformacji jako dodatkowe;j
informacji umozliwia opis klasy materialéw lepkosprezystych (np. model Maxwella) z tak
zwang lepko$cia dyskretna. Ten ostatni przypadek jest modelem rézniczkowym.,
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Bardziej wyszukana zalezno$¢ reakcji materiatu od niepelnej historii deformacji (tj.
historii z pewnego skonczonego przedzialu czasowego) wystepuje w modelu predkoscio-
wym. Nie ma w nim skonczonych zwiazkéw konstytutywnych migdzy bodZcami a reakcja.
Zamiast nich postuluje si¢ rownanie rézniczkowe na predko$¢ naprezenia, w ktérym pra-
wa strona zawiera deformacje i jej predko$é!®,

Przejdzmy teraz do modelu nas interesujacego.

Réwnanie konstytutywne materialu z parametrami wewnetrznymi ma ogélna postaé

G.1) T(X, 1) = 7 (E(X, 1), a(X, 1)).

Uklad parametrow wewngtrznych potrzebnych do opisu niesprezystego zachowania
sie materialu reprezentuje wektor «. Tak jak powiedzieliémy, zmiang parametréw « w pro-
cesie rzadzi réwnanie rézniczkowe

(3.2) a(X, 1) = A(E(X, 1), a(X, 1))

z warto$cig poczatkowg a(X, 0) = ay(X).

Wymiar przestrzeni wartoéci parametréw (ogélnie bedzie to pewna przestrzef liniowa
¥ zalezy od konkretnej interpretacji geometrycznej poszczegdlnych skladowych wek-
tora a.

W przypadku opisu modelu lepkosprezystego parametry a« begda mialy za zadanie
opisa¢ zjawisko tarcia wewngtrznego w materiale. Odpowiednia teoria fizyczna tego zja-
wiska daje rozsirzygniecie nie tylko kwestii wielkosci liczby n, lecz takze postaci funkeji
A (por. np. [31]).

W tym miejscu nalezy zrobié uwage natury ogdélnej: nie ma i nie moze by¢ zadnej uni-
wersalnej postaci réwnania ewolucji (3.2) na parametry wewngtrzne (moze tylko z wy-
jatkiem teorii liniowej, w ktorej postuluje sie, ze zwigzek konstytutywny (3.1) i réwnanie
(3.2) maja by¢ liniowe wzgledem zmiennych £ i a).

Konkretna potrzeba uzycia modelu z parametrami wewngtrznymi do opisu zachowania
si¢ wybranego materiatu decyduje o formie zwiazku (3.2). Odwolanie si¢ do fizycznej
strony zagadnienia, do fizycznych mechanizméw wywolujacych niesprezystg reakcje ma-
teriatu, jest najczestsza i najlepsza droga wyprowadzenia zaleZznoSci na przyrost para-
metréw wewnetrznych. Ta wiaénie fizyczna interpretacja parametréw z jednoczesna ana-
liza mechanizméw dysypatywnych (ktére z termodynamicznego punktu widzenia sg od-
powiedzialne za niesprezyste zachowanie si¢ o$rodka) jest niezbednym etapem przy bu-
dowaniu kazdej fizykalnej teorii z parametrami wewngtrznymi.

Za przyklad takiej fizykalnej teorii niech postuza prace PERzZYNY [32 - 35, 37] o lepko-
plastycznosci. Przyjmowane w nich parametry wewnetrzne a = (P, k, T®) s nast¢pu-
jace: P — miara deformacji nieodwracalnych, k — parametr wzmocnienia, T'” — ukiad
tensoréw rozktadu gestoéci dyslokacji. Wyprowadzenie dla tych zmiennych wewnetrznych
réwnan ewolucji oparto na fizycznej teorii dyslokacji, analizie mechanizméw plynigcia
'w materiatach plastycznych i wynikach eksperymentalnych.

Dla innych materialéw niesprezystych (reologicznych) przykiady odpowiednich teorii
moga dostarczyé pozycje [25, 26, 28, 31, 42, 43] bibliografii.

12) Przykladem takiego modelu jest material hiposprezysty [29, 34].
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4. Fale przyspieszenia

Ten rozdzial po$wiecamy w calosci analizie fal przyspieszenia w ogdlnym materiale
opisywanym modelem z parametrami wewng¢trznymi.

Po wyprowadzeniu réwnania na predkosé fali przyspieszenia przejdziemy do badania
zachowania si¢ amplitudy fali w czasie. Réwnanie rézniczkowe (2.14) rzadzi zmiang (ewo-
lucjg) amplitudy a(¢) wzdtuz krzywej'® osobliwej 2. Jest ono podstawowe przy analizie
zachowania si¢ funkcji a(t). Po zastosowaniu zwiazku konstytutywnego do wyznaczenia
drugiej pochodnej naprezenia w (2.19) okaze sig, ze ewolucja amplitudy odbywa si¢ zgod-
nie z réwnaniem Bernoulliego.

Analiza samego réwnania amplitudy, jak i jego rozwiazania, zostanie przeprowadzona
w dwdch etapach. Pierwszy bedzie dotyczyt sformulowania warunkéw odnoénie lokalnego
(w czasie) zachowania si¢ rozwigzania pelnego réwnania amplitudy. W drugim etapie,
przez przyjecie dodatkowych zalozen dotyczacych obszaru przed frontem fali, ustala si¢
wspélczynniki wyst¢pujace w rédwnaniu. Umozliwi to sformulowanie $cistych kryteriow
globalnego (w czasie) zachowania si¢ amplitudy fali.

Okaze sig, ze réwnanie amplitudy dopuszcza malenie do zera amplitudy a(¢) w nie-
skonczenie dlugim czasie lub tez jej nieograniczony wzrost w skonczonym czasie i to
w zaleznos$ci od znaku wspdiczynnikéw réwnania oraz znaku i wielkosci poczatkowej
amplitudy a(0). Taki typ zachowania jest konsekwencjg nieliniowoéci zwigzku konsty-
tutywnego.

Analizg fal przyspieszenia zakonczy sformulowanie kryteriéw formowania sie fal ude-
rzeniowych.

4.1. Gladko$¢ parametréw wewnetrznych. Rozpatrywany material ciala stalego # jest opi-
sywany!® modelem z parametrami wewnetrznymi. Zgodnie z poprzednim rozdzialem 3
jest to ofrodek ciagly charakteryzujacy sie zwigzkiem konstytutywnym (3.1) i réwnaniem
ewolucji dla parametréw wewnetrznych (3.2).

Postacie funkcji konstytutywnej 9 oraz funkcji przygotowania!® A zaleza ogdlnie od
wyboru konfiguracji odniesienia, a takze — w przypadku materialu niejednorodnego —
od czastki X.

Przyjmujemy nastgpujace zalozenia gladkosci dla 7 i A: funkcja konstytutywna J~
jest dwukrotnie ciagle rézniczkowalna w E i a, za$ funkcja przygotowania A jest ciggla
i rézniczkowalna w E i « oraz spetnia warunek Lipschitza wzgledem a.

Rézniczkowalno$¢ funkcji 7 i A wzgledem ich argumentéw £ i a nie pocigga za sobg
ich rézniczkowalno$ci wzgledem czastek i czasu. Potrzebna jest jeszcze rézniczkowalno$é
odksztalcenia i parametréw wewnetrznych jako funkcji dwéch zmiennych X 1 ¢.

'3 W teorii réwnan hiperbolicznych zwiazki tego typu nosza nazwg réwnan transportu.

14 Jesli & bedzie ciecza lub gazem, to zmienne (E, T) zostana zastapione objetoscia wlasciwa i ci§~
nieniem.

19 Uwzglgdnienie w réwnaniu (3.2) zaleznosci od naprezenia nie wyprowadza poza omawiany
model. Wystarczy wtedy skorzysta¢ z réwnania (3.1), by sprowadzié¢ zwigzek do postaci (3.2). Wprowa-
dzenie natomiast do (3.2) jako dodatkowej zmiennej predkosci odksztalcenia E oznaczaloby wyjicie
poza klasyczne sformulowanie teorii z parametrami wewnetrznymi. Wiekszo§¢ rezultatéw niniejszej
pracy przestalaby by¢ sluszna dla tak zmienionej postaci réwnania ewolucji.
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Gladko$¢ odksztalcenia E(X, t) jest ograniczona warunkami wystepowania fali przy-
spieszenia (por. definicje 1).

Odmiennie sprawa wyglada z wektorowa funkcjg parametréw wewngtrznych a(-, °).
Skoro w procesie dynamicznym parametry wewngtrzne sa okre§lone poprzez rozwigzanie
réwnania ewolucji (3.2), to ich cigglos¢ i gladko§é jest ciagloéeig i gladkoS$cia rozwigzania.

Zauwazmy, Ze przy ustalonej czastce X réwnanie ewolucji (3.2) jest zwyczajnym réw-
naniem rézniczkowym pierwszego rzgdu. Stosujac znane twierdzenie z teorii takich réwnan
oraz fakt, Ze w procesie dynamicznym z fala przyspieszenia odksztalcenie jest ciagla funkcja
czasu (a takze i czastki), mozemy sformulowaé nastgpujace spostrzezenie!®: w procesach
dynamicznych z falami przyspieszenia funkcja parametréw a(X, t) jest ciagle rozmczko-
walng funkejg X i ¢

Uzywajac oznaczen dla skokdw, wynik ten mozna zapisaé w postaci
“.1) [a] = [a] = 0.

Spostrzezenie powyzsze jest dla dyskusji fal przyspieszenia w materiale opisywanym
za pomocg parametréw wewnetrznych twierdzeniem podstawowym. Rozwigzuje kwestie
ewentualnego skoku pochodnej parametréw wewnetrznych i problem gladko$ci funkcji
parametréw wewngtrznych.

4.2, Réwnanie amplitudy. Rozpatrzmy zwigzek konstytutywny (3.1). Ciaglo§¢é odksztal-
cenia i parametréw wewngtrznych w procesie dynamicznym z falg przyspieszenia wraz
z cigglo$cia funkcji konstytutywnej implikuje!?

[7] = o.

Ponadto rézniczkowalno$¢ E, « i funkcji konstytutywnych daje nastepujacy zwigzek

dla pochodnej naprezenia na fali

4.2) [0xT) = 0x7 (E, &) [0xE]+0a7 (E, a)[Ox«].

Zastosujemy twierdzenie Maxwella (2.12) do funkcji «(X, t). Otrzymamy
4.3) [&] = —U[oxa].

Na mocy (4.1) zwiazek (4.3) dowodzi zerowania si¢ skoku gradientu Jx a, tj.
4.9 [0xa] = 0;
co w konsekwencji upraszcza (4.2) do relacji
4.5 [0xT] = 0e T (E, @) [0xE].

Posiadajac wyraZenie na skok pochodnej naprezenia oraz réwnanie ruchu (2.17), jes-
teSmy w stanie udowodnié nastepujgce spostrzezenie: predkos¢ fali przyspieszenia w ma-
teriale z parametrami wewnetrznymi'® dana jest zaleZnoécia

(4.6) 0oU(1) = 3T (E(Y(2), 1), (X (1), 7).

Dla wigkszo$ci znanych modeli o§rodkéw ciaglych réwnanie na predko$é fali przy-.
spieszenia jest takie samo (por. [7, 11, 13, 40]).

16 Dla homotermlcznych fal przyspieszenia ten sam rezultat otrzymano w [20]

I Por. punkt 2.2.

18 Dla skroétu material opisywany modelem z parametrami wewnetrznymi bedziemy nazywali ma-
terialem z parametrami wewngtrznymi. Por, rozdziat 3.
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Jak wspomnieliémy w rozdziale 3, réwnanie rézniczkowe (2.14), rzadzace zmiang
amplitudy na czole fali, odgrywa podstawowa role przy analizie zachowania si¢ fali przy-
spieszenia. W niniejszym punkcie skorzystamy z postaci (2.19).

Druga pochodng mieszana naprezenia oxT wystepujaca w (2.19) wyliczamy, wyko-
rzystujac réwnanie konstytutywne (3.1). Ze wzgledu na (4.1) i (4.4) na fali bedziemy mieli
4.7 [0xT] = 327 (E, @) [EOxE]+ 357 (E, @) [0x E]+

+05 0, T (E, @) (Oxa[ E] +&[0x E]) + 0.7 (E, @)[0x&].

Pochodna czasowa parametréw wewngtrznych spetnia réwnanie ewolucji (3.2). Jesli

tak, to druga pochodna mieszana 0y & dana jest zwiazkiem, poza 2,

Ox @ = OpA(E, @)0xE+ 0,A(E, a)dxa.
Stad na fali mamy

(4.8) [[ax a]] = aEA(E, a) [l:axE]]
Skorzystajmy z warunkow zgodnoéci, dostaniemy wtedy
49)  [0xT] = 02T (E, @) [EoxE]+ 0,7 (E, @) [0xE]+
+ 57 {00, T (E, @) (a—Udxa)+ 0,7 (E, @) Iz A(E, a)} a.

Wstawiajac (4.9) do (2.19) i wykorzystujac réwnanie na predko$é fali (4.6), dostajemy

@.100 2y/U@ o Vag()t)) =é6§9'(E, @) [EoxE](1)+

- % {0£0.7 (E, @) (&~ U(0)0x®) + 0. (E, )0sA(E, @)}

Wystarczy teraz skorzysta¢ z ogélnie prawdziwej réwnosci dla skoku iloczynu funkcji -
fih
4.11) /Al = [S1 1A+ 1R)+ A AT :

by posiadajac réwnanie (4.10) stwierdzi¢, ze amplituda a(¢) fali spelnia réwnanie [14 - 16]

@12) RO a0 +p00,

gdzie wspélczynniki () i f(t) dane sg zalezno$ciami

1 { dU(t) 1
200,U(2) dt U(t)

u(t) = - 037 (E, w)E* -

— 0t T (E, ) (0xE)* +
@131 U( )

05 0,7 (E, a)(&— U(t)oxa),

0:A(E, @) 0, T (E, a) +

U(t)
_ 0t7 (E, a)
B = = 3 00a 7 (E. o)
19) l : . . . du(t)
W pracy [14] w réwnaniu (3.10) na wspblczynnik u(+) zamiast minusa przed pochodng - p

powinien byé nawias klamrowy.
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W réwnaniu na wspolczynnik u(?) wystepuje pochodna predkosci dU/dt. Przez do-
datkowe obliczenia moze by¢ ona wyznaczona zwigzkiem?®

au .
(414) 7 = m(ab“/ (E, a)E +(3u(3£.7'(E, a)(x)‘i'

+ % (33T (E, @) (9xE)* + 0,057 (E, 2)0x ).
0

Dzigki temu mozZzemy sformulowac podstawowy rezultat tego punktu w postaci twier-
dzenia [14 - 16]:

Twierdzenie 1. Amplituda a(¢) fali przyspieszenia w materiale z parametrami
speinia réwnanie (4.12) z u(t) okreSlonym przez

1 - . .
@.15 u@) = 20 0] {2U(t) (027 (E, Q)E* +0,0:.7 (E, ®)a)+

U() -0, T (E, )0 A(E, a)——(62 T(E, ®) (Ox E)* + 0,07 (E, a)dxa)
i ze wspdlczynnikiem f(¢) okreSlonym przez (4.13). Predko$é fali U(r) speinia
natomiast réwnania (4.6) i (4.14). Pochodne 039, 0,9, 0,0:F 1 OpA sa wzicte w
(E(Y(0), 1), a(Y(1), 1)), za$ & i Oy w (Y(1), 1).

Zauwazmy, ze w réwnaniu amplitudy (4.12) wspélczynnik u(t) zalezy od reologicz-
nych wlasnosci materiatu (tzn. sprezystych i niesprezystych), a takze od wartosci pred-
kosci i gradientéw odksztalcenia oraz parametréw wewnetrznych przed fala. Natomiast
wspotezynnik f(¢) zalezy tylko od nieliniowych spr¢zystych wlasno§ei materiahu,

Jest rzecza interesujaca, ze ogblne réwnanie amplitudy fali przyspieszenia (4.12) dla
materiatu z parametrami wewnetrznymi, bedgc réwnaniem typu Bernoulliego, jest takie
samo, jak dla innych znanych modeli materialéw. Réwnania amplitudy w materiale z za-
nikajaca pamigcia [11] w nieliniowym i niejednorodnym materiale sprezystym [7] tez sa
w postaci (4.12). Réznig si¢ one mig¢dzy sobg wyrazeniami na wspdlczynniki u(?) oraz
B().

Nie znajac konkretnej postaci zwigzku konstytutywnego (3.1) i réwnania ewolucji
(3.2), jesteSmy w stanie przeprowadzi¢ analize lokalnego i globalnego w czasie zachowania
si¢ amplitudy a (¢) na czole fali. Analiza taka opiera si¢ na badaniu rozwiazania réwnania
Bernoulliego. I tak stwierdzamy, ze jeli w danej chwili czasu ¢ albo () > 01 a(?) < A(Y),

albo B(1) < 01 a(t) > A(1) to d';f’)'

ia(t) > A@) albo f(1) <01 a(t) < A1), to
da(r) . o ( )
dt

= 0, gdzie oznaczyliémy iloraz

200 Zauwazymy, z& w powyzszym zwigzku wzigcie warto$ci z obszaru ,,— jest tak samo mozliwe,
poniewaz odksztalcenie jest ciggla funkcjq przy przejéciu przez krzywa X. Ogblnie prawdziwy jest bowiem
zwigzek [por. (2.12)]

< 0; je§li w danej chwili czasu ¢ albo f(¢) > 0

dla(t)|
dt

> 0; natomiast a(t) = A(2), wtedy

i tylko wtedy, gdy przez A(?).

FH+U@xf) =f~+U@xf) oile [f] =0.
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Zauwazmy, ze wlasnoSci wyzej sformutowane sa prawdziwe przy zaloZeniu, Zze wspol-
czynnik f(¢) jest rézny od zera dla wszystkich ¢. Bedzie to spelnione, o ile funkcja napre-
Zenia J pozostanie caly czas na fali nieliniowa wzglgdem odksztalcenia. Innymi stowy,
kiedy sprezyste wlasnofci materiatu bedg nieliniowe.

W ogblnym przypadku wspéiczynniki réwnania amplitudy (4.12) sg funkcjami czasu,
tzn. nie sg stale. Sytuacja taka powoduje, Ze dyskusja zachowania si¢ rozwigzania réw-
nania (4.12) jest bardziej ztozona od dyskusji w przypadku ustalonych u, i §,. Dlatego
tez przeprowadzona przy ogdlnych zaloZeniach [zmiennych u(¢) i f(2)] przez BAILEYA
i CHENA [1] analiza réwnania Bernoulliego nie bedzie tutaj powtarzana.

Dla przypadku fali w materiale z parametrami wewnetrznymi zaadaptowane wyniki
BAILEYA | CHENA wraz z nowymi rezultatami mozna znalezé w pracy [15].

Z tego wzglgdu pelna dyskusje zachowania si¢ rozwiazania ograniczymy do przy-
padku ustalonych wspolczynnikéw u, i B,. Sytuacja taka wystepuje przy rozprzestrze-
nianiu si¢ fali przyspieszenia w materiale bedacym w jednorodnym stanie réwnowagi. Za-
16zmy ponadto, ze fala propaguje si¢ w kierunku wzrastajacych X. Wtedy predkoéé fali

d
(wewnetrzna) U(t) = i Y(t) bedzie dodatnia??-

Powiemy, 7e fala rozprzestrzenia si¢ w jednorodnym stanie réwnowagi, je$li odksztal-
cenie i wektor parametréw wewngtrznych w obszarze przed falg (tj. w obszarze ,,+")
maja warto$§¢ stala, tzn.

EX,t)=E,, aX,t)=a, dla X=Y(),t>0,
(4.16) )
0xEy =0, 0xap =0, E;, =0, a,=0.
Znikanie pochodnej czasowej parametréow wewnetrznych oznacza, ze wzgledu na (3.2),
zerowanie si¢ prawej strony réwnania ewolucji w (Eo, o), tzn. A(E,, ao) = 0.
Ciaglo$¢ odksztalcenia i parametréw wewngtrznych na fali pociaga dla obecnego przy-
padku

(4.17) E(Y(1), 1) = Eo,  a(Y(1),1) = ao,

co oznacza, ze predkoé¢ fali przyspieszenia propagujacej si¢ w jednorodnym stanie réw-
nowagi jest stata.

Zwiazki (4.16) dla pochodnych E i a daja, dzigki (4.15) i ciagtosci & [por. (4.1) i (4.3)]
na fali, nastepujace wyraZenie na staly w tej sytuacji wspolczynnik

049 (Ey, a0) 0pA(E,, %)

(“.18) Ho = = 25,7 (Ey, a0)

Podobnie, zamiast B(t) otrzymamy f, wyraZzone przez

_ 987 (Eo, %)
2U0 T (Eo, @0)’

(4-19) ﬂo =

21 Zauwazmy, ze wtedy obszar przed fala bedzie obszarem ,,+”, natomiast za falg bedzie obszarem

2»
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a to oznacza, ze rownanie amplitudy fali przyspieszenia propagujacej si¢ w jednorod-
nym stanie réwnowagi jest typu Bernoulliego

da(t)

(4.20) = e+ hoa’(1)

o stalych wspétczynnikach.
Zwréémy na chwile uwage na réwnanie na predkos¢ fali (4.6). Jesli fala ma istnieé,
czyli predko$é ma by¢ rzeczywista i nie znikajaca, to koniecznie musi zachodzié¢ nieréwnoéé

4.21) 8:T (E,, 0g) > 0.

Dodatnio$¢ pochodnej funkcji naprezenia wzglgdem odksztalcenia w stanie réwno-
wagi (E,, a,) gwarantuje rozprzestrzenianie si¢ fali w materiale. Je§li zmienimy warto$é
przed frontem fali na (E,, «,), to gwarancja nie znikajacej i rzeczywistej predkoéci fali
przyspieszenia bedzie dodatnio$¢ pochodnej 07 (E,, a,), czyli warunkiem propagacji
fali przyspieszenia w dowolnym stanie materiatu (niekoniecznie réwnowagi) jest dodat-
nio§¢ pochodnej czastkowej dgZ jako funkcji odksztalcenia i wektora parametréw we-
wnetrznych.

4.3. Rozwigzania réwnania amplitudy. Dyskusj¢ zachowania si¢ rozwigzania réwnania (4.20)
rozdzielimy na przypadki.

Przypadek 1. fo = 0. Sytuacja taka moze wystapi¢ tylko wtedy, gdy druga po-
chodna funkcji naprezenia wzgledem odksztatcenia znika w stanie réwnowagi (E,, a,),
badz material jest liniowy wzgledem odksztatcenia. Amplituda fali, spelniajac réwnanie

da
(4.22) —r = ~Ho a

dana jest w takim przypadku nast¢pujaca zaleznoScia od czasu

(4.\23) a(t) = a(0)exp—uot lub  a(t) = a(O)exp{ 0a7 (Eo, 20)05A(Eq, %) },

2057 (E,, ao)
gdzie a(0) jest poczatkowa wartoscig a. Ze wzglgdu na rézny znak uo moze byé

i { jesli 0,7 (E,, “o)aEA(Eo, @) <0,
im a()) = \igna) oo jesli .97 (Ey, 20)05A(Ey, @5) > 0.

Do powyzszego przypadku nalezy dolgczy¢ znikajace uo, tj. 057 (Eo s %) OeA(E,, op) = O-
Wtedy amplituda fali jest stala w czasie

da

(4.29) =

0, tzn. a(¢) = a0).

Przypadek 2. u, = 0. Znikanie wspdiczynnika p, moze mie¢ miejsce wtedy,
gdy ktérakolwiek z pochodnych 3,7 albo 0 A znika lub gdy material jest czysto sprezysty
(nieliniowo, tzn. 037 0 i A = 0), badZ material jest sprezysty (nieliniowo) starzejacy
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sig??), tzn. 027 # 0,A £ 0 i 0z A = 0. Amplituda fali przyspieszenia spelnia wtedy
réwnanie

da 5
4.25) 9 = Boa?,
ktérego rozwigzanie dane jest przez

1—B,2a(0)¢ 0z T (Eo, o)

T+ 2U0s T (Eo, @)

a(0)t
z 2(0) jako wartoécia poczatkows.

Zauwazmy, Ze w wyraZeniu stojacym po prawej stronie (4.26) moze wystapi¢ osob-
liwo$¢ w postaci znikania mianownika. Ze wzgledu na kryterium propagacji (4.21) moze
mie¢ to miejsce wtedy, gdy

4.27) sgna(0) = —sgnd2 T (E,, %).

W przeciwnym wypadku, tj. gdy sgna(0) = sgndzJ (E,, a,), mianownik jest zawsze
dodatni i rosnacy, a zatem lim a(#) = 0.

1= 00
‘Wréémy do sytuacji scharakteryzowanej przez (4.27). Proste obliczenia pozwalaja
. Wyznaczyé czas t., zwany czasem krytycznym, w ktérym mianownik w (4.26) zeruje sig.
Czas ten jest funkcja poczatkowej warto§ci amplitudy i wspdlczynnika B,

1 2U8:T (Eq, @)

(4.28) =y MY kT T FrE,, )a0)

przy czym lim a(t) = + oo, jefli a(0) > 0, za$ lim a(t) = —oo, gdy a(0) < 0.

t— 00 t— 00
Podsumowujac dyskUSJQ powtdérzmy, Zze wyprowadzone réwnanie amplitudy (4. 20)
opisuje, w przypadku zerowania si¢ u,, propagacje fali przyspieszenia w nieliniowym
materiale sprezystym, w przypadku za$ znikania obu wspélczynnikéw p, i S, — falg
w liniowym materiale sprezystym. Ostatnia sytuacja zostala opisana réwnaniem (4.24).
Przypadek 3. Globalna analiza pelnego réwnania amplitudy. Mamy teraz do
czynienia z pelnym réwnaniem amplitudy '

da
4.29) —— = —ppa+f,al
N dt _
Fatwo zauwazyé, Ze je$li poczatkowa amplituda a(0) zeruje sie, to rozwigzaniem po-
wyZszego réwnania bedzie a(t) = 0 dla wszystkich ¢,
Poszukajmy nietrywialnych rozwnqzan WprowadZmy nowa zmienng oraz nowy wspot-
czynnik

(4.30) Ch= ”a(lﬁ 2o = /;;_:

22 Ewolucj¢ parametréw wewnetrznych w czasie bez wplywu odksztalcenia i naprezenia (tzn. waru-
nek dsA4 = 0i A4 # 0) nalezy interpretowaé jako efekt czasowy nie wywolany zmlanq rodksztalcenia czy
napre¢zenia. Moze to byé tlumaczone zjawiskiem starzenia sic materiatu.
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Wtedy réwnanie (4.29) w nowej zmiennej przyjmie postaé

1
B~ b ~fo.

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja
h(t) = "' (h(0)— 4o) + 4o,

gdzie h(0) jest poczatkowa wartoscia h. Ze wzgledu na podstawienie (4.30) rozwiazanie
réwnania (4.29) moze byé juz bezpoSrednio podane nastepujaca funkcja czasu

Ao

)
przy czym nalezy pamiegtaé, ze czas w tym zwiazku jest parametrem krzywej osobliwej X,
na ktorej przyspieszenie doznaje skoku.

Majac ogdlna postaé rozwiagzania réwnania amplitudy, mozemy przej$¢ do dyskusji
jego zachowania w czasie.

Zwroémy uwagg, ze podobnie jak dla przypadku 2, prawa strona w (4.31) dopuszcza
przy pewnym ukladzie wielkoSci 44, 2(0) i czasu ¢ zerowanie si¢ mianownika. Pociagnie
to nieskonczona wartoé¢ amplitudy a(t). Z drugiej strony, przy odpowiednim doborze
a(0), a $cislej, wtedy gdy a(0) pokryje si¢ z Ay, mianownik dla kazdego czasu ¢ utrzyma
stala jednostkowa warto$¢, co da w efekcie stale rozwiazanie a(t) = A,.

Uporzadkujmy te spostrzezenia w postaci twierdzenia [16].

Twierdzenie 2. W materiale z parametrami wewngtrznymi fala przyspieszenia
propagujaca si¢ w jednorodnym stanie rownowagi (E,, ay) z dodatnia predkoscia U
podlega ewolucji czasowej rzadzonej réwnaniem amplitudy (4.29). Rozwigzaniem tego
réwnania jest funkcja a(¢) dana zalezno$cia (4.31) przy warunku a(0)uef, # 0. Globalne
zachowanie si¢ w czasie amplitudy a(¢) jest scharakteryzowane nastg¢pujaco:

1. Je$li 0, F (E,, ag)0sA(E,y, ap) < 0, to istnieja trzy mozliwoéci:

a) jesli albo |a(0)] < |Aol, albo sgna(0) = sgndz 7 (E,, a,), to lim a(r) = 0 (w spo-
sGb monotoniczny); =

(4.31) a(t) = gdzie Ay = Fo.
Bo

b) jesli a(0) = 4,4, to wtedy a(r) = a(0) dla ¢ > 0, tzn. amplituda jest stala w czasie;

c) jesli |a(0)| > [Aql i sgna(0) = —sgndzi g (E,, @), to istnieje skoriczony czas #, > 0,
1 A
4.32 o= ———ln(l— 0 )=
¢ ) * Ho a(0)
3 20:T (Eo, o) | ( | V0.7 (Ey, ao)0eA(E,, %) )
0aT (Eo, %) 0cA(Eo, %) 0t (Eo, ao)a(0)

taki, ze lim |a(?)] = co.
=1

2. JeSli 0,.T (E,, o) 0rA(E,, o) > 0, to istnieja takze trzy mozliwosci:

a) jesli a(0) = A,, to a(t) = a(0),¢ > 0;

b) jeéli sgna(0) = —sgnotJ (E,, o), to istnieje czas krytyczny f, dany zwigzkiem
(4.32), taki, ze limla(t)| = oo,

=1
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¢) jedli sgna(0) = sgndi T (E,, #o) i 3(0) # Ao, to

. _ Ud.T(Eo, #5)05A(Es, %o)
(4.33) ma(t) = %o = =2 7k, a0) '

Dowdd twierdzenia jest prosty i polega na analizie rozwiazania (4.31), poniewaz jest
ucigzliwy wigc nie bedziemy go przytaczac.

Jest oczywiste, Ze twierdzenie 2 wymaga kilku stéw komentarza.

Po pierwsze, fakty w nim zawarte (punkt 1) sa podobne do wyprowadzonych
przez COLEMANA i GURTINA [I1, II] dla materialu prostego z zanikajaca pamiecia.
Bogatsza literatur¢ na ten temat mozna znalezé w artykule CHENA [7].

W znanych materialach opisywanych modelem z parametrami wewnetrznymi??) wa-
runek punktu | 8,7 (Es, as)0:A(E, , %) < O jest spetniony. Odpowiada to w teorii CO-
LEMANA i GURTINA [11] dodatnio$ci poczatkowego nachylenia funkcji relaksacji napre-
Zenia (G'(0) > 0).

Ze sformulowan punktu 1 wnioskujemy, ze modut wspdlczynnika A,, tj. |4,| gra rolg
pewnej wielkosSci granicznej (krytycznej). Przy odpowiednim doborze znakdw wspdlt-
czynnikéw réwnania (4.31) i wielkoSci poczatkowej amplitudy fali w stosunku do |1,]
rozwigzanie réwnania jest ograniczone na calej pdlosi rzeczywistej badz roénie nieogra-
niczenie w skonczonym czasie. To spostrzezenie pozwala nazwaé wielko$¢ |Aq| krytycz-
nq amplitudg poczqtkowq®®.

I tak punkt 1 méwi, Ze jedli poczatkowa amplituda fali jest mniejsza w wartoéci bez-
wzglednej od amplitudy krytycznej albo jesli poczatkowa amplituda ma ten sam znak,
co druga pochodna funkcji napreZenia wzgledem odksztalkcenia, to amplituda fali [czyli
rozwiazanie réwnania (4.31)] stanie si¢ dowolnie mala w odpowiednio dtugim czasie. Jeéli
natomiast poczatkowa amplituda jest wigksza, co do wartosci bezwzglednej, od ampli-
tudy krytycznej i ma znak przeciwny do znaku drugiej pochodnej funkcji naprezenia, to
fala bedzie miata tez nieskonczong amplituda w skoniczonym czasie.

To ostatnie stwierdzenie sugeruje, Ze w materiale powstanie fala uderzeniowa. W zwiaz-
ku z tym czas krytyczny t, podany zalezno$cia (4.32) mozna uwazaé za czas formo-
wania si¢ fali uderzeniowej na czole fali przyspieszenia, albo — inaczej mdéwigc — za
czas®® przejécia fali przyspieszenia w fale uderzeniows (por. [12, 18]).

Zauwazmy, ze podobny rezultat, o istnieniu czasu krytycznego, uzyskali§my dla przy-
padku 2, gdzie tylko wspdiczynnik u, zerowat sig, natomiast #, bylo rézne od zera.

Wspolczynnik f, jest —w pewnym sensie — miarg nieliniowoéci rozpatrywanych
zwigzkdw konstytutywnych. Oznacza to, Zze warunkiem istnienia (koniecznym, a nie wy-
_ starczajgcym) wystgpowania czasu krytycznego przy propagacji fali przyspieszenia w ma-
teriatach, ogdlnie, dysypatywnych-niesprezystych jest nieliniowo$é funkcji naprezenia
w odksztatceniu. ,

4.4. Kryteria formowania si¢ fal uderzeniowych. PrzejdZmy do warunku wystarczajacego dla
wystgpowania czasu krytycznego. Podpunkt lc oprécz zadania przekroczenia amplitudy

23) Np. materialy lepkoplastyczne, lepkosprezyste czy asprezyste.

24 Por. [1, 6, 7, 10, 11, 14-16).

23 Prace [2, 6] zawieraja pierwsze wyliczenia i dyskusje czaséw krytycznych przy propagacji fal
przyspieszenia w gazach z termodynamiczna relaksacja.

8 Mechanika Teoretyczna
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krytycznej przez amplitud¢ poczatkowa wymagal, by znak poczatkowej amplitudy by}
przeciwny do znaku drugiej pochodnej funkcji napreZzenia wzglegdem odksztafcenia.

Zatézmy na chwilg, ze sgn 027 (E,, %) = + 1. Oznacza to, ze wzgledu na nieréwnoéé
0T (E,y, @o) > 0 w kryterium propagacji (4.21), ze przy ustalonym parametrze a,, krzy-
wa?® T = J(E, a,) jest wypuklocia skierowana do dotu. Aby warunek sgna(0) =
= sgnd%J (E,, o,) byl spelniony, znak poczatkowej amplitudy fali musi by¢ dodatni.

Przypomnijmy w tym miejscu postaé prawa zachowania masy na fali przyspieszenia.
Zgodnie z réwnaniem (2.20) mieliSmy

6= pe

Wida¢, ze jesli a <0 to i [p]] <0, ze wzgledu na dodatnio§¢ wspdtczynnikéw prawej
strony, a ze znak amplitudy fali jest staty, wiec jeéli tylko a(0) jest mniejsze od zera, to i skok
pochodnej gestoéci tez bedzie mniejszy od zera. Ten ostatni fakt wskazuje, ze fala przy-
spieszenia bedzie rozpreZajaca (rozciagajaca).

Na odwrét, jeSli zalozymy na moment, ze sgn 027 (E,, #o) = —1, czyli krzywa T =
= J(E, a,) jest wypuklo$cig skierowana do dotu?”, to wtedy warunek podpunktu Ic
wymaga, by sgna(0) = +1, a w konsekwencji [¢] > 0. Oznacza to dla tego przypadku,
ze fala musi byé sprezajaca (Sciskajaca).

PowyZsze spostrzezenia mozna traktowaé jako kryterium formowania sig¢ fal uderze-
niowych w materialach z parametrami wewnetrznymi. Nalezy tylko podkreslié, ze do-
datkowo wymaga si¢ dla tych materialéw spelnienia nieréwnoéci

(4.34) 0e T (Eo, #0)0cA(FEy, @) < 0.

Podobnie, cho¢ moze mniej wymagajaco, wygladaja warunki formowania si¢ fali ude-
rzeniowej, tzn. istnienia czaséw krytycznych przy propagacji fali przyspieszenia, w ma-
terialach o przeciwnej nieréwnoéci do (4.34).

Punkt 2 twierdzenia 2 dotyczy wlasnie takich materialdw. Dla nich zadamy

(4.35) 0T (Eo, ao)0eA(E,, 2o) > O.

Zauwazmy, Zze wedlug podpunktli 2b warunkiem wystgpowania czasu krytycznego
jest tylko niezgodno$¢ znakéw amplitudy i pochodnej napr¢zenia. Nie naklada an zad-
nych ograniczen na wielko$¢ a(0) (z wyjatkiem jej nieznikania).

Zwréémy uwage, ze w obu przypadkach, tj. dla materiatéw speiniajgcych nieréwnoéc
(4.34) czy (4.35), wymagamy tylko lokalnej wypuktosci lub lokalnej wklestosci krzywej
T = J(E, ap). Lokalno$¢ ta jest rozumiana ze wzgledu na odksztalcenie E,.

Koriczge rozwazania tego punktu chcemy zwrécié uwage na mozliwo$¢ sformutowania
warunkéw formowania si¢ fal uderzeniowych (tj. wystepowania krytycznych czaséw
w analizie fal przyspieszenia) dla obu przypadkdéw nieréwnoéci (4.34), (4.35) i réwnoéci

26) Krzywa ta jest przecieciem powierzchni T—J (E, «) = 0 plaszczyzng o = o,.
2" Tzn. w stanie rownowagi (Eo, ¢o) przed fala pochodng 9% J(E,, &) jest ujemna.
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0, T (Ey, ao)0rA(E,, 2o) = 0. W tym celu wystarczy okre§li¢ poczatkowa?® ampli-
tude krytyczna |4,| jako

(4.36) |z|—ﬂo dla po>0 i =0 dla p<0.

5. Fale uderzeniowe

5.1. Ciaglo§¢ parametréw wewnetrznych. Nieciaglo§¢é odksztalcenia w procesie dynamicz-
‘nym z fala uderzeniowa (por. definicje 2) wymaga zajecia si¢ réwnaniem ewolugji dla pa-
rametréw wewnetrznych (3.2). Aby mdc je zanalizowaé, trzeba rozszerzyé pojecie roz-
wigzania do funkcji odcinkami gladkiej. :

Zastagpmy réwnanie ewolucji (3.2) réwnowaznym réwnaniem catkowym (wektorowym)

.) : a(r) = «(0)+ f A(E(s), a(s))ds.
d

Istnienie i jednoznaczno$¢ cigglego rozwigzania réownania (5.1) wynikaja z twierdzen
teorii réwnan catkowych. Rozwiazanie (), jako calka, jest bezwzglednie ciggle na [0, L).
Jego pochodna istnieje prawie wszedzie i ma jednostronne granice w kazdej chwili e
€[0, L), poniewaz posiada je funkcja A(E(s), a(s)). Punkty nieciaglosci funkcji & sq takie .
same jak odksztalcenia E.

Jesli E(r) ma nieciggloé¢ skokowa w = = ¢, tzn. E~(t) # E*(¢), wtedy skok w po-
"chodnej « jest dany przez

(5.2) & (t)—at () = A(E~(1), a(t)) —A(E* (1), a(r)).

Powyzsze rozumowanie pozwala stwierdzi¢, ze w procesach dynamicznych z falami
uderzeniowymi wektor parametréw wewnetrznych jest ciggla funkcja, natomiast jego
pochodna czasowa istnieje i jest ciggla wszedzie z wyjatkiem krzywej 2 (tj. fali), na ktorej
posiada niecigglo$¢ skokowa.

W pracy [18] podano dowdd tego faktu opierajac si¢ na analizie ogélnego problemu
poczatkowego materialu z parametrami wewngtrznymi. Jest to problem dla uktadu réw-
nan hiperbolicznych?® quasi-liniowych. Uklad ten mozna sprowadzi¢ do postaci uogdl-
nionego prawa zachowania. Dla takich to praw sformulowano teori¢ stabych rozwiazan.
Teoria ta ma szczegblne zastosowanie w przypadku wystepowania fal uderzeniowych.
Warunki jakie stabe rozwiazania musza spetnia¢ na falach uderzeniowych, zwane wogdl-
nionymi zwiqzkami Rankine-Hugoniota [12], sa niczym innym, jak warunkami na nie-
ciaglosci skokowe funkcji wystepujacych w ukladzie réwnan.

28 Ten fakt jest oczywisty z punktu widzenia analizy ogdlnego réwnania amplitudy (4.12) ze zmien-
nymi w czasie wspolczynnikami u(¢) i S(r). Zalezno$¢ (4.36) bedzie odpowiadala zwiazkowi (3.13)
w [15]. Por. tez [1].

29) Hiperboliczno§é problemu poczatkowego dla materiatu z parametramn wewnetrznymi zapewma
warunek propagacji fal przyspieszenia (por. punkt 4.2 i [18]).

4
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Zwiazki Rankine-Hugoniota dla problemu poczatkowego w materiale z parametrami
wewnetrznymi przyjmuja postaé [18]:

eV [v] = —[T],
(5.3) VIE] = —[v],
[«] = 0.

Réwnania (5.3); sa identyczne z wezeS$niej wyprowadzanymi warunkami (2.25)
i (2.30).

Ze wzgledu na (5.3) warunek zgodnoéci kinematycznej (2.14) pozwala napisaé
(5.4) Vloxa] = —[a].

5.2. Réwnanie amplitudy. W tym punkcie wyprowadzimy ogdlne i jawne wyraZenie na
zmiang w czasie amplitudy fali uderzeniowej, rozprzestrzeniajacej sic w ogélnym, jedno-
rodnym materiale z parametrami wewngtrznymi. Wyprowadzenie to przeprowadzimy
przy pewnych zaloZeniach poczynionych o obszarze przed frontem fali.

Przy analizie fali przyspieszenia wprowadziliSmy juz pojecie jednorodnego stanu réw-
nowagi [por. (4.16)].

Powiemy, ze para funkcji (E(X, 1), a(X, 1), (X, t) e #x[0, L) formuje jednorodny
stan nierdwnowagi [25], jesli istnieja takie stale Ey e (—1, ), 95 = 0, ap € ¥, Ze
E(X,1) = Eo+vot, E(X,1) =, E(X,0)=0, 0xa(X,1)=0,

&(X,t) = A(Eo+vot, a(X, 1)), a(X,0) = a,.
W pracy [15] wykazano, ze (5.5) jest jednoznacznym rozwiazaniem problemu poczatko-
wego dla naszego materialu przy warunkach poczatkowych?®

E(X’O):EO) 'U(X,t)='voX, G(X,0)=¢0,

Sprobujmy teraz, wykorzystujac réwnanie (2.34), wyprowadzi¢ wyrazenie na zmiane
amplitudy. .

Jeste§my w stanie policzyé pochodna 0x T i wyrazi¢ jej skok na 2. Wstawiajac ja do
(2.34) otrzymamy

(5.5)

(5.6) 2V7dit(VV|[E]]) = VZ[[aXE]]—Q—IO {[0cT (E, ®)0x E]+[0.T (E, &)ox ]}

Widzimy, Ze po lewej stronie wyst¢puje pochodna przemieszczeniowa predkosci fali, tj.
dV/dt. Pewne dodatkowe obliczenia prowadzag do stwierdzenia, Ze predko$§é¢ fali uderze-
niowej rozprzestrzeniajacej si¢ w jednorodnym stanie nieréwnowagi spefnia réwnanie [18]

d ., " .
d_lt/ = m{(agﬂ'(E‘, a)—gon)i[t[f—]] +[0eT(E, ®)]E* +[0.7 (E, oc)]]oﬁ}.

Natomiast je$li obszar przed fala jest w jednorodnym stanie réwnowagi (E,, o), to

(5.7)

(5:9) AV 3T (E”, a)— 0oV d[E]
' dr = 20,V[E] dr

30 Zauwazmy, ze je§li w (5.5) zalozymy, e vo = 0, to otrzymamy jednorodny stan réwnowagi,
o ile A(Ep ap) = 0.
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Zauwazmy, ze predkosé fali uderzeniowej propagujacej si¢ nawet w jednorodnym sta-
nie réwnowagi nie jest ogdlnie stala, jak to mialo miejsce dla fali przyspieszenia. Jedynie
tylko przy znikaniu prawej strony (5.8), tzn., gdy

(5.9 0aV? = 0,7 (E-, ag) Tub  LYEL
) di

mamy dV/dt = 01 stad V' = const. Ze zwiazku (5.9) widaé, ze moze to mie¢ miejsce tylko
przy stalej wartoéci pochodnej 0g7 w (E~, a,). W dalszych wyprowadzeniach zakladamy,
2e goV?# 0T (E~, ap).

Twierdzenie 3. Amplituda [E] fali uderzeniowej propagujacej si¢ w jednorodnym
stanie ogdlnego materiatlu z parametrami wewnetrznymi spelnia rownanie [16 - 18]

d
(5.10) @ [E]= 4—&)7/227[.—_1 ((3xE)~ —w),

gdzie V jest predkoécia fali dang przez (2.31) i (5.7), (5.8), natomiast wspdiczynniki r i w
83 funkcjami zdefiniowanymi na £ nastgpujaco:

G1) o= % {LV ([oe7 (E, W]E* +[0.7 (E, W)]at)+ 0.7 (E~. &) (9xa)~

w przypadku stanu nieréwnowagi oraz
6.12) w=— ;117 0T (E-, a)A(E-, ag)

w przypadku stanu réwnowagi (E,, a,), za$
(5.13) r= 0o V2— 0T (E™, o)

dla obu przypadkéw.

Otrzymane réwnanie w poréwnaniu z réwnaniem amplitudy fali przyspieszenia (4.12)
Jest bardzo zlozone; jego wspdtezynniki zaleza od poszukiwanej funkcji [E], a ponadto
do réwnania wchodzi nieznana warto$é gradientu odksztalcenia (9xE)~ za czolem fali.

Najblizsze dwa punkty po$wigcimy dyskusji zachowania sie amplitudy na czole fali.
Jako pierwsza rozpatrzymy §ciskajaca fale uderzeniowa.

Na mocy prawa zachowania masy dla takiej fali mamy3V
(5.149) [E]<0 i E*<0O0..

Przyjmijmy dodatkowo, Ze dla kazdej wartosci parametru « zwiazek T = 7 (E, a) w za-
kresie naprezefi i odksztalcen $ciskajacych jest skierowany wypuklto$cia do géry, tzn.
(5.15) AT (E,x) <0 dla E<01i kazdego a.

Pamigtajmy, ze w dalszym ciggu obowigzuje kryterium propagacji fal przyspieszenia
W tym materiale

(5.16) 0eJ (E,a) >0 dla kazdego (E, a),

ktére zabezpiecza hiperboliczno$é problemu poczatkowego dla rozpatrywanego materiatu.

30 Warunek E+ < 0 méwi, Ze material przed frontem fali jest Sciéniety.
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Zauwazmy, Z¢ nieréwno$¢ (5.16) jest jednocze$nie warunkiem koniecznym istnienia
rzeczywistej predkoéci fali uderzeniowej, a to ze wzgledu na zwiazek
T(E~, a)—~T(E*, a)
E-—E* ’

(5.17) oV =

w ktérym prawa strona musi by¢ dodatnia.
Nieréwnoé¢ (5.15) ma wplyw na znak wspélczynnika r w réwnaniu (5.10), albowiem
przy tych zaloZeniach otrzymamy

(5.18) r=g,V2?—0r7(E", @) <O0.

Nieréwno$§é (5.18) oznacza, ze predko$é fali uderzeniowej jest poddzwigkowa® wzgle-

dem obszaru za frontem fali. _
Zauwazmy, ze przy propagacji §ciskajacej fali uderzeniowej obserwuje si¢ nast¢pujace

zachowanie amplitudy w kazdej chwili czasu [5, 9, 16, 18]:

d
(@xE) > w1 [[E]l > 0,
(5.19) - (xE)” <o Q%”[Em <0,

(0xE)~ = Q% I[E[l = 0.

Wréémy jeszcze raz do nieréwnosci (5.15). Wypukio§é (5.15) krzywej odksztalcenie~
naprezenie przy ustalonym e dla fal §ciskajacych odpowiada kryterium wystepowania cza-
séw krytycznych (i nieograniczonego wzrostu amplitudy $ciskajacej fali przyspieszenia34),

Podobne spostrzezenia mozna sformulowaé dla fali rozciagajacej, dla ktérej zadamy
spelnienia warunkéw

(5.20) [E]>0 i E*>20
oraz wypukioSci od dotu (tzn. wquslpéci) krzywej T = J (E, a), dla kazdego a«
.21 0 T (E, ) > 0 dla kazdego E i kazdego «.

Z warunkéw lokalnego zachowania si¢ amplitudy fali wnioskujemy, Ze dla obu typdw
fal wielko$¢ w gra rolg krytycznego gradientu odksztalcenia, podobnie jak |4,] w poprzed-
niej analizie.

Podane wiasnosci fali sa prawdziwe przy zaloZeniu, Ze materiat przed falg jest w jed-
norodnym. stanie réwnowagi badZ nieréwnowagi. W przypadku réwnowagi podobne
wlasnoéci moga byé sformulowane dla predkoscei fali [16].

W pracy [16] moze czytelnik znalez¢é analize¢ infinitezymalnych fal uderzemowych

Ponadto w [16] wykazano, Ze graniczna warto§é krytycznego gradientu odksztalcenia
o fali uderzeniowej, przy amplitudzie zmierzajacej do zera, réwna si¢ podwojonej kry-

32 Réwnanie to moéwi, ze predkosé fali uderzeniowej jest proporcjonalna do kata nachylenia siecz-
nej laczacej punkty o rzgdnych E* i E- lezace na krzywej T = J (E, a), przy & ustalonym.

33 Jest to znany fakt z dynamiki gazéw [12]. .

34 Por. rozdziat 4.
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' tycznej poczatkowej amplitudzie |Ao| fali przyspieszenia. Taka sama wlasno$¢ zaobser-
wowano dla innych typéw materialéw [7, 8, 11, 40].

5.3. Fala predkoéci w materiale o liniowej reakeji sprezystej. Wyprowadzajac réwnanie ampli-
tudy (5.10) w ogélnym materiale odrzuciliSmy przypadek zerowania si¢ wspolczynnika
r [por. (5.13)]. W tym punkcie rozpatrzymy ten szczegdlny wypadek.

Zaniedbajmy ogdlny zwigzek konstytutywny (3.1) na korzy$é szczegdlnego, lintowego
wzgledem odksztalcenia, prawa fizycznego [17, 19]

(5.22) . J(E, a) = b(a)E+c(a).

Materiat o takim prawie fizycznym charakteryzuje si¢ liniowa reakcja sprezysta. Funk-
cje b(a) mozna traktowaé jako uogdlniony modut Younga, ktéry podlega zmianie w trakcie
proceséw ze zmieniajacymi si¢ parametrami wewnetrznymi®®, o

Wstawiajac (5.22) do réwnania na predko$é fali uderzeniowej (5.17) otrzymamy spe-t
nienie pierwszej rownoéci (5.9), a tym samym zerowanie si¢ r w (5.13),

Amplituda fali [E] uderzeniowej propagujacej si¢ w takim materiale bedzie spelniaé
réwnanie [17, 19]

- [€E) _ 1 1 N dat }
ktére po wykorzystaniu (5.22) moze byé zapisane w postaci
[€e] _ _ 1 N Fm 4 ot , s }
Predko$é fali jest dzwiekowa
V= Vb(@)go -

Zatézmy, e przed fala material znajdowal sig¢ w Jednorodnym stanie réwnowagi
(E,, «,), wtedy mamy

(5.25) -df—t_ = ﬁ(b'(ao)E" +¢'(ao)A(E™, @),

-gdzie skorzystaliémy z réwnoéci

dE,
dr |

Widzimy z tego nawet prostego réwnania, 7e dyskusja zachowania si¢ amplitudy fali
uderzeniowej [E] (czy E~) jest mozliwa tylko wtedy, gdy znana jest postaé funkcji A, tzn.
prawa strona réwnania ewolucji. '

Nawet w przypadku liniowego zwiazku konstytutywnego nie jeste§my w stanie przewi-
dzie¢ zachowania si¢ amplitudy fali uderzeniowej. Inaczej ta sprawa wyglada w przypad-
ku fali przyspieszenia, gdzie nawet dla ogélnie nieliniowych zwiazkéw byliémy w stanie
podaé postaé rozwigzania réwnania amplitudy.

[E] = E-—E,, = 0.

3% Jesli uzyjemy (5.22) i parametréw wewnetrznych do opisu materialu lepkoplastycznego i utoz-
samimy jeden z nich z nieodwracalna deformacja (lepkoplastyczng), to funkcja b(a) reprezentuje zmxa-
ne modulu Younga w wyniku nieodwracalnych deformacji. o§rodka. :
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Konczac ogdlng teorie jednowymiarowych fal uderzeniowych chce zwréci¢ uwage
czytelnikowi na fakt, ze w przypadku istotnie nieliniowych zwigzkéw konstytutywnych
(tzn. gdy 829 (E, a) # 0) jest mozliwe rozprzestrzenianie si¢ i powstawanie®® fal ude-
rzeniowych nawet przy dowolnie razy ciagle rézniczkowalnych warunkach poczatkowych.,
Fale uderzeniowe mogg si¢ generowaé w takich materialach (nawet dysypatywnych) (por.
punkt o formowaniu si¢ fal uderzeniowych).

Inaczej sprawa wyglada dla przypadkéw zwigzkéw liniowych (tzn. gdy 027 = Q)
postaci (5.22). Tutaj fala uderzeniowa nigdy nie powstanie w o§rodku. Musi by¢ wywotana
przez zewngtrzny impuls, przez nieciagle warunki poczatkowe. Ponadto w przeciwienstwie
do materialéw nieliniowych, gdzie predkos¢ fali uderzeniowej jest catkiem inna od pred-
kosci fali przyspisszenia (dZwigkowej) [por. (5.18)], w materiale o liniowej reakcji spre-
zystej predkosci fali uderzeniowej (predkosei) i przyspieszenia pokrywaja sig>”.

6. Przyklady

Przedstawiona dotad teorie jednowymiarowych fal w o§rodkach niesprezystych zilu-
strujemy przyktadami.

6.1. Fala przyspieszenia w nieliniowym materiale lepkosprezystym. Rozpatrzmy funkcje konsty-

tutywng J i funkcje¢ przygotowania A [14, 15] taka, Ze réwnania konstytutywne i ewo-
lucji beda mialy postac

6.1) T=0b E+bya+bE*+by,, & =c E+c,a+c.

Jest to materiat lepkosprezysty, o nieliniowej reakcji sprezystej. Zauwazmy, Ze ukiad (6.1)
jest réwnowazny nastgpujagcemu zwigzkowi funkcjonalnemu dla naprezenia

6.2) T(t) =b E()+byE2(t) + bye? {a(O) - %(e"’l'— D+ flcle"’l’E(r)dr}.
. )

Policzmy potrzebne pochodne

0p T (E,0) = b, +2b,E, 0,7 (E, ) = b,,

(6.3) af;.?-(E, a) = 2b3, aEA(E, a) = Cy.
Warunek propagacji wymaga, by (por. (4.21))
(6.4) 0T (E,0) >0 tzn. b,+2b,E>0 dla kazdego E.

Wiemy, ze odksztalcenie E moze przyjmowac¢ wartosci z przedziatu (—1, 00). Stad, aby
utrzymaé nieréwno$é (6.4) potizeba i wystarczy, by

6.5) b, > 2b, 2 0.
Interesuje nas o$rodek nieliniowy, wiec nie znikajace b;: b; > 0. Stad mamy 937 (E, a) >.

> 0, czyli przecigcie powierzchni J(E, «)—T = 0 plaszczyzng o = const przedstawia
krzywa wklesta. :

36) Fakt znany z nicliniowych réwnan hiperbolicznych [12].
37 Matematycznie oznacza to, ze charakterystyki ukladu liniowego (ktére sa krzywymi X, tzn. fa-
lami przyspieszenia) sa jednoczeénie krzywymi niecigglosci rozwigzania (tzn. falami predkosei £).
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Niech (E,, o) bedzie jednorodnym stanem réwnowagi, tzn. takim, ze
A(Eg, 00) =0  czyli ¢ FEg+cro0+¢o = 0.
W tym stanie wspolczynniki uq, fo 1 4o [por. (4.18), (4.19) (4.30),] przyjmuja postad

bzcl —b3]/9—0 }' —bzcl Vbl+2b3Eo
Y- 0 »

gdzie predko$¢ fali przyspieszenia dana jest przez

6.7) U= ]/ 3:7 (Eo, %) _ V@
Qo Qo :

Sformulujemy warunki ewolucji amplitudy a(f) fali w tym materiale. Zgodnie z ogdl-
nym twierdzeniem 2 mamy [15]:

Przypadek 1. Niech b,¢; < 0. Wtedy 4, < 0 i

a) jesli a(0) = 4y, to a(r) = a(0);

b) jesli albo [a(0)| < |4,| albo a(0) > 0, to lim a(r) = 0;

=0
c) jesli |a(0)| > [4,| i 2(0) < O, to lima(t) = — oo,
-1
gdzie
1 A 2(b; +2b, E,) b,c b, +2b,E
6.8) ¢ = —#ln(l— 0 )= ! 3to ln(l— 20y ]/1 3 o).
€8 u Ho a(0) by, 2a(0)b, 0o

Przypadek 2. Niech byc;, > 0, wtedy 4, > 0 i
~a) jesli a(0) = 4o, to a(t) = a(0);
b) jedli a(0) < 0, to lima(t) = —oo, gdzie f, dane jest przez (6.8);

11
c) jesli a(0) > 0 i a(0) # A, to
. . _bye, /b +2b,E,
im0 = do = i

Widzimy wyraznie, ze ze wzglgdu na wklestos¢ krzywej naprezenie-odksztatcenie wy-
stepowanie krytycznych czasdéw propagacji t, jest mozliwe tylko dla rozciagajacych fal
przyspieszenia.

6.2. Fala naprezenia w materiale sprezysto-lepkoplastycznym®®), priy duzej predkosSci odksztalcenia.
Rozpatrywany tutaj oSrodek niesprezysty charakteryzuje si¢ nastgpujacym zachowaniem:
jest liniowo sprezysty do pewnej wartoéci naprezenia k,, powyzej ktorej zachowuje si¢
w spos6b nieodwracalny, wykazujac mocne wiasno$ci lepkie. W zakresie trwatych defor-
magcji (tzn. dla |T| > k) jego wlasnosci lepkie sa tak zrdéznicowane, Ze mozna wyrdéznié
trzy obszary zaleznoéci predkosci odksztalcenia plastycznego od naprezenia®®’. Ponie-

38 Fale naprezenia w takich oérodkach rozpatrywano w [13, 30, 36, 37].

39 7 fizykalnego punktu widzenia za istnienie réznych obszaréw sg odpowiedzialne rézne mecha-
nizmy plyniecia lepkoplastycznego, np. termicznie aktywowane procesy, sttumiony ruch dyslokacji na
skutek lepkosci fononow_ej czy rozpraszania fononéw. Por. [22, 28, 35, 37].
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waz naszym celem jest analiza fal, zainteresowanych fizyczna strona tego zagadnienia
odsylam do prac PERzYNY {35, 37] i cytowanej tam bogatej literatury.

Zanim podamy pelny ukiad zatozen konstytutywnych wprowadzonego materiatu, przyj-
mijmy nastgpujace oznaczenia:

k, granica plastycznoéci (przy prostym $cinaniu),

k, pgranica pierwszego obszaru, k, > k;,

k; granica drugiego obszaru, k; > k,,

j modut Younga materialu,

vy, wspolczynnik lepkosdci dla pierwszego obszaru,

y, wspolczynnik lepkosci dla drugiego obszaru,

ys sprowadzona do ruchu dyslokacji predko$¢ diwigku*®.

Przyjmujac jeden parametr wewnetrzny o i utozsamiajac go z odksztalceniem trwatym
(lepkoplastycznym) postulujemy nast¢pujacy zwiazek konstytutywny i réwnanie ewolucji
(por. [22, 23))

(6.9) ' T = (E—a)j,
0 dla |T| < k,,
yl('—T'—l) L dia k, < |T] < ks,
k, | T}
(6.10) & = (ITI ) (kz ) T
+y 1| = dlak, <|T| < ks,
Y2 7] Y1 k, 7] 2 |T| < ks
Vs(-l—exp)( ITI) 7] dla |T| > kj,
gdzie

TR Ix

Dodajmy, %e graniczna warto$¢ ky odpowiada predkoéci odksztalcenia rzedu 10*s™2,
natomiast y, jest rzgdu 10°—10%s~*.

Rozpatrzmy fale (predko$ci) uderzeniowsa propagujaca si¢ w tym oérodku w stanie
niezaburzonym (réwnowagi). Liniowo$¢ zwiazku (6.9) sprawia, ze nalezy skorzystaé z réw-

nania amplitudy w postaci (5.23). Réwnanie na predko$¢ V daje
(.11 : v-1/2.
' Qo

Réwnanie za§ amplitudy, po wykorzystaniu (5.25), przyjmie prosta postaé

dE~

(6.12) -

1
= — —2—'A(E—, ao).

. ombe . :
40) Zgodnie z [28] y; = Q‘/—3_, gdzie gm — gesto§¢ ruchomych dyslokacji, & — wektor Burgersa,

¢ — predko$¢ diwieku w materiale.
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Zwréémy uwage, ze réwnanie ewolucji (6.10) zostalo podane w postaci zaleznosci od
napreZenia. Sklania nas to do zastapienia zmiennej poszukiwanej E- w (6.12) napreze-
niem 7T~

Dzieki (6.9), (6.10) i (6.12) mamy*"

0 dla |T-| < k,,
%(lzl _1)" dla k; < |T7] < ks,

(6.13) ‘%'Zt L —'é)’z (ILI _1)_1_;1_(’;_?_1)" dla k, < |T|~ < ks,
%(Fexp(_ '%')) dla |T-| > k,.

Jasne jest, Zze je§li chcemy znaé wplyw wszystkich obszaréw na czole fali uderzeniowe;j,
poczatkowy impuls |77 (0)| musi byé wigkszy od k;.
Rozwigzujac réwnanie (6.13) dla obszaru trzeciego otrzymamy

cxp(zi%,w) | exp(_l_fﬂ)

(6.14) |T-(t)l = —Bln , Ww=1In o
JY2 —expl| = _ON

1+cxp(2—Bt+w) 1 cxp( 3 )

Naprezenie |7~ (¢)| maleje, wige istnieje skoniczony czas ¢, taki, Ze zostanie osiggnigta
graniczna warto$§é k;
|T~(to)] = kj.
Mozna ten czas wyznaczyc

s ol el 50

(6.15) ty = mln "y o
[1 —cxp(——B—s)] exp(T) .

W drugim obszarze stosujemy t¢ samg procedurg wyznaczajac |7~ ()| oraz czas przejs-
cia ¢, granicy obszaru k,. W efekcie otrzymamy nast¢pujace rozwiazanie (6.13) na war-
toéé naprezenia |7-| na czole fali:

[ln(l+exp)(&t+ )—jzy—;t—w], 0t <,

(6.16) T~ (1) = | ks+ [k3 —kyt k;”‘ (%—1) ](exp T2 (g t)—l), to <t <t
2 1

1-n
k, +k1l(k2 1) "” (t—tl)(n—l)]’ ", t>1,.

41 Uzyliémy wartoSci bezwzglednej naprezenia, gdyz chcemy w ten sposéb jednocze$nie rozpatrzyé
rozciggajace 1 $ciskajace napreZenia. '
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Zauwazmy, Ze lim |T~(¢)| = k,, co oznacza, Ze w nieskonczenie dlugim czasie osig-
-0 o

gniemy statyczna granicg plastyczno$ci &k, na czole fali.

Interesujace jest podanje szacunkowych wartoéci czaséw przejécia poszczegdinych
obszaréw. W [23] podano obliczenia dla prébki aluminiowej. Przyjmujac poczatkowy
impuls o wielkosci |7-(0)] = 19,62 - 10® dyn/cm? otrzymano

to = 1,03x10"7s, ¢, = 3,70x10~7

f
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‘PeswoMme

AHAJIN3 OOHOMEPHBIX YIOAPHBIX BOJIH W BOJIH YCKOPEHMUS
B HEYIIPYT'OMl CPEOE

B paBoTe ncnosb3oBaHa MOAENs HEYNpPYroi (MCCHNATHBIHON) CPEMAbl, KOTOPAs OMHCHIBAETCS uepe 3

Aedopmaunio 1 KOHEUHOE HMCIO AONOIHUTENBHBIX BETHYUH, Ha3bIBAEMbIX BHYTPEHHUMH MEPEMEHHLIMU
cocrostHuA (MM BHYTpeHHumMH napamerpamu). IlyTem cooTmeTcTBYylouiero noxbopa BHYTPEHHHUX Iapa-
METPOB MOYKHO YCMELIHO MPUMEHHTH 3TY MOAEb K OITHMCAHHUIO CTAPCIOLIHMX BSI3KO-YIPYrUX HIIH YIPYTro-
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BSI3KO-IIJIACTHYHbLIX MaTepuanoB. [Toa BonHamu B paboTe oApa3yMeBalOTCA HEKOTOpBIE KpHBbIe B (ha3o-
BOM MPOCTPaHCTBE X—!, Ha KOTOPbIX HMEIOT MECTO Pa3PblBbI BEJMUHH , OIHUCHIBAIOIMX COCTOSIHHE CPEbI
(unu paspsiBbl POH3BOAHDLIX 5THX BeNHuuH). Ilonyuenwr auddepeHuHanbHble YpaBHEHHS, ONHCbIBa-
IOIMe M3MEHEHME MO BPEMEHH aMILIUTYA YAADHbIX BOJH M BONH YCKOpeHHA. OGHApYKEHO CYIECTBO-
BAaHME KKPUTHYECKUX» amIuuTyA. ChopmyJIHpOBaHbI BBIBOAbI, KAaCAIOUIMECA JIOKAJIBLHOTO U IJI00aNIBHOrO
[I0 BPEMEHH NOBEAEHI amnnuTyd. [IpeaaraemMblil MeTon aHAIM3a IPHMEHEH KK MCCIENOBAHHIO pacipo-
CTpaHeHus1 BOJH B lI€NUHEAIIOM BSA3KO-YIIDYTOM U YIIPYro-BsI3KO-TNIACTHUHOM MaTepHalax.

Summary

ANALYSIS OF ONE-DIMENSIONAL SHOCK AND ACCELERATION WAVES IN INELASTIC
MEDIUM

The model of the inelastic (dissipative) continuous media assumed in the paper is described by the
strain and by the finite set of additional variables, called the internal state variables or internal parame-
ters. After appropriate specification of internal variables the model may be used to deseribtion viscoelastic,
ageing or elastic-viscoplastic materials. In the paper the waves are understood as some special curves
in the phase space X-f, on which the variables describing the behaviour of the medium, or their deriva-
tives, suffer jump discontinuities. The explicit expressions for the change in the amplitudes of accelera-
tion and shock waves are derived. These expressions established the existence of «critical» amplitudes.
The propositions on the local and global (in time) behaviour of the amplitudes are formulated. The above
analysis is applied to the wave propagation in non-linear viscoelastic and elastic-viscoplastic materials.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 5 marca 1975 r.
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SCIANKE SKRAPLACZA
BoGguMiL BIENITASZ (RzEszéw)

1. Oznaczenia

pole wewnetrznej powierzchni skraplacza termosyfonu [m?2];

§rednica rurki rermosyfonu wewnetrzna i zewnetrzna [m],

przyspieszenie ziemskie [m/s?],

entalpia parowania [kJ/kg],

$redni wspéblezynnik przenikania ciepla przcz $cianke skraplacza termosyfonu odniesio-
ny do powierzchni zewnetrznej [W/(m3deg)],

j.w., odpowiednio dla kondensacji filmowej lub kroplowej [W/(m?deg)],

efektywna dlugo$¢ skraplacza termosyfonu [m],

liczba transportu [kg/s®],

moc cieplna termosyfonu [W],

moc graniczna termosyfonu, moc zalewania skraplacza [W],

ci$nienie pary czynnika roboczego [bar],

liczba Prandtla,

strumien cieplny [W/m?2],

catkowita oporno$¢ cieplna przenikania ciepla, !/k [m?deg/W],

oporno$é cieplna konwekcji po stronie ogrzewanego pltynu [m?deg/W],

opornoéé cieplna nieskraplajagcych sie gazéw zawartych wewnatrz termosyfonu [m?deg/W],
opornosé cieplna kondensacji [m2deg/W],

j.-w., odpowiednio filmowej i kroplowej [m3deg/W],

oporno§é cieplna przewodzenia przez $cianke [m?deg/W],

opornoéé cieplna warstewki zanieczyszczen [mZdeg/W],

liczba Reynoldsa,

réznica temperatury nasycenia czynnika roboczego termosyfonu i temperatury wewnetrz-
nej Scianki przy kondensacji odpowiednio filmowej i kroplowej [deg],

parametr plynu [kg/(ms3)1/2], . '

lepko§¢ dynamiczna kondensatu [kg/(ms)],

lepkoéé kinematyczna pary czynnika roboczego termosyfonu [m?/s],

gesto$é cieczy czynnika roboczego termosyfonu [kg/m3],

gesto§é pary czynnika roboczego termosyfonu [kg/m?3],

napiecie powierzchniowe na granicy: ciecz-para czynnika roboczego [kg/s?].

2. Wstep

Dwufazowy termosyfon, zwany w dalszym ciagu termosyfonem, jest elementem wy-
miennikéw ciepla o efektywnej osiowej przewodnosci cieplnej od 40 do 10 000 razy wigk-
szej od czystej miedzi o tej samej masie. Rysunek 1 przedstawia zasaag¢ dzialania ter-
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mosyfonu wykonanego z rury, pracujacego w wymienniku ciepta, w ktérym cieplo jest
przekazywane od czynnika I do II. W ukladzie zamknietym termosyfonu znajduje sie
pewna ilo§¢ czynnika roboczego, ktdéry jest nosnikiem ciepla. Czynnik otrzymuje energie
w czasie wrzenia w parowniku, a oddaje przy skraplaniu w skraplaczu termosyfonu,
Maksymalna moc cieplna termosyfonu przekazywana w kierunku osiowym jest funkcja
temperatury pracy. Na rys. 2 przedstawiono schematycznie zakres stosowalnoéci termo-

\
// N ]

N

| 7
A,

/
//?
L~

Osiowa moc cieping —

Temperatura  ——
Rys. 2

syfonu. Ograniczenie mocy wynika z réZznych przyczyn, zaleznie od temperatury pracy
zawartej w obszarze stosowalnosci cieczy roboczej. I tak, przy temperaturach zblizonych
do dolnej granicy zakresu pracy czynnika (rozruch) ograniczenie mocy wynika z wysta-
pienia przeplywu krytycznego pary (predkos$¢ pary réwna predkosci dZwigku) na jej drodze,
co zdarza si¢ najczesciej u wejécia do skraplacza, i ustalenia w ten sposéb wydatku pary.
Ograniczenie to przedstawia krzywa I - 2.

Ze wzrostem temperatury pracy predkodé krytyczna gwaltownie roénie i nie limituje
juz mocy. Ze wzrostem mocy cieplnej przekazywanej w kierunku osiowym wzrasta pred-
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ko$§¢ pary, a zarazem naprezenie styczne na granicy: para-sptywajagcy w dét kondensat,
wystepuje falowanie kondensatu i jego porywanie przez strumieni pary. W krytycznej sy-
tuacji nastepuje zalanie skraplacza oznaczajgce réwnoczesne osuszenie parownika, co
powoduje obniZenie wydatku pary i mocy. Moc cieplna, przy ktérej nastepuje zalanie
skraplacza mozna obliczy¢ stosujgc réwnanie

. (1) Pgr — 0’26lﬂAi’gd2,32(g/‘ul)0.l54900,845910.307-

Powyzsze réwnanie zostalo wyprowadzone przez autora na podstawie kryteriéw Soro-
WIOWA i in. [1] okre§lania obszaru niestabilnego ruchu kondensatu przy przeptywie dwu-
fazowym w pionowych rurach®. Przy wyZszych temperaturach roboczych juz nie pory-
wanie kondensatu, ale cyrkulacja czynnika roboczego staje si¢ czynnikiem limitujacym
osiowa moc cieplng termosyfonu wedhug krzywej 3 - 4 na rys. 2. Zdolnoéé czynnika robo-
czego do cyrkulacji zaleZy od szeregu jego wlasnosci fizycznych. Czynnik nalezy oczywiscie
dobieraé¢ pod tym katem tak, aby omawiane ograniczenie bylo jak najmniejsze. Kryterium
selekcji czynnikéw jest tu tzw. liczba transportu cieczy, zdefiniowana [2] jako

oadiy

H
w przypadku, gdy giéwnym oporem cyrkulacji jest opSr splywu kondensatu ze skraplacza
do parownika. Ze wzrostem tej liczby krzywa 3 - 4 przesuwa si¢ ku wigkszym warto$ciom
mocy. I tak na przyklad, woda ma stosunkowo wysoka liczbe transportu w poréwnaniu
z innymi czynnikami w zakresie od 290 do 550 °C.

Bywa, ze gléwnym oporem cyrkulacji jest opér przeplywu pary. W tej sytuacji obo-
wigzuje inne kryterium, mianowicie tzw. parametr plynu wprowadzony przez SILVERSTEINA
[3], zdefiniowany jako

) g (“—”’—)'

Q) Ne =

Vo

W przypadku zwyktych termosyfonéw decydujacy rolg odgrywa opdr sptywu kondensatu.

Kolejne ograniczenie mocy, przy najwyzszych temperaturach, wynika z mozliwosci
wystapienia w parowniku wrzenia blonowego charakteryzujacego si¢ duzym oporem
cieplnym. Krzywa 4 -5 przedstawia to ograniczenie.

Temperatury robocze leza zazwyczaj w przedziale od temperatury punktu 2 do tem-
peratury punktu 4, dlatego tez nominalng moc cieplna termosyfonu dla wybranej tempe-.
ratury roboczej okreéla si¢ praktycznie jako o kilkadziesigt procent mniejsza od wyliczonej
z réwnania (1). 4

Précz tego, Ze termosyfon umozliwia otrzymywanie duzych strumieni cieplnych przy
malych gradientach temperatury, ma on dodatkowe zalety: "

— moze stuzyé jako transformator strumienia cieplnego, tzn. pobieraé cieplo przy
malym strumieniu, a- oddawa¢ o duzym i odwrotnie oraz zmienia¢ nieréwnomierny stru-
mien cieplny na réwnomierny,

— moze stuzyé do kontroli proceséw wymiany ciepla; praca przy stalej temperaturze,

1 Praca na ten temat zostala przeslana do druku w «Mechanice Teoretycznej i Stosowanej»

9 Mechanika Teoretyczna
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przekazywanie ciepla wtedy, gdy jest to wymagane (jako tzw. przelacznik cieplny), prze-
kazywanie ciepta tylko w jednym kierunku (dioda cieplna).

A oto przyklady konkretnych zastosowan termosyfonéw:

— chlodzenie elementéw urzadzen elektronowych,

— odparowanie kropelek paliwa za gaznikiem silnika tlokowego przy pomocy ciepta
ze spalin (vapipe),

— elementy wymiennikéw ciepla stosowanych w instalacjach energetycznych,

— chlodzenie hamulcow,

— nieobmarzajgce boje i inne urzadzenia morskie,

— wykorzystanie energii gleby o zamarznigtej powierzchni,

— jako elementy konstrukcyjne $ciskane i rozciggane dla zmniejszenia napreZen i od-
ksztatcen termosprezystych w stosunku do jednorodnych elementéw.

3. Przenikanie ciepla przez §cianke skraplacza termosyfonu

Wspdélczynnik przenikania ciepla przez §cianke skraplacza termosyfonu jest odwrot-
nie proporcjonalny do sumy opornosci cieplnych miedzy skraplajaca si¢ parg a ogrzewa-
nym plynem. Opornoéci zilustrowano na rys. 3. Mamy wiec

@ k =1/R,
gdzie
®)] R =R, +R;+R,+ R, +Ry.

Rurka skraplocza
Termosyfonu

Ogrzewany

Pign
T

FParg
hasycona
Ts

Rys. 3

W réwnaniu (5) nie ujeto opornoéci zanieczyszczen po stronie pary, gdyz wnetrze ter-
mosyfonu jest dokladnie czyszczone przed napetnieniem, a w dodatku czynnik roboczy
jest zamkniety, co wyklucza osadzanie si¢ zanieczyszczen w czasie pracy. Do ruchu do-
puszcza sie wylacznie termosyfony o bardzo malej zawarto§ci gazéw nieskraplajacych
sie. Oprdznianie termosyfonu do ci$nienia rzedu 10=# Tr oraz zastosowanie do budowy
$cianki materialéw nie reagujacych z czynnikiem roboczym umozliwia zmniejszenie war-
toSci R,, praktycznie do zera.
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Kondensacja pary czynnika roboczego w termosyfonach stosowanych do tej pory jest
kondensacja filmowa. Warto§¢ wspolczynnika przenikania ciepla dla skraplacza termo-
syfonu przy ogrzewaniu czystych ptynéw jest limitowana w tym przypadku na ogél przez
opdr konwekeji po zewngtrznej stronie skraplacza i opdr przejmowania ciepta przy skrap-
laniu, poniewdz opdr cieplny przewodzenia przez $cianke jest zwykle bardzo maty. W przy-
padku uzycia termosyfonéw do ogrzewania gazéw, opér cieplny Scianki i opdér konden-
sacji nie odgrywaja istotnej roli. Natomiast w przypadku ogrzewania cieczy, opor cieplny
kondensacji filmowej jest rzgdu oporu cieplnego konwekcji wymuszonej po zewngtrznej
stronie termosyfonu.

W przypadku pojedynczego termosyfonu, jak na rys. 1, opor cieplny konwekcji wy-
muszonej po stronie ogrzewanej cieczy mozna obliczy¢ jak dla optywu walca, na przyklad
z réwnaf (10-7a) w [4], opér przewodzenia §cianki skraplacza z podstawowego wzoru
dla przypadku ustalonego przewodzenia przez $cianke rury, $redni za$ op6r kondensacji
czynnika roboczego na podstawie réwnan (10 - 7a) w [5]. W wyniku kombinacji ostatniego
réwnania z réwnaniem

_adTgg  mdLATge
© Rse=—p =

otrzymuje si¢

43 1/3
™) ATSF=(5)/( Lt )/
a 0,943%g0i(01— 0v)k? Aiy,
co mozna wykorzysta¢ w réwnaniu (6) do obliczenia Rgp.

W tablicy 1 podano dla przykladu wartosci obliczone przy zaloZeniu, Ze skraplacz
termosyfonu o dlugosci L = 1,24 m w ksztalcie rury miedzianej o $rednicy wewnetrznej
d = 26 mm i zewngtrznej D = 34 mm ogrzewa wode przeplywajaca w kierunku prosto-
padtym do osi termosyfonu o (Pr) = 5 lub powietrze o $redniej temperaturze 30 °C, przy
czym czynnikiem roboczym jest woda o temperaturze roboczej 40 °C, asmoc termosyfonu
wynosi 700 W.

Tablica 1
Woda |Powietrze | Woda
kp—k
R R, R Rsp k k b= FRr
(Re) 8 } ’ SF ' SD . F D kr 100
1073 m? deg/W W/(m? deg) %
10% 0,5 25 1534 1922 25,7
| | 0,0133 0,111 | 0,00633
5-10% 0216 | 885 | 2722 4250 56,1

Mimo Ze dotychczas stosowane termosyfony stanowia elementy wymiennikéw o bar-
dzo intensywnej wymianie ciepla, to w niektdrych zastosowaniach mozliwa jest dalsza
intensyfikacja. Mianowicie, po zastapieniu kondensacji filmowej kondensacja kroplowa,
co proponuje autor, otrzymuje si¢ znacznie mniejszy opér cieplny skraplania. Nie ma
to duzego znaczenia w przypadku wykorzystania termosyfonéw do ogrzewania gazdéw,
kiedy w zasadzie tylko opdr cieplny konwekcji przy zewnetrznej powierzchni skraplacza

9%
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decyduje o wartosci wspolezynnika przenikania ciepta. Natomiast przy ogrzewaniu cieczy
opor cieplny przejmowania jest tego samego rzgdu co opdr cieplny kondensacji filmowej,
a zatem zastgpienie kondensacji filmowej kondensacja kroplowa musi spowodowaé zde-
cydowane obniZenie catkowitego oporu cieplnego.

4. Kondensacja kroplowa w termosyfonach

Kondensacja kroplowa wystepuje wtedy, gdy powierzchnia wymiany ciepla jest trudno
zwilzalna przez kondensat. Kryterium zwilzalnodci stanowi kat przylegania. Dobrej ja-
koéci kondensacj¢ kroplowa mozna otrzymaé przy kacie przylegania okolo z/2. Duzy
kat przylegania maja ciekle metale, np. rt¢¢ (bardzo duZe napigcie powierzchniowe), na-
tomiast dla innych czynnikéw wlasno§¢ t¢ mozna praktycznie osiagnaé stosujac nastepu-
jace promotory:

a) cienkie warstewki powierzchniowe uzyskane na drodze chemicznej,

b) stanowiace powierzchniowa wykladzing z obcego, niezwilzalnego materiatu,

¢) platerowane ze szlachetnych metali,

d) wstrzykiwane do czynnika roboczego.

Najmniejsze wartoéci oporéw cieplnych otrzymuje sig, jak dotad, przy wykorzystaniu
promotoréw chemicznych, ktére jednak okazaly si¢ najmniej trwalymi, gdyz podlegaja
zmywajacemu dzialaniu kondensatu. Maksymalna trwalo§¢ tych promotoréw nie prze-
kracza w przypadku kondensacji pary wodnej stu godzin pracy, po czym pokrycie wy-
maga renowacji.

Niektére materialy sa z natury rzeczy niezwilzalne przez niektdre ciecze robocze, np.
teflon jest niezwilzalny przez wode¢. Badania prowadzone pod katem przydatnoéci tef-
lonu do budowy skraplaczy pary wodnej wykazaly [6], Ze na teflonowych powierzchniach
otrzymuje si¢ dob‘rej jako$ci kondensacje kroplowa w czasie kilku tysigcy godzin pracy.
Utrata pierwotnych wlasno$ci nastgpuje wskutek stopniowego osadzania si¢ na teflonie
substancji, ktére niosla ze soba §wieza para. MoZna przypuszczaé, ze w przypadku ter-

mosyfonu, gdzie czynnik jest ciagle ten sam, trwaloé¢ tego rodzaju promotora bedzie
~ praktycznie nieograniczona. Przy pokrywaniu wewngtrznych powierzchni rur warstewka
niezwilZzalng w rodzaju teflonu nalezy liczy¢ si¢ z trudno$ciami technologicznymi i wysokim
kosztem. Po drugie, stosunkowo duza grubos¢ i niska przewodno$¢ cieplna teflonu [k =
= 0,173 W/(m deg)] zmusza do uwzgledniania dodatkowego oporu cieplnego. Nie jest
on jednak az tak duzy, aby przekresli¢ celowos$¢ stosowania kondensacji kroplowej.

ErB stwierdzil do§wiadczalnie ([7, 8]), Ze zloto, srebro, a w pewnym stopniu réwniez
pallad, rod i platyna moga by¢é wykorzystane jako powierzchnie niezwilzalne przez wodg.
I tak, na ziotej powierzchni ErB otrzymywal kondensacj¢ kroplowa przez 4,7 roku, co
tlumaczy tym, ze powierzchnie z metali szlachetnych sa wolne od tlenkdw i pozostajg czyste.
Odmienne zdanie na ten temat maja WILKINS i in. [9], ktérzy badajac kondensacj¢ pary
wodnej na pionowych rurach migdzy innymi platerowanych zlotem stwierdzili, ze po
tygodniu pracy na 95% powierzchni rur wystgpowata kondensacja filmowa. Autor niniej-
szej pracy prowadzil badania kondensacji pary wodnej z instalacji cieplowniczej (praca
w druku) na pionowej rurze platerowanej zlotem i stwierdzit wystgpowanie dobrej jakosci
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kondensacji kroplowej przez ponad 30 godzin pracy, przy czym przy bardzo duzych'stru-
mieniach cieplnych mozna bylo zauwazy¢ na powierzchni rury niewielkie miejsca, gdzie
_wystgpowata kondensacja filmowa. Oczywista wada uZywania szlachetnych metali do
pokrywania powierzchni skraplania jest duzy koszt.

Kondensacje kroplowa mozna tez spowodowaé przez pokrycie powierzchni wymiany
ciepta cienka warstewka substancji cieklej, ktora czyni powierzchni¢ niezwilzalng. W od-
niesieniu do pary wodnej przebadano dziesigtki tego typu promotoréw z zastosowaniem
do energetycznych skraplaczy pary wodnej. Na przyklad, jak wynika z badan BROMLEYA
i in. [10] najlepszym promotorem przy skraplaniu pary wodnej z wody morskiej jest
(C,sH3,S)4Si. W zastosowaniach energetycznych promotor jest wstrzykiwany do $wiezej
pary i wraz z nia dostaje si¢ na powierzchni¢ skraplania. Zaleta tego sposobu jest moz-
liwo$¢ pominigcia specjalnego przygotowywania powierzchni wymiany ciepla, a wada
w zastosowaniu do skraplaczy energetycznych — zanieczyszczanie pary promotorem oraz
konieczno$é cigglego uzupelniania. Wymienione wady nie wystepuja w zastosowaniu tego
typu promotoréw do uzyskiwania kondensacji kroplowej w termosyfonach.

W przypadku termosyfonu wystarczy jednorazowe wstrzyknigcie promotora dobra-
nego do warunkdéw pracy tak, aby nie ulegal rozpadowi oraz w takiej iloéci, aby zapew-
niajgc dobra jako$¢ kondensacji kroplowej nie zwigkszy¢ oporu cieplnego przy wrzeniu
w parowniku termosyfonu. Koszt takiego przedsigwzigcia jest niewielki — praktycznie
zerowy, gdy2 po picrwsze stosowane iloSci promotoréw bylyby bardzo mate, a po drugie
wstrzykniecie mozna by wykonaé, w procesie napetniania tcrmosyfonu czynnikiem.

PowyZsze przemawia za ostatnim sposobem uzyskiwania kondensacji kroplowej w ter-
mosyfonach w przypadku, gdy znany jest rodzaj promotora stosownie do rodzaju czynni-
ka roboczego. Jak dotad znamy jedynie szereg bardzo dobrych promotoréw majacych
zastosowanie w przypadku wody. Na pytanie, jaki promotor naleZzy zastosowaé w przy-
padku innego czynnika mozna by odpowiedzie¢ dopiero po przeprowadzeniu odpowied-
nich badan. ‘ _ : : '

Opér kondensacji kroplowej sklada si¢ z oporu przejmowania ciepta od pary do kro-
pelek kondensatu, oporu przewodzenia przez kropelki kondensatu oraz oporu przewodze-
nia przez warstewk¢ promotora pokrywajaca cala powierzchnie wymiany ciepta. Ten
ostatni opér mozna pomingé, mimo iz przewodnoéci cieplne cieklych promotoréw sa
stosunkowo male, a to dlatego, ze warstewki maja bardzo male gruboéci wskutek przede
wszystkim zmywajacego dziatania kondensatu. I tak, jak wynika z oceny LE FEVRE i ROSE
w [11], grubo$§é warstewki promotora w przypadku skraplania pary wodnej wynosi prawie
zero dla kwasu montanowego oraz waha si¢ w granicach od 0,18 do 0,06 pm dla dodekanu
silanu. Odpowiada to wielokrotno$ci od okolo 90 do 30 grubo$ci warstewki jednoczastecz-
kowej ostatniego promotora. '

Wartoéci liczbowe dotyczace kondensacji kroplowej zestawia sie, podobnie jak dla
filmowej, w postaci korelacji: calkowity §redni opér cieplny w funkcji strumienia cieplnego
lub réznica temperatury nasycenia i §cianki stalej w funkcji strumienia cieplnego. Poglad
na sprawg oporu cieplnego (uwzgledniajacego przewodzenie przez kropelki kondensatu)
przy kondensacji kroplowej w poréwnaniu z filmowa mozna sobie wyrobié¢ na podstawie
dostgpnych danych do§wiadczalnych dla wody oraz opracowan teoretycznych, jak na
przyklad praca [12] czy tez [13]. GRaAHAM [14] podaje zaleznoéci oporu cieplnego przy
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kondensacji kroplowej w funkcji strumienia cieplnego wedtug réznych badaczy, stwier-
dzajac duzy rozrzut. Réznice wynikaja z warunkéw badan; w gre wehodzi rodzaj czynnika
oraz promotora, rodzaj, geometria i nachylenie powierzchni skraplania i inne. Wyniki
badafi podsumowuje GRIFFITH [15] stwierdzajac, ze w przypadku kondensacji kroplowe;j
nalezy sie¢ spodziewaé oporéw cieplnych od 10 do 80 razy mniejszych niz przy kondensacj
filmowe;j.

Przechodzac do szczegdldw dotyczacych kondensacji kroplowej, na przykiad pary
wodnej przy ciénieniu 1 bar, na powierzchniach miedzianych mozemy wykorzystaé dane
do$wiadczalne otrzymane, przy uzyciu dwusiarczku dwuoktadecylu (C,gHj-),S,, przez
nastgpujacych badaczy: LE FEVRE i ROSE [16, 17], TANNERA i in. (18), CITAKOGLU i ROSE’
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[19], GrRAHAMA [20] oraz WILMSHURSTA i Rose [2]1] zamieszczone na rys. 4. Linia ciagla
naniesiono na rysunku krzywa uzyskana przez LE FEVRE i RosE [11] na drodze giéwnie
analizy teoretycznej kondensacji kroplowej. Jak widaé z rysunku, krzywa ta bardzo dobrze
reprezentuje naniesione wyniki badan do§wiadczalnych i moze byé uzyta do obliczen oporu
cieplnego kondensacji kroplowej w danym przypadku.

Dla termosyfonu o wymiarach i mocy podanych wyzej, strumiefi cieplny wynosi okoto
0,007 MW/m2, Przebieg linii ciaglej na rys. 4. w zakresie malych strumieni da si¢ przy-
blizy¢ linig prosta, z pochylenia ktérej mozna dokladniej okresli¢ warto§¢ oporu cieplnego
kondensacji kroplowej dla powyZszego strumienia. Wynosi on okoto 6,34 m? deg/W.
W tablicy 1 zamieszczono przykladowe wartoéci wspdtczynnika przenikania ciepla ob-
liczone dla powyzszego termosyfonu z kondensacja kroplowa w zastosowaniu do ogrze-
wania wody oraz wskazano na wyrazny wzrost tego wspélczynnika.

5. Whioski

Kondensacja kroplowa jest korzystnym rodzajem kondensacji w termosyfonach stu-
zacych do budowy wymiennikéw ciepta do ogrzewania cieczy. O ile przy kondensacji
filmowej opdr cieplny kondensacji jest rzgdu oporu cieplnego konwekcji wymuszonej przy
ogrzewaniu cieczy, to przy kondensacji kroplowej jest on zaledwie rzgdu oporu cieplnego
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$cianki termosyfonu. Pomijajac opdr cieplny kondensacji kroplowej popelniamy mini-
malny blad; w przykiadzie liczbowym przytoczonym w tekscie — od 1,7 do 3.7%.

Praktyczna realizacja kondensacji kroplowej juz obecnie jest fatwa i tania w przypad-
ku niektérych czynnikéw wymagajacych promotora, np. wody, a to przez jednorazowe
wstrzykniecie promotora w procesie napelniania termosyfonu. Wspdiczesna znajomosé
promotoréw dla wigkszoéci czynnikéw stosowanych w termosyfonach jest jeszcze nie-
wystarczajaca, co powoduje konieczno$¢ prowadzenia badan w tym zakresie.

Wzrost wspoiczynnika przenikania ciepla przez §ciankg skraplacza termosyfonu uzyska-
ny przez zastapienie kondensacji filmowej kondensacja kroplowa umozliwia powazne
zmniejszenie wysokosci skraplacza przy tej samej mocy termosyfonu. W kazdym przy-
padku zastosowan praktycznych da to w efekcie zmniejszenie kosztéow inwestycyjnych,
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Peswome

BJIMSTHUE MMPUMEHEHUS KATUIEBUOHOM KOHIEHCALIMY B ONMWHAPHOM
JBYXPA30BOM TEPMOCHPOHE HA KOSDPPHNUMEHT
TENJIOCIMNPOBOOHOCTH CTEHKM KOHIOEHCATOPA

B pabore npenyorkena 1 00OCHOBAHA pacucTOM 3aMEHa MpHMEHsCeMOll 10 cux nop B ABYx}a30oBbIX
TepMocHdOHAX [JIA MOJOrpeBa HUAKOCTH IUIEHOUHOIl KOHASHCALMH Ha KalvleBuanyio. bnaronapst oueHn
Gonpiomy K03 HULMEHTY Nepefadn TeIIa, NPH KarvIEBHAHON KOHAEHCALMHA HMEET MECTO 3HAUMTEIBHbBIH
POCT ycpeHeHHOro 103G GHIHEHTa TEMJIONPOBOJHOCTH CTEHKH KOHMeHcaTopa. PocT aToT Tem Goibiue,
yeMm TYpOyJIeHTHee [IOAOrPeBaeMast ¥ KMIKOCTb. JTO MO3BOSIIET YMEHBIIIUTH Pa3sepbl KOHAEHCATOPA B TEP-
mocudoHe. '

Summary

. THE EFFECT OF APPLICATION OF DROPWISE CONDENSATION IN A SINGLE TWO-PHASE
. THERMOSIPHON ON THE HEAT TRANSFER COEFFICIENT ACROSS THE CONDENSER
WALL

The concept of applying the dropwise condensation instead of the filmwise one in thermosiphons
used for heating of liquids has been outlined in this paper. A great increase of the overall heat trans-
fer coefficient across the wall of the ¢ondenser of the thermosiphon may be obtained due to a very
high heat transfer coefficient of the dropwise condensation. The greater is the turbulence of the heated

. liquid, the greater will be the overall heat transfer coefficient. It enables us to decrease the dimensions
of the condenser of the thermosiphon.

“INSTYTUT LOTNICTWA
POLITECHNIKA, RZESZOW

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 9 paidziernika 1975 r.



MECHANIKA
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

1, 14 (1976)

O PEWNEJ NOWEJ METODZIE ANALIZY STATECZNOSCI ROZWIAZAN UKEADOW
NIELINIOWYCH O JEDNYM STOPNIU SWOBODY

ALICIA P1IENIAZEK, WIESLAW PIENIAZEK (KRAKOW)

1. Wstep

W pracy [1] zostala przedstawiona pewna nowa metoda analizy stateczno$ci nielinio-
wych ukiadéw dynamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi dru-
giego rzedu. Autorzy oparli sig na nastgpujacym rozumowaniu: kazdy uktad dynamiczny
mozna uwazaé jako pewne pole dynamiczne, ktére dziala z pewna sita na znajdujacy si¢
w nim punkt materialny. Statecznos$é tego pola dynamicznego zalezy od tego, czy energia
zgromadzona przez punkt materialny roénie czy tez maleje pod wplywem sit pola.

Rozumowanie to doprowadzito do opracowania pewnego, wygodnego w stosowaniu,
algorytmu, na podstawie ktérego mozna wnioskowaé o statecznosci uktadu. Algorytm
ten umozliwia takZe badanie stateczno$ci cykli granicznych.

W niniejszej pracy zostanie przedstawiona idea metody, zgodnie z [1], jej poréwnanie
z innymi, istniejacymi metodami, oraz jej zastosowanie do badania stateczno$ci réwnania.
typu Rayleigha z nieliniowa charakterystyka sprezystosci.

2. Opis metody [I] i jej sens fizyczny

Niech ukiad dynamiczny bedzie opisany réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu
drugiego w postaci

2.1 X = f(x, %)
lub réwnowaznym mu ukladem réwnan pierwszego rzedu
22) F=y, =L,

gdzie f(x, y) jest funkcja nieparzysta, ze wzgledu na x, w ogdélnym przypadku nieliniowsa.
Jezeli uklad ten bedziemy uwazali za pewne pole dynamiczne, to wéwczas sifa tego
pola wyniesie

gdzie m jest masa punktu materialnego znajdujacego si¢ w polu. Wobec tego, rownanie
(2.1) mozna zapisaé w postaci

2.4) mi = mf(x, ).
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Przeksztalcimy powyzsze réwnanie w ten sposdb, ze dodamy i odejmiemy wyraZenie
mx (o wymiarze sity) do prawej strony. Wyrazenie to zinterpretujemy jako site zachowa-
weza, Otrzymujemy
2.5 mi = mf(x, X)+mx—mx.

Jezeli w powyzszym réwnaniu wprowadzimy oznaczenie

(2.6) A F, = mf(x, X)+mx,

to wowczas ruch punktu materialnego bedzie si¢ odbywal pod wplywem sily zachowa-
wczej i sity F;, co mozna ujaé zaleznoscia

2.7 mxk = F—mx.

Jesli obliczymy pracg sily F; podczas jednego, pelnego okresu ruchu 7, to w przypadku
gdy jest ona dodatnia punkt materialny znajdujacy si¢ w polu dynamicznym powigksza
swoja energig, co oznacza, Ze uklad (pole) jest niestateczny. W przeciwnym przypadku,
uktad posiada cechy statecznosci (gdy praca sily F; jest ujemna, to wowczas ukiad wydaje
pracg i energia punktu materialnego maleje). Zréwnowazmy sitg F, sila F, réwna co do
wartosci, lecz przeciwnie skierowang, tak aby punkt materialny wykonywal ostatecznie
ruch zachowawczy opisany réwnaniem

(2.8) X=—x
lub réwnowaznym mu ukladem réwnan pierwszego rzedu
(2.8a) ,‘x:y’ }9: -X.

Znak pracy wykonywanej przez sit¢ F, bedzie przeciwny do znaku pracy sily F;, a wiec
gdy praca Lgo sity Fy bedzie ujemna, to uklad bedzie niestateczny, za§ w przeciwnym
przypadku ukiad bedzie stateczny.

Obliczymy obecnie pracg sity F, w jednym, pelnym okresie ruchu 7. Otrzymujemy

T
2.9 Lro = | Foxd.
0

Poniewaz jest
(2.10) Fo = —F;

to praca ta wyniesie

—m[f(x’ -i-)+x]’

(2.92) Lo = —m [ [f(x, ¥)+x)xdt.

Uwzgledniajac (2.2) otrzymamy
T

(2.9b) Leo = —m [ GX+yp)dr.
0

Jak powiedzieliémy wczeéniej, ruch bedzie odbywal si¢ po okregu

Xx = rcos6,

2. . = .
2.11) J = rsin®, r = const > 0
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Rézniczkujac ktorekolwiek z réwnan (2.11) wzgledem czasu i wykorzystujac odpowied-
nio zalezno$¢ (2.8a) otrzymujemy

Wprowadzimy obecnie, zgodnie z [1], funkcje

X¥+yy _ xy+yflx, )
]/ X2+ 2 l/ X2+ y?
Jak widaé, jest to skladowa radialna predkosci fazowej: v, = r.
Zauwazmy teraz, Ze wyrazenie podcatkowe w (2.9b) mozna zapisaé, wykorzystujac
(2.13),
(.19 Xx+yy = x2+y% S'(x, ).

‘ Biorac pod uwagg (2.14), a takze (2.11) i (2.12), po zmianie granic calkowania wzdr
(2.9b) przyjmie postaé

(2.13) S'(x,y) =

27
(2.15) Lro = —mr [ S(r,0)d0, m>0,r>0.
0
Wprowadzimy obecnie funkcje
2n
(2.16) , g(r) = [ S(r, ©)d6.
0

Wobec tego, praca Lg, posiada znak j)rzeciwny do znaku wyrazenia (2.16), ktére fat-
wo obliczymy znajac funckje S(r, ©).
Funkcj¢ g(r) wykorzystamy zatem do okreélania charakteru stateczno$ci uktadu (2.1);
mianowicie: ,
—jezeli g(r) = 0, Vr > 0 to uklad jest zachowawczy,
(2.17) —jezeli g(r) > 0, Vr > 0 (Lgp < 0), to uklad jest niestateczny,
—jezeli g(r) < 0, Vr > 0 (Lg, > 0), to uklad jest stateczny.
Przy pomocy tej metody mozna badaé stateczno$¢ cykli granicznych. Postugujemy si¢

tutaj takze funkcja g(r).
Dla statecznego cyklu granicznego mamy:

» g(r)>0dla 0 <r<ry,
(2.18) g(ro) = 0,
g(r) <0 dlar > r,.

Dla niestatecznego cyklu granicznego jest:

gr)<0dlad<r<r
@19 g(ro) = 0,
gr)>0dlar>r,.
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Wprowadzimy jeszcze funkcje: R’(x, y) okre§long wzorem

. o
(2.20) R, y) = 2% _ H&0=0"
Vx*+y? Y x2+y?

Jest to sktadowa transwersalna vg = r6 predkosci fazowej. W dalszych rozwazaniach
bedziemy stosowaé funkcje R'(x, y), S'(x, y) lub R(r, ©), S(r, @) otrzymane po podsta-
wieniu w (2.13) i (2.20):x = rcos®, y = rsin®.

O statecznodci ukladu mozna sadzi¢ na podstawie analizy funkcji S(r, @) i R(r, O).
Mianowicie, zgodnie z [1], jezeli w punktach, gdzie R(r, @) = 0 funkcja S(r, @) < 0, to
wowczas uklad jest stateczny. Gdy w punktach, w ktérych R(r, ©) = 0 funkcja S(r, ©) > 0,
to uklad jest niestateczny. Interpretacje fizyczng powyZszych warunkéw mozna podaé
opierajgc si¢ na pracy [2). Podano w niej metode dwdch funkcji, pozwalajaca na oceng
stateczno$ci ukfadu na podstawie przebiegu trajektorii fazowych, ktdre mozna przewi-
dzie¢ na podstawie wykresdw tych funkcji na plaszczyznie fazowe;.

W pracy [2] ukiad (2.2) zinterpretowano jako uktad okre$lajacy predkoé¢ punktu ma-
terialnego na plaszczyznie fazowej. Wspomniane dwie funkcje sa okre$lone wzorami!’

(2.21) D(x,y) = xy+yf(x, ),
(222) ' YI(x’ y) = xf(x’ y)_yz-

Przedstawiaja one odpowiednio: iloczyn: skalarny i wspétrzedna iloczynu wektorowe-
go odlegtoéei r(x, y) punktu na trajektorii fazowej od poczatku uktadu wspdirzednych
i wektora. predkosci fazowej v(x, y) tego punktu. Jak latwo stwierdzi¢, licznik (2.13) jest
to funkcja ®(x, y), za§ licznik (2.20) jest to funkcja ¥(x, y). Znajac wykresy tych funkcji
na plaszczyznie fazowej mozemy sadzié¢ o przébiegu trajektorii fazowych ukladu (2.2).
W cytowanej pracy znajduje si¢ szereg przykladéw takiej analizy dla réznych typéw ukla-
dow. _

Poréwnajmy analize statecznoSci na podstawie metody dwdch funkcji w [2] z analiza
na podstawie funkcji R'(x, y) i S'(x, y) w nowej metodzie.

Warunek R’(x, y) = 0 oznacza to samo co ¥(x, y) = 0, czyli Ze wektory r i v pokry-
waja sig, a ich iloczyn wektorowy rx v = 0. Jezeli réwnoczeénie przy tym S'(x, y) <0,
a wiec D(x,y) <0, to uklad jest stateczny. Istotnie, iloczyn skalarny rx v <0, a to
§wiadczy o tym, Ze wektor v posiada zwrot przeciwny do wektora r i punkt porusza sie
w kierunku poczatku ukladu wspétrzednych. Przeciwny znak S'(x, y), przy réwnoczes-
nym R'(x, y) = 0, wskazuje na zgodne zwroty r i v i punkt oddala si¢ wéwczas od po-
czatku ukfadu wspdirzednych, a to §wiadczy o niestateczno$ci ukiadu dynamicznego.

Dalsze poréwnania z innymi metodami podamy pézniej, a obecnie przedstawimy
wspomniany algorytm z [1] w jego pelnej, usystematyzowanej postaci.

A.l. Tworzymy funkcje S'(x, y), R'(x, y)

xy+yf(x, y)

S'(x’ y) = VW

D W pracy [2] funkcja f(x, y). ma znak przeciwny, poniewaz uklad (2.2) jest .zapisany w postaci:
X =y, y = —f(x,¥), co nic ma wplywu na nasze dalsze rozwazania.
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_ )=
l/xZ +y2

lub funkcje R(r, ©), S(r, O), po podstawieniu w powyzszych wzorach x = rcos®, y =

= rsin@®.

R'(x, y)

A2. Badamy powyzsze funkcje; jezeli w punktach, w ktérych:

a) R(r, ®) = 0 funkcja S(r, @) < 0, to uklad -jest stateczny,

b) R(r, ®) = 0 funkcja S(r, ®) > 0, to ukiad jest niestateczny.
A3. Tworzymy funkcje g(r)

2
g(r) = fS(r,Q)dO, r = const. -
0

Ad4.  Na podstawie charakterystyki funkeji g(r) oceniamy stateczno$§é ukladu. JezZeli:
a)g(r)<0 Vr>0 i g@r)— — o, to uklad jest stateczny,

r—o0

b) g(r) =0 Vr>0, : to uklad jest zachowawczy,
c)g(r)>0 Vr>0, to uktad jest niestateczny.

d) uklad posiada stateczny cyk! graniczny, jezeli:
gir)>0dla0<r<ry, glro) =0,
g(r) <0dlar>ry;

e) uktad posiada niestateczny cy.kl graniczny, jezeli:
glr)<0 dla O<r<ry, glo) =0,
gir)>0 dla r>r,.

Jezeli funkcja R(r, ©) jest ujemna wszedzie, to wéwczas punkt A.4 powyZszego al-
gorytmu daje petng odpowiedZ o stateczno$ci uktadu.

Autorzy niniejszej pracy zbadali przydatrno$é przedstawionej metody do okre$lania
statecznoéci uktadéw o réznych typach punktéw osobliwych. Jak si¢ okazalo, dla ukla-
déw o siodlowym punkcie osobliwym metoda ta nie daje odpowiedzi o charakterze sta-
tecznoSci. W pozostatych przypadkach metoda daje wyniki zgodne z otrzymanymi przy
zastosowaniu innych metod.

Na zakoriczenie tego rozdziatlu podamy dalsze poréwnania i moihwoécn zastosowania
metody.

Napiszmy réwnanie trajektorii dla uktadu (2.2). Po wyrugowaniu czasu otrzymujemy

dy _ S,

(2.23) : e

W metodzie krzywych stykowych Poincare’go, (patrz np. [3]), bierze si¢ rodzing okr¢-
26w koncentrycznych, ze §rodkiem w punkcie osobliwym, o réwnaniu

(2.24) x4y =¢, ¢ =const>0.
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Po zrézniczkowaniu powyZszego réwnania otrzymujemy

dy X
dx y
Wobec powyiszego, krzywa stykowa jest opisana réwnaniem
(2.25) Sy X
y y

lub po przeksztalceniu
(2.26) xy+yf(x,y) = 0.

Jak tatwo stwierdzi¢ warunek ten mozna otrzymadé przyrownujac funkcje S’(x, y) do zera.
Utwdrzmy jeszcze stosunek [3]
rd® R(r, 9)

2.27) e S, 0) = tgp = const.

Otrzymali§my réwnanie izokliny wzgledem wektora wodzacego. Kat ¢ jest katem,
pod jakim krzywa calkowa przecina wektor wodzgcy. Jest to pewna modyfikacja metody
izoklin, stosowana w pewnych przypadkach topologicznej analizy drgan (patrz np. [3]).

3. Analiza stateczno$ci rozwiazan réwnania Rayleigha z nicliniowa charakterystyka sprezysto$ci

W pracy [1], przy pomocy opisanej metody, zbadano stateczno§é rozwigzan réwnania
typu Duffinga i Van der Pola.

Zastosujemy obecnie te metode do badania stateczno$ci réwnania Rayleigha z nie-
liniowa charakterystyka spreZystosci.

Rozpatrzmy réwnanie Rayleigha w postaci:

(3.1 X+ wix+yox® = (do—Po¥?)X,
gdzie t >0, Bo>0, yo>0.
Wprowadzimy transformacj¢ czasu i oznaczenia wedlug wzordéw:

o
Wo

(3.2) T = wyt, =, Bowo = B, %=7'
6

Po uwzglqdnieﬁiu powyZszych zaleznoéci otrzymujemy réwnanie w postaci bezwymia-
rowej

3.3) i+x+yx® = (a—FxH)x

Jub réwnowazny mu uklad réwnan pierwszego rzedu:

(.4 { x=7
DU = @—pyw—x—pe,

gdzie obecnie kropka oznacza pochodna wzglgdem bezwymiarowego czasu 7.
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Jak mozna si¢ przekonaé, uklad ten posiada jeden punkt osobliwy w poczatku ukiadu
wspotrzednych. W zalezno$ci od pierwiastkéw réwnania charakterystycznego jest on
wezlem lub ogniskiem niestatecznym. Pierwiastki te, dla naszego ukiadu, maja postaé:

1 |
(3.5) 11=%+7]/a2—4, /12:%_7]/&2_4,

JeSli @ > 2, to punkt osobliwy jest weztem niestatecznym, natomiast dla « < 2, punkt
ten jest ogniskiem niestatecznym.

Zbadajmy teraz, czy dla ukfadu istniejg trajektorie zamkniete i w jakich obszarach
mogg wystepowadé. Zastosujemy znane kryterium Bendixona. Prawe strony réwnan uktadu
(3.4) oznaczymy odpowiednio przez X i Y. Zbadajmy nast¢gpnie sume

. 0X +' Y

Ox dy

Zgodnie z kryterium, w obszarze w ktérym suma ta nie zmienia znaku, nie istnieje
cykl graniczny. W naszym przypadku obszar ten jest okre$lony zalezno$ciami:

— 0w <X < 4+ ]/z< < Z
’ 38 =7 3B

Napiszmy teraz réwnanie trajektorii ukladu. Po wyrugowaniu czasu z (3.4) otrzy-
mujemy

3.6) = a—38y2.

dy _ (a=pyY)y—x—yx*

(3.7) — >

Wyznaczymy réwnanie krzywej stykowej. Poniewaz poczatek ukladu wspoirzednych jest
punktem osobliwym, bierzemy rodzing okregéw koncentrycznych ze $rodkiem w tym
punkcie. Réwnania okregdw sa:

(3.8) x24+y? = ¢, ¢ = const.

Po zrézniczkowaniu powyZszego rownania otrzymujemy

X dy
(3-9) 7 - - E .
Krzywa stykowa opisuje réwnanie
(3.10) a=pymx—y® _ x
y y

lub po przeksztalceniu
3.11) Byt—ayr+yx3y = 0.

We wspdirzednych biegunowych réwnanie to mozna napisaé w postaci zalezno$ci na r
dla okregéw stykowych

(3.12) p2__ oasin®@
Bsin®@ +ycos*@ °



144 A. PienIAZEK, W. PIENIAZEK

Powyzsze rownanie mozna takze otrzymaé przyréwnujac S(r, @) do zera.
Z réwnania (3.12) mozna obliczyé rp,, 1 7. okregéw stykowych.
Zastosujemy obecnie algorytm przedstawiony w poprzednim rozdziale.
A1, Funkcje S(r, @) i R(r, ®@) maja nastepujacg postaé:
S(r, @) = rsin@cosO +sin®[(a— Prisin?@)rsin@ —yricos*@ —rcosd),
R(r, ©) = cosO[(a— Br3sin*@O)rsin@ — rcos@ —yricos*@] —rsin?6.
A2.  Znajdziemy r i ©, dla ktérych R(r,®) = 01 réwnocze$nie S, 0) < 0.
Z zalezno$ci R(r, ®) = 0 otrzymujemy
 p2ein2 . _33-_r_sin29
[(a—Br3sin?@)rsin®@—rcos®—yr3cos’@] = o0’
cos® # 0.2

Po podstawieniu powyzszego do nieréwnosci S(r, &) < 0 otrzymujemy
tg@ < 0.

co oznacza, Zze kat @ nalezy wybiera¢ z przedzialéw

(3.13) (n— —12—)91 <O <nm, gdzie (@r =0, +1, +2, )
Z warunku R(r, @) = 0 otrzymamy zwigzek na r, w postaci
in20—2
3.14 22 oS
(3.14) 2cos@(Bsin3@ +ycosO)

przy zaloZeniu, Ze mianownik powyZszego utamka jest rézny od zera.
Aby otrzymaé rzeczywiste r, prawa strona zalezno$ci (3.14) musi by¢ dodatnia. Za-
lezno$¢ te rozpatrzymy dla trzech przypadkéw wartosei a: I) a < 2, IDa > 2, I1I) « = 2.
Przypadek I: 0 < a < 2. Prawa strona (3.14) jest dodatnia, gdy:

(3.15 asin2@—-2 < 0,
cos@(Bsin*@ +ycos*@) < 0.

Pierwsza nieréwno$¢ zachodzi zawsze, druga nieréwno$é, gdy:

(3.16) cos@ < 0, Bsin*@+ycos®O > 0
lub
(3.17) ' cos@ > 0, Bsin®@+ycos’O < 0.

Rozpatrzymy nieréwnoéci (3.16). Pierwsza z nich jest spelniona, gdy kat © nalezy do
przedzialéw

(3.18) (2n+ %)'n <0< (2n+ —:2;—)91, (n=0, +1, £2,..).

B cos O nie moze byé réwne zeru, poniewaz warunek R(r, ©®) = 0 bylby spelniony tylko dla sin® =
=0, co dla tego samego kata © nie moze réwnocze$nie zachodzié.
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Po przeksztalceniu drugiej nieréwnosci otrzymujemy warunek

s =
tgb > — I/l ,
s 8
ktéry jest spelniony dla katéw

(3.19) [arc tg(— 3]/% )] +nn < 0 < (% -_i-n)n, (n=0,+1, +£2,..).

Rozpatrujac podobnie nieréwno$é (3.17) otrzymujemy warunki na & w postaci:

(3.20) (2n——;—)n<0< (2n+%)n, (n=0, %1, £2,..),

(3.21) (n—%)n <0< [arc tg(—gl/-% )]+nn, (n=0, +1, £2,..).

Biorac pod uwage (3.13), kat @ nalezy wybieraé, dla omawianego przypadku, z czgbci
wspolnej przedziatow: (3.13), (3.18) i (3.19) lub (3.13), (3.20), (3.21).

Przypadek Il: o > 2. Nalezy tutaj rozpatrzyé dwie pary nieréwnoéci:
asin20—2 > 0,
cos@(fsin*@ +ycos*@) > 0;
asin26—-2 < 0,
cosO(Bsin®*@ +ycos*O) < 0.

(3.22)

(3.23)

Analiza (3.22) wykazala, Ze nie istnieje wspSlny przedzial dla kata ©, w ktérym zacho-
dzityby wymagane dla stateczno$ci warunki R(r,®) = 01i S(r,0) < 0.
Analiza (3.23) daje w rezultacie nastepujace przedzialy kata O:

(3.24) % - % arcsin %) +nm < O < (n+ %arcsin%) +nm,
(n=0, £1, £2,..)
oraz warunki identyczne, jak (3.18), (3.19) i (3.20), (3.21). W przypadku II, kat @, dla
ktérego jest
R(r,0=0 i S(r,0)<0

nalezy ostatecznie wybieraé z cze$ci wspdlnej przedzialow: (3.13), (3.24), (3.18) i (3.19)
lub (3.13), (3.24), (3.20) i (3.21).
Dla przypadku III, « = 2 wspdlny przedziat ), dla ktérego funkcje R(r, ©) i S(r, ©)
speinialyby wspomniane warunki, nie istnieje.
A3. Obliczmy funkcje g(r):
27

2n

g(r) = fS(r, 0)do = f (r sin®cos@ +r asin®@ — Brsin*@ — yr3sin® cos*O —
0 0 :

' —rsin@¢cos@)dO,

10 Mechanika Teoretyczna
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Rys. 1. Cykl graniczny réwnania Rayleigha z nieliniowa charakterystyka sprezysta
3 2
(3.25) gry = —ar T,Br —al.

A.4. Badamy znak funkcji g(r).
Dla r > 0 jest:

o

0 et
g(r)>0, gdy O<r<2]/3ﬂ,

g(r) =0,

glr) <o,

gdy

gdy

s

r>21/

'
7

Skad wniosek, Ze dla rozpatrywanego réwnania istnieje stateczny cykl graniczny.
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Jako przykiad liczbowy rozpatrzymy réwnanie Rayleigha z nieliniowa charakterys-
tyka sprezysta dla nastgpujacych wartoSci wspdtczynnikow:
R
10 °

Cykl graniczny, dla tego przypadku réwnania jest przedstawiony na rys. 1. Na ry-
sunku tym znajduja sie takze krzywe @(x, y) = 01 ¥(x, y) = 0, obszar otrzymany z wa-

1
a =1, /32?: Yy =

runku negatywnego Bendixona, w ktorym nie istnieja trajektorie zamknigte (ograniczony

prostymi réwnoleglymi do osi x:y = l/ ), oraz prosta uko$na /, przechodzaca przez

o
38
poczatek uktadu wspolrzednych ograniczajaca z jednej strony obszar kata @, otrzymany
z czgSci wspdlnej przedziatow (3.13), (3.18) i (3.19) po podstawieniu wartosci liczbowych.
Okrag o promieniu r,,, byl otrzymany z warunku (3.12). Cykl graniczny zostal wyzna-
czony przy pomocy metody izoklin. Jak widaé z rysunku lezy on catkowicie w obszarze,
w ktérym funkcja ¥(x,y) < 0, a wiec R'(x,y) < 0. Zauwazmy, ze ograniczajacy go
okrag o promieniu r,,, = 2,58 lezy takZze w tym obszarze. Jak wspominalimy wczedniej,
w takim przypadku wystarczyto tylko zbadaé¢ znak funkcji g(r), co daloby peina odpo-
wiedz o statecznoSci.

Na zakonczenie podajemy réwnania izoklin i krzywych ¥(x, y), oraz @(x, y). Sa one
nastepujace:

(3.26) »*=5(1—c)y+5x+0,5x> = 0, ¢ = const > 0,
3.27) Y(x,y) = —02xp°—p*—xy—0,1x*—x?,
(3.28) D(x, y) = —0,2p*+y*—0,1x3y.

4. Uwagi koncowe

Przedstawiona metoda zawiera szereg elementéw z istniejacych juz znanych metod,
co $wiadczy o jej stusznoéci. Podany algorytm jest wygodnym schematem badania sta-
tecznodci ukladéw. Nalezy takze podkreslié, ze podobnie jak bezpo$rednia metoda La-
PUNOWA, nie wymaga rozwigzywania rownan. Trudno§ci moga wystapi¢ przy badaniu
funkcji R(r,®) i S(r, @), w punkcie A.2 algorytmu, poniewaz moze zaistnie¢ potrzeba
rozwigzania ukladu: réwnanie-nieréwnos$é wysokiego stopnia.

Na podstawie algorytmu mozna takze wyznaczyé krzywe stykowe cykli granicznych.

Nowa jest interpretacja fizyczna: traktowanie ukladu jako pola dynamicznego oddzia-
tywajacego na znajdujacy si¢ w nim punkt materialny. Przy pomocy tatwej do obliczenia
funkcji g(r) mozna stwierdzié, czy energia tego punktu pod wplywem sit pola zwigksza
si¢ czy tez ulega zmniejszeniu, a wiec czy uklad posiada cechy niestatecznoéci czy tez jest
stateczny.

Przedstawiona metoda odnosi sie do uktadéw o jednym stopniu swobody, ktére moz-
na opisa¢ ukladem dwdéch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. Wydaje sig, ze mozna
by ja rozszerzy¢ przynajmniej na uklady, ktére daja si¢ opisaé przy pomocy trzech réw-
nan rézniczkowych rzedu pierwszego.

10*
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Pesome

O HEKOTOPOM HOBOM METOJIIE AHAJIM3A YCTOVUMBOCTU PEMEHUN
HEJIWMHEWHBIX CUCTEM C OJHOW CTEIIEHLIO CBOBOJbI

B paGore cpaBHUBaeTCSI HOBBIH METON MCCHENMOBAHMA YCTOHUHBOCTH HEJIMHEHHBIX CHCTEM, NpeIIIO-
YKeHHbIN B pabote [I], ¢ HEKOTOpBLIMH CyllecTBYIOIMMH MeTomamu. Ilpu oTOM MOMYepKHYTHI OOLIHE
CBOMCTEA M HOBBIE 3JIeMeHTbl. [IponeieHo nccneoBatKe YCTORUMBOCTH ypasHerHst Pesest ¢ HennHelinoi
XapaKTEPUCTHKOL YIPYTOCTH C NOMOLYLIO anropudnmia, npeacrasaeHHoro B pabore [1]. Ha puc. 1 mo-
Ka3aH TpejensHbIi UHKI I 3TOro ypasHenuA. JlokasaHa ycTOMUMBOCTE 3TOrO UMIKIA.

Summary

ON A CERTAIN NEW METHOD OF ANALYZING THE STABILITY OF SOLUTIONS FOR
NONLINEAR SYSTEMS WITH ONE DEGREE OF FREEDOM

In this paper, a certain method of investigating the stability of nonlinear systems presented in [1]
is compared with some existing methods. Common features and new elements of this method are expo-
sed. The algorithm used in the method is applied for investigation of the stability of Rayleigh’s equation

with nonlinear elasticity characteristics.
The limit cycle for that equation is presented in Fig. 1. Stability of the limit cycle is proved in the

present paper.
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POWOLNY PRZEPLYW CIECZY LEPKIEJ W PLASKIM KANALE O NAGEYM LOKALNYM
ROZSZERZENIU

EpwArRD WALICKI, ANDRZE} TOPOLINSK1 (BYDGOSZCZ)

Przeptywy cieczy lepkich w kanaltach plaskich i okraglych o lokalnych zmianach prze-
kroju wyst¢puja w réznych zagadnieniach technicznych i od dawna budzily zaintereso-
wanie wielu autoréw. W pracy [2] dokonano przegladu technicznych zagadnien przeply-
wowych, ktére mozna sprowadzi¢ do modelu przeptywu w kanale o lokalnej zmianie
przekroju. W pracach [13, 14] podano przyklady zastosowan biologicznych takiego mo-
delu przeplywu. '

Badaniami ptaskich przeptywéw w kanatach o naglych rozszerzeniach — lub przeply-
wow, ktére do takiego modelu daly si¢ sprowadzi¢ — zajmowano si¢ w pracach [3, 7-11,
17, 19, 21]. Natomiast prace [3, 13, 20] podaja opisy przeplywdéw osiowo-symetrycznych
w kanalach okraglych o nagtych zmianach przekroju.

Celem tej pracy jest uzyskanie numerycznego rozwiazania zagadnienia powolnego,
ustalonego przeplywu cieczy lepkiej w plaskim kanale o naglym lokalnym rozszerzeniu
(rys. 1). Przyjeto nastepujace zalozenia upraszczajace dotyczace wlaéciwosci cieczy:
¢ = const, p = const. Réwnaniami okre§lajagcymi stan mechaniczny przeplywajacej cie-
czy sa, przy tych zaloZeniach, réwnania Naviera-Stokesa i réwnanie cigglosci.

Badanie przeptywu cieczy ograniczono do przypadku przeplywu symetrycznego i do
malych liczb Reynoldsa (Re < 50), dla ktérych przeplyw jest stateczny [4, 5, 8, 18]. Wy-
miary a i ¢ przyjeto na tyle duze, by — przy zmiennych wymiarach b i d — wplyw zabu-
rzeii powstalych w miejscach zmian przekroju kanalu na rozktad predkosci na wlocie
1 wylocie z kanatu byl pomijalnie maly.
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1. Réwnania ruchu i warunki brzegowe

Dla ptaskiego ustalonego przeplywu cieczy lepkiej réwnania Naviera-Stokesa i réw-
nanie cigglo$ci maja postac:

au ou 1 do 0*u | 0%u
+o—— = W=t ),
“ox ay o ox ox*  ay?
81) ov 1 0p v 0%
D e = o)
ou O
ox ' dy

Wprowadzajac funkcj¢ pradu okre$lona zaleznoSciami

__ 9y _ oy
(1.2) u=-—Z5 U=
oraz eliminujac ci$nienie p z ukladu réwnan (1.1) otrzymamy [1]
(1.3) ﬂﬂ_a_w£=,¢1§_

ox Oy dy 0x
Tutaj £ jest wirowoScig zwigzang z funkcja pradu ¢ zaleZznoécia

dv ou
dx dy
W wyniku przyjgtego wyzej zatozenia symetrii przeplywu mozna rozwaza¢ obszar «po-
téwkowy» przedstawiony na rys. 2.

(1.4) Ay = =¢.

U/- const.
Z % 22

U/- consl

Rys. 2

Aby uzyskane rozwiazanie ukladu réwnan (1.3), (1.4) réwnowaznego ukladowi (1.1)
bylo dogodne w praktycznych zastosowaniach wprowadzimy zmienne bezwymiarowe.
Niech bedzie: _
U, $redniag pr¢dkoscia przepltywu cieczy w wezszej czgéci kanalu,
2L, szerokodcia tej czgsci kanalu,
U, $rednia predkoscia przeptywu cieczy w szerszej czgéci kanalu,
2L, szeroko$cia tej czg¢§ci kanatu.
Z warunku ciaglosci przeptywu cieczy w kanale wynika réwnoéé

2U1L1 = 2U2L2,
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stad
Re = Re; = Re,,
gdzie
Re, = 2U,L1’ Re, = 2U2L2.
v v

Oznaczajac L = L, U = U, oraz kreskujac wielko$ci bezwymiarowe otrzymamy zwiazki:
x=Lx, y=Ly, u=Ud, v=U,
2UL

1 2.7 — ! _U/ _
p—er » v = ULy, C—TC, Re = a—

(1.5)

Wprowadzajac zaleznosci (1.5) do réwnan (1.1) lub do réwnan (1.3), (1.4) otrzymamy
bezwymiarowg posta¢ rownan ruchu. Opuszczajgc w tych réwnaniach (dla uproszczenia
zapisu) kreski przy wielko$ciach bezwymiarowych otrzymamy

(1.7 Ay =
Warunki brzegowe dla réwnan (1.6), (1.7) i obszaru przeplywu ograniczonego, jak na rys.
2, przyjeto w postaci:

a) ciecz na «wejSciun x = —a i na «wyjScis x = b+c z kanatlu plynie ruchem lami-
narnym o parabolicznym rozkladzie predkosci. Oznacza to, Ze funkcja pradu ma naste-
pujaca postaé na «wejsciu» i na «wyjsciun z kanatu

3
(1.8) y = (y—%),
natomiast zgodnie z zaleZnoécig (1.4), funkcja wirowoéci okreslona jest wzorem
(1.9) = -2y
b) skiadowe predkoéci na §ciankach kanalu spelniajg zaleznoéci
U=9v=0;
wynikajg stad warunki:

op op
w0 =Y

(1.10) y = const

. a 0 . . .. .
na §ciankach kanalu (E’ s oznaczaja pochodne w kierunku normalnej i stycznej do

écianki);
¢) sktadowe predkosci na osi symetrii spelniajg warunki:

ov ou
v = 07 A=Y A = 0’
ox ay
z warunkami tymi zwigzane sg na osi symetrii zaleZno$ci

(L.11) £=0, p=o.
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2. Schemat réinicowy réwnan ruchu
Pokryjmy obszar przeplywu ptynu (rys. 3) siatka prostych réwnolegtych odpowiednio
do osi wspélrzednych:
x=Xxo+ih (=1,2..),
y=yotjh (G=1,2..).
Punkty przecigcia si¢ prostych nazywaé bedziemy wezlami, a wielko§¢ A — krokiem siatki.

Y

1+1]
0
HZARia
1-1]
X
Rys. 3

Dwa wezly nazywaé bedziemy sasiednimi, jeZeli oddalone sa od siebie w kierunku osi
x lub y o wielkoéé kroku siatki. Wezly znajdujace si¢ na brzegu obszaru przeplywu na-
zywaé bedziemy wezlami brzegowymi, pozostate weztami wewnetrznymi. Na rys. 3, przed-
stawiajacym obliczeniowy obszar przeptywu, wezty brzegowe oznaczone krzyzykiem wy-
znaczaja granicg siatkowa obszaru; wezly wewngtrzne oznaczono kétkiem. Wezly siatki
numerujemy przyporzadkowujac kazdemu z nich numer wiersza i kolumny, w ktérych
si¢ znajduje. ‘

Zastgpujac pochodne wystepujace w réwnaniach (1.6) i (1.7) prostymi wyraZeniami
réznicowymi [18, 19] otrzymujemy wzory dla y,,; oraz {; ;, w punkcie O w zaleZznoéci od
wartosci tych funkcji w wezlach sasiednich (zaczernionych na rys. 3):

1
@ N X GRS NS S Rt (et
=8, D @i ger =P~ F Gy —Cijmt) Wimr, = i Pl

1 1
(2.2) L YLy = Z(’P(H.J""PLJH+'Pt—1.1+'/’1.1—1)—thCu-

3. Rozwiazywanie réw_nar'l réinicowych

Przyjete w poprzednim punkcie pracy przyblizone réwnania réZznicowe rozwiaZemy
metoda iteracji. Po zalozeniu warto$ci poczatkowych vy ; oraz {f; we wszystkich wezlach
siatki uzyjemy zaleznoSci (2.1) i (2.2) do wyliczenia nowych wartosci ¢ 1 { w wezlach
siatki.
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Z istniejacych metod iteracyjnych [6] wprowadzania «poprawionych» wartoSci g i
w pracy zastosowano tak zwang stopniowa jawna metod¢ polegajaca na obliczaniu po-
szukiwanych wartosci v i ¢ z wezta na wezet przy uzyciu wartosci dopiero co wyliczonych.

Wartoséci funkeji pradu i funkcji wirowosci na granicach obszaru obliczeniowego roz-
dzielajacych obszar ciekly, to znaczy na wlocie i wylocie z kanalu, sa znane i stale w ruchu
ustalonym. Natomiast na $ciankach znane sa jedynie wartosci funkcji pradu. Wartodci
funkcji wirowoéci sg poczatkowo (tak, jak w calym obszarze obliczerl) zalozone mozliwie
blisko przewidywanych, 4 nastgpnie w toku procesu iteracyjnego przyblizane za pomoca
przedstawionego dalej postgpowania.

- Rozwazmy wartosci v w otoczeniu punktu O lezacego na brzegu obszaru (rys. 4).
Linie siatki przedstawionej na rysunku sa odpowiednio prostopadte i réwnolegle do $cianki
ograniczajacej przepltyw cieczy. Rozwijajac v w szereg Taylora — wzgledem zmiennej
y — w otoczeniu punktu O otrzymamy

4 _ dp\ . B0\ K%
(3.1) Y2 = 1P0+h('b}-)o+ —2—!(—8})2 )0+ ﬁ( ay3 0+ e
Z réwnania (1.7) otrzymujemy dla punktu O
. AN 0%y
3-2) ( oy? )o = o ( ox* )o.

Rézniczkujac (1.7) wzgledem y otrzymamy

tad _(z) -2 ()
0y Jo \dylo 0x*\dy/y
,(aﬂp) B azc) @ 621,0) _(azc (azc N o*y
*lo \oy*lo 0x*\0y* [y ay* 0_ ox* o 0x* o
Uwzgledniajac (3.2), (3.3) oraz dwie pierwsze zalezno$ci warunkdéw (1.10), otrzymamy
o S A S e (azc (641,0
6o wmwr st g (o) e 5l (G5, (5 (52

Rozwijajac nastgpnie { wzgledem y w szereg Taylora w otoczeniu punktu O

_ at h* [ 0% .
{r = C°+h(5)o+ T(W)o+0(h3)

(3.3)
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i wyznaczajac stad (6—&-) , znajdziemy
9y /o

m (o h? h* [ o2
6 6{§L=?@rg%7ﬂ5§

Uwzgledniajac (3.5) w (3.4), otrzymamy

B h? h? ht 2 64’([)) s
1/)2—1P0+—3—Co+?€2——21|:v Lo (Wo +0 %)

) +0(h%).

Iub po przeksztalceniu

_ 3(p2—0) s hy 2 5411)) 3
="~ tg Ve e, T0®):
Zauwazmy, ze na mocy warunkoéw brzegowych (1.10) oraz zaleznosci (1.6) wyraZenie
w nawiasie «kwadratowym» znika w punkcie O. Bedzie wige

(3.6) fo = 3("/’2112 Yo) _ _%i

Bezposérednie stosowanie wzoru (3.6) na brzegu obszaru moze doprowadzié, przy
wigkszych liczbach Reynoldsa, do nieustalonych oscylacji pola wartosci funkcji wirowoéci.
Aby wiec uniknaé tego, nie stosuje si¢ w nowym cyklu iteracji wartoéci bezposrednio wy-
liczonej z wzoru (3.6), lecz jej kombinacje liniowa z wartoscia z poprzedniego cyklu. Naj-
cz¢sciej stosowang i najprostsza w uZyciu jest kombinacja postaci
[EN) L = Le "V +k[Lo— 8L,
gdzie £§'~ Y oznaczaja poprzednia warto$é brzegowa, ¢, — nowa warto§¢ brzegowa (liczo-
na wedtug wzoru (3.6)), & — wartoéé brzegowa wprowadzona do nowego cyklu itera-
cyjnego.

W pracy przyjeto stalg warto$é parametru k réwna . k = 0,5; wtedy wzor (3.7) dla
poprawiania warto$ci brzegowych przyjmie posta¢ dla n-tej iteracji

. 1 e 3(w(n) _ 1pgl)) C(n)
(3-8) Cg)=§'[cg R 2/12 - ; .

"Réwniez specjalnego traktowania wymagaja naroza wystepujace w obszarze przeptywu.

Rys. 5 Rys. 6

Rozwazmy najpierw naroZe wkleste przedstawione na rys. 5. Warto$ci brzegowe w punk-
tach / i 6 poziomej $cianki naroza oraz w punktach 4 i 7 pionowej §cianki naroza wyli-
czamy postugujac sie zaleznoScia (3.8) zastosowang odpowiednio do punktéw 0, 2, 3.
Wartoéé ¢ w punkcie 5 naroza musi by¢ rowna wspdlnej wartosci w punktach I i 4

Cs=C1=C4-
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Dla przypadku naroza wypuklego przedstawionego na rys. 6 postgpujemy inaczej.
Poniewaz w punkcie brzegowym naroza wystepuje duzy gradient wartoéci funkcji wiro-
wosci — wprowadzamy tutaj dwie rézne wartosci. Jedng z nich wyliczamy przy uzyciu
zaleznosci (3.8) i odpowiednich warto§ci w punktach / i 2, druga za$ przy uzyciu odpo-
wiednich wartoéci z punktéw [ i 3. W pozostatych punktach brzegowych bliskich naroza
poprawiamy wartosci ¢ stosujac normalne postgpowanie wynikajace z zaleznoSci (3.8).

4, Wyniki obliczen — uwagi koncowe

Zastosowany w pracy prosty schemat réznicowy dla réwnan Naviera-Stokesa cha-
rakteryzuje sie dla matych liczb Reynoldsa stabilnoécia i zbieznoscia [4, 5, 12, 18], a po-
nadto wyniki teoretyczne uzyskiwane przy uzyciu jego réznych odmian sa zgodne z wy-
nikami do$wiadczen.

Obliczenia przeptywu przeprowadzono dla liczb Reynoldsa Re = 0, 1, 5, 10, 20, 50;
wymiary rozszerzenia przyjeto dxb =2x1,2x2,3x1,3x2,

L

26m

SN

Rys. 7. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 2x1; linie pradu ¥ = const (nad osia symetrii)
i wirowoéci { = const (pod osia symetrii); liczba Reynoldsa Re = 5

Na rys. 7,8 - 14 przedstawiono, sporzadzone na podstawie obliczeri, wykresy linii
y = const (nad osia symetrii) { = const (pod osia symetrii) dla réznych rozszerzen ka-
natu i liczb Reynoldsa Re = 5, 50,

Na podstawie przeprowadzonych obliczen i badan wykreséw funkcji pradu i funkcji
wirowo$ci mozna sformulowaé nastegpujace wnioski dotyczace omawianego tutaj plas-
kiego powolnego przeptywu w kanale o lokalnym rozszerzeniu:

dla «waskich» uskokéw o wymiarach dxb =2x1,3x1:

a) linia oderwania charakteryzuje si¢ do§¢ wyrazna symetriag wzgledem osi uskoku,

b) obszar zastoju nie ulega wigkszym zmianom ze wzrostem liczby Reynoldsa;
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Rys. 8. Kanal o wymiarach rozszérzenia dxb = 2x2; Re ==

nis y
y

BRI

L. L L L Lt L

Rys. 9. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 3 x I; Re =5
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Rys. 11. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 2x1; Re = 50

[157}



Rys. 12. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 2’x2; Re = 50

6§80

Rys. 13. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 3x1; Re = 50

[158]
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0700

4

Rys. 14. Kanal o wymiarach rozszerzenia dxb = 3x2; Re = 50

dla «kwadratowego» uskoku o wymiarach dxb = 3x2;

c) obszar zastoju ulega nieznacznemu powiekszeniu ze wzrostem liczby Reynoldsa;
dla «prostokatnego» uskoku o wymiarach dxb = 2x2;

d) obszar'zastoju wyraznie roénie ze wzrostem liczby Reynoldsa,

e) ze wzrostem liczby Reynoldsa pojawia si¢ do§¢ wyrazna symetria linii oderwania;
dla wszystkich rodzajéw uskokéw: )

f) $rodek wiru w obszarze zastoju lezy blizej $cianki bedacej po stronie wlotu kanatu,

g) ze wzrostem liczby Reynoldsa wzrastaja wartosci wirowo$ci na $ciankach uskoku.
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Peswome

MEIJIEHHOE TEUEHME BA3KOU >XMIKOCTH B ITJIOCKOM KAHAJIE
C BHE3AIIHBIM MECTHBIM PACHIMPEHHMEM

I
B paGoTe npecTaBlieHO UHCIEHHOE pelleHHe 32/iaud O TEUEHMH BA3KOH YKMAKOCTH NPH MabIX
3HAUEHMAX uucena PeffHONLACA B KaHalle ¢ BHE3aNHLIM MECTHBIM pacluMpeHHeM. YpaBHenus Hapbe-
Crokca B dhopme TessMronsia As IIOCKOro TEUEHHS PELIeHbI METOAOM KOHEUHBIX pasHocTel. Paccmor-
PEHO TEUEHME B KaHAJlaX C Pa3HbIMM Pa3MEPaMU pacCIuMpeHHsl. PeaynsTarsl BRIMHCICHHN [UIA Uucell
Pefinonsaca Re << 50 11pecTaBiieHbl B BUAE IPaQMKOB, THHHA TOKA M JIMHUIA TOCTOAHHON 3aBUXPEHHOCTH.

Summary

SLOW VISCOUS FLUID FLOW IN THE CHANNEL WITH A LOCALLY RECESSED WALLS

In this paper the numerical solution of viscous fluid flow with low Reynolds number in the channel
with a locally recessed walls is described. The method of finite differences is used to solve the Navier-Stokes
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equations in the Helmholtz from for two-dimensionat flow. The flow through channels with different
dimensions of local enlargement is considered. The results of numerical investigations for Reynolds
number Re < 50 are shown in graphs of the streamlines and lines of constant vorticity.
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STATECZNOSC PLASKIEJ POSTACI ZGINANIA BELXI O OSI ZALAMANEJ

ARNOLD WiLCZYNSKI (POzZNAN)

1. Wstep

W pracy rozpatrzono zagadnienie stateczno$ci plaskiej postaci zginania belki dwupod-
porowej, ktorej o§ tworzy linig tamang (rys. 1). Przyjeto symetryczny ukiad ramion belki
wzgledem osi pionowej z, i ograniczono si¢ do przypadku, w ktérym sztywnoé¢ belki
na skrecanie nieswobodne jest réwna zeru.

Rys. 1

Przyjeto, ze belka poddana jest dzialaniu réwnomiernie rozlozonego obciaZenia pio-
nowego ¢q i pionowej sity skupionej P dzialajacej wzdluz osi symetrii z,.

O podporach zalozono, ze uniemozliwiaja obrét koncoéw belki wzglgdem jej osi oraz
wzgledem osi z i z,.

Odnoénie do przekroju poprzecznego belki zaloZzono, Ze osie y i z prostokatnego ukla-
du x,y, z sa gldwnymi centralnymi osiami bezwladno$ci oraz Ze sztywno$¢ zginania
wzgledem osi y jest duza w poréwnaniu ze sztywno$cia wzgledem osi z.

1+
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Celem pracy jest wyznaczenie pierwszych krytycznych wartoSci obcigzenia (P, q/),,
w zaleznoSci od kata « nachylenia ramienia belki, stosunku wypadkowej obciaZenia
ciaglego do wartoéci sily skupionej i odlegloéci miejsca przyloZenia obciazenia cigglego
od osi sil poprzecznych.

Przyjmujac, Ze po utracie stateczno§ci ramiona belki odksztalca si¢ symetrycznie spro-
wadzono réwnania rézniczkowe réwnowagi obojetnej ramienia belki do uktadu dwéch
réwnan catkowych Volterry drugiego rodzaju, ktdrych rozwiazania przyblizone wyzna-
czono metods iteracji. Na podstawie warunkéw brzegowych otrzymano nastg¢pnie wa-
runek stuzacy do okreflenia obciazen krytycznych.

Wyniki obliczefi numerycznych, dotyczace belek stalowych o przekroju w ksztalcie
wydluzonego prostokata, zestawiono w tablicach. W zakoniczeniu pracy podano przyklad
liczbowy.

2. Réwnania réZniczkowe réwnowagi obojetnej

Konstrukcje tego typu, jak rozpatrywana w pracy belka, wykonuje si¢ na ogét z dwdch
symetrycznych ramion polaczonych wezlem usztywnionym nakladkami. Przyjeto, ze wezet
ten ma ksztalt tréjkata ABC (rys. 2) oraz Ze pionowa sila P jest zaczepiona w polowie
jego wysokosci (punkt E). Nalezy zaznaczyé, Ze punkt zaczepienia sily P, bedacej wypad-
kowa ukladu sit zewngtrznych dzialajacych na wezel, moze przyjmowaé w praktyce do-
wolne poloZenie na osi symetrii z,. JednakZe, w celu zmniejszenia liczby dowolnych pa-
rametrow wystgpujacych w pracy, przyjeto do dalszych rozwaZan Ze miejscem zaczepie-
nia sily P jest punkt E.

Zakladajac idealng sztywno$¢ wezla, przy przyjetym jego ksztalcle i punkcie zacze-
pienia sity P, otrzymujemy model, ktéry stosunkowo tatwo mozna opisaé matematycznie,

Powyisze zaloZenie o idealnej sztywnoéci wezta nie jest oczywiScie w zupetno$ci zgodne
Z rzeczywistoScia mimo wzmocniefi konstrukcyjnych (nakladek). Z uwagi jednak na pro-
porcje wymiarowe uktadu jest do przyjecia, zgodnie z zasada de Saint-Venanta.

Przystgpujac do wyprowadzenia réwnan réwnowagi obojg¢tnej nalezy zauwazyé, Ze
ze wzgledu na symetrig ukladu, jak i obcigZenia, pierwsza postaé utraty stateczno$ci bedzie
symetryczna wzgledem osi y, (rys. 1).

Uklad sit dzialajacych po utracie statecznoéci na oswobodzong z wigzéw belkg przed-
stawiono na rys..2, przy czym oznaczono: -

M, moment oddzialywania utwierdzenia w plaszczyZnie xy,

M, moment oddzialywania utwierdzenia w plaszczyznie yz,

+ a odleglos¢ od érodka cigzkoécei przekroju do znajdujacego si¢ nad nim punktu

przyloZenia obciaZenia cigglego, przy czym 0 < a < 1/2h.

Dla 0 € x < I polozenie dowolnego przekroju poprzecznego belki po utracie sta-
teczno$ci bedzie okre§lone nastgpujacymi skladowymi:

— przemieszczeniem u §rodka cigzko$ci przekroju w kierunku osi y,

— przemieszczeniem w §rodka cigzkoSci przekroju w kierunku osi z,

— katem obrotu ¢ przekroju w plaszczyznie yz.

Przy tym przemieszczenie w jest pomijalnie male z uwagi na zatozenie, ze sztywno$§é
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. +ql)casrr
\— geosecde \ ‘22 \ ( -§+ql ) sinoc A
S .
(£+g)sinec " Mg
* u .3
l \ —

F+ql)since

Rys. 2

zginania wzglgdem osi y jest znacznie wigksza od sztywno$ci wzgledem osi z. Dlatego
w dalszym ciagu pracy sktadowa w oraz jej pochodne nie bgda uwzgledniane.

Skladowe momentéw sit zewnetrznych dzialajacych na belke wyrazajg si¢ w dowol-
nym miejscu x wzorami: :

M,= —-M+ (—IZ)- +ql)t1(x)cosa— fq[u(x)—u(e)—aq)(e)]cosade,
R . 0

Il

Q.1 M, —(; +q1)xcosoc+ fq(x——e)cosade+ fqasinocde,
- 0 0

M, = —M,+(§ +q1)u(x)sina—fq[u(x)—u(e)-—-aq)(e)]sinade.
Wzgledem osi ukladu lokalnego &, 7%, {, zwiazanego ze zw1chrzonym przekrojem
w miejscu x, skladowe momentéw wynoszg:
M, = M,cos(x, &)+ M,cos(y, §)+M,cos(z, &),
.2) M, = M,cos(x, n)+M,cos(y, n)+ M,cos(z, 17),
’ M, = M_cos(x, §)+ M,cos(y, §)+M,cos (z, {).
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Wystepujace w powyzszych réwnaniach cosinusy kierunkowe z dokladno$cia do ma-
‘tych pierwszego rzgdu majg wartosci podane w tablicy 1.

Tablica 1. Cosinusy katéw
miedzy osiami x, y,z a osiami

&, &

x y z
& 1 u’ w’
7 —u’ 1 @
¢ —w | - 1

Roéwnania réwnowagi belki w stanie zwichrzonym, po uwzglgdnieniu przyjgtego we
wstepie zalozenia, Zze sztywno$¢ deplanacji jest réwna zeru, z dokladnoécia do matych

pierwszego rzedu sa nastgpujace:
d?u d
@.3) El = —M,, GJkd—(z = —M,,

gdzie EJ; oznaczajg sztywno$¢ zginania belki wzgledem osi ¢,
GJ, — sztywno$¢ skrecania belki wzglgdem osi &.
Po podstawieniu zalezno$ci (2.1) i (2.2) do réwnan (2.3) i pominigciu malych wyzszego
rzgdu réwnania réwnowagi obojgtnej przyjma postaé:

EJu”(x) = My + [q(x—l)— ;]u(x)sina+ lq(%—l) - g]x(p(x)cosa+

+{<p(x)fade— f[u(e)+a<p(e)]de}qsina,
24 0 0

Gl o' (x) = M+ [q(x—l)— —Izi]u(x)cosoc—*- [;—q(x—l)] xu'(x)cos o —

X

—qcosaf [u(e)+a<p(e)]a'e—qu’(x)sinocfade.
0 o

Otrzymane réwnania sa rézniczkowo-catkowe, niedogodne do badai. Dlatego zréz-
niczkowano jé, otrzymujgc uklad réwnan rézniczkowych liniowych o zmiennych wspél-
czynnikach:

e P _ s P . X _ -
EJou" + [7 q(x—I)]u sina+ {[7 q(7 I)]xcosoc
. , [P '
2.5) —qaxsma}q) + [T—q(x—l)] pcosa = 0,

GJr¢'' +qapcosa~ {[; —q(% —1)] XCcos o — gaxsin a}u" +gqau'sina = 0.
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Po wprowadzeniu oznaczen

L
VEJGI,' VEJGI. EJ - I

réwnania (2.5) przyjma ostatecznie postaé:

i ﬂ ( x ﬂ ( _._{ _
u +[5+y 1—7 1—2u51na+ 2+y1 o 12x<pcosa

2.6) —1y2x<p’sina+ ﬁ+y(1—£) %(pcosoc =0,
12 2 111
| 2 Ay
o'+ l—;}zq)cosa— [§+y(l ;l)]iu cosa+ ;;xu sina+ —ﬁu smot = 0.

3. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla rozpatrywanej belki po utracie plaskiej postaci zginania wyni-
kaja ze sposobu podparcia jej koncéw, ukladu geometrycznego jej ramlon, rozmieszcze-
nia obcigZenia i przemieszczenia sztywnego wezla.

Z zalozen dotyczacych sposobu podparcia koncéw belki wynikaja trzy warunki brze-
gowe

(3.1) u(0) =0, w©) =0, @@ =0.

Symetria obciazenia oraz ksztaltu belki powoduja symetryczne odksztatcenie ramion
belki wzgledem osi y, (rys. 1). Aby zwichrzony uklad pozostawal w réwnowadze, musi
by¢ spelniona, wynikajaca z réwnan stétyki, nast¢pujaca zalezno§¢ wiazaca momenty
podporowe M, i M,

1
2M sino+2Mcosqa = Pu(l)+2qf [u (x)+ap (x)]dx.
0

Rozpatrujac réwnania (2.4) w miejscu x = 0 otrzymamy po uwzglednieniu warun-
kéw (3.1)
M, = EJju"(0), M= GJ,¢'(0).

Ostatecznie otrzymujemy warunek w postaci
i

(32)  2ESu"(0)sina+2G g (0)cosa—Pu(l)—2q [ [u(x)+ap(x)]dx = 0.
b

Z symetrii odksztalcenia belki wynika, iz wektor kata obrotu przekroju lezacego na
osi symetrii z, musi by¢ réwnolegly do osi x,. Stad otrzymujemy kolejny warunek

(3.3) u({)cosa—p(l)sina = 0.
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4. Funkcje u(x) i p(x)

Korzystajac z faktu, ze funkcje u(x) i ¢(x) wraz ze swymi pochodnymi sg ciggle w prze-
dziale <0, /), moZemy napisaé

u(x) = u(0)+xu' (0)+ —;—xzu"(0)+% f (x—0)2'"(t)dt,
0

@.n N
P(0) = pO)+x9' O+ [ (x—1)¢"(t)dt.
0

Uwzgledniajac warunki brzegowe (3.1) i réwnania (2.6), oraz dokonujac catkowania
przez czqéci znajdujemy:

X

u(x) = —x u"(O)—E 7 smozf [ﬂ(x—t)+—}li(xz——4xt+3tz+21x——2lt)]u(t)dt—

x

_ %%cosaf [ﬂ(xt—tz)+ -}li(—xtz+t3+21xt—-21!2)]<p(t)dt_
[

42) 5
(42) 3 B dysing [ (2 —axt+30) g ()1,
0

‘P(x) = I [(§+y 2 )cosoz lysma]xu(x)—

o cosaf[ﬂ+ (x- 3t+2l)]u(t)dt+%smafu(t)dt—-——cosaf(x—t)qz(t)dt

Otrzymane réwnania stanowia ukiad réwnan catkowych Volterry drugiego rodzaju.
W celu otrzymania ich rozwiazania przyblizZonego zastosowano metod¢ kolejnych przy-
blizen zgodnie ze schematem iteracyjnym

uu+l(x) = "o(x)+ fkl(x) t) ﬂ) }’,w, a)u,,(t)dt+ sz(x) t) ﬂ) 7) w, &, 2’)(pn(t)dt)
[} 0
(43) (pn+l(x) = ‘Po(x)+f1(x» B» }’,w, ay 1)”,,(1')-}- fka(x, t) ﬂ) 7) w) a’ z')un(t)dt'*'
0

X
+ [ kalx, 1, 7,0, @, Deu()dt;
0 .
n=20,1,2,..., przy czym przyjeto -

uy(x) = —;-xzu"(O), po(x) = x¢'(0).
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Uzyskane rozwiazania maja_c postaé
u(x) = u"(0)F; +¢'(0) F,
p(x) = u"(0)F3+¢'0) Fa,
gdzie F; sa szeregami potegowymi zmiennej x, o wspdlczynnikach zaleinych od para-
metréw B, y, o, a i A

Ze wzgledu na duZa pracochlonno$é metody, przy wyznaczaniu funkcji u(x) i ¢(x)
ograniczono si¢ do trzech krokéw iteracyjnych.

44

5. Krytyczne warto$ci obcigzenia belki

Pare krytycznych wartoéci obcigZzenia P i g/ wyznaczymy z warunkéw brzegowych
(3.2) i (3.3). Po wprowadzeniu do tych warunkéw zaleznosci (4.4) otrzymamy uktad dwéch
réwnant liniowych jednorodnych wzgledem #'/(0) i ¢’'(0)

u”’(0) A4y, +¢'(0) 4,2 = 0,
u'(0) A, +¢'(0)A4;,, =0,

gdzie A = f(B,y, 0, a, A).

5.1)

Tablica 2. Wspélczynnik stateczno$ci 8 w zaleinoSci od o, A { y/8

sino
% 0 0,1 0,3 0,5 07 | 09
T2 0 545" | 1728’ 300 | 44026 | 64°10°
. 0 6,32 6,07 5,64 5,24 4,80 4,29
0,05 — - — — — —
0 5,18 5,00 4m 444 | 415 3,78
02 0,05 5,15 4,98 4,69 443 4,14 3,78
0 4,07 3,95 3,76 3,60 3,43 3,20
9 0,05 4,03 3,91 374 | 35 | 342 3,19
0 2,99 2,92 2,82 2,74 2,65 2,54
! 0,05 2,95 2,88 2,79 2,72 2,64 2,53
0 1,96 1,92 1,87 1,85 1,82 1,79
2 0,05 1,92 1,88 1,85 1,83 1,81 1,79
0 0,96 094 | 093 0,93 0,94 095
g 0,05 0,94 0,93 0,92 0,93 0,94 0,95
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Aby zachodzila utrata stateczno$ci, wielkoSci u”/(0) i ¢'(0) musza byé rézne od zera,
zatem wyznacznik charakterystyczny ukladu (5.1) musi by¢ réwny zeru
Al,l ’ A1,2
A2.1 > A2,2
Pare krytycznych warto$ci obciazenia P i gl otrzymamy dla danych wielkoéei w, a, 4
i /B obliczajac najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania (5.2). Majac zatem pierwiastek
B lub y, obliczony dla danych w, a, 4 i ¢/, mozemy napisal

EJ,GJ EJ.GJ,
(5.3) Py = % > (ql)kr = % .

(5.2)

Obliczenia wartoéci obcigzen krytycznych przeprowadzono dla:
w=1245, A=014=0,05 sina=0=09,
= =0=5 i£=0+5.
Y
Przyjeta warto$¢ w = 1,245 odpowiada belkom stalowym majacym przekrdj poprze-
czny w ksztalcie wydtuzonego prostokata. Uwzgledniajac bowiem
U (1 gat) ~ 12 £

T Je= (17063 ’ G=2(1+v)

JC= 3

Tablica 3. Wspblczynnik statecznoSci y w zaleinoSci od «, A i B/y

sina
s 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
YT —| o s45 | 17°28° | 30° | 4426 | 64°10°
. 0 5,64 5,57 5,55 5,64 5,81 6,05
0,05 5,49 5,43 5,46 5,59 578 6,04
0 4,80 4,72 4,65 4,66 4,70 4,76
o2 0,05 4,68 4,63 4,59 4,62 4,68 475
0 3,92 3,83 374 | 3,69 3,65 3,59
02 0,05 3,83 377 370 3,66 3,63 3,58
0 2,99 2,92 2,82 2,74 2,65 2,54
: 005 | 2,95 288 | 27 272 2,64 2,53
0 2,03 1,97 1,88 1,80 1,71 1,60
2 o0 2,01 1,96 1,87 1,79 1,71 1,60
0 1,04 1,00 0,94 0,89 0,83 0,76
> [ oos 1,03 0,99 0,94 0,89 0,83 0,76
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i przyjmujac dla stali » = 0,29, znajdujemy

GJy 2
=1/ =1/ -5 =1,245.
@ ]/ch ]/ T3v
Wartoéé 1 = 0 (A = a/l) odpowiada przylozeniu obcigzenia ciaglego wzdtuz osi belki,
natomiast warto§é A = 0,05 odpowiada przyloZeniu obciaZenia ciaglego na gérnej kra-

wedzi belki (@ = 1/2h) w przypadku, gdy & = 0,11
Zestawienie obliczonych wspdlczynnikéw statecznoéci B i y podano w tablicach 2 i 3.

6. Ocena dokladno$ci wynikow

Uzyskane wyniki wskutek zastosowania skonczonej liczby iteracji (stosunkowo malej,
n = 3) sa obarczone pewnym bledem. Chcac, cho¢ w przyblizeniu, okresli¢ doktadno$é
tych wynikéw poréwnano niektére z nich z warto$ciami Scistymi. I tak, w przypadku

= 0 otrzymana warto$¢ wspélczynnika § przy « = 0° jest o 4,9% mniejsza od wartoséci
doktadnej, a w przypadku f = 0, 2 = 0 otrzymana warto§¢ wspdlczynnika y jest przy
o = 0° mniejsza od wartosci $cistej o okolo 5%. Innych przypadkdéw nie poréwnywano
ze wzgledu na brak odpowiednich danych w literaturze. Mozna przypuszczaé, Ze bledy
pozostalych wynikéw begda tego samego rzgdu. Przy tym dla katéw « réznych od zera
wyniki beda obarczone dodatkowym bledem wynikajacym z niedoskonatosci modelu
przyjetego do opisu matematycznego rozpatrywanego zagadnienia. Jednakze, ze wzgledu
na proporcje wymiarowe tego typu belek, blad ten, zgodnie z zasada de Saint Venanta,
bedzie niewielki.

Oczywiscie, zwigkszenie liczby iteracji polepszyloby dokladnoéé uzyskanych wynikéw.
Przeprowadzenie czterokrotnej iteracji zwigkszyloby jednak znacznie i tak juz pracochton-
ne obliczenia. Jednakze w jednym przypadku (y = 0, « = 0) wykonano obliczenia przy
czterech iteracjach. Wartoéci wspdlczynnika 8 dla tego przypadku, wyliczone przy réz-
nych ilo$ciach iteracji, sa nastepujace:

B = 5,75 — przy 2 iteracjach,
B = 6,32 — przy 3 iteracjach,
B = 6,62 — przy 4 iteracjach.

Natomiast warto$¢ Scista wynosi § = 6,65. Zatem bledy powyZszych wynikéw beda wy-
nosié

AB = 13,6% — przy 2 iteracjach,
A8 = 4,99, — przy 3 itéracjach,
A8 = 0,5% — przy 4 iteracjach.

Jak widaé, proces iteracji jest szybkozbiezny.
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7. Przyklad liczhowy

Wyznaczy¢ krytyczne wartosci obcigzenia belki o statym przekroju (rys. 1) przy na-
stepujacych danych:

b=15cm, h=25cm, [=250cm, a=30° ql/P=0,5,
E=21-10° MN/m?, w = 1,245.
Dla y/f = ql/P = 0,5, & = 30° oraz 4 = 0,5+ 4/l = 0,05 znajdujemy z tablic 2 i 3
B =35, y=179.
Wartoéci obciazen krytycznych, obliczone na podstawie (5.3), wyniosa
. Pu=1030kN, (gl = 515kN.
Gdyby przyja¢ A = 0, otrzymaliby§my
g =360, y=180
oraz
« = 10,33 kN, (gD = 5,17 kN.

WartoSci te sa wigksze o 0,3% od obliczonych przy uwzglednieniu A.
Maksymalne normalne napre¢Zenia krytyczne w belce osiggna warto$¢

= 110 MN/m2.

W przypadku stali konstrukcyjnych, dla ktérych &k, > 110 MN/m?2, obliczenie obciazenia
belki na podstawie k, naraziloby ja wiec na utrate statecznoéci.

Literatura cytowana w tek§cie

1. S.P. TiMosHENKO, J. M. GERE, Teoria statecznosci spr¢zystef, Arkady, Warszawa 1963. )
2. S. WISNIEWSKI, Statecznosé plaskiej postaci zginania belki .s‘czskanej poosiowo silami przylozonymi na
jej koncach, Arch. Bud. Masz., 2, 11 (1964).

Peaome

YCTONUHBOCTE IIJIOCKOW »OPMBI U3THBA BAJIKU
C IIEPEJIOMJIEHHOH OCBhIO

B paBote paccmoTpena 3amava o6 ycToHurBOCTH IIocKoit opmbl naruba 6anku, ock KOTOpPOH UmeeT
H3JI0M B BePTHKAILHOH IUIOCKOCTH. HaxyIOHHBbIE y4acTKH GalKl CMMMETPHYHBI, Harpy3Kka COCTOHT H3
PABHOMEPHO pACIIPEeICHHON BEPTUKAILHON H COCPENOTOYEHHON CIITBI MPMJIOMKEHHON B YKECTKOM YauIe,
COEAMHSIOILIEM HAKJIOHHBIE YYaCTKH.

IIpuuATO, UTO 06a KOHUA GaTKH OlePThI TRKUM 00pa3oM, YTO MX BpAllCHHUEe BOSMOYKHO JIMIUL BOKPYT
ocell, MepreHAMKYJISIPHBIX K ILIOCKOCTH, - B KOTOPOil pacronokena och Gaymxu. JKectkocrs Gayxm Ha
HeCBOOOMHOE CKPYYMBAHHE HE YUHTLIBAETCH.

Ilocne mpuBenenua auddepeHUMATEHBIX YPaBHEHMA HEHTPANbHOrO0 PAaBHOBECHS K MHTErDASILHBLIM
ypaBHeHusiM BossTeppa HalineHbl OpHOIIDKEHHbIE pelleHMsa. Ha ocHOBaHMM TpaHUYHbBIX YCJIOBHIt pac-
CUMTaHbI KPHTHYECKME 3HAYEHHsA HArpy3oK B 32BHCHMOCTH OT CJIEAYIOMIMX [apamMeTpPOB: YIJia HAKJIOHA
ocH 6aJiki, OTHOLUEHHST PABHOMEHACTBYIOLIE! CIIOIHOM HAarpy3KH K BEJIHUMHE cocpenoroqex-moii CHJIbI
M MapameTpa, ONPERENISIOLIEro Crocod IIPHIIOKEHMST CIUIOLUIHOH HarpysKu,
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Summary

STABILITY OF PLANE FORM OF BENDING OF A BEAM WITH THE DEFLECTED AXIS

In the paper the problem of stability of plane form of bending of a beam with the vertically deflec-
ted axid is considered. Authors’s considerations deal with the symmetrical system of the arms of the
beam loaded by uniformly distributed vertical loads and by a vertical force applied to the rigid node
connecting the two arms.

The both beam ends are supported in such a way that their rotation is possible only around the axis
perpendicular to the plane in which the axis of the beam is placed. The problem is limited to beams of
neglegible rigidity for constrained torsion.

After reducing the differential equations of neutral equilibrium to the Volterra-type integral equations,
approximate solutions are obtained. Then, by using the boundary conditions, the critical load values as
functions of the following parameters are calculated: inclination angle of the beam arm, the ratio of the
resultant of the uniform load to the concentrated force, and the parameter describing the manner the
uniform load ‘is applied.

POLITECHNIKA POZNANSEKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 18 kwietnia 1975 r.
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GRANICZNA MOC DWUFAZOWEGO TERMOSYFONU RUROWEGO ZE WZGLEDU NA
KRYTERIUM ODRYWANIA KONDENSATU

BoGgumi. BI1EN1ASZ (RZESZOW)

Oznaczenia

A pole powierzchni poprzecznego przekroju parowego kanalu termosyfonu [m?2],
D wewnetrzna §rednica rury termosyfonu [m],
(2), () oznaczenie fazy odpowiednio gazowej i cieklej,
Aiy, entalpia parowania [J/kg],
m masowy wydatek czynnika roboczego termosyfonu [kg/s],
O dlugo$é zwilzanego obwodu skraplacza termosyfonu [m],
P moc cieplna termosyfonu [W],
P, j.w., odpowiadajaca przejéciu w obszar niestabilnego ruchu kondensatu [W],
Poin moc cieplna termosyfonu odpowiadajaca fikcyjnej predkosci pary upmn [W],
g objetosciowy wydatek kondensatu przypadajacy na jednostke dlugosci zwilzanego ob-
wodu [m?/s],
qge J-w., dla warunk6éw granicznych [m?/s],
Gmwin  J-W., odpowiadajacy fikcyjnej predkosci pary #min [m?/s],
u predkosé pary czynnika roboczego [m/s],
uy j.w., odpowiadajaca dolnej granicy obszaru niestabilnego ruchu kondensatu [m/s],
ugr graniczna predko$é pary czynnika roboczego [m/s],
predko$é pary przy przeplywie dwufazowym w pionowej rurze, odpowiadajgca lokalnemu
minimum opordéw przeplywu [m/s],
I./,,, f’; objetosciowy wydatek odpowiednio pary i cieczy czynnika roboczego [m3/s],
y wspolrzedna w kierunku normalnym do powierzchni $cianki skraplacza [m],
w; lepko§¢ dynamiczna kondensatu [kg/(ms)],
01, 0v  gestosé odpowiednio cieczy i pary czynnika roboczego [kg/m?].

1. Wstep

Najczestszym ograniczeniem maksymalnej mocy dwufazowego termosyfonu w zakre-
sie temperatur roboczych jest niebezpieczenstwo zalania skraplacza.

Na rys. 1 przedstawiono profile predkoéci w warstwie kondensatu przy §ciance skrap-
lacza termosyfonu. Rysunek la odpowiada stosunkowo malej mocy cieplnej, a w zwiaz-
ku z tym réwniez i malej predkoéei pary czynnika roboczego. Ze wzrostem mocy rosnie
predkos$¢ pary; ustala si¢ rozktad predkosci, jak na rys. 1b. Przy dalszym wzroscie pred-
koéci pary osiaga si¢ obszar niestabilny, kiedy to przy splywie kondensatu przy $ciance
termosyfonu wystapi jednoczesny ruch kondensatu w gére przy powierzchni miedzyfazo-
wej ciecz—para. Bedzie to mozliwe wtedy, gdy napreZenie styczne na powierzchni miedzy-
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) NI[III

b V:]ID]:’ u<uy,

? ﬁ[ﬂ% u> Uy
u<ugr

Rys. 1

fazowej przekroczy warto§é naprezenia stycznego przy $ciance (rys. 1¢). Dalszemu wzros-
towi predko$ci pary towarzyszy szybki wzrost oporéw przeplywu przy jednoczesnym
falowaniu powierzchni kondensatu, co w granicznym momencie doprowadza do odrywa-
nia kropli kondensatu i zalania skraplacza. Stanowi temu odpowiada graniczna. predko$é
pary czynnika. Praca termosyfonu ulega wtedy powaznemu zakléceniu, a w przypadku
wysokiej temperatury plynu chlodzonego po zewngtrznej stronie parownika moze dojéé
nawet do przetopienia $cianki. Zatem w procesie projektowania wymiennika ciepla z ter-
mosyfonami nalezy zakladaé moc mniejsza od mocy granicznej.

2. Moc graniczna dwufazowego termosyfonu rurowego

Moc cieplna dwufazowego termosyfonu wynosi

) P = mdiy,,
przy czym z bilansu wydatku masowego mamy
@) m = QvVv = QlVl

Wprowadzmy wielko§¢ zdefiniowana jako objetosciowy wydatek kondensatu przy-
padajacy na jednostke dtugoéci obwodu zwilZzanej powierzchni skraplacza, czyli

1€) _ ' q = V0.
Uwzgledniajac (2) mamy '

, _ i/v Qv
(4) q= ﬂD 01 .
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Objetoéciowy wydatek pary osigga maksimum w warunkach granicznych, gdy v = uy,
1 wynosi '

nD?
=u .

(5) 4 ]

U,gr

Uwzgledniajagc (5) w (4) otrzymujemy dla warunkéw granicznych
(6) Jor = Ug:

Miedzy dwufazowym przeplywem w termosyfonie i w rurze pionowej wystepuje ana-
logia wyrazajaca si¢ podobnym charakterem wzrostu oporéw przeplywu ze wzrostem
predkosci pary. Réznica polega na tym, Ze termosyfon pracuje jedynie w zakresie pred-
kosci pary od zera do predkosci, bedacej dolna granica obszaru niestabilnego (v;) lub
co najwyzej do predkoSci granicznej (u,,) odpowiadajacej zalaniu skraplacza. Praca ter-
mosyfonu przy u > u;, jest niemozliwa, poniewaz ze wzgledu na odpowiadajacy tej sy-
tuacji profil predkoéci musialby wystepowaé wypadkowy ruch kondensatu w kierunku
przeplywu pary, co oznaczaloby osuszenie parownika. Predko§é graniczna wyst¢pujaca
w (6) mozna obliczy¢ dla termosyfonu tak, jak dla przeplywu dwufazowego w rurze pio-
nowej. W tym drugim przypadku przy u > u,, nast¢puje spadek oporéw przeplywu ze
wzrostem predkoS$ci przeplywu pary az do osiggnig¢cia minimum, ktéremu odpowiada pred-
ko$¢ pary u,,,,. Predko$é ta stanowi gérna granice obszaru niestabilnego, w obrgbie kté-
rego wystepuje jednoczesne $ciekanie kondensatu w warstwie przySciennej i ruch konden-
satu w gére w warstwie przy powierzchni miedzyfazowej. W momencie osiagnigcia uy;,
gradient predkodci na $ciance (du/dy), = 0, gdyz profil predkoéci jest styczny do nor-
malnej do powierzchni §cianki. Przy > u,,,, kondensat porusza si¢ wylacznie w kierunku
ruchu pary, a wzrost predkoéci pary powoduje wzrost oporéw przepltywu.

Sorowiow i in. [1] rozwigzujac réwnanie ruchu w fazie cieklej przy przeplywie dwu-
fazowym w pionowej rurze okraglej, otrzymali

' . 2
(7) “ ugr = umln —3— ’
stwierdzajgc duza zgodno$é swoich obliczen teoretycznych z dostepnymi wynikami badan
doswiadczalnych. Zakladajac, Ze powyzsze réwnanie mozna zastosowa¢ w przypadku
obliczania predkoéci granicznej pary w termosyfonie, otrzymujemy po wstawieniu do (6)

® - Ger = 247D 2,
Y]

oraz

) P, = 0,204nD%g,Aij iy,

przy kombinacji réwnan (1), (2), (3), (8).
Ze wzgledu na brak teoretycznego rozwiazania na uy,,, pozostaje obliczenie tej wiel-
koSci na podstawie danych do$wiadczalnych. Autorzy pracy [1] zamieszczaja dane empi-

12 Mechanika Teoretyczna
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ryczne dwdch badaczy, ktdére w skali podwdjnie logarytmicznej przedstawiono na rys. 2
linig ciagta. Wykres jest zaleznoécia predkosei u,,, od bezwymiarowej grupy

(10) x = Des s
' wq

Konieczne jest zwrdcenie uwagi na to, ze w badaniach do$wiadczalnych przeptywu dwu-
fazowego w rurach wielko$§¢ g jest niezalezna od predkosci pary, totez u,,,, nie zalezy od
q dla tych przeplywdéw. Inaczej ma si¢ rzecz w przypadku termosyfonu, gdzie masowy
wydatek pary musi si¢ rownaé masowemu wydatkowi kondensatu przy pracy ustalonej.
W tym przypadku ¢ jest funkcjg predkosci pary, cheac zatem skorzystac z danych na rys. 2,
musimy postawi¢ tam ¢, zamiast g. Zaréwno u,,,, jak i g,,,, beda odpowiadaé fikcyjnej
mocy termosyfonu P,,. Jak wynika z (1)

(ll) Pmln = AilaevuminA
oraz
(12) le’ = Ai,ag,,ug,A

przy zalozeniu niezmiennosci danych materialowych i pola powierzchni parowego kanatu
termosyfonu. Z powyzszych réwnan wynika, Ze

(13) Pmln/Pgr = umln/ugr = l/]/_i‘ = 1,225.
Przebieg linii ciaglej na rys. 2 da sig przyblizy¢ linig prosta (linia kreskowa) o réwnaniu

3
(14) Dlag _ o597 us.
. .ulqmln
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Wstawiajac (3) do (1) i uwzgledniajac (13) otrzymujemy
_ L,225P,,
Inin = Ai[gglﬂD .
Wstawiajac (15) do (14) i przeksztalcajac otrzymujemy
7ZD4@%gAilg )0,182
1,011, P, ’

podstawienie za$ (16) do (9) daje po przeksztatceniach poszukiwane réwnanie na moc
graniczna termosyfonu

(15)

(16) Unin = (

0,154
17 P,, = 0,261n/i,, D32 (%) 0,08450,0-307,

do ktérego wielkoéci fizyczne podstawia si¢ w ukladzie SI.

3. Moc dwufazowego termosyfonu rurowego odpowiadajaca przejéciu w obszar
niestabilnego ruchu kondensatu

Moc termosyfonu odpowiadajaca momentowi przejscia w obszar niestabilnego ruchu
kondensatu P, jest mniejsza od P,,, poniewaz wystepuje ona przy predkosei pary [1]

(18) U = umln/'/z_ = 0,707 Unin
podczas, gdy predko$¢ graniczna wynosi, jak wynika z (7), 0,817 u,,,,. Mamy wiec

(19) q, = 0,707§%umm

i z tego powodu wzér na P, rézni si¢ od wzoru na P, [por. (9)] wspotczynnikiem
(20) Py = 0,177nD%0,Ai

W warunkach poczatku obszaru niestabilnego

21 P, = Aio.u,A,

co daje

(22) P /P, = u,,.fu, = 1/0,707 = 1,414,

za$

23) 1,414P,

Imin = W .
Ostatecznie otrzymuje si¢
24) P, =0865P,,.

Celem zapewnienia stabilnej pracy termosyfonu nalezy stosowa¢ moce cieplne mniejsze
od mocy P,.

12¢
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Rysunek 3 jest przykiadem zastosowania réwnania (17) i (24) do praktycznych ob-
liczenn termosyfondéw. Zawiera on wynik obliczen dla wody o temperaturze nasycenia
40 °C. W obliczeniach wykorzystano nastgpujace dane materialowe: g, = 0,05116 kg/m?,
o1 = 992,2 kg/m®, 4i,, = 2,406 10° J/kg, u, = 6,51 10~* kg/(ms).

4. Whaioski

Moc gradiczna dwufazowego termosyfonu jest wprost proporcjonalna do wewngtrz-
nej $rednicy w potedze 2,32, a dla danego czynnika roboczego jest funkcja jego tempera-
tury; od niej bowiem zalezg wartosci danych materiatowych w réwnaniu (17). Jak wynika
Z analizy tego réwnania moc graniczna termosyfonu o danej $rednicy roénie ze wzrostem
temperatury czynnika roboczego.
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Literatura cytowana w tekscie

t. A. &d. Conoeses, E. M. IIPEosPAKEHCKHI, IT. A. CEMEHOB, [udpasauneckoe conpomugaenue 8 dgyx-
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Peawome

NPEOEJIBHAS MOIIHOCTD JOBYXPA3OBOI'O TPYBUYATOI'O
TEPMOCH®POHA M3 YCJIOBHUSA OTPbLIBA KOHIEHCATA

B paGore onucano sinjeHue M3MeHeHHsI NPpodUIIA CKOPOCTH, KOTOPOe HAOMIONAeTCA B CJI0€ KOHIEH-
€ara, CTEKAIOLLEro I10 CTEHKE KOHIOEHCATopa B JIByX(da3oBoM TepMocHdOHE, NPH H3MEHEHHMH CKOPOCTH
MpOoTeKaHUA napa. Ha 0CHOBaHMM HOCTYNHbBIX 3KCIEPHMEHTANLHBLIX JAaHHLIX nojydeHa dopmyna pacueTa
NpeNeJIbHOM MOLHOCTH, T. €. MOLUHOCTH, IIPH KOTOPOH HacTynaeT 3anuBaHue KOHAeHcaTopa. Kpome Toro,
MOJIYYEHO BBIPAKEHHE HA MOMIHOCTb, OTBEUAIOLUYIO [TEPEeXOAY B PEXKHM HEYCTOHUMBOrO TEUEHHS KOH-
nercara. OGnacTb HEYCTORUMBOIO TEUCHHMs HKUAKOM (a3bl IPH ABYX()A30BOM TEUEHHH MO BEPTHKAIBHLIM
Tpy6am onpenensnack Ha ocCHoBaHHM Kputepus: CononbeBa 1 Apyrux aBTopos [1]. [TonyueHusle Gopatynbi
JVULTIOCTPHPYIOTCA IpadHIKoM [JIA BOAbI NIPH TemIeparype Hacbiuedust 40°C.

Summary

LIMIT POWER OF A TWO-PHASE PIPE THERMOSIPHON WITH RESPECT TO CONDENSATE
LIQUID INSTABILITY

The phonemenon of the change of the velocity profile occuring in the condensate layer falling down
on the condenser wall of the two-phase thermosiphon according to a vapour velocity change has been
described in this paper. Using available experimental data, the expression on the power limit and the
power of the entering of the condensate liquid to the nonstable motion area has been obtained. Crite-
rions of Solovev et al. [1] concerning determining the nonstable motion area of the liquid phase during
the two-phase flow in vertical pipes have been ploted for water at the saturation temperature of 40°C

INSTYTUT LOTNICTWA
POLITECHNIKA, RZESZOW

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 30 kwietnia 1975 r.
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I. Zebrania naukowe

SPRAWOZDANIE

Z dzialalnosci Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej za II kwartat 1975 r.

W okresie sprawozdawczym odbyly si¢ 22 zebrania naukowe, na ktérych wygtoszono 30 referatéw

0 nastgpujacej tematyce:

Liczba
Lp. Data Prelegent Temat uczest- dysku-
nikéw tantéw
1 2 3 | 4 5 6
Oddzial w Bydgoszczy
1. 06.6.75 E. Walicki Ogdlne réwnanie teorii smarowa- _
nia hydrodynamicznego, 12 4
2. 06.6.75 E. Walicki Magnetohydrodynamiczny prze-
plyw cieczy lepkiej w szczelinie
migdzy wirujacymi powierzchnia-
mi obrotowymi, 12 5
3. 06.6.75 K. ZawiSlak Ocena wytrzymaloSci polaczen lu-
towanych ram rowerowych, 12 5
4. 12.6.75 E. Lubieniecki Teoria podobienstwa modelowego
w zastosowaniu do konstrukcji
mostowych, 10 5
5. 12.6.75 A. Matysiak -Kryteria oceny obciazenia slupéw
skrajnych hal przemyslowych pra-
cujacych w ukladzie przestrzen-
nym, 10 5
Oddzial w Czestochowie
6. 22.5.75 W. Prosnak Niektére zagadnienia teorii profi-
16w i ich ukladéw, 38 7
7. 31.5.75 W. Romanowski- | Wytrzymalo$¢ blach na $cinanie
Piotrowicz w funkcji grubosci,
(ZSRR) 36 3
Oddzial w Gliwicach
8. 15.4.75 J. Kubik Termodynamika w o$rodku lep-
kosprezystym, 8 2
9. 07.5.75 W. Prosnak Numeryczna mechanika plyndw, 54 11
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1 2 3 4 5
10. 03.6.75 W. Pfefferkorn Niektére problemy obliczenn wy-
(NRD) trzymato$ciowych belek zlozonych
z réznych materialéw 17
(Festigkeitberechnung von Ver-
bundréger), )
11. 19.6.75 Cz. Wozniak O mechanice continuum z wigza-
mi zewngtrznymi, 31
Oddzial w Krakowie
12. 08.5.75 A. Ziabicki Molekularne mechanizmy spre-
zystoéci i lepkosprezysto$ci w po- :
limerach, 13
13. 16.6.75 J. L. Erickson Modern Theories of Plates and
(Uniw. Baltimore | Shells, 21
w USA)
Oddzial w Fodzi
14, 15.5.75 W. Gundlach Referaty z zakresu mechaniki te-
15. 15.5.75 W. Walczak oretycznej i stosowanej przygoto-
16. 15.5.75 J. Gluza wane na uroczyste zebranie nau-
17. 15.5.75 M. Suchar kowe poéwigcone osiggnigciom
Polit. L.6dzkiej w XXX-lecie PRL,
18. 30.5.75 Horst Aurich Zastosowanie metcdy elementow
skonficzonych do zagadnieni belek, 12
19. 18.6.75 F. Crossley Manipulators in medical and in-
dustrial application, 19
20. 18.6.75 M. Vukobratovi¢ Control algorithms and gait sta-
bility of artificial anthropomor-
phic motion,
21. 30.6.75 G. Lallment Modal synthesis of linear discrete
mechanical systems, 20
Oddzial w Poznaniu
22, 07.4.75 K. Wrzeéniowski, | Komputer — narzedzie czy meto- 13
Cz. Cempel da, '
23. 26.5.75 Z. Olesiak Kryteria uplastycznienia dla oé-
rodka klasycznego i mikropolar-
nego, 18
24, 30.6.75 Schopf Some aspects of effective beha- | -
.| viours of porous media 23
Oddzial w Szczecinie
25. 10.4.75 R. Krzywiec Ciagi wielowskaZnikowe, grafy
i systemy wielkie, 27
26. 15.5.75 Z. Zarzycki Tiumienie pulsacji ci$nienia w u-
kladach hydraulicznych, 23
217. 17.6.75 W. Zmijewski Model matematyczny zespolow
typu stot-sanie-wspornik-korpus
frezarki, 12
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Oddzial w Warszawie

28. 07.4.75 St. Dubiel Pojecia asymptotycznoéci w sen-
sie Wazewskiego w badaniach
ukladéw elektromechanicznych, 7 6
29. 26.5.75 St. Wisniewski, Zebranie dyskusyjne na temat
J. Rutkowski ,» Pojecia podstawowe w termody-
(wprowadzeni€ do | namice i ich interpretacja”. 25 21

I

tematu)

Sympozja

Oddzial w Gliwicach zorganizowal wsp6lnie z Instytutem Mechanizacji Goérnictwa kon-

ferencje na temat «Dynamika Maszyn Gérniczych».

Podczas konferencji wygloszono nastgpujace referaty:

1. W. S1korA, M. FeLs, Wplyw zmiennosci warunkdéw geologiczno-gdrniczych urabianych pokladéw wegla

BN

10.
11.

12.
13.

na dynamike procesu mechanicznego urabiania,
J. RYNIK, Problemy dynamiki kombajndw bebnowych,

. A. TYLIKOWSKI, O pewnym modelu dynamiki kombajnu,

J. SucnoN, A. TYLIKOWSKI, Statystyczna analiza stanu obcigzerr i odksztalcen tréjpasmowych cig-
gien przenosnikéw zgrzeblowych,

. J. SuCHON, Predkosé rozchodzenia sie fal sprezystych w ciggnach przenosnikow zgrzeblowych,
. J. ANTONIAK, H. KOSTRZEWA, Badania oporu toczenia krqzinika po tasmie przenosnikowej z uwzgled-

nieniem temperatury, .

. T. Zur, Z. Luczewskl, Wplyw wielkosci kqta niecki rozstawu podpdr lin na wielkosci obciqzer dyna-

micznych w elastycznych urzqdzeniach przesypowych,

. K. FURMANIK, Badania wstepne sil tarcia tocznego,
. A. KucHArCzYK, Optymalizacja cech konstrukcyjnych przesiewacza wibracyjnego,

T. BANASZEWSKI, Analiza drgai przesiewacza rezonansowego trdjmasowego,

J. WoINAROWSKI, M. CHMUROWA, K. GRAJEK Badanie ksztaltu przekroju ruchu zwierciadla wody

w osadzarce typu ODM-18,

S. MARKUSIK, A. WILK, Sprzegla odsrodkowe srutowe w napedach maszyn transportowych,

J. WoINAROWSKI, Zastosowanie grafdw i lczb strukturalnych w modyfikacji wlasnosci dynamicznych
maszyn.

W konferencji uczestniczylo 57 uczestnik6w, w dyskusji wzielo udziat 4&_3 0s6b. Materialy konferencyj-

ne zostaly opublikowane w Zeszytach Naukowych Politechniki Slaskiej — Gornictwo, zeszyt 62, Gliwice
1975 (str. 194).

IIL.

Kursy

Oddziat w Poznaniu przeprowadzil kurs na temat «Zasady ekstremalne i programowanie

matematyczne-w teorii ciat spr@iyﬁtych i plastycznych». Odbyly si¢ 3 wyklady, w ktérych wzigto udziat

25

o0sob.
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Iv. Sprawy organizacyjne
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Liczbe czlonk6é6w w poszczegblnych Oddziatach ilustruje nastgpujaca tablica:

. . Przybylo lub uby-
Lp. Oddzial Stan na koniec | Stan na koniec lo w okresie

I kw. 757r1. IT kw. 75 r. sprawozdawezym
1. Bydgoszcz 21 22 +1
2. Czestochowa 37 43 +6
3. Gdansk 53 53 —
4. Gliwice 129 133 +4
5. Krakow 75 76 +1
6. Lodz 44 48 +4
7. Poznan 58 58 —
8. Rzeszow 20 20% —_
9. Szczecin 31 32 +1
10. Warszawa 224 224 —
11. Wroclaw 63 63 —
Razem 755 772 17

* Stan wedlug poprzedniego okresu sprawozdawczego.
W okresie sprawozdawczym odbylo sie plenarne zebranie Zarzadu Gléwnego oraz 17 zebranh organi-
zacyjnych w Oddziatach.

KOLOKWIUM EUROMECH 66
ZAGADNIENIA PRZEKAZYWANIA OBCIAZEN W PLYTACH I POWLOKACH

Jablonna, 8—12 wrzesnia 1975 r.

Kolokwium Euromech 66 zostalo zorganizowane przez Instytut Mechaniki Stosowanej Politechniki
Warszawskiej oraz Komitet Mechaniki i Fizyki O$rodkéw Ciaglych PAN. Obrady odbywaly si¢ w Domu
Zjazddéw Polskiej Akademii Nauk w Jablonnie od 8 do 12 wrzeénia 1975 r. Przewodniczacym i organizato-
rem konferencji byl doc. Stanislaw Lukasiewicz, a sekretarzem naukowym dr Walerian SzyszZKOwSKI
z Instytutu Mechaniki Stosowanej PW. W kolokwium wziglo udzial zarejestrowanych 26 uczestnikéw z na-
stepujacych krajéw: Austria — 1, Czechoslowacja — 1, Wegry — 3, Wielka Brytania — 4, Wilochy — 4,
Polska — 10, Szwecja — 2, Republika Federalna Niemiec — 1.

Wszyscy uczestnicy konferencji byli zakwaterowani w Domu Zjazdéw w Jablonnie. Zapewnilo to bar-
dzo dobre warunki do dyskusji i kontaktéw osobistych pomigdzy uczestnikami konferenciji.

Spotkanie niewielkiej grupy oséb bedacych specjalistami w danej dziedzinie umozliwia nawiazanie
bezposredniego kontaktu i przyczynia sie do efektywnosci dyskusji. O zywym zainteresowaniu $wiadczyla
prawie stuprocentowa obecno$¢ uczestnikéw w obradach. Ponadto wielu pracownikéw takich instytucji,
jak Politechnika Warszawska, Instytut Lotnictwa dojezdzalo codziennie do Jablonny celem wzigcia udzialu
w obradach.

Tematem kolokwium byly nastgpujace grupy zagadnien:

a) wprowadzenie obcigzen lokalnych w plyty i powloki,

b) zagadnienia kontaktowe i zagadnienia przekazywania obcigzen,

¢) zagadnienia racjonalnego projektowania konstrukcji cienkosciennych.

W ramach zagadnienn grupy a) wygloszono nastgpujace.referaty:

R. KITCHING, Stresses near local attachment on cylindrical shell reinforced by welded on pad,
A. C. SMITH, The structural response of a cylindrical shell to a point load applied at a free edge;
L. ADAMIEC, Concentrated load transfer problem in circular plates in postbuckling state.
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W ostatnim referacie tej grupy zwroécono uwage na bardzo istotne réznice w zachowaniu si¢ plyty ob-
cigzonej lokalnie w stanie. przed- i zakrytycznym.

Referaty po$wiecone zagadnieniom kontaktowym i zagadnieniom przekazywania obcigzen byly na-
stepujace:

C. R. CALLADINE, The role of edge stiffeners or supporting a shell roof

V. KRUPKA, The load-transfer between a rigid or flexible saddle and thin elastic shell;

M. HAASE, An arbitrary curved stiffener for shell elements;

A. PEANO, Confirming finite element approximations in shells;

D. DaLMmY, Punching of reinforced concrete slabs;

W. MiIrsK1, J. STUPNICKI, The method for determination of the boundary loads on the basis of the isochromatic
fringes of contact zone;

H. P. RossMANITH, Random fiber wabbliness in composite media;

D. FAULKNER, Compression strength on welded stiffened plate.
" Referaty, ktére mozna zaliczy¢é do trzeciej grupy, po$§wigconcj zagadnieniom racjonalnego projekto-

wania konstrukcji cienko$ciennych, byly nastgpujace:

1. Kraus, W. Krzv$, St. LACZEK, Optimisation of combined pull-rod-rib reinforcement of pipe-line branching;

J. ZwoLIksK1, Factors effecting stress concentration in shell with elliptical hole;

S. LUKASIEWICZ, On the design of elements introducing and transfering loads in plates and shells;

Z. Mr6z, Generalized variational approach to analysis and optimal synthesis problems:;

G. M. VORrOS, A modified Lagrangian variational principle for discontinuous elastic stress strain fields;

H. FESSLER, Rib-reinforced cylindrical shells subjected to distributed loads.

Duzy nacisk w obradach polozono na zagadnieniach kontaktowych plyt i powlok.

V. Krupka z Czechoslowacji przedstawil interesujace wyniki obliczen dla rozktadéw naciskéw pomie-
dzy powloka a podporami siodlowymi. Wskazat na osobliwosci rozkladu naciskow i zwrécit uwage na to,
Ze czesto stosowane w obliczeniach wytrzymalo$ciowych zalozenie o rOwnomiernoéci rozkiadu naciskéw
.nie jest stuszne nawet w przyblizeniu.

Zagadnieniem wprowadzenia obliczen lokalnych w powloke zajmowal si¢ B. KITCHING z Wielkiej Bry-
tanii. Okres$lit on rozklad naprezefi w powtoce walcowej w otoczeniu elementu wprowadzajacego obciazenie,

A. PERSSON i N. FRIEDRICHEN ze Szwecji przedstawili rozwigzania trudnych probleméw kontaktowych
dla tarcz, uzyskane metoda elementdédw skonczonych.

W grupie referatéw zajmujacych si¢ zagadnieniami przekazywania obcigzen kilka dotyczylo zagadnien
wspblpracy elementdw belkowych z powtoka lub z plyta. Miedzy innymi C. R. CALLADINE z Wielkiej
Brytanii rozwazal role usztywnien brzegowych podpierajacych konstrukcje powlokowe. Dyskutowano
szczegOlowo problem wspélpracy zeber usztywniajacych polaczenia rurowe. W kilku pracach przedstawiono
wyniki uzyskane metoda elementdéw skonczonych. Oméwiono roéwniez tego typu zagadnienia wynikajace
z zastosowania materialéw zlozonych. Przedstawiono interesujaca metode okre$lania obcigzen brzegowych
na podstawie danych do$§wiadczalnych uzyskanych metoda elastooptyczna. W studiach dotyczacych opty-
malnego projektowania zwrécono uwage na mozliwosé bardziej ogblnego sformutowania zagadnien waria-
cyinych w ten sposdb, by optymalizacji podlegalo nie tylko pole naprezen czy odksztalcen, lecz réwniez
i konfiguracja konstrukeji, co prowadzitloby w rezultacie do wladciwego rozmieszczenia podpér i wyboru
odpowiednich warunkéw brzegowych.

Na tle tego referatu wywiazala si¢ zywa dyskusja. Mianowicie rozwazano, ktéra z metod projektowa-
nia konstrukgji inzynierskich jest bardziej wlasciwa — metoda projektowania na podstawie no$noéci gra-
nicznej, czy tez metoda wyréwnywania naprezen w stanie sprezystym.

Procz tego, jak wynika ze spisu referatow, kolokwium objeto takze wiele innych waznych i ciekawych
zagadnien.

W podsumowaniu obrad stwierdzono, ze kolokwium Euromechu po§wigcone tematyce przekazywania
obcigzen odbylo sie po raz pierwszy. Wydaje si¢, ze zagadnienia te nie byly dotychezas dostatecznie docenia-
ne, choé w wiekszoéci przypadkdw przyczyny zniszezenia wspolczesnych konstrukeji cienko$ciennych wiaza
si¢ z poruszanymi na kolokwium zagadnieniami.

Nie przewiduje si¢ wydania materialéw konferencji. Niektore prace beda publikowane w jednym z nu-
meréw ARCHIWUM BUDOWY MASZYN.

St. Eukasiewicz (Warszawa)
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IV POLSKO—RADZIECKA KONFERENCJA «NIEKLASYCZNE ZAGADNIENIA
TEORII SPREZYSTOSCI» :

Kijow, 24—28 listopada 1975 r.

" Konferencja ta odbyla si¢ w dniach 24—28 listopada 1975 r. w Instytucie Mechaniki Ukraifiskiej
Akademii Nauk w Kijowie. W czasie jej trwania wygloszono 25 referatdéw, w tym polska delegacja sklada-
jaca sie z 13 0séb przedstawita 12 referatéw, 6 referatdéw wyglosili pracownicy Instytutu Mechaniki Ukr.
AN w Kijowie, pozostale 7 referatow zaprezentowali uczeni z innych o$rodk6w naukowych w ZSRR (Mo-
skwa, Thbilisi, Charkéw, Donieck, Rostéw, Ryga).

Tradycyjny temat spotkan naukowych, ktére dotychczas odbywaly si¢ na przemian w Warszawie
i w Kijowie, «Nieklasyczne zagadnienia teorii sprezystosci» zostal potraktowany szeroko. Przedstawione
referaty obejmowaly obszerny krag zagadnien mechaniki ciala stalego odksztalcalnego. Zaletg tak zorga-
nizowanej konferencji byla mozno$¢ zapoznania si¢ z wieloma r6znymi kierunkami badan teoretycznych
i doéWiadczalnych w mechanice, niedostatkiem — wynikajgce stad czasami male zainteresowanie audy-
torium.

Goécinni organizatorzy zapewnili bardzo dobre warunki pobytu i umozliwili zapoznanie si¢ z osiagnig-
ciami Institutu Sverchtverdych Materialov Ukrainskiej Akademii Nauk, z dziatalno$cig kilku laboratoriow
Instytutu Mechaniki, oraz z zyciem kulturalnym Kijowa i jego zabytkami.

Po otwarciu obrad konferencji zebrani uczcili minutg ciszy zmarlych w okresie od poprzedniej, IXI Kon-
ferencji, wybitnych uczonych radzieckich, czlonkéw Akademii Nauk Ukrainskiej SRR, profesor6w A. D.
KowaLENKE, W. O. KONONIENKE i G. N. SAwWINA, kt6rzy przez dhlugie lata byli promotorami (ze strony
radzieckiej) utrzymywania bliskich stosunkéw naukowych z mechanikami polskimi.

Pierwszy referat wyglosit prof. H. ZorskI, przedstawiajac dowo6d nieistnienia gladkiego o$rodka cig-
glego, ktéry moze reprezentowaé model uktadu czastek newtonowskich zamrozonych w o§rodku.

Prof. Z. OLesIAK przedstawil pewne propozycje dotyczace nowych zagadnief w teorii szczelin z uwzgle-
dnieniem temperatury i wsp6ldzialania z ciecza lub gazem zamknigtym w szczelinie.

.Czlonek Ukr. AN prof. N. A. KiL.czewsk1s (w pracy wsp6lnej z D. L. ILczyszyNa i L. M. SZALDA)
zajat sie teorig zderzenia, stosujac aparat transformacji catkowych i pewnego wariantu metody SoMIGLIANO,
a wyniki otrzymane w przypadku nieliniowej charakterystyki sprezystej pordéwnal z pracarrii HERTZA.

Profesor W. NOWACKI w pracy pt. Zagadnienia termodyfuzji w cialach stalych oméwit metody rozwig-

zywania réwnan rézniczkowych termodyfuzji. Rozpatrzyt zjawisko fal termod_vfuzyjnych i podal uwagi
dotyczace termodyfuzji w osrodku n-sktadnikowym.

Czlonek koresp. Ukr. Ak. Nauk prof. W. L. Rwaczew (Charkoéw) pxzedstawﬂ interesujacy referat
noszacy tytul Algebraiczno-logiczne metody w fizyce matematycznej i zagadnienie automatyzdcji programo-
wania w zadaniach dotyczqcych réinych pol.

Prof. W. GUTKOWSKI (w:pracy wspélnej zJ. BAUEREM, J. GIERLINSKIM i Z. IWANOWEM) przedstawit .
p6lanalityczne i numeryczne rozwigzania dotyczace optymalizacji struktur dwuwarstwowych przekryé
pretowych.

Z kolei prof. J. M. HrRIHORENKO (referat wspblny z A. T. WASILENKO) omoéwil przeprowadzone badania
teoretyczne dotyczgce ortotropowych powlok warstwowych w ujeciu nieklasycznym. Wyniki poréwnat
z klasyczng teorig powlok i rozwigzaniami §cislymi w ramach klasycznej teorii sprezystosci.

Czlonek koresp. AN ZSRR prof. L. . Worowicz (Rostéw) rozpatrzyt mieszane zagadnienia dyna-
miczne teorii sprezystosci dla obszar6w polnieskoriczonych. Zbadane zostaly osobliwoéci rozwigzan w za-
leznosci od czestoéci drgan dla obszar6w typu warstwy lub klina polaczonych w gwiazdopodobne cialo
'sprezyste. Autor sformulowal i zbadat zasade granicznego zanikania i stacjonarnej fazy dla takich obszaréw.

Prof. Z. Wesorowskt wyglosil referat pt. Rozprzestrzenidnie si¢ fal silnej nieciqglosci w cialach spre-
Zystych. Zalozono wystgpowanie nieciagloéci predkosci i gradientu odksztalcenia. Wyznaczony zostal
skok entropii i warunek rozprzestrzeniania si¢ fal oraz zbadany rodzaj i charakter otrzymanych fal.

Doc. J. Kusik (Poznan) podal pewne uwagi odnoszace si¢-do wyznaczania napre¢zen cieplnych wy-
wolanych ruchomymi Zrodiami ciepla.' _

Doc. E. Kossecka przedstawila referat dotyczacy ruchu defektow punktowych w nieskorniczonym
anizotropowym oérodku sprezystym. Wyprowadzono wyrazenia na pole przemieszczeni ruchomego defektu
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i na sile dzialajaca na defekt. Dokladniejsza analiza zostata przeprowadzona w przypadku oérodka izotro-
powego.

Czlonek koresp. AN Ukr. SRR A. H. Huz (ze wspoipracownikami F. H. MACHORTEM!I 0. Husz-
czEM) przedstawili interesujaca metode do§wiadczalng i analize teoretyczng dotyczaca wyznaczania napre-
zen w cialach dwuwymiarowych metoda akustyczna.

Prof. A.L. GOLDENWEIZER (Moskwa) wyprowadzil zwigzki miedzy fizyczna sztywnoéciag powlok
i matematycznym pojeciem sztywnoéci powierzchni. Autor przeprowadzit glgboka analiz¢ teoretyczna,
wprowadzajac nowe pojecia i definicje do teorii powlok.

Dr hab. A. BLiNnOWsKI przedstawil wyniki uzyskane w obszernej pracy dotyczacej gradientowej teorii
efektu kapilarnego.

Czlonek Gruzinskiej AN prof. W. D. KupraDZE (Tbilisi) przedyskutowal nowa metode badania row-
nan rézniczkowych teorii sprezystosci dla cial wielospéjnych z pustkami i inkluzjami. Byt to fragment
nowej ksiazki autora i jego wspoipracownikéw, ktéra niebawem ukaze si¢ w druku.

Czlonek koresp. Ukr. AN W. T. Troszczenko (Kijéw, Institut Problem Pro&nosti AN) przedstawit
wyniki prac do§wiadczalnych dotyczacych pozasprezystego zachowania sie¢ metali (stal, stopy aluminium
i tytanu, nikiel i zeliwo) przy obciazeniach cyklicznych 10—15 hertzéw.

Prof. Cz. WoZNiak méwit o koncepcjach mechaniki ciat wiotkich. Autor wprowadzit podstawowe
pojecia teorii, opierajac si¢ na mechanice o§rodkéw ciaglych z wiezami, a wyniki przedyskutowal na przy-
kiladach. ‘

Profesor R. F. GaANuEw wygtlosil referat pt. Drgania i stateczno$é ruchu cial z cieczq i gazem w slabym
i silnym grawitacyjnym polu sil. Autor przedstawil interesujacg analize zagadnienia oraz wyniki przeprowa-
dzonych do$wiadczeni dotyczacych ciat z cieczg i gazem w stabych polach grawitacyjnych. Rezultaty prac
autora znajdujg si¢ w ksiazce, ktéra niebawem ukaze si¢ w druku.

Referat czlonka koresp. Ukr. AN prof. A. S. KosMopamiariskieGo (Donieck) pt. Naprezenia cieplne
w plytach wielospdjnych zostal wygloszony przez jego wspélpracownika — kand. nauk SZALDERWANA.

Dr Zofia Mossakowska w referacie o funkcjach cyklicznych i ich zastosowaniach w teorii dyslokaciji
przedstawila wyniki obszernej pracy teoretycznej wraz z przyktadami.

Prof. G. A. WaNIN w swoim wykladzie zajal si¢ nowymi zagadnieniami w teorii ukladéw kompozy-
towych. Podal rozwigzania dwu- i tréjwymiarowych zagadnief z jednorodnymi mieszanymi warunkami
brzegowymi pod dziataniem pél o roznych charakterystykach fizycznych.

Doc. D. RoGguLa przedstawit wyniki pracy (wsp6lnej z Cz. RYMARZEM i H. ZorskIM), w ktorej omowit
wspodlczesny stan zagadnien i metod mechaniki nielokalnych o§rodkéw ciagglych.

Prof. E. E. LawenDEL (Ryga) podal algorytmy rozwiazywania zagadnieni termosprezystoéci sprzg-
Zonej. Przyklad dotyczyl amortyzatora gumowo-metalowego.

Mgr J. P. Nowackr zreferowal fragmenty pracy pt. Liniowa teoria dyslokacji i dysklinacji w osrodku

prezystym typu Cosseratow.

W pracy wsp6lnej prof. Ju. H. Szewczenki i W. Ju. MARINY, ktdrg przedstawil pierwszy z autoréw,
oméwiony zostal model strukturalny oérodka przy nieizotermicznym procesie obcigzenia. Referat ten
zamknat obrady konferencji.

Nastgpnie gospodarze zorganizowali spotkanie polskich uczestnikéw z dyrekcja i kierownikami za-
kladéw Instytutu Mechaniki Ukr. AN. W czasie spotkania przedstawiono gitéwne kierunki dzialalnoci
i osiagniecia Instytutu. Na zakonczenie pobytu delegacji polskiej odbyt si¢ uroczysty bankiet.

Godna podkreslenia byla frekwencja w obradach, a duza sala wykladowa Instytutu Mechaniki byta
czgsto wypelniona po brzegi.

Nastgpna Konferencja Polsko-Radziecka zostanie zorganizowana w Polsce, prawdopodobnie w Kra-
kowie, w maju 1977 roku.

Zbigniew Olesiak (Warszawa)






KOMUNIKAT

Zaklad Mechaniki Osrodkow Ciaglych Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN
organizuje w Wisle-Jaworniku w terminie

7—14 wrzeénia 1976 r.

XVIII POLSKA KONFERENCJE MECHANIKI CIAEA STALEGO.

Tematyka konferencji obejmuje zagadnienia mechaniki ciala stalego, ogdlnej teorii
o$rodkéw ciaglych i teorii konstrukcji. Przedstawione beda zarédwno prace teoretyczne jak
i dos§wiadczalne.

Adres do korespondencji:

dr Maria ARCISZ

Sekretarz XVIII Polskiej Konferencji Mechaniki
Ciala Stalego IPPT PAN ZMOC

ul. Swietokrzyska 21, 00-049 Warszawa



W nastepnym zeszycie ukaiag si¢ prace:

WLADYSLAW BOGUSZ — Wspomnienie po$miertne

J. WiLk, Skonczone odksztalcenia wiotkich obrotowo-symetrycznych powlok przy uwzglednieniu kine-
matycznego wzmocnienia materialu
Kouneunnie nedopmanuu ruOKHX OCECHMMETPUUHBIX OOOJIOYEK IIpH YUeTe KHUHEMATHYECKOro
YIpOuHEHHUS MaTepuana
Finite deformations od slender axi-symmetric shells made of materials obeymg the kinematic strain-
-hardening law

M. JanowsklI, H. Kopeckl, Elektryczny ukiad analogowy dla gzometrycznie nieliniowych zagadnien plyt
o dowolnej gzometrii
DJIEKTPUYECKasaA aHAJOroBasg MOAENb [ TEOMETPHUYECKMX HENHHENHbIX MIACTHHOK ITPOM3BOJb-
HOFO KOHTYpa
The electric analog system for gzometrically nonlinear plates of arbitrary contour

S. BieLak, Calka réwnania rézniczkowego czastkowego rozwigzujacego powloki walcowe
Hurerpan puddepeHunanbHOrO ypaBHEHHsI B YACTHBIX MNPOM3BOOHBIX [JIA  LMIMHAPHUECKHX
obostouex
The integral of a partial differential equations of cylindrical shells

B. KowaLczyk, T. RATAICZAK, [teracyjna metoda wyznaczania czgsto$ci drgan wiasnych i amplitud ukladu
o skonczonej liczbie stopni swobody
TepalMOHHBI METOR BBLIYMCIEHMA COOCTBEHHBIX KOJIEOAHMIl M AMILTUTY[ CHMCTEMBl C KOHEUHBIM
YUCJIOM CTeneHell cBoboabl
An iterative method to determine natural frequencies and amplitudes of a multidegree of freedom
system
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