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MODELOWANIE WIELOSTOPNIOWYCH PRZEKEADNI ZEBATYCH METODA SZTYWNYCH
ELEMENTOW SKONCZONYCH

STEFAN BERCZYNSKI, HENRYK MACKOWIAK,
KRrzySZTOF M ARCHELEK (SZCZECIN)

Metoda sztywnych elementéw skoriczonych (SES) moze by¢ efektywnie wykorzystana
do obliczen gigtno-skrgtnych drgaf swobodnych i wymuszonych napeddw wielostopnio-
wych z przekiadniami zgbatymi. W monografii [1], ktéra jest najpehiejszym opracowaniem
metody SES, problem ten nie zostal poruszony. W niniejszej pracy przedstawiony jest
algorytm obliczen, ktdry stanowi rozwinigcie metody SES w jej zastosowaniu do obliczent
nap¢déw z przekladniami z¢batymi. Algorytm opracowano dla modelu przekladni ze-

batej przenoszacej §rednie moce ‘(np. napedy obrabiarek), w ktorej nie wystquJe hz
obwodowy. :
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Rys. 1

Przy tworzeniu przedstawionego modelu pominigto takie zjawiska, jak zmiana kata
przyporu®? na skutek odksztalcen zgbdw, wplyw nieréwnomiernoéci rozkladu obcigZenia
wzdbuz linii styku zgbdw oraz zazgbienia krawedziowego powstajacego wskutek zwichro-
wania két pod obcigzeniem, bledéw wykonawczych i montaZowych oraz zjawiska giros-

1 Definicje poje zwiazanych Z geometria zaz¢bienia znaleZ¢ mozna np. w [4].
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kopowe. Wplyw tych czynnikéw na procesy dynamiczne zachodzace w napedzie jest
z reguly lokalny i mozna go w pierwszym przyblizeniu przy analizie calo§ci napedu po-
mingé.

Na rys. 1. pokazano model przyktadowej dwustopniowej przekladni zgbatej zbudo-
wany ze sztywnych elementéw skoficzonych, polaczonych migdzy sobg elementami spre-
Zysto-tlumiacymi o liniowych charakter}'stykach Kola zgbate sa przedstawione za po-
moca SESnr 2, 5, pir.

Zrs

A‘s

=\

Frs

Zpr2

Zpn|,

\&a’

Rys. 2

Na rys. 2 przedstawiono sposéb modelowania zazgbienia dla przypadku trzech wspot-
pracujacych két p, r, 5. Przyjeto zalozenie, 2e kola wsp6lipracuja ze soba na linii przyporu.
Punkty styka Ppr_p, Ppr_ 0182 Prs_, 1 Prs_, tylko W stanie réwnowagi pokrywaja sig
tworzac odpowiednio punkty P, i Py, (rys. 2). W czasie ruchu punkty P,,_,, Ppr_, O1az
P . i P.,_; musza ciagle znajdowaé si¢ na odpowiednich plaszczyznach zazebienia, kté-
rych §lady przecigcia z ptaszczyzng rysunku 0znaczono przez g i l,.. Jest to réwnoznaczne
z nalozeniem na uklad wigzéw geometrycznych. W punktach styku P, i P,, zaczepiono
uldady wspéirzednych Por, Zpri, Zproy Zprs O18Z Prgy Zysty Zesa, Zess- Macierze wspél-
rz¢dnych punktéw Ppr_p, Ppr_r i Prs_y, Prs_y W tych uktadach majq postaé:
Zpr~_p = col{Zpr_p1, Zpr-p2s Zpr-ps}>
Zpr—'__= col{Zprr1, Zpr_r2, Zpr;r3-}
N L ) ) Zprv;r‘—_- col {er ris er—-r?.a Zra—r3} .
. er-—iw = col {er 51 er 32, Zr.h—sa} e .
gdzie Zp,_ — macierz kolumnowa WSpolrzqdnych punktu Pp,_ » w ukladzne Pp,, Zm )
+ Zpras Zprs, Zpr—pi — WSpSlrzedna punktu Py, na osi Zpr—iy (i=1;2,3):
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Macierze wektoréw kierunkowych plaszczyzn zazgbienia maja postaé -
n,, = col{dy, By, Cpe}s  Bes = cOl{drg, Brs, G}
Rownama wiezéw geometrycznych (plaszczyzn zazgbienia) wyrazone sa wzorami:
(l) fpr = Apr(zpr—pl_ pr—r1)+Bpr(Zpr—p2 pr—r2)+Cpr(Zpr—-p3 pr-—ra) = 0’
(2) : f;'s = ArS(er-— 1 er—sl) + Brs(zrs—rz - er—sz) + Crs(er—-r3 - Zr_q—-s3) = 0.
Uklady wspdirzednych sa ukladami prawoskretnymi, przy czym 0sie Zppa i Z,sp 83 ZWr6-
cone do osi obrotu k6t napedzanych w danej wspdlpracujacej parze.

Przy wyprowadzaniu wzoréw ustalono nastgpujace reguly:

— litera stojaca na pierwszym miejscu w indeksie oznacza koto napedzajace, litera
stojaca na drugim miejscu — kolo napedzane, np. indeks pr oznacza, Ze koto napedzajace
ma numer p za$ kolo napgdzane ma numer r,

— Kierunek obrotéw kola napedzajacego (np. p) jest prawy, gdy uklad z nim zwigzany
obraca sie zgodnie z regula $ruby prawoskretnej wokdt osi xpy,

— kierunek pochylenia linii zgbéw kota napedzajacego (np. p) jest prawy, gdy rzut
linii z¢béw na plaszczyzng osi X, , X,3 tWorzy z 0sia x,; kat od 0° do 90°.

Zora

EEEAN

-

!
5
!
1
¥

Rys. 3

Wspéhrzedne A, By, Cpr Wektora kierunkowego plaszezyzny zazebienia kot p i r
opisuja zaleZnosci

(3
przy czym
0 — gdy kierunek- obrotéw kola p jest prawy,
= {1 — gdy kierunek obrotéw kola p jest lewy.
[0 — gdy kierunek pochylenia linii z¢gbéw kota p jest prawy,
1= {1 — gdy kierunek pochylenia linii z¢b6éw kota p jest lewy,

gdzie a, oznacza nommalny kat przyporu kotfa quatego, za§ f,. kat pochylenia linii zgba
kota p. ‘

Ay = (—1Y+ cosa,sinfyr, By = (—1)sinay,

Cpr = cosa,cosf,,,



282 . S. BerczyNskI, H. Macxowiak, K. MARCHELEK

Zaleznosci (1) i(3) sa takze stuszne dla przektadni utworzonej z kot stozkowych (rys. 3)e
Uklad wspohzednych Ppp, Zyri, Zpra, Zpes powinien by¢ tak zorientowany, aby of Z,,,
pokrywata sig ze wsp6lng tworzaca stozkow podziatowych obu két p i r, zad 0§ Z,,, zwré-
cona byla w kierunku osi obrotu kofa napgdowego r.

Réwnania wigzéw (1) 1 (2) nalezy wyrazi¢ w tych samych wspétrzgdnych, w ktorych
opisany jest ruch sztywnych elementéw skonczonych. ’

Jako wspéhrzedne uogdlnione opisujace ruch sztywnych elementéw skoriczonych przy-
Jjeto trzy wzajemnie prostopadle przemieszczenia translacyjne ¢ wzdtuz osi x; oraz trzy
katy obrotow g wokét tych osi. Na przyktad przemieszczenia uogdlnione SES ri s wyraZone
sa zalezno$ciami:

qr = COI{qu: qus e qu’ qr6} = COI{SH q)r}’
CY

s = col{qs1, Gs2, ... Gss, gss} = cOl{8s, Y},
gdzie g, ¢s; 0zZnacza przemieszczenia uogolnione két ri s w ukladach Oy Xp1s Xr2s Xpz 1
Os, X515 X525 Xs3. ' /

Przemieszczenia punktéow P, kot ri s w uktadzie Zests Zrgas Zesy WYrazié mozna za
pomocg wspéirzednych uogdlnionych, korzystajac z wzordw:

Grs—r = Urs—r Vrs—rqra

4

( a) Qrs—-s = Urs—svr:—sqs’

przy ¢zym '

(4b) qrs—r = COI{qrs—-rlx qrs-—-rZ’ qrs—rsa qrs—rG} = COI{Srs—r’ q)rs-r}’

qr.v-r = COI{qrs—sl’ qrs—-sZ: ere qrs—ss, Qrs—s6} = COI{S,._‘__,, q)rs—s};

gdzie grs_ri—4qrs—s; 0Znaczaja przemieszczenia kot r i s w ukladzie Py, Zrsi, Zrszy Zesa -
Wystepujace w réwnaniach (4a) macierze Up_, i U,,_; transformacji przemieszczen

z uktaddw O,, Xy, X2, Xp3 1 Og, X1, Xs2, X53 do uktadu Pos, Zryy, Zrsz, Zess Wyrazone sa

nastgpujaco: ‘

' cZ., 0 CZ, 0
(5) ., Urs-—r = 0 Cz;_r 5 Urs—-s = 0 CZ;—S »
przy czym _
(6) Crs—r = jrjz;) Crs—s= jsjz.;

oraz macierze wersorow osi ukladdw
ir= COI{:{M s irz: j—r3}’ is= col {]Tsl s fsz, .—i—::{})
jrs = COI{}-,.“, —irsZ’ j;-sa}-
Wyraz Ci_,,,, macierzy C,;_, zdefiniowany jest nastgpujaco:
Crs—r(lk, = COS(Xrb'erk)s - l; k= 1’ 2’ 3’
gdzie (X,;, Z,5;) — oznaczaja kat zawarty miedzy I-ta osia ukladu zwiazanego z kotem r
a k-ta osig ukladu Py, Z.sy, Zrss, Zrssy, do ktdrego transformuje si¢ przemieszczenia.

Macierze v,;_,, V,s_s przenoszenia przemieszczen z uktadéw O,, X1, Xp2, Xp3 i Oy,
Xs1 Xoa, X3 do ukladu Py, Z,gy, Z,s2, Zns3 S8 Wyrazone W postaci

(7) . v I Ves—r I Vis—s
rs—r — 0 I ) Vrs—s= 0 I ’
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przy czym
0 Ors—r3 ~—Qrs—r2 |
Vesmr = | ~ Ors—r3 0 Ors—r1 |,
. | Orser2 ~Ors—rt 0 |
® 0 Ors—s3 —Ors—s2 |
Ves—s = | ~Ors~s3 0 Ors—ry
. Ors—s2 —0Ors—s1 0 J

Macierze (8) utworzone sa ze wspolrzednych wektordw grg—, = [0rs—r1, Q,._,_,.z., Ors—ra)
i @rs—.v = [Qrs—sla Qr_s'—sz, Qrs--s:i] {a.cza.cych érOde Or i Os kO’I Z Punktem Pr.v (rys 2)
Podstawiajac zaleznosci (5), (6), (7), i (8) do wzoréw (4) otrzyma si¢ dla q_,¢

Zs, Chr Chrvist)[ 8, Cl 8+ Chp Veoe Py
frs-r = [4»] - [ 0 i, ] M - [ i, ]
Zatem ._ - ;
%) Z,5_, =col {er—rl’ Zis—r2s Zr:—r3} = CL_,8,+Ck_, Ves— ey = Cr_r[M¥,s-,1G,.

‘Postepujac analogicznie uzyska si¢ macierz Z,o_y:"

(10) Z,_ s= Cr?;—s[lvrs—.v]qs-
Definiujac prostokatne macierze przenoszenia przemieszczer

jako

(11) V,’.‘;_,- = [IV,._,__,,], V;';_, = [IV,.S_,],

wzory na postgpowe przemieszczenia punktéw P,,_, i P, w ukladzie P, Z,s;, Z,s3s
Z,.; wyraZone za pomoca wspotrzednych przemieszczen uogdélnionych k6t r i s przyjma
postaé

— T
er—-r -~ Crs—rv:;—rqr,

(12) Z, s=CL VX _,q,. ™

Wzory (12) stuszne s3 dla dowolnej pary két, wystarczy tylko zmieni¢ odpowiednio indeksy.

Korzystajac z wyprowadzonych zaleznodci mozna réwnania wiezéw (1) 1 (2) przedsta-
wi¢ w notacji macierzowej. W tym celu definiuje si¢ macierze:

(13) n,r = c0l{A,r, Byr, Cor}, * Myy = c0l{Ays, Byy, Crs}

" Z3 = Ol Zpr—pr—Zor—r1, Zpr—pr—Zpr-12> Zprps—Zpr-r3}»
. 2} = col{Zrsori=Zrs-s1, Zrs—r2—Zrs-s2> Zrs—r3— Zra-s3} -
Podstawiajac zaleznosci (13) i (14) do (1) i (2) otrzyma sig réwnania wigzow:
(15) - : " fe=nLZ% =0, |
(16) . fis =l Z% = 0.

Uwzgledniajac, 2e Z¥ = Z,,_,—Z,,_, oraz ZX = Zy,_,—Z,y_,s téwnania (15) i (16)
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przedstawi¢ moZna w postaci:
(15a) Sor=npZp =002y =0,
(162) fos =082 —05Z, o o =0.
Podstawiajac do réwnan (15a) i (162) zaleznoéci (12) uzyska sig:
(17) f;)r = l:'prcg;‘r 4 pr pqp nprc;l;r rvpr rqr = 0
f — nl‘scl?.;—' V:’: rur nI‘SCI?;‘ SV:;—-SqS = 0
Wprowadzajgc oznaczenia:
(18) Tprp = “prcxj;r oVarss  Tprr =05 Co V5 _,
Trs—r = nrsci?;—rv;ﬁ'—r’ Trs—s = n,SCZ; sV;l;—s;
réwnania (17) przyjmuja postaé
f;w = Lpr-p qp—Tpr—rqr = 0,
f;-c = Trs—rqr_'Trs—sqs = 0.

WyrazZenia (19) sg liniowymi formami wspdlrzednych uogdlnionych. Wyrazy macierzy
Tyr—ps Tor—ry Trs—r, Trs—s 53 pochodnymi réwnan wigzow wzgledem odpowiednich wspdl-
rz¢dnych uogdlnionych, czyli

(19)

SE )
| 99,17 09,2 Odps
IR K/ %],
(20) L0 Oz Ot
v _ | % s af,s]
T 0 99n” T 06 I’
| e s af,s]
e La%m P 0qsy” 7 0456 |

* Przy zaloZeniu, Ze wiezy sa idealne, réwnania ruchu modelu napedu skiadajacego sif
z SES i uwzglcdmajacego wiezy geometryczne nalozone na zazgbienia mo#na zapisaé w pos-
taci

(21) M{+Lq+Kq= P+gA,

gdzie M oznacza djagénalnq macierz wspolczynnikéw bezwladnosci sztywnych elementéw
skofczonych modelu, L-kwadratowa macierz thumienia, K kwadratowa macierz sztywnosci,
q kolumnowa macierz wspélrzednych uogdlnionych, A kolumnowa macierz nieoznaczo-
nych mnoznikéw Lagrange’a, za§ g prostokatng macierz pochodnych réwnan wiezow
wzgledem wspdhrzednych uogdnionych. :

Sposob budowania macierzy g (wzdr (22)) przedstawiono dla nastquchych zatoZen:
jesli w kolejnosci SES w modelu para k6t o numerach p i r jest pierwsza para wspSlpracu-
jaca, para kot ri s — druga parg wspélpracujaca (koto r jest kolem posredniczacym —
patrz rys. 2) — za$ para k6t o numerach ¢ i w jest k-ta para wspdlpracujacg oraz / oznacza
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liczbe wspdlpracujacych par kél, a n-liczb¢ stopni swobody calego modelu, wéwezas:
k+1

1 2 3 k-1 k
1] 0 0 0..0 0
p| TL., 0 0..0 0
0 0 0..0 0
Pl —T0_, Ti,0..0 0
0 0 0.0 0
(22) g=s| 0 -TL,0..0 0
0 0 0.0 0
| o 0 0..0 T,
0 0 0.0 0
wl 0 0 0..0 —T%_,
0 0 0..0 0

0..

[— )

[— )

nxl

Kolumnowa macierz nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a przedstawia wzdér
(23) A = col{dp, Arsy ooes Atws ooy Auz)s
1 2 k 1

gdzie Apy jest nieoznaczonym mnoznikiem Lagrange’a przyporzadkowanym wiezom
geometrycznym nr 1 (pierwszej parze wspélpracujacych két, tj. p ir), A, — nieoznaczonym
mnoZnikiem Lagrange’a przyporzadkowanym wigzom geometrycznym nr k (k-te] parze

wspélpracujacych ko1, tj. ¢ 1 w).

Réwnania (21) mozna rozwigzaé przy uzyciu ETO, jednakze konieczne jest wyrugo-

wanie pieoznatzonych mnoznikéw Lagrange’a.

W tym celu wykorzystano metode podang w pracy [2]. Rézniczkujac dwukrotnie
wzgledem czasu ¢ réwnania wiezéw geometrycznych uzyska sie réwnania warunkowe

0 postaci

f;r = Tpr—piip_Tpr—rar = 0,

f;'s = rs—r.(ir'—Trs—siis = 0’

@4

........................

........................

Réwnania (24) w notacji macierzowej przyjmuja postaé

- (29) g'q=0.

Kolumnowy wektor przyspieszen wyznaczony z réwnan (21) wyrazony jest wzorem

(26) § = M~*( P+gA—Li—Kqg).
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Podstawiajac (26) do (25) i dokonujac prostych przeksztalcen, otrzyma sig macierz
‘nieoznaczonych mnozmkéw Lagrange’a:

27 = (g"M™'g)"'g'M~ 1(Lq+Kq P).

Aby macierz (gTM~'g) byla odwracalna spelniony musi byé warunek jej nieosobli-
woséci. Analizujac budowe macierzy g latwo stwierdzié, ze rzad macierzy (g"M~1g) jest
réwny / co implikuje jej nieosobliwosé.

Macierz A wyrazong wzorem (27) podstawia si¢ do réwnan (21)

(28) Mg+Lg+Kq = P+g(gTM‘1g)‘1gTM"1(L('1+Kq— P).
Oznaczajac w réwnaniu (28):

(29) - Ly= —g(g™M g~ g™ 1L

(30) - K= —g(g™ g g™ MK,

@31 - Pr= —g(@™™M g g™ P,

uzyska si¢ rOwnanie ruchu w postaci

(32) ‘ Mg+ (@L+L)q+(X+Kp)q = P+ Py.
Podstawiajac o

L=L+L; K=K+K; P= P+P

do réwnania (32) uzyska si¢
(33) M{+14+Kq = P.

Macierze 1, K i P tworzy si¢ zgodnie z zasadami ujetymi w pracy [1].

Réwnania (33) opisuja ruch liniowego modelu wielostopniowej przekiadni zgbatej
i moga by¢ rozwigzane przy uzyciu metod i programoéw zamieszczonych w pracy [1].

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda modelowania wielostopniowych przektadni
zebatych przy uzyciu metody sztywnych elementéw skofczonych moze byé stosowana
w tych przypadkach, gdy w uktadzie wystgpuje wstgpne napigeie o wartosci gwarantujacej,
Ze w trakcie jego pracy nie bgdzie zachodzi¢ odkrywanie luzéw. W porédwnaniu z dotych-
czas stosowanymi w praktyce obliczeniowej matematycznymi modélami drgafi skretnych
(5, 6,7, 9], model zbudowany z SES umozliwia wyznaczenie charakterystyk dynamicz-
nych zaréwno drgas skretnych jak i gietnych poszczegdlnych walkéw napedu. Wprawdzie
w metodach przedstawionych w pracach [5, 7] uwzglednia si¢ wplyw ugie¢ watkéw i pro-
mieniowych odksztalcen, lozysk na charakterystyki drgan skretnych, lecz tylko statycznie,
przez. wprowadzenie tzw. skretnej podatnoéci réwnowaznej. Model matematyczny drgan
gigtno-skr¢tnych powinien zatem daé¢ dokladniejsze wyniki., Dodatkows zaleta modelu
wielostopniowej przekladni zgbatej zbudowanego z SES jest mozliwo$§¢ wykorzystania
programéw metody SES [1].
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Pezwome

MOJIEJNVNPOBAHHME MHOTOCTVYIIEHYATBIX 3YBUATHIX INEPENAY
10 METOLY XECTKMX KOHEYHBIX SNEMEHTOB

HanoKeH METO[ ONpeNeNeHust USTHOHO-KPYTHILHBIX 1KoNeGaHHil [NIaBHbIX MPUBOLOB METALIOpe-
wywpx craHxoB. PusmUecKas MOJENb YOCTPOEHA 3 MKECTKHX KOHEYHBIX SJIEMEHTOB, COeHMHEMHBIX
C TIOMOIUBIO YIPYro-INeMIbHpyIOIMX JIEMEHTOB C NMHCHHLIMY XapaxTtepucraramu. Ka)cIblit anemeur,
yopyruit nd gemrndupylonmi, onpexeseH MEcTpio X0ahDUIHEHTaMH YIPYrOCTH ¥ JeMI()HPOBaHHSI.
JK&cTKHE KOHEUHBIE DJEMEHTDHI, MOJENHUPYIOLIME 3yGuaThie NEpenayy, HAXOMATCA TOK NEHCTBHEM reo-
METPHUECKHX CBASEH, ONPENENAIOIHX YCNOBHS IOCTOAMCTBA 3alerienys. PaspaboTaHHas MaTeMaTH-
YecKas MOZLENb ¥ aJICOPHTM €8 PeIUeHHs NPeNCTaBeHbl B POCTOM BU/E, NpUroHom st DIIBM.

Summary

MODELLING OF MULTIPLE TOOTHED GEARS BY RIGID FINITE ELEMENTS
A method of calculating the flexural and torsional vibrations of the machine tool main drives is pre-
sented. The physical model was constructed of rigid finite elements connected with elasticdamping elements
of linear characteristics. Each clastic or damping element is defined by six rigidity or damping coefficients,
The rigid finite elements modelling the gear are subjected to geometrical constraints resulting from the
“conditions of constant gearing. Both the mathematical model and the corresponding solution algorithm
are presented in the form suitable for computations,
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O MAKROSKOPOWYCH NAPREZENIACH W OSRODKACH WIELOFAZOWYCH

ANDRZE] TRZESOWSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

W teorii o§rodkow wielofazowych, przy przejéciu od mikrowielkoéei do makrowielkoéci,
czesto stosuje sie nastepujace rozumowanie (np. [1]):

1. Wybieramy skonczony podobszar niejednorodnego ciala (zwany charakterystycz-
nym obszarem) tak duzy, Ze zawiera dostatecznie duzo niejednorodnoéci na to, aby mozna
bylo przeprowadzi¢ w nim reprezentatywna operacj¢ objgtoSciowego ufredniania.

2. Zarazem uwazamy, Zze podobszar jest dostatecznie maly (w poréwnaniu z wymiara-
mi ciafa) na to, aby mozna bylo go interpretowal — w makroskopowym przyblizeniu —
jako punkt materialny i pomijaé zmienno§¢ w nim makroskopowych wielkogci.

Oczywiscie takie rozumowanie moze mie¢ zastosowanie tylko do niejednorodnych o§-
rodkéw?), w ktérych niejednorodnosci sa bardzo matych rozmiaréw. Przykladem takich
‘ofrodkéw sg polikrysztaly lub stopy metali z niejednorodnoédami‘ w postaci matych
inkluzji.

W pracy rozwazane beda stopy metali typu matryca z inkluzjami tworzace ofrodek
makroskopowo jednorodny, mikroskopowo nlejednorodny, o rozproszonym charakterze
mikrostruktury (por. [2]).

W monografii [3] podane sa przyklady takich stopéw. Z przyktadéw. tych wynika, ze
w wielu wypadkach mozna pojedyncze inkluzje uwazaé za zawarte (wraz z otoczeniem
w postaci materiatu matrycy) w sze§cianie o boku 5- 10~% ¢cm. Wtedy w szeScianie o boku
d* = 5-10"2 c¢m (a wiec w szedcianie o wielkoéci uznawanej za makroskopowa — np. [2],
~ [4]) znajdzie si¢ n = 106 inkluzji; dla szecianu o boku d* mozna méwié o reprezentatyw-

nym udrednianiu objgtosciowym. Z drugiej strony w szefcianie o boku d = 10 cm (rzad
wymiaréw prébki do badan) znajdzie si¢ N = 2- 106 szebcianéw o boku d*; szeSciany
o boku d* sa dostatecznie male w porédwnaniu z wymiarami prébki (@* < d).

Rozwazmy pewien podzial ciala niejednorodnego na obszary charakterystyczne. Jezeli
kazdy z tych obszaréw zdeformujemy jednorodnie, to w ciele powstanie pole naprezen
spowodowane nieréwnomierno$cia odksztalcenia poszczegélnych obszar6w charakte-
jl'yStyCZnych 1 wymkajqcym stad ich wzajemnym oddziatywaniem. Makroskopowe przybh-
Zenie tego pola naprezeri nazywane jest napreZeniem I rodzaju. Z okreélenia naprezen I
rodzaju (i z okreflenia obszaru charakterystycznego) wynika, Ze naprezenia te powinno
si¢ uwazaé za stale w obszarach charakterystycznych.

D Oérodkiem niejednorodnym nazywamy klase ciat m{ejednorodnych o takim samym typie niejedno-
rodnosci,
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Celem pracy jest analiza pojecia makroskopowosci naprezen oraz sformulowanie
makroskopowego prawa konstytutywnego (dla naprezen I rodzaju i makroskopowych
odksztalcert okreSlonych dla liniowo-sprezystego oérodka niejednorodnego), w ktérym
wymiary obszaru charakterystycznego wystapia jako parametry opisujace makrosko-
powa reakcje materiatléw zawartych w ciele nigjednorodnym.

2. Rozklad niejednorodnosci

W stopach metali ksztalt, wielko$¢ i rozmieszczenie inkluzji sa losowymi parametrami
rozkladu niejednorodnosci. Losowy rozklad niejednorodnosci mozna opisaé funkcja:

2.1 ' c= ¢, x) = 7@, x)eq.

gdzie oznaczono:

x € G; G— obszar ciala niejednorodnego (prébki do badan),
o € £2; 2 — probabilistyczna przestrzen zdarzen opisujaca losowosé wewnqtrznej
geometrii niejednorodnych cial o$rodka,
co — tensor wspdlczynnikéw sprezystoéci matrycy zajmujacej obszar G,
ca——tensor wspdtczynnikéw SprQZyStOSCl mkluzp zajmujqcych obszar G— Gy
a=1,..,m
yalw, )——funkqa charakterystyczna obszaru G, (przy zdarzeniu losowym w e Q)

1 dla xe G,

K@, x) = {0 dla x ¢ G,

Zalozenie rozproszonego charaktern niejednorodnoéci i makroskopowej jednorodnosci
ofrodka wyrazimy przyjmujac statystyczng jednoiodno$§¢ losowej funkeji rozkladu nie-
Jjednorodnoéci '

(2.2) o /> (Ec)(x) = Co = const,

gdzie E oznacza operacje probabilistycznego usredniania a C, jest tensorem walencji 4. -

Dla o$rodka dwufazowego funkcje rozkladu niejednorodnosci moZeniy napisa¢ w pos-
taci: _

(2.3) c(w’ x) = €o+y(®, x)(c;— ¢o),
gdzie oznaczono x(w, x) = xi(w, x).

Jezeli rozklad niejednorodnoéci (dany wzorem (2.3)) spelnia warunek tzw. izotropii
statystycznej, to losowa funkcja f(x)(w) = x(w, X)(w € £2) ma miedzy innymi wiasnoci
([5D:

P(x) = 1) = Ex(x) = ¢,
(2.4) P(y(x) = 0) = 14,
PO = 1A ) = 1) = EQeg(e)] = 20,
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gdzie ¢ jest koncentracja objgtosciowa inkluzji:

|G| |Gl
2.5 = A= = ——.
@5 $="ar 7= T
3
oraz oznaczono r = ||x—x||, ||x||2 = Z(x‘)z, x = (xt, x2, x3).
i=1

Przy powyzszych zalozeniach
(2.6) Co = Ee(x) = co+(e;—co) = (1—P)eo +e, .

Funkcja korelacyjna:
K(x, x1) = E[e'(x)®@¢'(x1)],

' (x) = e(x)—Cy

ma w rozwazanym przypadku postac: '
K(x, x;) = [y(r)—¢%K,
K = (¢;~co)®(e; —¢€o)-

Mikroskopowos¢ rzedow dtugosci charakteryzujacych wymiary inkluzji i odlegloéci
miedzy nimi pozwala — w ramach modelu matryca z inkluzjami — potraktowaé stop jako-
mechaniczna mieszaning skladnikéw. Oznaczmy:

P(x)= P(xeG), (@(=01),
Pi(x,x;) = P(x €Gi A X, € G), (@, j=01).
Prawdopodobienistwa P;; sa postaci ([6]):
' Py = Py(r) = a;+pup(r),
ay; = PyP;, Pi(x) = P; = const,
(2.10) pij = Pid;;— PP (po i nie sumowag),
p(r) = exp(~r/l).

2.7)

(2.8)

2.9

Stad (i z (2.4)).

(2.11) - ' y(r) = ¢ +¢(1—exp(—r/D),
gdzie /— modut korelacji ([/] = cm). '

Wzér (2.11) jest przyblizeniem, w ktérym ignoruje si¢ réZmice gemetryczne migdzy
matryca a obszarem zajetym przez inkluzje; wzdr ten nie uwzglednia np. réZnic w typie
spdjnoéci tych obszaréw a takZe nie uwzglednia réznic w ks_ztalcie 1 orientacji inkluzji,
Tego rodzaju przyblizenie winno dawaé najlepsze rezultaty dla zblizonych koncentracji ¢-
1 1—¢ oraz quasi-sferycznych inkluzji tj. takich, e E[(R—ER)?] < (ER)?, gdzie R =
= ||x—xo||, xo — §rodek masy: inkluzji, x — punkt na powierzchni inkluzji.

Rozproszony charakter mikrostriktury bedziemy uwzgledniaé przyjmujac, Ze uéred-
nienie probabilistyczne losowych funkcji, odniesione do obszaru charakterystycznego-
1do obszaru calej prébkd, daje taki sam wynik. W szczegdlnoéci jeéli przez Gi G* oznaczy-
my obszary prébki i dowolnego obszaru charakterystycznego a przez G; < G, G & G* —
-podobszar zajety przez inkluzje, to :

IG,| _ |G¥l

212 T e
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3. Odksztalcenia

W pracy rozwazane beda, jak to zwykle robi si¢ w teorii o§rodkéw wielofazowych,
losowe pola odkszalcefi jednorodne statystycznie. Zalézmy wigc osrodek i obcigzenia ciat
takie, Ze:

A. Losowa deformacje obszaru charakterystycznego G*, obserwowana na jego gra-
picy dG*, mozna uwazaé za jednorodng (por. [1]), Przyjmujemy wigc, ze losowe przemiesz-

czenia .

3.D 1 = u(w, X)(we L, xe G¥

spetniajg (dla w € £ ustalonego) réwnanie:

(3.2) L(Dw(w, x) = X(w, ) +k(w, x), w G*
ww, xX) = e*x,> na J0G*,

gdzie oznaczono (por. [7]):

L(D) — operator Lamégo dla jednorodnego ciala o tensorze
wspolczynnikéw sprezystosci  (matrycy) #; L(D)u =
= —div(cy* Vu),

€, — symetryczny tensor walencji 2,

= X.x — wektor wodzacy punktu x € dG* o poczatku w x, € G*;
xo — §rodek masy w obszarze G¥,

x(w, x) = [ 1(w, y)- Véx—ydy— polaryzacja o§rodka?,

Gi
2w, x) = ¢"(w, x) - €(w,x)  —tensor (gestoéci) polaryzacji,
¢’(w, x) = e(w, x)— ¢, — tensor fluktuacji stalych sprezystych,
&(w, x) = }(Vu+vVuo)(w, x) — tensor .(losowych) odksztalcen,

0x — delta Diraca,
V — gradient wzgledem zmiennych x,

X

,» " — operacja pelnego nasuwania tensoréw,
k(w, x) — losowa funkcja rozkladu sit objetosciowych,

Z uwagi na malo$¢ obszaru G* bedziemy przyjmowaé, e mozna w nim pominaé wplyw
sit objetoéciowych na odksztalcenia:
3.3) k(w, x) = 0.

B. Probabilistyczne §rednie odksztalcen sa wielko$ciami makroskopowymi okre§lonymi
z makroskopowego do§wiadczenia mechanicznego. ZaloZenie to sformutujemy w postaci
hipotezy ergodycznej:
(3.4) \/ /\ /\ €(x) = Ee(x) = _IG%TI f €(w, y)dy = €,

6, X€G* weld ¥l

gdzie €, jest symetrycznym tensorem walencji 2.

2) Sens thlki Lebesgue’a X(w, x) jest omOwiony w pracach [7] i {10]; dla « r6zniczkowalnego wzgledem
‘zmiennej x: X(w, x) = dive(w, x). Matematyczne problemy zwiqzane z poprawnoscia sformutowania réw-

X
nania (3.2) w sytuacji, kiedy nieciggto§é funkcji rozkladu niejednorodnodci powoduje nie istnienie w ob-
szarze G* klasycznych pochodnych funkcji u i v — zostaly oméwione w pracy [7]. Operacje rézniczkowania
wystepujace w rownaniu (3.2) nalezy rozumieé jako opgracje uogolnionego rézmiczkowania w sensie So-
bolewa., - - .
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Przypisujac (jak zwykle si¢ robt w makroskopowych do§wiadczeniach) stala w G* wiel-
koéé $rednia €, — $rodkowi masy xo € G*, przyjmiemy, Ze
3.5 € = €(x;) = Ee(xo)
dla dowolnego punktu x, € G takiego, Ze:

inf [[xo—yl[ = r¥,

3 6) . yedG
@ r* = sup|lxo~yll.

yedG*
Z zaltozenia (3.2) wynika przedstawienie pola losowych przemieszczen:

ww, X) = €, x+§(w, X); X = X—Xq

(.7 E(w, x) = 0 na 9G*.
Stad kolejno:
|
(3.8) Wa* Z€(w, X)dx = 0
(3.9) €, = €.

Usredniajac stronami réwnanie (3.2) (przy uwzglednieniu (3.5) — (3.9)) otrzymujemy
nastepujacy wniosek:

Jezeli cialo zajmujace obszar G jest jednorodne przy brzegu oraz mozemy pominaé
wplyw sit objetosciowych na odksztalcenia, to rozklad §rednich odksztalceh w obszarze G
(by¢ moze za wyjatkiem warstwy przybrzeinej szerokoSci b < r¥*) jest postaci:

1
€ () = 5 (Vo +Vub)(x),
(3.10)
infllx—y|| = r* (*—=(3.6)),
yedG

gdzie u, jest przemieszczeniem w matrycy bez inkluzji zajmujacej obszar G:
L(D)ue(x) = 0 w G,
b(x, Dyuy(x) = ¢(x) na 9G.

Przez b(x, D) oznaczono w réwnaniu (3.11) operator warunku brzegowego (por. [7]).
Jezeli b(x, D)uy(x) = uy(x) to zalozenie jednorodnoéci przy brzegu mozna pominaé.

Whiosek powyiszy oznacza, Zze rozwazamy ofrodki, w ktérych znika §rednia polary-
zacja ofrodka

(3.11)

(3.12) (EX)(x) = Gf (Ev)(x) V5,_,dy = 0.

4. Srednie naprezenia

Jezeli inkluzje oraz obszar charakterystyczny sa ograniczone dostatecznie gladkimi
powierzchniami oraz spetnione sa pewne warunki ograniczajace skladowe losowej funkcji ¢

“.1) ¢’(w, x) = ¢(w, X)—Co,

2 Mech. Teorct., i Stos. 3/78
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to istnigje w obszarze charakterystycznym G* funkcyjny zwiazek (por. [10]) migdzy §red-
nimi naprezeniami: A

T(x) = (ED(x), xeG*,
(42) T = T(w, x) = ¢(w, x)* €(w, X),

a §rednim odksztalceniem

“4.3) €x) =€, xeG*.
Zwiazek ten ma postaé _
(4.4) | | T() = € o,

gdzie oznaczono:
C(x) = Co+C'(x),’

CE@ =Y G, C=Ee,

n=1

.5

C.(0) = [ F,(x, x)dx,,
G‘

F, jest tensorowa funkcjq walencji 4 zalezna od (por. [10]):

— tensorowej funkcji walencji 4(n+1), X, = K,(x, x4, ..., X,) bedacej liniowa kom-
bmacm funkcji korelacyjnej rzedu k < n, losowej funkc_u c(w x), tj. funkcji postaci
E( ® ¢(x)- _

— funkcji Greena dla operatora L(D), obszaru G*i problemu Dmchleta (por. rozdz
3(3.2).

We wzorach (4.5) tylko ksztalt obszaru G* nie jest okreslony przez rozwazany o§rodek
i w ogdlnym przypadku nie moZna o tym ksztalcie nic powiedzie¢ a priori. Jezeli jednak
mamy ofrodek izotropowy statystycznie to naturalnym wydaje sig wybor G* w postaci kuli
(4.6) . : G* = K(xo,r%).

Dalej bedziemy uwazaé, 2e obszar charakterystyczny jest kula o promieniu r*.

Do dalszych rozwazant potrzebne nam bedzie wydzielenie czgéci stalej z funkeyjrego
szeregu C'(x). Jezeli przedstawimy funkcje Greena U(x, x’) w postaci
4.n U(x, x') = e(x—x")+r(x, x),
gdzie e(x—x').— rozwigzanie pcdstawowe dla operatora L(D) a r(x, x') — funkcja kla-
sy C*® w obszarze G*, to z postaci fuhkcji F.(x, x') (por. [10]) wynika, ze poszukiwana
czebé stala C mozemy otrzymaé wstawiajac we wzorach (4.5) e(x — x") w miejsce U(x, x'), tj.:

C= Co+ C,

H
[ [\4

4.8

re

._érx= f dn(rﬁ)drn’rn’:'lx'—xnl‘,

f=4

E Dopuszczalnoéé zmlany koIemoécn sumowania w szeregu zawsze mozna oangnqé zakladajac bez-
wzgledng zbiezno$¢ tego szeregu tj. narzucajac warunki ograniczenia na funkcje korelacyjne K.
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gdzie pojawienie si¢ funkcji d,(r) wynika z zalozenia statystycznej jednorodnosci i izotropii
4.9) Ki(x, x5, oo %) = Ko(llx—2x4]l, -5 [Jx—xal])
oraz z przejécia od wspdirzegdnych kartezjafiskich do wspéhrzednych sferycznych:
w0 e(r—x) = B@,0, 1= v,
rz0,0<9%<2n, 00 m.
Mozemy wigc przedstawi¢ szereg C(x) w.postaci:

(4.11) Cx) = C+C(x),
a §rednie naprezenia — w postaci:

T(x) = Ti(xo)+Tu(x),
(4.12) Ty(x0) = C- &(xp),

Tu(x) = C(x) - €(xo).

5. Makroskopowe napreZenia

Rozwazmy wzory (4.4) i (4.12). Zmienno$¢ tensoréw T(x) i C(x) w obszarze charakte-
rystycznym wskazuje, ze C(x) nie moze by¢ uznane za tensor makroskopowych Wspélczyn-
nikéw sprezystosci ciala makroskopOWO jednorodnego, a T(x) — za makroskopowe
naprezenia I rodzaju. Oczywiscie gdyby zachodzila wlasnoéc

(5.1) 1 ﬁ Ty(xg) = W Gf T(w, )dx,
to mozna by uwazaé, ze czg$¢ stala érednich naprezen (T;(x,)) jest makroskopowym napre-
zeniem I rodzaju, a tensor C (zdefiniowany wzorem 4.8)) — tensorem makroskopowych
wspGlczynnikéw sprezystosci.

Warunek (5.1) mozna nazwaé hipotezq quasi-ergodyczng i potraktowaé Jako dodat-
kowy warunek definiujacy makroskopowq jednorodno$é osrodka wiclofazowego.

Warunki (3.4) 1 (5.1) naktadaja ograniczenia na statystyke rozkladu niejednorodnoéci
o$rodka wielofazowego. Podanie twierdzen mdéwigcych o tym kiedy zachodza te warunki
jest problemem w sobie, znacznie wykraczajacym poza ramy pracy. Dla zorientowania si¢
(przynajmniej w pierwszym przyblizeniu) w informacjach o makroskopowych wlasnoéciach
ofrodka wielofazowego zawartych we wzorze (4.8), rozwazmy przyklad dwufazowego
stopu metali statystycznie jednorodnego i izotropowego o rozproszonym charakterze
mikrostruktury i ze sferycznymi inkluzjami (np. stop Ni-Au, w ktérym inkluzje z niklu sa
sferycznymi czastkami o §rednicy 107° ecm — [3]). Dla tego rodzaju stopéw zadowalajaca
dla celéw praktycznych, jest informacja 6 wkladzie w naprezenia I rodzaju funkcji X, (x, x,):
funkcja ta wyraza sie przez liniowe charakterystyki mikrostruktury. Jezeli WIQC przyjmlemy
warunek

(5.2)» K(@e,x,.,x)=0 da nxz2,

4 Warunek (5. 2) jest robwnowazny meskonczonemu ukladowi réwnati ]unowych Ze wzglgdu na fun-

kcje korelacyjne E(ﬂ x(x)) n=2,3,... (por. rozdz. 2), tj. narzuca ograniczenia na losowa geome-

trig ofrodka (por. [8])

2%
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to, w przyblizeniu danym wzorem (2.11), tensor makroskopowych wspdlczynnikéw spre-
zystosci jest postaci (por. rozdz. 2, (4.8) oraz [10]):

(5.3) C = Cot(l—P)Cy+ f l(’%idrcz,
g )

gdzie oznaczono:
Cl =L1°K, C2= LZOK,.

| ve@@n()ds@),

Ll =
. S0,1)
2 n
(5.4) L, = [ [T(5,0)sinodbdv,
00

K= (c;—¢co)®(e;—¢ol),
Ve(x~x,) = 7‘3—F(19, 6) (por. (410)).

C, 1 p(r) 2definiowane sa odpowiednio wzorami (2.6) i (2.11); n(z) [z e S(0, 1)] jest polem
wersoréw normalnych skierowanych na zewnatrz sfery o §rodku 0 = (0, 0, 0) i promieniu
R = 1; symbol ,,0” oznacza dzialanie tensorowe zdefiniowane dla tensoréw A walencji 4
i B— walencji 8, przepisem: '

(55) (A o B)mnpq = Aijlemnljklpq
e(z) jest rozwigzaniem podstawowym dla operatora L(D); np. jeZeli ¢, = A1®@1+2ul
Al = 81y, Ui = 3(0ix 8+ 600, to

1

€(x—y) = W(Arl VVr) r=|lx=yl.
X

1+2
Wspdlczynniki 4, 4 winny spelniaé warunki (por. np. [9]):
(5.7) 34+u >0, u>0.
Naprezenia I rodzaju w punktach x, € G takich, se

(5.8) infllxo—yll > r

yedG

mozZna wigc obliczyé za pomoca zwigzku
(5.9 Ti(x0) = C* € (x0),
gdzie C jest dane wzorem (5.3), a € (x)(x € G) jest polem makroskopowych odksztalcen
oméwionych w rozdz. 2.
Zwiazek (5.9) uwzglednia wplyw na naprezenia I rodzaju, nastepujacych charakterystyk
mikrostruktury:

— koncentracji objetoSciowej inkluzji ¢, :

— liniowego parametru r* charakteryzujacego lqczme rzedy wymlarow inkluzji

i odlegloéci migdzy nimi. Parametr ten ma sens makroskopowej charakterystyki niejedno-
rodnofci jako mikrostruktury,
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— liniowego parametru / skorelowania wlasnoéci stopu w réznych punktach obijetosci.
Zwiazek (5.9) obowigzuje wszgdzie w G za wyjatkiem by¢ moze przybrzeznego pasa o sze-
rokoéci r*.

Zauwazmy, Ze makroskopowe wspdlczynniki sprezystoéci dane wzorem (4.8) (a w szczegdl-
noéci wsp6lczynniki dane wzorem (5.3)) sa — w przeciwienstwie do wzoru (4.5) — nieza-
lezne od wyboru problemu brzegowego dla obszaru charakterystycznego. Uwolnienie si¢
od tej niefizycznej zaleznoSci jest konsekwencja przyjecia hipotezy quasi-ergodycznej (5.1).
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Summary

ON MACROSCOPIC STRESSES IN A MULTI-COMPONENT MEDIUM
Relations between macroscopic stresses and mean stresses in a medium with random distribution of
Jjump-inhomogeneities is considered. The form of constitutive-equation for macroscopic stresses is pre-

sented.
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(0] SUMOWANIU PEWNYCH SZEREGOW DINIEGO I TRYGONOMETRYCZNYCH POJAWIAJA-
CYCH SIE W ZAGADNIENIACH MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH -

KRrRZYSZTOF GRYSA, JANUSZ JANKOWSKI (POzNAKN)
1. Wstep

Jednym z podstawowych problemdéw, pojawiajacych si¢ przy rozwazaniu zagadnien
mechaniki o§rodkéw ciaglych (a takze i innych dziedzin nauki), jest interpretacja fizyczna
wynikéw majacych postaé wielokrotnych calek lub szeregéw. W szczegdlnodci przy roz-
wazaniach dotyczacych termosprezystoéci czy termodyfuzji otrzymuje sie czesto roz-
wiazania w postaci szeregéw typu Fouriera-Bessela, Diniego [1], lub trygonometrycznych
(por. np. [5, 7,8] i in.). '

Wydaje sig, ze najogdlniejsze, z przedstawionych dotychczas w literaturze, podejscie
do probleméw sumowalnosci szeregéw Fouriera-Bessela i Diniego przedstawiono w pracy
[2]. W pracy tej wyznaczono sumy szeregéw Fouriera-Bessela

. C ,u: Jn (:unlx)‘,n+ (:ulliy)
.y P A

oraz Diniego

> 243 (gD s1(Auy¥)
(1.2) Y(z £ (g =12+ H)I 3 (hg)

gdzie n=20,1,2,...;5,k,/=0, 1; u, — i-te miejsce zerowe funkc_u Bessela J,(2);
Ang—J-te miejsce zerowe funkcji fo(2) = ATy (A)+ HI,(A); i,j=1,2,...; H,a—do-
wolne state (@ # 0); x, y e (0, 1).

Wzory przedstawione w cytowanej pracy sa prawdz1we réwniez dla kaidego n rzeczy-
wistego wigkszego od —0,5 (poréwnaj tok rozumowania w pracy [2] z odpowiednimi zwigz-
kami zawartymi w monografiach [1, 6]). Pewne szczeg6lne przypadki tych wzoréw moZna
znaleZ¢ w innych pracach. Nalezy tu wymienié szczegdlnie dwie publikacje, ktérych uogdl-
nienie stanowi praca [2). Sa to prace WOBLKEGO [3] i Grysy [4] W pierwszej podano
sumy szeregéw typu (1.1) dla n = 0; w drugiej uogolnlono wyniki pierwszej pracy na do-
wolne 7 naturalne. o

W obecnej pracy wyznaczono wzory sumacyjne dla szeregéw Dmlego w przypadku
gdy H > 0. Ponadto wykorzystano wyniki prac [2] i [4] w celu wyznaczenia sum pewnych
szeregéw trygonometrycznych. Oba typy széregéw sa s_zczcgéliﬁeézqsto; spotykane w roz-
wigzaniach réwnan transportu ciepta lub masy oraz w teorii drgaf. Uzytecznosé wyprowa-
dzonych wzoréw zilustrowano w konicowej czgfci pracy przedstaw1ajb‘c w prostych posta-
clach:pewne znane rozwigzania probleméw termospreZystosci, teorii drgad i 1nnych
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4
W przedstawionych w dalszych czg§ciach pracy zwiagzkach uzywaé bedziemy naste-
pujacych oznaczeh skracajacych:

1 (H+m)K, ()= pKys1(P)
9 P09 = g | K009 (R |

4 1 (H+mK,(P) — pKs1(P)
(14) FIIHZ(.ps Z) - 4p2 [Kn+1(172)+1n+1(1)z) (H+n)1',’(p)+p1"'+l(p) ]

Tutaj I,(z) i K,(z) — zmodyfikowane funkcje Bessela, odpowiednio pierwszego i dru-
giego rodzaju n-tego rzedu [1]; [ — parametr wystgpujacy w szeregach Diniego. Nietrudno
zauwazyé, ze

1
1.5 FE(p, 1) = .
(3 R R (GERTA T A (3]
H+n
L. F&(p, 1) = .
(19 0 ) = L) 7T (P

Podstawowym wzorem, z ktérego otrzymujé si¢ wszystkie nastepne cytowane w tej
pracy wzory sumacyjne dla szeregdw Diniego, jest zwiazek

. = FEN AR XCIRY
a7 12 (B iy — 12+ HOTE )

= 2a*{n(x—Y)FE (a, x)I(@y) +n(y—X) Ff(a, y) L.(ax)},

ktéry uzyskuje si¢ z odpowiedniego podstawowego wzoru z pracfy [2] dla przypadku,
gdy H > 0in = 0. Tutaj 5(z) — funkcja Heaviside’a.

Znajomo$¢ wzorédw sumacyjnych dla szeregéw Diniego i Fouriera-Bessela (te ostatnie
omdéwiono w pracy [4]) pozwala w latwy sposéb otrzymaé wzory sumacyjne dla pewnych
szeregdw trygonometrycznych. Wykorzystujac mianowicie zwiazki [6]:

2. 2 .
J_l/z(z) = ‘I/E Slnz, Il/z(z) = E Sth,

2 w
YI/Z(Z) = — ]/——7; Ccosz, K1/2(Z) — _2? e %,

Jaj2(2) = 2 [SIEZ —cdsz], L),(2) = ]/—nz; [coshz—- szhz J,

nz

2 | C n 1
Yar2(2) = "]/”ﬂ—z [sz'l" c;sz ], Ksp2(2) = ]/?ﬂz— e"(1+—z~),

zwigzek (1.7) oraz zwiazek (11) z pracy [4], otrzymuje si¢ nastgpujace wzory, bedace pod-
“stawowymi dla wyznaczania sum odpowiednich szeregéw trygonometrycznych:

o0
Afsind;xsindy _ sinhay
4 2 TR+ B —05smia, ~ 10N 35 %

y [e“"‘— 2e~“sinhax ] sinhax [e"“’ 2e¢~%inhay ]

A(H, a)e" —e° +n(—x) 2a -—A(H,a)e"—e"'
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(1.10)
C sin oy, xsinoy y ;_ B sinh(ay)sinhfa(l — x)] . sinh(ax)sinh[a(l — )]
Ig w? +a? = n(x=5) 2asinh(a) +n0=) 2asinh(a)
gdzie 4; — dodatnie pierwiastki .rc’)wnania (0,5—-H)igh = 2 gdy H # 0,5, lub réwnania.
H%a—-0,5

cosA = 0gdy H = 0,5; (dla H = 0,5 mamy zatem 4; = n(j—0,5)), A(H, a) = H=a=05"

oy = nk.

Wszystkie wzory sumacyjne dotyczace szeregdw trygonometrycznych, przedstawione:
w niniejszej pracy, mozZzna otrzymaé badz przez wykonanie na zwiazkach (1.9) i (1.10).
odpowiednich operacji, oméwionych przy wyprowadzaniu wzoréw sumacyjnych w pra-
cach [2] i [4], badZ przez poloZenie n = 1/2 w odpowiednich zaleznosciach dotyczacych.
sumowania szeregdw Fouriera-Bessela 1 Diniego.

2. Sumy szeregéw typu (1.2)

Zgodnie z ustaleniami pracy [2] wszystkie szeregi funkcyjne, dla ktérych ponizej wyz~
naczono sumy, sa zbiezne niemal jednostajnie dla x, y € (0, 1). Sumy szeregéw liczbowych.
wyznaczono, dokonujac odpowiednich przejéé granicznych, przy czym za kryterium do-
puszczalnofci takich przejéé przyjgto ustalenia zawarte w §§ 18.34 i 18.35 monografii
[1]. Parametr H we wszystkich zwiazkach jest dodatni. Przejicia graniczne z parametrem
a do zera wyznaczaja pewne wzory sumacyjne, ktérych jednakze nie wolno rézniczkowaé:
w celu otrzymania innych zwiazkéw (por. przejécie od wzoru (2.10) do '(2.11) w pracy
[2]). Wszystkie zalezno$ci otrzymane przez réZniczkowanie wzoréw sumacyjnych uzyskano
przy uwzglednieniu warunkéw podanych w odpowiednim twierdzeniu (por. § 10, rozdz. 5
monografii [9]); réZzniczkowania dokonuje si¢ osobno dla x <yiy < x (x,ye (0, 1)).
Wielkofci A,;, wystgpujace we wszystkich szeregach przedstawionych w drugim i trzecim
rozdziale pracy, sa pierwiastkami réwnania

AU+ HT,(A) = 0.

Wykonanie zawartego w powyzszym réwnaniu réZniczkowania i wstawienie w miejsce
A pierwiastka 4,; (j= 1, 2, ...) prowadzi do nastgpujacej, wygodnej do dalszych rozwazan,
tozsamodci: . '

(21) lann-{-l(}'n_l) = (H+n)Jn(lnj)

Dokonujac przejécia granicznego z a do zera we wzorze (1.7) otrzymuje si¢ zwigzek

L T+ BT (i :

n=3) [(»\" . H-n|  q0-x [(x\" __,  H-n
— 4n {(x}_xynH-l-n}—}- 4n y Xy H+n gdy n>0,

%{n(x—y)(l—Hlnx)+n(y—X)(1—H1ny)} gdy n=0.
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Przechodzac we wzorze (1.7) — kole_]no — najplerw zx do 1, a potem z y do 1, otrzy-
muje si¢

A2 T0(An5%) _ I(ax)
@3) ,21 B+ DG+ BT ()~ 2IEA D@ + Ty 11 (@]
A4 B I(a)
@a 2 D= T~ A L@ a3 @]

RéZnickuch zwiazek (1.7) wzgledem x dostajemy

o0 3. . '
(25) 2 (/1 l"JJII +1 (ﬂ'n] X) Jn(lnjy) _
=1

) (A= + HOT2(hey) -

= 2a®{n(x—y)F(a, )1, (ay) n(y—x)Fa(a, Whii(ax)};
funkcja F&(p, z) okreSlona jest zwiagzkiem (1.4).
Dokonujac we wzorze (2.5) przejécia granicznego z y do 1, otrzymujemy

(2 6) 2 - ﬂ'ran+1(ﬂ'njx) ) aIn+1(ax)
T A+a 5=+ HY )~ 2[H+MI(@) + s @)
Przejécw we wzorze (2.5) z a do zera daje wynik nastgpujacy:
’ m‘l lann+1(}-njx)Jn(ﬂnjy) . ﬂ(x—J’) (y )"
@n Z (G- HOT2 ()~ 2x \#%)°

Mnozac obustronnle zwiazek (2.5) przez —a~2, zwiazek (2.7) przez a~? oraz doda_]qc
stronarm otrzymu_]e si¢

8) 2 T s = 1= 3aF(a, Dlaan)+

| +n(x— y){m2 (1)"—2aF,g(a,x)J,(ay)}.

Przechodzac w (2.8) z a do zera dostajemy

xn(y—=x) _) o ,,H—n] |
(2 9) Z n+1(}'njx)J (}'nly) _ 8n(n+l) [( ¥y e H+n gdy n>0,
Anj(A2—n? + HOJTZ(Ay)) M—_—x)—(l—HIny) R

4H
Kiadac w (2.8) x = 1 otrzymujemy

x To(ng¥) 1y . Lay)
(2.10) g;(lfj+az)(lgj—n2+H2)Jn(an) ) {H+n - (H+n)1,,(a)+aln+1(a)},

za§ kladac w (2.8) y = 1 otrzymuje’ si¢ zwiazek

B iy 1(Any %) A ;(ax)
1D ; A2+ (=2 + Y, () - 2a[(H.+n);:,(a)+aI,+1(a)] .
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Przejscie w (2.5) z x do 1 i wykorzystanie tozsamosci (2.1), a nastepnie przejscie z a
do zera, daje w wyniku znany zwiazek (por. [1], § 18.12):

2H+m(Agy)
(}'nl_n +H2)Jn(}-nj) N

]

2.12)

Ten sam rezultat otrzymuje sig, przechodzqc z a do zera we wzorze (2.3).
Przechodzac w (2.11) zx do 1 lub w (2.10) z y do 1 otrzymuje sig

In+1(a)

2.13) 2 (/1,?,+a2)(1,,j Cata) =m0~ 2a(H+m[(H+ D@+ dlas @]

Przejécie z a do zera w (2. 4) lub z y do 1 we wzorze (2.12) daje sume szeregu liczbowego

1

(2.14) A,%,——n2+H2 = 2H+n)'

Zr6zniczkowanie zaleznoém (2 5 wzgl@dem y da_;e w wyniku zwxqzek
(2 15) Z 12 J +1(1n1x)Jn+l(AnJy) —
) (A% +a2)(A —n?+ H¥)JE(Ayy)

= 2a*{n(x—))F(a, x)f..+1(ay)+n(y X)F5(a, V)1 1(ax)}.
Przechodzac w (2.15) z a do zera otrzymujemy

n+1(1n x)Jn+1(}'njy) (x_y) y n(y x)( )
(2.16) Z (A%— nj+H2)J2(A,,j) - 4n+1) (x) + 4(n+1)

Kladqc w (2.16) lub w (2.9) y = 1 dostajemy

n+1(2'n1x) — X
(2.17) Z Anj(A5 =2+ HY, ()~ dn+1)(H+n) *

Dokénujqc w (2.17) przejécxa zxdol,lubw (2.1'3) z a do zera, otrzymuje si¢ zalezno§¢

, 1
(2.18) Z A2, =n +H2) T A+ (H+n)?

Mnozgc obustronnie (2.17) przez x~" i calkujac w granicach od x do 1 tatwo uzyskme
sie zwiazek .

. N Jn(Any X) _ [ =x*)(H+n)+2]x"
(2.19) 2 A —n2+H2)J (Anj) - 8(n+l)(H+n)2

Wykorzystame waqzkow (2.14)i 2. 18) pozwala wyznaczyc sume nastquchego szeregu
liczbowego '

o«

o 1 2+H+n
2. : E =—_— .,
(2.20) T 'j_l'_l,z,j 4(n+1) (H+n)
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W celu wyprowadzenia dalszych zwigzkéw wykorzystamy wzory [1]
R T ., 3
2.21) Ki(ip) = — i7" {Yu(p) +iJa(P)}

Lip) = i"T,(p), i=V—1,
gdzie Y,(p) — funkcja Bessela 11 rodzaju n-tego rzgdu. Wzory (2.21) pozwalaja okreéllc
nastepujqcp zwiazki:

(222 FR(ip,2) = ~i7"Gli(p, 2), Fpb(ip,z) = im""'GL(p, 2),
gdzie

T (p.2) = { 7, (pz) HENYoD) =Y, 1, () _Y"(pz)},

(H+n)J,(p) = pJns1(P)

W g_z_ L HAY(0)=pYoa(p)
an(P,Z) - 8])2 {Jn+1(P~) (H+n)J,,(p)—-pJ,,+1(p) n+1(pz)}-

Korzystajac z zalezno$ci (2.21) 1 (2.22) oraz ze zwiazkow (1.7), (2.3) - (2.6), (2.3),
(2.10), (2. 11) (2 13) i (2.15) tatwo jest wyprowadzxc nastepujace wzory:

13_)] (}.,,_,X)J (}'ij)
@29 2 By~ a®) G2+ BT Chg)

= 2‘12{77(x YGh(a, x) Ju(@y) +n(y—x) Gy (a, y)J,,(aX)}

(2.23)

o

ﬂn,J(}»n i X) Ja(ax)
(2.25) jz =2 + BT,y ~ S m) @ T @l
N Jo(a)
(2.26) Z (/12.__a2)(/12-—n2+112) G e A R AR

+1(Any ) o An; ) -
(227) Z (12 _aZ)(ﬂl"j n2+H2)J2(Anj) h

= 2a*{n(x—p)GhH(a, x)J(ap) +n(y — x) G (@, ¥) Tns 1(ax)},

(2.28) )w?j-’nﬂ(}-njx) _ a4 (ax)
. g 5 =
J,= (lnj a

—a)(L—n*+H)J(Ay) - 2[(H+n)J(@)—alni (@)’

ann+1(lnjx)J (An y) 1 Y "
@29 Z = ad (=4 B hg) = "(x‘y){‘m(y) ¥
+2aGYo(a, X)), (ay)}+n(y x)2aGl (a, y)u+1(ax),

o N To(hay%) R J(ax)
(230) Z (A—ad) (A2 —n*+HD)Ty(kyy) — 247 =H+n T HAn) (@)~ alne (@) }

ann+1(lnjx) : _ Jas1(ax)
@3 2 =B -+ B T,y = BalHFMT@ =Ty @
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N ! _ Ty14(a)
232 jz (=a) =+ 1Y)~ 20+ H+1)I(@) =T, @)

(2 33) 2 Agidas 1 (AnjX) s 1 (Anj¥)
- (A7
j=1

—at) (A= + HOJH(Ay)

= 2a*{n(x~»)G2(@, X)Jus 1 (@) +0(y—X) Gla(a, )iy 1(ax)}.

Caly szereg interesujacych zalezno§ci mozna otrzymaé, réZniczkujac podane wyZej
zwiazki wzglgdem parametru a. Np. na podstawie wzoru (2.28) uzyskuje si¢

S 2310ws1(hngX) _ xJ(ax)
@39 12; o=@y =+ )~ AH+M T @) =T @]

(an+aH—a+ )J, (@) +(a®~2nH—-2n%)J,(a)
da[(H+n)Jy(a)—alys 1 (@)

+ Jnr1(ax).

3, Sumy szeregéw Diniego, zawierajacych w mianowniku iloczyny typu (A%, +a?) (A% + b%)

Wykorzystujac wzér (1.7) oraz zwiazki wyprowadzone w drugim rozdziale pracy,
a takze wykonujagc odpowiednie przejécia graniczne, moina — dla a # b — otrzymaé
nastepujace zaleznosci:

e}

lr%j']'n(/’{'nj-x)-)'n()“njy) _
ey D) 25 ) (A2, b)) (A= 4 T T2

=
= o (=) i, Dla(@)~ B, ) L ()] +

+n(y_x)[a2FI?1(a’ y)I,,(ax)—sz,ﬁ(b, y)In(bx)]})

3 2) Jn(}-njx)Jn(anY) _
D L T Gy BV
= w6 g | (2] 7 2| 26, o ma] +

1 P " .o H—n " » .
+7(y—x) {4—02; [(7) —Xxy Hin ] "‘2Fn1(a)y)1n(ax)}’ n>0;

dla n = 0 otrzymuje sie prawag strone zwiazku (3.2) wykorzystujac zaleznosci (1.3) i (2.2);

(3.3) Z 22341 (s %) Tul By ) _
& R+ a) (A + 6% Gy =12+ B ()

= o (= D@, @)~ G, ) L)~

—(y—X)[@*FE (@, p) s 1(ax)— B2 FE (B, )T 1 (B3]}
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(3.4)

+

DAs

lnj‘]n+l(/1n]x)']n(/1njy) _ ﬂ(x—y) (y)n

UL+ + ) (A= + H)J2(hy) — 2a%b*x \x ).

1

[
il

¥ (G BE(b, %) 1u(by)—aF¥h(a, D I (ay) +
10— 3)aF(@, )Ty (@) = b (B, ) o1 B,

o .
(3.5) 2 3«3]-7"(/1"1}’) ) L=
' “— (Aa; +a*) (A2 +b¥) (A5 —n? + H?) T, (Any)

_ 1 { 1,(by) B L@) }
© 20 -a) | (HAm LG +bLa () (H+n) (@) +al. () |’

=] . .
(3.6) Z Tn(Anjy) __r +
’ “— (At @) A+ b)) (A~ + H)W(Aey) — 24°b

P : I,(by) ) @)
2(0*—a®) | PP[(H+m) L,(b)+bL, 1 (B)]  @*[(H+m) I (@)+al1(a)]
(3 7) °°j lﬁj-’n-{-l(z,,jX)J"_'_l(lnjy) _
= G a0 byt T ()
| - 2

= W {n(x—y) [a2F,f72(a, x)In-i-l(ay)—szrl:{Z(b: x)In+1(by)]+.
+9(y—X)[a*FE(a, ¥) o+ 1(ax) — B2FE (b, ) 41 (b)),

o |
1 ‘Lx+1(llxjx)Jn+l(}*njy) _ __. { 1 (y n+1_
G gf GG+ By ~ 1T \x)

n+1

—2F}%(b, x)InH(by)} +n(y~x) {Tz(’i;ﬁ (%) ~2F% (b, y)1n+1(bx)}-
Sumy szeregéw zawierajacych w mianownikach réznice kwadratéw uzyskuje sie przez
podstawienie w miejsce parametru a czy b wielkodci ia ewentualnie ib. Wykorzystanie
nastepnie zaleZnosci (2.21)-(2.23) pozwala na wyznaczenie odpowiedniej sumy. Niektdre
tego typu sumy (dla dowolnego H rzeczywistego) wyznaczono w pracy [2]; przejécie do
najczgéciej spotykanego w zastosowaniach przypadku H > 0 jest rieskomplikowane.
Z uwagi na prostote przejécia od wzordw (3.1)-(3.8) do odpowiednich wzoréw sumacyjnych
dla szereg6w, zawierajacych w mianownikach iloczyny typu (A3;+a?)(A2,—b?) czy (12—

—a?)(A%~b?), zaleznoéci tych nie bedziemy wypisywac.

4, Sumy szeregéw typu (1.9)

Wielkoéci 4;, wystepujace we wszystkich szeregach przedstawionych w tej czeSci pracy,
sa pierwiastkami réwnania

A

Gdy H = 0,5, wéwezas 4 = %(21'— DG =1,2,..).
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Odpowiednie wzory sumacyjne uzyskuje si¢ na drodze analogicznej do przedstawionej
w rozdziale 2 pracy. Niektére z przedstawionych nizej zaleznoSci mozna fatwo otrzymaé
wykorzystujac zwiqzki podane w rozdzialach 2 lub 3 pracy oraz wzory (1.8). Wypro-
wadzone ZWqukl sa prawdziwe dla x, y € (0, 1); w niektérych przypadkach zakres ich
stusznoéci mozna rozszerzyé do przedziatu (— 1, 1), kladac po prawej stronie |x| w migj- -
sce x, €zy |y| w miejsce y.

1 tak — przechodzac z a do zera w (1.9), lub kladac » = 0,5 we wzorze 2.2
otrzymujemy

X
sinA;xsini;y y H=-0,5
“.2) Z B+ 025577, ~ T y)7[1 xH+O,5}+
_’:

x H~-0,5
| +’70’"x)7[ H+05]
' Przéchodzqc w (1.9) kolejno najpierw z x, a potem z y 'do 1, dostaje si¢ zwigzki
@3) 2 Msind;y sinh(ay) ,
' (A +a®(AF+H*-0 25)s1n1j (H—a—0,5)[A(H, a)e’—e™*]’
44 2 e - &
(B +a )(l,‘+H ) 25) H—0,5+acigha

. H4+a-0,5
Tutaj A(H, @) = =G5

Zwiazki (4.3) i (4.4) mozna réwniez latwo uzyskaé z zaleZnoém 231 (2 4), kladac
w nich » = 0,5 i wykorzystujac (1.8).

Dokonujgc w (4.2) przejé¢ granicznych z y do 1, a nastgpnie z x do 1, otrzymuje
sie '

(4.5) . \ 2(2H—L—1)s1n2,3.c ~ ¥
‘ ﬁ-ll (A} +H?*—0,25)sin 4;
| O 2H4T

4.6 Z ,
(46) 12+H 20,25 =1

Kiadac w (4.6) H = 0,5 otrzymujemy znany wzér ([10], 0.234):
4.7, 2 __1__=

@j-1? 8
Roanczkquc (1.9) wzgledem x uzyskuje si¢ zwiazek
AfcosA;xsind;y cosh(ax)

4.8 2 j 2l J = . ay _
(48 (,1, T3+ B2 —0,255m7] e o

2e~%inh(ay) sinh(ay) [ _ax , 2e “cosh(ax) ]
- A(H, a)ea,_._e—n] _"7(x“J’) e + A(H, a)ea__e—-a
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Przejécie graniczne w (4.8) z a do zera daje w wyniku
C Aycos A;xsingy 1 [ H-0,5 1 H-0,5
' =—=ny-x)|1—-y— | — —np(x—y)y ———2_
) 1;1 (Z+H?—0.25)sin’4; 2 =21 Fros | 27 e
Przechodzac w (4.8) z y do 1 dostajemy zaleZno$§é '

(4.10) Zwi Ajcos jx - acosh(ax)
) - (A2+a®(A7+H?—=0,25)sink; ~ (H+a-0,5e"—(H—a—0,5)e*"

Gdy a - 0, zwiazek (4.10) przyjmuje postaé

0
Ajcos A;x 1
{4.11) ; (A2+H?*—-0,25sind;  2H+1°

W szczegolnosci gdy H = 0,5, wzor ten pokrywa sig ze zwigzkiem (4), 1.442, podanym
w [10].

Mnozac (4.8) przez —a~?, (4.9) przez a2 i dodajac stronami, otrzymuje si¢

[
 Agsinljycosdjx =
{4.12) J=Zl (l}+a2)(lf+H2—0,2_5)Sinmj =

=%{’7(X—Y)[Sinh(aﬁ(e_”x+ 2¢”"cosh(ax) )— H'O’S]

A, de—e | "V EHT05 |7
2e”%sinh(a e H-0,5
+17(y—x) [Cosh(ax) (Z(YIWHE_—Z%;‘ —e y) +1 -y —H-l-o—S]}.
Kiadac w (4. 12) y = 1, dostajemy zwiazek
@ 13)' 2 Ajcosi;x _ L{ L
) Yoy A} + a») (A7 +H?*—0,25)sind;  a* [2H+1
: _ acosh(ax) }
(H+a—0,5e*"~(H—a—0,5)¢~|"

Zrézniczkowanie (4.12) wzgledem y daje w wyniku zaleZzno$é

| = Ajcosd;xcosd;y
(4.14) jZl‘ (Z}+a2)(lf+H2._.0’25)Sln2},J =

1 —ax, 2e”%cosh(ax) H-0,5
= W{ﬂ(X—J’) [aCOSh(ay) (e + A(Ha)e" —e° ) - H+0,5 ]

_ 2e~%osh(ay) ) H-0,5 ]}
— ay —_

+9(y—x) [acosh(ax) (e + AHde—c 7ro5 ||
Przechodzac w (4.14) z a do zera, otrzymujemy

N Ajxcos 1 ‘
4,15 Cos 4y iy — _ 2 N
1) Zj=1 BT -0, ~ a0, (M HIEH =0+

+2(1 = x)(H +0,5]+ 9y =) [(x* +y*)(H—0,5)+ 2(1 - y)(H+0,5)]}.
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Kiadac w (4.12) x =0 dostaj;my

(4.16) Z Asind jy _
o - (A7 +a® (A} +H?*—0,25)sin%4;
=

__14{ 2¢“sinh(ay) ‘—e““"-l—l H—-0,5
2| A(H, a)e®—e" ym’

wykonujac za§ w (4.16) przejicie graniczne dla a — 0, uzyskuje sie zaleznoéé

1
1,54+ H)y — (H+0,5)p% 4+ — (H~0,5))*
“n szjy ( y —( )y 3( )y
Z LOAF+HZ—025)sin; 2(2H+1)

Kladac w (4._17) y =1 oraz H = 0,5 otrzymuje si¢ znany zwiazek ([10], (4), 0.234)

(_1)j+1 73
(418) ’ = W = ﬁ.

Przechodzac w (4.14) z y do zera mamy

. o«
: Afcosd;x

1 e 2e~%cosh(ax) _ H—O,S}
=2z t AT = | T HT05 |

Gdy a — 0, zwiazek (4.19) przechodzi w nastepujacy:

o) Y ook __x L H-0S
- Lo Gj+H™=025sin’3; 2 " 2HF1 4 HFOS

Jesli polozymy H = 0,5, wzor (4.20) przechodzi w znana zalezno$é ([10], (6), 1.444):

©  COo§— (2]—- Dx 2
(4.21) : 2 (21— T = 28_(1—x).
o =1

Mozna fatwo pékazaé, ze zwigzek (4.21) obowiazuje réwniez dla x € (—2,2); w miej-
sce x po prawej stronie nalezy wdéwczas wstawic |x]|.
Kladac w miejsce @ we wzorach (1.9), (4.3), (4.4), (4.8), (4.10), (4.12)-(4.14), (4.16)

i (4.19) wielkosé ia (i = 1/ —1) fatwo uzyskuje si¢ nastgpujace wzory sumacyjne

[oe]

N'  AsinA;xsind;y
4.22 j S 4 XSin 4, -
w2 D, (3 —a?)(J2 + H?—0,25)in%4,

sin(ay) (H—0,5)sin[a(l=x)]+acos[a(l— x)]

j=1

= n(x—y)

2a (H-0,5)sina-+acosa
sin(ax) (H-0,5)sin[a(1—y)]+acos [a(l )
+tn(-x) —_ (H—0,5)sina+acosa ’

3 Mech, Teoret, i Stos. 3/78
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an Zwv ‘ Asind;x _ 0,5sin(ax)
(4.23) - (B3—a®)(A2+H?*~0,25)%ink;  (H-0,5)sina+acosa’
. i= ]

2 _ 0,5sina
(12 ~az)(22+H2 0,250  (H-0,25)sina+acosa ’

(4.24)

o
Ajcos Agxsin Ay y _
(4.25) I—Z; (AJ;_a2)(1}+]~]2—0,25)5in22j =

(H-0,5)sin[a(l1—y)]+acos[a(l —y)] _
(H-0,5)sina+acosa

(H-0,5)cos[a(l —x)]—asin[a(l — x)]

= 0,57(y—x)cos(ax)

~0,57(x—)sin(ay)

(H-0,5)sina+acosa .’
(4.26) 2 Ajcos A;x 0,5acos(ax)
' (A} —a*)(A}+H*~0 25)sm2., (H~-0,5)sina+acosa’

=]
AfCos Ay xsind;y
#€.27) ; (A7 —a®) (A H?~0,25)sin?2;

_ %{n(y-—x) [cos(ax) (H~0,5)in[a(1—y)]+acosfa(l —y)] 1+ H-0,5 ]_

T (H—0,5)sina+acosa Y H¥0,5
. (H—0,5)cos[a(l - x)]—asin[al~x)]  H=0,5 ]}
ntx y)[sm(ay) (H-0,5)sina+acosa . Y H+0,5
@.28) Z‘ Ajcos A;x ' ﬁ_la{ 0,5acos(ax) 1 }
) “ (A —a®)(A}+H?-0,25)sind;  a® | (H-0,5sina+acosa 2H+1)’
L

w0
Alcos A;xcosd;y
(4 9) “ (2'%—az)(ljz-"Hz—O,ZS)Slnzﬂj

1 ,5 (H-0,5)cos[a(l—x)]— asm[a(l x)]
= 247 {n(x y)[H+05 —acos(ay) (H-0,5)sina+acosa ]

+(y— x)[ H=05 o s(ax) (H=0,5)cos[a(l —y)]-asin[a(l —y)] ]},

H+0,5 (H-0,5)sing+acosa
o]
1 Asind;x 1 H—0.5
0 D gindix { 5
(430 & (A -a)(Af+H*-0,25)sin%A; — 2a° *H¥0,5 1+

(H~0,5)sin[a(1 — x)]+acos[a(l - x)]}
(H-= 05)s1na+acosa
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431 j‘ 27 cos A;x 3
@I L G-+ -0l T

1 {H——O,S a(H 0,5)cos[a(l —x)]—asin[a(l - x)],

= 242 H+0,5 B (H——OS)sma+acosa

Wykorzystujac tozsamo$é
1 1 b2xq?

(4.32) Btd Bt (BEaATE)

mozna wyprowadzi¢ caly szereg wzoréw sumacyjnych dla szeregéw, zawierajacych w mia-
nownikach iloczyny typu (A7 +a?)(A7+5%), podobnie jak to zrobiono w rozdziale trze-
cim pracy dla. szeregdw Diniego. Wzoréw tych — z uwagi na prostote ich otrzymania
na podstawie znajomosci zalezno$ci (4.2)-(4.31) — nie bedziemy wypisywaé.

Zwréémy jeszcze uwage na to, iz znajomo$é wzoréw sumacyjnych dla szeregéw, za-
wierajacych w mianownikach iloczyny typu (A7 +a?)(A} —b? pozwala latwo uzyska¢ od-
powiednie zaleznosci dla szeregéw ktérych skiadniki zawieraja w mianownikach wyraze-
nia A} +a*. Wystarczy w tym celu polozy¢ w wypisanym. wyzej iloczynie w miejsce sta-
tych aoraz b wielkoéé a }/E Sumy szeregéw, zawierajacych w mianownikach swoich sktad-
nikéw wyrazenia A} +a* mozna przedstawié jako kombinacje funkcji trygonometrycznych

i wykladniczych od argumentéw typu iz]/—zz gdzie z = ax, ay lub a.

5. Sumy szeregébw typu (1.10)

Wielkoéci «, wystepujace we wszystkich szeregach przedstawionych w tej cz¢sci pracy,
sa dodatnimi pierwiastkami réwnania sina = 0, tzn. «, = nk (k= 1,2,...). Odpo-
wiednie wzory sumacyjne uzyskuje si¢ na drodze analogicznej do przedstawionej w roz-
dzialach 2 i 4 pracy. Réwniez i tutaj — podobnie jak w rozdziale 4 — zakres waZnoéci
wielu wzoréw mozna rozszerzy¢ do przedziahi (— 1,1), ktadac po prawej stronie odpo-
‘wiednich zwiazkéw |x| czy |y| w miejsce x czy y.

I tak——przejécie z a do zera w (1.10) daje zaleZno§¢é

O si o xsin o 1 1
(51 L ) Ee s R R e
k=1 k

Zréiniczkowanie (1.10) wzgledem zmiennej x pozwala otrzymaé zwigzek
i h(ax)sinh[a(1—y)]
(5.2 2 % COS Uy XSIM ARy _y Cos . _
52 o2 4a? n(y—x) "~ 2sinha

kel

sinh(ay)cosh[a(l —x)]
2sinha )

—(x=y)

3*
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Przechodzac w (5.2) z a do zera uzyskujemy wzor

(53) ZC—OS—“’%M=—2—[(1—}/)W %)= ynix= )l
ke=1

Jeéli potozygé w (5.3) x = 0, otrzymuje sig wzér (1), 1.441 z tablic [10], za$ ktadac
x = 1 —wzor (4), 1.445.
Kiadac w (5.2) x = 1/n otrzymujemy

o kcos(k)sin(kx) m (-1 cosh(a)sinh[a(z ~ x)] _
x2Sk

B

5.4y
' k=1
1 . sinh(ax)coshla(nm—1)]

—n(l—‘x) sinhma

Przechodzac w (5.2) do przypadku x = y dostajemy zwiazek

}, 0 x<g .

o0
S ksin(Qknx)  m sinh{an(l —2x)]
B ZEY ) sinh(arn)

Dokonujac w (5.5) przejécia z a do zera otrzymuje si¢ wielomian Bernoulliego B¥(x)
[16]. Dalsze wielomiany B}, ., (x) mozna otrzyma¢, rézniczkujac (5.5) k-krotnie wzgledem
parametru a, a nastgpnie dokonujac przejécia granicznego z a do zera.

Mnozac (5.2) obustronnie przez — a2, (5.3) przez a~? i dodajac je stronami, otrzymuje
sig

(5.5)

k=1

[o0]

(5.6) Zw _ L {w—x) [1_y_ cosh(ax)sinh[a(1~y>]]_
242 . i

= o (0 +a?) sinha

=)y SO a0 |

sinha.
Przechodzac w (5.6) z a do zera dostaje si¢ w wyniku

o0 .
(5.7) Z" COSqrinte) _ y"(i‘z_y) (3x2 4 y? +2~6x)—
k=1 %k
- — (1 -—y)lnz(y_x) (y2+3x2_2y)‘
Kladac w (5.7) x =0 otrzymuje sig¢ wzdr (5), 1.443 z tablic [10], kladac za§ x=1
. k 3 _
(5.8)_ o Z (- l)" sm( ”y) _ y(2=1).
Przyjmujac w (5.6) x = 1, otrzymujemy zalezno§¢
(59 - . (= 1)+ sin(knx) L[ __ sinh(nax)
TR ' k(k?+a*) — 242 sinh(7a)

k=1 -
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1 . .
Kladac w (5.8) y = — uzyskuje si¢ sume¢ szeregu liczbowego

[ve]
' N sink _ i—i_
(5.10) - £;<1) AL
Podobnie — wstawiajac w (5.9) x == 1/2, otrzymujemy
(— 1k+4 o 1
G- ; Qk-DCk—1F+a] ~ 4a® |1~ (m)
= . cosh -

Szczegblnym przypadkiem tego zwiazku jest wzdr (4), 0.234 z tablic [10],
Fatwo jest — na podstawie zaleznosci (5.6) — wyprowadzi¢ nastepujace dwa zwigzki:

sin(2k) 7 | sinh(a)cosh[a(m—1)] 1
(5.12) £ T D) T 7[ sinh(az) - ?]’
(5.13) Z Smlgifk) = %(n2—3n+2).

k=1
Przez zréiniczkowanie zalezno$ci (5.6) wzgledem zmiennej y uzyskuje si¢ nastepujacy
wzor:

¢+
o0

COS 0y XCOS 0, 1 acosh(ax)cosha(l —y)]
G14) Z ozlé+a2 = 242 {n(y—x)[ sinha —1+
k=1
) acosh(ay)cosh[a(l—x
4m&_”[ (y;m;( n_q_

Kladac w (5.14) y = 0 otrzymuje si¢ przejécie do wzoru (2), 1.445 z tablic [10], kladac
za§ y = 1 — przejécie do wzoru (3), 1.445.
Przechodzac w (5.14) z x i y do 1/=n, otrzymujemy

cos?k 1 [ macosh(a)cosh[a(m—1)] _ 1]

(5.15) y ez | 242 sinh(am)

Kiadac w (1.10) x = y = 1/n tatwo uzyskuje sie zwiazek
| 7 sin’k _ # sinh(a)sinh[a(z—1)]

(5.16) 1 +az  2a sinh(ar)

k=
Dodajac (5.15) i (5.16) stronami, a nastepnie przechodzac z a do zera, otrzymuje si¢

wzor (3), 0.233 z tablic [10]. ' o
Przechodzac w (5.14) z a do zera znajdujemy, Ze

[ral
cosaxcosoyy  n(y—x)

o | Y

(5.17) (2+3x% — 6y+3y9) +

Je=1

+ ——'"(’;;y ) 243y —6x-+3x2).
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Je$li w (5.17) potozyé y = 0, otrzymuje si¢ przejécie do wzoru (3), 1.443 z tablic [10],
za§ kladac y = 1 —przejécie do wzoru (4), 1.443.

Wiele interesujacych zaleino$ci mozna otrzymaé, ré2niczkujac otrzymane zwiazki
wzgledem parametru @. I tak — wykonujac t¢ operacj¢ na wzorze (5.9)— dostajemy

' e Sin(kmx) @ { x _ sinh(nax)
(.18) ,2( D vy = 28 (@ ~ aPsinh(na) T

i 2sinh?*(na) 2sinh{zza)
Podobnie — ktadac w (5.6) x =0 i rézniczkujac otrzymany wynik wzgledem a — ot-
rZymamy

[1s]

mcosh(na)sinh(nax)  wxcosh(max) }

sin(knx) 7

(5.19) yas k(K2 +ad)E 4a4sinh(ﬁa)

{(1 ~x)[2sinh(na) +nacosh [za(l — )] —

_ sin};[:;t:((jlsz)] [2sinh(za) +nacosh(ﬂa)]}

wykonujac natomiast t¢ sama o_peracje w odniesieniu do (5.2), uzyskujemy

o0

0 COS oy XSinayy 1 .
(5.20) kzl‘ (2 +a?)? = T4asinh’a {n(x~y) [Slnh(a)(yCOSh(a.V) X

x cosh[a(1 —x)]+ (1 —x)sinh(ap)sinh[a(l — x)]) — cosh(a)sinh(ay) X
xcosh[a(l —x)]| - n(y — x) [sinh(a)(xsinh(ax)sinh[a(l — p)] +
+(1—y)cosh(ax)cosh[a(l— y)]j —cosh(ax)sinh[a(l — y)]cosh(a)]}.

Podobne zro’Zniczkowénie zwiazku (1.10) daje w wyniku

o0

sin oy xsin o,y 1 . .
(5.21) ; G = idsnhia {n(x~y)[(sinh(a) +cosh(a)) X

x sinh(ay)sinh[a(l — x)] - asinh(a)(ycosh(ay) smh[a(l X))+
+ (1= x)sinh(ay)cosh[a(l — x))]+5(y — x) [(sinh(a) + acosh(a)) X
X sinh(ax)sinh[a(l — y)] —asinh(a)(xcosh(ax)sinh[a(l — )] +
+(1—y)sinh(ax)cosh[a(l —»))]}.
Przejécie w (5.21) z a do zera pozvx"ala znaleZ¢é nastepujgca zaleznosé

o«

- (5.22) Zw= n(x y)y(l )[1 (1—x)2]+

o
x=1 k

+n(y—x ————y) [1~x*— (1 ¥

‘Kladac w miejsce a we wzorach (1.10), (5.2), (5.4)-(5.6), (5.9), (5.11), (5.12), (5.14)-
(5.16), (5.18)-(5.21) wielko§¢ ia oraz wykorzystujac znane zwiazki sinh(iz) = isin(z),_
cosh(iz) = cos(z), latwo uzyskuje si¢ sumy szeregéw, zawierajacych w miagownikach
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swoich sktadnikéw wyrazenia «f —a?. Z uwagi na prostote otrzymania tych sum nie bg-
dziemy ich osobno wypisywaé. Wykorzystujac nastepnie tozsamoéé (4.32) mozna wypro-
wadzié wzory sumacyjne, dla szeregdw, zawierajacych w mianownikach iloczyny typu
(o +a?)(af +-b%), podobnie jak to zrobiono w rozdziale trzecim pracy. Odnoénie rozwa-
zanych szeregdw pozostaja réwniez w mocy wszystkie uwagi zawarte w zakonczeniu
rozdziatu czwartego.

6. Przyklady zastosowan wyprowadzonych zwigzkow

W tej czeci pracy wykorzystamy wyprowadzone wyzej wzory sumacyjne w celu spro-
wadzenia niektérych zpanych w literaturze rozwiazan do postaci bardziej zwartej. Dla
zagadnied dynamicznych zaleznoéci te pozwalaja wyznaczy¢ w niektdrych przypadkach
rozwiazania §cisle w postaci zwartej, lub rozwiazania przybliZone.

Rozwazmy zwiazek (6.32), podany na s. 58 monografii NOowACKIEGO [7], opisujacy
pole temperatury 7. Wyrazenie to ma postaé podwdjnego szeregu

N 2W SR Jo(ﬂmr)sindné’sinanz’
(61) T(",Z)- Athc? ME; f(ﬂmc)(d,%-i-ﬂ,f,) »

gdzie @ = Ty Jy(Bme) = 0; W, & h i ¢ — stale.

H

Stosujac zwiazek (1.10), otrzymujemy nast¢pujaca postaé funkcjt T(r, z'):

WX JoBar)
Anc? £ ﬁmsinh(hﬂm)szgﬂm
x sinh f,,(h— &) +n(z' — &) sinh(B,&)sinh [Bn(h—2")]}.

Rozwazmy teraz zwiazek (6.34) z monografii [7]. Opisuje on potencjat termosprezystego
przemieszczenia : .

(6.2) T(r, 2) = 5 —2)sinh(B,2) %

| ) 2w SR Jo(BmP)sin oy E'sin o, 2’
6.3 = -9 0N m k
€ ?= " hine? Zl £ T (Be) (G B

Wykorzystujac zwiazek (5.21), otrzymujemy

W N [Sul®, 2)+ Su(@, EMWolBu?) |
D P 2 Basinb B, i (fm)

gdzie

S’"(x’ y) = 77(x _y) [(Slnh(hﬂm) + hﬂm CO_Sh(hﬂ,,,)) sulh(.Bmy) Slnh [ﬂm(h - x)] -
~ Bmsinh(hB,,) (ycosh(Bap)sinh [B,(h — x)] + (h— x)sinh(B.y) cosh [Bnu(h— X))
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Rozwazmy zwiazek (13.4) ze s. 139 monografii [7], opisujacy pole temperatury :

W va f ato(ar)du
(6.5) T(r,z') = i 2 sin(a, £")sin(o, 2") 0‘3"1‘—,“%0‘2 .
gdzie o, = 122; W, h, k', us — stale. Stosujac zaleznoé¢ (1.10) dostajemy stad zwiazek
6.6) T(z2) = v Jofor) {17(5’—z’)sinh(aysz')sinh[aﬂs(h~E')]+

2k’ u® § sinh(hois)
+9(z —~ &) sinh(oaps &) sinh[aps(h—z')] }da.

Jest to przedstawienie catkowe temperatury T'(r, z'); warto nadmienié, ze w monografii
[7] wykorzystano znajomo$é catki wystepujace] we wzorze (6.5) 1 przedstawiono T(r, z)
w postaci szeregu zawierajacego funkcje Ko(2).

Przy pomocy zaleznoSci podanych w tej pracy mozna ponadto zapisaé w prostszej
postaci np. zwiazki (6.47) i (6.48) ze s. 61, (13.25) ze s. 144; mozna réwniez w stosunkowo
prosty sposéb wysumowac szeregi znajdujace sig we wzorach (31.49) na s. 304 cytowanej

. monografii.

Jako dalsze zastosowanie uzyskanych zaleizno$ci przedstawimy w prostsze] postaci

wzér [o] na krzywa ugiecia, podany na s. 148 monografii [11]:

. MmC . HmIX
«© smn—sm

2p3 Z 1 1
®D . VSR L T e

n=1

Wykorzystanie zwiazku (5.22) pozwala'uzyskaé nastgpujaca postaé funkcji y(x):
68) y= _6—l§fl_ {n(e=x)x(I-c)Qlc—x*~c?) +n(x—)c(I-x)Ix — x2—c?)}.

Pokazemy teraz zastosowania wzoréw, wyprowadzonych w rozdziale czwartym pracy.
Rozwazmy zagadnienie drgan preta, ktdrego jeden koniec x = 0 jest zamocowany sztywno,
a drugi x = / jest swobodny, przy warunkach poczatkowych u(x, 0) = kx, u,, (x, 0) =
(przecinek oznacza rézniczkowanie po argumencie znajdujacym sie za przecinkiem).
Postaé tych drgan dana jest wzorem ([12], s. 221, problem 103):

69 u(x t)__gﬁ %%sinl(zn— ) 2l]cos[(2n ) ad ] -

Wykorzystujac zwigzek

sin[(?.n—l)%z](—l)"“ = cés[(2n—l)%(z—l)] ,’
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oraz wzory (4.2) i (4.5) dla przypadku H = 0,5, otrzymuje si¢

xn(l—x—1s)+ (1—s)Im(s—1+x) gdy  se <0,1),

(6.10) u(x, 1) = —xn(ls—x—D+ A ~s)In(l—Is+x) gdy se <1,2),
’ —xn(Bl=Is—x)+(s—3)I(sl-3l4+x) gdy se <2,3),
xn(ls—31—x)+(s—3)In(3]—Is +x) gdy se <34,

gdzie s = a—;mod.4*, t € (0, c0).

W podobny sposéb mozna zapisa¢ szereg begdacy rozwiazaniem zagadnienia drgan
podiuznych wymuszonych preta o skonczonej dugoéei (por. wzory na s. 240 w [12] i np.
zwiazki (4.12) dla H= 0,51 a=0).

Sumy szeregéw Diniego, przedstawione w rozdziatach 2 i 3 pracy, sg szczegdlnie przy-
datne, gdy rozwaZa si¢ zagadnienie np. ustalonego przeptywu ciepta z warunkami brze-
gowymi trzeciego rodzaju. Natomiast przy zagadnieniach dynamicznych przedstawione
sumy pozwalaja fatwo otrzymac prosta posta¢ rozwiazania dla malych czaséw, lub roz-
wigzania przyblizone dla ¢ € (0, 00).

Rozwazmy np. zwiazek (7), .podany na stronie 369 monografii [5], opisujacy pole
temperatury:

.

Jo(raj)'] (I‘ aj)
(6.11) . wr, 1) = 2 Jl(aaj)_}_o_]z(aotj)e aft

gdzie a,r’,x—stale, za§ a; — pierwiastki réwnania koJ,(ax)—hJ(ax) = 0. Kladac

ha ! . . . 2
aq; = ZOJ,T = H, % = p, wykorzystujac zwiazek (2.1) oraz przyblizong réwnoéé

1 1
—wodt -
e T+xait dia 1< ®of

mozemy dla malych czaséw przedstawi¢ zwiazek (6.11) w postaci

(6.12) o, 1) = l'i‘ . A3 T0(A0;) Jo(0'Aos)

JTatt

a \? '
v l - (W) ][13,~+H2]J3(lof)

Wykorzystujac zwiazek (1.7) dostajemy

2

niztz {n(e ) Fe, (f"’)“(w) = )
+n(9’—9)F5’1( ,_—,e)lo(w )}

Na zakonfczenie pokazemy, jak mozna wykorzystaé przedstawione w rozdziale 2 zwigzki
do przyblizonego obliczania sum szeregéw typu (6.11). Dla jasnoéci wywodu postuzymy

(6.13) (0, 1) =

. ® Mowimy, 2e @ = bmod. ¢, gdy istnieje taka liczba naturalna n, ze b = ecn+ail0<a <e.
/
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sig zwiazkiem nieco prostszym iz (6.11), a mianowicie rozwazymy wzér (4), podany na
sstronie 202 monografii [5], dotyczacy réwniez pola temperatury:

2nV Jo(ray) 2
6.14 , 1) = : E e—ke3t
(6.14) »(r, 1) a & (% + o) o(an;) !
.gdzie h,V, a, k — stale, za§ o; — pierwiastki. réwnania aJy(aa)+hJo(aw) = 0. Kladac

avy = Aoj,ah = H, —:1— = p, oraz wykonujac na obu stronach zwigzku (6.14) transformacje

Laplace’a [15] (przy wykorzystaniu znanego twierdzenia dotyczacego zamiany operacji
-catkowania i sumowania [9]), orzymujemy

oo‘ .
(6.15) vi(0, p) = 212_"’ Z Jo(ohos)

J=1 [%i"‘(al/k ) ][HZ'H I]JO(}‘OI)

-gdzie v.(o, p) = f v(o, t)e~P'dt, p — parametr transformacji Laplace’a (liczba zespolona).
b

Na podstawie wzoru (2.10) moZemy napisaé

. B Iy ag'l/ﬂ—),
(6.16) HV | 1 ( k

"’L(@’ P) = r = —= : =

@p\ H P\.a/P 2
Hlo ( l/?) re)/ % Hfay/ %)

v

2

-gdzie

1’/;10 (9‘1 ]/%—)
(6.17) o) =

P P 7\
HI, Ed £ 2
°(“l/k)+“ k"(“l/k)
‘Wykorzystujac znane wzory asymptotyczne latwo mozna zauwazyé, ze

©.18) L lime(p) = ‘/k. ) .

P30
Zwiazek (6.18) Jest warunkiem koniecznym stosowalnoéci metody przybhzonego
-odwracania transformacji Laplace’a, podanej w rozdziale 5 monografii [13]. Wykorzystu-
Jjac t¢ metode otrzymuje sie

6.19) o, 1) = lﬁ—{l—HZAmpk)}
gdzie

(6.20) $(p) = Ve <9a I/Z)

o ey el
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Warto$ci A4y i px mozna znalezé w tablicach [14] lub wyliczy¢ jedna z metod podanych
w [13]. _

Szereg, wystepujacy we wzorze (6.19), jest szybkozbiezny w calym obszarze zmiennej
t; warto nadmieni¢, Zze uwzglednienie niewielkiej liczby wyrazow tego szergu pozwala
otrzymaé stosunkowo doktadne wyniki [13, 14].
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Soxnawma

Peswme

Ol CYMMUPOBAHMH HEKOTOPBIX PAOOB OVMHH W TPUTOHOMETPHUYECKHX
CYUWECTBYIOWINX B 3AJAYAX MEXAHHKH CIIJIOWIHBIX CPEL

B pabore onpeneneHbl CyMMBI HECKONBKUX psanos JIuiu M TPHroOHOMETPHUECKUX PSAOB 3aBMCAILINX
OT NBYX NepemeHHBIX x, y € (0, 1). IToxasaHo, UTO NOMB3YACE NONYUEHHBIMHE PE3YNBTATAMH MOMKHO
B BHAE OUeHbL NPOCTHLIX BBLIPOKEHHM NPEACTABUTD PELUCHNA HEKOTOPLIX CTATHUECKHMX ¥ AMHAMHUYECKHX
3a8Y MEXAHMKH CIUIOLIHBIX Cpefl, JaHHbIE B JIMTEPaType OeCKOHEUHBIMHK CYyMMAaMH.

Summary

SUMMATION OF CERTAIN DINI AND TRIGONOMETRIC SERIES OCCURRING IN PROBLEMS
OF THE THEORY OF CONTINUOUS MEDIA *

In the paper the sums of Dini and trigonometric series, which are functions of two variables x, y & (0,1),
are given. By using the relationships obtained here, some known results of static and dynamic problems of_'
the theory of continuous media are shown in a very simple form.,

INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ
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MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 16 (1978)

O JEDNOZNACZNOSCI ROZWIAZANIA PEWNYCH MIESZANYCH ZAGADNIEN BRZEGO-

WYCH DLA POEPRZESTRZENI MIKROPOLARNEJ

STANISEAW MATYSIAK, ANNA WACHECKA-SKOWRON (WARSZAWA)

x = (xy, X2, Xa)

oD

u

'

oy

Hiy

X = (0,0, X3)
Y = (Y1, 2,0
o 8,7, 6 4
fi=X

ox, 1

C*(B)
Yu
%y

- Oznaczenia

kartezjanski uklad wspélrzednych prostokatnych,
D = {(x1) x2) G-Rzle > 0, X2 E.R},

brzeg zbioru D, D = DuéD,

wektor przemieszczenia,

wektor obrotu,

sktadowe tensora naprezen silowych,
skladowe tensora napr¢zen momentowych,
wektor sit masowych,

wektor momentéw masowych,

state materialowe,

pochodna czastkowa wzgledem x;,
l a2 2?2 '
Vz:a—xf-}-Tt%’ K‘= (p1,1+¢z,z,
K@, 8) = {(xy, x2): x}+x} < 82},

klasa funkgji cigglych wraz z pochodnymi do rzedu & na B,
niesymetryczny tensor odksztalcenia,
niesymetryczny tensor skretno-gietny.

1. Wstep

Przedmiotem rozwazan beda miészane zagadnienia brzegowe dla pdlprzestrzeni spre-
zystej (opisujace zagadnienia szczelin w nicograniczonym o$rodku Cosseratéw lub za-
gadnienia kontaktowe) rozpatrzone w ramach liniowej niesymetrycznej teorii sprezystosci
[1]. Zalozymy, ze odrodek znajduje sie w drugim plaskim stanie odksztalcenia opisanym
przez wektory przemieszczenia u I"obrotu ¢ w postaci [2]

(1.1)

u(xla x2) = (O, O: U3), (P(x17 x2) = (‘pl; ‘Pz: 0)'

Réwnania réwnowagi w tym przypadku sa nastepujace:

(1.2)

[(y+E)V2_4a](P1 +(ﬂ+y—’3)k'1 +2au3'2+Y1 = 0,
[(y+e)V*—4a] g, + (B+y—o)k,a—20au;,; + Y, = 0,
() V2us F 20(p, 1 — 91,2) X5 = 0.
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Ze staneiﬁ odksztalcenia (1.1) zwiazany jest stan naprezenia o skladowych niezero-
wych:
013 = (u+ o)y, +209,,
Oy3 = (u+a)uz,,—209,,
O3y = (u—0a)us,; —200,,
O3z = (/,L—ot)u;.,_2+2q<p1,
Hi1 = (2:)’+ﬂ)¢1.1+19¢2.2,
Hi2 = (7+3)<P2.i'+(7"6)¢1,2,
P2z = 2y +B)@2,2+Bps.1s
pay = (V+ P12+~ €)@z,

(1.3)

]

__ B
M3z = —m(ﬂu + ph22),

2. Twierdzenie o jednoznacznosci

Rozpatrzmy mieszane zagadnienia brzegowe dla obszaru D oplsane przez.
a) ukiad réwnah réwnowagi (1.2),
b) warunki brzegowe w postaci

0130, x2) = fi(xz2) dla  |x,| <a,
(2;1) : u3(0, x3) = fo(xz) dla  |x;| > a,

2110, x3) = f3(x;) dla  x,eR,

#1200, x;) = fu(xz) dla  x,eR,

0:3(0, xz) = filx) dla |x| <a,
2.2) 4 us(0, x) = fo(x2) dla  |x;] > a,
#1100, x5) = f3(x2) dla  [x,| <a,
@100, x2) = falxz) dla  |x;| > a,
#1200, x;) = f5(x;) dla  x,€eR,

013(0, x2) = f1(x2) dla |x2| < a,
2.3) : u3(0, x2) = f2(x2) dla  |xz| > a -
#1100, x2) = f3(x;) dla x;€R,
#1200, x2) = folx2) dla x| <a,
@20, x2) = fs(xz) dla  |x,| > a,

lub

lub

lub
013(0, x;) = f1(xz) dla  |xif <a,
u3(0, x;) = fo(x;) - dla  |xz| > q,
4110, x3) = Sa(x2) dla” x| <a,
@10, x3) = falx) dla  |x3] > a,
. (2.4) p1200, x5) = f5(xz) dla  |x;| <a,

@200, x5) = fo(x;) dla  |xa] > a,
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¢) warunki wypromieniowania w nieskonczonosci

(2.5 alirp [ (pustpglde = 0,
T oK (o)A D
lub .
(2.6) lim wu3(x) = 0, lim ¢;x) =0, lim |x|o;(x) =0,
[x|—-t0 ) |x)—>+c0 (x>0

m [xipy=0, i,j=1,2,3, |x|=}x}+x2

fx|-+ 0

Mozna zauwazy¢é, Ze warunki lokalne (2.6) implikuja warunki catkowe (2.5) (w obecnej:
pracy nie bedziemy si¢ zajmowa¢ szersza dyskusja relacji pomigdzy lokalnymi i catkowymi
warunkami wypromieniowania w nieskonczonoéci). Rozpatrujemy réwniez

d) warunki w punktach (0, @)1 (0, —a) w postaci
(2.7) istnieje taka stala rzeczywista M > 0, Ze |uz] < M, o)) < M, (i = 1, 2) w D, [3}
lub [3]

lim f (o33 +pji9i)do = 0,
70" aR((0, a)rs) D

(2.8) ,
11m+ f (dj3us+ pip)de = 0.
ra—0 31?((0,a),r1)n1) .

O funkcjach X3, Y,, Y., /i, (i= 1,2, ..., 6) przyjmujemy, Ze istnieje dla nich roz-
wiazanie wyzej okre§lonych zagadniefi brzegowych w pdlplaszczyznie D, ktére spehnia
warunek '

u3’ q)l ) QZ € CZ(D)n CI(D—' {(05 a)’ (0, _a)})'

Niech {u3, @1, s} oraz {uy, ¢, ¢y} spelniaja réwnania réwnowagi (1.2), takie same-
warunki brzegowe (jeden z ukiadéw (2.1), (2.2), (2.3), (2.4)), identyczne warupki wypro-
mieniowania w nieskoficzonoéci oraz taki sam z warunkdéw (2. 7) lub (2.8).

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

uy=wuy—uy, @i=g—¢/, i=1,2,
(2.9) V=YV, Hu= wi— i,
O = =0y, M= s
gdzie (na podstawie zwiazkéw geometrycznych i réwnan konstytutywnych dla drugiego
plaskiego stanu odksztalcenia [2]) oznaczono - :
: Yis = 173.1—6103‘_]31;, '
i = P>
(210) _ 03 = (p+ o)y +u—0ys;, Jj=1,2,
B = (y+ &)yt (y — )y + frtandi.-
Réwnania réwnowagi w naprezeniach dla wielko$ci z kreskami majg postat
G23—032+Hy1,1+H21,2= 0,
(211) O3y =013+, 1t l2z,2= 0,
: Gy3,1+023,2=0.
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_ Rozpatrzymy teraz nastepujaca calke
(212) F= Af Ruyan Vs + 207 an Vasy + 2V%anHap + 267 Ky + BrrikaaldA,
gdzie A oznacza obszar
A= [DAK(O, 5)]—[Dn[?((0, a),r)]— [an((o, —a), r3)].
Wykorzystujac zwiazki (2.10), (2.11), (2.12) moZzemy napisaé
(2.13) F= f ((63u3), j + (1 P3), jldA — f [exji 01y Pr— g, Qi — 0y3, § tis] dA.
A 4

Druga z catek w (2.13) jest réwna zeru, co widaé na podstawie réwnani réwnowagi
(2.11). Pierwsza catke mozemy przedstawi¢ w postact

@14). F= [[Gpus+mndlndo = = [ (6137 +Rai @1 +AraBaldxa+
04 L

n ‘ o n
+ 5f [073%s + i pilnydp+ry f (0313 + p @inyde, +"2f [0j3 %s+ W @il nydepa,
0 0 1]
gdzie
L=1[-06,—a-r]ul—a+r,,a~r]ula+r,, d],
a pozostale oznaczenia sa podane na rys. 1.

-a

Tk N Wy T
\\ //
\ 5 /
\ /
AN
//

~_ |

X3

\)
Rys. 1

Zalézmy, ze spelnione sa warunki (2.8) i niech ¢ — o oraz r, — 0+, 7, — 0+, Wtedy
pierwsza catka we wzorze (2.14) (po L) réwna sig¢ zeru (gdyz wielkoSci 4,, 9, 03, 4y
spelniaja warunki brzegowe (2.1) lub (2.2) lub (2.3) lub (2.4) —gdzie f;=0,i=
= 1,2, ..., 6). Z przyjecia warunkéw wypromieniowania (2.5) lub (2.6) wynika, ze druga
z calek w (2.14) znika. Trzecia i czwarta catka w (2.14) sa réwne zeru na podstawie (2.8).
Otrzymali§my wiec, Ze ‘ :

(2.15) F=0.

Zalézmy teraz, ze spetnione sg warunki (2.7). Oznaczmy przez
@16)  S()=r [ Gpuls+ G dp+r [ Gl +pin@dnydp =
0 0

= f@ﬁs + B ponde.
Cr
gdzie C, = (3K((0, a), r)n D) U (3K((0, —a), r)n D).
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Moina zauwazyc, Ze
(2.17) fin = Cf (Psus+5i@)do,  gdzie  Fa=Gyamy, S = fumy.
Dla skrécenia zapisu wprowadzimy oznaczenie
(2.18) W= %[2#7«3))7(:3)+20‘7<i3>)7<t3>+7~V§<u>§<ij)+28§<ij> iyt Brur].-

Mozemy wtedy napisaé, ze (podobnie jak w [4])

(2.19) f)=2 [Wdd— | @pus+Epdmdo.
;1 (71?(0,6)(\-5

Obliczajac pochodna funkcji f otrzymujemy

(2.20) : f0)= -2 [wis <0
Cr

co oznacza, ze funkcja f jest monotonicznie malejgca.
Wykazemy teraz, Ze istnieje taka stata ¢ > 0, dla ktdrej spetniona jest nieréwno$c:

(2.21) A< e/ =1 (r).
Widzimy, Ze

222)  |f0)l = l / (FaTha +517)do| < J s +5ipldo < [ petaldo+
+ flsmdc fl/pspsl/uausdo+ fl/SzStl/%‘de"
(Jrupoae)™( [mmae ™+ ( [s " [ <
Cr Cr Cr

< SM]/,E[( fﬁSZ’_B a’o‘)ll2 +( f@z@zda)lﬂ] )
G Cr

bo [Us] = luz—uy| < |uj]+ |1y | < 2M, analogicznie |§,| < 2M, |7,| < 2M, a [ do = 2ar.
ol

Dalej mamy
(2.23) [ 5spsdo = f Gy3 1y Ga 10 < f ,30,3do,
Cr
fSiSidO' = f‘uﬂnj,uk,nkdo‘ f‘uﬂ‘ujldd
C' .
a wiec ’

1
229 f(PsPs +5:8)do < f(“]sajs + gy do < =3 ded =~ 2k2f’(r)’
Cr

gdzie wykorzystano dodatnig okreélonoéé W, tzn. istnienie takiej stalej k > 0, ze W(ojs,
By)) = k*(0y30)3 + i) dla wszystkich x € D.

4 Mech, Teoret. i Stos. 3/78
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Z powyzszych nieréwnofci wynika, Ze

(225) | J7pse) " < ]/ JFpsrs5)a0 < ]/ Sl 0,
( [ 5isido] 1/ [ (33Fs +5i5)do < ]/ /O,
Cr

czyli .

(226) ( f P3Ps a’o)”2 +( f Emdo)llzs 2]/— 2,162f’(r).

r

Funkcje f moZemy wigc oszacowaé w nastepujacy sposdb

2.27) A< SMVE-Z]/—- 2112 f'(r) = SIJEI ]/——anf’(r),

istnigje wigc stata c(c = %]/ﬁ:r—z), 26 1S < eV =rf(r).

Mozna pokazad, ze poniewaz funkcja f(r) jest monotonicznie malejgca oraz speiniony
jest warunek (2.21), to limf(+) = 0 (dowéd w [4]). Oznacza to, ze we wzorze (2.14) przy
r—0+

zalozeniu (2.7) calki trzecia-i czwarta sa réwne zeru. Poniewaz wielkoSci us, @y, 03, ti
speliajg warunki brzegowe (2.1) lub (2.2) tub (2.3) Iub (2.4) — gdzie f; = 0, to pierwsza
catka w (2.14) znika. Przy zalozeniu, Ze § — co zaréwno z warunkOw (2 5) jak i (2. 6)
wynika, 2e druga catka w (2.14) jest réwna zeru, czyli F = 0.

Poniewaz F jest forma kwadratowa dodatnio okreSlong (wzér (2.12)), to (2.15) jest
réwnowazne  warunkom: '

(2.28) Yi3=0, w%y=0 dla xgebD.

Z (2.28) i (2.10) wynika, Ze
(2-29) ’ ) 553 = 0, ﬁij = 0.

Na podstawie (2.28), (2.29) i (1.3) mozna sformulowaé nastepujace twierdzenie:

Zagadnienie brzegowe dla obszaru D sformulowane przez réwnania réwnowagi (1.2),
warunki brzegowe (2.1) lub (2.2) lub (2.3) Tub (2.4), warunki wypromieniowania w nies-
konczonoéei (2.5) lub (2.6) oraz warunki (2.7) tub (2.8) jest jednoznaczne wzgledem na-
prezen i odkszialceri ajs, iy, Yiss %€ CH(D) n C(D—{(0, a), (0, —a)}).
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Peawome

OB OJHO3HAUHOCTH PEMEHUN CMEIIAHHBIX KPAEBBIX 3ADAYU
JJIsT MUKPOIIOJIAPHOI'O TIONIVIIPOCTPAHCTBA

B paGore pacCMOTpeHa ORHO3HAUHOCTL pelueHMi B obacTi D= {(xy,x2) €R%; x4 > 0, x; € R}
A CHCTEMBb! yPAaBHEHMH PaBHOBECUA «(BTOPOTON IIOCKOro xedopMHPOBAHHOTO COCTOSHMS JHHCHTHOK
HECUMETPHUHOM TEOPAH YIPYTOCTH CO CMEINAHHBIMU KPaeBLIMM YCIOBUSME B Kiacce QyHKImi
C*(D) n CH{D— {0, a),(0, @)}).

Suin-mary

ON UNIQUENESS OF SOLUTION OF MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR
A MICROPOLAR HALF-SPACE

In the present paper the problem of uniqueness of solutions is considered for a system of equilibrium
equations of the second plane state of strain of the linear micropolar elasticity in the case of a mixed boun-
dary value problem defined in the region D = {(x,, x2) € R?*; x, = 0, x, € R).
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PRZEPLYW LAMINARNY W KANALE O ZMIENNYM PRZEKROJU Z RUCHOMYMI
I POROWATYMI SCIANKAMI

ANDRZE} SZANIAWSKT, ANDRZE] ZACHARA (WARSZAWA)
1. Wprowadzenie

Przedmiotem pracy jest laminarny ustalony dwuwymiarowy przeplyw lepkiej cieczy
nieécisliwej w ptaskim lub osiowo-symetrycznym kanale o zmiennym przekroju oraz o prze-
puszczalnych i rozciaggalnych §ciankach. Przepuszczalno$¢ §cianki opisana jest prawem
okreélajacym liniowy zwiazek migdzy predkoscia filtracji a réznicy ciéniert po obu stronach
$cianki. Rozciggalnoéé Scianki powoduje, ze jej predko§é moze zmieniaé sie wzdhuz ka-
nalu w zadany sposob. Zmienno$¢ przekroju oraz przepuszczalnosé i rozciagalno$é $cia-
nek sg trzema efektami, ktérych oddzialywanie na przeplyw jest badane w niniejszej pracy.
Ograniczymy si¢ przy tym do przypadkéw, gdy przepuszczalno$é §cianki jest nieduza,
za$§ predkos$é Scianki i szeroko$¢ symetrycznego kanalu zmieniaja si¢ powoli. Ponadto
w niniejszej pracy bedziemy zakladaé, Ze cifnienie na zewnatrz kanatu jest stale i pole
przeptywu jest symetryczne wzgledem osi kanahu.

Okrelony w ten spoééb problem nawiazuje do niektérych zagadnien dotyczacych
przeplywéw w kanatach o $ciankach nieprzepuszczalnych [1—S5] i porowatych [6—13],
a takZe pompowania perystaltycznego [14] i teorii smarowania [1—4]. W wigkszoéci prac
na temat przeptywéw w kanalach o éciankach porowatych autorzy przyjmuja jednorodny,
z gory zadany, rozklad predkoéci poprzecznej na é_cié.nce. Jedynie w artykule [12] 1 [13]
predko$é ta zostala uzalezniona od réznicy ciénien po obu stronach §cianki, co jest zbiezne
Z zaloZeniem przyjetym w niniejszej pracy.

Nowym elementem wprowadzonym przez nas jest zaloZenie rozciggalnoéci émanek
ktdére ponadto moga byé porowate i ktdre moga ograniczaé kanal o zmiennym przekrOJu
Takie sformulowanie problemu wynikto przy okazji badan nad zjawiskami hydromecha-
nicznymi towarzyszacymi przedzeniu widkien chemicznych, gdzne wszystkie trzy wymle—
niane efekly staja sie istotne.

Do wyznaczenia przeplywu wewnatrz kanafu wykorzystane zostanie zaloZenie, Ze
wielko$ciami niewielkimi, ale danymi s3 przepuszczalno§¢ oraz zmiany predkoscei $cianki
i szerokosci kanatu. Na tej zasadzie bedziemy przyjmowaé, ze przeplyw wewnatrz kanatu
winien niewiele odbiegaé od przeplywu okre§lonegd lokalnie rozwiagzaniem Poiseuille’a,
w odniesieniu do ktérego zastosujemy metodg malych zaburzen. Nalezy jednak zauwazyc,
Ze w przyjetym tu rozwigzaniu Poiseuille’a wystepuje nieinany zmienny gradient ciénienia,
a znajomo$¢ rozkladu ci$nienia wzdhuz kanatu jest niezbgdna do wyznaczenia pozostailych
parametréw przeplywu. Podstawowym zadaniem bedzie wiec znalezienie rozkiadu cis-
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nienia wzdtuz §cianki, nastgpnie wyznaczymy gléwne cztony dla pola predkosci, po zna-
lezieniu ktérych zajmiemy si¢ réwniez wyznaczeniem w liniowym przybliZeniu czlonéw
zaburzajacych wzdtuzna sktadowa predkoscei i rozklad cisnienia.

2. Réwnania i warunki brzegowe
Wprowadzamy prostokatny lub cylindryczny uktad wspdtrzgdnych, ktérego 0§ z po-
pokrywa si¢ z osig symetrii kanatu, a of x jest do niej prostopadia (rys. 1). Skladowe pred-
kosci wzdhuz osi 71 x oznaczymy symbolami w i u, a ciénienie przez p. Polowa szerokodci
(lub promies) kanatu okrelana jest jako R(z), za$ symbole W(z)i U(z) oznaczaja odpowied-
nio predko§é Scianki 1 predko$é przeptywu filtracyjnego skierowanego prostopadie do
$cianki. A

Z
0 -

Rys. 1. Schemat kanalu o zmiennym przekroju, ze $ciankami porowatymi i rozciggalnymi

Réwnania ruchu lepkiej cieczy niefci§liwej, o stalej gestosci g i o statym kmematycznym
wspolczynniku lepkoéci », napiszemy w posta01 nastgpujacej:

ow 1 x
@1 Gt e =0,
. ow ow 1 9p 2w 1 4
@2 Yo TV T T o +”{Tzz +3W;( )}
u du 1 dp o*u o] 1

@3) Pttt T {322 + 8x[ Frac x")]}
gdzie -

' 0 " dla ukfadu prostokatnego,
Q.49 k=

1 dla ukiadu cylindrycznego.

Warunki brzegowe, ktére wymkajq z symetrii przeptywu oraz z cu}glosm prgdkoécn
na §ciance maja formq

Bw(O z)
T ax
W(z)R'(z) + U(z)
VI+R@F
W(z)— U(z2)R'(z)
VI+ RGP

w(0,2) = 0, =0,

(2.52-d) wR,2) =

W(R, Z) =
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Predkost filtracii U(z) przez Sciankg kanatu jest okreslona relacia wynikajaca z warunku
przepuszczalnosci .

(2.6) UG) = K@PQ),

gdzie K(z) jest wspolczynnikiem przepuszczalnodei, a

@ P®=%wmﬂwd

jest wielkoscia zwigzana z réznica ci§nief wystgpujaca po obu stronach $cianki (u = const
jest dynamicznym wspdiczynnikiem lepkosci, a p, = const jest zewnetrznym ci§nieniem
atmosferycznym). W przypadku przeplywu w kanafach nieprzepuszczalnych, za p,
podstawia¢ bedziemy wybrane ci$nienie odniesienia. Zalezno$¢ (2.6) wynika z liniowego
prawa Darcy, w ktérym pochodng ci$nienia zastapiono odpowiednim ilorazem réznico-
wym, przy czym wspélczynnik K uwzglednia zaréwno wilasnoéei filtracyjne §cianki jak
i jej grubos¢. |

Funkcje R(z), W(z) i K(2), ktére okreélaja geometrig, kinematyke i przepuszczalno§é
$cianki sg traktowane jako dane.

3. Linearyzacja i rozwiazanie réwnan ruchu

Poniewaz polowa szerokoéci (lub promief) kanalu R(z) i predkosé §cianki W(z) winny
si¢ zmienia¢ powoli, a przepuszczalnoé¢ Scianki winna by¢ nieduza, bedziemy poszukiwaé
rozwigzania naszego prolemu w formie mafego zaburzenia lokalnego przeptywu Poiseui-
lle’a

(3.1 a-c) w=wy+W, u=1u p-p,= ulPE)+7pl],
gdzie l
(3.2) w, = W(z)— R?*(z) P'(z) Wy(§)

jest rozwiazaniem Poiseuille’a o parabolicznym rozkladzie predkoéci opisanym bezwymia-
rowa funkcja (rys. 2)

(3.22) Wo= g (1=, & = x/R(),

a symbolem (~) oznaczono mafle zaburzenia przeptywu gféwnego.
Zalezno$é (3.2) jest formalnie identyczna z funkcja opisujaca rozktad predkosci w ka-
- nale o stalej szeroko$ci 2R, ze §ciankami nieprzepuszczalnymi poruszajacymi sig ze stala
predkoscia W, przy stalym gradiencie ciénienia P’(z) = const. W niniejszej pracy do-
puszczamy zmienno$¢ wielkosci R, W, P’ z odlegtoscia z, ale zmienno$¢ na tyle slaba, aby
w(x, z), ti(x, z), p(x, z) i ich pochodne byly mate w porédwnaniu z odpowiednimi wiel-
kofciami w,, p 1 ich pochodnym] z przeptywu giéwnego. Zwigkszenie rzgdu maloSci daje
réwnieZ réi_lficzkowanie wzgledem z. Zajmiemy si¢ jedynie wyznaczeniem najniZszego,
liniowego przyblizenia ze wzgledu na tak okreslone male zaburzenia Jokalnego przeplywu
Poiseuille’a. Trzy czynniki zaburzajace przeplyw Poiseuille’a podane zostaly w ponizszym
. Zestawieniu:

(3.32) . K(z) #0, przepuszczalno§ §cianck,
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. (3.3b) R'(z) # 0, zmiennoé$¢ przekroju kanalu,
(3.3¢) W'(z) # 0, rozciggalno$§é Scianek.
Wielkoé¢ P(z) jest tymczasem nieznana.
Wprowadzajac zalozong postaé rozwinigé (3.1a - ¢) do réwnan (2.1—3) i do warunkéw

(2.5a - d), (2.7), oraz pozostawiajac jedynic wyrazy najniZszego rz¢du ze wzgledu na male
zaburzenia, otrzymujemy nastgpujacy uproszczony uklad réwnan:

' 1 0 ug 0wy
G4 | P P
y 9 [dw , Wy |~ Wy
S EF?E(?;x) W TE
op o111 0 ..,
G&H - “T—Khwﬁmﬂ
Z jednym niejednorodnym
3.7 (R, z) = W(z)' R'(2)+KP,
1 z czterema jednorodnymi warunkami brzegowymi
~ _ 3w(0 z)
(3-83'7 b) u(O, Z) - ’ ax 0)
(3.8¢, d) w(R,2) =0, p(R,z)=0.

Rozw1qzame réwnania ciaglosci (3.4) spelniajace warunek symetm (3.8a) ktére ma
postaé nastepujaca:
. 1 . (P'RY P 31
G2 “‘"?“W””FTJ“ Wy
mozna bylo znaleé niezaleznie od pozostalych réwnafi i warunkéw.

) " Ze wzoru (3.9) w kombinacji z warunkiem brzegowym (3.7) uzyskujemy rowuame
rézniczkowe zwyczajne, ktdre zawiera P(z) jako fukcje niewiadoma

(3.10) © [P RE3) —(k+3)-(4R)* - KP = 2% - (l+3)(W: R¥1Y .,
Za pomoca réwnania (3.10) mozna wzor (3.9) sprowadzi¢ do postact |

3.11) i = (RW'— Lf,:’i) Uy (&)+ (WR +EP)U,(8),

gdzie bezwymiarowe funkcije

(3.110) - Ui(®) = 5 61~ £,

(3.115) 2GR (TR

okre§laja wzgledny rozklad skladowej poprzecznej predkoéci u = # w poprzek kanatu
pod wplywem zmiany predkosci (W’ # 0, R' = 0, K = 0), badZ tez przepuszczalnoci .
(K#0,W =0,R = 0) §cianki (rys. 2). Zmiana przekroju (R’ 5 0) nieruchomego ka-
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pali (W = 0) o nieprzepuszczalnej $ciance (K = 0) daje réwniez rozklad opisany przez:
U, (). Natomiast przy facznym wplywie kilku czynnikéw poprzeczne rozklady predkosci:
#t w réznych przekrojach nie musza by¢ do siebie podobne.

£
7
e R ~oma TS
Uppax =139 .
3/3|——
05 & A
A
U \ ¥ (€
l
Uyl Wy
0 Wple) 05 10 -

Rys. 2. Funkcje W, (&), U (&), U(£) wystepujace we wzorach (3.2) i (3.11)

Réwnanie (3.10) wymaga okre§lenia dwéch warunkow brzegowych, ktére nalezy
dobra¢ w zaleznofci od konkretnego rozpatrywanego przypadku. Rozwigzujac réwna-
nie (3.10) uzyskujemy funkcje P(z) opisujaca w pierwszym przyblizeniu rozklad ciénie-
nia w kanale, pozwalajacy na podstawie wzordw (3.2) i (3.11) wyznaczyé gltéwne skla~
dowe rozkladu predkosci wy(x, z) i #(x, 2).

Otrzymane w fen sposéb rozktady cisnienia i predkosci mozna traktowaé jako podsta-~
wowe przyblizone rozwiazanie naszego problemu. Rozwiazanie to nie zalezy w sposéb
jawny od liczby Reynoldsa. Bedziemy je wykorzystywad do uproszczonego opisu przeplywu,’
w szczegblnodci do wyznaczania linii pradu.

Wydatek Q plynu przez pole (7x)* x przekroju poprzecznego jest okreélony catkg

L ]

x

(3.12) 0= @[ w(x, 2%*d% = const.
. 0

" Podstawiajac w &~ w, ze wzoru (3.2) i wykonujgc catkowanie otrzymujemy réwnanie-
linii pradu rozgraniczajacej obszar stalego wydatku:

.5" Us(8)
(k+D)(k+3)

Po znalezieniu gléwnych czlondw opisujacych w przyblizeniu rozklad wzdluzny cié-
nienia p—p4 &~ uP(z) oraz pole predkosci w & w,, u ~ i przystapimy do wyznaczenia,
pozostatych czlondw zaburzajacych przeplyw typu Poiseuille’a, mianowicie do wyzna-
czenia W i p. '

Podstawiajac predko$é w, (3.2) i # (3.11) do réwnan (3.5) i (3.6) oraz catkujac te réw--

(3.13) —(E}%—"R— = W(z)+* ;RZ(z)P’(z)
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nania z uwzglqdmemem warunkéw brzegowych (3.8b - d) znajdujemy poszuklwane czlony
zaburzajgce:

2D/ pt ’
(3.14) W=§{(RW' pr )[WW1(£) f;kﬁ Wz(é)]

+(WR’+KP)[W- Wi(6)— g:ﬁl W(é)]}

gdzie
(3.142) W, = 1(1 — g2, )
1—
(3.14b) W, = m {110k +3) — £2[4(4k +3) — (5k+3)62]}
(3.14oy Wy = g (1= E0-+5) e+ DE?),
iy |
oraz
G.15) - [(RW’ KRy ) +2‘(WR’+KP)] Po®),
gdzie | .
(3.152) Po(e) = K12 (1-£2).

Wrykresy funkcji Wl(E) Wz(:,’-‘) Wi(&), W.(&) oraz Py(é) przedstawmne zostaly na
rys. 3.

¢
10)s
05—
2R /tk?3)
b a =\
= ! ! & =) & -
0 W=y, 0% 05 075 0
Z e e
W W

Rys. 3. Funkcje Wy(£), Wa(8), Wa(E), Wa(8), i Po(£) wystepujace we wzorach (3.14) i (3.15)
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4. Przyklady

Uzyskane wyniki zilustrujemy kilkoma przyktadami, w kazdym z ktérych uwzgledniony
bedzie wplyw tylko jednego z trzech czynnikéw (3.3) zaburzajacych przeptyw Poiseuille’a.
" Wszystkie przykiady odnosi¢ si¢ beda do przypadku osiowo-symetrycznego (k = 1), o do-
datkowej symetrii- wzgledem plaszczyzny z = 0. '

W przykiadach tych, dla réwnania (3.10) przybierajacego postaé
“.0.1) . (P'R*Y —16RKP = 8+ (WRY',
dwa warunki brzegowe dla funkeji P(z) dane beda w punkcie z = 0.

Definiujemy bezwymiarowa funkcje Z7(¢) jako

_ P& el .
(4.0.2) () = 5 C—aﬁ, a <1,

za pomoca ciénienia odniesienia P i malego parametru a, ktére zostang okre§lone dalej,
oddzielnie dla kazdego przyktadu. Maly parametr a pojawil sie¢ w definicji bezwymiarowej
wsp6lrzednej £, ze wzglgdu na powolng zmienno$¢ parametrédw przeptywu w kierunku z,
Wprowadzajac ponadto wielkosci odniesienia: ’

— — 2 — P

(403 - ©) . R=R(0), K= R1°é , =
oraz bezwymiarowe funkcje

A _R A K W
4.04a-c RC = -, C)=T, WC = —,
( ) ) = ( % (9 =
przeksztalcamy réwnanie (4.0.1) do nastgpujacej postaci
(4.0.5) (IT'R¥Y — KRIT = (WR2)'.

Linie pradu bedziemy opisywaé stosujac bezwymiarowy wydatek
. A 0
0. - 0E D) = ==

(4.0.6) ( 7.

Dla kazdego z przykladéw przedstawimy kolejno skladowe predkosci w, i #, réwnanie
linii pradu Q(E, {) = const oraz perturbacje -skladowej podtuZnej predkosei i ciénienia
w i p, obliczane odpowiednio ze wzordw (3.2), (3.11), (3.13), (3.14)i 3.15).

4.1. Przeplyw przez nieruchoma, cylindryczng rure porowata o stalym wspélczynniku przepuszczalnosei,
Wprowadzajac

' K

1.1 =4 =

4.1.1) a=4 R

otrzymujemy K= 1, a poniewaz z zaloZenia R=1 oraz W= 0, réownanie (4.0.5) przyj-
muje postaé

- (4.1.2) 7" —I = 0.
Réwnanie to rozwigzemy dla dwéch szczegdlnych przypadkéw:
a) W przekroju z = 0 ci$nienia po obu stronach écianki rury sa jednakowe P(0) = 0,

a giéwny przeplyw odbywa si¢ w kierunku osi z pod wplywem gradientu cifnienia o stalym
znaku. Wartoé¢ gradientu P’(0) w plaszczyznie z = 0, jest dana.
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Definiujac cisnienie odniesienia jako

= R
(4.1.3a) P = P(0) -
przedstawimy warunki brzegowe w postaci
(4.1.4a) I1(0) = 0,1I'(0) = 1,
a spelniajgce je rozwigzanie réwnania (4.1.2) wyraza sig wzorem
(4.1.5a) II(0) = shi.

b) W pizekroju z = 0 rury porowatej panuje. dane ciénienie rézne od zewngtrznego

(P(0) # 0), a rozklad ciSniefi jest symetryczny wzgledem tego przekroju (P/(0) = 0).
Przyjmujac wielko$¢ odniesienia:

(4.1.3b) P = P(0)

. 1 formutujac warunki brzegowe,

(4.1.4b) II0) = 1, II'(0) = 0,

otrzymujemy nastgpujace rozwigzanie réwnania (4.1.2):

(4.1.5b) _ II({) = chd.

»

A oto pozostate parametry przeplywu, 1acznie dla obu przypadkéw, z tym ze funkcje
{ podane w gérnej frakcji nawiasu klamrowego odnosza si¢ do przypadku (a), zaé w dolnej
do przypadku (b).

Moo~ 8w, {Chg
(4.1.6) 7 (£ she’

u _ 1 sh¢
@1 = = 5 oU) {chg,

IS : Chc

(4.1.8) 0= £202-89 {ShC = const,
4.1.9 ‘ B2 p oy [shE
( ) _P 8 0(5) lChC’
(4.1.10) . —WW—_- - _;jocReW,;({E)sth,

gdzie Re jest charakterystyczna liczba Reynoldsa
WR  R? {P'(O)R
Re = " =
y 8 |aP(0).

Obraz linii pradu, opisany réwnaniem (4.1.8), przedstawiony zostal dla obu przypadkéw
odpowiednio na rys. 4.1a i b. W przypadku (a), panujace po lewej stronie od przekroju
z = 0 nadciénienie powoduje wytlaczanie ptynu z rury przez §cianke na zewnatrz, natomiast
podcisnienie wystepujace przy£ > 0, wywoluje zasysanie plynu z otoczenia do wngtrza
rury.
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W przypadku (b), wydatek ptynu przez plaszczyzne symetrii z = 0, znika. Jesli P(0) < 0,
to réznica cisnient po obu stronach porowatej Scianki jest na calej dtugosci rury ujemna,
co powoduje zasysanie plynu z otoczenia do wngtrza rury. Gdy P(0) > 0 to obraz przeptywu
jest podobny, z tq réznica, ze zwroty predkoéci zmieniajg sig na przeciwne.

Y

{ p 01z

4.2. Przeplyw przez kanal zbiezno-rozbieiny o zadanym ksztalcie, ze Sciankami nieprzepuszcz:;lnymi
i niernchomymi. Rozpatrzymy przeptyw z danym wydatkiem Q, przez kanat o ksztalcie okre-
§lonym wzorem :

(4.2.1) R = (1+2)ve,

W przypadku tym maty parametr « (4.0.2) charakteryzuje powolno§é zmian przekroju
poprzecznego. Wprowadzajac promien krzywizny g, konturu kanalu w punkcie z = 0,
mozemy okreslié

o? = ZR/QI‘.
Réwnanie (4.0.5) przybiera wéwczas postaé
422 HI'(1+23)]) = 0.

Przyjmujac za p, warto§é cisnienia w gardzieli kanalu p, = p(0), oraz wprowadzajac
ciénienie odniesienia

' - 8Qo
(4.2.3) P= wioa i
przedstawimy warunki brzegowe w postaci i
(4.2.4) ‘ II0) = 0, II'0) = —1.

Spelni'ajqce Jje rozwiazanie réwnania (4.2.2) ma postaé
(4.2.5) Il = —arctgl,

a pozostale parametry przeptywu przedstawiaja sie nastepujaco:
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w Wo ()
4.2.6 = =8,
i 4
@.2.7) %= U@ ey
(4.2.8) 0 = £2(2— &) = const,
=
(4.2.9) % = S Po(®) (lfw
(4.2.10) % = 4aReW2(E)—(r§2)m ,
gdzie Re jest liczbag Reynoldsa
Re = WR _ Qo
4 R

Rozktad lmu pradu, okreflony przez (4.2.8) przedstawiony zostal na rys. 4.2. Nalezy
Zwrdci¢ uwage na monotoniczny rozklad cisnienia (4.2.5), ktdry realizuje sig mimo zbieZ-
no-rozbieznego ksztattu kanatu. Taki charakter rozkladu ciénienia mozliwy jest w warun-
kach przyjetego w niniejszej pracy przybliZenia, przy zalozeniu szczeglpego ksztaitu ka-
nalu opisanego wzorem (4.2.1).

N /mp0)

—
—_—
—d
—

Rys. 4.2. Przeplyw przez kanal zbieino-rozbiezny o s’ciance nieruchomej i nieprzepuszczalnej R =
' = 1+ K=W=0. -

4.3. Przeplyw przez cylindryczna rure nieprzepuszczalng o rozeigganej Sciance. Rozwazmy cylindry-
czna rurg, unieruchomiona w przekroju z = 0 i rozciggang symetrycznie w obu kierunkach.
Ograniczymy si¢ do rozpatrywania dodatniej strony osi z przyjmujac, ze dla z > 0 predkosé
§cianki zmienia si¢ wedtug wzoru
@431y W= W(l—et).

Maly parametr a charakteryzuje tu powolno§¢ narastania predkosei. Wprowadzajqc
K= 0, R= 1, sprowadzamy réwnanie (4 0.5) do postaci
(4.3.2) : I =e -4,
przy czym cifnienie odmesmma na podstawie wzoru (4.0.3c) wynosi
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- 8w
(4.3.3) P=—7

Rozwiazanie réwnania (4.3.2) przy wynikajacych z symetrii przeptywu warunkach brze-
gowych:

434 - Iy =0, II'00) = Q,
wyraza si¢ wzorem
435 =e*+L-1,
a pozostale parametry przeplywu maja postaé
y Wp 2 -
(4.3.6) = ( _
A U,
4.3.7) 7 1 ,
43.8) 0 = — (- )1 —e%) = const,
: p -
(4.3.9) | 5 = -5 Po(®e™,
W .
(4.3.10) 7 aRe[W1(&)—2Wo(H)](1—e De %,
gdZie Re = WR A
. »
AE
) 0

Rys. 4.3, Przeplyw przez rur¢ o nieprzepuszczalnej, rozciaganej &ciance, K= 0, R= 1, W=1-et

Obraz linii pradu wyznaczony I}a podstawie (4.3.8) przedstawiony zostal na rys. 4.3.
Plyn znajdujacy sig¢ w okolicy écianki porusza si¢ w kierunku zgodnym z jej ruchem, a ptyn
w okolicy osi rury w kierunku przeciwnym, co powoduje przeplyw cyrkulacyjny. Obszar
cyrkulacji kurczy si¢ w miarg oddalania od plaszczyzny z = 0iw granicy istnieje wylacznie
przeplyw réwnolegly, z linia pradu Q = —0,25, oddzielajaca dodatnie i ujemne kierunki
predkodci. '

5. Uwagi koncowe

Wskutek poczynionych zaloZed upraszczajacych zakres stosowalnoéci podanej metody
jest ograniczony do przypadkdéw, w ktdérych zdefiniowane w rozdz. 3 zaburzenia %, W, p
sg male w stosunku do odpowiednich wielkoéci z przeptywu Poiseuille’a przyjetego jako
‘przeplyw gitéwny. Opis przeplywu przy pomocy skladowych predkosci w, (3.2) i # (3.11)
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z wykorzystaniem funkcji P(z) wraz z poprawka p (3.15) miesci si¢ w ramach przybliZenia
Stokesa, odpowiadajacego pominieciu cztonu bezwladnofciowego w réwnaniu pedu.
Uwzglednienie w uproszezony sposéb pominigtego cztonu obejmuje jedynie poprawka
W (3.14). ' , .
We wzorach (4.1—3.7), (4.1-3.9), (4.1—3.10) przedstawiajacych %, p, w wystepuje

bezwymiarowy parametr o wyrazajacy, odpowiedni dla konkretnego przypadku, czynnik
zaburzajacy, ktérym moze by¢ przepuszczalno$é badz rozciagalno$é écianek oraz zmienno$é
przekroju kanalu. We wszystkich rozpatrywanych przypadkach struktura wzordw jest
podobna, zgodnie z ktérag mamy

(5.1a-c) i~a, pe~a?, W~ oa-Re.

Wynika stad nie tylko ograniczenie dla parametru a, lecz takse dla iloczynu o Re,
gdzie Re = WR/» jest charakterystyczng liczba Reynoldsa przeptywu podiuznego, przy
czym ze wzgledu na (5.1a) mozemy iloczyn ten interpretowac jako liczbg Reynoldsa prze-
ptywn poprzecznego Re. = a ' Re. Nalezy zwrdci¢ uwagg, Ze matos¢ iloczynu o - Re nie
.ogranicza stosowalnoéci modelu do malych liczb Reynoldsa, o ile nie zostanie przekroczony
zakres stabilnodci przeptywu laminarnego, nie rozpatrywany w niniejszej pracy. Widzimy
tez, 2e zaburzenie cifnienia p jest malg wyzszego rzgdu w stosunku do pozostatych zabu-
rzefi i w obecnym przyblizeniu moze byé pominigte. W przedstawionych w rozdz. 4 przy-
kiadach wymienione ograniczenia byly na ogét spetnione, poza niektérymi obszarami o cha-
rakterze lokalnym.

Okreélenie zakresu stosowalno$ci przedstawionych wynikéw nie bylo celem niniejszej
pracy, dlatego nie podajemy tu szczegdtowych szacowafi, ktére z konieczno$ci musialyby

§ 10-pa)/pw?00)
15~

| | ' I I | Z/P_
0 100 200 300 400 500 600

Rys. 5. Por6wnanie obecnego modelu z modelem [12). — obecnty model, — —  model Galowina i De
Santisa [12], R/K = 1.9 10° ‘
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byé zawezone do rozpatrywanych przykfadéw. Podamy natomiast poréwnanie naszych
wynikéw, z wynikami modelu Galowina i De Santisa [12], o wyZszej dokladnosci niz obec-
na metoda, gdyz uwzgledniony byt w nim czton bezwladnos$ciowy réwnania pedu. Pordw-
nanie dotyczy przeplywu przez rurg porowata o danym stalym wspodlczynniku przepu-
szezalno$ci R/K = 1.9+ 10°. W przekroju poczatkowym z = 0 dane byly dla bezwymiaro-
wego ci$nienia zdefiniowanego .w [12] jako IT= (p=plo- w3(0, 0) dwa warunki brze-
gowe: warto$¢ ciénienia /7(0) > 0 oraz gradient cinienia /I'(0) = —4- 102, Obliczenia
obejmowaly trzy przypadki odpowiadajace réznym warto§ciom ci§nienia poczatkowego,

Tz czym wiqzal)} sig rozne liczby Reynoldsa Re, = i (R, 0)R/». Wyniki tych obliczen przed-
stawione zostaly na rys. 5, wraz z wynikami uzyskanymi na podstawie obecnego modelu, 4
przy czym wykorzystano th rozwigzania (4.1.5a i b), w ktérych dokonano jedynie odpowied-
niej transformacji zmiennych.

Mozna stwierdzi¢ bardzo dobra zgodno$é miedzy wynikami obu modeli, a drobne
rozbieznosci wystepuja jedynie przy najwigkszej liczbie Reynoldsa Re, = 0.075. W zakresie
liczb Reynoldsa rozpatrywanych w powyzszym przykltadzie nasz model daje wieksze ko-
rzysci, gdyz pozwala na otrzymanie wynikéw przy pomocy prostych kwadratur, bez cal-
kowania numerycznego, niezbednego w przypadku modelu [12]. Natomiast w podobnych
przypadkach przepltywow przez rury porowate, lecz z wigkszymi liczbami Reynoldsa, roz-
patrywanych np. w [13], gdy wskutek efektéw dynamicznych cisnienie statyczne ro$nie
w kierunku przeptywu, model ten datby wyniki niepoprawne nawet jakosciowo. To samo
dotyczy przeptywdw w kanatach rozbieznych przy wiekszych liczbach Reynoldsa i wszelkich
innych przypadkéw, gdy nie sa spelniane warunki matoséci « i o Re. W takich przypadkach
nalezy stosowa¢ metody o wyzszym rzedzie doktadnosci, jak np. [5], [13] lub jeszcze do-
kladniejsze.
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Peaome:

JJAMUHAPHOE TEUEHHWE B KAHAJE C ITEPEMEHHEBIM TIOIIEPEYUHBIM
CEUEHMEM U C ITOIOBMXXHLIMU M ITOPHMCTBIMH CTEHKAMM

Teuenne B KaHaJe IPEAIIOIOMEHO B BUJE Mano BoamylueHnoro Teuenust Ilyaseiina, Tax uro ypas-
nenna Haspe-CToxca MOYKHO JIMHeaPH30BaTh OTHOCHTENEHO MANLIX BO3MYLIeHHH. Perrenus st mapa-
METPOB TEUEHHsI TOJIYUEHL! B AHAJMTHUCCKOM BHAE, COXEPIKALEM HEUSBECTHYIO (DYHKINIO HaBIICHMSA,
KOTOpas ABJIETCA PELUEHHEM HEKOTOPOTrO JIMHEHHOTO 0GBIKHOBEHHOrO JuchhepPEHHANBHOTO YPABHEHMA .
70 ypaBHeHde ObUIO PELIeHO ANA HEKOTOPhIX IMPOCTEHIIMX CIIYYaeB TPAHHUHBIX YCIOBHH, NMpUHuém
B KAOKJIOM K3 HHX YUHTBIBAJICA TOJbKO OfMH M3 TPEX BO3MYyLUZOLUX 3(hdEKTOR, HASBAHLIX B 3aTNaBUM
aroii paborpl, Taxum o6pasom MoyHO OpII0 HAliTH pacpeneNenys JABIECHHUA U CKOPOCTel AN INaBHOrO
TeueHHsl M ero BO3MyLUeHnii. OGpallaercs BHAMANHME Ha HEKOTODbLIE OrPAHMYUEHIS TIPEICTABIEHON MO-
DeNH, BOBHUKAOL(HE U3 €8 NPUONHM3HTENEHOTO XapaKTepa.

Summary - \5‘

LAMINAR FLOW IN A CHANNEL OF A VARIABLE CROSS-SECTION WITH MOVABLE
AND POROUS WALLS

The problem is considered as a slightly disturbed Poisseuille flow, so the Navier-Stokes equations can
be linearized with respect to small perturbations. The solution is obtained in an analytical form, containing
an unknown pressure function which can be found from the ordinary linear differential equation derived
here. The equation has been solved for some simple axisymmetric flows, each of them being influenced
by only one of the three disturbance effects mentioned in the head of this paper. In this way pressurc and
velocity disturbance for the main flow and its perturbations has been obtained. Some remarks on the limi-
tations of the method presented have also been included.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 7 listopada 1977 r.
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OPTYMALIZACJA KSZTAETU PRETA SCISKANEGO Z UWZGLEDNIENIEM CIEZARU
WEASNEGO METODA PROGRAMOWANIA DYNAMICZNEGO*

JAN BLACHUT (XRAKOW)

1. Wstep

Niniejsza praca po$wigcona jest optymalnemu ksztaltowaniu preta sprezystego podda-
nego $ciskaniu sita skupiona oraz silami roztozonymi wzdiuz dhugoéci preta, a pochodza-
cymi od cigzaru wlasnego. Poszukiwaé bedziemy maksymalnej sity krytycznej przy stalej
objetoéci preta i ograniczeniach naloZzonych na przekrdj poprzeczny. Rozpatrywaé be-
dziemy pelme nieliniowe réwnanie linii ugigcia. Otrzymane wyniki poréwnamy ze zna-
nymi rozwigzaniami analitycznymi dla przypadku optymalnego ksztaltowania preta spre-
Zystego, §ciskanego sita o stalej warto$ci, ustalonym kierunku dzialania i punkcie przy-
lozenia (tak zwana sila eulerowska). Poréwnanie to dotyczy¢ bedzie tych zagadnien
w ktérych pominigto wplyw cigzaru wiasnego. :

Optymalizacji konserwatywnych zagadnien stateczno$ci poéwmcona jest znaczna liczba
prac. Obszerny spis literatury zawieraja migdzy innymi publikacje [I—6]. Rozwigzanie
$ciste zagadnienia optymalizacji preta $ciskanego sila eulerowska przedstawiono w pracy
[6], gdzie poszukiwano minimum objgtoSci preta przy danej sile krytycznej, powodujacej
utratg statecznoéci przez wyboczenie. W przypadku preta plasko-zbieZnego o stalej wy-
sokoéci otrzymano rozwigzanie w ktérym przekrdj zmierzat do zera w punkcie przyloZenia
sily krytycznej. Stosujac bezpoérednie metody numeryczne optymalizacji w pracy [7]
rozwigzano pewien problem optymalnego ksztaltowania preta w stanie zakrytycznym
przy duzych sprezystych ugigciach. Poszukiwano optymalnego stosunku gigtnej sztywnoéci
dwoch odeinkdw preta o stalych przekrojach. Pret $ciskano dana sita osiowa, przy ustalonej
jego objetosci, a kryterium optymalno$ci stanowito-w jednym przypadku minimum wy-
chylenia kofica preta x;, za§ w drugim — minimum kata odchylenia tego kofica od pionu.

W niniejszej pracy, w oparciu o zasade¢ optymalno$ci Bellmana oraz metode gradien-
towa zaproponowana przez CLAUDONA [8], przedstawione zostanie podej§cie numeryczne
umozliwiajace optymalizacje preta przy utracie statecznosci (w oparciu o statyczne kry-
terium statecznoéci).

2, Sformulowanie zagadnienia
Rozpatrywaé dezxemy plaskozbieiny, sprezysty pret jednostronnie sztywno utw1erdzo-
ny obciazony sila eulerowskq Pi CIQZarem wlasnym (rys. 1).

*) Praca wykonana zostala w ramach problemu wezlowego 05.12 pt. <Wytrzymalo$é i optamalizacja
konstrukeji maszynowych i budowlanych®>, koordynowanego przez IPPT PAN.
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Objeto§é takiego preta wynosi
) . V= cf a(s)ds,

gdzie « = EJ; ¢ — stala.
IN%

p
1
i )
44(s)
¥
¥
|
o
X
Rys. 1
Nalezy znaleZzé:
)] maxP
przy

— stalej objgtoéei
3) ) Vo = const
- gdzie Vy = V/c;

— ograniczeniu natozonym na poszukiwany przekréj a(s)
@ o < o$) < ag,

gdzie ca; < Vy € cas.

a

3. Réwnanie funkcyjne Bellmana

Rozwiazanie wariacyjnych zadan stateczno§ci mozna sprowadzi¢ do wyznaczenia
minimum nastepujacego funkcjonatu [9]

"Xt

2 | FOGx,y, y)dx
(5) k= f=1x1-y

nx;

> o9x, , y)dx

I=1 Xi—y
gdzie F® @D 53 to dostatecznie gladkie funkcje zmiennych x, y, . Krzywa realizujaca
ekstremum wyrazenia (5), powinna spehiaé nastgpujacy uktad réwnaf rézniczkowych [9]:

©) | - (F(l)_tqi(l))'y_ %(ﬂ"—@“’),y’ = 0
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oraz réwnanie calkowe postaci
(N f (F<'> 1dW)dx = 0,
=1 xj_
gdzie ¢ — parametr liczbowy. .

Ponizej pokazemy, jak rozwigzaé powyZsze zadanie metodg programowania dynamicz-
nego. W szczegdnoéci zamienimy funkcjonat (5) na funkcjonat addytywny oraz postuzymy
si¢ réwnaniem funkcyjnym Bellmana do wyznaczenia jego. minimum.

Funkcjonal (5) ma w naszym przypadku postac:

. . 1
J l:%((p')z - cl(s,f a(s")ds")(1~cos (p)]ds
® F= ¥ ’
{ (1—cosg)ds
0

&

| d 12 , , ' ;
gdzie ¢’ = _d?;_; =gV cigzar wiasciwy ; b— wysokos¢ przekroju; I— dtugosé.
Programowanie dynamiczne pozwala wykluczy¢ z rozwazan réwnanie (6). Szukang
krzywa,' @(s) i P poszukujemy w procesie minimalizacji funkcjonahu (7), ktéry w naszym
przypadku mozna zaplsac nast@pujqco
1

© R= f { (77— [Pt f a(s)ds)]a—cosqo)}

Zadanie polegajace na wyznaczeniu obcigzenia krytycznego Py, dla danego rozkladu
a(s) sprowadza sie do minimalizacji funkcjonatu (9) z uwzglednieniem warunku @0) = 0,
przy czym P powinno przyja¢ warto$é najmniejsza.

Minimum funkcjonatu (9) wyznaczaé bedziemy w procesie wieloetapowym dzielac
przedzial calkowania [0, 1] na N etapéw o dlugosci A kazdy, tak, ze N+ A = 1. Etapy
bedziemy numerowa¢ od swobodnego konca posuwajac sig¢ ku sztywnemu utwierdzeniu.
To znaczy N = H odpowiadaé bedzie poczatkowi procesu N-etapowego, za§ N = 1 os-
tatniemu. krokowi w tym .procesic. W dowolnym punkcic k wprowadzimy oznaczenia

(10) ' o= @(8); g = ¢'(kA); k=1, ..., N.
~ Pochodng ¢'(s) zastapimy ilorazem réZnicowym:
(1) ~ pits) = Pt e

Warunek poczatkowy ¢(0) = 0, (sztywne utwierdzenie), weZmiemy w postaci gy = ¢.
Zastepujac (9) suma orzymujemy

(12) ~ Z [ PL?— (P+cl Zk: a,A)(l—comp,,)]A

_ i=1
‘Zapiszmy minimalna wartoéc sumy (12) dla N ostatnich krokéw

N
(13) G mm [——( 0> (P+C,Za, )(1 cosq),,)]

i=k
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Wielko$¢ fy(c) nazywaé bedziemy dalej funkcja celu. Z zasady optymalnosci otrzymu-
jemy nastepujace réwnanie funkcyjne

W Ao - m,in{[%(qo&)hmcl A —cos%)]A+f~_1<¢~-l)},

gdzie py_; = @y +Apy.
Analogicznie otrzymujemy dla nastgpnych etapéw:

(15)

. O ,
Tn-ilgn-1) = n}‘“{[ 5 pv-1)? = (P+C1
PN-1

. N
6 fid=min | Lo (pre D wafi-cosp]s4nieal,

2 i=2

N
. , R
(17) filgn) = mm{[—"‘;—(%)z ~(pre Y ea)a —cosqol)] A},
¥y i=1
gdzie ‘
Pn-2 = @Py_1+Apy_y
. @1 = P2+ Ag;
Rozwiazywanie réwnaii funkcyjnych (14)—(17) prowadzimy posuwajac si¢ etapami
od swobodnego kofica ku utwierdzeniu, rozpoczynajac'c od fi(py) gdzie @, ..., @y 53 tO
dopuszczalne warto$ci zmiennej sterowania ¢(s). '

4. Obliczanie sily krytycznej

Po jednorazowym wykonaniu procedury réwnania funkcyjnego Bellmana (14)—(19)
otrzymujemy warto$ci @q, @1, .., Py_1, kiére realizuja minimum wyjsciowego problemu
(14). Minimum to obliczamy dla dowolnej wartoéci P, przy ustalonym rozkladzie a(s).
Site krytyczna otrzymamy dla R = 0. Wykorzystujac fakt, iz R jest liniowa funkcja P
przeprowadzamy na wstgpie jeden raz obliczenia dla dowolnej wartoéci P;. Otrzymane
minimum wyrazenia (13) oznaczymy fy,. Nastepnie powtarzamy te same obliczenia dla
P,, a otrzymane minimum oznaczmy fy,. Wtedy sile krytyczna P,, obliczamy z wyra-
Zenia ‘ ‘

(P2—P)(0—fy1)
= R

+P,.

5. Metoda gradientowa — procedura obliczania przekroju optymalnego

Obliczenia (9)—(15) rozpoczynamy przyjmujac staly przekrdj aq = const tak, by

. . 1
(16) [ agds = 1.
. 0
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Réwnocze$nie site krytyczna wyznaczyé mozna z relacji
1 1

f[%((p’)z—cl(f oc(s')ds’)(l—cos<p)]ds
0

s

17 P, = min :
f (I—cosp)ds
0

Natomiast zgodnie z [8] bedziemy poszukiwaé «polepszonego» rozkladu masy w naste-
pujacej postaci

(18) o, =4 [ao+a( 3;; )],

gdzie & — maly parametr, 4 — stala normujaca taka, ze
1

(19) [ Aayds = 1,
0
Pkl‘ ' « ) . .
za$ Em naleZy rozumie¢ nastepujaco:
1
1 ,
5@~ e [ ds’)(1—cosp)
20 aPk!‘ _ 2 s’ o
@) P o |

1
[ (@ —cos p)ds
0
Z (19) otrzymujemy nastepujaca postaé stalej normujacej

@1) | A= L

o2}

Wzory (18) 1 (21) daja w koficu nastepujaca formule na «przekrdj polepszony»

( aPkr )
oo+ & | ———
da
(22 Ty(s) = T

ez

Caly cykl obliczen przebiega nastepujaco:

Na wstepie startujemy z o = 1. W oparciu o wzory (9) - (15) wyznaczamy silg krytycz-
na dla danego przekroju oy(s), powtarzajac dwukrotnie procedur¢ réwnania funkcyjnego.
Przy trzecim powtdrzeniu wyznaczamy ¢(s) dla obciazenia krytycznego. Dalej postugujac
si¢ wzorami (16) - (22) wyznaczamy polepszony przekrdj, ktéry wstawiamy w miejsce
ao(s) rozpoczynajac poprzez dwukrotne powtdrzenie procedury réwnania funkcyjnego
okrelenie nowej sily krytycznej, a przy trzecim powtérzeniu obliczamy kolejny «polep-
szony» rozklad masy. Na kazda iteracje skiada si¢ zatem trzykrotne powtérzenie réwnania
funkcyjnego Bellmana, a na koficu wedtug schematu (16) - (22) znajdujemy kazdorazowo
nowy rozklad masy.

Algorytm ten jest szybko zbiezny. Na rys. 2 przedstawiono schemat blokowy tego al-
gorytmu.
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Wezytanie
v,00. PPy

—| =ty fprm ey
P=p P=p, P=B
Procedura rownania
funkcynego Bellmana
Jesli
i=t | =2 ] =3
1
|| Obliczenie
Iy
Obliczenie
iz
Obliczerie
Pr__ ) [Obliczene 0B, /d0c oraz & |
Oruk _
Py oraz o
| Sprawdzenie zbieznosci By [
sToP
Rys. 2
Tablica 1 Tablica 2
Tteracja Sita krytyczna Tteracja Sifa krytyczna
1 2,471% 1 2,321
2 2,732 2 2,609
3 2,859 3 2,761
4 2,961 4 2,867
5 3,024 5 2,940
6 3,058 6 2,981
7 3,092 ‘ 7 3,014
8 - 3,108 8 3,021
9 - 3,121 9 3,055
10 3,138 10 3,074
11 3,139 11 3,087
12 3,139 12 3,087

*) warto$é dokladna 2,467 [[1]
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6. Wyniki obliczen

a) Optymalne ksztaltowanie przy obcigzZeniu silq skupiong P. W celu sprawdzenia powyz-
szej metody polozono najpierw w (8) ¢, = 0 oraz nie brano pod uwage ograniczen (4).
W tablicy 1 przedstawiono wartoéci sity krytycznej dla réinych iteracji. Widaé, Ze osigg-
nigto dobra dokladnoé¢ rozwigzywanego zadania wariacyjnego, przy obliczaniu P, dla
stalego przekroju ao(s), [11]. Na rys. 3 przedstawiono zmiang a(s) dla réznych iteracji
oraz ptzekrdj optymalny.

og=10
pkr=2,47’

04r
021
I N i VA
o 02 " 06 10 14 18

Rys. 3

Z pracy [6] wynika, Ze stosunek optymalnej sity krytycznej do przekroju « w punkcie
sztywnego utwierdzenia jest réwny 2. Réwniez wyniki naszych obliczen daja t¢ sama
warto$¢. .

b) Optymalne ksztaltowanie przy obciqzeniv silq skupionq P i ograniczeniu przekroju.
Dalsze obliczenia uwzgledniaty warunek (4) w postaci: '

(23) ofs) = a.

051
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Procedura wyznaczania sily krytycznej pozostaje nadal taka sama. Modyfikacji ulega
jedynie ostatnia cze§é opisana wzorami (16) - (19). W miejsce tych przekroi a(kA), gdzie
k=1,..,N, ktére nie spelniaja warunku (23) podstawia sig a(kA) ay. Uzyskane
przekae pokazuje rys. 4, dla o, = 0,4; 0,6 oraz 0,8.

0 04 08
Rys. §

¢} Optymalne ksztaltowanie przy obciqzeniu silg Skupiong P i cigzarem wlasnym. Obli-
czenia przeprowadzono przy pominieciu warunku (4). Wartoéci sily krytycznej dla réZnych
iteracji zestawiono w tablicy 2, za§ otrzymane ksztalty oraz ksztalt optymalny pokazano
na 1ys. S.

7. Uwagi koncowe

Cecha charakterystyczna przedstawionej metody jest wariacyjne sformulowanie réw-
nania statyki preta i rozwiazanie go bezpoérednig metoda teorii sterowania optymalnego —
jaka jest procedura réwnania funkcyjnego Bellmana.,

Omawiany sposéb rozwiazania zagadnienia’ statecznodci postuzyé moze jako jedna
z metod do obliczania obciazent krytycznych elementéw konstrukcyjnych o dowolnym
ksztalcie (niekoniecznie ciaglym na przyklad skokowym), przy uwzglednieniu dowolnego
obcigZenia cigglego np. ciezaru wlasnego.

Przedstawiony sposéb rozwiazania zadania optymalizacji polegajacy na skojarzeniu
metody gradientowej [8] z programowaniem dynamicznym [10] moze by¢ przystosowany
do optymalizacji niektdrych zagadnien zwiazanych z utratg statecznosci plyt osiowo sy-
metrycznych.
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Pesome

OIITHUMAJIBHOE ITPOEKTHUPOBAHME ITO METOOY ITMHAMHWUYECKOIO
IIPOTPAMMUPOBAHHUSA CKATOTO CTEPXKHA C YYETOM
COBCTBEHHOT'O BECA

Tano penrenue 3aauy 0 HAXOMACHHH MaKCHMATILHOM KPHTHUECKOR CHIIB], DK YCTaHOBIIEHHOI 00be-
Me cTepakus, 3ajaua pellaeTCs Ha OCHOBE CTATHYECKOrO0 KPHTepHsa ycroiuusocrn. Kprrrueckue cumer
HAXOMSTICA W3 YCIOBHA MMHUMYMA HHTETDAya NOTEHIUATDHON SHEPTHMK C MUCTONB30BAHHEM (DYHKIHO-
HampHoro ypasHeHusa DBensmana. dPopma CTepIKHs onpenesiela IO rpafuenTHomy meTony KionoHA [8].
PaccMoTpeHo BIIMSHHME OIDAHMYEHHA IOIEPEUHOrO CEeYeHWsl CTepyKHA. KIccimeqoBaHbl CTEPYHH JIMLUIL
NPAMOYTOJEHOTO CEYEHHH .

Summary

OPTIMAL DESIGN OF A BAR UNDER AXIAL FORCE AND OWN WEIGHT BY MEANS OF
) DYNAMIC PROGRAMMING

The subject of this paper is to maximize the critical force under a constant volume of a bar. The prob-
lem of stability is based on the statical stability criterion. The critical forces were calculated numerically
by minimizing the potential energy, Bellman’ sfunctional equation. being used. The problem of shape opti-
mization was also solved numerically on the basis of CLaupon [8] gradient method. The influence of
constrained cross-section is shown. Only the rectangular cross-section of a bar was discussed.

INSTYTUT FIZYKI
POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 listopada 1977 r.
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METODA IDENTYFIKACJI PODATNOSCI DYNAMICZNEJ FUNDAMENTOW MASZYN

JanUsz KOLENDA (GDANSK)

1. Wstep

Obserwowany w ostatnich latach wzrost mocy jednostkowych i obcigzen nowo insta-
lowanych maszyn pociaga za sobq zwigkszenie poziomu ich drgas i sil przenoszonych na
fundamenty. Zapewnienie nalezytej dokladnoéci obliczen drgari maszyn i sit w miejscach
podparcia maszyny wymaga znajomosci podatnosci dynamicznej fundamentdéw i korpuséw
maszyn oraz przy elastycznym posadowieniu maszyn — charakterystyk amortyzatoréw
(podkiadek elastycznych). Metodyke wyznaczania podatnoci korpuséw maszyn oraz
sposob obliczen uktadéw z uwzglednieniem podatnoéci korpuséw maszyn i fundamentéw
przedstawiono w pracy [1]. Obliczenia moga by¢ znacznie uproszczone, gdy podatnosei
korpuséw maszyn sa zaniedbywalnie male w stosunku do podatnoéci amortyzatoréw
i fundamentdw, co czgsto zachodzi w praktyce. W szczegdinoéci przypadki takie maja
miejsce na statkach i innych §rodkach transportu, gdzie fundamenty Iub konstrukcje pod-
pierajace silniki i inne urzadzenia nie stanowia masywnych blokéw. Przyktadowo, okretowe
fundamenty s z reguly. spawane z blach i ksztaltownikéw, w zwigzku z czym nie powinny
by¢ one traktowane jako nieskonczenie sztywne. Uklady tego typu rozpatrywane sa w ni-
niejszej pracy.

Stosowane w praktyce metody wyznaczania wspolczynnikéw podatnosci dynamicznej
fundamentéw opieraja si¢ na bezpoSrednich pomiarach przemieszczen odpowiednich
punktéw fundamentu, Wywolanych znanymi wymuszeniami. Wyznaczenie wszystkich
elementéw macierzy podatnoéci dynamicznej fundamentu wymaga wymuszeih w postaci
sit w trzech wzajemnie do siebie prostopadlych kierunkach i odpowiadajacych tym kie-
runkom momentow.

Ze wzgledu na nieliniowa z reguly zalezno$¢ amplitud przemieszczent fundamentu
od amplitud wymuszeni, wartoéci tych ostatnich winny by¢ zblizone do amplitud sit i mo-
mentéw, wystepujacych w odpowiednich punktach rzeczywistego ukfadu drgajacego
w warunkach eksploatacyjnych. Warto$ci wspéiczynnikéw podatnosci dynamicznej funda-
mentéw moga zalezeé rowniez od obciazen statycznych, co wymagaloby prdWadzenia po-
miaréw podatnoéci na fundamencie odksztalconym tak, jak pod wplywem masy maszyny.
Stosowane aktualnie w praktyce urzadzenia wymuszajgce (wzbudniki drgan) nie spelniajg
powyzszych wymogéw. Wytwarzaja_one jednokierunkowe sily o amplitudach i czgstos-
ciach nastawialnych w ograniczonych zakresach, ktére przykladane sa do nieobcigzonego
statycznie fundamentu w miejscach przewidywanych podparé maszyny.
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W niniejszej pracy zaproponowano posrednig metod¢ wyznaczania wspélczynnikow
podatno$ci dynamicznej fundamentdw, ktéra umozliwia spelnienie ww. wymogéw. Zak-
fada sig jedynie mozliwo$§¢ wymiany podkiadek elastycznych w trakcie pomiaréw fub zmian
charakterystyk amortyzatoréw, co jest szczegolnie latwe do zrealizowania w przypadku
zastosowania np. amortyzatoréw pneumatycznych lub hydraulicznych.

2. Drgania maszyn na podatnych fundamentach

Obliczeniowy schemat analizowanego ukladu przedstawiono na rys. 1. Zaklada sie,
Ze korpus maszyny jest sztywny i Ze maszyna jest posadowiona na n amortyzatorach {(n —
dowolna liczba naturalna) spoczywajacych na podatnym fundamencie.

v4
L e%
B B,
2
(705
/ =
¢
&
L
AY .
\ o
\\\_‘ l XJ
S ilz -

Rys. 1. Obliczeniowy schemat uktadu

Pe — uogdlniona sita wymuszajgca, dzialajaea na korpus maszyny w kicrunku «; Xk, Xk2, Xk3 — nieruchomy ortogonalny ukiad
wspélrzgdnych o poczqtku w punkcie zamocowania k-tego amortyzatora do fundamentu i osiach odpowiednio réwnoleglych do
osi ukladu odniesienia fundamentu X, X2, Xa; Y1, Ykz, Yka — nieruchomy ortogonalny ukiad wspélrzednych k-tego amortyza-
tora, pokrywajacy si¢ w stanie spoczynku z ukladem gtownych osi tego amortyzatora; Z;, 25, Z3 — nieruchomy uklad wspéirzed-
nych, pokrywajacy si¢ w stanie spoczynku z ukiadem glownych centralnych osi bezwladnosci maszyny; zy — uogélnione przemiesz-
czenie maszyry w kierunku o

Oznaczenia

Xy, X,, X3 nieruchomy ortogonalny uklad wsp6lrzednych fundamentu;

Xki, Xxz2, Xka  nieruchomy uklad wsp6lrzednych o poczatku w punkcie zamocowania
k-tego amortyzatora do fundamentu i osiach odpowiednio réwnolegtych
do osi Xi, X, Xs; :

Vi, Yz, ks nieruchomy orfogonalny uktad wspotrzednych k-tego amortyzatora,
pokrywajacy sie w stanie -spoczynku z ukladem gidwnych osit tego
amortyzatora;

Zy,Z,,Z;  nieruchomy uktad wspdirzednych, pokrywajacy sie¢ w stanie spoczynku
z ukladem giéwnych centrainych osi bezwladno$ci maszyny;

D Gléwna of amortyzatora charakteryzuje sie tym, ze uogdlniona sila dzialajaca w kierunku tej ost
wywolnje uogoélnione odksztalcenie amortyzatora tylko w tym kierunku.
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po= 2 P expljwt+ M) =
v

= 2 pi? exp(root), 0 = 1,...,6 uogblnione sily dzialajace na korpus maszyny, odniesione do ukladu
v

Zy,Z,,Z5;
o podstawowa czgsto§¢ wymuszen,
e, kat przesunigcia fazowego,
p&?  zespolona amplituda v-tej harmonicznej, » = 1, 2, ...;
z= 3 2 exp(pot), o =
v

=1,..6 uogodlnione przemieszczenia maszyny wzgledem ukladu Z,, Z,, Zs;
fi = 2 42 exp(poot), & =

v
=1,..,6 ’ uogodlnione sily dzialajace na fundament w punkcie zamocowania

k-tego amortyzatora do fundamentu, odniesione do uktadu x4, xi2, X433
Uiy = 2 ullexp(rot), o =
v

=1,..,6 : uogolnione przemieszczenia punktu zamocowania k-tego amortyzatora
do fundamentu, mierzone w ukladzie xy, xxa, xi3;
ax1, k2, Gxs  WspOlrzedne punktu zamocowania k-tego amortyzatora do maszyny
mierzone w stanie spoczynku w ukladzie Z,, Z,, Z;
M = diaglm], @ = 1, ..., 6 macierz bezwladnosci maszyny.

Dodatnie zwroty dla sit f3,, 1 przemieszczen uy, przyjeto jak dla sit p, i przemieszczen z,
na rys. 1. Masa amortyzatoréw nie jest uwzgledniana, a ich charakterystyki traktowane sa
jako liniowe (lub zlinearyzowane). Kazdy amortyzator okreslony jest zatem macierza
wspdlczynnikéw sztywnosci

C, = diagey, e =1, ..., 6
oraz macierza wspdlczynnikéw lepkosciowego ttumienia
By = diaglb,], 2= 1, ..., 6.

Do opisu ruchu analizowanego ukiadu wykorzystaé mozna zaleZno$ci wyprowadzone
w pracy [2], traktujac punkty zamocowania amortyzatoréw do fundamentu jako sztywne’
. elementy skoficzone o zerowych masach, na ktére dzialaja nieznane sity fi,.
Tworzac macierze kolumnowe: k

p= {Pa}, z = {Za}, a=1,..,6;
S = {ﬁc}’ u {uk}" k=1,..,n
fo= {fuhr w={up}, a=1..,6

mozna zgodnie z [2] i przyjeta w niniejszej pracy konwencja znakéw napisaé réwnania
ruchu ukiadu:

]

M#+Ls+Kz+L"u+K"u = p,

-2 (KN z+ L4+ K'u =f

oraz wynikajace stad relacje pomigdzy amplitudami »-tych harmonicznych uogélnionych
przemieszczen i sit w ukladzie:

M®z+ LPu® = p®,

— (L(IV))TZ(")+L(2")II(") =f(”).

@1

(2.2)
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W powyzszych zaleznosciach oznaczono:
M® = K+ jrol—(vo)*M,
LY = pol”+K", LY = jroll+K’,
»0 = {0} 2=z},
fO= () 7= Ui, |
u = {ui”’ .U = {'uf‘”g , oa=1,...,6; k=1,..n
Indeksem T oznacza si¢ macierze transponowane.
Macierze K, K’ i K sa podmacierzami macierzy K stopnia 6(n+1):
[ K :K”J}I pasmo poziome
N )
"'(K )T|K 6(n+1)
1 pasmo pionowe

=

t

1’(:= k=

Macierze K, tworzy sie jak ponizej®:

K 0...0 Ky 0 .. 07]}1 pasmo poziome
00..0 0 0..0

3 0 0.0 0 0:..0
.0 K 0...0 [} (k+1) pasmo poziome
00..0 0 0..0

|
2
2
o
o

0 0.0 0 0..0[6(+1)

’ e Nt e’

1 (k+1)
pasmo pasmo
pionowe " pionowe

gdzie niezerowe bloki okreSlone sg zaleZnosciami:
Kog = ARPLCiPadr,  Kuw = ~PRCiPu,
Kax = —ALPLCPw, Ky = K-

W zaleZnosciach tych A, jest tzw. macierza wspohzednych zamocowania k-tego amor-
tyzatora do maszyny, natomiast Py, oraz Py s3 utworzone z macierzy wspoSiczynnikdw-.
kierunkowych miedzy osiami ukiaddw Xx;, Xia, Xia 1 Yer» Ve, Vs oraz ukladéw Z,, Z,,
Zs i Yty Yras Vea:

100 0 @, —a,
010 —a@; 0 a
001 a, —a,
000 1 0
000 O 1
000 O 0

£

1

LS
]

- O O O

% Wiele przykladow tworzenia podobnych macierzy podano w [2].
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w 0 ,
P.vk = [0 P;k , Psk = [COS(Pskaﬁ]; CZ,‘B = 1, 2, 3,

Py O
5~
Pseep — kat miedzy osia yy, i osia Zg ukladu wspélrzednych Z7, Z,, Z; réwnoleglego do
ukladu Z,, Z,, Z; 1 o poczatku wspSlnym z ukladem yi1, V2, Veas Purep — kat migdzy
0818 Yy 1 0813 x5 uktadu wspbtrzednych xyy, xi2, X453 réwnoleglego do ukladu xi,, xpz, Xis
i o poczatku wspélnym z uktadem yui, ¥k2, Via.

Identycznie tworzy si¢ macierze L, L' i L' (zastgpujac jedynie macierze C, przez
macierze By). 5

Macierze kolumnowe u(") i f zwiazane sa z macierza podatno$ci dynamicznej funda-
mentu relacjg:

Pkk= ]7 —Pllck= [COS’Pkkaﬂ]; d,ﬁ= ]92) 3'

C(23) U = DOF® 1y = 1,2, ...,
gdzie D® sa macierzami podatno$ci o postaci:
D = [D§Msn, DX = [dDeles Il=1,..,n;, af=1,

Wspdtczynnik podatnosci dynamicznej dfi)g jest okreslony ilorazem zespolonej ampli-
tudy uogdlnionego przemieszczenia w kierunku o w punkcie mocowania k-tego amorty-
zatora do fundamentu i zespolonej amplitudy wywolujacej to przemieszczenie sily o czgs-
toéci »w, przylozonej w kierunku # w punkcie mocowania /-tego amortyzatora do funda-

meniu:
n U
@4 des = e P b2

Gdy znane sa wspdlczynniki (2.4), z réwnan (2.2) i (2.3) wyznaczy¢ mozna macierze ko-

lumnowe zespolonych amplitud »-tych harmonicznych przemieszczefi maszyny, przemiesz-

czeri fundamentu w punktach zamocowania amortyzatoréw i sit przenoszonych na funda-

ment w tych punktach:

@5) 2 = [MO-LP[DO) — LI LYY 6,

@26 U= [19- (D(”’)'IJ‘I(L"")T[M(”—L‘”’[(D‘”’)'l—L‘”’]'l(L‘”’)T]'IP(”)

(27)  f® = (D)LY — (DW= H (L) [M® — LO[(DW) =1 = LY 1 (L) T 1p.
Ponizej 1ozpatrzono zagadnienie wyznaczania wspolczynnikéw (2.4) na podstawie po-

miaréw w ukladzie rzeczywistym.

3. Wyznaczenie v'vspélczynnikéw podatnosci dynamicznej fundamentu
Dla wyznaczenia wszystkich elementéw macierzy D nalezy dysponowaé ukladem
36n” liniowo niezaleznych réwnaf, w ktérych niewiadomymi bedg jedynie wspGtczynniki
(2.4). Réwnania (2.2) i (2.3) pozwalaja napisa¢ uklad 6én réwnan

(3.1) , U = D(v)[(L(lv))T(M(il))—l (L{")u(”) _p(v)) +L(zu) u(v)] ,

lub

(3.2) L)Y SO+ @Y E+ (M) LYPLY) (L) (M) [p” -
. — L(lv)(L(;f'))_lf(V)]] — D(”)f("),

gdzie F-macierz jednostkowa.

6 Muech. Teoret. i Stos. 3/78
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Dodatkowe 6n(6n— 1) réwnania uzyska¢ mozna na podstawie réwnan (3.1), zmieniajac
wartosci p® lub wartoci elementéw macierzy L{” i LY oraz mierzac po kazdej zmianie
wartosci »® badz na podstawie réwnan (3.2), zmieniajac wartodci p*” lub wartoéci ele-
mentéw macierzy L i LY oraz mierzac wartoéci £, Identyfikacja oparta na zmianie
wartoéci elementéw macierzy L i LY jest w ogdlnym przypadku korzystniejsza od wyzna-
czania elementéw macierzy D® na podstawie (3.1) lub (3.2) przy zmianach wartosci p®,
gdyz fundament moze byé wéwczas obcigzany sitami o amplitudach zblizonych do wai-
tosci wystepujacych w warunkach eksploatacyjnych. Wynika to z mozliwo$ci prowadze-
nia pomiaréw u® lub f® w trakcie pracy maszyny, t.j. przy fundamencie obcigzonym
masg maszyny i przy wartosciach p® odpowiadajacych normalnej eksploatacji.

Dla i-tego wariantu pomiarowego napisa¢ mozna zaleznosé. (3.2) w postaci:

(33) o = DVSY,
gdzie:
o = (L P+ COTE+ M) (LI L (M) [p® -
— (LPGEL)T 1.

Wymagang liczb¢ N = 6n wariantéw pomiarowych celowe jest realizowac tak, aby
liczba zmian wspdtczynnika sztywnoSci i/lub wspdlczynnika tlumienia kazdego amorty-
zatora (podkladki elastycznej) wynosila 6. Wspélczynniki te moga byé wdwezas zmieniane
w rozsadnych granicach, a w przypadku stosowania wymiany podkiadek elastycznych

wystarczy¢ moze jeden komplet szesciu réznych podkiadek.
Uklad N réwnan (3.3) dla i = 1 ... N napisa¢ mozna w postaci:

3.9 Y = pow®,

gdzie oznaczono:
Ve = [0 ... o]

WO = P19 . S)

Macierz W nie jest przy opisanym sposobie realizacji pomiaréw osobliwa, zatem po-
szukiwana macierz wspolczynnikow podatnosci dynamicznej fundamentu okreflona jest
relacjg:

(3.5) D = yO(we-1,

Analogicznie mozna wyznaczy¢é macierz D® na podstawie zaleznosci (3.1) i pomiardw
wartoéei u®).

- 4, Uwagi koncowe

W odréznieniu od bezpoéredniej metody wyznaczania wspotczynnikéw podatnosci
dynamicznej fundamentdw, doktadnoéé opisanej powyzej metody zalezy m.in. od bteddws
z jakimi okre§lone s3 wspotczynniki sztywnoéci i thumienia amortyzatoréw. Metoda ta umo-
zliwia jednakze identyfikacj¢ na podstawie pomiardw sil przenoszonych na fundament, ktére
czgstokro€ moga by¢ wyznaczane z wigksza dokladnoécig niz przemieszczeniasfundamentu,
mierzone w metodzie bezpo$redniej.
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Dysponujac warto§ciami wspélczynnikdw podatnosci dynamicznej fundamentu mozna,
przy danych ograniczeniach technicznych i ekonomicznych, dokonaé na podstawie za-
leznosci (2.5)- (2.7) optymalnej syntezy ukladu amortyzacji, rozszerzajac ja w uzasadnio-
nych przypadkach na konstrukcje fundamentu.

'Wyznaczone zgodnie z p. 3 wspdlczynniki podatnodci uwzgledniaja thumienie w amor-
tyzatorach i w. konstrukcji fundamentowej, zatem obliczone z zaleznosci (2.5) drgania
maszyny beda przesunigte w fazie w stosunku do sit wymuszajacych, W przypadku silni-
kow ttokowych (i innych maszyn o napedzanych niewyréwnowazonych masach i ograni-
czonym Zrédle energii) wiaze sig to z pewnym spadkiem $redniej predkosci katowej silnika
w stosunku do jej warto$ci przy sztywnym posadowieniu. Spadek ten moze by¢ okreslony
na podstawie zaleZznosci podanych w [3], ktére opisuja dodatkowy moment oporowy na
walc silnika tlokowego w funkcji parametréw drgan wykonywanych przez ten silnik.
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Summary

IDENTIFICATION METHOD OF THE DYNAMICAL RECEPTANCES OF MACHINE
, FOUNDATIONS
In this paper the identification method of machine foundation dynamical receptances is presented on
the basis of measurements of forces transmitted onto a foundation or displacements of a foundation at
various properties of mountings. The motion equations of the system considered are solved and the fo-
rmulae are given which enable us to calculate machine vibrations, forces transmitted onto a foundation
and displacements of the loaded points of a foundation when the foundation receptances are known.

POLITECHNIKA GDANSKA
INSTYTUT OKRETOWY.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 gridnia 1977 r.

6






MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
3, 16 (1978)

OSIOWO-SYMETRYCZNE POLACZENIE KLEJONE O OPTYMALNYM ROZKLADZE
NAPREZEN STYCZNYCH W WARSTWIE KLEJU

KAaroL GRUDZINSKI, LEON L ABUG,
TADEUSZ BURDA (SZCZECIN)

1. Wstep

Klejenie metali jest coraz szerzej stosowane w réznych galeziach przemystu, nie tylko
do laczenia elementéw cienkosciennych ale réwniez odpowiedzialnych zlaczy konstrukcyj-
ﬁych, przenoszacych znaczne obciazenia. Liczne publikacje (omdwione w pracy [1]) oraz
wieloletnie do$wiadczenia wlasne wskazuja na szerokie mozliwoéci zastosowania klejenia
do laczenia elementéw osiowo symetrycznych. Przeprowadzone badania doswiadczalne
wykazaly [2, 3], ze stosunkowo latwo mozna otrzymaé walcowe i stozkowe polaczenia
klejone o wytrzymaloSci rownej lub nawet przewyzszajacej wytrzymalo$é }qczon‘ych ele-
mentéw stalowych. .

Zastosowanie klejenia do 1czenia elementéw osiowo symetrycznych ma szereg zalet [1]
i stwarza szerokie mozliwoSci wprowadzania nowych rozwigzan konstrukcyjnych. Niez-
bednym warunkiem dla szerszego wykorzystania ich w praktyce jest jednakze opracowanie
racjonéllnych zasad ksztaltowania tego typu polaczenn w cparciu o szczegélowa analize
naprezen i odpowiednio przyjete kryteria oceny wytrzymaloéci.

Z weze$niejszych prac [4, 5] wynika, Ze w walcowych polaczeniach klejonych elementéw
o stalym przekroju poprzecznym i jednakowej grubofci warstwy kleju (rys. 1a), obciazo-
nym momentem skrecajacym, wystgpuje nierdwnomierny rozklad naprezen styczaych
w warstwie kleju na dhugoéci / potaczenia (rys. 1b). W skrajnych przekrojach polaczenia
wystepuja znaczne spietrzenia naprezen, podczas gdy w czgéei frodkowej sg one bardzo male.
Taki rozklad napiqier’x jest niekorzystny dla pracy potaczenia i obniza w kensekwenci
jego wytrzymaltodé. . T

Jezeli za podstawe oceny przyjmie si¢ kryterium maksymalnych napreZen stycznych,
wystepujacych w warstwie kleju, to wzrost wytrzymalo$ci potgczenia uzyskaé mozZna przez
obniZenie szczytowych warto§ci tych naprezen i zapewnienie im bardziej réwnomiernego
rozkladu. Najlepsza prace polaczenia i najbardziej racjonalne wykorzystanie wlasnosci
wytrzymatoSciowych: kleju uzyskuje sie wtedy, gdy rozklad napreZzen stycznych na calej
dhugosci- I polaczenia jest réwnomierny (rys. 1c). Polaczenie klejcne, ktére spelnia ten
warunek przyjmuje si¢ w niniejszej pracy jako optymalne ze wzglgdu na, wytrzymalosc.

Z rozwazah teoretycznych wynika, ze réwnomierny rozkiad naprezen stycznych w war-
stwie kleju w polaczeniu . walcowym uzyskuje si¢ przy zaloZeniu doskonalej sztywnosci
elementéw laczonych. W pracach [4, 5] wykazano, ze takiego zaloZenia w odniesieniu do
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polaczen osiowo-symetrycznych elementow wykonanych z metalu przyjmowaé nie mozna,
pomimo ze réznica warto$ci wspSlczynnikéw sprezysto§ci metalu i kleju jest bardzo duza
i siega dwdch rzedéw. Nasuwa si¢ wiec pytanie, czy istnieje mozliwo$¢ zaprojektowania
takiego potaczenia klejonego elementéw wykonanych z materiatéw rzeczywistych, a w szcze-
gblnosci metali, w ktérym rozklad naprezen stycznych w warstwie kleju bgdzie réwno,
mierny na calej dhugoéci.

Przedstawione poniZej rozwaZania teoretyczne daja twierdzaca odpowiedz na to py-
tanie. Podano trzy sposoby rozwiazania tego zadania.

a)

b)

Tkér

Ty
c)

Rys. 1. Walcowe polaczenie klejone o stalym przekroju elementdw taczonych i warstwy kleju: a) schemat
polaczenia, b) wykres naprezen stycznych w warstwie kleju przy uwzglednieniu rzeczywistej sztywnoéci
elementdw, ¢) wykres napr¢zet stycznych w kleju przy zatozeniu doskonalej sztywnosci elementdw faczonych

2. Model polaczenia

Punktem wyjécia do rozwaZaﬁ nad optymalizacja wytrzymalo$ci osiowo-symetrycznego
polaczenia klejonego jest jego model przedstaw1ony schematyczme na rys. 2 spehnajqcy
nastepujace zatozenia:

1) elementy taczone (walek i tulejka) sa ciatami spreZzystymi ‘osiowo- symetrycznym1
o przekroju poprzecznym zmieniajacym si¢ w sposdb lagodny na diugoéci polaczenia;

2) adhezja kleju do metalu wyklucza poélizg na powierzchniach granicznych;

3) przekroje poprzeczne po obciazeniu polaczenia momentém skrecajacym pozostaja
plaskie (hipoteza plaskich przekrojow), a do wyznaczenia naprezen i odksztalcen w 13-
czonych elementach przyjmuje si¢ wzory znane z teorii wyttzymato§ci materialéw;

4) gruboéé warstwy kleju jest stala w przekrOJu poprzecznym natomlast moZ€& zmieniad
si¢ na dhugoSci polaczenia; - : S o o
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5) naprgzenia styczne w przekrojach poprzecznych warstwy kleju pomija si¢ przyjmu-
jac, ze moment skrecajacy w catodci jest przenoszony przez przekroje poprzeczne watka
i tulejki (rys. 2b, c);

6) przy dostatecznie malych odksztalceniach klej spetnia prawo Hooke’a dla czystego
$cinania [6]. .

i B
x glx) 2
. A

Rix)

c) ' My b

Mix)
d) Ty

Hii

Rys. 2. Model osiowo symetrycznego polqczénia klejonego o optymalnym rozkladzie naprgzen stycznych
w warstwie kleju: a) i b) schemat polaczenia (I — watek, 2 — tulejka, 3 — warstwa kleju), ) optymalny
rozklad moment6w skrgcajacych walek i tulejke, d) optymalny rozktad naprezen stycznych w warstwie kleju

Z rys. 2 oraz przyjetych zatozef wynikaja naétqpujqce zalezno$ci geom'etryczhe 1 sta-
(tyczne:

R P (X) + @ (%) = (),
. d(pt d(pk _ d(pw
@ o e T Tl
Q) . ' _ M, (xX)+M,(x) =
| M, dM,
@ o T 0

gdzie ¢,,(x), p(x), px(x) oznaczaja przemieszczenia katowe mierzone w przekroju x (rys. 2b),
M, (x), M,(x) — momenty skrecajace walek i tulejke w prZCkI‘OJll x, za§ M oznacza mo-
ment skrecajgcy przenoszony przez polaczenie.

Zpane z wytrzymatos$ci materialéw wzory na kat skrecenia maja postaé

©) A M)
X G_wlaw(x)
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-

(6) ﬂt_ - M (x)
dx Gilo(x)’
gdzie G,,, G, oznaczaja wspolczynniki sprezystosci poprzecznej materialéw walka i tulejki,
za$§ I,,,(%), I,,(x) — biegqunowe momenty bezwladno$ci przekroju watka i tulejki.
Zmiane momentéw na diugosci dx wyrazaja wzory

dM,,

(7) . T = — 27'6",2ka w('x)’
aM,
(8) —ﬂ!— == 2]‘['}2 'E',‘.,(X),

gdzie 74, (%), 7(x) oznaczajg naprezenia styczne obwodowe na powierzéhniach granicz-
nych kleju z watkiem 1 tulejka.
Po podstawieniu (7)1 (8) do réwnania {4) otrzymuje sig po przeksztalceniu i pominigciu

znaku
2

©) ) = ().

t

Poniewaz r,, < r, = r+g (gdzie g — grubo$¢ warstwy kleju), to 7, < 7. Dla malych
grubosci warstwy kleju réznice bedg nieistotne i mozna je pominaé przyjmujac, Ze napre-
Zenia styczne na gruboéci warstwy kleju i na powierzchniach granicznych sa jednakowe

(10) Ty & Thyw =~ T
Dla naprgzen stycznych w warstwie kleju na podstawie (7) otrzymuje sie réwnanie
1 dM,,
() alx) = — 22 dx

Chcac otrzymaé maksymalng wytrzymaloéé polaczenia na skrecanie, zgodnie z przyje-
tym wczedniej kryterium, nalezy zapewni¢ réwnomierny rozklad napreZen stycznych
w warstwie kleju. To bedzie spelnione jezeli momenty skrecajace walek i tulejke beda sig
zmienia¢ wedhug nastepujacych funkcji liniowych (rys. 2c):

(12), M () = M(l - %) ,
' x
(13) M) = M
Po uwzglgdnieniu (12), wzér (11) przyjmie postaé
1 M
4 = = .
(1.) 74(xX) T ® = const

W dalszych rozwaZaniach przyjmuje si¢, Ze zaleznosci (12), (13) i (14) sa spelnione
z zaloZenia. Z analizy zagadnienia wynika, Ze warunek optymalnego rozkladu naprezen
stycznych (14) moze by¢ osiagnigty poprzez odpowiednia zmiane:

1) przekroju poprzecznego elementéw laczonych,

2) grubosci warstwy kleju,

3) whasnosci sprezystych kleju.

Przypadki te zostang oméwione po kolei.
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3. Optymalna zmiana prekroju laczonych elementéw

Opréez zalozeni ogdlnych podanych w punkcie 2 przyjmuje sig¢ obecnie dodatkowo za-
lozenie, Ze grubo$¢ g warstwy oraz wspdlczynnik sprezystosci G, kleju sq stale na dlugosci
polaczenia. Jako wielkoSci zmienne, zalezne od x przyjmuje-si¢ biegunowe momenty bez-
wladno$ci T, (x) 1 T(x) przekroju laczonych elementdéw.

Przy zatozeniu réwnomiernego rozktadu naprezen stycznych w warstwie kleju na dtu-
gosci I potaczenia, kat g, = const (rys. 2b). Uwzgledniajac to, otrzymuje si¢ na podstawie
(2) zwigzek geometryczny

dx dx

Po uwzglednieniu zaleznosei (5), (6), (12) i (13), zwiazek geometryczny (15) przyjmuje
postaé

dp,  d
(15) P _ P

I,(x) _ G, x
Iow(x) - Gt I-x "~

Jezeli zalozymy, ze elementy laczone wykonane s z jednego materialu (G, = G)
oraz ze watek ma staly przekrdj, tzn. I,,, = const, wéwczas na podstawie (16) otrzymuje si¢

(16)

. x
(17) Lou(x) = Iowﬁ-

Przyjmujac, ze przekrdj walka jest pefny, otrzymuje sig¢ wzory dla biegunowych mo-

mentéw bezwladnosci o postaci:
nrd aR*(x) orf

18 I, =22, =T
(18) 3 I, (x) 5 5

Dla dostatecznie cienkiej warstwy kleju mozna przyjaé r, = r, = r. Otrzymuje si¢
wtedy na podstawie (17) funkcje okre$lajaca przebieg zmiehno$ci promienia zewngtrznego
tulejki

. 4 ,—
a0 RO =)/ =

gdzie: & = x/I jest wspdirzedna bezwymiarowa diugosci polaczenia.

We wzorze (19) nie wystgpuje wspdtczynnik sprezystosci Gy, kleju. Wynika z tego, ze
wzOr ten jest stuszny zaréwno w zakresie odksztalcen sprezystych jak i plastycznych kleju,
tzn. przy matych i duzych obciazeniach momentem M, az do zniszczenia polaczenia.

Nalezy dodaé, ze funkcja R(£) nie zalezy od konkretnej diugosci / polaczenia. Przebieg.
zmienno§ci bezwymiarowej funkcji R(&)/r ilustruja tablica /i rys. 3.

; ablica 1
§=§ 0o(01 |02 |03 |o4 |05 o6 |07 |08 |09 |1,0
R(©&)
3| 1,027 1,057 1,003 | 1,137 ] 1,189 | 1,257 ] 1,351 | 1,495 | 1,778 | o
.
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Niedogodnoscia jest tutaj wystgpowanie nieskoriczonosci dla & = 1. W praktycznych
przypadkach nieskoficzono$¢ t¢ mozna zastapié dostatecznie duza wartoscia skoficzong. -

Powyzsza niedogodno§é mozna usunaé w latwy sposéb przez zastosowanie walka
0 zmiennej sztywno$ci na diugo$ci potaczenia. Jedna z praktycznych mozliwosci jest wy-
konanie otworu stozkowego, jak na rys. 4.

RIg)/r ' ,

E=x/1

///

| | | |
0 0,2 04 0,6 08 £ 10

Rys. 3. Optymalna zmiana promienia zewngtrznego tulejki walcowego polaczenia klejonego dla przypadku,
gdy walek ma przekrdj staly pelny =

Rix)

[

. Rmax r

oW

|
T.

X

— -

Rys. 4. Schemat walcowego polaczenia klejonego watka i tulejki o zmiennym przekroju

 Z zaleznofci (16) wynika, ze dla uzyskania réwnomiernego rozktadu naprezen w war-
stwie kleju przy G, = G,, musi byé speliony warunek

I (x) - _*
.Iow(x) I—x )

(20)

Zgodnie z rys. 4

21 I,(x) = ;(r“—g“), - gdzie 0= r—'}c—,
stad |
22) ' L(®) = L, (1—- &%

gdzie I, = 7r*/2 oznacza moment biegunowy prz'ekroju watka pelnego, za$ £ = x/l—
bezwymiarowsa wspdlrzedna. '
Dla tulejki biegunowy moment bezwladnoéci przekroju jest réwny

23) Li(§) = = [RY&)—r.
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Po podstawieniu (23) i (24) do (20) oraz odpowiednich przekszialceniach otrzymuje sig
(24) R=rY1+E+E 1818,

Przebieg zmiennos$ci stosunku R(&)/r ilustruje tablica 2 i rys. 5.

Z tablicy 2 widaé, ze promien zewngtrzny tulejki dla =1 ma skoniczona warto$¢,
wynoszaca Rpyg; = 1,495 r.

Tablica 2

§=§ 0olo2 |04 |06 |08 |10

R
©). 1| 1,058 1,131 | 1,233 | 1,353 | 1,495
r .
'l
RIE)/T ) £ox1 -
150 | s
10
05[
| | L |
o] 02 (072 06 08 £ 10

Rys. 5. Optymalna zmiana promienia zewngtrznego tulejki walcowego polaczenia klejonego dla przypadku,
gdy watek ma otwér stozkowy -

4. Optymalna zmiana grubosci warstwy kleju-

Rozwazony zostanie teraz i)rzypadek polaczenia walcowego o zmiennej grubosci war-
stwy kleju na dlugoSci / (rys. 6). Zaklada si¢ przy tym, Ze stosunek sztywnoéci na skre-
canie przekrojow walka i tulejki jest staly i wystepuje jako parametr B niezalezny od x.
Gulpy |

Gr Iot )

© Zadanie polega obecnie na wyznaczeniu funkcji g(x), opisujacej zmiang grubosci warstwy -
kleju na dlugosci / polgczenia, przy ktdrej naprezenia styczne w kleju beda mialy réwno-
mierny rozklad okre§lony zaleZznoécia (14). -

me; N

glx)

(25) ‘ B=

glo}

—
|
|

Rys. 6. Walcowe polqczeme klejone z warstwa kleju 0 zmiennej gruboéci: a) przekrdj podtuzny, b) fragment
przekrOJu poprzecznego
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Przemieszczenie ¢, przekrojéw poprzecznych walka i tulejki jest wynikiem odksztal-

cenia si¢ warstwy kleju o kat v (rys. 6b). Przy malej grubosci g w stosunku do promienia r
mozna przyjaé zalezno§é

(26) o=y,

r

a)

@101

@101
—

@10
Q¥
y Prix) ‘ 9

Rys. 7. Przebiegi zmian przemieszczen katowych g.(x), p,(x) i @i(x) na diugosci polgczenia

<~

Po uwzglednieniu prawa Hooke’a dla czystego Scinania w odniesieniu do kleju oraz
zaleznoéci (14) otrzymuje sig¢ -

« _gm_ gx) M
(27) (pk(X) - ’.Gk - ane‘Gk _T’
gdzie G, oznacza wspdlczynnik sprezystosci poprzecznej kleju.
Warunek geometrycznej zgodnoSci odksztalcedi, zgodnie z (1) ma postaé (rys. 7)

(28) ‘pk(x) = 99w(x)"971(x)-

Po uwzgk;dhieniu zaleznoéei (5), (6), (12), (13) i (27) oraz warunku brzegowego dla
(27), zalezno$é geometrycziig (28) mozna przedstawi¢ w postaci

2 2

X X

Mx— 2 L

@) g) M g0) M (“‘ 21) N M
223G, 1 2mr3Gy ! G, G, ’

gdzie g(0) -oznacza grubo§é¢ warstwy kleju w przekroju x = 0 (rys. 6a).
Z zaleznosel (29) po dokonaniu pewnych przeksztalcen otrzymuje sig

(30) 8 = 80— 5 ["‘Q’BT %) —xZ],

gdzie B zgodnie z zaleZnoécia (25) oznacza stosunek sztywnosci na skrecanie przekrojow
watka' i tulejki.

Dla przypadku, gdy elementy faczone wykonane s3 z jednakowego materiatu (G,, = G, =
= () i maja réwne co do wartoéci biegunowe momenty bezwladnosci ’

31) - Iy = Iy = 2
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otrzymuje si¢ na podstawie (30) _
: 4G, 1 X
() 500 = g0~ 201 %),

Fizyczny sens rozwigzania zagadnienia wymaga, aby funkcja g(x) miata wartosci nie-
ujemne na calej dtugosci I potaczenia. Z (32) wynika, Ze minimalna grubo$¢ warstwy kleju
(przy B = 1) wystgpuje w przekroju x = //2 i wynosi

& Boun = 8O~
- Stad . ' .
(34) 8(0) = gmm+ EC‘;II—Z
Podstawiajac (34) do (32) otrzymuje sie po przeksztalceniach
' G2
(35 g() = gmn+ 5 (1-280%,

gdzie £ =x/l, 0 E< D).

Funkcja (35) okre$la zmiang grubosci warstwy kleju na diugoéci I potaczenia, przy ktérej
otrzymuje si¢ réwnomierny rozktad naprezen stycznych w kleju. Przebiegi zmian grubosci
warstwy kleju w zaleZzno$ci od: dlugoéci I polaczenia przy zatoZonych stosunkach I:r = 2
oraz G,:G = 0,0125 (dla polaczenia elementéw stalowych) ilustruja krzywe na rys. 8.
We wzorze (35), gmimjest pewna stala i okresla minimalng grubo$é warstwy kleju jaka nalezy
przyjac¢ z warunkSéw montazowych. Maksymalne grubosci warstwy kleju wystepuja w skraj-

1

1,001
E o5 Gyl G= 00125
o /r=2
> 050

025
g¢ 0
£ | | | L
(w3}

0 02 04 06 08 E=x/1 10

Rys. 8. Optymalﬁa zmiana grubo$ci warstwy kleju na dfugo$ci policzenia walcowego
- » «

.

N S
N .,

/ Ve
/

s

/

%
/
9Imin

I]
|
R I P I

gl0)
glx)

Rys. 9. Schemat walcowego polqczenia’iilejonego o optymalnej zmianie grubosci warstwy kleju na diugosci/
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nych przekrojach. Nie moga one przyjmowa¢ dowolnie duzych wartodci i ograniczaja
w sposéb istotny diugodci / polaczenia.

Praktycznie mozliwa realizacj¢ polaczenia o zmiennej grubodci warstwy kleju poka-
zano na rys. 9. Przyjecie takiego uksztaltowania waltka i otworu tulejki utatwia montaz
elementéw i zapewnia dobre wypehienie szczeliny klejem oraz dobre centrowanie elemen-
téw przy dostatecznie malej grubosci g

7
5. Optymalna zmiana wlasnosci sprezystych kleju

Rozwazony zostanie teraz jeszcze-jeden teoretycznie mozliwy przypadek optymalizacji

polaczenia walcowego, poprzez zastosowanie kleju o zmiennych whasnoéciach sprezystyoh
na dlugosci potaczenia.

Zaklada sie, ze grubo$¢ warstwy kleju oraz stosunek sztywnoS$ci na skrecanie elementow
taczonych s3 stale i nie zaleZza od wspdirzednej x. Celem vozwazan jest wyznaczenie 1 zba-.
danie funkcji, wedtug jakiej musi zmieniaé sie wspdiczynnik sprezystosci kleju G, = Gy(x),
przy 2adaniu spetnienia warunkéw (12), (13) i (14), dotyczacych liniowego rozkladu mo-
mentéw skrecajacych i réwnomiernego rozkladu naprezen stycznych w warstwie kleju.

Dla rozwazanego przypadku otrzymuje sie zalezno$¢ analogiczna do (29), z ta réznica,
7e grubo$¢ g jest teraz wielkoscig stata, a wspdczynnik sprezystosci kleju zmienna (G, =
= Gi(x)). ' '

: ¥2\ T x2
M 1 M 1 M(x"_zT) . M5
2r3l Gy(x) ~ 2mr3l G(0) G,1,, GI, ’

gdzie G,(0) oznacza warto§¢ wspdlczynnika sprezystosci kleju w przekroju x = 0.
Po przeksztalceniu (36) otrzymuje sig

(37 Gi(x) =

(36)

G(0)
3G (0) [ 2Ix—x? 2
G 1,8 B

’ .4
Dla przypadku, gdy G, = G, = G oraz I,, = I, = %’—— zalezno$¢ (37) przyjmuje

prostsza postal
Gy G- — O
1 4G (0) ,
_—ng (lx—x )

'z (38) wynika, ze funkcja G, (x) jest symetryczna wzgledem przekroju x = //2 i osiaga
maksimum w tym przekroju.

o (! G(0)
39 Gy ('_2‘) = Gpmax = ;TGI‘R(W :
grG

Fizyczny sens rozwiazania zagadnienia wymaga, azeby G.(x) bylo tylko dodatnie.
" Stad otrzymuje sie warunek

grG
IE

(40) - G, (0) <
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Przeksztalcajac zalezno$¢ (39) otrzymuje sig
@) | Gi(0) = — e,

i .

Po podstawieniu (41) do (38) i dokonaniu przeksztalcen, poszukiwana funkcja okredla-

jaca optymalna zmiang wlasno$ci sprezystych kleju na dlugoéci / polaczenia przyjmuje
postac '

V Gk max
(42) Gk ( E) - 12 Gk’m ax H

2
1+mg,_G (1428)

gdzie & = x/l— wspoirzegdna bezwymiarowa.

Z otrzymanej zaleZnosci (42) fatwo mozna odczyta¢ wplyw kazdego z wystepujacych
w niej parametrow charakteryzujacych polaczenie. Zatozenie np. doskonalej sztywnosci
dla materialéw laczonych elementéw (przyjecie G = o) daje funkcje Gy(§) = Gy pax =
= const. Przykladowe przebiegi funkcji G, (&) dla polaczen walcowych elementdw stalo-
wych i duralowych, przy uwzglednieniu dwdéch réznych grubosci g warstwy kleju oraz
trzech réznych diugosei ! polaczenia (przy statym stosunku /:r = 2) przedstawiono na rys.
10. Wskazuja one na iloSciowy wplyw parametréw materialowych 1 konstrukcyjnych.
Fatwo zauwazy€, Ze wplyw ten jest istotny.

Praktyczne wykonanie polaczenia walcowego z warstwg kleju o wspolczynniku spre-
zystodci poprzecznej zmieniajacym si¢ wedtug wyznaczonej funkcji (42) jest oczywiscie

a | _ b) A
1O_g:OJmm | g=02mm
& 8-
E
=
= 6
~
=}
W
=~ .
5 L
2 .
. 30
|
c) A du\
w0l g=0,imm | 9=02mm
— 8 -
o~
£
Z 6 -
=
5
e 4 —
w 1=10mm
X .
&) 2 ~___20
N30
| !
0 . 05 10 0 05 1,0

L=x/1

Rys. 10. Optymalna zmiana wspdlczynnika sprezysto§ci poprzecznej kleju na dlugosci polaczenia walcowego:
a) i b) — dla elementéw stalowych, ¢) i d) —dla elementéw z duraluminium
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niemozliwe. Pewne korzystne efekty praktyczne, w postaci obniZenia naprgZen szczyto-
wych w skrajnych przekrojach potaczenia, mozna osiggnal przez zastosowanie klejow
o dwéch réznych wartoéciach Gy, przy czym klej o wigkszej sztywnosci (Gy;) nalezy da¢
w czeéel §rodkowej, a o mniejszej sztywnosci (Gr,) — w czgéciach skrajnych polaczenia
(rys. 11).

B2 Bk1 Bi2

'

NN Y

I AN Y207 !
|

e 1]

Rys. 11. Walcowe potaczenie klejone z zastosowaniem klejow o dwéch réznych wspolezynnikach sprezys-
tosci popizecznegj: a) schemat polaezenia, b) rozklad naprezen stycznych w warstwie kleju

6. Optymalna dlugo$é polaczenia

Diugoéc’ [ polaczenia wystepujaca jako parametr w funkcjach (35) i (42) okre$lajacych
optymalng zmiane grubosci g(£) warstwy oraz wspdlczynnika sprezysto§ci poprzecznej
G (&) kleju, ma istotny wplyw na wartoé¢ tych funkceji w skrajnych przekrojach potaczenia.
Im mniejsza jest dhugo$¢, tym latwiejsza jest realizacja polaczenia optymalnego w podanym
wyzej sensie. :

Wytrzymato$¢ potaczenia klejonego powinna byé co majmniej réwna wytrzymatosci
laczonych elementéw. Maksymalny moment skrecajacy walek musi spelnia¢ warunek

3

(43) My < kW, = ks

gdzie k, oznacza dopuszczalne napreZenie na skrecanie dla materiatu walka.
Przy zaloZeniu réwnomiernego rozktadu naprezen stycznych w warstwie kleju, maksy-
malny moment skrecajacy walcowe polaczenie
(44) M, =k, 2nr?l,
gdzie k, oznacza dopuszczalne napreZenie na §cinanie dla kieju.
Wytrzymalo§é polgczenia bedzie réwna wytrzymatosci walka jezeli

3

s . ey 22l = ksi?f—.
Stad optymalna dhlugosé polaczenia bedzie réwna
(46) e = 2

ot T 4k,
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a optymalny stosunek diugoéci do promienia polaczenia
. I\ ks
(CY)) (T)ON TR

Przyjmujac dla klejéw epoksydowych na podstawie badait wlasnych [6] k, = (1+2)107
[N/m?] oraz dla stali konstrukcyjnej ks = (8 +12)107 [N/m?] otrzymuje si¢ na podstawie (47)

43) (i) ~ a3,
Fopt
Jezeli
4 ' It _ OS8R
49 v Tk, T Ak,

gdzie T, — granica plastycznoéci przy czystym $cinaniu (wediug hipotezy Hubera 7, =
= 0,58 R,), walek zacznie si¢ odksztalca¢ plastycznie. Oczyw1§01e w takim przypadku
przedstawiona teoria traci waznos¢.

7. Badania doswiadczalne

Przedstawione powyZej rozwazania i uzyskane wyniki stanowia teoretyczng podstawe
do optymalnego ksztattowania osiowo symetrycznych polaczen klejonych obciaZonych
momentem. skrecajacym. NaleZy jednak zaznaczyé, ze przedstawiona teoria odnosi sig
do modelu polaczenia, dla ktérego przyjeto szereg zaloZen upraszczajacych, przyjmowa-
nych powszecznie w teorii wytrzymalto§ci materialdw.

Dla dokonania pelnej miarodajnej oceny uzyskanych wynikéw rozwazar teoretycznych,
konieczne jest poddanie ich doéwiadczalnej weryfikacji. Przeprowadzenie jednakze od-
powiedniego doéwiadczenia nastrgcza zasadnicze trudnoS$ci techniczne, gdyz nie sa znane
metody pomiaru naprezen i odksztalcen w cienkiej spoinie klejowej polaczenia walcowego

Dla uzyskania pewnych informacji o wytrzymalosci osiowo-symetrycznych potaczen
klejonych przeprowadzono niszczaca probe skrecania dla S serii réznie uksztattowanych.
prébek, jak w tablicy 3. Srednica czopa, diugoéé polaczenia i grubo$é warstwy byly dla
wszystkich serii prébek jednakowe i wynosity odpowiednio: d = 14 mm, / = 10 mm, g =
= 0,05 mm. Prébki w poszczegdlnych seriach réznily sie §rednica zewnetrzna tulejki lub
przebiegiem. jej zmienno§ci na dlugoéci polaczenia. Probki skrecano w specjalnym przy-
rzadzie [6] na uniwersalnej maszynie wytrzymato$ciowej. Wyznaczono dorazng warto§¢
momentu skrecajacego M a niszczacego polaczenie, a na jego podstawie obliczono $rednig
wytrzymaltoéé na icianie R kleju oraz maksymalne naprezenie skrecajace s max W Przekroju
walkd. Postuzono sie przy tym nastegpujacymi wzorami:

2MS max — MS max 16Mamax

mdz > e W, wd®
Badania ﬁrzeprowadzono dla dwdéch klejéw: Epidiiﬁ 57+7Z1 (100:10 cz. wag) oraz
Epidian 100. Wyniki préby podano w tablicy 3.
Uzyskane- wyniki préby nié moga stanowié¢ podstawy do uogdlnien, pozwalaja jednak
na odnotowanie pewnych uwag i wnioskéw o znaczeniu praktycznym.

(50) Ry =

7 Mech. Teoret, i Stos. 3/78
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Tablica 3

Wyniki préby skrgcania osiowo symetrycznych

potaczen klejonych

v Epidian 57+21 Epidian 100
Nr - Rysunek , NI“ Msmax Rfkl 'I;max Msm‘ax Rfkl T;max
serii | potqczenia probid 3 5 5 5
N-m | NAnnmd |N/mm"|N-m  (N/mm“|N/mm
] | 1| 11307 36,9 212 178,0 | 58,0 | 331
r
r~-. 4 v il 2 112,5 36,5| 209 [180,0] 58,1 | 334
7 - J 3 | 111,3] 36,2| 206 [173,2| 56,3 | 321
§- B;,’fﬁél éredn| 112,5 36,5| 209 |177,0| 57,6 | 329
| 1 106,2| 34,5| 197 |173,7| 56,5 | 322
i 2 115,0| 37,4 | 214 [172,5| 56,2 | 320
Il | B\ 3 | 110,0 35,7| 204 |179,3| 58,3 | 333
77777 |
B=4 §redn| 110,4| 35,9| 205 |[175,5| 57,0 | 325,
\ 1 115,5 37,5| 215 |176,2 | 57,2 | 327
r Ak 2 112,0| 36,3 | 208 |182,5(59,4 | 339
4 &l
ur . °" 3 113,7| 37,0| 211 |197,0] 57,5 | 328
" [érean] 113,17 36,9] 211 [178,6 58,1 | 331
» . 1 120,00 39,0| 221 |189,2]| 61,5 | 351
{_ K 2 131,2| 42,6| 246 |180,5| 58,7 | 335
v MU 5 | 118,71 38,5| 221 |185,8) 60,4 | 544
b e Vu
: $redn| 113,3| 40,0 | 229 |[185,2 | 60,2 | 343
1 1 121,2| 39,2 | 225 [184,0(59,7 | 341
A R ol 116,2] 37,7 | 216 [188,0|61,0 | 348
4 gd 3 | 130,0| 42,2 | 241 [185,0|60,2 | 343
" | éredn) 122,5| 29,8207 [185,7[60,3 [ 344

1. Badane polaczenia klejone o nieznacznej dlugosci (/ = 0,71d) wykazaly duzg wy-
trzymalo$¢ na obcigzenia dorazne momentem skrecajacym, w stosunku do wytrzymalosci
laczonych elementéw stalowych. Zniszczenie spoiny klejonej wystepowalo przy maksy-
malnych naprezeniach skrecajacych walek wynoszacych:

dla Epidianu 57 +Z1 — ‘l‘s.m,,x = 197246 N (o‘ = 341+ N
mm? | "¢ mm? /’

L N
5| Orea = - mmZ |

dla Epidianu 100  — 7, ~ 320+35]
mm
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Badania przeprowadzono na prébkach ze stali o stosunkowo wysokiej granicy plastycz-
noéci R, = 650 N/mm?2

2. Wytrzymalo§¢ dorazna polaczen uzyskanych przy uzyciu kleju Epidian 100 byta
okolo 50% wyzsza od takich samych potaczen uzyskanych przy uzyciu Epidianu 57+ Z1.

3. Wartoéci momentdw Msma, (tabl. 3) niszczacych polaczenie dla wszystkich 5 serii
prébek klejonych tym samym klejem réznig sie meznacznle Polaczenia z tulejka o zmien-
nym przekroju (serie I11, IV i V) wykazaly tylko nieznacznie wyzsza wytrzymato§¢ od po-
Iaczen z tulejka o stalym przekroju (serie I'i II). Na pierwszy rzut oka moze si¢ wydawac,
7e do$wiadczenie nie potwierdza uzyskanych wynikéw rozwazah teoretycznych. Glebsza
analiza zagadnienia, oparta na znajomo$ci charakterystyk $cinania (y, = f(1;)) uZytych
klejow, pozwala na pelne wyjadnienie tej pozornej niezgodnosei i prowadzi do wniosku,
7e wynik doraznej niszczacej proby skrecania polaczenia nie moze byé w tym przypadku
uzyty jako kryterium rozstrzygajace o slusznoéci podanej teorii.

Z wykonanych obliczefi wedtug [5] wynika, ze wspdlczynnik spietrzenia naprezen
(ock = %) W spoinie klejowej w zakresie odksztal.ceﬁ sprezystych wynosi:

dla prébek serii 1 — oy = 2,0, '

dla prébek serii I — o, = 2,4.

Badania do$wiadczalne wykazaly [6], ze ostateczne zniszczenie przy czystym $cinaniu
spoin klejowych z Epidianu 574 Z1 oraz Epidianu 100, zachodzi przy znacznych odksztat-
ceniach plastycznych tych klejéw. Pomimo wige poczatkowo nierdwnomiernego rozkladu
napr&zen stycznych w kleju na diugo$ci potaczenia w prébkach serii 1i 1I, w miare wzrostu
maksymalnych naprezen i osiagniecia przez nie granicy plastycznosci, nastgpuje znaczne
wyréwnanie rozkiadu naprezen przed ostatecznym zniszczeniem. Ten fakt wyjaénia cal-
kowicie uzyskane podczas préby w przyblizeniu jednakowe wartoéci momentéw niszczacych
dla wszystkich serii przebadanych prébek.

Istotng zaleta zaproponowanych w pracy polaczefi optymalnych jest to, ze réwnomierny
rozklad naprezen stycznych w warstwie kleju wystepuje w zakresie odksztalceti sprezystycl.
Ma to podstawowe znaczenie praktyczne podczas pracy tego typu polaczef, zwlaszcza przy.
obciazeniach zmiennych, zmeczeniowych.
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Pesome

OCECVIMMETPHUYHBIE KJIEEBBIE COEMVHEHMA C OIITHMAJIBHBIM
PACIIPEIEJIEHMEM KACATEJIBHBIX HATIPSDKEHUN B KJIEIOIIEM CJIIOE

Paccmorpena 3afaya 06 ONTHMaNILHOM IPOCKTHPOBAHHU OCECHMMETPUUHOIO KIIEEBOTO COEMUHEHUS,
HATPYIKEHHOTO KPYTEIRHLIM MOMEHTOM. B IPHHATOR MOJENH COCMHMHAECMBIE IJEMEHTBI M CIOH Hies
PACCMATPHBAIOTCA KaK ynpyro nedopmupyempie Tena. OnpeJenensr YCIoBUs, IPH KOTOPBHIX MAKCHMATh~
HOE KacaTesIbHOE HANPSDKEHHE B IUJICIOLEM CJIo€ IIPHHHMAET MHHMMANHLHOE 3HA4eHHE, PABHOE CpeXHel
Beymuune, Jauer Tpu criocoGa OCyWECTBJIEHHSI TAKOIO THIA COETHHEHMH, ITyTem:

1. M3MeHEHMs IONEePEUHOI0 CEHEHHS COCOMHAEMBIX JJIEMEHTOB,

2. u3MEHEHUS TOJINMHB] CIOA KJICH,

3. NpUMEHEHHS KJIECB C PaaiydllbIMK YIPYTHMH CBOMCTBaMH,

B saxmouecHue 0BCY)KINEHBI Pe3yBTATLI IKCIEPHUMEHTANBHBIX HCCIeN0BaHuH,

Summary

AXI-SYMMETRIC GLUE JOINTS WITH OPTIMAL SHEARING STRESS DISTRIBUTION WITHIN
THE GLUE LAYER

The paper presents the problem of optimum design of an axi-symmetric glue joint loaded by a torque.
In the model assumed the elements of the joint and the glue layer are treated as clastic deformable bodies.
The conditions are determined under which the maximum shearing stresses in the glue layer attain the mi-
nium value equal to the mean value. Three methods of construction of such joints are proposed, based on:

(1) variable cross-section of the elements of the joints; -

(2) variable thickness of the glue layer;

(3) application of glues with various elastic properties. In conclusion, experimental results are dlscu-
ssed.

INSTYTUT INZYNIERTI MATERIALOWEJ
POLITECHNIKI SZCZECINSKIEY

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 stycznia 1978 r.
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O PEWNYM ZJAWISKU W PROCESIE DETONACJI ZAWIESINOWYCH MATERIALOW
WYBUCHOWYCH ZANURZONYCH W HYDROSTAFYCZNYM POLU CISNIENTA

EDWARD WL ODARCZYK (WARSZAWA)

1. Wstep

W ostatnich latach w §wiatowym gérnictwie odkrywkowym 1 podziemnym do$é sze-
roko stosuje si¢ do urabiania kopalin zawiesinowe materialy wybuchowe (ZMW) [1-3].
Technologie tego rodzaju materiatu wybuchowego opracowano réwniez w Polsce (Watex)
[4, 5]. Aktualnie trwaja préby nad wdrozeniem odpowiednich odmian Watexu W glrnictwie
weglowym 1 miedziowym. Z powodzenlem mozna go réwnieZz stosowa¢ w badaniach
geosejsmlcznych

Cecha znamienna zawiesinowych materialéw wybuchowych Jest to, Ze zawieraja one
w swoim skladzie do$¢ duzg ilo$¢ wody (10 -30%) i odpowiednia ilo§¢ pgcherzykéw po-
wietrza. Skladnik gazowy spelnia tutaj, w normalnych warunkach atmosferycznych, role
uczulacza. Pecherzyki powietrza sa obejmowane przez front fali detonacyjnej (pik chemicz-
ny) i koncentrycznie §ciskance w, sposdb uderzeniowy. Powoduje to szybki (skokowy) wzrost
temperatury sktadnika gazowego [6]. W ten sposdb tworza si¢ w materiale wybuchowym
«gorace punkty — ogniska», ktére podtrzymuja proces detonacji. W przypadku gdy
pecherzyki granicza z faza staly ZMW, wdéwczas nastepuje wzrost temperatury przy od-
biciu si¢ fali uderzeniowej od granicy faz [7]." '

Okazuje sie jednak, ze w pewnych warunkach zawarto§¢ powietrza w ZMW utrudnia
zainicjowanie procesu detonacji. Zjawisko to zaobserwowano w czasie przeprowadzonych
na terenie kraju eksperymentéw geosejsmicznych detonujac zapowietrzony IMW w gle-
bokich (kilkudziesieciometrowych) otworach zawodnionych.

W tych warunkach shup wody wytwarza w fadunku ZMW wstepne ciénienie hydrosta-
tyczne, ktére komprymuje zawarte w nim powietrze, zmieniajac tym samym warunki
inicjacji detonacji. Do pobudzenia ZMW w tych warunkach jest potrzebny odpowiednio
silny impuls zewnetrzny (silny detonator).

Dla poznania fizyki tego ciekawego zjawiska potrzebna jest, mlgdzy innymi, analiza
.procesu wnikania impulsu ciénienia w o§rodek gazowy w funkcji poczatkowego ciSnienia
panujacego w tym ofrodku. Wstepna analize tego problemu przy zalozeniu adiabatycznego
sprezania i rozpreZzania oérodka w stanie poczatkowym, rozpatrzono W [8]. W niniejsze]
pracy rozpatrzymy ten problem wszechstronnie, uwzgledniajac wszystkie warunki granicz-
ne, jakie w praktyce inzynierskiej moga wystapié.

Uklad pracy jest nastepujacy. W rozdziale drugim formulujemy problem, a w trzecim
podajemy ogblne zamknigte jego rozwiazanie. W rozdziale czwartym analizujemy otrzyma-
ne wzory i badamy problem w sposéb iloSciowy.
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2. Sformulowanie problemu

W niniejsz;j pracy zbadamy glgboko$§¢ wnikania stacjonarnej plaskiej fali uderzeniowe;j
w politropowy ofrodek gazowy, wygenerowanej prostokatnym zewnetrznym impulsem
ci$nienia lub jednostajnym ruchem brzegu (tloka). Ciénienie poczatkowe w gazie p, trak-
tujemy jako zmienny parametr stanu. Ggsto§¢ poczatkowa g, wyrazamy za pomoca naste-
pujacych wzoréw:

1y
Qo Lo
21 o _ (ﬁ)
@D e \p}
dla procesu adiabatycznego oraz
’ QO Po
2.2 ' —_— = —
@2 o = ot

dla procesu izotermicznego, gdzie p§ i oF sa parametrami stanu gazu w warunkach nor-
malnych (p¥ = 9,81+ 10* N/m?, T¥ = 300 K). :

Ruchem oérodka w przedstawionym ujeciu rzadza nast¢pujace réwnania wynikajace
z praw zachowania:

— prawo zachowania impulsu

(2-3) 7 Ve= ——D,x>
Co
— prawo zachowania masy
2.4 LR E
e
oraz réwnanie stanu dla gazu doskonalego
v
2.9) P (L) ,
Doy Qo1

Z réwnan (2.3) - (2.5), po wyeliminowaniu funkcji p, o i v oraz uwzglgdnieniu, Ze
2 = u,, otrzymujemy )
Y—1
2.6 Uy = QU gy — 0 (ﬁ
( ) . 14 p XX (1+u.x)y le 'x,
- gdzie a oznacza predko$¢ rozprzestrzeniania si¢ zaburzefi za frontem fali- uderzeniowe;j
Okreflamy ja z wzoru

(2 7) ' a= [ ypOlQ%—l 12
' oby (L+u )"t

gdzie poy 1 0oy Oznaczaja parametry na froncie fali uderzeniowej, x i ¢ sg wspotrzgdnymi
Lagrange’a. Poza tym na froncie fali uderzeniowej zgodnie z prawami zachowania mamy:
— prawo zachowania masy

(2.8) ' 004 = 001(d—%01),
— prawo zachowania impulsu
29) 00d%01 = Po1=Po>

gdzie d oznacza predko$§é propagacii frontu fali uderzeniowej.
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Dla domknigcia problemu nalezy dolaczy¢ jeszcze réwnanie adiabaty uderzeniowej
dla gazu doskonalego:
Po1 Pos(Y+1)—poly—1)
2.10 : Lol _ .
@10) Po ooy +1)~gos(y—1)

lub
@.11) Qo1 _ (Y +1D)pog+(y—Dpo

@  (=Dpos++1Dpo”
Tym samym problem zostat jednoznacznie- sformulowany.

3. Rozwiazanie problemu

Falowy obraz rozwigzania sformutowanego w poprzednim rozdziale problemu ma
postaé pokazariq na rys. 1. Przylozony do brzegu w sposéb nagly prostokatny impuls
ci$nienia generuje w gazie stacjonarng fale uderzeniowa, ktéra rozprzestrzenia sig ze stala
predkoscia d(x = dt). Po zakonczeniu dziatania impulsu, w chwili ¢ = v od brZegu za-
czyna si¢ propagowaé pek prostych fal rozrzedzenia. Pierwsza z mich, o réwnaniu x =
= g (t—7), dopedza front stacjonarnej fali uderzeniowej x = d¢f w chwili ¢ = #,. Od tego
momentu poczynajac nastgpuje stopniowe zanikanie frontu fali uderzeniowej, powodo-
wane kolejnymi falami rozrzedzenia. '

i}

-3

= 0“"“

o

¥

ﬁ
xy

plt) Py 0 %o
Rys. 1

Z przedstawionego obrazu falowego badanego procesu wnioskujemy, Ze wytworzona
na brzegu warto$¢ ci§nienia po; wnika w gaz tylko na glgbokos$¢ x, (rys. 1), przy czym czas
trwania impulsu prostokatnego maleje proporcjonalnie do glgbokoscei
a—d

At = 7— od

X

i dla x = x, wynosi 0 (rys. 1). '
Zgodnie z tym, co powiedziano we wstgpie, przedmiotem rozwazan jest problem wni-
kania stalego impulsu ci§nienia do wnetrza politropowego ofrodka gazowego. Dlatego tek
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w konstrukeji rozwigzania ograniczymy si¢ do okre§lenia parametru (glebokoéci) x, dla )
dwdch rodzajéw wymuszen oraz dwoch stanéw poczatkowych (2.1)i (2.2).
Z obrazu falowego przedstawionego na rys. 1 wynika, Ze

3.1) C xo=alte—1), fo= Xo/d,
a stad ‘
(32) Xo = —m
a
— -1
lub w formie beiwymiarowej
(33) Yo=—2
4
D
gdzie
(3.4) Xy= Yo 48 p_ 4
. ) ORC?;T’ = Tox _—E’,
(3.5) 7od= ]/y 7
) Q0

3.1, Wymuszenie za pomocs prostokatnego impulsu ciénienia, Indeksem dolnym. Q, bedziemy ozna-
czaé wielkosci dla procesu adiabatycznego (2.1), a indeksem 7"— dla procesu izotermi-
cznego (2.2).

Zgodnie z wzorami (2.1) - (2.11) oraz (3.3) mamy:

. - ' 1/2 \
Dy = | 771G DRI, Pé_l,y] 3
| 2y
(3.6) . - 1/2
' (y=DPo+(y+DHP  _,
Dy = - Py >
! 2y
s [P (y+1)P/Po+y--1]“2
57 ¢ LR (y-DP[Poty+1] 7
4 _[i-(HI)P/Pow—l]‘” .
TPy -DPPoty+1]

Xog =. (]/T{:,y [(7+ 1)}% +V—1])/(l/27~1.% -~ ]/(y— 1)—1’.% +7+1),

(3.8)

_ ‘P P ]/ P ]/ P _]/ 1y~1
Xor = (]/_f;[(y—'_l)}: +y 1)/( 27}:—— (y—l)E+’}’+1) = P Xoo>
gdzie
(3.9) p = Por Py = P_o'
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Parametr P charakteryzuje intensywno$¢ fali uderzeniowej. Dla fal intensywnych, tj.
dla '

P y+l
(3.10) | Po > P
wzory (3.6) - (3.8) mozna zapisa¢ w uproszczonej postaci, mianowicie:
_ 4/ y+1l P y+1 P
- R e [
_ y+1 P y+1 P
(3-12) AQ - ]/7—1 ?(1;/7, _AT = y— 1 Po

V@H)Tf,; ]/(y+1),i
(3.13) Xog = 2 =22

Analizag-wyprowadzonych wzordw zajmiemy sie w nastgpnym rozdziale.

3.2. Wymuszenie za pomoca jednostajnego ruchu brzegu (tloka). W pierwszej kolejno$ci okre-
$limy ci$nienie na froncie fali wywolane jednostajnym ruchem brzegu (ttoka). Zaklada-
my, ze brzeg porusza si¢ ze stala predkoécia v, = const. Wéwezas z wzordw (2.8) -
- (2.11) otrzymujemy

2 . o .’__ 2 82 .
(3'14) . P%I_ (y+1)7)021 QO+4PO Poi — (’}’ 1)7)015090 2P0 - 0,
lub '
‘ (y+1)0ovd:+4p0 , (¥+1)00v3; ]/ : 16yp
G T e

W badanym przypadku fizyczny sens posiada rozwigzanie tylko ze znakiem ,,+”.
Biorgce w rozwiazaniu (3.15) znak ,,—’ 1 zmierzajac z vo; — o0 otrzymujemy, e Po; — Po,
co jest niezgodne z fizyka badanego zjawiska. Ostatecznie, po uwzgledmemu Ze U7 = Vo
i wykorzystamu W1e1k0301 bezwymiarowych (3.9), otrzymujemy

P oy +DVE s ]/ 16 s )
A=) =14 B0 puy- 14— pi=iir),
(Po>o = P\ Y o

l(3'1&) P (y+1)V. 16
o Y+ vE
(JTO)T‘ A (”V”( +1)2V2)’
 gdzie , ’ ’ '
(3.17) S AN

cy

DaleJ na podstaW1e wzoréw (2.8) - (2.11) oraz (2.1)i (2 2) mamy

(y+1)—+y-1

=)

(3.18) _ Dy= Dy = Vo'
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P 1/2
P +1 Py +y—1
o= |5 - ,
* =D p-t+y+l
(3.19) ) "
‘ p 0t 1) —ty-l
AT = ,
0
- 1) —I;o— +y+1
(3.20) X0 = L, Xor = L
e _A_T_l
DQ DT
Dla fali intensywnej otrzymujemy
321 Dy = Dr = 7’_“ Ve,
(3.22) | dg=Ar= (y+1>]/ o
Y
y+1 l/——
(3.23) . Xoo = Xor = ¥ 26D Vo,

v
21/ -1

Przejdziemy obecnie  do analizy wyprowadzonych wzordw i omdwienia wynikéw
liczbowych.

4. Analiza zmiany parametréw Xoq i Xor

W pierwszej kolejnosci oméwimy przypadek wymuszenia dynamicznego (prostokatnym
impulsem ci$nienia). Z postaci wzordw (3.8) wynika, ze funkcje Xoo(Po) 1 Xor (Po) W prze-
dziale 0 < P, < P posiadaja pojedyncze minimum. Na przykiad funkcja Xoq p051ada
Iinimum przy

P

. P, = 32—2_—'_1 A2 Ay = p* .
(4_1) o = W3 GP-D+1-(*—y 1)]———(%*_1)3 P%
Dla konkretnych wartosci wyktadnika politropy odpowiednio mamy:
y = 1’ P?; = O;ZSP’ XOQ(P?;) = 3‘ = 4’
(4.2) : y =14, P*=021830P, XX = 3,81373P!7,

y =2, Pr = 0,18825P, X¥ = 3,38026P%,
y=3,  Pf=0]15205P, X} =340271P',
Zmiang minimalnéj glebokosci wnikania impulsu cignienia X¥ w funkcji intensywnoéci

fali uderzeniowej P pokazujemy na rys. 2. Widaé tutaj bardzo intensywny wplyw na mini-
malna gleboko§¢ wnikania stacjonarnej fali uderzeniowej wykladnika politropy gazu -
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Im bardziej jest gaz &cisliwy (male y), tym mniejsza jest g}Qbokoéé wnikania. Dla gazu
izotermicznego (y = 1) minimalna glgbokos¢ wnikania nie zalezy od intensywnoéci fali
Piwynosi X§ = 4.

X

300

200

100

Rys. 2

Zgodnie z przepisem funkcyjnym (3.8), wielko$ci Xoq I Xor posiadaja dwie asymptoty
(44) Py=0i P, = P. -

Pierwsza z nich odpowiada przypadkowi fali uderzeniowej propagujacej si¢ w silnie roz-
rzedzonym gazie, natomiast druga reprezentuje przej$cie fali uderzeniowej w fale akustycz-
ng. W obydwdch wymienionych przypadkach punkt przecigcia si¢ prostychx = dtix =
= a(?— 7) (patrz rys. 1) przesuwa si¢ do nieskonczonoéci.
Na rysunkach 3 i 4 pokazujemy przykladowy charakter zmian wielkosci Xoq W funkcji
. P, dla kilku wartoéci intensywnoéci fali uderzeniowej P (rys. 3) oraz dla kilku charakte-
rystycznych wartodci wykladnika politropy y (rys. 4). Rysunki oznaczone literg @ zawieraja
informacje o glebokosci wnikania stacjonarnej fali uderzeniowej w oérodek izentropowo
rozrzedzony (P, < 1), natomiast literg b — w ofrodek izentropowo zageszczony (Py > 1).
Charakterystyczna cecha zamieszczonych wykreséw jest bardzo intensywny gradient ma-
lenia wielkoSci X, przy wzrocie parametru Po w granicach od 1-5, a w szczeg6lnosci
dla fal o duzych intensywno$ciach. W przypadku izotermicznego poczqtkoweéo sprezania
ofrodka proces malenia gleboko$ci wnikania impulsu stalego ci$nienia ulega dalszej
intensyfikacji (poréwnaj wielkosci Xoq 1 Xor na rys. 5b). Na przyklad wzrost ciénienia,
poczatkowego do 4 atmosfer powoduje dwukrotne zmniejszenie glgbokosci wnikania im-
pulsu ci$nienia, a to z kolei prowadzi do dwukrotnego obmiZenia energii wewnetrznej
gazu, Wpompowanej don przez warunek brzegowy. Jest to wladnie gldwna przyczyna,
powodujaca obnizenie zdolnoéci detonacyjnych zawiesinowych materialéw wybuchowych
w glebokich otworach zawodnionych. Wyplywa stad praktyczny wniosek, 2e konstrukcja
fadunkéw powinna by¢ taka, -aby obudowa zewnetrzna izolowala ZMW od hydrosta-
tycznego ciénienia shupa wody. . '
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Istotny wplyw na zmiang parametru X, posiada wykladnik politropy y (rys. 4a i b),
przy czym im bardziej gaz jest &cigliwy (mniejszy wykladnik politropy), tym intensywniej
meleje gleboko§¢ wnikania stacjonarnej fali uderzeniowej. Na przykiad dla gazu izoter-
micznego (y = 1) nadciénienie 4 atmosfer zmniejsza glgboko§¢ wnikania o polowg w sto-
sunku do wnikania przy 1 atmosferze.

Xoq
Xor
w00

Lo

30—,

201~

10—

Rys. 5a - R};s. 5b

W przypadku podciénienia (P, < 1) glgboko§¢ wnikania impulsu roénie wraz ze wzros-
tem podcisnienia, przy czym najwicksze przyrosty majg miejsce dla Py < 0,1 (rys. 3a,
4ai 5a). Przypadek podciénienia nie wystgpuje w naturalnych warunkach detonowania MW,
Moze byé realizowany w celach badawczych w warunkach laboratoryjnych. _

Przejdziemy obecnie do analizy wzoréw wyprowadzonych dla wymuszenia kinema-
tycznego. Jak wynika z wzoréw (3.16) - (3.20) przy izotermicznym sprezaniu gazu przed
frontem fali uderzeniowej, gleboko§¢ wnikania impulsu ciénienia zalezy tylko od rodzaju
gazu (wyktadnika politropy p) i-od predkosci ruchu brzegu (tloka). Natomiast nie zalezy
od poczatkowego ci$nienia p,. Wystepuje tutaj zasadnicza réznica w stosunku do wymu-
szenia dynamicznego (impulsem ciénienia). Okazuje si¢, ze zmiana parametru P, powoduje
odpowiednio proporcjonalna zmiang wielkosci P i stosunek P/P, = const, zatem Xor nie
zalezy od P,. Dla fal intensywnych opisane wlasnoéci wnikania impulsu obejmujga réwniez
przypadek adiabatycznego sprezania poczatkowego (wzory (3.21 - (3.23)). Zwréémy uwage -
na fakt, ze dla fal intensywnych (a takie Wyst@pujq w procesie inicjacji detonacji) gleboko$é
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wynikania impulsu zalezy w spos6b liniowy od predkosci ruchu ttoka. Analizujac wykresy

zamieszczone na rys. 6, za fale intensywne moZna uwazaé zaburzenia wygenerowane
ruchem tloka z predkoscia vy = 4eco(Vo = 4).

ADy PPyl
Xor
100~ 12501~

80— 10001

60— 750

40— 500[-

20— 2501

Rys. 6

Reasumujac wyniki niniejszej pracy mozna wyciagnaé nastepujace wnioski:

1. Gleboko$¢ wnikania zewnetrznego prostokatnego impulsu ciénienia w gaz politro-
powy w sposéb istotny zalezy od ciénienia poczatkowego gaiu. Ze wzrostem tego cis-
nienia gleboko§¢ intensywnie maleje.

2. Dla kazdej intensywnoéci fali P, przy ustalonym wyktadniku politropy y, istnieje
§cifle okre$lona warto$¢ cisnienia poczatkowego Py, przy ktorym gleboko$é wnikania
(parametr X¥) prostokatnego impulsu ci$nienia w gazowy oérodek politropowy jest naj-
mniejsza. '

3. Gleboko$¢ wnikania stacjonarnych zaburzeft w gaz politropowy wymuszonych
jednostajnym ruchem tloka (wymuszenie kinematyczne) nie zalezy od poczatkowego
cifnienia w gazie. Glgboko$§¢ wnikania silnych zaburzeri stacjonamych jest proporcjonalna
do predkoéei tloka. : .

4. Zbadane w pracy teoretycznie i potwierdzone eksperymentami zjawisko jest gtéwna
przyczyna powodujaca obniZenie zdolnosci detonacyjnych zawiesinowych materiatéw
wybuchowych w glebokich otworach zawodnionych. :

5. Konstrukcja fadunkéw wybuchowych powinna by¢ taka aby obudowa zewngtrzna
izolowala ZMW od hydrostatycznego ci$nienia stupa wody.
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Pesiome

O HEKOTOPOM ABJIEHHMH B ITPONECCE JETOHAIIMHK B3BEWEHHBIX
B3PLIBUATHIX CMECEH IIOTPY)XEHHBIX B I'MIPOCTATUUYECKOM
TIOJIE JABIEHHA

B paBore McCNENOBaHO BIMAHUC HAYANLHEIX ¥ CPAHMUHBIX YCIOBMI (THHAMUYECKOTO M KMHEMATH--
YeCKOTO THNA) Ha TiySuHy NPOHMKAHMA BHEIIHETO IIPAMOYTONLHOTO MMIIY/Thca BLITYGh NONKTPOITHOLO
rasa. TIOKa3aHo GHANUTMYECKH, YTO B CIyUae BHEIIHErO MPSIMOYTONBHOTO MMITYIECE, SAHHOLO B BKAS
pasnenus (J = p,t, py = const), ero rIy6uHa IPOHMKAHKMA B IOJMTPOIHL a3 CYIIECTREHHBIM 0GPasom
3aBYCHT OT HAYANBHOTOUJABNEHMS B HTOM rase. BMECTO TOTO, €CNM MMITYIBC OOPA3YETCH IBMMEHHEM:
rpaEmMIp! (OPILEHH) — TAKasd 3ABMCHMOCTS He BBICTYNaeT. OGHADYIKEHHOE SBJICHME WMIPAeT BayKHYIO:
POJE B IIpOLiEcce MHRMIMMPOBAHMS AETOHALMM B3PBIBUATHIX BELIECTB BIBEIUEHHONO THIA B LYBOKHX
BOJIOHAIONIHEHHLIX OTBEPCTHAX.

Summary

ON A PHENOMENON OCCURRING IN THE PROCESS OF DETONATION OF SUSPENSION
EXPLOSIVES IMMERSED IN A HYDROSTATIC PRESSURE FIELD

The analysis concerns the influence of the initial and boundary conditions (dynamical and kinematical).
on the depth of penetration of an external rectangular pulse into a polytropic gas. It is analytically proved
that in the case of an external, rectangular pulse of pressure (J = p, 7, p; = const), its depth of penetration.
into a polytropic gas substantically depends on the initial pressure acting in that gas. If, however, the pulse
is produced by a uniform of the boundary (a piston), such a relationship does not hold. The phenomenon
discovered is of primary importance for the process of initiation of detonations in suspension explosives,
in deep water-filled excavalions.

WOJSKOWA AKADEMIA TECHNICZNA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 11 stycznia 1978 r.
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GENEROWANIE REZONANSOW POBOCZNYCH PRZEZ IMPULSY SIL W NIELINIOWYCH
UKY.ADACH DRGAJACYCH*

J6zEF BATKOWSKI (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Jak wiadomo, w liniowych dysypacyjnych ukiadach drgajacych rozwigzania ustalone
sa jednoznacznie okre$lone przez parametry ukladu i harmoniczne wymuszenie zewngtrzne.
Ustalona odpowiedz ukladu jest odpowiedzia harmoniczng o czgstoéei sity wymuszajacej,
gdyz inne skladowe odpowiadajgce drganiom swobodnym s3 wytlumiane z uplywem
czasu. v _

Istotng cecha nieliniowych ukladéw drgajacych wzbudzanych silami harmonicznymi
jest mozliwos¢ istnienia kilku statecznych rozwigzan ustalonych — zalemie od warunkdw
poczatkowych. Ustalona odpowiedz ukladu moze zatem zawieraé oprécz skladowej
o czestosci sify wymuszajacej inne skladowe harmoniczne, o innych czestoSciach i zna-
cznie wigkszych amplitudach. Jako przypadki szczegdlne wymieni¢ tu moZzemy nastgpujace
typy odpowiedzi: :

— W odpowiedzi ukladu dominuje skladowa o czgstofci wymuszenia; odpowiedZ
ta wystepuje zarowno w otoczeniu rezonanséw giéwnych, tzn. gdy czesto§é Wymuszema jest
w poblizu jednej z czestosci wlasnych ukladu, jak i z dala od nich,

— W odpowiedzi ukladu dominuje skladowa o czesto$ci bedacej wielokrotnoscia
(ultraharmoniczne) lub podwielokrotnoscia (subharmoniczne) czesto§ci wymuszenia,

— odpowiedZ prawie-periodycznag, w ktérej oprécz skladowej o czgstosci wymuszenia
wystapi. kilka skladowych harmonicznych o czestoéciach niewspéimiernych.

Periodyczne odpow1ed21 subharmonlcznq i ultraharmoniczng oraz odpowiedZ prawie-
periodyczng okreéla sie terminem’ rezonanse poboczne Rezonanse periodyczne wystepuja
zardwno w ukladach o jednym, jak i o 'wielu stopniach swobody, natomiast rezonanse
prawie-periodyczne moga wystapié tylko w ukladach o wiecej niz jednym stopniu swobody.

Zadanie zbadania warunkéw, dla ktérych uklad nieliniowy realizuje te lub inna od-
powiedZ ustalona, rozwinely sic w ostatnich latach w osobng galaz teorii drgan, przybie-
rajac nazwe obszaréw przyciggania [1, 2, 3, 4]. Znaczne zainteresowanie tymi problema-
mi wynika zaréwno z naukowo-poznawczego charakteru tego zadania, jak i z potrzeby
znajomoéci tych zagadnied w zastosowaniach mZymersklch Wiaze si¢ to z faktem, Ze
w zakresach czesto$ci wymuszenia, w ktdrych teoria liniowa przewiduje drgania harmo-
niczne o matych amplitudach, moggprzy pewnych warunkach poczatkowych, badz przy-

# Praca wyr6zniona Il nagroda na konkixrsie zorganizowanym przez Qddzial £6dzki PTMTS w ro-
ku 1977, ,

8 Mech. Teoret. i Stos. 3/78
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padkowych impulsach sit, badz skokowych zmianach sztywnosci, mas czy amplitud wy-
muszenia, pojawi¢ si¢ drgania o innych czgstosciach i znacznych amplitudach. Zadanie
wyznaczania obszaréw przyciggania polega na wyznaczeniu obszaréw warunkéw poczat-
kowych, przy ktérych po pewnym stanie przejSciowym ustala si¢ drganie odpowiadajace
danemu typowi rezonansu pobocznego lub drganie harmoniczne.

Teoria periodycznych rezonanséw pobocznych w ukladach o jednym stopniu swobody .
i zwiazanych z nimi obszaréw przyciagania jest stosunkowo dobrze znana [3,]. Teoria
rezonanséw pobocznych w ukiadach o wielu stopniach swobody jest jeszcze stabo roz-
winieta, a zagadnienie obszaréw przyciagania rezonanséw prawie-periodycznych nie byto
dotychczas rozwazane. '

Zadaniem niniejszej pracy jest zbadanie, czy impulsy sit przytozone przypadkowo do
ukladu wymuszanego sita harmoniczna moga spowodowaé zmiang odpowiedzi ukiadu
z odpowiedzi harmonicznej o malej amplitudzie (z dala od gldwnego rezonansu), do od-
powiedzi odpowiadajace] rezonansowi pobocznemu — ze znaczna amplituda drgan.
Przyjeto zalozenie, Ze efektem impulséw sit przylozonych w chwili ¢, sa poczatkowe pred-
koéci, przy zerowych przemieszczeniach poczatkowych uktadu. Odpowiedzi na to pytanie
szukano na drodze obliczen teoretycznych, wykdrzystujac przyblizone metody analityczne,
oraz za pomocq maszyn analogowych-wraz z urzadzeniami pomiarowo-rejestrujacymi.
Teoretyczne rozwijzanie zadania dla przypadku rezonansu prawie-periodycznego (dwu-
czestodciowego) okazalo sie bardzo ztoZzone i wymagato opracowania specjalnego algorytmu
numerycznego. Przy badaniu tego zagadnienia za pomocg maszyn analogowych udato sie
opracowaé specjalny uklad pomiarowo-rejestrujacy, pozwalajqcy na automatyczne wyz-
naczanie obszaréw przyciagania na plaszczyinie predkoéci poczatkowych (na rejestra-
torze X—Y). '

2. Og6lne rownania ruchu ukladu

Rozwazmy nieliniowy, holonomiczny, dysypacyjny uklad drgajacy o n stopniach swo-
body, ktérego réwnania ruchu przyjgto w postaci
@10 AG+ Cq+f(9)+p(q, §)— Pcosyt = 0,
gdzie 4 = [ay] oznacza macierz bezwladno$ci, kwadratowa, symetryczna, dodatnio
okrelona, C = [¢;] macierz sztywnosci, kwadratowa, symetryczna, dodatnio okre§lona,
za$ q = col[qi, qa, ..., g,] wspélrzedne uogdlnione, f, @, P macierze kolumnowe repre-
zentujace: nieliniowa cze$¢ sit sprezystych, thumienia i amplitud sit wymuszajacych.
Zakladamy, ze nieliniowy uktad zachowawczy posiada energie potencjalna, dodatnio
okre§lona, a sity sprezyste bedace odpowiednimi jej pochodnymi- czgstkowymi sg nie-
parzystymi analitycznymi funkcjami swych argumentdw i przedstawiane sa za pomoca
skonczonych szeregéow Taylora:
V@, ...,0) =0,
V(gis s gn) = V(=G1, o = Gn)s
V > 0 dla ¢; nie wszystkich réwnych zeru,

o 2 .
T= clqu'*'fi(ql,"-, qn), i=1,2,..,n
il

k=1
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Energia kinetyczna ukladu jest formag kwadrato;vac- wzgledem ¢,, ..., ¢,, dodatnio
okreslona

1.,
T=—q"4q.
54l

Funkcije (g, §) przedstawiajace sity thumienia spehniajg warunki:
¢,0,...,0,0,...,00 =0,
‘Pi(‘h, (RN qna 0) sees 0) = 0)
‘Pi(‘h, vees s éIla -'-’.q'x) = "‘Pi(‘ha vees Gns _qla [EERY —.Qn)a
®:q; > 0 dla ¢; nie wszystkich réwnych zeru.

i=1
Przyjmuje sig, Ze mozna je przedstawi¢ w postaci skonczonych szeregéw Taylora.
Réwnania (2.1) opisuja zaréwno drgania ukladédw, ktérych modele mechaniczne sg
modelami o masach skﬁpionych, jak i drgania ukladéw o ciaglym rozkladzie mas, jesli
odpowiedz przedstawimy w postaci skoficzonego szeregu:

u(r, ) = D w(a),

i=1

gdzie 9(r) oznacza liniowo niezalezne funkcje wektora r.

3. Badanie rezonansoéw pobocznych za pomocy kombinowanej metody Ritza — usredniania

Do obliczen teoretycznych wykorzystalem przyblizona metode Ritza — uéredniania
(R—A) [7]. Metoda ta pozwala badaé zaréwno stany ustalone, jak i nieustalone, a wigc
i obszary przyciggania. W pierwszym etapie rozpatruje si¢ tu drgania swobodne ukladu
zachowawczego nieliniowego, dla ktdrego réwnania ruchu zapiszemy w postaci

o <k ,
(3.1 & = mg;+ 2’ cade+i(qs, s g) =0, i=1,2,..,n
: k=1

Ogdlne rozwigzanie ukladu zachowawczego (3.1) zakladamy w pierwszym przyblizeniu
w formie '

(32) ql(t) = Zasl—),scosfo_st, i=1,2,...,n,

s=1 .
i 2adamy, aby nieznane @s, b;s w rozwigzaniu (3.2) spelialy zaleznoéci (wykorzystana
uogdlniona metoda Ritza lub procedura bilansu harmonicznych)
, .

lim if gre()coswgtdt = 0, i,s=1,2,...,n,

Toor T 5 ]
gdziels,c(z) pozostatosci réwnan (3.1) po podstawieniu przyblizonego rozwigzania (3.2).
Otrzymujemy w ten sposéb uklad nieliniowych réwnan algebraicznych z niewiadomymi,

8
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Wy, b;. Rozwiazanie, mozliwe na ogol tylko na drodze numerycznej, daje' nam szukane
wspdlczynniki — «sprzgzone» nieliniowe czgstoéei i postacie wlasne, jako funkcje wszyst-
kich amplitud ay, ..., a,:

ws = ws(ay, ..., a,),

bis=l;i_s(als---,an)’ i,S-’= 1’2’ '--,n;l—;ls= 1.

W drugim etapie metody R— A4 rozwiazania ogdélnego uktadu (2.1) poszukujemy w pos-
taci

14
3.3) q = Za,Eiscoses+C,cosvt, i=1,2,...,n, -
’ s=1
s=1,2,..,p,p < oL

gdzie 0; = wgt+¢y, i stosmemy procedur@ metody usredniania [3]. Zgodme z tg procedurg
otrzymujemy réwnania:

Gan) Do L tim f Zb,s(Af+<P1)Sln0 dt = Dy(ar, ..., ay, B,

Mssws T T
: © dy, 1
e mi‘_’.‘;— f 2 Bi(Afi+ g costdt = Aws(@r, ..., ay, 9),
gdzie '

M, = Zm,l—),zs, s=1,2,...,p,
i=1 !

Af; = filagbyicosl, +C cosvt, ..., ybys c0s0s+ C,cos ]+
' " —fila, by, cosb,, ..., ayb,scosb,].

Poniewaz ‘rozpatrujemy zakresy czestoéci z dala od gtéwnych rezonanséw, przyjmuje
sig, ze amplitudy C; spelniaja réwnania:

(3.5) —mCp*+ Y enCo=P;, i=1,2,..,n

k=1
Rezonans poboczny otrzymujemy, wtedy gdy w rozwiazaniu (3.3) chociaz jedna z am-

plitud a; nie jest réwna zeru, tj. das/dt # 0 dla o, # 0. Warto§ci amplitud as = as(y), s =

=1,2, ..., p, otrzymamy z réwnafi (3.4a) dla stanu ustalonego:

day

dr

oraz" z dodatkowego réwnania:

(3.62)

’(al, 02, e ap, ¢) = 0

P
dp 1 2 _ B
(36b) E‘ —_ \—]V 1 (w5+Aws)ns""V —_— 0
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gdzie Aw; oznacza poprawki czestosci poszczegdlnych harmonicznych w (3.3)

3.7 = % j RsPos.

Ostatnia z réwnosci (3.7) wynika z faktu Ze rezonanse poboczne moga pojawic sig
tylko w tyeh przypadkach, dla ktérych spelniona jest relacja

p

1 v
(38) v = TV- l Ns s,
gdzie & = @s+Awg, & N=1,2,3, ..., n,=0 +1, +2, ..., —liczby catkowite odpo-

wiednio dobrane. do formy funkcji nieliniowych.
Ostatecznie rozwiazanie odpowiadajace rezonansom pobocznym bedzie nastepujace:

P - .
(3.9) q; = Z a;biscos[(@s+Awg)t+ o5+ Cicosvt, i=1,2,..,n
s=1 -
Relacja (3.8) nie precyzuje jeszcze typu rezonansu, tj. jakie wartoéci przybieraja licz-
by 1y przy danym typie nieliniowo$ci. Udalo sie wykazaé, ze wyznaczenie wszystkich kom-
binacji liczb ns, tj. wszystkich typéw rezonanséw pobocznych, mozna sprowadzié do sto-
sunkowo prostej procedury, mianowicie: weZmy nieliniowe 'funkcjev reprezentujace sily
sprezyste oraz sily ttumienia wystepujace w uSrednionych réwnaniach (3.4) i, podstawiajac
rozwigzanie (3.3), rozwinmy je na uogdlniony szereg Fouriera:
\

n P
D b)) = p9+ D [pPPcost+gsind]+
i=1

i=1

(3.10) _ + pr,f{_,,,i . cos(my B+ ... +my0,+mut)+
= .

+ ng,fi',,,z oo sin(m, 0, + ... + 0, +mpt)+picosvt + g7 sinyt,
< ,

gdzie Z oznaczajg sumy po wszystkich mz,, ..., m, = 0, +1, +2, ... za wyjatkiem przy-

m

padku, kiedy jedna z wartdéci m = 1, a pozostale sa réwne zeru.

Warunkiem koniecznym istnienia niezerowych amplitud @, (w stanie ustalonym), jest
znikanie cztonéw z sinf; w (3.4a). Poniewaz dla ukladéw dysypacyjnych g§® % 0, wiec aby
spei¢ ten warunek musimy znalez¢ taka kombinacje wspétczynnikéw my, my, ..., n1p, m,
w wyrazeniach®cos(m, 0, + ... +m,0, +myt) lub sin(m, 0, + ... +m,0,+mpyt), aby uzys-
kaé dodatkowe cziony z sinfy, tzn. jesli spelnimy warunek:

p

(3.11) ' D mbitmpt = 0,465, s=1,2,...,p.

i=1

Réwnosé (3.11) bedzie speiona jeéli miedzy » a czestosciami g = df/dt, s = 1,2, ...,p,
zajdzie relacja (3.7), przy n,, ns, ..., ny wynikajacych z my, ..., m, w rozwinigciu (3.10).
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W rezultacie uzyskamy dodatkowe cziony z sinf,, a rozwiniecie (3.10) mozna przedstawi¢
nastepujaco: '
n

2 bis(Afi+ @) = p‘”+ Y’ (P +p) cosd; + (g8 +g'9)sinh,] + wyzsze harmoniczne,

i=1 s=l
Roéwnania (3.6a) przedstawiaja si¢ teraz nastepujgco:
(3.12) g+ =0, s=1,2,..,p

Postgpowanie takie pozwala wykry¢ wszystkie kombinacje liczb n, w (3.8) dla danego
typu funkcji nieliniowych, a wigc wszystkie typy rezonanséw pobocznych.

Nalezy zaznaczyé, ze nie sa to warunki dostateczne, gdyz z istnienia dodatkowych
wyrazéw g& nie wynika jeszcze istnienie rezonanséw pobocznych. Réwnosé (3.12) bedzie
spelniona tylko wtedy, gdy g& i g beda réinych znakdw.

" 4. Rezonange poboczne w ukladzie o dwoch stopniach swobody

Szczegdlowe obliczenia teoretyczne i badania analogowe wykonano dla pewnego typu
uktadu nieliniowego o dwdéch stopniach swobody, zlozonego z dwéch mas polaczonych
wiezig sprezysta typu Duffinga, w przypadku wystepowania liniowego tlumienia, wzbu-
dzanego sila harmoniczna o stalej amplitudzie. Réwnania ruchu takiego ukfadu sg naste-
pujace:

) :
o " s +/c1q1+k12(q1—qz>+ﬁl["(j’; - ]+/~t(fh 4;)° = Poosit,

d?q, | d di
My —— d2 +ky2(gs— q1)+‘u.l[dit2—— 11]4'#(‘_72—(11)3 = 0.

Wprowadzajac bezwymiarowy czas T = 'V'/Elz /m, t réwnania ruchu przybieraja postaé:

d? d d
'l:q21 +24%q +y(g - ‘h)"‘ﬁ‘yl[ dql_ B _dq_;] +py(g1—¢2)* = Pcosvr
4.2).
d*q dg, _ dgq '
7?2——+ 52— ,Ltl[ L d2 —wq,—q2)* =
gdzie

y = ;712/_m1, w2 =kyylk,, p= pulk,,
= 7]/k12/m2, v=vymlky, P= Plm, ]/”’12/1612-:r

W obecnej précy rozwazam zagadnienie rezonanséw pobocznych wystgpujacych w pew-
nych obszarach czgsto$ci », w ktorych mozliwe jest stateczne rozwiazanie harmoniczie
o czesto$ci sity wymuszajacej:

q: Cl cos(rt+¢,),

g2 = Cyco8(vy7+¢s),
jak réwniez stateczne rozwiazanie odpowiadajace rezonansom pobocznym, ktére w pier-

(4.3)
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wszym przyblizeniu zaktadamy w postaci:
g1 = a;¢08(d0; T+ Po1) +a,c08(w, T+ doy)+ C; cOSYT,

4.4 i v T v
(4.4) g2 = a;byco8(@; T+do1) Fasbyrcos(w, v+do,) + CocO8 T,
Ve'a, 4
e
15
1.2
0.9
V=30,
STIN001
06 JEa i
- stateczna
niestateczna
03
2}wynikiunalogowe
0 | L 1 T - = t LY,
F a0 } o F }s0 60 70 80
Wotth, 3wor 2wy 2wyt Wy 3ok,

Rys. 1
- ] V=465

! 1]1111 nlynlu |]‘I “"”‘-q I‘;I,.HIIIHI il AN 1‘nlI “'|'”,‘ 1||||1|n BRI o cos 3

1 ' a,(T)
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Metodyka przedstawiona w rozdz. 3 pozwolila wykry¢, Ze dla rozwazanego pizyktadu
mozliwe sa nastepujace rezonanse poboczne: rezonanse prawie-periodyczne 20, + .,
200, +m;, ®;+w,, oraz rezonanse periodyczne subharmoniczne: 3@, i 3, |1].

Szczegdlowe obliczenia wykonano dla przykiadu liczbowego scharakteryzowanego
danymi: wg; = 0,915, we, = 1,645, y = 0,279, %> = 2,27, ul = 0,02, uP? = 1.

Charakterystyki amplitudowo-czgstosciowe a; = a,(») znalezione za pomocs metody
Ritza — usredniania wediug wzoréow (3.6) dla wymienionych rezonanséw pobocznych
dokazano na rys. 1. Widzimy, ze w pewnych przedzialach czgstosci », mozemy zaleinie
od warunkéw poczatkowych otrzymaé trzy réZzne typy odpowiedzi ustalonej. Np. przy
czestosci » = 4,65 mamy: '

— odpowiedz prawie-periodyczng typu » = 20, + 5,

— odpowiedz prawie-periodyczna typu » = 2, + @,

— odpowiedZ harmoniczng o cz¢stosci sity wymuszajacej.

Przebiegi czasowe ¢,(7) 1 ¢,(7) charakterystyczne dla odpowiedzi prawie-periodycznych
pokazane sa na rys. 2. :

Aby znalezé odpowiedz na pytanie, ktére z trzech mozliwych statecznych rozwiazan
bedzie generowane przez ukiad, musimy wyznaczyé obszary przyciggania kazdego z nich.

5. Wyznaczanie obszaréw przyciggania za pomoca metody R — A i procedury numerycznej

Zadanie wyznaczania obszaréw przyciagania rezonansow pobocznych sprowadza sie
w ogdlnym przypadku do scatkowania réwnan (3.6).
W przypadku rezonanséw periodycznych réwnania (3.6) przybieraja postaé:

(5.1 LB NRONE. SR N}

Zadanie jest dwuparametrowe (a, ¢), a obszaréw przyciagania poszukujemy na plasz-
czyznie Hayashiego, tj. plaszczyznie tak dobranej, aby stanom ustalonym odpowiadaty
punkty osobliwe réwnan (5.1). Separatryse, czyli krzywa rozdzielajaca obszary o réZznym
charakterze odpowiedzi, znajdzieﬁly przez numeryczne scatkowanie réwnan (5.1) w ujem-
nym czasie [3], z warunkami poczatkowymi z najblizszego sasiedztwa niestatecznego punktu
osobliwego.

Metoda ta stosowana byla efektywnie do wyznaczania obszaréw przyciggania rezo-
nanséw periodycznych, gdy zagadnienie bylo dwuwymiarowe, a separatrysa linig plaska.

W obecnej pracy podjeto prdbe wyznaczenia obszardw przyciagania rezonansow
prawie-periodycznych dwuczestoSciowych, a wiec rozwiazania zagadnienia okre$lonego
trzema parametrami (a,, a,, ¢). Réwnania (3.6) sa teraz nastepujace: '

d
'% = Dl(aI, a,, ¢)’
‘ da
(5'2) dtz = DZ(al > A2, ¢)a
¢

ar = Ds(a,, a,, ¢).
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. Poniewaz zagadnienie jest trzyparametrowe, zaistniala konieczno$é uogdlnienia zna-
nych dotad metod wyznaczania obszaréw przyciagania i wyboru odpowiedniej przestrzeni
tréjwymiarowej, takiej aby stanom ustalonym odpowiadaly punkty osobliwe réwnan
(5.2), a w ktérej separatrysa jest powierzchnig. Przestrzenia spetniajaca te warunki moze
byé tréjwymiarowa przestrzen kartezjarska 0 wspolrzednych

(5.3) (a, a,cosd, a,sing).

Dla wyznaczenia separatrysy w przypadku rezonanséw periodycznych wystarczylo zna-
lezienie dwoch krzywych calkowych zdazajacych z obu stron do niestatecznego punktu
osobliwego przy t — co. . .
 Zadanie komplikuje si¢ bardzo w przypadku rezonansdéw prawie-periodycznych. Se-
paratrysa jest teraz powierzchnia wyznaczona przez nieskonczong ilo§¢ trajektorii zdaza-
jacych do niestatecznego punktu osobliwego przy ¢ — co. Mozemy jg zatem wyznaczyé
tylko w sposdb przyblizony. Aby to uczynié, musimy znalez¢ wiele trajektorii lezacych na
niej, i opierajac si¢ na nich, wyznaczyé separatryse. W tym celu nalezy scatkowaé numerycz-
nie w ujemnym czasie réwnania (5.2), z warunkami poczatkowymi z najblizszego sasiedz-
twa niestatecznego punktu 'osobliwe_go.

04
T z
. .
g 0'2_ 7,
Ry
= Z /
° 7
—0‘2 % ///
_O.L 1 [
) 02 0 0.2 04
. V’}Tuzcosqz —
Rys. 3

Na rys. 3 pokazane sg obszary przyciggania rezonansu prawie-periodycznego » =
= 20, + 0, (obszar zakreskowany), na plaszczyZnie (a,cos¢, a,sing) dla ustalonej war-
tosci a; = 0,201 czestosci wymuszenia » = 3,83. Nalezy dodaé, ze dla malejacych wartosci
amplitudy a, obszary przyciagania tego rezonansu zmniejszaja si¢ i ponizej a; = 0,14
wszystkie warunki poczatkowe prowadza do rozwiazania harmonicznego o czgstosci sily
wymuszdjacej ».

Zgodnie z postawionym zadaniem, majac okre§lone obszary przyciagania w przestrzeni
(5.3), przejdziemy nastepnie do znalezienia ich w przestrzeni warunkéw poczatkowych.

9 Mech. Teoret. i Stos. 3/78
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Dila rozwazanego uktadu o dwéch stopniach swobody istnieja cztery warunki poczatkowe —
dwa na przemieszczenia:

4:(0) = a,cos¢; +a,c08¢,+Cy,

5.4 - - -

(54) 42(0) = a1 by cosd +a,by,co8¢,+C,

i dwa na predkosdcei:

(5.5) f.]l(O) = —‘ali\bl Sjnd).l_az(\[)zinqs’z,
qZ(O) = —-al b21 w181n¢1—a2b22S1n¢2.

Jesli w wyrazeniach (5.4) i (5.5) podstawimy parametry dia stanu ustalonego (lub z jego
najblizszego sasiedztwa), to w caterowymiarowej przestrzeni warunkéw poczatkowych
[4:(0), 42(0), 4,(0), 4.(0)] znajdziemy obszary przyciggania badanego pobocznego rezo- -
nansu prawie-periodycznego 2+ 0,.

W obecnej pracy postawiono pytanie, czy na plaszczyznie [§¢,(0), 4,(0)] sa obszary
przyciggania tego rezonansu przy zalozeniu, ze przemieszczenia mas w chwili poczatkowej
sa réwne zeru, tzn.: -

(5 6) alcOS(i)l +a2005¢2+C1 = 0,
' alb—ncosd)l+a2322cosd)2+C2 = 0.

Taki przypadek moze byé interpretowany fizycznie jako efekt przylozemia w chwili
poczatkowej do mas uktadu impulséw sik ) :
Wykorzystujac poprzednio uzyskane wyniki —rys. 3, wyznaczymy obszary przycig-
gania na plaszczyznie [§,(0), §,(0)]. Kazdy punkt lezacy na separatrysie okreSlony jest
przez tizy parametry a;, a,, ¢. Poza tym dla tego typu rezonansu prawdziwy jest zwigzek :

D ' ¢ = 20:+¢:.
T 10
°
< o5
O
(=
0 > 7
-0.5"
ST Cos 0 05 10

Vi a, @) —
‘Rys. 4

Aby wiec istniaty obszary przyciagania na plaszczyznie predkoéci poczatkowych przy
zerowych przemieszczeniach poczatkowych, musi byé réwnoczeénie z (5.7) spetniony wa-
runek (5.6). Punkty, dla ktérych spelniona jest téwno$é (5.7) przy réwnoczeénie spetnio-
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nym warunku (5.6), zostaly znalezione numerycznie. Nastepnie wyznaczono odpowiednie
obszary przyciagania na podstawie wzordéw (5.5).

Rys. 4 przedstawia obszary przyciggania pobocznego rezonansu prawie-periodycznego
» = 20y -+, na plaszczyinie predkosci poczatkowych, przy zerowych przemieszczeniach
mas ukiadu w chwili poczatkowej.

6. Wyznaczenie obszaréw przyciagania za pomocs maszyn analogowych i automatycznego ukladu

pomiarowo-rejestrujacego

Wobec pracochlonnodci i matej efektywnosci metod numerycznych w wyznaczaniu
obszaréw przyciagania na plaszczyznie predkosci poczatkowych — szczeg6lnie dla przy-
padku rezonanséw prawie-periodycznych, jak réwniez w celu poréwnania wynikow teore-
tycznych z do$wiadczalnymi, zadanie to rozwiazano ma maszynie analogowej MEDA 41TC,
modelujac $ciste réwnania ruchu (4.2). , .

Moga one byé badane w spos6b tradycyjny. Ozn{cza to reczne wprowadzanie nastaw
na wszystkie potencjometry, $ledzenie rozwigzania na ekranie oscyloskopu, nanoszenie
punktéw o wspétrzednych, ktérych warto$ci odpowiadaja rozwigzaniom rezonansowym.
Obszary przyciggania interesujacego nas rezonansu pobocznego mozna znalezé (jesti
istnieja), zageszczajac odpowiednio punktami plaszczyzne [¢,(0), ¢.(0)].

Opisana powyzej metodyka wyznaczania obszaréw przyciagania, aczkolwiek jest
znacznie szybsza od cyfrowej, jednak takZe zajmuje dosyé duzo czasu. Dlatego tez dla
ograniczenia do minimum czynno$ci manualnych w czasie prowadzenia badan i zmniej-
szenia ich pracochfonnoéci, opracowany zostal specjalny uklad pomiarowo-rejestrujacy,
ktéry automatycznie wyznacza obszary przyciggania na plaszezyznie predkosc poczatko-
wych. Czynnoéci manualne sprowadzaja si¢ tu do ustalenia czgstofci sily wymuszajacej
oraz wybrania gérnej i dolnej granicy 4:(0) i ¢.(0).

(ol [ =1
L]

wejScie X rejestratora X-Y

wejécie Y rejestratora X-Y

) K1 B R ) :
Sterowanie =
pisakiem T8~ w7,8,9,10
rejestratora B—_D_._

BAKST

9*
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Schemat ukladu analogowego do rozwiazania réwnan (4.2) oraz ukladu pomiarowo-
rejestrujacego pokazano na rys. 5. Do realizacji wymuszenia harmonicznego zastosowano
~ generator funkcji f(2) = cos»t, o stabilizowanej amplitudzie i plynnej zmiande czestoéci.

Zadawanie warunkéw poczatkowych ¢,(0) i §,(0) realizowane jest automatycznie.
. Warto§¢ ¢,(0) podawana za pomocag tego ukladu okre§lona jest wzorem

2,(0) = 4,(0)|0+iAq,,

gdzie ¢,(0)|0 oznacza warto$¢ 4,(0) w kroku zerowym, Aq, wielko§¢ przyrostu g,(0), zag
i=0,1,..., k liczbe krokdw. :

Uldad jest tak zbudowany, Ze jednemu petnemu cyklowi zmian 4, (0) odpowiada stala
warto$§é ¢,(0) i zmienia si¢ w chwili, gdy bedzie spelniony warunek

4,(0)[0+iAq; = §1(0)max-
Biezaca warto$¢ warunku poczatkowego §,(0) jest okre§lona przez
5(0) = LOIO+jdg2,

gdzie §,(0)|0 oznacza warto$¢ ¢,(0) w kroku zerowym, Ag, wielko§é przyrostu §,(0), za$
j=0,1,...,m liczbg krokdw.

4,00)=4,(0)

80,5 .01=4,(0)

1
, 1
8, » 29, +7la- . pyia, - )+ pgla,-q,)* =Peosdt

d,+q.,-q,- plig,-a,)-pula, -q,P =0

j-aq, ;T=0
D’J aq,

NIE

REJESTRACJA

TAK

q,0>g,l0),

NIE’
9,(00>q (0}
NIE
I 1

fizi+1 j::j+1;i:=0|

Rys. 6
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Osiagniecie przez uklad gémej granicy badanego przedzialu, tzn. gdy bedzie spemiony

warunek
| O)0+/A0: > 42(0) s

jest sygnatem do zatrzygania dalszej pracy maszyny. Bedzie to oznaczaé, ze przebadany
zostal uklad dla okre§lonych przedziatéw wartosci poczatkowych &, (0) 1 ,(0) z wybranymi
krokami Aq, i Ag,. Wartosci ¢,(0) i §,(0) podawane s3 takse na odpowiednie wejécia
X = 4,(0)1Y = 4,(0) rejestratora BAK 5T. Pisak rejestratora jést sterowany w ten Sposob,
e jeSli mamy odpowiedZ rezonansowa wowczas zaznaczy punkt na wykresie, w prze-
ciwnym przypadku nic nie zaznaczy.

1,0

E==2 -metoda R-A

D 7773 - metoda analogowa

-1,0 Il 1 L .
=15 -10 -0,5 0 05 10 15

p Rys. 7

~Rys. 6 przedstawia algorytm programu dla rozwigzania postawionego zadania, a wigc
automatycznego wyzmaczania obszardw przyciagania na plaszezyinie predkoéci poczat-
kowych. Rys. 7 przedstawia obszary przyciagania rezonansu prawie-periodycznego
v = 20, +d, przy czestobciach » = 3,83 i 4,10, wyznaczone przy zastosowaniu propo-
nowanego ukladu. Na rysunku tym pokazane sa takZe obszary przyciagania tego rezo-
nansu znalezione metoda Ritza — u$redniania. Latwo zauwazyé, ze sa one tylko czebcia
obszaru wyznaczonego do$wiadczalnie. Na rys. 8 pokazane sa przebiegi czasowe ¢,(7)
i.g,(1) prowadzace do réznych rozwiazan: prawie-periodycznego 20, + @, przy warunkach
poczatkowych — punkt 1 na rys. 7, badZ harmonicznego o czesto§ci wymuszenia przy
warunkach poczatkowych — punkt 2 na rys. 7.
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v=3,83

! i LAY
UL ‘.“.vw.ymx.'l’,’V‘“.II!HMII "l ’”‘l IHHIl ’;”11 lll ,III PcosvT

q (1)

@

LA

b)

JMAMAMM\MMAMA )

R

Rys. 8

7. Whioski

Przedstawiony w niniejszej pracy problem generowania rezonanséw pobocznych przez
impulsy sit w nieliniowych ukladach drgajacych o wielu stopniach swobody, zwiazany jest
Scifle z zagadnieniem wyznaczania obszaréw przyciagania tychze rezonanséw i zostat roz-
wigzany w dwolakx sposéb:

— wykorzystujac teoretyczna, przyblizong metode badania nieliniowych uktadéw
drgajacych oraz odpowiednig technike numeryczng,

— przez zamodelowanie $cistych réwnan ruchu na maszynie analogowe;.

¢ Wyniki przedstawione na rys. 4 i 7 pozwalaja stwierdzié, ze wystepuja obszary przy-
ciggania pobocznego rezonansu prawie-periodycznego 2, +d,, przy zalozeniu zerowych.
przemieszczen i przy danych odpowiednich predkosciach poczatkowych. Wynika z tego Ze
tego typu rezonans moZe by¢ generowany przez impulsy sit.

Wykorzystana przyblizona toeretyczna metoda Ritza — uéredniania nadaje si¢ do
efektywnego wyznaczania obszaréw przyciagania i daje wyniki bliskie analogowym.
Jednak wyznaczone w ten sposSb obszary przyciagania sa tylko czgScig obszaru wyznaczo-
nego doéwiadczalnie. Précz tego wymaga ona pracochtonnych obliczen i stosowania spec-
jalnych technik numerycznych. :
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Zastosowanie maszyn analz)gowych do rozwigzania postawionego zadania okazato
si¢ bardzo efektywne, glownie ze wzglgdu na opracowanie specjalnego ukfadu pomiago-
wo-rejestrujacego, ktory automatycznie wyznacza obszary przyciggania na plaszczyznie
predko$ci poczatkowych. Pozwolito to na wielokrotne zmniejszenie czasochlonnoéci
w stosunku do analogicznych obliczen numerycznych.

Literatura cytowana w tekscie

1. J. Baskowskl, Obszary przyciqgania rezonanséw pobocznych w nieliniowych ukladach drgajacych, Prace
IPPT PAN 6 (1977).
2. J. BAxowskl, W. SZEMPLINSKA-STUPNICKA, Domains of attraction of the secondary periodic and combi-
nation resonances in nonlinear two-degree-of-freedom system, Int. Conf. on Nonlinear Oscill., Berlin 1975.
. C. Havasgl, Nonlinear oscillations in physical systems, McGraw-Hill., New York 1964.
. W.S. Loup, P. R. SETHNA, Some explicit estimates for domains of attraction, J. of Diff. Bquat., 2,2
(1966), 158—172.
. J. MeprzYCKI, Technika analogowa i hybrydowa, WNT, Warszawa 1974,
. 'W. SZEMPLINSKA-STUPNICKA, On the phenomenon of the combination resonance in nonlinear two-degree-
of-freedom systems, Int. J. Nonlinear Mech., 4,2 (1969), 335—359.
7. W. SZEMPLINSKA-STUPNICKA, An approximate method of treating transients in nonlinear, multi-degree-
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TEHEPHMPOBAHME CHWJIOBHIMH MMIIYIBCAMU ITOBOYHBIX PE3SOHAHCOB
B HEJIMHEMHLIX KOJIEBATEJILHLIX CUCTEMAX

B paGote paccmoTpeHo renepupoaaade NTEPHOAUYECKHX ¥ ITOYTH-TIEPHOAMIECKHAX PE30HAHCOB B He-
JIMHENHBIX [HUCCHITATHBHBLIX KoyebaTebHLIX CHCTeMax, BO30Y)KJaeMbIX TapMOHMUECKMMH cunamu. Mc-
CIIeQyeTCA BOIPOC — MOTYT JI CHJIOBBIE WMITYJIbChI, TIPHIIOMKEHHbIE K TAaKOH CHCTEMe, IPHBECTH K H3-
MEHEHMIO TapMOHMUYECKOr0 KOJIE0aHMsI C MajIof aMILUTUTYOON B OJMH U3 MODOYHBIX PE30HAHCOB CO 3Ha-
YyTeNBHOM aMIuTyqoit KosreGaruil. IlpemuonaraeTcs, urto B pe3ynbTaTe CHIOBOTO MMIYJBCA BOHUKAKOT
HAUAJIBHBIE CKOPOCTH IIPM HYJEBBIX HAYANHHBIX NEPEMELUEHWSIX cucTeMbl. IIpencraBneHHas 3ajada
TECHO CBA3aHa C BOIPOCOM Of onpejesicHuu 0BJACTH TPHIATHBAHUA IOGOYHBIX pesonancos. [llarorcs '
JUIs PellleHusi: a) HCIONB3YS TeOpeTMUeCKHl NPHOIDKEeHHLIH MEeTox ycpemHemma Pmrua, 6) mocpen-
CTBOM MOQENMPOBAHHA TOUHBIX YDAaBHEHUH NBMXKEHUS HA HAIOTOROH BHIYMUCIUTENLHOH MALUMHE M pas-
PaboTKU CHELAaNbHON H3MEpHUTENbHO-PErNCTPUPYIOUIeH CHCTEMBI, KOTOPaA aBTOMATHUECKH OIpeaeIaer
o@mcm NPUTATHBAHUA Ha IUIOCKOCTH HAYaJLHBIX CKOPOCTEH.

Summary

SECONDARY RESONANCES GENERATION BY FORCE IMPULSES IN NONLINEAR
VIBRATING SYSTEMS i

There are examined periodic and almost-periodic secondary resonances generations in nonlinear dis-
sipative vibrating systems excited by harmonic forces. It was tested if force impulses applied to the system
can cause alteration from small amplitude response to respouse.éorresponding with one of secondary re-
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sonances at significant vibration amplitude. It was assumed that irfitial velocities are resulting from the
force impulses, the initial displacements of the system taken equal to zero. The problem was strongly co-
nnected with the problem of determining the domains of attraction and was solved by two methods: a) ac-
cording to original, approximate Ritz-averaging method, b) by modelling the original equation of motion
on analog computer and preparing measure-recording system, which automatically determines domains
of attraction in the initial velocities plane.

ZAKEAD UKEADOW MECHANICZNYCH IPPT PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 23 lutego 1978 r.
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KONFERENCJA NAUKOWA

«MODELOWANIE GORNICZYCH MASZYN WYCIAGOWYCH»

W dniach 9 - 10 grudnia 1977 r. odbyla si¢ w sali dydaktycznej Osrodka Postgpu Technicznego w Ka~
towicach Konferencja Naukowa pt. «Modelowanie Gérniczych Maszyn Wyciggowych» zorganizowana.
przez: Zespdt Dynamiki Maszyn Komitetu Budowy Maszyn PAN, Zarzad Gliwickiego Oddzialu Polskiego.
Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, Zespot Transportu Pionowego i Poziomego Instytutu:
Mechanizacji Gérnictwa Politechniki Slaskiej w Gliwicach.

Konferencja po$wigcona byla problematyce metod modelowania oraz wykorzystama poszczegblinych:
modeli dla opisu dynamiki urzadzenia wyciagowego w réznych stanach pracy i awarii. Zaprezentowano

réwniez wyniki eksperymentéw przeprowadzonych na modelach mechanicznych poszczegdlnych ele-
mentdw wyciagu.

Celem konferencji bylo zaprezentowanie systemowego podejécia do probleméw gorniczych urzadzef
wyciagowych oraz przedstawienie najnowszych osiagnieé w zakresie teorii maszyn wyciagowych uzyska-.
nych w kraju. Dalszym celem konferencji bylo wytyczenie, na podstawie przedtozonych materiatoéw i dys--
kusji nad nimi, gtéwnych kierunkéw badan teoretycznych, laboratoryjnych i przemyslowych gbrniczych.
urzadzen wyciagowych odpowiadajacych perspektywom rozwoju tych urzadzen do roku 1985.

Z uwagi na poruszong problematykg, konferencja spotkata si¢ z duzym zainteresowaniem. Wzigto w niej:
udzial 139 0s6b; wygloszono 26 referatéw w pigciu czesciach tematycznych, ktdrym przewodniczyli kolejno:
prof. dr hab. inz. Zygmunt KAwgecki, prof. dr hab. inz.- Tadeusz Ororski, prof. dr hab. inz. Marek Di1eT--
RICH, doc. dr hab. inz. J6zef WoIiNAROWSK] i doc. dr inz. Tadeusz Zmystowskl, W dyskusji nad referatami:
zabraly glos 54 osoby.

‘W zakoficzeniu pierwszego dnia obrad odbylo si¢ spotkanie okraglego stolu, w ktorym uczestniczyli:
jeszcze: prof. dr hab. inz. Jerzy ANTONIAK, prof, dr hab. inz. Adam Kuiich, prof. dr hab. inz. Juliusz Sta-
CHURSKI i prof. dr hab. inz. Stefan Zrempa. W Czasie spotkania wywiazala sig ozywiona dyskusja, w trakcie
ktérej wymieniono wiele cennych myéhi i uwag oraz propozycji na linii przemyst—nauka.

W drugim dniju 'konferencji uczestnicy zwiedzili nowoczesny Zaklad Maszyn Wyciagowych w ZUT
«ZGODA» w Swigtochtowicach, ktory jest-cenionym w kraju i zagranica producentem maszyn wyciago~
wych i silnikoéw okrgtowych, gdzie zapoznali sig z aktualnymt problemami sfery konstruowania i wytwa--
rzania tych maszyn. ) '

W czeéei rekreacyjnej odbyla sie ‘wycieczka do Zabytkowej Kopalni Srebra w Tarnowskich Gérach..

Materialy konferencyjne zostaly wydrukowane w dwach Zeszytach Naukowych Politechniki Slaskiej,.
Seria Gornictwo, Zeszyt 80 i 81, Gliwice 1977, i obejmuja lacznie 29 artykuldéw, przytoczonych poniZej.
w kolejnoéci alfabetycznej:

Zeszyt 80

1. J. CzAPLICKY, S. ZIEMBA, Proba zbudowania modelu systemowo ujetej problematyki naukowo-technicznef
gorniczych maszyn wyciggowych,

2. J. ANTONIAK, A. LATKA, Badania modelowe wplywu postacz konstrukcyjnej zasobnika Sklpll na cha-
rakter i natezenie wplywu masy wegla,

3. A. CarsocNoO, S. KonIeczNy, Badanie zjawiska zachowania sig lin wyréwnawczych oquglych W SZy~
bach pddczas pracy gérniczego urzqdzenia wyqugowego,
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4, W. CieéLak, Wypadkowy moment hamowania hamulca tarczowego wieloszczgkowego,
5. ). CzAJA, Okreslenie przebiegdw sil w linach nosnych i wyrdwnawczych urzqdzenia wyciqgowego w stanie
awaryjnym przy krancowym poloZeniu naczyn wydobywczych,
6. J. M. CzAPLICKI, Analiza wykorzystania czasu dyspozycyjnego w eksploatacji maszyn wyciqgowych,
7. J. M. CzArricki, Pewien model procesu eksploatacji maszyn wyciagowych,
8. M. DiertricH, W. OziMowsKl, Z. WALCZAK, O bezpieczenstwie diwign osobowego,
9. K. GIERLOTKA, Wplyw struktury i nastaw regulatora predkosci na przebiegi przejSciowe tyrystorowej
maszyny wyciqgowey,
10. W. Gorski, M. LATARNIK, Symulacyjna technika projektowania gérniczych urzqdzen wyciggowych,
11. J. HANKUS, Modele regresyjne wzdluznych odkszialcen i modulu sprezystosci lin wyciqgowych,
12. A. Jaxupowicz, J. KAPLANEK, Model przeniesienia sily przez cieglo na konstrukcje kosza skipu,
13. S. KAwULOK, Dynamika naczynia wyciggowego przejezdiajqcego wzdluz pojedynczych nieréwnosci na
prowadnikach,
14. A. XvricH, S. WoLNy, Drgania parametryczne w ukladzie naczynie wydobywcze—zbrOJeme szybowe,
Zeszyt 81
1. A. Kuich, M. Wéicik, St. BIALAS, Modelowanie mechaniczie mzqdzen wyciggowych dla analizy pro-
cesu awaryjnego hamowania,
2. J. KoszeLski, Wplyw wykladziny ciernej na obciqzenie powloki wielolinowego kola pednego,
3. Z. Liserus, K. KAvinowskl, Problemy optymalizacji momentu dynamnicznego maszyny wyciggowe]
szybu glebokiego,
4. A. MuszyNskA, B. RApziIszewskl, A. ZALESKI, Warunki réwnowagi dynamicznej hamulca ciernego
maszyny wyciggowej,
5. W. NapoLsklI, A. PIeLoRZ, Badania przemieszczen i odksztalcen w wybranych elementach maszyn
gorniczych,
6."K. OLsZEWSKA, Niezawodno$é ukladu automatycznej regulacji kopalnianej maszyny wyciqgowej w oparciu
o dane eksploatacyjne,
7. T. OroLskl, R. NIEDBAL, Niezawodno$é hamulcow szcz@kowyc/t maszyn wyciqgowych,
8. J. Rzysko, W. LiNkE, J. Ouszewskr, Kryteria doboru funkcji przyblizonych siuzacych do budowy
modelu dyskretnego drgan podluinych liny wyciggowej,
9. L. SzKLARSKI, M. ZAJAC, A. DZIADECKL, Modelowanie napedu maszyny wyciagowej z uwzglednieniem
sprezystosci liny,
10. J. WoIinarOWwsKI, Zastosowanie grafow [ liczb strukturalnych w badaniu drgait gorniczyc/t maszyn
wyciggowych,
11, J. Woinarowskl, J. KArRe, Wplyw zmiany momentu odkretnego na wlasno.éct reologiczne lin wyciq-
gowych,
12, J. WOINAROWSKI, A, MEDER, O numerycznym modelowaniu drgani wielolinowych gérniczych ukladéw
wyciqgowych,
13. J. Wornarowskl, J. SWIDER, Wyznaczanie funkcji podatnosci dynnmxcznej gorniczej maszyny wyciq-
gowej metodq grafow,
14, J. WoinarowsKl, D. TeISZERSKA; Modelowanie wielolinowych ukladdw wyciggowych,
15,

T. ZmMvsLowskl, Problemowe ujecie sprzeiefi ciernych 1 hamowania wyclggéw.

Jerzy Antoniak (Gliwice)
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O ARTYKULE STEFANA PIECHNIKA PT. , KINEMATYCZNA ROWNOWAZNOSC UKLADOW
SIT, MECH. TEORET. I STOS., 1978, R. 16, NR 1 S. 71-79,

ZBIGNIEW KACZKOWSKI (WARSZAWA)

Na temat wymienionej wyzej pracy S. Piechnika mialem okazj¢ wypowiedzie¢ sie w po-
ufnej opinil przekazanej Redakcji MTiS w maju ubieglego roku. Poniewaz jednak zastrze-
Zenia moje nie zostaly wzigte pod uwage ani przez Autora, ani przez Redakcje, przeto —
uwazajac je za istotne —uzpalem za konieczne przedstawienie swoich racji szerokiemu
kregowi Czytelnikéw czasopisma.

Podstawowa teza Autora jest, Ze zasada de Saint Venanta bedzie mogla byé stosowana
réwniez do pretéow cienko$ciennych pod warunkiem odpowiedniego uogdlnienia pojecia
statycznej rownowaznosci uktadu sit dziatajacych w przekroju poprzecznym preta. W szcze~ .
golnosci, jezeli rézne rozktady naprezen normalnych oy (f = 1,2, ...) redukuja si¢ do
jednakowych sit podtuznych, jednakowych momentow zginajacych i jednakowych bimo-
mentéw, to w odlegloéci przewyZszajacej wyraZznie rozmiary przekroju powstaja prak-
tycznie jednakowe stany napigcia i odksztalcenia. Poniewaz za$ za statycznie réwnowazne
traktowano dotad te rozktady naprezen o.;, ktére spelnialy warunki:

M [[ouwda =N, [[owydd=M., [[ouzdd =0,
4 4 4
przeto dodatkowy warunek

@) - [ [ ouwad = B,
A .

wymagh uogélnienia pojecia statycznej réwnowaznosci uktadéw sit.

Z tezg ta trudno sig¢ nie zgodzié. Dopoki rozpatrywalo sie prety o przekroju zwartym,
dopéty rozkiad naprezenia o, w przekroju dostatecznie odleglym od miejsc przylozenia
napreZen zewngtrznych zalezal praktycznie od trzech wielko$ci zdefiniowanych wzorami
(1). W precie cienko$ciennym rozklad ten zalezy takze od nowej wielkosci statycznej
zdefiniowanej catka (2).

Ale nie o sprawg nogélnienia pojecia statycznej réwnowaznosci mi chodzi. Protestuje
stanowczo przeciwko wprowadzaniu do jezyka mechaniki terminu ,,kinematyczna réw-
nowaznoéé” w odniesieniu do ukladéw sil. Kinematyka jest nauka o geometrii ruchu,
wyraznie odgraniczona od statyki, zajmujacej si¢ problemami réwnowagi wielkosci sta-
tycznych. OczywiScie niemal kazde dzialanie sil na ustréj odksztalcalny powoduje zmiang
jego formy, a zatem jest przyczyna zjawisk kinematycznych. Np. sita podtuzna powoduje
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z reguly przesuniccie przekroju wzdiuz osi preta, a moment zginajacy — obrot preta prae-
kroju. Analogicznie, dzialanie bimomentu moze (ale nie musi) wywolaé¢ spaczenie prze-
kroju potaczone z jego obrotem dokota jednej z osi podtuznych preta. Nie jest to wiec
zjawisko jakosciowo rézne od poprzednich. Ponadto dodatkowy warunek (2) ma, podob-
nie jak warunki (1), czysto statyczny charakter i nie ma zadnego zwiazku ze skutkami ki-
nematycznymi, jakie bimoment wywoluje.

W pewnych przypadkach moga zreszta pojawiaé si¢ sity wewnetizne, ktérym nie to-
warzysza Zadne zjawiska kinematyczne. Np. w precie obustronnie utwierdzonym pod
wplywem réwnomiernego wzrostu temperatury powstaje sita osiowa, a pod wptywem tem-
peratury liniowo zmiennej na wysokosci przekroju — moment zginajacy. Mimo to w pre-
cie tym nie pojawiaja si¢ ani przesunigcia ani obroty przekrojéw. Podobnie, mozna sobie
wyobrazi¢ obustronnie utwierdzony pret (nickoniecznie cienkodcienny), w ktérym rozkiad
temperatury, np. wediug funkcji

® t=ayz

wywoluje powstanie bimomentu, ktéremu nie towarzyszy spaczenie przekrojéw poprze-

cznych preta. A zatem kinematyka — to jedno, a statyka — to zupelie co innego i nie

nalezy mieszaé ze soba obu tych pojeé.

Poza tym w swojej opinii sprzed roku wskazywalem na inne usterki, ktérych usuniecie
mogloby tylko ulepszy¢ pracg.” W szczegdlnosei zlekcewazono nastepujace uwagi i pro-
pozycie:

1. Krytykowalem nieporadno$¢ jezykowa sformulowania zasady de Saint Venanta:
,»w my$l ktérej, macierze naprezen, odksztalcen i przemieszezen réznié sig beda do -
wolnie malo (podkr. Z.K.), z wyjatkiem obszaru sasiadujacego z powierzchnig
obciazona, dla réznych, ale statycznie réwnowaznych obcigzen przylozonych na ma -
tej w stosunku do calej powierzchni”. Proponowalem, aby zamiast tego
oryginalnego, ale niejasnego sformulowania zacytowaé zasade de Saint Venanta
w brzmieniu podanym przez klasyka naszej wytrzymalo$ci materialéw, M. T. Hubera.
0 ilez bowiem latwiej mozna ja zrozumiel, gdy jest ona, z nalezyta dbaloScia o precyzje
sformulowan naukowych, wyrazona nienaganna polszczyzna: ,,JeZeli na pewien nie-
wielki obszar ciata sprezystego w réwnowadze dzialaja kolejno rozmaicie rozmieszczone,
ale statycznie réwnowazne, obcigzenia, to w odlegloéci od obszaru przewyzszajacej
wyraZnie jego rozmiary powstaja praktycznie jednakowe stany napigcia i odksztalce-
nia”. (M. T. Huber: ,,Stereomechanika teéchniczna” cz. I, Warszawa 1951 PZWSz,
str. 103). '

2. Proponowatem uzupehienie spisu literatury pozycja: W. Burzyaski: ,,0 niedomaga-
niach i koniecznych uzupefniéniach de Saint -Venantowskiej teorii pretéw prostych”,
Prace Wrocl. Tow. Nauk., ser. B, nr 42, 1951, Wroclaw.

3. Zwracalem uwage na niestosowno$é wymieniania tylko drugiego nazwiska przy cyto-
waniu dziela sygnowanego przez trzech autoréw: P. Jastrzgbskiego, J. Mutermilcha
i W. Orlowskiego.

Przykro mi, Ze w zwigzku z niezbyt ostatecznie waznym przyczynkiem do XIX-wiecz-
nej problematyki musiatem zajaé tyle miejsca w czasopiSmie. Obawialem si¢ jednak, Ze,
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gdyby publicznie lansowany (nie tylko zresztg na lamach ,,Mechaniki Teoretycznej i Sto-
sowanej”’), nielogiczny termin ,kinematyczna réwnowazno$é ukladéw sit” nie spotkal
sig z publicznym zdecydowanym odporem, to moglby zakorzenié¢ sie i zachwascié nasz
jezyk naukowy.

Zbigniew Kqezkowski

ODPOWIEDZ AUTORA PRACY ,,KINEMATYCZNA ROWNOWAZNOSC UKEADOW SIE«
(MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA, 1978 R. 16, NR 1, S. 71-79) NA UWAGI
. Z. KACZKOWSKIEGO ZAWARTE W JEGO ,LISCIE DO REDAKCJI«

STEFAN PrecHNIK (KRAKOW)

Wymienione przez Z. Kaczkowskiego w ,,Liscie do Redakcji” uwagi dotyczace mojej
pracy sa powtérzeniem zastrzezen, jakie zawart On w swej poufnej opinii redakcyjne;j.
Qdpowiedzi mojej na t¢ opini¢ Redakcja nie przekazala opiniodawcy zajmujac — jak sig
moge domy§le¢ — w tej sprawie wlasne stanowisko.

Z listu Z. Kaczkowskiego tatwo odczytaé, ze protest dotyczy gldwnie nazwy ,.kinema-
tyczna réwnowaznosé ... . Mozna by sig ostatecznie zgodzié na zmiang nazwy, bo ta
nie jest najwazniejsza, ale ,,List” dowodzi funkcﬁ)nowania pewnego ,,zjawiska”
dosyé powszechnego), ktéremu podlega (§wiadomie lub nie) liczna {niestety) grupa ludzi
nauczajacych mechanike. Zjawiskiem tym jest nadmierna sklonno$¢ do trwania wusta-
lonych nawykach myslowych i stereotypach. Ludzie ci nie chca (a moze nie potrafia?)
dostrzec, ze aparat formalny mechaniki nie jest statycznym, niezmiennym zbio-
rem poj¢é, termindw i regul, ale Ze stosownie do celéw i potrzeb aparat ten podlega okres-
lonym zmianom i rozszerzeniom nie naruszajgc przy tym ani zasadniczych treci,
ani tym bardziej przedmiotu badan mechaniki, jakim jest i pozostanie ruch cial material-
nych. Co wigcej, ludzie ci odzegnuja si¢ od wszelkiej formalizacji, upatrujac w niej zaciem-
nianie treéci fizycznej mechaniki, prébg zamachu na znaczenie i istot¢ inzynierskiej in-
tuicji. Zapominajg przy tym, e sami poshigujg si¢ okre$lonymi definicjami (bo bez tych
nie mozna analizowaé zadnego problemu mechaniki), a zatem stosuja elementy od-
powiedniego formalizmu. Kazdy, kto postuguje sie okrelonym systemem formalnym, wie
Jaka rolg nalezy przypisaé tre$ci definicji, a jakajej nazwie, 1 Ze ta ostatnia nawet
trafnie, estetycznie i wygodnie dobrana nie implikuje w zadnym przypadku istoty
tredci, ktdra niesie. Tak np. powszechnie stosowana w rachunku wariacyjnym i teorii pro-
cesOw optymalnych nazwa ,,réwnanie Eulera-Lagrange’a” na okreélenie warunku opty-
malnoéci mogtaby sugérowaé (gdyby si¢ podzielalo stanowisko Autora ,,Listu”), ze réw-
nanie to wyprowadzili wspomniani wyZej uczeni, podczas gdy wiadomo, ze w odniesieniu
do wigkszosci rezultatow wspdlezesnego rachunku wariacyjnego nie mogli tego uczynié,
gdyz nie mieli za swego Zycia tych mozliwoéci. (podobnie gdy rozmawiam z Iksem
o Z. Kaczkowskim, to nie od razil_ musi méj rozméwca kojarzyé nazwisko to ze znanym
specjalista mechaniki budowli). Skad zatem tak gwaltowny protest przeciwko nazwie,
ktéra sama w sobie nie jest no$nikiem informacji o pojeciu, ktére reprezentuje? W §wietle
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tych uwag (nie nowych przeciez) zdziwienie budzi¢ musi wniosek, do jakiego doszedt Au-
tor ,,Listu”. Zze nazwa ,kinematyczna réwnowazno$¢” prowadzi do pomieszania pojeé

*,kinematyka” i ,,statyka”. A przy sposobnosct — kinematyka nie jest ,,naukg o geometrii
ruchu”, jak utrzymuje Autor ,,Listu” bo ,,kinematyka” i ,,geometria ruchu” to synonimy
(nie jest wigc ,,kinematyka naukg o ... kinematyce™)!

W moim przekonaniuuwazny czytelnik znajacy definicje statycznej réwnowaznosci ukla-
dow sit napotyk'ajacc na nowa, zaproponowang w moim artykule, definicje ,,kinematycz-
nej réwnowaznodci ukiadéw sil” nie powinien mieé¢ zadnych ubocznych skojarzen i do-

" mysiow, a tylko okreSlong tre§é, jaka niesie relacja ,,kinematycznej réwnowaznosci”. Ale
skoro moja zbytnia wiara w ten brak skojarzeii zostala zachwiana, jak tego dowodzi pro-
test Autora ,,Listu”, gotéw jestem raz jeszcze wywody swe w syntetycznej formie pow-
torzyé. '

Sprobujmy zatem raz jeszcze wyjasnic cel pracy:

Niech dany bedzie zbiér £ ukladéw wektordw. WeZmy podzbidr 2% < Q taki, ze
kazde dwa elementy tego podzbioru speiniajg relacje
o Si) = 5B, Mo(4) = Mq(B)

(Suma ukiladu (A) jest réwna sumie uktadu (B) i moment uktadu (A) wzgledem punktu Q
jest réwny momentowi ukladu (B) wzglgdem tego samego punkfu). Latwo udowodnié,
s¢ jest to relacja réwnowaznos$ci (ani statycznej ani ,kinematycznej” ani
7adnej innej — po prostu relacja réwnowaznoéci rozumiana tak, jak ja si¢ rozumie w ma-
tematyce, logice i wszelkich systemach formalnych). Relacja ta nosi nazwe ,,statycznej
réwnowaznosel ukltadéw wektoréw”. Tendencyjnie napisatem ,,ukladéw wektoréw”, bo
moga byé to np. uklady wektoréw predkoéci, pedu, przyspieszen, natezenia pola elektrycz-
nego itp. Relacja (1) jest czysto formalng definicja — jej wykorzystanie 1 interpretacja
fizyczna zaleza od problemu i fizycznych okoliczno$ci zagadnienia, mimo Ze jej nazwa
mogtaby sugerowaé zastosowanie tylko do problemdw statyki. Moze ona mieé lub
nie zastosowania w mechanice w zaleZnoSci od poruszanego zagadnienia. Zostanmy jed-
nak przy uktadach wektordw sit zewnetrznych. Jakie znaczenie ma powyzsza relacja w me-
chanice nie trzeba uzasadniaé. Choé warto moze przytoczy¢ jedno. Znajac rozwigzanie
zagadnienia brzegowego mechaniki ciata stalego tzn. Ty, T, i u dla jednego repre‘:zentanta

a) b)

{statycznie)
p 7 o= /

Rys. 1

klasy réwnowaznoSci, rozwiazanie to mozna wykorzystaé — dzieki zasadzie de Saint Ve-
nanta — dla kazdego ukladu z tej klasy réwnowaznosci. Jesli przedmiotem rozwazan jest
pret, to powyiszaq zasadg mozemy zastosowaé tylko do tzw. pretdw litych. W przypadku
pretéw cienkoSciennych relacja (1) (chod nadal poprawna formalnie) nie moze by¢ przy-
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jeta. Nie jest bowiem mozliwe (z powodéw natury fizycznej), by rozwiazanie dla repre-
zentanta wyzej wymienionej klasy réwnowazno$ci bylo stuszne dla innych ukladdw tej
klasy. Dowdd tego jest natychmiastowy. Rozwazmy pret lity obcigzony ukladem sit zew-
netrznych jak na rys. la. Rozwigzanie zadania przedstawionego na rys. 1b moze byé réw-
niez wykorzystane w przypadku obcigZenia jak na rys. la (i nie tylko takiego, a dla kaz-
dego innego spefniajacego relacje statycznej réwnowaznodci). Obcigzmy teraz takim sa-
mym ukladem jak na rys. la pret cienkoscienny. Rozwigzanie dla ukiadu (b) nie moze by¢
wykorzystane dla uktadu (a) na mocy zasady de Saint Venanta. Efekty kinematyczne, jakie
wywoluja uktady (a) i (b) s3 diametralnie rézne (por. rys. 2). Nasuwa si¢ wigc naturalne

a) b) 2p

% T
P \ L
1/L [ L \ (statycznie) lj j
= |

I

/ \

Rys. 2

pytanie: czy w zbiorze ukiadow sil zewnetrznych mozna okreglié taka relacje réwnowai-
nofci, (inna niz (1)), aby np. rozwiazanie dla reprezentanta tej klasy (tzn. dla okre§lonego
uktadu sit) mozna bylo wykorzystaé dla kazdego ukiadu tej klasy, tzn. dla kazdego innego
uktadu sit spetniajacego te poszukiwana relacjg réwnowaznosci? (a tym samym unikajac
koniecznosei rozwigzywania kazdego przypadku obciazenia osobno). '

Celem pracy ,,Kinematyczna réwnowazno$c ...”” jest okreélenie wlasnie takiej
relacji réwnowazno$ci. Oczywista jest rzecza, Ze poszukiwana relacja réwnowaznoscl
okreéla¢ powinna klase ukladow dajacych ten sam efekt kinematyczny (gdyz ten jest w da-
nym przypadku istotny). Z tych wiladnie powoddw wspomniang relacj¢ zaproponowana.
w artykule nazwalem ,,kinematyczna réwnowaznoécia uktadéw sil”” oddajaca moim zda-
niem dobrze jej istote. Mozna jg réwniez nazwac ,.relacja X, albowiem nazweg stawiam na.
drugim miejscu po trefci. Moze pod wplywem ,,publicznego zdecydowanego odporu’™
(Z. Kaczkowski) przyjdzie nazwe zmieni¢, ale tylko w przypadku gdyby argumentacja
byla poprawna.

Iitak przechodzac do ,,Listu” Z. Kaczkowskiego: ;

1. Podstawowa teza pracy nie jest wo g6 lnien ie pojecia statycznej réwnowaznosci—
jak pisze Z. Kaczkowski, a wrecz przeciwnie, ze zbioru ukladow statycznie réwnowaz-
nych wybranie podzbioru ukladéw sit spehmiajacych dodatkowy warunek.

2. Praca nie dotyczy ukladow sit dzialajacych w przekroju poprzecznym preta, a dotyczy
uktadéw sit zewnetrznych przylozonych do preta (dokiadniej do odcigtej przekrojem
poprzecznym czesci preta). Nie ma sensu mowié (aczkolwiek mozna) o réwnowaznych.
ukiadach sit wewngtrznych (jedna ze wspéirzednych gestobci tych sit jest o). Réwnania
M1 (2), ktére Z. Kaczkowski wymienia w ,,Liécie” sa to réwnania wynikajace z réw-
nowaznosci ukladow sit wewnetrznych z odpowiednim ukladem sit zewngtrznych. Taka
rzeczywiscie jest ich postaé dla dowolnego ukiadu ze zbioru, w ktérym okreSlona jest
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relacia, ktére] nazwa tak bardzo nie podoba si¢ Z. Kaczkowskiemu. Rownama te sa
dopiero konsekwencja wprowadzonej relacji porzadkujacej.

3. Z. Kaczkowski pisze w ,,Lifcie”: ,,... w precie cienkosciennym uktad ten (0x — dop.
mdj) zalezy takze od nowej wielkoSci statycznej zdefiniowanej catka (2)”. W poufnej
opinii natomiast pisze: ,,Po prostu w pretach cienkosciennych pojawia sie (podkr.
moje) jeszcze jedna uogdlniona sita wewnetrzna — bimoment — zdefiniowana (tak
jak wszystkie inne) okreslong catka z napreZen o,. A Ze bimoment moze byé w rozmaity
sposob realizowany, to Autor pokazat na rysunkach”. Podobnie postepuje wielu auto-
T6W — 0 czym pisze w pracy — stwierdzajac formalnie, Ze taka a taka calke bedziemy
nazywaé bimomentem, ktéry ,,si¢ pojawia”. Na marginesie nalezy przypomnieé, ze
bimoment jest to liczba, ktdra przyporzadkowujemy biparze i bimomentu jako liczby
nie mozna w rézny sposéb realizowa¢. Jednym z celéw pracy bylo pokazanie bipary
i to zaréwno sit zewnetrznych jak i wewngtrznych. Bipara sit zewnetrznych stanowita
podstawe sformulowania relacji réwnowaznoéci, ktérej nazwa napotyka na odpdr.

4. Krytyke odnoénie ,,nieporadnosci jezykowej” w sformulowaniu zasady de Saint Ve-
nanta przyjmuje nie bez uczucia satysfakeji, ze znalaztem si¢ w dobrym towarzystwie!
(por. W. Nowacki, ,,Teoria sprezystoéci”’, PWN 1970, cz. II, rozdz. 5, § 22, s. 264).

5. Nie cytowalem w swej pracy artykutu W. Burzyfiskiego, przeto nie ma tej pozycji w spi-
sie literatury.

6. UwaZzam za-niestosowne dopisywanie nazwisk oséb do pracy, ktérej nie wykonywali.
Rozdzial o prqtach cienkoéciennych w ksiaZzce zamieszczonej w poz. 1 spisu literatury
napisat tylko J. Mutermilch (por. odpowiednia uwage w ksiazce). W bibliografii wy-
mieniono natomiast wszystkich autoréw. ,

7. Nie bardzo rozumiem zdania ,,0 XIX — wiecznej problematyce”. CzyzbySmy znali
rozwiazania wszystkich zagadnien postawionych w poprzednich wiekach? Jezeli jednak
uwaga Autora ,,Listu” znaczyé miala przestarzato§¢ i oczywisto$¢ poruszonej proble-
matyki, to sam fakt tak zaangazowanej Jego odpowiedzi polemicznej dowodzi, Ze
i w XIX-wiecznej problematyce wciaZ jeszcze znalezé mozna temat do wealé nie ba-
nalnej (jak tego dowodzi tre§¢ ,,Listu’”) polemiki.

W zakonczeniu nalezy dodaé, ze publikowana praca ,,Kinematyczna réwnowazno$é
ukladéw sil” nie nosi znamion odkrycia naukowego, ma za zadanie jedynie spelni¢ roleg
porzadkujaca w zakresie zastosowan i interpretacji pewnych wielkosci statycznych.

Stefan Piechnik
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