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WPŁYW PRZECIĄŻEŃ NA WZROST SZCZELIN ZMĘCZENIOWYCH*'

RALPH I. S T E P H E N S (IOWA CITY)

Spis oznaczeń
a długość szczeliny — [mm],

ai początkowa długość szczsliny w momencie pierwszego przeciążenia — [mm],
a* zakres występowania opóźniania się szczeliny — [mm],
A współczynnik prędkości wzrostu szczsliny — [mm/cykl],
B grubość próbki — [mm],

CT zwarta próbka rozciągana (compact tension),
dalcIN prędkość wzrostu szczsliny — [mm/cykl],

H połowa wysokości próbki — [mm],
K współczynnik intensywności naprężeń — [MPa ]/m],

Kc odporność na pękanie — [MPa |/m],
Kmat maksymalny współczynnik intensywności naprężeń dla obciążenia o stałej amplitudzie — [MPa j/m],
r̂aaxi początkowy maksymalny współczynnik intensywności naprężeń dla pierwszego cyklu obciążenia,

o stałej amplitudzie, występującego po przeciążeniu — [MPa |/m ],
jK în minimalny współczynnik intensywności naprężeń dla obciążenia o stałej amplitudzie — [MPa j/m],

+AK dodatni zakres współczynnika intensywności naprężeńdla obciążenia o stałej amplitudzie—[MPaj/m],
Ko współczynnik intensywności naprężeń odpowiadający przeciążeniu — [MPa ]/m],
Kop współczynnik intensywności naprężeń odpowiadający otwarciu szczeliny— [MPaj/m],
Kctt efektywny zakres wspolczymvka intensywności naprężeń = (Kmm — Ko„)— [MPa]/m],

K współczynnik prędkości wzrostu szczsliny zmęczeniowej (wykładnik eksponencjalnego wzoru na
wzrost pęknięć zmęczeniowych),

N liczba cykli obciążenia,
Nf liczba cykli do zniszczenia,
N* liczba cykli opóźnienia wzrostu szczeliny zmęczeniowej,
AN odległość pomiędzy przeciążeniami w cyklach,

ANo liczba przeciążeń w bloku,
OLR współczynnik przeciążenia = Po/Pmm — K0/KmX,
Pmax maksymalna siła dla obciążenia o stałej amplitudzie — kN,

Po siła odpowiadająca przeciążeniu — [kN],
R współczynnik asymetrii cyklu obciążenia = Pm\a/Pmax,

2/-J, promień (wymiar) strefy uplastycznionej —• [mm],
r* promień (wymiar) cyklicznej strefy uplastycznionej — [mm],

JRF współczynnik opóźnienia lub trwałość unormowana przy przeciążeniu = trwałość przy przecią-
żeniu/trwałość porównawcza,

SEN próbka z pojedynczym karbem krawędziowym,
Sy umowna granica plastyczności ROz — [MPa],
Su granica wytrzymałości na rozciąganie — [MPa],
W szerokość próbki — [mm].

Uwaga: 1 MPa (megapaskal) równa się 1 MN/m2 (meganiuton na metr kw.). Jednostką współczynnika
intensywności naprężenia (MPa|/m) może być również MNm~3/2.

*' Tłumaczył dr inż. Grzegorz Glinka, Politechnika Warszawska
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1. Wstęp

W 1960 roku SCHIJVE [1] wykazał, że pojedyncze rozciągające przeciążenia cienkich
blach aluminiowych ze szczelinami mogą powodować znaczne zmniejszenie i opóźnienie
dalszego zmęczeniowego wzrostu tych szczelin. W 1961 roku HUDSON i HARDRATH [2]
przeprowadzili bardziej obszerne badania, które także wykazały, że w przypadku cienkich
blach aluminiowych wysokie przeciążenia rozciągające wyraźnie opóźniają wzrost szcze-
lin zmęczeniowych. Jednak w ciągu następnych lat stosunkowo niewiele prac poświęcono
temu zjawisku. Nie było ono dostatecznie dokładnie badane ani też opisywane aż do roku
1970.

W 1975 roku odbyło się w Montrealu, w Kanadzie, sympozjum na temat: «Wzrost
szczelin zmęczeniowych pod widmem obciążeń» [3], które było finansowane przez Komi-
tety E-9 i E-24 American Society for Testing and Materials, zajmujące się problematyką
zmęczenia i badań na pękanie. Sympozjum to jest przykładem największego skoncentro-
wanego wysiłku poświęconego oddziaływaniu prostych i złożonych widm obciążeń o zmien-
nych amplitudach na wzrost szczelin zmęczeniowych. Sympozjum wykazało także złożo-
ność zagadnienia, jakim jest przewidywanie trwałości na etapie wzrostu szczelin zmęcze-
niowych, zarówno przy prostych, jak i złożonych widmach obciążeń o zmiennych ampli-
tudach.

W roku 1971 w University of Iowa rozpoczęto badania dotyczące zarówno strony
poznawczej, jak i przewidywania charakteru wzrostu szczelin zmęczeniowych w metalach
przy różnych prostych widmach obciążeń. Niniejszy artykuł stanowi przegląd sześcio-
letnich badań wykonanych na tym uniwersytecie pod kierownictwem autora. Całość składa
się z trzynastu różnych prac badawczych, których wyniki opublikowano w jedenastu arty-
kułach, podanych chronologicznie w literaturze [4-f-14]. Badania dotyczą dziewięciu
różnych materiałów, wśród których znajdowały się stopy aluminium, stale i żeliwo sfero-
idealne. Własności mechaniczne oraz składy chemiczne tych materiałów podano w tabl.
1 i 2. Były to materiały w stanie surowym, walcowane na zimno, walcowane na gorąco
oraz w stanie lanym. Granice plastyczności tych materiałów zawarte były w granicach
358-4-1412 MPa i znajdowały się wśród nich zarówno materiały cyklicznie umacniające
się, jak i osłabiające. Stosowano głównie próbki rozciągane zwarte (CT), rys. la, lecz dla
zweryfikowania wyników otrzymanych z próbek CT i pomiaru obciążeń, przy których
następowało zamykanie się szczeliny, wykorzystywano także próbki z pojedynczym kar-
bem krawędziowym (SEN), rys. lb. Na końcach próbek wywiercono po trzy otwory w ce-
lu zamocowania kulkowych uchwytów umożliwiających zarówno ściskanie, jak i roz-
ciąganie bez wprowadzenia dodatkowych momentów zginających. Szerokość próbek
rozciąganych zwartych zmieniano w granicach W = 80 4-90 mm przy stosunku wymiarów
H/W = 0,484-0,60. Natomiast szerokość wszystkich próbek z pojedynczym karbem
krawędziowym była jednakowa i wynosiła W = 25,4 mm. Grubości próbek rozciąganych
zwartych zmieniały się w zakresie B = 5,74-10,1 mm natomiast próbek z pojedynczym
karbem krawędziowym w przedziale B = 3,24-6,3 mm.

Przebiegi obciążeń realizowane w czasie prób przedstawiono na rys. Ic4-lj. Wyniki
prób pod obciążeniami o zmiennych amplitudach porównywano z tzw. wynikami porów-
nawczymi, otrzymanymi z próby z obciążeniem o stałej amplitudzie, pokazanym na rys. lc.
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Tablica 1. Monotoniczne własności mechaniczne materiałów oraz kształt próbek zmęczeniowych

Materiał

Stop aluminium
2024-T3

Stop aluminium
7075-T6

Stal ASTM A440

Stal AISI walcowana
na zimno

Stal Hadfielda

Stal AISI 4140

Żeliwo sferoidealne

Granica
plastyczności

[MPa]

358

503

372

636

426

757
1136
1412

410

Granica
wytrzymałości
na rozciąganie

[MPa]

475

572

524

681

1062

799
1184
1502

677

Kształt
próbki

CT, SEN

CT, SEN

CT

CT

CT

CT
CT
CT

CT

Grubość

[mm]

3,2—9,1

3,2—9,1

5,7

6,3

6,3

8,3
8,3
8,3

10,1

Stan
materiału

w stanie
surowym

w stanie
surowym

walcowana
na gorąco

walcowana
na zimno

walcowana
na gorąco

ulepszana
cieplnie

w stanie lanym

Materiał

Stop alumi-
nium 2024-T3

Stop alumi-
nium 7075-T6

Stal ASTM
A440

Stal AISI
1020 walco-
wana na
zimno

Stal Hadfielda

Stal AISI
4140

Żeliwo sfero-
idealne

C

0,16

0,20

1,1

0,39

3,7

Tablica

Mn

0,6

0,3

0,96

0,45

12,5.

0,76

0,48

2. Wagowy skład <

P

0,04

' 0,028

0,002

0,02

S

0,05

0,0009

0,015

0,01

;hemiczny

Si

0,5

0,5

0,07

0,24

0,082

2,6

materiałów [%]

Cr

0,1

0,3

0,08

0,86

0,06

Mo

0,05

0,14

0,001

Cu

4,3

1,6

0,12

0,07

Mg

1,5

2,5

Zn

0,25

5,6
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Na rys. Id-rig pokazano przebiegi obciążeń (widma) z przeciążeniami pojedynczymi.
Wartość przeciążenia oznaczono symbolem Po, natomiast maksymalną i minimalną
wartość realizowanego po nim obciążenia o stałej amplitudzie oznaczono odpowiednio
przez Pma* i Pmln. Próby prowadzono przy stałych wyspółczynnikach asymetrii cyklu
ft =» PmiJPm*x o wartościach z przedziału +0,5 H- —2. Cykle przeciążeniowe, jak i na-
stępujące po nich cykle obciążenia o stałej amplitudzie mogły więc zawierać zarówno
obciążenia ściskające, jak i rozciągające. Współczynnik przeciążenia (OLR) zdefiniowano
jako stosunek PolPmaM którego wartość zmieniano w granicach 1,25 — 3,0. Obciążenie
z pojedynczymi periodycznymi przeciążeniami rozciągającymi pokazano na rys. lh, na-

Czas Czas Czas

Rys. 1. Próbki zmęczeniowe i widma obciążeń

tomiast obciążenie z pojedynczymi przeciążeniami rozciągającymi występującymi niere-
gularnie widoczne jest na rys. li. Liczbę cykli obciążeń realizowaną pomiędzy kolej-
nymi przeciążeniami, zwaną dalej odstępem, oznaczono symbolem AN. Zmieniała się
ona w przedziale 103-f-4- 103 cykli. Obciążenie z periodycznymi przeciążeniami wielo-
krotnymi przedstawia rys. lj, gdzie AN0 oznacza liczbę przeciążeń przyłożoną jedno-
razowo, zmieniającą się w zakresie 1-^200 cykli. Wszystkie przeciążenia przedstawione
na rys. lh-r-lj miały współczynnik asymetrii cyklu R = 0.

Wszystkie badania wykonano na elektrohydraulicznej maszynie zmęczeniowej z auto-
matycznym układem sterującym. Przeciążenia realizowano z częstotliwością 0,01 -^0,5 Hz,
natomiast obciążenie o stałej amplitudzie — z częstotliwością 5H-25 HZ, zależnie od współ-
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czynnika asymetrii cyklu R. Przed przyłożeniem przeciążenia we wszystkich próbkach
inicjowano najpierw szczelinę zmęczeniową. Obciążenie, przy którym inicjowano wstępną
szczelinę zmęczeniową charakteryzowało się współczynnikiem asymetrii cyklu R = 0,
a jego wartość maksymalna P m a x była zawsze równa wartości maksymalnej obciążenia
o stałej amplitudzie realizowanego po przyłożeniu przeciążenia. Długość szczeliny mie-
rzono za pomocą stroboskopu i podziałki o dokładności 0,25 mm.

2. Pojedyncze przeciążenia rozciągające i ściskające, R — 0

Typowy przykład wzrostu szczeliny zmęczeniowej po przyłożeniu pojedynczego prze-
ciążenia rozciągającego przedstawiono na rys. 2. Dla porównania pokazano także wzrost
szczeliny zmęczeniowej pod obciążeniem o stałej amplitudzie. Nie zaczernione kółka
oznaczają punkt przyłożenia przeciążenia. Rys. 2a przedstawia typowy przykład wzrostu

Liczba cykli, N

a) Stalą amplituda obciążenia

Krzywa porównawcza

"-Punkt przyłożenia przeciążenia

Liczba cykli, N

b) Stalą amplituda intensywności naprężeń

Rys. 2. Schematyczny obraz opóźnienia wzrostu szczeliny zmęczeniowej

szczeliny zmęczeniowej przy stałej amplitudzie obciążenia, natomiast rys. 2b wzrost szcze-
liny zmęczeniowej przy stałej amplitudzie współczynnika intensywności naprężeń. Jedyną
różnicą w obydwóch przykładach jest stała prędkość wzrostu szczeliny rosnącej przy
stałej amplitudzie intensywności naprężeń. W obydwóch przypadkach zdefiniowano
także to, co się rozumie przez termin — opóźnienie wzrostu szczeliny zmęczeniowej N*.
Zgodnie z rys. 2a przyjęto także, że opóźnienie wzrostu szczeliny zmęczeniowej po przy-
łożeniu przeciążenia jest zakończone, gdy zależność a-N przestaje być prostoliniowa.
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Innym wskaźnikiem opóźnienia jest także stosunek trwałości do zniszczenia, mierzonej
od momentu przyłożenia przeciążenia do trwałości porównawczej uzyskanej przy stałej
amplitudzie obciążenia. Stosunek ten nazywany jest trwałością unormowaną lub współ-
czynnikiem opóźnienia R. F. Autor stosował obydwie definicje.

Pęknięcia zmęczeniowe zaraz po przyłożeniu przeciążenia rozciągającego często cha-
rakteryzują się stosunkowo wysoką prędkością przejściową — rys. 2a i 2b. Ten przejś-
ciowy okres wzrostu nazywany jest często «spóźnionym występowaniem opóźnionego
wzrostu szczeliny zmęczeniowcj» {delayed retardation of fatigue crack growth) i zależy
od rodzaju materiału, współczynnika przeciążenia, wielkości strefy uplastycznionej przed
wierzchołkiem szczeliny spowodowanej przeciążeniem oraz grubości materiału. ELBER
tłumaczy to zjawisko w oparciu o tzw. model zamykania się szczeliny. Przyrost długości
szczeliny odpowiadający wspomnianemu okresowi, obserwowany w dziewięciu różnych
materiałach, wahał się w granicach O-ł-5 mm.

2.1. Przeciążenia rozciągające, R = 0. Typowe krzywe wzrostu szczeliny zmęczeniowej po
przyłożeniu pojedynczego przeciążenia rozciągającego otrzymane przy R = 0, z badania
stali A440 [9] przedstawiono na rys. 3. Każda krzywa reprezentuje inną próbkę badaną
przy innym współczynniku przeciążenia (OLR), który zmieniano w granicach l,6-r2,2.

50-

OLR - 2.2

20 30 40 50
Liczba cykli, N [* 103]

60 70

Rys. 3. Wzrost sz:zjliny zm?cZ3niow;j po przyłożeniu pojadynczsgo przeciążenia rozciągającego, stal
A440, R = 0 [9]

Przeciążenia przykładano dopiero wtedy, gdy szczelina osiągnęła długość początkową
równą 25,4 mm. Widać wyraźnie, że przy określonej wartości maksymalnej P m a x obciążenia
o stałej amplitudzie, najdłuższa trwałość i największe opóźnienia występowały przy naj-
większych przeciążeniach. Symbol Kmau oznacza wartość współczynnika intensywności
naprężeń zaraz po przyłożeniu przeciążenia przyjmując, że nie nastąpił w tym czasie
przyrost długości szczeliny. Natomiast symbole a* i r* zaznaczone na krzywej otrzymanej
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przy OLR = 2,2 oznaczają odpowiednio przyrost długości w okresie opóźnionego wzro-
stu szczeliny i wymiar cyklicznej strefy uplastycznionej w płaskim stanie naprężenia,
obliczany według RICE'A [16]

0) r* =

W przypadku stopów aluminium i stali wartość a* zmieniała się znacząco w przedziale
0-ł-ll mm, a wartość r * — w granicach 1-4-15 mm, natomiast wartości stosunku a*jr* leżały
w przedziale 0^-1. We wszystkich przypadkach opóźnienie wzrostu szczelin zmęczenio-
wych miało miejsce na odcinku odpowiadającym wymiarowi cyklicznej strefy uplastycz-
nionej w płaskim stanie naprężenia, wywołanej przeciążeniem. Długość okresu wzrostu
szczeliny zmęczeniowej na odcinku od a* do r* jest stosunkowo mała i dlatego przy opra-
cowywaniu modeli dla określenia trwałości na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych
założenie, że a* z T* jest uzasadnionym przybliżeniem inżynierskim.
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Rys. 4. Wpływ współczynnika przeciążenia (OLR) na opóźnienie wzrostu szczeliny zmęczeniowej [4, 5,
7, 9, 10]
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Na rys. 4 przedstawiono ostateczne wyniki dotyczące trwałości przy opóźnionym
wzroście szczelin zmęczeniowych w funkcji współczynnika przeciążenia [4, 5, 7, 9, 10],
uzyskane z badań pięciu różnych materiałów. Widoczne jest, że trwałość nie ulega istot-
nemu wydłużeniu wskutek przyłożenia przeciążenia, jeśli OLR < 1,4. Przy większych
przeciążeniach uzyskano natomiast nawet 68-krotne wydłużenie trwałości. W stopach alu-
minium przy OLR > 2,5 i R = 0 występowało nawet całkowite zatrzymanie szczelin
zmęczeniowych. Zgodnie z wynikami przedstawionymi na rys. 4 oczywiste jest także,
że opóźnienie przy określonym współczynniku przeciążenia silnie zależy od rodzaju ma-
teriału. W przypadku stali 1020 walcowanej na zimno przyrost trwałości przy współczyn-
niku przeciążenia OLR = 2,0 był na przykład 1,5-krotny, natomiast dla stali Hadfielda
około 11-krotny. Wymiar cyklicznej strefy uplastycznionej r* był przy tym w przy-
padku stali 1020 bardzo mały, natomiast duży dla stali A440 i stali Hadfielda. Większym
opóźnieniem przy R ^ 0 charakteryzowały się materiały o niższej granicy plastyczności
i wysokiej odporności na pękanie. Podobną tendencję wykazywały także, posiadające
różne granice plastyczności, trzy odmiany stali 4140 [13], podczas gdy opóźnienie w żeli-
wie sferoidalnym było podobne jak w stali walcowanej na zimno.

60 80
Liczba cykli, N(«103)

120 140

Rys. 5. Wzrost szczsliny zmęczeniowej po przyłożeniu pojedynczego przeciążenia ściskającego, stop alu-
minium 2024-T3, R = 0 [11]

Stwierdzono, że opóźnienie przy danym obciążeniu i materiale zależy od jego gru-
bości B [12]. Zwiększenie grubości próbek ze stopu aluminium 7075-T6 z 3,2 mm do 6,3 mm
spowodowało na przykład około 2,5-krotne zmniejszenie opóźnienia, natomiast w przy-
padku stopu aluminium 2024-T3 taka sama zmiana grubości spowodowała większe ani-
żeli 3-krotne zmniejszenie opóźnienia. W obydwóch przytoczonych przykładach badania
prowadzono na próbkach z pojedynczym karbem krawędziowym przy współczynniku
przeciążenia OLR = 2,25.

2.2. Przeciążenia ściskające, R = 0. Typowe krzywe wzrostu szczeliny zmęczeniowej w funk-
cji liczby cykli obciążenia po przyłożeniu pojedynczego przeciążenia ściskającego [11]
przedstawiono na rys. 5. Każda krzywa reprezentuje jedną próbkę, przy czym pokazano
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także krzywą porównawczą otrzymaną z próby bez przeciążeń. Uogólniając można
stwierdzić, że przeciążenia ściskające zmniejszają lub nie wpływają na trwałość na etapie
wzrostu szczelin zmęczeniowych. Większy wpływ, jak pokazano na rys. 5, mają wyższe
przeciążenia ściskające. Oddziaływanie takich przeciążeń na prędkość wzrostu szczelin
zmęczeniowych badano na stopach aluminium [8, 11], stali Hadfielda [4] i walcowanej
na zimno stali 1020 [5]. Współczynnik przeciążenia zmieniano w granicach OLR =
= — 1-f—6, otrzymując skrócenie trwałości od 0-4-45%. W przypadku walcowanej
na zimno stali 1020, badanej przy współczynnikach OLR ^ — 5, w większości prób ubytek
trwałości nie przekraczał 15%. Największe skrócenie trwałości na etapie wzrostu szczelin
zmęczeniowych otrzymano w stopach aluminium. Stwierdzono jednak, że pojedyncze
przeciążenia ściskające mają na ogół mniejszy wpływ na wzrost szczelin zmęczeniowych,
aniżeli analogiczne przeciążenia rozciągające.

2.3. Kombinowane przeciążenia rozciągająco-ściskające, R = 0. Rys. 6 przedstawia całokształt
badań i wyników dotyczących wpływu pojedynczych przeciążeń, pokazanych na rys.
ld-j-lg, na wzrost szczelin zmęczeniowych. Jak widać istnieje zasadnicza różnica w efek-
tach, zależnie od tego, czy przeciążenie ściskające występuje przed czy po przeciążeniu
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Rys. 6. Wzrost pęknięć zmęczsniowych dla obciążeń z różnymi przeciążeniami pojedynczymi, stop alu-
minium 7075-T6 [8]

rozciągającym. Przyłożenie przeciążenia ściskającego zaraz po przeciążeniu rozciągają-
cym powoduje całkowite lub częściowe wyeliminowanie wpływów przeciążenia rozcią-
gającego. Natomiast przyłożenie przeciążenia ściskającego przed przeciążeniem rozcią-
gającym ma niewielki wpływ na trwałość na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych.
Z tych powodów przy przewidywaniu trwałości zmęczeniowej należy dokładnie uwzględ-
nić kolejność występowania wysokich obciążeń.
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3. Periodyczne i nieregularne pojedyncze przeciążenia rozciągające, R = 0

Do badania wpływu periodycznych i nieregularnych pojedynczych przeciążeń rozcią-
gających, pokazanych na rys. lh-f-li, użyto stali Hadfielda [4], stali 1020 walcowanej na
zimno [5] oraz stali A440 [9]. Wpływ współczynnika przeciążenia na wzrost szczelin zmę-
czeniowych w stali Hadfielda w przypadku pojedynczych przeciążeń periodycznych,
przykładanych w odstępach AN = 10 • 103 cykli, przedstawiono na rys. 7. Współczynnik
przeciążenia zmieniano w granicach 1,25 -f- 2,0. Podobnie jak w poprzednich próbach.
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Rys. 7. Wpływ współczynnika przeciążenia (OLR) w przypadku periodycznych pojedynczych przeciążeń
rozciągających, stal Hadfielda [4]

również i w tym przypadku, im wyższe było przeciążenie, tym dłuższa była trwałość na
etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych. Podobne rezultaty dla stali Hadfielda otrzymano
również w przypadku pojedynczych przeciążeń periodycznych przykładanych w odstę-
pach AN = 2 • 103, 4 • 103 i 20 • 103 cykli. Takie same rezultaty otrzymano także w przy-
padku stali 1020 walcowanej na zimno przy przeciążeniach przykładanych w odstępach
AN = 2 • 103, 5 • 103, 10 • 103 i 20 • 103 oraz współczynniku przeciążenia zmienianym
w przedziale lo43-r2,40 [5].

Wpływ liczby cykli AN pomiędzy kolejnymi przeciążeniami periodycznymi przy sta-
łym współczynniku przeciążenia P0IPmai przedstawiono na przykładzie stali Hadfielda
na rys. 8 [4]. Wszystkie krzywe otrzymano przy tym samym współczynniku przeciążenia
OLR = 1,75, podczas gdy AN zmieniano w granicach 1 • 103-~20- 103 cykli. Najdłuższe
trwałości na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych we wszystkich przypadkach otrzy-
mano dla obciążeń z pojedynczymi przeciążeniami rozciągającymi. Z powyższego wynika
więc, że wszystkie dalsze przeciążenia występujące po pierwszym przeciążeniu miały
w tym przypadku niekorzystny wpływ na trwałość. Wyjaśnieniem tego zjawiska może być
fakt, że następne przeciążenia przykładano zanim szczelina wyszła poza strefę a* lub r*
utworzoną przez pierwsze przeciążenie rozciągające, i że opóźniony wzrost szczeliny,, odpo-
wiadający każdemu przeciążeniu, pojawiał się ze znacznym spóźnieniem w stosunku do
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momentu przyłożenia tego przeciążenia. Jednak wyniki wszystkich prób z przeciążeniami
periodycznymi, pokazane na rys. 8 wykazują dłuższą trwałość na etapie wzrostu szczelin
zmęczeniowych aniżeli trwałość uzyskana w próbie bez przeciążeń. Natomiast w przypadku
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Rys. 8. Wpływ odległości pomiędzy periodycznymi pojedynczymi przeciążeniami rozciągającymi AN, stal
Hadfielda [4]

Bez przeciążeń Przeciążenie pojedyncze

OLR =1,67
Km axi-44,5MPaVrń'
o - Punkt przyłożenia pojedynczego

przeciążenia rozciągającego

15 30 45 60 75
Liczba cykli N(103)

90 105 120

Rys. 9. Wzrost szczeliny zmęczeniowej przy nieregularnych pojedynczych przeciążeniach rozciągających,
przykładanych w odstępach równych cykliczaym strefom uplastycznionym r*, stal A440 [9]
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stali 1020 walcowanej na zimno przeciążenia periodyczne przykładane w odstępach AN =
= 2- 103-r20' 103 dawały dłuższe trwałości na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych
aniżeli trwałości uzyskane w próbach z pojedynczymi przeciążeniami rozciągającymi [5].
Jest to wynikiem mniejszych stref a* i r* wywołanych przeciążeniami oraz małym spóź-
nieniem z jakim pojawiał się w tej stali, w stosunku do przyłożonego przeciążenia, opóź-
niony wzrost szczelin zmęczeniowych.

W celu oszacowania optymalnych z punktu widzenia trwałości odstępów pomiędzy
przeciążeniami rozciągającymi, wykonano badania na stali A440 z obciążeniami o różnie
rozmieszczonych rozciągających przeciążeniach nieregularnych [9]. Wyniki przedsta-
wione na rys. 9 wykazały, że najdłuższą trwałość na etapie wzrostu szczelin zmęczenio-
wych otrzymuje się dla określonego współczynnika przeciążenia wtedy, gdy pojedyncze
przeciążenia rozciągające przykładane są po osiągnięciu przez szczelinę granicy cyklicznej
strefy uplastycznionej w płaskim stanie naprężenia r*, utworzonej przez przeciążenie
poprzednie [9]. Każda krzywa widoczna na rys. 9 reprezentuje jedną próbkę. Ponieważ
wraz z długością szczeliny rósł również współczynnik intensywności naprężeń Ko, odpowia-
dającej kolejnym przeciążeniom, zwiększał się także za każdym razem wymiar strefy /•*.

a) Kmax i" 6 8 ' 7 MPa\ffiT; Bez przeciążeń
b) OLR = 1,75; Przeciążenie pojedyncze
o) OLR -1,67; dN - 40 x 103 cykli
d) OLR - 2,0; AN - 2 x 103 cykli

Rys. 10. Wpływ przeciążeń na makroskopowy obraz przełomów zmęczeniowych, stal Hadfielda [4]

Z przedstawionych na rys. 74-8 rezultatów badań wynika, że przeciążenie rozciąga,
jące występujące w widmie obciążeń może mieć wpływ korzystny, niekorzystny lub nie
oddziaływać przy danym widmie obciążeń na trwałość na etapie wzrostu szczelin zmęcze-
niowych. Przyrost długości szczeliny w okresie oddziaływania przeciążenia rozciągającego
zależy od materiału i intensywności naprężeń odpowiadającej temu przeciążeniu. Na rys. 10
przedstawiono typowe makroskopowe obrazy urzeźbienia przełomów zmęczeniowych
otrzymanych przy obciążeniach: a) bez przeciążeń, b) z przeciążeniem pojedynczym,
c) z czterema przeciążeniami periodycznymi, d) z wieloma przeciążeniami periodycznymi,
które spowodowały nawet widoczny przyrost długości szczeliny [4], Należy także zauwa-
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żyć, że przy dłuższych szczelinach występuje dostrzegalny tzw. tunelowy ich wzrost. We
wszystkich przypadkach szczeliny propagowały się według tzw. modelu rozrywania,
dając przełom o płaskiej powierzchni {flat mode) prostopadłej do powierzchni bocznych
próbki z wyraźnie makroskopowo widocznymi miejscami przyłożenia przeciążeń. Tzw.
powierzchnie ścięcia {shear lips) powstawały zwykle w obszarach końcowego, szybkiego
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Położenie prążków zmęczeniowych
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Rys. 11. Prążki zmęczeniowe przed i po przyłożeniu pojedynczego przeciążenia rozciągającego, stal Had-
fielda [4]

wzrostu szczelin. W obszarach oddziaływania przeciążeń wykryto wyraźnie widoczne
także na powierzchniach przełomów, produkty korozji ciernej w postaci tlenków żelaza
lub tlenków aluminium. Wskazuje to, że istnieje tzw. zamykanie się szczelin w obszarze
oddziaływania przeciążenia rozciągającego, którą to hipotezę postawił wcześniej ELBER [15J.

Spóźnianie się, w stosunku do momentu przyłożenia przeciążenia rozciągającego,
występowania opóźnionego wzrostu szczelin zmęczeniowych pokazano na rys. 3, 7, 8 i 9.
Nie jest ono jednak widoczne na rys. 6, gdzie przedstawiono wyniki otrzymane z badania
stopu aluminium 7076-T6. Spóźnienie to było największe w materiałach o niskich gra-
nicach plastyczności, charakteryzujących się dużymi strefami r*. Ponieważ makroskopowe
pomiary długości szczelin dokonywane były na powierzchniach próbek, powstaje pytanie,
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czy spóźnienie z jakim występuje opóźniony wzrost szczelin zmęczeniowych nie jest tylko
zjawiskiem powierzchniowym. W tym celu zbadano za pomocą mikroskopu skannin-
gowego (powiększenie x 15000) szereg przełomów w środku grubości kilku materiałów.
Tylko niewielki procent przełomów posiadał prążki zmęczeniowe. Jednak na zdjęciach
mikrofraktograficznych A, B, C i D (rys. 11) widoczne są prążki zmęczeniowe zarówno
przed, jak i po przyłożeniu przeciążenia. Położenie każdego zdjęcia na przełomie pokazano
na schemacie, leżącym w lewym górnym rogu rys. 11. Strzałki wskazują kierunek wzrostu
szczeliny zmęczeniowej. Zdjęcie A wykonano tuż przed przyłożeniem przeciążenia, nato-
miast zdjęcia B, C i D po przyłożeniu przeciążenia, w różnych rosnących w stosunku do
punktu przyłożenia tego przeciążenia odległościach. Widoczne jest, że prążki zmęcze-
niowe w chwilę przed przyłożeniein przeciążenia leżą bardzo blisko siebie, co wskazuje
na małą prędkość wzrostu szczeliny zmęczeniowej. Natomiast w chwilę po przyłożeniu
przeciążenia odległości pomiędzy prążkami widocznymi na zdjęciu B są bardzo duże,
świadcząc o dużej prędkości wzrostu szczeliny. W miarę jej wzrostu, czyli oddalania się
od punktu przyłożenia przeciążenia, odległości między prążkami zmęczeniowymi zmniej-
szają się (patrz zdjęcie C i D).
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Rys. 12. Porównanie prędkości wzrostu szczeliny zmęczeniowej określonych metodami mikro- i makro-
skopowymi przy obciążeniach z nieregularnymi pojedynczymi przeciążeniami rozciągającymi, stal Had-

fielda [4]
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Rys. 12 stanowi porównanie prędkości wzrostu szczeliny zmęczeniowej w stali Had-
fielda zmierzonej metodą makroskopową podczas badań i prędkości określonej na pod-
stawie średnich odległości pomiędzy prążkami zmęczeniowymi, zmierzonych w różnych
punktach przełomu za pomocą mikroskopu skanningowego. Pionowe linie kreskowe
widoczne na rys. 12 oznaczają punkt przyłożenia przeciążenia. Pomimo znacznego roz-
rzutu jakim charakteryzują się uzyskane rezultaty badań mikroskopowych, potwierdzają
się jednak wnioski dotyczące spóźnienia z jakim pojawia się opóźniony wzrost szczelin
zmęczeniowych, otrzymane z badań makroskopowych.

3.1. Model matematyczny. Przewidywanie wzrostu szczeliny zmęczeniowej pod widmem
obciążeń wymaga uwzględnienia wszystkich zjawisk opisanych wyżej. Najwięcej modeli
teoretycznych dotyczących tego zagadnienia zbudowano w oparciu o efekty oddziały-
wania stref uplastycznionych powstających przed wierzchołkiem szczeliny lub w oparciu
o hipotezę o zamykaniu się szczeliny [17], wprowadzając do obliczeń nowy parametr tzw.
efektywny współczynnik intensywności naprężeń [15,18]. Jednak bez względu na stosowany
model zawsze muszą być znane pewne wielkości dotyczące opóźnień, wzrostu szczelin przy
stałej amplitudzie obciążenia oraz odporność na pękanie materiału. Wykorzystując dane
dotyczące wzrostu szczelin zmęczeniowych przy obciążeniu o stałej amplitudzie bez prze-
ciążeń i z pojedynczymi przeciążeniami rozciągającymi oraz dane dotyczące granicy plasty-
czności i odporności na pękanie, przeanalizowano, za pomocą uproszczonego modelu przed-
stawionego niżej, rezultaty 26 prób z obciążeniami o nieregularnych przeciążeniach rozcią-
gających przeprowadzonych na stali A440 [9]. Różnice pomiędzy trwałościami rzeczywis-
tymi i teoretycznymi, obliczonymi na podstawie tego modelu, wahały się w granicach
57-;-112%. Średnia trwałość teoretyczna stanowiła około 77% trwałości rzeczywistej,
przy czym większość wyników leżała po tzw. bezpiecznej stronie, tzn. trwałość teoretyczna
była krótsza od rzeczywistej. Trwałości teoretyczne leżące po niebezpiecznej stronie nie
wykraczały natomiast nawet poza pasmo rozrzutu uzyskane z prób powtarzanych (du-
blowanych). •

U' podstaw wspomnianego wyżej uproszczonego modelu leżą cztery założenia [9]:
1. Opóźnienie wzrostu szczeliny zmęczeniowej w okresie jej przechodzenia przez cy-

kliczną strefę uplastycznioną r*, utworzoną przez przeciążenie, zmienia się liniowo [por.

(Di.
2. Opóźnienie w określonym środowisku jest funkcją współczynnika przeciążenia

OLR i współczynnika asymetrii cyklu R.
3. Jeśli wierzchołek szczeliny znajduje się poza strefą r*, utworzoną przez przeciążenie,

jej wzrost dobrze opisuje wzór

4. Współczynnik intensywności naprężeń odpowiadający każdemu przeciążeniu może
być parametrem charakteryzującym warunki, lecz zależnym od wielkości strefy r* po-
wstałej przy tym współczynniku.

Jeśli wierzchołek szczeliny znajduje się poza strefą /•*, trwałość można obliczać poprzez
całkowanie wzoru

(2) -~ m A{AKf, gdzie AK = ńaf(a).

2 Mech. Teoretyczna i Stosowana 2/78
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W wyniku tego całkowania otrzymuje się zależność

uw •
Wyrażenie pod całką jest zwykle bardzo złożone i wymaga stosowania maszyn mate-

matycznych. Natomiast jeśli wierzchołek szczeliny znajduje się wewnątrz strefy /•*, do obli-
czania trwałości w tym obszarze stosuje się wzór (3), którego lewa strona pomnożona jest
przez współczynnik opóźnienia RF (patrz rys. 4), a górna granica całkowania a i + 1 za-
stąpiona przez sumę at+r*. A zatem

(4) ANi m ' [f(a)f
<H

Wyrażenie (4) dotyczy ilości cykli obciążenia, jaka potrzebna jest do wydłużenia szcze-
liny o odcinek równy /•;*. Jeśli zmiana amplitudy obciążenia nastąpi przed wyjściem szcze-
liny ze strefy rf, wtedy należy użyć przybliżonego wzoru, otrzymanego z pomnożenia wy-
rażenia (4) przez iloraz Aat/rf, gdzie Aai jest przyrostem długości szczeliny, dla którego
przeprowadza się obliczenia. Wówczas

/
da

[f(a)f
Całkowite zniszczenie nastąpi wtedy, gdy Kma% lub Ko osiągnie wartość równą odpor-

ności na pękanie.
Zastosowanie przedstawionego modelu wymaga jednak dokładnego postępowania

krok po kroku za zmianami, jakie od początku do końca zachodzą w widmie obciążeń.
Może on być wykorzystywany zarówno do obliczania liczby cykli obciążenia dla danego
przyrostu długości szczeliny jak i przyrostu przy danej liczbie cykli i historii obciążenia.
Model ten najbardziej użyteczny jest wtedy, gdy skomplikowane widma obciążeń mogą
być rozłożone na szereg prostszych bloków obciążeń z przeciążeniami nieregularnymi.
Całkowita trwałość na etapie wzrostu szczeliny zmęczeniowej może więc być określona
poprzez odpowiednie wykorzystanie wzorów (3), (4) i (5). Wyboru właściwego w danej
chwili wzoru dokonuje się na podstawie porównania odpowiednich wartości r*. Największa
wartość r* jest właśnie parametrem charakterystycznym.

Największą prawdopodobnie wadą przedstawionego modelu uproszczonego jest po-
minięcie zjawiska spóźnienia z jakim występuje- opóźnienie wzrostu szczeliny zmęczenio-
wej. Przyjęto bowiem, że prędkość wzrostu szczeliny wewnątrz strefy r* zmienia się li-
niowo. Zbieżność wyników teoretycznych i eksperymentalnych jest jednak dość dobra.
Wyjątek stanowi tylko stal A440, w której opóźniony wzrost szczelin zmęczeniowych po-
jawił się z dużym spóźnieniem.

4, Periodyczne obciążenia wielokrotne, R — 0

Wpływ wielokrotnych periodycznych przeciążeń rozciągających na wzrost szczelin
zmęczeniowych badano dla stali 1020 walcowanej na zimno [6]. Badania prowadzono pod
obciążeniami przedstawionymi schematycznie na rys. Ij. Stosowano różne ilości przecią-



WPŁYW PRZECIĄŻEŃ NA WZROST SZCZELIN 139

żeń wielokrotnych AN0 = 1, 20, 30, 50, 100 i 200 cykli oraz różne odstępy pomiędzy tymi
przeciążeniami AN = 5000, 10 000 i 20 000 cykli. Przykłady wzrostu szczelin zmęczenio-
wych pod takimi obciążeniami pokazano na rys. 13, gdzie każda krzywa reprezentuje
jedną próbkę [13]. Pionowe linie punktowe odpowiadają wzrostowi szczeliny zmęczenio-

50'
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/ AN„- 50

ANo = 30

A N 0 - 1

AN "10X10 3 cykli
K ^ i • 40,3 MPaVm
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Rys. 13. Wzrost szczelin zmęczeniowych przy wielokrotnych psriodycznych przeciążeniach rozciągających,
stal 1020 walcowana na zimno [6]

wej spowodowanemu działaniem wielokrotnych przeciążeń rozciągających, natomiast
linie ciągłe reprezentują wzrost szczeliny przy obciążeniach niższych. Nie zaczernionymi
kółkami zaznaczono punkty przyłożenia przeciążeń. Dla porównania narysowano także
krzywą otrzymaną z próby bez przeciążeń i pojedynczym przeciążeniem rozciągającym.
Wyniki badań widoczne na rys. 13 otrzymano przy współczynniku przeciążenia OLR =
= Po[Pm»x = 2,4 i odstępie AN = 10 000 cykli.

Widoczne jest, że najdłuższą trwałość otrzymano w niniejszym przypadku dla AN0 =
= 10 cykli. Trwałość natomiast malała wraz ze wzrostem liczby przeciążeń AN0. Spowo-
dowane to było zwiększającym się przyrostem szczeliny na skutek przeciążeń. Pojedyncze
przeciążenie rozciągające było mniej korzystne od przeciążeń wielokrotnych przykłada-
nych w liczbie AN0 = 1 -ł- 50 cykli, natomiast bardziej korzystne w stosunku do prze-
ciążeń wielokrotnych przykładanych w liczbach AN0 — 1004-200 cykli.

W celu określenia optymalnej liczby przeciążeń [6] wielokrotnych, wyniki badań
przedstawiono w postaci wykresu «trwałość — liczba przeciążeń ANQ)> (patrz rys. 14).
Każda krzywa dotyczy innego współczynnika przeciążenia i innego odstępu pomiędzy
tymi przeciążeniami. W większości przypadków najdłuższą trwałość przy współczynnikach
przeciążenia większych od 1,7 otrzymano dla AN0 = 10 cykli. Z powyższego wynika,
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że kilka wielokrotnych przeciążeń nieregularnych może wydłużyć trwałość bardziej aniżeli
pojedyncze przeciążenia nieregularne. Dziej e się to skutkiem większej intensywności ściska-
jących naprężeń pozostających w otoczeniu wierzchołka szczeliny i większym jej zamknię-
ciem, Zmiany liczby przeciążeń AN0 nie miały natomiast większego wpływu na trwałość
przy współczynnikach przeciążenia mniejszych od 1,7.

240-
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120-

a AN = 20x103 cykli
O AN'10X10 3 cykli
A AN= 5X103 cykli

OLR=2,0

OLR-2,4

10 30 50
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Rys. 14. Wpływ odległości (dN) pomiędzy wielokrotnymi periodycznymi przeciążeniami rozciągającymi
na trwałość na etapie wzrostu szczslin zmęczeniowych, stal 1020 walcowana na zimno [6]

5. Wpływ małych przeciążeń ściskających, JR < 0

5.1. Obciążenie o stałej amplitudzie. Większość danych na temat wzrostu szczelin zmęcze-
niowych przy stałej amplitudzie obciążenia dotyczy zwykle obciążeń rozciągających tzn.
R > 0. Istnieją cztery główne przyczyny, dla których w badaniach wzrostu szczelin zmę-
czeniowych przy stałej amplitudzie obciążenia pomija się naprężenia ściskające:

1. Nieliczne dotychczasowe badania wykazały, że naprężenia ściskające mają tylko
niewielki wpływ na prędkość wzrostu szczelin zmęczeniowych. Wniosek ten wypływa
z faktu, że w czasie realizacji części dla cyklu obciążeń ściskających następuje znikomy
przyrost długości szczeliny, gdyż w tym okresie jest ona wtedy zamknięta.

2. Hipoteza o zamykaniu się szczeliny wydaje się potwierdzać wniosek o nieszkodli-
wości naprężeń ściskających.

3. Niejasna jest definicja zakresu współczynnika intensywności naprężeń AK i mini-
malnego współczynnika intensywności naprężeń Kmni w części cyklu obciążenia ściska-
jącego.

4. W badaniach z obciążeniami ściskającymi wymagane jest bardziej skomplikowane
stanowisko do zamocowywania próbek.

W celu głębszego zrozumienia wpływu naprężeń ściskających na wzrost szczelin zmę-
czeniowych przy stałej amplitudzie obciążenia przeprowadzono badania siedmiu spośród
dziewięciu materiałów opisanych w tabl. 1. Badania wykonywano na próbkach rozcią-
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ganych zwartych, przy współczynnikach asymetrii cyklu R = +0,5-^—3. Typowy przy-
kład wyników otrzymanych z badań stali A440 [9] przedstawia rys. 15. Rezultaty badań
pokazano w postaci wykresów przedstawiających prędkość wzrostu szczelin zmęczenio-
wych dajdN w funkcji dodatniej (rozciągającej) części zakresu współczynnika intensywności
naprężeń+AK. Dodatnią część zakresu współczynnika intensywności naprężeń AK zdefi-
niowano jako

f 0 dla R < 0,
+AK- Kmax-Kmin, gdzie Kmln = \

[Kmln dla R > 0.
Unika się w ten sposób niepoprawnej interpretacji ujemnej intensywności naprężeń.

Prędkości wzrostu szczelin zmęczeniowych wyznaczono za pomocą maszyny matema-
tycznej, aproksymując zależność pomiędzy długością szczeliny i liczbą cykli obciążenia
za pomocą wielomianu, wyznaczanego metodą najmniejszych kwadratów drugiego rzędu,
zalecaną przez ASTM Committee E-24 [19].
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Rys. 15. Wrrost szczelin zmęczeniowych pod obciążeniami o stałych amplitudach z ujemnymi i dodatnimi
wartościami współczynnika asymetrii cyklu R, stal A440 [9]
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Pomimo różnych współczynników asymetrii cyklu R = +1/2, O, —1/2, — 1 wyniki
badań charakteryzują się małym rozrzutem. Jest to zgodne z poprzednimi sugestiami
o nieszkodliwości naprężeń ściskających. Należy jednak zaznaczyć, że w niniejszych ba-
daniach zauważono około 25% skrócenie trwałości przy zmianie współczynnika asymetrii
cyklu od 0 do — 1. Natomiast zupełnie inny był charakter wzrostu szczeliny zmęczenio-
wej przy współczynniku R = — 2, jako ze początkowo prędkość dajdN malała, a potem
rosła.

Ten początkowy stosunkowo szybki wzrost szczeliny był prawdopodobnie przyczyną
znacznego skrócenia trwałości dając w efekcie 40-7-80% trwałości uzyskanej przy R — 0.
Mógł on być także wynikiem wcześniejszego inicjowania szczeliny przy R = 0, które
spowodowało większe jej zaostrzenie i powstanie niskich naprężeń pozostających w oto-
czeniu wierzchołka.

Wąskie pasmo rozrzutu dla podobnie przedstawionych wyników da/dN = f(+AK)
otrzymano także w przypadku obydwóch stopów aluminium. Zmniejszenie trwałości
o około 10-i-30% otrzymano tylko przy R = — !•¥ — 3. Natomiast w przypadku żeliwa
sferoidealnego różnice pomiędzy wytopami były większe od różnic wynikających ze zmiany
współczynnika asymetrii cyklu od R = 0 do R = — 1.
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Rys. 16. Wzrost szczslin zmęczeniowych pod obciążeniami o stałych amplitudach z zerowymi lub ujemnymi
współczynnikami asymetrii cyklu, Kmas = 33 MPa ]/m, Stal AISI 4140 [13]

W przypadku trzech odmian ulepszanej cieplnie stali 4140 o granicach plastyczności
757 jMPa, '1136 MPa i 1412 MPa prędkość wzrostu pęknięć zmęczeniowych badano przy
stałym zakresie intensywności naprężeń, stosując tzw. technikę stopniowego zmniejszania
obciążenia [13]. Badania wykonano na próbkach rozciąganych zwartych (CT) przy współ-
czynnikach R = 0, -1/2, - 1 i KmM = 33 MPa]/m. Krzywe wzrostu szczeliny zmęcze-
niowej w funkcji liczby cykli obciążenia przedstawiono na rys. 16. W celu większej przej-
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rzystości pokazano tylko jedną piątą wyników. Przy określonym współczynniku asymetrii
cyklu R i materiale prędkość wzrostu szczeliny zmęczeniowej była stała na całej jej dłu-
gości. Dla ułatwienia analizy porównawczej wyeliminowano z rysunku także krzywe uzy-
skane dla R = -1/2, ponieważ we wszystkich próbach leżały pomiędzy krzywymi otrzy-
manymi dla R = 0 i R = — 1.

Wartości prędkości wzrostu szczelin zmęczeniowych podano w tabl. 3. Widoczne jest,
że prędkość wzrostu szczelin da/dN w określonym materiale rośnie, jeśli współczynnik R
maleje od 0 do — 1. Największa różnica w prędkościach spowodowana zmianą R, jaką
zanotowano we wspomnianych trzech odmianach stali 4140, wynosiła 18%, a najmniejsza
2%. Największa różnica była jednakże mniejsza, aniżeli różnice jakie otrzymano przy sta-

Tablica 3. Prędkości wzrostu szczelin zmęczeniowych w stali
4140 przy stałej amplitudzie współczynnika intensywności

naprężeń ńajAN [(xnim/cykl] Kmax => 33 MPaj/nT

Sy
[MPa]

1412

1136

757

R = 0

153

122

91

R= -1/2

161

126

98

181

125

101

łym współczynniku R pomiędzy tymi odmianami. Różnice pomiędzy rezultatami otrzyma-
nymi dla stali o najwyższej i najniższej granicy plastyczności wahały się bowiem w grani-
cach 68-r-80%. Naprężenia ściskające powodują więc podwyższenie, prędkości wzrostu
szczelin zmęczeniowych w stali 4140, lecz zmiany te są mniejsze od zmian spowodowanych
np. prawie dwukrotnym podwyższeniem granicy plastyczności.

Można więc stwierdzić, że w przypadku siedmiu badanych materiałów naprężenia
ściskające powodują przy stałej amplitudzie obciążenia podwyższenie prędkości wzrostu
szczelin zmęczeniowych. Jest ono jednak stosunkowo małe i w żadnej z przeprowadzonych
prób różnice spowodowane naprężeniami ściskającymi nie były nawet 2-krotne. W przy-
padku siedmiu badanych materiałów uzasadnione wydaje się więc pomijanie naprężeń
ściskających przy określaniu trwałości na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych dla ob-
ciążeń o stałych amplitudach. Tego stwierdzenia nie można jednak rozszerzyć, co zostanie
wyjaśnione niżej, na wzrost szczelin zmęczeniowych przy obciążeniach o zmiennych ampli-
tudach.

5.2. Pojedyncze przeciążenia rozciągające. Wpływ pojedynczych przeciążeń rozciągających
na wzrost szczelin zmęczeniowych badano na próbkach rozciąganych zwartych, wykona-
nych z tych samych siedmiu materiałów opisanych wyżej. W przypadku stopów aluminium
2024-T3 i 7075-T6 dla celów porównawczych oraz pomiaru współczynnika intensywności
naprężeń przy otwieraniu i zamykaniu się szczeliny [12] użyto także próbek z pojedynczym
karbem krawędziowym [10]. Wartości współczynników asymetrii cyklu R obciążenia
realizowanego po przyłożeniu przeciążenia były R = 0, —1/2, - 1 i - 2 . Wartości współ-
czynnika przeciążenia zmieniano w granicach 1,67-^3,0. Ażeby w próbach zachowane były
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jednakowe warunki w otoczeniu wierzchołka szczeliny, wszystkie szczeliny zmęczeniowe
przed przyłożeniem przeciążenia inicjowane były pod obciążeniem o współczynniku R = 0.

Na rys. 17 pokazano krzywe wzrostu szczelin zmęczeniowych w funkcji liczby cykli
po przyłożeniu pojedynczego przeciążenia rozciągającego w stopie aluminium 7075-T6.
Badania prowadzono na próbkach rozciąganych zwartych. Widoczne jest, że przy
współczynniku R = 0 nastąpiło całkowite zatrzymanie szczeliny, natomiast dalsze zmniej-
szanie współczynnika asymetrii cyklu od R = —1/2 do R = —2 powodowało ciągłe

R - 0

Z Zatrzymanie szczeliny

170 190 210
Liczba cykli N [103]
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Rys. 17. Wzrost szczjlin zmęczeniowych po przyłożeniu pojedynczego przeciążenia rozciągającego, stop
aluminium 7075-T6 [8]
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Rys. 18. Wzcost szczelin zmęczeniowych po przyłożeniu pojedynczego przeciążenia rozciągającego, stop
aluminium 2024-T3 [10]
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zmniejszanie opóźnienia wzrostu szczelin zmęczeniowych. Podsumowanie wyników badań
stopów aluminium 2024—T3 i 7075-T6 przedstawione w postaci wykresów unormowanej
trwałości przy przeciążeniach w zależności od współczynnika asymetrii cyklu i? [8] widoczne
jest na rys. 19. Z przytoczonych rys. 17, 18 i 19 jasno wynika, że niskie naprężenia ściska-
jące występujące po pojedynczym przeciążeniu rozciągającym znacznie zmniejszają opóź-
nienie wzrostu szczelin zmęczeniowych, jakie w badanych stopach wywołuje tylko przecią-
żenie rozciągające.
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Rys. 19. Wpływ ujemnych współczynników asymetrii cyklu (R) na trwałość na etapie wzrostu szczelin
zmęczeniowych po przyłożeniu pojedynczego przeciążenia rozciągającego [8]

Podobne skrócenie unormowanej trwałości przy przeciążeniach i zmniejszanie opóź-
nienia wskutek zmniejszania współczynnika asymetrii cyklu w przedziale R = 0-r — 2 wy-
stępowało również w stali A440 [9] (patrz rys. 20.) Badania prowadzono na próbkach
rozciąganych zwartych przy współczynniku przeciążenia OLR = 1,67. Także w przypadku
żeliwa sferoidalnego dla R = — 2 trwałość w obecności przeciążeń była znacznie krótsza
aniżeli dla R = 0. Na rys. 21 przedstawiono natomiast wpływ współczynnika asymetrii
cyklu R na opóźnienie wzrostu szczelin zmęczeniowych, spowodowane pojedynczym
przeciążeniem rozciągającym o współczynniku przeciążenia OLR = 2,25. Badania pro-
wadzono przy stałym współczynniku intensywności naprężeń AK dla wszystkich trzech
odmian stali 4140. W tym przypadku również można zauważyć wyraźne zmniejszenie opóź-
nienia, od pojedynczego przeciążenia rozciągającego przez naprężenia ściskające.

Wyniki badań przedstawione na rys. 17-7-21 wskazują, że nawet w zupełnie różnych ma-
meriałach, małe naprężenia ściskające, występujące po przeciążeniu rozciągającym po-
wodują znaczne zmniejszenie opóźnienia wzrostu szczeliny zmęczeniowej, wywołanego
tym przeciążeniem. Zmniejszenie opóźnienia jest tym większe im większe są naprężenia
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ściskające. Z powyższego wynika więc, że w przypadku widm obciążeń o zmiennych ampli-
tudach, przy których należy spodziewać się opóźnień, wniosek o nieszkodliwości małych
naprężeń ściskających jest błędny.

Rezultaty badań przedstawione na rys. 21 dostarczają także ważnych informacji
z innego punktu widzenia, a mianowicie danych dla porównywania materiałów pod wzglę-
dem maksymalnej trwałości przy danym widmie obciążeń. PETRAK [20] oraz GALLAGHER
i HUGHES [21] wykazali, że największe opóźnienia przy R > 0, spowodowane pojedyn-
czymi przeciążeniami rozciągającymi, występują w stalach o niższych granicach plastycz-
ności np: stali HP-9Ni-4Co-30C lub stali 4340. Sugerowałoby to, że w przypadku obcią-
żeń o zmiennych amplitudach lepsze są stale o niższych granicach plastyczności. Autorzy
przytoczonych wyżej prac wskazują jeszcze na fakt, że otrzymane przez nich wyniki zgod-
ne są z hipotezami o zamykaniu się szczeliny zmęczeniowej. Natomiast rezultaty dla R = 0
przedstawione na rys. 21 są całkowicie niezgodne z powyższymi wywodami, chociaż należy
zaznaczyć, że różnice te są znacznie mniejsze w przypadku R = —1/2 lub R — — 1.
Bardzo małe różnice w opóźnieniach zanotowano przy R — — 1 także w przypadku wspo-
mnianych trzech odmian stali 4140. Z powyższego wynika, że małe naprężenia ściskające
powodują większe zmniejszenie opóźnień w stalach o niższych granicach plastyczności.
Może to być spowodowane zarówno cykliczną relaksacją ściskających naprężeń pozosta-
jących w otoczeniu wierzchołka szczeliny, jak i cyklicznym zmniejszaniem się zamknięcia
szczeliny. Wytłumaczenie tego jest podobne, jak przy śrutowaniu, które ma niewielki
wpływ na trwałość w przypadku stali o niskich granicach plastyczności i duży w przy-
padku stali o średnich i wysokich granicach plastyczności. Porównywanie opóźnień przy
R > 0 może więc prowadzić do zupełnie błędnych wniosków.

6. Zakończenie

Najważniejsze wnioski wypływające z przedstawionych wyżej sześcioletnich badań
nad wzrostem szczelin zmęczeniowych w dziewięciu różnych materiałach podano niżej.
Wiele z nich może mieć charakter wniosków ogólnych, jednak czytelnik musi pamiętać,
że dotyczą tylko warunków w jakich prowadzono badania i nie można ich rozszerzać np.
na środowiska korozyjne, czy też warunki, w których panuje inna temperatura.

1. Pojedyncze przeciążenia rozciągające mogą powodować znaczne opóźnienie wzrostu
szczelin zmęczeniowych lub nawet całkowite ich zatrzymanie. Opóźnienie jest tym większe,
im wyższe jest przeciążenie rozciągające. Stwierdzenie to jest prawdziwe dla przeciążeń
o współczynniku intensywności naprężeń Ko nie przekraczającym 98% odporności na
pękanie materiału. Przeciążenia o współczynnikach OLR < 1,4 powodowały bardzo małe
opóźnienia we wszystkich badanych materiałach. Wspomniane opóźnienia przypisuje się
powstawaniu ściskających naprężeń pozostających w otoczeniu wierzchołka szczeliny oraz
zamykaniu się szczeliny.

2. Przyrost długości szczeliny a* odpowiadający okresowi występowania opóźnienia
wahał się, przy R > 0 w granicach 0 -i- 11 mm, podczas gdy wymiar cyklicznej strefy
uplastycznionej r* zmieniał się w przedziale 14-15 mm. Odpowiednie stosunki a*jr* były
zawsze mniejsze od jedności. Okres występowania opóźnionego wzrostu szczeliny zmęcze-
niowej jest więc dość dobrze skorelowany z wymiarem cyklicznej strefy uplastycznionej.
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Nie jest to jednak prawdziwe przy współczynnikach asymetrii cyklu R < 0. Największe
opóźnienia przy R ^ 0 występują w materiałach o niższych granicach plastyczności.

3. Na wielu przełomach zmęczeniowych zauważono makroskopowe obszary, powstałe
po przyłożeniu przeciążenia, świadczące o spóźnieniu z jakim pojawił się opóźniony wzrost
szczeliny zmęczeniowej. Szczególnie widoczne były one przy dużych strefach uplastycz-
nionych. Przyrost długości szczeliny odpowiadający temu spóźnieniu osiągał nawet 5 mm.
Spóźnienie z jakim pojawia się opóźniony (zwolniony) wzrost szczelin zmęczeniowych
widoczny jest także na poziomie mikroskopowym. Świadczą o tym pomierzone, przy po-
mocy mikroskopu skanningowego, odległości pomiędzy prążkami zmęczeniowymi w środ-
ku grubości przełomu. Prędkości wzrostu szczelin zmęczeniowych pomierzone metodami
mikro- i makroskopowymi również zasadniczo nie różniły się.

5. Pojedyncze przeciążenia ściskające lekko skracają lub nie oddziaływują na trwałość
na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych przy stałej amplitudzie obciążenia. Większe
przeciążenia ściskające powodowały większe skrócenie trwałości. Przeciążenia ściskające
0 współczynnikach OLR = — 1 + ~ 6 powodowały skrócenie trwałości od 0 -j- 45%. Jednak
przeciążenia ściskające mają na ogół znacznie mniejszy wpływ na wzrost szczelin zmęcze-
niowych aniżeli analogiczne przeciążenia rozciągające.

6. Przeciążenia ściskające występujące tuż przed przeciążeniami rozciągającymi mają
niewielki wpływ na opóźnienie wzrostu szczelin zmęczeniowych. Natomiast przeciążenia
ściskające występujące zaraz po przyłożeniu przeciążenia rozciągającego mogą częściowo
lub całkowicie wyeliminować opóźnienie spowodowane tym przeciążeniem. Przy opraco-
wywaniu modeli dla przewidywania trwałości na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych,
bardzo ważnym jest dokładne uwzględnienie kolejności występowania obciążeń. ....;

7. Przy określonym widmie obciążeń pojedyncze przeciążenie rozciągające może więc
być korzystne, niekorzystne lub nie mieć żadnego wpływu na wzrost szczelin zmęczenio-
wych. Zależy to od jego położenia i wielkości w stosunku do innych obciążeń w widmie
oraz długości szczeliny, wymiaru strefy uplastycznionej wywołanej tym przeciążeniem
1 odporności na pękanie. Maksymalną trwałość na etapie wzrostu szczelin zmęczeniowych
uzyskano wtedy, gdy nieregularne pojedyncze przeciążenia rozciągające przykładano po
osiągnięciu przez szczelinę granicy strefy a* lub r* wywołanej przeciążeniem poprzednim.

8. Większy wpływ na wzrost szczelin zmęczeniowych mogą mieć, w porównaniu z po-
jedynczymi przeciążeniami rozciągającymi wielokrotne przeciążenia rozciągające. Jednak
przy współczynnikach przeciążenia mniejszych od 1,7 liczba przeciążeń wielokrotnych,
w przypadku stali 1020 walcowanej na zimno, nie miała większego wpływu na trwałość
całkowitą.

9. Przy stałej amplitudzie obciążenia naprężenia ściskające mają niewielki wpływ na
prędkość wzrostu szczelin zmęczeniowych. Zmiany współczynnika symetrii1 cyklu w za-
kresie R — 0~—3 powodowały, w przypadku wspomnianych wyżej siedmiu zupełnie
różnych materiałów, co najwyżej dwukrotną zmianę prędkości dajdN i trwałości całko-
witej. Z tego względu przy stałej amplitudzie obciążenia można założyć, że naprężenia
ściskające nie powodują uszkodzeń.

10. Natomiast duże i małe naprężenia ściskające mogą być bardzo niekorzystne w przy-
padku występowania opóźnień wzrostu szczelin zmęczeniowych, spowodowanych poje-
dynczymi przeciążeniami rozciągającymi. Im większe w takich przypadkach jest naprę-
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żenię ściskające, tym większe powoduje uszkodzenie. W niektórych przypadkach naprę-
żenia ściskające mogą nawet całkowicie wyeliminować wspomniane opóźnienia. Z tego
względu w przypadku widm obciążeń o zmiennych amplitudach, przy których mogą
powstawać opóźnienia wzrostu szczelin zmęczeniowych, założenie, że naprężenia ściska-
jące nie powodują uszkodzeń, może być całkowicie błędne.

11. Porównywanie materiałów pod względem opóźnień przy R ^ 0 może prowadzić
do błędnych wniosków. Zależnie bowiem od rodzaju materiału różny może być wpływ
naprężeń ściskających.
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P e 3 io M e

BJIHHHHE nEPErPY3KH HA PA3BHTHE YCTAJIOCTHLIX TPEIUHH

pe3yjiLTaTŁi OKcnepHMenTajiBHoro HCcrreflOBamra pa3BHTHH ycTanocTHMX
B fleBHTH pa3Hbix MaTepiianax npn pasHtix BHflax neperpy3KH. HccneflOBano BJIHSHIK pacrariiBaioiinix
oflHOKpaTHfcix, MHoroKpaTHBix H neperyjuipHbix a TaKMte OKHMaioiHHX neperpy3oi<. OnwTw B OCHOBHOM
npoBOflHnncb na pacrarHBaeMbix cnjioiniibix o6pa3iiax. Ilocjie neperpy30i< npHJiarajiact, Harpy3Kii
c nocTOfiHHOH aMnjiHTyflOHj npn^eM accuMiweTpHH qinuia Sujia B npeflejiax R = 0-r- (—2). fljia npoBepKH
flanHbiXj nojiyqeHHbix H3 ncnbwaHHH Ha pacTHH<eHHe cmioinHbix o6pa3i(OB H H3MepeifflH 3aKpbiBaHHH
Tpeunro, Koropwe npHMeHHUHCb fljia aHajiH3a BJIHHHHH OKHMaiomnx HanpHH<eHHH, HcnojibsoBajiHCb
o6pa3L(bi c (wiHOTHbiM Haflpe3OM. IIpeflnojKeHa ynporneHHa« MaTeMaTH^ecKan Mo^ejib pjin pacqeTa
pa3BHTH3 ycTajiocTHbix TpeiUHH npn HeperyjiHpHbix neperpy3Kax. 3 i a MOflejib 6a3HpyeTCH Ha flaHHbix
o pa3iwepax iUHKJiH êcKHX njiacripiecKHX 3on, TpeiiniHocTOHKocTH H na pa3BHTHH ycxanocTHbix Tpeunm
npn Harpy3Ke c IIOCTOHHHOH aMnjiHTyaoft.

PaSoTa HBJiHeTCH o63opoM HCcneBOBaHHH BJIHHHHH neperpy3OK Ha pa3BHTne ycrajiocTHbix Tpeman,
npoBOftHMbix B TeMemie mecTH JieT B yHHBepcHTeTe AftOBa.

S u m m a r y

THE INFLUENCE OF OVERLOADS ON FATIGUE CRACK GROWTH

Fatigue crack growth behavior was investigated in nine quite different metals under various overload
conditions. Single, multiple and intermittent tensile overloads along with single compressive overloads were
applied principally to compact tension specimens. Constant amplitude testing following overloads was
applied with stress ratios R ranging from 0 to —2. Single edge notch specimens were also tested to verify
compression influence in the compact tension specimens and to measure crack closure. A simplified model
was developed to predict fatigue crack growth under intermittent tensile overloads based upon constant
amplitude fatigue crack growth behavior, retardation, reversed plane stress plastic zone sizes and fracture
toughness. The paper is a review of six years of research at the University of Iowa concerning fatigue crack
growth interaction effects.

THE UNIVERSITY OF IOWA, USA

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 listopada 1977 r.



M E C H A N I K A
TEORETYCZNA
I STOSOWANA

2,16 (1978)

PARAMETR USZKODZENIA W KONTYNUALNEJ MECHANICE ZNISZCZENIA*'

MARCIN C H R Z A N O W S K I (KRAKÓW)

1. Wstęp

Jednym z dwu podstawowych kryteriów projektowania każdej konstrukcji inżynier-
skiej jest zapewnienie bezpiecznej jej eksploatacji. Pod tym pojęciem rozumie się zwykle
fakt, że konstrukcja nie ulegnie zniszczeniu, jeśli tylko nie zostanie osiągnięta krytyczna
wartość 2 * pewnej wielkości Q użytej jako miara okresu eksploatacji konstrukcji. Wybór
tej wielkości zależy zarówno od warunków pracy konstrukcji, jak i od własności zastoso-
wanych materiałów. W przypadku, gdy konstrukcja pracuje w zakresie umiarkowanych
temperatur, a obciążenie wzrasta monotonicznie, jako wielkość tę można przyjąć naprę-
żenie a (rozumiane na ogół jako pewna kombinacja niezmienników stanu naprężenia)
z wartością krytyczną będącą wytrzymałością doraźną 2 * = °uir- Dl a obciążeń cyklicz-
nych o stałej amplitudzie i przy umiarkowanych temperaturach miarą okresu trwania
eksploatacji może być liczba określająca ilość przyłożonych cykli n, a odpowiednią war-
tością krytyczną liczba N cykli do zniszczenia, tzn. Q* = N. Wreszcie, gdy temperatura
jest dostatecznie wysoka i do głosu dochodzą reologiczne własności materiału, miarą
okresu eksploatacji może być czas t z krytyczną wartością t# określająca czas do znisz-
czenia.

Określenie wielkości Q* dla złożonych historii obciążenia jest niemożliwe bez roz-
patrzenia procesów zachodzących w strukturze materiału. Dla materiałów, które w danych
warunkach zachowują się jak kruche, procesy te mogą być utożsamione ze zjawiskami
nukleacji, wzrostu i propagacji mikroszczelin. Wyróżnić tu należy przy tym dwa etapy.
Pierwszy z nich4 nazywany często okresem ukrytych uszkodzeń, zaczyna się we wczesnym
okresie eksploatacji i trwa do momentu, w którym staje się niestateczny. Jest to zwykle
moment, w którym mikroszczeliny zlewają się formując jedną główną szczelinę, która
zaczyna się propagować w materiale. W dalszym ciągu będziemy używali indeksu 1 dla
oznaczenia tej wartości wielkości Q, która odpowiada zakończeniu okresu ukrytego
zniszczenia. Tak więc drugi okres zniszczenia zaczyna się w «chwili» 2 i i trwa aż do
zniszczenia przy Q = Q*.

Rozróżnienie pomiędzy tymi dwoma etapami procesu zniszczenia jest ważne nie tylko
z punktu widzenia jego mechaniki, lecz także z uwagi na aspekty praktyczne. Okres (0, Qy)
jest zwykle bardzo długi w porównaniu z pozostałym okresem (QL, 2*), a ukryte efekty
kruchego zniszczenia w tym okresie nie pozwalają na ostrzeżenie o zbliżaniu się niesta-

%) Praca niniejsza wykonana została w ramach Problemu Międzyresortowego 1-23, koordynowanego
przez Instytut Podstawowych Problemów Techniki Polskiej Akademii Nauk.
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tecznego i niszczącego drugiego okresu. Co więcej, analiza konstrukcji pracującej w tym
okresie jest znacznie bardziej złożona, w związku z koniecznością rozważenia pola mikro-
szczelin, w przeciwieństwie do drugiego okresu, gdzie do czynienia mamy z jedną dominu-
jącą szczeliną. Z tych powodów w kilku dziedzinach mechaniki stosowanej rozwijane jest
w latach ostatnich kontynualne podejście do opisu ukrytego zniszczenia. Ten sposób
rtiożna za HULTEM [1] nazwać kontynualną mechaniką uszkodzeń, będącą działem kon-
tynualnej mechaniki zniszczenia, dyskutowanej obszernie przez DRUCKERA [2] i NOWOŻY-
ŁOWA [3]. Dotychczasowe prace w tym kierunku głównie dotyczą pełzania metali, lecz
ostatnio również i zmęczenia metali, a także pękania skał i materiałów skałopodobnych.

Głównym celem niniejszej pracy jest dokonanie przeglądu obecnego stanu rozwoju
tej gałęzi mechaniki zniszczenia i wskazanie kierunków dalszych badań. Kontynualną
mechanika uszkodzeń rozwijała się głównie w Europie (Anglia, Francja, Polska, Szwecja,
ZSRR), a także w Japonii i dalszy jej rozwój w innych krajach przynieść może znaczny
postęp w tej dziedzinie.

Ponieważ rozwój podejścia kontynualnego nie był związany z żadnym typowym obcią-
żeniem (statycznym, dynamicznym) ani też z określoną klasą materiałów (zarówno skały,
beton, jak i stal, miedź, stopy aluminium itp.) poniżej przyjęto sposób prezentacji odno-
szący się do poziomu, na którym ciało jest rozważane. Wychodząc z mikrostruktury, roz-
ważymy kolejno jednoosiowy i wieloosiowy stan naprężenia, kończąc przegląd na zasto-
sowaniach kontynualnej mechaniki zniszczenia do analizy konstrukcji.

2. Parametr uszkodzenia

Występowanie i rozwój porów i mikroszczelin już w bardzo wczesnych okresach eksplo-
atacji konstrukcji w podwyższonych temperaturach stało się podstawą dla KACZANOWA
do wprowadzenia parametru strukturalnego w roku 1958 [4]. Zaproponował on okreś-
lenie uszkodzenia materiału przez skalar ip nazywany ciągłością materiału. W stanie wyjś-
ciowym, gdy brak jest uszkodzeń zakłada się, że f = 1, a następnie, że ip maleje wraz
z rozwojem uszkodzeń. Dla małych wartości ip < ip0 charakter zniszczenia staje się nie-
stateczny, jednak z uwagi na krótkotrwałość tego okresu zniszczenia można przyjąć
ipo — 0 w chwili t — tę. W roku 1959 RABOTNOW [5] przedstawił podobną ideę uży-
wając oznaczenia co = 1 — y>. Ta sama wielkość, oznaczona D = a> i nazwana parametrem
uszkodzenia została użyta w pracy ODQVISTA i HULTA [6], w której poddano dyskusji
zastosowanie tego parametru przy zmiennych obciążeniach. Żadna z powyższych definicji
nie odnosiła się jednak w bezpośredni sposób do zmian strukturalnych w materiałach
polikrystalicznych.

Uszkodzenie materiału przejawiające się w tworzeniu się mikroszczelin różnego typu
było jednak stwierdzone doświadczalnie i dyskutowane jest w licznych monografiach,
jak np. GAROFALO [7] i ROZENBERGA [8] dla pełzania, czy też przez KENNEDY'EGO [9]
w przypadku pełzania i zmęczenia. Nukleacja jam już we wczesnych etapach pełzania
była obserwowana przez GREENWOODA [10], a wzrost szczelin w tych warunkach — przez
SIVERNSA i PRICE'A [11], a także przez HARRISONA [12] dla zmęczenia przy małej liczbie
cykli. Podobnie wzrost liczby pustek w metalach w procesie pełzania był studiowany
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przez BALLUFFIEGO i SEIGLE'A [13], a ocenę stopnia uszkodzenia metali na podstawie
pomiarów ich gęstości po przerywanych próbach pełzania proponowali SKELTON [14]
i SODERBERG [15]. Warte są również zwrócenia uwagi prace SIEGFRIEDA prowadzone
w tej dziedzinie od roku 1943 [16] aż po dzień dzisiejszy [17]. Przegląd prac dotyczących
powstawania i rozwoju uszkodzeń w metalach przy pełzaniu zawiera specjalna publikacja
Amerykańskiego Towarzystwa Badania Materiałów nr 391 [18]. Również i przy zmęcze-
niu było obserwowane pojawienie się mikrodefektów na wczesnych stadiach tego procesu,
a ich wykrycie zależy, zdaniem WEIBULLA [19], jedynie od dokładności użytych metod
badawczych.

Definicja parametru uszkodzenia oparta na wynikach badań metalurgicznych została
zaproponowana przez WAKULENKĘ i KACZANOWA [21]. Średnia gęstość mikroszczelin
została zdefiniowana następująco:

i:*)>(1) »y = y 2 i bi"J

gdzie V jest objętością ciała w stanie wyjściowym, bt — wektorem rozwarcia mikroszcze-
liny, n — wektorem normalnym do Am — powierzchni nieciągłości spowodowanej
jedną z m mikroszczelin. W ten sposób wprowadzono tensor, charakteryzujący uszko-
dzenie materiału w danym punkcie. Otwarta pozostaje jednak kwestia pomiaru liczby
mikroszczelin m.

Inny sposób powiązania parametru uszkodzeń ze zmianami mikrostruktury w zależ-
ności od przyłożonego naprężenia zaproponował HAYHURST [22]. Badał on próbki o prze-
kroju poprzecznym zmieniającym się liniowo wzdłuż ich osi, poddane stałemu cbciążeniu
wywołującemu w pewnym momencie zerwanie w najwęższym miejscu. Powiązanie para-
metru uszkodzenia z działającym naprężeniem, było możliwe przez porównanie ilości
mikroszczelin przypadających na jednostkę powierzchni w różnych przekrojach.

Bezpośrednie określenie parametru uszkodzenia napotyka jednak liczne trudności
i w chwili obecnej dalekie jest od zadowalającego powiązania z procesami fizycznymi za-
chodzącymi w materiale. Jest to tym bardziej zrozumiałe, jeśli pamiętać będziemy o loso-
wym rozkładzie mikrodefektów i ich skomplikowanej konfiguracji. Co więcej, wydaje się,
że określenie wielkości ciągłej jaką jest parametr uszkodzenia poprzez zjawiska fizyczne
o dyskretnym rozkładzie jest możliwe tylko przy zastosowaniu metod statystycznych.

Najprostszą propozycją tego typu było potraktowanie przez ODQVISTA i HULTA [6]
parametru uszkodzenia D dla jednoosiowego stanu naprężenia jako wartości średniej
na powierzchni przekroju poprzecznego rozciąganej pióbki

(2) D=ó±Z^L = ńL,
Ao Ao

gdzie AQ jest wielkością początkową przekroju, A,, — zniszczoną częścią przekroju,
Ar — częścią przekroju niosącą obciążenie w chwili t. Dzięki tej definicji parametr D zo-
stał sprowadzony do tej samej klasy wielkości co naprężenie i odkształcenie. Tak więc
parametr uszkodzenia może być traktowany jak nowa zmienna stanu [23].

Interpretacja parametru uszkodzenia w ujęciu probabilistycznym stanowi temat sze-
regu prac MURZEWSKIEGO [24—27]. Zaproponował on wprowadzenie dwu rodzajów

3 Mech. Teoretyczna i Stosowana 2/78
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parametrów odpowiedzialnych za uplastycznienie i dekohezję materiału odkształcanego
w zakresie sprężysto-plastycznym. Podobne podejście zastosował EIMER [28] dla opisu
uszkodzeń Teologicznych betonu, definiując naprężenie efektywne w jednoosiowym sta-
nie jako

gdzie a jest naprężeniem nominalnym, a 6 —• prawdopodobieństwem zniszczenia w danym
punkcie. Ponieważ a = P/Ao, to

P
5°* A0(l~d) -

Porównanie tego wyniku z otrzymanym na podstawie (2)

P

wskazuje na możliwość interpretacji parametru uszkodzenia jako prawdopodobieństwa,
gdyż

(4) d = D.

Ta interpretacja była podstawą dla CHRZANOWSKIEGO [29], aby powiązać parametr
uszkodzenia przy obciążeniu monotonicznie wzrastającym z probabilistyczną teorią
zniszczenia WEIBULLA [30]. Zgodnie z rozważaniami w pracy [29] parametr uszkodzenia
może być określony

D= ł-[ł-(<T/o'uIr)"") + 1 ] l i ^ + r ,

podczas gdy prawdopodobieństwo zniszczenia wg WEIBULLA wynosi

5 = l-0,5(°/o«")",

gdzie n i m0 są stałymi materiałowymi. Porównanie zmiany tych wielkości wraz ze zmianą
przykładanego naprężenia a dla różnych wartości n i m0 wskazuje, że

(5) , D ta 25.

Tak więc parametrowi uszkodzenia można przypisać interpretację probabilistyczną,
a rozkład tego prawdopodobieństwa powiązać ze zjawiskami fizycznymi prowadzącymi
do dekohezji.

Podejście stochastyczne i określenie rozkładu prawdopodobieństwa zniszczenia stanowi
istotę prac SOBOYEJO [31, 32], który wykorzystał twierdzenia energetyczne dla wyznaczenia
funkcji niezawodności przy zniszczeniu w warunkach pełzania. Funkcje te zostały ostatnio
użyte przez BOYLE'A [33] przy dyskusji różnych postaci zniszczenia i porównania z wcześ-
niejszymi propozycjami probabilistycznej interpretacji charakterystyk zniszczenia przez
BROBERGA [34].

Zupełnie różne podejście do zjawiska rozproszonego uszkodzenia oparte być może
o osiągnięcia teorii szczelin. Ten kierunek był raczej związany z badaniem zachowania
się jednej dominującej szczeliny w ciałach o różnych własnościach mechanicznych. Zja-
wiska zachodzące w pobliżu wierzchołka szczeliny, jak np. plastyczne czy lepkie płynięcie,
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stanowiły główny przedmiot zainteresowania. Takie podejście odpowiada więc drugiemu,
niestatecznemu okresowi procesu zniszczenia, który jak to powyżej wskazywano nie ma
tak istotnego znaczenia dla praktyki inżynierskiej. Krytycznej ocenie możliwości zastoso-
wania teorii szczelin do zagadnień opóźnionego zniszczenia przy zmęczeniu i pełzaniu
poświęcone są liczne prace konferencji w Filadelfii (1973) i Sheffield (1974) [35].

Znacznie bardziej obiecującym podejściem do opisu ukrytego zniszczenia jest rozwa-
żanie wielu współoddziaływujących szczelin. Podstawowe prace z tej dziedziny zebrane
są w monografii PANASIUKA [36] i rozwijane w pracach SAŁGANIKA [37], Wydaje się
jednak, że w chwili obecnej daleko jest jeszcze do praktycznego wykorzystania mechaniki
szczelin do rozwiązywania konkretnych problemów inżynierskich w sytuacjach, gdy de-
cydujący jest ukryty okres zniszczenia.

3. Uszkodzenia w jednoosiowym stanie naprężenia

Równanie opisujące kinetykę wzrostu uszkodzeń było zaproponowane po raz pierwszy
przez KACZANOWA [4] dla opisu zniszczenia przy pełzaniu. Postuluje on powiązanie pręd-
kości rozwoju uszkodzeń z efektywnym naprężeniem za pomocą związku

w dt

gdzie A i m są stałymi materiałowymi. Scałkowanie tego równania przy stałym napręże-
niu rozciągającym a0 z warunkiem początkowym y>(0) = 1 i przy przyjęciu, że zniszczenie
nastąpi dla y> = 0 prowadzi do wzoru na czas zniszczenia

(7) '* = Ąm+iJoJ'
W układzie logo-0—log^ wzór ten jest reprezentowany przez linię prostą o nachyleniu
i/m, przybliżającą dobrze dane doświadczalne dla metali (por. np. [38]). W tym samym
układzie linia prosta o nachyleniu i/n, gdzie n jest wykładnikiem potęgowym w prawie
pełzania e = Ba", odpowiada zniszczeniu ciągliwemu. Uwzględniając zmniejszenie się
przekroju poprzecznego próbki w wyniku jej wydłużenia KACZANÓW opisał także znisz-
czenie mieszane, Iepko-kruche. Dla a0 > ff0, gdzie

decydujące jest zniszczenie ciągliwe, nie związane z procesem rozwoju mikrouszkodzeń.
Tak więc równanie (8) określa górny zakres stosowalności teorii KACZANOWA.

Równanie (6) jest ważne tylko dla cr0 > 0. Dla naprężeń ściskających KACZANÓW
[39] proponuje

(9) Śl. = o dla ff0 < 0.
at

HULT [40] zaproponował nieco inny «mechanizm drzemiącego uszkodzenia)), zgodnie
z którym jest
(10) l - y = co = 0 dla or0 < 0.

Praca SWINDEMANA [41] wskazuje na fizyczną zasadność tej ostatniej koncepcji.

3*
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W tym samym okresie co i KACZANÓW analogiczną hipotezę postawił RABOTNOW [5]
proponując związek

(11) co ?-=- = A
dt " \ l - e o

gdzie /? jest stalą materiałową zależną od hipotetycznego kształtu rozwijających się mikro-
szczelin (0 < /? ^ 1/2), a w = 1-y- Dla /S = 0, co odpowiada kołowym mikroszczeli-
nom, (11) staje się identyczne z (6) i obie teorie pokrywają się.

W roku 1960 TAIRA [42] zaproponował uproszczoną wersję wcześniejszych teorii
zakładając

(12) ^ - = 0 C ( M K

gdzie ac i ac są stałymi materiałowymi.
Pewna modyfikacja równania (6) została przedstawiona przez LEMAITRE'A i CHABOCHE'A

[45] r

gdzie ^ i r są stałymi materiałowymi, a &((T) jest funkcją, która musi być określona doś-
wiadczalnie.

W oparciu o równanie (6) NAMIESTNIKÓW [44] zaproponował opis zniszczenia mie-
szanego dla pełzania nieustalonego.

Inne podejście do kinetyki uszkodzeń przedstawił LINDBORG [45], który identyfiku-
jąc prędkość narastania uszkodzeń z prędkością wzrostu mikroszczelin, określił czas do
zniszczenia jako

gdzie ńi jest prędkością propagacji szczeliny o długości równej długości krawędzi krysz-
tału, a h jest mnożnikiem wzrostu.

Bardzo ważna sugestia zawarta jest w pracy HULTA i BROBERGA [46], którzy zapro-
ponowali uzupełnienie równania (6) przez człon odpowiedzialny za uszkodzenia nieza-
leżne od czasu, podobnie jak to dla odkształceń Teologicznych zaproponował ODQVIST [47].

Koncepcję tę rozwinął CHRZANOWSKI W pracy [48] rozdzielając parametr uszkodzenia
na trzy składowe

(15) co —

podobnie jak i naprężenie

(16) a = <

gdzie indeksy s, f, c odnoszą się odpowiednio do procesów: obciążenia statycznego,
zmęczenia i pełzania. Trójkątne nawiasy w (16) użyto, aby podkreślić logiczny jedynie
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charakter sumacji. Dla każdej składowej parametru uszkodzeń prędkością ich wzrostu
rządzi oddzielne równanie

dcos

~dT ~ J

•"i

dt " c \ l - o >

gdzie A im z odpowiednimi indeksami są stałymi materiałowymi, a g (v) jest pewną funkcją
częstotliwości. Połączenie tych równań zgodnie z (15) i wprowadzenie m zamiast poszcze-
gólnych składowych <DSJ/IC pozwoliło na wyprowadzenie równania opisującego interakcję
efektów zależnych i niezależnych od czasu

dt \l—a> I dt J\l—coj v \1—co

Uproszczona wersja tego równania

da . I a \"10 da
dt " ° \ l - « / dt ' " \ l - c o

była użyta przez CHRZANOWSKIEGO [29] dla opisu interakcji pełzania i zmęczenia.
Pewną modyfikację równania (18), bardziej przydatną przy zadanych odkształceniach

cyklicznych, zaproponował BROBERG [49]

dt \ l - o > / dt\\-w,
Równanie to było szczegółowo badane w pracach BOSTRÓMA i in. [50] oraz BROBERGA
[51]-

Inną tendencją mającą na celu możliwie dokładny opis procesu zniszczenia jest sprzęg-
nięcie związku fizycznego z procesem uszkodzeń, co było dyskutowane już w oryginalnej
pracy KACZANOWA [4]. Sprzężenie z równaniem dla pełzania ustalonego zaproponował
RABOTNOW [52] i rozwinął następnie w monografii napisanej wspólnie z MILEJKO [53].
Podstawowy układ równań ma postać:

. 1 -co / '
(20)

I-a> I '
gdzie ec jest prędkością odkształceń pełzania.

Koncepcja ta, w połączeniu z ideą «drzemiącego» uszkodzenia była wykorzystana
przez HULTA [54] dla opisu progresywnie narastających uszkodzeń przy cyklicznym de-
formowaniu w warunkach pełzania. Można jednak łatwo zauważyć, że takie sprzężenie
nie opisuje pełzania ustalonego, powodując przyspieszenie procesu akumulacji odkształ-
ceń już od chwili / = 0.
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.Opis pełnej krzywej zniszczenia zaproponował CHRZANOWSKI [55—57] sprzęgając
równanie teorii umocnienia odkształceniowego z procesem wzrostu uszkodzeń:

a "

( 2 1 ) / a V"

Teorie sprzężone mogą być wyprowadzone w oparciu o teorię RABOTNOWA kinetycz-
nych równań pełzania [58]. Skończona liczba parametrów strukturalnych qt jest wprowa-
dzona do równania konstutywnego

gdzie

i ah bi, Ci są funkcjami ec, a, t i qt. Np. dla p = 2, zakładając

tfi = 1, bi = Ci = a2 = b2 = 0, c2 = g{p,g2)

otrzymuje się układ równań

Bc = f{O, O), Sc),

w = g(a,m),

gdzie oznaczono q2 — w. Tak więc równania (23) są ogólną postacią równań (21).
Szczególnie ważne z praktycznego punktu widzenia są sytuacje, gdy przyłożone obcią-

żenie (lub przemieszczenia) są niestacjonarne. W tym przypadku szerokie zastosowanie
znalazła teoria uszkodzeń, dla której podstawową jest tzw. zasada liniowej sumacji uszko-
dzeń. Dla zmęczenia zasada ta została sformułowana przez PALMGRENA [59] i uogólniona
przez MINERA [60]

gdzie nt oznacza liczbę cykli o amplitudzie naprężeń aah &Ni — liczbę cykli do zniszczenia
przy tym samym naprężeniu. Obszerna dyskusja zasady liniowej kumulacji uszkodzeń
przy zmęczeniu jest zawarta w pracy MILLERA [61]. Równolegle idea liniowej kumulacji
uszkodzeń była rozwijana przy opisie zniszczenia przy pełzaniu. Doświadczalne podstawy
tej teorii dały prace ROBINSONA [62—64]. Szczegółowy przegląd prac na tym polu zawarty
jest w artykułach przeglądowych ESZTERGARA i ELLISA [65] i ABO EL ATA i FINNIE [66].
Również MARRIOT i PENNY [67] przedstawili obszerną dyskusję ważności zasady liniowej
akumulacji uszkodzeń przy pełzaniu, której zapis ma postać

gdzie t^i oznacza czas zniszczenia przy stałym naprężeniu o .̂
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Założenie liniowej interakcji pełzania i zmęczenia daje

Wzór ten nie jest jednak na ogół potwierdzany przez doświadczenia (por. [65] czy [66]).
I tak np. norma amerykańska [68] zaleca modyfikację

gdzie /? jest stałą, /? < 1.
ODQVIST i HULT wykazali w pracy [6], że teoria zniszczenia KACZANOWA spełnia za-

sadę liniowej kumulacji uszkodzeń. Obszerniejsze omówienie pewnych aspektów tego
zagadnienia jest podane w pracy [69] dotyczącej tzw. komutatywności czasu i obciążeń.

Zagadnienie interakcji pełzania i zmęczenia pozostaje ostatnio w centrum zaintereso-
wania (por. [35]), choć kwestia ta pozostaje ciągle otwarta. Zastosowanie tu równania
(18) czy (19) dla przypadków zmiennych obciążeń może dać interesujące rezultaty.

4. Wieloosiowy stan naprężenia

Równanie (6) wprowadzone tu dla jednoosiowego stanu naprężenia było pomyślane
przez KACZANOWA jako opisujące proces zniszczenia także i dla obciążeń złożonych. Na-
prężenie amax może być rozumiane jako maksymalne naprężenie główne ox (a1 > 0).
Oznacza to, że zakłada się rozwój mikrouszkodzeń w płaszczyznach prostopadłych do o^.
Założenie to było weryfikowane przez wielu badaczy. SODERQUIST [70] studiował przy-
padek dwuosiowego stanu naprężenia, podobnie jak i HAYHURST W serii prac [71—74].
Ten ostatni zajmował się także weryfikacją zniszczenia przy wieloosiowym stanie napręże-
nia. Badania te wykazują, że kryterium zniszczenia zależy zarówno od materiału, jak i od
zakresu temperatury. I tak np. dla handlowo czystej miedzi przy 250°C zastosowanie
znajduje kryterium maksymalnego naprężenia rozciągającego, podczas gdy dla stopów
aluminium lepiej odpowiada danym doświadczalnym kryterium maksymalnego okta-
edrycznego naprężenia stycznego.

Bardzo rozległe badania doświadczalne w tej dziedzinie były prowadzone w National
Engineering Laboratory, Glasgow pod kierownictwem JOHNSONA [75].

Zastosowanie parametru uszkodzenia w przestrzennym stanie naprężenia zapropono-
wane zostało w pracy KACZANOWA [76]. Założył on, że uszkodzenie w płaszczyźnie prosto-
padłej do naprężenia CTX zależy również od uszkodzeń ipi'if3, które mogą rozwijać się
w pozostałych dwu prostopadłych płaszczyznach. Uogólnione równanie propagacji uszko-
dzeń ma postać

gdzie 0 < a < 1 jest stałą materiałową. Równania dla y>2 i fs otrzymuje się z (28) przez
kołową zamianę wskaźników.
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Dla materiałów anizotropowych KACZANÓW [77] proponuje

A

gdzie i = 1, 2, 3 oznacza osie główne naprężeń, lub uwzględniając (28)

gdzie 0 < a 1 2 < 1, 0 ^ «2 3 < 1, 0 < a 3 ) s£ 1 oraz « u = a 2 2 = a 3 3 = 1.
Powyższe teorie są dyskutowane szczegółowo w monografii KACZANOWA [78], doty-

czącej zastosowań mechaniki zniszczenia do analizy uszkodzeń przy pełzaniu.
SDOBYRIEW [79] zaproponował uwzględnienie wiełoosiowości stanu naprężenia przez

wprowadzenie naprężenia efektywnego

(31) ffe/= y ( f f i + «•<„) >

gdzie ain jest intensywnością naprężeń. Po wyznaczeniu stanu naprężenia w oparciu o od-
powiednie równanie konstytutywne, naprężenie zredukowane obliczone zgodnie z (31)
wprowadza się do (6) zamiast ama%. Równanie (31) było uogólnione przez KISIELEWSKIEGO
i OSASIUKA [80].

(32) aef= K<*in-<fi) + <3i>

gdzie 0 < A ̂  1, a pewną jego modyfikację zaproponował TRUNIN [81]

(33)
gdzie

k = Somiai + Oto)-* a am == j (ai + a2

Daleko posunięte uogólnienie przedstawił RABOTNOW [82] wprowadzając tensor
uszkodzeń ^ y . Prędkość jego składowych jest określona związkiem

( 3 4 ) Vi i = 9>y0w)»
gdzie Ski jest tensorem naprężeń rzeczywistych, określonym przez równanie

(35) S,j = GfjliGki

i

(36) Qtjki = -4- (fikSji + fiĄk + Vjkdu + Wjidtk),

dij oznacza jednostkowy tensor kulisty. Teoria ta jako nazbyt ogólna i nie mająca oparcia
w badaniach doświadczalnych, a ponadto niewygodna w praktycznych obliczeniach nie
znalazła szerszego zastosowania.

Znacznie dogodniejszą z punktu widzenia zastosowań praktycznych jest teoria znisz-
czenia kruchego materiałów skałopodobnych zaproponowana w oparciu o tensorową
reprezentację parametru uszkodzeń przez DRAGONA [83]. Jest ona szczególną postacią
ogólnej teorii zaproponowanej przez MROZA [84].
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Omawiając przestrzenny stan naprężenia warto zwrócić uwagę na fakt, że w każdym
niejednorodnym stanie naprężenia należy rozważyć propagację frontu zniszczenia tj. po-
wierzchni, na której jest ip = 0. KACZANÓW W pracy [85] zapisuje równanie ruchu frontu
zniszczenia w postaci

dip 8ip

(37)

dip dn
~~dl
E

= 0,

gdzie n jest wektorem normalnym do powierzchni frontu S. Równanie to może być zapi-
sane w równoważnej postaci

(38) A(m+l)J cr'm*x(t, r)dr = 1,
o

gdzie ama%(t, r) jest maksymalnym naprężeniem głównym w punkcie leżącym na powierz-
chni £ w chwili T i działającym w przedziale czasu (0, i).

Jak to wskazano w rozdz. 1, należy się spodziewać, że przedział (t\, t*), gdzie tx jest
czasem, gdy tp = 0 w dowolnym punkcie, a t* — czasem zniszczenia, będzie mały w porów-
naniu z przedziałem (0, ti). Tak więc tx może być przyjęte jako dobre przybliżenie czasu
całkowitego zniszczenia. Dla czystego zginania i grubościennej rury pod wewnętrznym ciś-
nieniem wykazał to KACZANÓW [86], Przypadek równoczesnego zginania i rozciągania
dyskutowano w pracy autora [87] i w pracach PIECHNIKA i CHRZANOWSKIEGO [88, 89].
Pokazano, że

(39) 1 < i t < 1 +
2 m - l '

gdzie graniczne przypadki odpowiadają czystemu rozciąganiu i czystemu zginaniu.
Warto podkreślić jednak, że w pewnych sytuacjach okres ruchu frontu zniszczenia

może być znaczny w wyniku korzystnej redystrybucji naprężeń. Przypadek taki był ba-
dany przez HAYHURSTA- W pracy [90], dotyczącej rozciągania tarczy z kołowym otworem.

W ogólnym przypadku ruch frontu zniszczenia powinien być rozważany dla przes-
trzennego stanu naprężenia i ciała o zmiennym w czasie brzegu.

5. Zastosowania inżynierskie

Brak w pełni ogólnej teorii zniszczenia powoduje, że nie ma w chwili obecnej zbyt wielu
rozwiązań o charakterze stosowanym. Niektóre z nich zawarte są w podstawowych pra-
cach KACZANOWA, uprzednio cytowanych, dotyczących zginania, skręcania i obciążenia
ciśnieniem wewnętrznym cylindrów grubościennych. Podobnych zagadnień dotyczą prace
CHRZANOWSKIEGO [91—93] i CHRZANOWSKIEGO i KUSIA [94].

Ogólny przypadek obciążenia grubościennej rury był rozważany przez ŻYCZKOWS-
KIEGO i SKRZYPKA [95] przy wykorzystywaniu kryterium SDOBYRIEWA [79].

Spośród innych przypadków dyskutowanych przez KACZANOWA warto wymienić
zniszczenie przy relaksacji [86] i przy uwzględnieniu efektów korozji [96].
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Zniszczenie cylindrów obciążonych ciśnieniem w warunkach pełzania było dyskuto-
wane przez TAIRĘ i OTHANI [97] w oparciu o teorię TAIRY [42].

Dwa ważne przypadki zniszczenia przy dwuosiowym pełzaniu rozważali SODERQUIST
[98] (równomierne wszechstronne rozciąganie tarczy z kołowym otworem) i STORAKERS
[99] (kołowa membrana pod ciśnieniem wewnętrznym). Zniszczenie tarczy z kołowym
otworem obciążonej momentem skręcającym stanowiło przedmiot badań w pracy HAY-
HURSTA i STORAKERSA [100].

Wyboczenie z uwzględnieniem uszkodzeń rozważali ŻYCZKOWSKI i ZABORSKI [101]
dla prostej teorii KACZANOWA. BOSTRÓM [102] zajął się tym zagadnieniem dla uogólnio-
nego prawa kinetyki uszkodzeń [50],

Obliczanie bardziej złożonych konstrukcji wymaga rozwiązania problemu redystry-
bucji naprężeń, zachodzącej zarówno w wyniku niestacjonarnego pełzania, jak i znisz-
czenia. ODQVIST i ERIKSSON [103] rozważali to zagadnienie dla grubościenriej rury obcią-
żonej ciśnieniem wewnętrznym. Ten sam przypadek lecz dla opisu pełzania według teorii
zaproponowanej w [56] rozważał CHRZANOWSKI [104], badając również wpływ redystry-
bucji na czas zniszczenia prostej konstrukcji prętowej. Generalne podejście do zagadnienia
redystrybucji naprężeń zawarte jest w pracach KACZANOWA [105, 106].

Dla uniknięcia kłopotliwego zagadnienia śledzenia redystrybucji naprężeń MARTIN
i LECKIE [107] zaproponowali wprowadzenie globalnego parametru uszkodzenia Q,
charakteryzującego stopień wyczerpania nośności konstrukcji. Dalsze rozwinięcie tej te-
orii zawarte jest w pracy LECKIEGO i HAYHURSTA [108]. W oparciu o tę koncepcję można
znaleźć graniczne oszacowania czasu zniszczenia konstrukcji.

Innym ważnym zakresem zastosowań jest wykorzystanie parametru uszkodzenia
w mechanice szczelin. KACZANÓW W serii prac [109—111] rozważał propagację szczeliny
w ciele osłabionym defektami rozłożonymi w sposób ciągły. Wpływ koncentracji naprę-
żeń wokół ostrych karbów na wytrzymałość czasową rozważał RABOTNOW [112]. Istotny
przyczynek do badań na tym polu stanowi praca de BONTA [113] w której badano kore-
lację parametru uszkodzeń i udarności stali stopowych. Tym niemniej brak jest w chwili
obecnej ściślejszego powiązania klasycznej mechaniki zniszczenia i podejścia kontynu-
alnego dyskutowanego w niniejszej pracy.

6. Uwagi końcowe

Idea parametru uszkodzeń została wprowadzona i istotnie rozwinięta dla materiałów,
które wykazują własności reologiczne, przejawiające się m.in. w zjawisku opóźnionego
zniszczenia. Tylko nieznaczna liczba prac dotyczy innych przypadków, jak obciążenie
statyczne czy zmęczenie. Uogólnienie na te zakresy powinno być podstawowym kierun-
kiem badań.

Od badań doświadczalnych należy w pierwszym rzędzie oczekiwać sklasyfikowania
materiałów pod względem formy zniszczenia w przestrzennym stanie naprężenia. W połą-
czeniu z powyżej wspomnianym uogólnieniem wyniki tych badań powinny dać odpowiedź
zarówno na pytanie, jaki typ równań stosować dla danego materiału, jak i określić war-
tości stałych materiałowych występujących w tych równaniach.
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Specjalnej uwagi i dalszych szczegółowych badań wymaga idea globalnego parametru
uszkodzeń Q zastosowana do różnych typów konstrukcji (ustroje prętowe, płyty, powłoki
itp). Stać się ona może podwaliną teorii granicznych stanów opóźnionego zniszczenia
konstrukcji.

Wreszcie znalezienie ściślejszej korelacji pomiędzy klasyczną mechaniką szczelin
a podejściem kontynualnym do zniszczenia pozwoliłoby na uzasadnienie słuszności tego
ostatniego, a także stanowiło podstawę do dalszych badań fizycznej strony rozważanych
procesów. Probabilistyczne podejście do procesu rozwoju uszkodzeń wydaje się być w tej
sytuacji w pełni adekwatnym do opisów pól mikrodefektów.

Cztery, powyżej omówione, grupy zagadnień wyznaczają zasadnicze kierunki dalszych
badań. Tym niemniej istnieje szereg zagadnień, które i na obecnym etapie rozwoju ogól-
nych teorii mogą być efektywnie rozwiązywane. Wymienić tu należy przede wszystkim
problem współoddziaływania pełzania i zmęczenia, ważny dla zastosowań praktycznych.
Innym, ważnym jest zagadnienie uwzględnienia efektów korozji i jej interakcji ze znisz-
czeniem przy pełzaniu czy zmęczeniu. Losowe obciążenia, jak i zmienna temperatura są
również ważnym działem zastosowań praktycznych i mogą być rozwiązywane w oparciu
o już istniejące teorie.
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P e 3 io M e

nAPAMETP nOBPE>KflEHHK B MEXAHHKE PA3PyiIIEHHfl
CnJIOIIIHOH CPEflBI

B crai'te MJiaraeTCH o63op pa6oT no npHMeHenmo IIOHHTHH napaiweTpa noBpe>K,n;eHHJi B MexamiKe
cnJiouiHoii cpeflbi. 3Ta TeopHHj pa3pa6oTaHHan JI. M . Kâ iaHOBbiiw B 1958 nwy, noJiy^HJia B nocjieflHHe

nmpoKoe pacnpocTpaHeHHe B CBH3H C ee npHMeHeHHeM K nporH03HpoBaiimo BpeivieHH 6e3onaciioH
SJICMCHTOB KOHCrpyKUHH. IIoBbiuieHHtie TeiwnepaTypbi (noji3y<iecTh) H nepeivieHbi Har-

py3icH (ycTajiocTb) — STO Ba>KHbie oSjiacTH npHMeHeHHJi o6cyH<flaeMoń Teopun. Ilo,iroo6H0 oroBopeHH
pa6oTbi3 nocBHineHHbie i<aK pa3BHTnio caMoił untw BBefleHHH nepeMCHHOH COCTOHHHH, xapaKTepH3y-
iomen noBpe>KfleHHe MaTepaana, Tai< H npnMepH npHno>KeHHH TeopHH K iuDKenepHbiM KOHCTpyKUHHM.

TaioKe nanpaBjieHnyi HajibHeflmero pa3BHTHH 3TOH o6jiacTH jviexaHHKH pa3pyxueifflH.

S u m m a r y

DAMAGE PARAMETER IN CONTINUAL FRACTURE MECHANICS

The paper gives a review of works on damage parameter employed in mechanics, of deformable body.
The theory introduced by L. M. Kachanov in 1958 has recently found a wide applications in predicting of
the reliability of structural elements. This is particularly important at high temperature (creep), and under
variable loading (fatigue) conditions. The idea of introducing a new variable characterizing the material
deterioration, as well as the engineering applications are discussed. Further directions of the development
of this branch of continual approach to fracture mechanics are also given.
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ROZKŁAD CIŚNIEŃ I NOŚNOŚĆ HYDRODYNAMICZNEGO FILMU SMARNEGO
W ŁOŻYSKACH POROWATYCH

KAROL K R Z E M I Ń S K I (WARSZAWA)

Ważniejsze oznaczenia

L długość łożyska,
W nośność łożyska,
c luz promieniow3',
h wysokość szczeliny smarnej,

k„ ko, k, współczynniki przssączalności,
p ciśnienie w szczelinie smarnej,

p* ciśnienie w tulei porowatej,
w0 prędkość przepływu cieczy w kierunku normalnym do powierzchni wewnętrznej tulei porowatej

(wydatek na jednostkę powierzchni),
£ mimośrodowość względna,
15 lepkość dynamiczna oleju.

1. Wstęp

W hydrodynamicznej teorii smarowania łożysk porowatych brak jest dotychczas
wyczerpującej analizy wpływu cech geometrycznych łożyska porowatego na rozkład
ciśnień w klinie smarnym i nośność łożyska. Określenie rozkładu ciśnień i nośności hydro-
dynamicznego filmu smarnego w łożyskach porowatych na drodze matematycznej uzyskuje
się jako wspólne rozwiązanie równań ruchu cieczy w szczelinie smarnej i tulei porowatej.
Występuje tutaj jednoczesny przepływ cieczy w dwóch ośrodkach, tj. w szczelinie smarnej
i tulei porowatej oraz wzajemna cyrkulacja cieczy smarnej między nimi. Komplikuje to
analizę zjawisk i w znacznym stopniu utrudnia rozwiązanie problemu.

Ruch cieczy w szczelinie smarnej w ogólnym przypadku opisać można równaniem
Naviera-Stokesa, a przy wprowadzeniu pewnych uproszczeń równaniem Reynoldsa.
Ruch cieczy w tulei porowatej opisuje się równaniem Laplace'a, które wyprowadza się
w oparciu o równanie ciągłości przepływu cieczy z uwzględnieniem równania Darcy.
Dotychczas brak jest ścisłych, analitycznych rozwiązań tych równań, jak również utrudnio-
na jest numeryczna ich analiza.

Opublikowane rozwiązania równań ruchu cieczy w łożysku porowatym dotyczyły naj-
częściej przypadków uproszczonych, w których przyjmowano, że łożysko jest nieskończe-
nie wąskie [2, 3] i wówczas pomijano w łożysku przepływ w kierunku obwodowym, lub
że łożysko jest nieskończenie długie [7, 9], a wtedy zaniedbuje się przepływ osiowy. W obu
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tych przypadkach zagadnienie sprowadza się do rozwiązania jednowymiarowego przepływu
w szczelinie smarnej i dwuwymiarowego przepływu w tulei porowatej. Wyniki takich roz-
wiązań mają raczej charakter jakościowy i nie mogą być bezpośrednio odniesione do łożysk
rzeczywistych o skończonej długości.

Nieliczne publikacje dotyczące łożysk porowatych o skończonej długości [8, 10] za-
wierają tylko zawężone, odnoszące się do szczególnych przypadków wyniki. Brak szerszej,
teoretycznej i eksperymentalnej analizy zagadnienia w zasadniczym stopniu utrudnia
ocenę zjawisk związanych z procesem hydrodynamicznego smarowania łożysk poro-
watych.

W niniejszym artykule przedstawiono wyniki numerycznej analizy wpływu zarówno
długości łożyska, jak i grubości tulei porowatej na rozkład ciśnień w klinie smarnym i noś-
ność łożyska. Obliczenia dotyczą łożyska o skończonej długości z uwzględnieniem prze-
strzennego przepływu cieczy w łożysku. Przedstawione wyniki obejmują przypadki, w któ-
rych tuleja porowata ma budowę izotropową lub anizotropową. Przeprowadzona analiza
dotyczy izotermicznego ustalonego przepływu cieczy w łożysku przy założeniu, że ciecz
jest newtonowska i nieściśliwa.

2. Równania ruchu cieczy w łożysku porowatym i metoda ich rozwiązania

Analizując łożysko porowate należy rozpatrzyć przepływ cieczy w dwóch obszarach
(rys. 1), w szczelinie smarnej i w tulei porowatej. Ruch cieczy w szczelinie smarnej opisano
równaniem Reynoldsa, a przepływ cieczy w tulei porowatej równaniem Laplace'a. Za-

"T

l L / Z , } , L/2 J

Rys. 1. Schemat łożyska porowatego

niedbując siły masowe jako bardzo małe i przyjmując, że przepływ jest izotermiczny, a ciecz
jest nieściśliwa, oba równania można napisać w postaci

(1)

(2)

/ h3 8p\
l 88 \ 12T? W dz

8h

r2 86 8d r 8r \ 8r I 8z\ 8z
= 0.

Rozwiązanie równań ruchu cieczy przeprowadzono przy następujących warunkach
brzegowych:
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— na powierzchniach czołowych łożyska ciśnienie równa się zeru (w analizie rozpatruje
się nadciśnienie w stosunku do ciśnienia atmosferycznego), tzn. że

(3)

— tuleja jest wciśnięta w nieprzepuszczalny korpus, zatem

(4) ~£-(Rz,0,z) = 0;

— w płaszczyźnie symetrii łożyska gradient ciśnienia w kierunku osiowym równa się
zeru, czyli •

(5) -8£(r,0,0)~^(r,Q,0) = 0; .

— na powierzchni wewnętrznej tulei zachodzą związki

(6) U - ^ - W o ] ( * w , 0 , * ) = O oraz p(Rw,d, z) = p*(Rw,d, z).

Obliczenia przeprowadzono przyjmując dla klina smarnego zarówno warunki granicz-
ne Sommerfelda, jak i Reynoldsa zakładając, że w obu przypadkach szczelina smarna
wypełniona jest całkowicie olejem.

Do rozwiązania równań ruchu cieczy w łożysku porowatym użyto metody elementów
skończonych [1, 4, 6J. Obszar tulei porowatej i filmu smarnego podzielony został na pewne
podobszary (przestrzenne, czworościenne elementy skończone), w których poszukiwana
funkcja reprezentująca rozkład ciśnień opisana została przez wartości ciśnień w punktach
węzłowych elementu. Przebieg zmienności ciśnienia wewnątrz elementu określono poprzez
funkcje kształtu elementu. Poszukiwane rozwiązanie otrzymuje się zgodnie z wariacyjną
zasadą ekstremalną przez minimalizację funkcjonału, który reprezentuje energię roz-
proszoną w układzie. Dla obszaru szczeliny smarnej funkcjonał określa się według wzoru
(7), a dla tulei porowatej wzorem (8):

gdzie Dt jest obszarem tulei porowatej, S — powierzchnią wewnętrzną tulei porowatej.
W wyniku minimalizacji funkcjonałów F(p) i F(px) otrzymuje się układ równań linio-

wych z niewiadomymi ciśnieniami w punktach węzłowych

= [K){p}+ {G} = 0, a stąd {p} = - {G}[K}-\

gdzie {p} oznacza macierz kolumnową ciśnień w punktach węzłowych, [K], {G} — ma:

cierze współczynników stałych.



172 K. KRZEMIŃSKI

Otrzymane rozwiązanie jest równoważne w rozpatrywanym obszarze rozwiązaniu
równań różniczkowych (1) i (2). Podano tutaj tylko ogólne zasady rozwiązania. Bliższe
szczegóły oraz pełny algorytm rozwiązania zagadnienia można znaleźć w pracach [4, 6].

3. Obliczenie nośności łożyska oraz kąta działania wypadkowej siły wyporu hydrodynamicznego

Po rozwiązaniu układu równań uzyskanych w wyniku minimalizacji funkcjonałów
w obszarze tulei porowatej i filmu smarnego otrzymuje się ciśnienia w punktach węzło-
wych. Nośność łożyska oblicza się dokonując całkowania otrzymanych rozkładów ciś-
nień na powierzchni wewnętrznej tulei. Dla pojedynczego elementu trójkątnego leżącego
na płaszczyźnie S wypadkową siłę hydrodynamicznego wyporu można określić ze wzoru

(9) P* = JfpRwd0dz « — (pi+pj+pk) = A .Psn

gdzie A oznacza pole trójkąta i,j, k.

Rys. 2. Podział powierzchni wewnętrznej tulei na
elementy trójkątne

Rys. 3. Siły działające na powierzchnię wewnętrz-
ną panwi

Współrzędną £" punktu przyłożenia siły Pe znajduje się jako

(10)
fJR^pdBdz

A

JjpRwd9dz

iil + óij)Pi

Pi

gdzie dij oznacza deltę Kroneckera.
Kąt działania wypadkowej siły wyporu hydrodynamicznego dla pojedynczego elementu

wyniesie

(11) ii
Rw
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Pomijając siły tarcia jako małe, składowe wektora obciążenia zewnętrznego można
obliczyć ze wzorów:

(12)

+ Z./2 Ok N

Wx= j J p cos 6 R dd dz = £ Apsr cos de,
-LI20 1
+ Z./2 0 N

Wy= J J psinORdddz = ]? Apsrsmde,
-L/2 0 1

gdzie N oznacza ilość elementów trójkątnych, na które podzielono powierzchnię S (są to
powierzchnie boczne czworościanów przyległych do powierzchni S).

A zatem nośność łożyska można określić z zależności

(13) W=]/WZ

a kąt działania obciążenia ze wzoru

(14) t g V = - Wx'

4. Granice klina smarnego

Obliczenie nośności łożyska przeprowadzono zarówno dla klina smarnego rozciąga-
jącego się od 0 = 0 do d = n (warunki Sommerfelda), jak również dla klina smarnego,
którego początek określa kąt 6 = 0, a koniec znajduje się w miejscu 0k = 0 , gdzie p = 0
i dpjrdd = 0 (warunki Reynoldsa). Oba te warunki wykorzystywane są często w obli-
czeniach podawanych w różnych publikacjach, lecz brak jest precyzyjnej relacji między
rozkładami ciśnień i nośnością łożysk uzyskiwanymi z obliczeń przy przyjęciu każdego
z tych warunków.

Prostszy algorytm obliczeń uzyskuje się przyjmując dla klina smarnego warunki Som-
merfelda; stąd ten uproszczony warunek przyjmowany jest przez wielu autorów [2, 3,

[MH/m2] p

Rys. 4. Rozkłady ciśnień w klinie smarnym dla warunków granicznych Reynoldsa (linia przerywana)
i Sommerfelda (linia ciągła)
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7, 8]. Wprowadzenie do obliczeń warunków Reynoldsa uzyskuje się na drodze iteracyjnej,
co kilkakrotnie przedłuża czas obliczeń. Na rys. 4 podano dla porównania rozkłady ciś-
nień w filmie smarnym uzyskane przy przyjęciu w obliczeniach warunków Reynoldsa
oraz Sommerfelda. Przyjmując w obliczeniach warunki Reynoldsa otrzymuje się wzrost
długości klina smarnego tym większy, im mniejsza jest mimośrodowość względna e.
W efekcie nośności klina smarnego liczonego według warunków Reynoldsa wypadają
nieco większe w granicach 7—12% niż nośności liczone przy przyjęciu warunków Sommer-
felda, przy czym większe przyrosty otrzymuje się dla mniejszych przepuszczalności i mniej-
szych e.

5. Rozkłady ciśnień w filmie smarnym dla tulei o różnych przepuszczalnościach

Przepuszczalność materiału panwi ma istotny wpływ na rozkład ciśnień w klinie smar-
nym, a w efekcie i na nośność łożyska. Im większa przepuszczalność, tym mniejsza nośność
łożyska porowatego. Na rys. 5 przedstawiono rozkłady ciśnień w filmie smarnym uzy-

[MN/m2]
n

£-0,8
L/D'1
H/Rw*0,5

0 40 80 120 160 180 200 [°]

Rys. 5. Rozkłady ciśnień w filmie smarnym dla łożysk z panwiami o różnych przepuszczalnościach

skane przy założeniu, że panew porowata ma budowę izotropową. Obliczenia przepro-
wadzono przyjmując dla klina smarnego warunki Sommerfelda (w zakresie kąta n <- 0 <
^ 2TZ przyjęto ciśnienie p = 0). Dotyczy to również wszystkich dalej omawianych wyników.
Na rys. 6 podane zostały rozkłady ciśnień dla łożyska z tuleją porowatą o przepuszczal-
ności c> = 42 • 10~14 [m2] dla różnej mimośrodowóści względnej e.

Przebiegi zmian nośności łożysk w zależności od e dla porowatych panwi o różnych
przepuszczalnościach przedstawiono na rys. 7, natomiast na rys. 8 podano zmianę noś-
ności łożysk w zależności od przepuszczalności względnej tulei. Na obu rysunkach noś-
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Rys. 6. Przebiegi ciśnień w filmie smarnym dla różnej wartości e

"So

L/D'I

{ożysko konwencjonalne A

0,2 0,4 1,0

Rys. 7. Przebiegi zmian liczby Sommerfelda
So = /(s) dla panwi o różnych przepuszczal-

nościach

ność łożyska podano w postaci bezwymiarowej określając ją poprzez liczbę Sommer-
felda

(15) W
•(i)""

W
2LrjU \R

W praktyce produkowane tuleje porowate mają budowę anizotropową, a w zasadzie
ortotropową. Ortotropowy rozkład przepuszczalności ma istotny wpływ na rozkład ciś-
nień w filmie smarnym i na nośność łożyska. Rozkłady ciśnień w filmie smarnym dla tulei
ortotropowych przedstawiono na rys. 9 i 10. Dla porównania na obu tych rysunkach nanie-
siono również rozkład ciśnień dla tulei izotropowej. Szczegółową analizę tego zagadnie-
nia podano w pracy [5]. . :



fit
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H/RW'O.S

W^OJ T

Rys. 8. Zmiana liczby Sommerfelda w zależności od porowatości względnej tulei So = f(f>)

[MN/w2]

4\-

Rys. 9. Rozkłady ciśnień w filmie smarnym w kierunku obwodowym dla łożysk z panwiami o ortotropowym
rozkładzie przepuszczalności <Pi = 21(1 —2z/L) • 10~14 [m2], 0>2 = 21 cos nz/L-10~14 [m2] (<P3 = 21 x

x 10"1 4 [m2] — panew izotropowa)

[MN/m2ip

0,5 I

Rys. 10. Rozkłady ciśnień w filmie smarnym w kierunku osiowym dla łożysk z panwiami o ortotropowym
rozkładzie przepuszczalności <Pt = 21(1 -2z/L) • 10"1 4 [m2], $2 - 21 cos nz/L-10"14 [m2]

(03 — panew izotropowa)

[176]
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6. Wpływ długości i grubości ścianki tulei porowatej na nośność łożyska

Omawiane w poprzednich rozdziałach wyniki obliczeii dotyczyły łożysk, dla których
długość panwi była równa jej średnicy wewnętrznej (L/D = 1). Jak zmieniają się rozkłady
ciśnień w filmie smarnym dla łożysk o różnych długościach przedstawiono na rys. 11.

[MN/m2]'

1

0 ĄO 80 '120 160 180 ["]"

Rys. 11. Rozkłady ciśnień w filmie smarnym dla łożysk o różnych długościach

0,5 1,0 1.5 2,0

Rys. 12. Przebiegi liczby Sommerfelda w funkcji i/D dla panwi o różnych przepuszczalnościach

Można zauważyć, że strefa występowania wysokich ciśnień nie zmienia swego położenia
wraz ze zmianą długości łożyska, a. zatem kąt położenia wypadkowego wyporu hydrody-
namicznego będzie stały, niezależny od długości łożyska. Natomiast wraz ze wzrostem
długości łożyska następuje wyraźny wzrost ciśnienia w filmie smarnym, wzrasta zatem
nośność łożyska.

Wpływ zmiany i / D na nośność łożyska przedstawiono na rys. 12. Z przeprowadzo-
nych obliczeń wynika, że większe przyrosty nośności wraz ze wzrostem długości łożyska
występują w przypadku łożysk z panwiami o mniejszych przepuszczalnościach.
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Jeżeli wraz ze wzrostem długości panwi wzrasta nośność łożyska, to ze wzrostem gru-
bości ścianki tulei porowatej zmniejsza się nośność łożyska. Na rys. 13 przedstawiono
rozkłady ciśnień w klinie smarnym dla łożysk mających tuleje o różnych grubościach ścian-
ki. Wyniki dotyczą tulei izotropowych o przepuszczalności O — 21 • 10~14 [m2]. Wraz
ze wzrostem grubości tulei porowatej maleją ciśnienia w klinie smarnym i występuje wy-
raźne przesunięcie strefy maksymalnych ciśnień w kierunku środka klina smarnego,
wzrasta zatem kąt y>. Jak zmienia się nośność łożyska wraz ze zmianą grubości tulei poro-
watej przedstawiono na rys. 14. Analizowane wielkości podano w postaci bezwymiarowej.

[MN/m2]

120 160 180 PJ

Rys. 13. Rozkłady ciśnień w filmie smarnym dla łożysk z tulejami o różnych grubościach ścianki H = 3, 5,
10 mm

0,5

0,3

0,2

_L _L
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Rys. 14. Zmiana liczby Sommerfelda w" funkcji HjRw

Szczególnie duże zmiany nośności występują dla cienkich panwi łożyskowych i o większej
przepuszczalności. Im cieńsza tuleja i o mniejszej przepuszczalności, tym nośność łożyska
zbliża się bardziej do nośności łożyska konwencjonalnego.

Należy jednak pamiętać, że przedstawiona analiza dotyczy łożysk porowatych pracu-
jących w warunkach tarcia płynnego, które jest możliwe tylko przy dodatkowym smaro-
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waniu i nie może być odniesiona bezpośrednio do łożysk porowatych pracujących jako
samosmarowane.

7. Uwagi końcowe

Podsumowując przedstawione w niniejszym opracowaniu wyniki należy stwierdzić,
że wymiary geometryczne tulei porowatej, jak i rozkład przepuszczalności wewnątrz tulei
mają istotny wpływ na nośność łożyska porowatego.

Wyniki te mogą stanowić podstawę do racjonalnego doboru geometrii łożyska dla
konkretnych warunków pracy. Mając określony ilościowy i jakościowy wpływ takich para-
metrów, jak długość tulei, grubość jej ścianki, przepuszczalność materiału porowatego
i jej rozkład wewnątrz tulei na rozkład ciśnień w filmie smarnym i na nośność łożyska,
można tak dobrać konstrukcję panwi, aby uzyskać łożysko o określonych własnościach
użytkowych.
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PACnPEflEJIEHHE flABJIEHHfl H HECyWJKX CIIOCOEHOCTI)
CMA3OTffiOrO CJIOH B ITOPHCTHX

B pa6oTe npeflcraBneHbi pe3yjttTaTbi TeopeuraecKoro aHajiirea pacnpeflenemra flaBjienHH B ovia3(M-
HOM cnoe H Hecymeft CIIOCO6HOCTH nopncTbix nofliuanmiKoB, paSoTaiomnx B ycjioBiwx
^ecKOH CMa3KH. YpaBHeHHe flBH»eHHfi MCHflKocTH pemeiio MeTOflOM KOHeHHbix 3JieMeHTOB.
BJIHHHHC HJIHHLI rropHCTOH BTyjiKH, TOJimHHbi ee cieHKH H aHHsoTpoiiHoro pacnpefleJienHH npoiraqaeMO-
CTH Ha pacnpefleneuHe flaBJieHHH K necymyio cnoco6nocTb nopHCToro
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S u m m a r y

THE PRESSURE DISTRIBUTION AND LOAD CAPACITY OF THE HYDRODYNAMIC FILM
IN POROUS BEARINGS

This work presents a theoretical analysis of the distribution of pressure and load capacity in the hydro-
dynamic porous bearings. Equation of motion of the lubricant was solved by finite element method. The
results are presented concerning fhe influence of the length of the porous bush of its wall-thickness and
anisotropic permeability distribution on the pressure distribution and load capacity.
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WPŁYW SEKWENCJI OBCIĄŻEŃ NA TRWAŁOŚĆ ZMĘCZENIOWĄ*'

J Ó Z E F S Z A L A (BYDGOSZCZ)

Wykaz oznaczeń

N liczba cykli obciążenia sinusoidalnego o stałej amplitudzie zrealizowana do pęknięcia zmęcze-
niowego próbki,

No liczba przecięć przez wykres losowych zmian naprężeń a(t) poziomu odpowiadającego napręże-
niom równym zeru,

Ni liczba lokalnych ekstremów wykresu losowych zmian naprężeń lub liczba cykli o stałej
amplitudzie zrealizowana do pęknięcia zmęczeniowego odpowiadająca poziomowi 1 naprężeń
w widmie naprężeń,

k liczba poziomów (stopni) wartości naprężeń w widmie lub programie naprężeń lub liczba stopni
przyjęta do obliczeń trwałości zmęczeniowej na podstawie hipotezy Palmgrena-Minera,

m wykładnik potęgi w równaniu krzywej zmęczeniowej,
Hę sumaryczna liczba cykli w widmie naprężeń lub sumaryczna liczba cykli do pęknięcia próbki

w programowanych badaniach zmęczeniowych (trwałość zmęczeniowa),
ni liczba cykli zmian naprężeń o wartości at w widmie lub programie naprężeń,

0,,, wartość amplitudy naprężeń odpowiadająca i-temu poziomowi (stopniowi) w widmie lub pro-
gramie naprężeń,

aa(N) krzywa zmęczeniowa,
"•«mn!c(«c) krzywa trwałości zmęczeniowej.

1. Wprowadzenie

Powszechnie stosowanymi charakterystykami do oceny własności zmęczeniowych
materiałów, elementów i układów są krzywe zmęczeniowe (krzywe Wohlera). W przypad-
kach losowych obciążeń eksploatacyjnych elementów maszyn charakterystyka ta jest nie-
wystarczająca. Dokładniejszą ocenę własności zmęczeniowych w wymienionych przypad-
kach przeprowadzić można na podstawie znajomości krzywych trwałości zmęczeniowej
wyznaczonych na drodze analitycznej lub na podstawie badań z obciążeniem odpowiada-
jącym obciążeniom eksploatacyjnym.

Ze względu na dużą złożoność zjawisk fizycznych zachodzących w procesie zmęczenia
nie ma do tej pory jednoznacznego opisu przebiegu wymienionego procesu. Brak ten wy-
pełniono opracowaniem szeregu hipotez kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych o charak-
terze fenomenologicznym. Analiza przedstawiona w pracy [1] wykazała, że wybrane do

*> Praca wykonana wramach problemu węzłowego 0.5.12 pt. Wytrzymałość i optymalizacja konstrukcji
maszynowych i budowlanych — koordynowanego przez Instytut Podstawowych Problemów Techniki
Polskiej Akademii Nauk.
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wyznaczenia trwałości hipotezy kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych, wykazywały różną
zgodność z wynikami badań zmęczeniowych w zależności od przyjętych warunków badań.
Brak uniwersalnej hipotezy sprawia, że najczęściej stosowaną do obliczeń trwałości zmę-
czeniowej jest liniowa hipoteza kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych Palmgrena-Minera.
Jedną z jej wad jest nieuwzględnienie sekwencji obciążenia (historii obciążenia). Podjęte
w przedstawionej pracy badania umożliwiają ocenę istotności wymienionej wady.

Doświadczalne wyznaczanie trwałości oparte jest na badaniach zmęczeniowych z lo-
sowym, zbliżonym do eksploatacyjnego lub programowanym obciążeniem. W ostatnich
latach obserwuje się duże zainteresowanie programowanymi badaniami zmęczeniowymi.
Badania te prowadzi się głównie w celu wyznaczenia własności zmęczeniowych materia-
łów, węzłów konstrukcyjnych i elementów maszyn oraz w celu oceny eksploatacyjnej
trwałości zmęczeniowej elementów i układów poddanych w warunkach eksploatacji ob-
ciążeniom zmiennym losowo.

Związkom między losowymi i programowanymi obciążeniami z punktu widzenia
trwałości zmęczeniowej poświęconych zostało szereg prac. Większość prac dotyczyła ba-
dań stopów aluminium, obciążonych zgodnie z widmami od podmuchów działających na
samoloty w warunkach eksploatacji. Dane doświadczalne na ten temat podane w litera-
turze nie są zgodne. W pracy [2] podano, że wyznaczona w badaniach programowanych
trwałość zmęczeniowa jest 6-krotnie większa niż trwałość zmęczeniowa wyznaczona przy
obciążeniu losowym. Z rezultatów przedstawionych w pracy [3] wynika, że przy odpo-
wiednim programowaniu obciążeń losowych średnia prędkość propagacji pęknięcia zmę-
czeniowego wyznaczona w badaniach z obciążeniem programowanym i losowym różni
się nieistotnie.

Fizyczna analiza kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych wykazuje, że uszkodzenia
zmęczeniowe powstałe przy obciążeniach losowych różnią się od uszkodzeń powstałych
przy obciążeniach programowanych. Różnice te stwierdzono m.in. na podstawie obser-
wacji przełomów zmęczeniowych pod mikroskopem elektronowym. Przykład tego ro-
dzaju badań przedstawiono w pracy [4].

Brak większej liczby danych z badań przeprowadzonych dla różnych materiałów, przy
obciążeniach zróżnicowanych pod względem rodzaju (rozciąganie, zginanie, skręcanie
oraz stany złożone) i charakteru (obciążenia o charakterze losowym zróżnicowane z punktu
widzenia matematycznej teorii procesów losowych) uniemożliwia sformułowanie ścisłych
zaleceń dotyczących programowania obciążeń w badaniach zmęczeniowych.

Celem przedstawionej pracy jest:
— stwierdzenie różnic między trwałością zmęczeniową wyznaczoną przy obciążeniu

losowym i programowanym,
— stwierdzenie wpływu ukształtowania programu obciążeń na trwałość zmęczeniową

wyznaczoną w badaniach stanowiskowych,
— stwierdzenie wpływu ukształtowania programu obciążeń na trwałość zmęczeniową

w zależności od wartości obciążeń w widmie,
— podanie danych liczbowych charakteryzujących przebieg krzywych trwałości zmę-

czeniowej i ich położenie w stosunku do krzywej zmęczeniowej,
— ocenę zgodności liniowej hipotezy kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych Palm-

grena-Minera z wynikami badań zmęczeniowych.
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2. Zmienne obciążenia

2.1. Obciążenia losowe. Zmienne naprężenia w czasie a(t) w przekroju próbki otrzymano
w próbie obrotowego zginania obciążając koniec próbki zamocowanej wysięgowo we
wrzecionie stanowiska badawczego. Podawane w pracy wartości naprężeń nominalnych
w przekroju karbu wyznaczono na drodze obliczeń. Wykresy zmian naprężeń o charak-
terze losowym przedstawiono na rys. 1. Losowym zmianom obciążenia próbki odpowia-
dają zmiany naprężeń wykreślone na rys. 1 linią grubą <r'(t), które z wykresem — a'(t)

6'lfJ

Rys. 1

stanowią cbwiednie wartości amplitud zmian naprężeń a(t) w przekroju obracającej się
próbki. Odpowiednie wartości obwiedni powtarzają się po czasie T = 340 s (punkty
A—A', B—B'). Przedstawiony na rys. 1 przebieg zmian naprężeń a(t) można opisać za-
leżnością

(1) a(t) = a'(t)-cos27tn"t.

Prędkość obrotowa n" badanych próbek wynosiła 25 s"1. Z punktu widzenia przebiegu
procesu kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych zastosowane obciążenie pseudolosowe od-
powiada zadowalająco obciążeniu losowemu o podobnych charakterystykach stochas-
tycznych. Funkcję gęstości widmowej O(f) zmian naprężeń a{t) przedstawiono na rys. 2.

6(0

3

Rys. 2

Przebieg funkcji gęstości widmowej pozwala stwierdzić, że losowa zmiana naprężeń w prób-
ce odpowiada, z punktu widzenia teorii procesów losowych, procesowi losowemu o wąs-
kim widmie (/ = N0INi - 1).

2.2. Obciążenia programowane. Przyjęta w omawianych badaniach próba obrotowego zgina-
nia umożliwia realizację losowych zmian amplitudy naprężeń przy zachowaniu naprężeń



184 J. SZALA

średnich równych zeru. Taki przebieg zmiennych naprężeń w przekroju próbki nie wymaga
stosowania metod aproksymacji losowych zmian naprężeń [5] przy opracowywaniu widm
naprężeń. Unika się dzięki temu poważnych niedokładności związanych z przybliżonym
wyznaczeniem zastępczych, w stosunku do losowych zmian, cykli sinusoidalnych. Wyko-
rzystanie generatora impulsów pseudolosowych o okresie powtarzalności T = 340 s
dało możliwość dokładnego opracowania widma i oceny maksymalnej wartości naprę-
żenia <7amax(punkt B, rys. 1) w czasie trwania próby zmęczeniowej. Dokładność odwzoro-
wania rozkładu amplitud zmian naprężeń w badaniach trwałości zmęczeniowej ma za-
sadnicze znaczenie. Wykładniczy charakter krzywych trwałości zmęczeniowej powoduje,
że małe różnice w wartościach naprężeń powodują znaczne różnice w wartościach wyzna-
czonej trwałości zmęczeniowej.

W celu uproszczenia opracowania statystycznego realizacji losowych zmian naprężeń
a(t), zakres zmian naprężeń od wartości maksymalnej (punkt B) do wartości minimalnej
fftnm = -fmax(punkt B") podzielono na 16 przedziałów klasowych. Względną liczbę
wartości amplitud naprężeń aa(t) w poszczególnych przedziałach klasowych o rozpię-
tości Aa (rys. 1) można wyznaczyć obliczając dla poszczególnych przedziałów klasowych
wartości

(2) fi ~ nc T
gdzie EAtt ~ Att+ ... +Ati + Ałi+1+ ... +At„ oznacza sumaryczny czas «przeby-
wania» funkcji a'(ł) w przedziale klasowym [aah aai+Aa] w czasie T, T— czas równy
okresowi zmian obciążenia pseudolosowego (340 s).
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Wyniki statystycznego opracowania wykresu losowych zmian naprężeń przedstawiono
w kolumnie 4 tablicy 1. Wykres rozkładu amplitud naprężeń — zwany widmem naprężeń —
wykonano w układzie względnych wartości naprężeń aaij<yamax i względnych wartości
kumulowanych liczb cykli i7n(/nc. Opracowanie widma naprężeń w odniesieniu do względ-
nych wartości naprężenia i liczby cykli na poszczególnych poziomach naprężeń, ułatwia
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wyznaczenie krzywych trwałości zmęczeniowej, jako funkcji naprężenia maksymalnego
w widmie od sumarycznej liczby cykli do pęknięcia zmęczeniowego.

Podstawowymi parametrami charakteryzującymi widmo naprężeń zastosowane w ba-
daniach są: naprężenie maksymalne w widmie <rmax = ffamax i postać geometryczna wid-
ma. Postać geometryczną widma charakteryzuje się różnymi współczynnikami omówio-
nymi m.in. w pracach [6, 7, 8]. W przedstawionym opracowaniu scharakteryzowano pos-
tać geometryczną współczynnikiem wypełnienia widma f podanym w pracy [8], który
oblicza się ze wzoru

(3)
1

/=!

We wzorze (3)/; oznacza względną częstość występowania naprężeń o wartości a„u którą
oblicza się z wzoru (2).

W kolumnie 3 tablicy 1 przedstawiono schematycznie postacie graficzne programów
naprężeń przyjętych do badań. W programie podanym w wierszu 2 tablicy 1 naprężenia
stopniowo rosną od wartości minimalnej do maksymalnej, w dalszym ciągu opracowania
program ten oznaczono symbolem SR. W wierszu 3 tablicy 1 przedstawiono program
o stopniowo malejących naprężeniach -SM. W szeregu pracach m.in. [2] i [6] proponuje

stopień i 7
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Rys. 3

się ukształtowanie programu według schematu podanego w wierszu 4 tablicy 1. W progra-
mie SRM badania rozpoczyna się od pewnej wartości średniej naprężeń zwiększając stop-
niowo wartości naprężeń do maksymalnej, następnie stopniowo obniżając do minimalnej
wartości itd. W ostatnim programie (wiersz 5 tablicy 1) przyjęto losowe następstwo stopni
wartości naprężeń — SL. Na rys. 3 podano dla przykładu wykres oraz dane liczbowe
programu o losowym następstwie stopni, który opracowany został dla względnych war-
tości naprężeń oraz okresu programu o liczbie cykli n 0 = 5 • 104. ,

5 Mech. Teoretyczna i Stosowana 2/78



186 J. SZALA

W przeprowadzonych badaniach liczby cykli w okresach programów były zmienne
w zależności od poziomu naprężeń. Liczbę cykli w okresie dobierano z takim wyliczeniem,
aby liczba okresów zrealizowanych do pęknięcia zmęczeniowego wynosiła co najmniej 10.

Wszystkie zastosowane w badaniach programy bez względu na wartości naprężeń,
liczby cykli w okresie i ukształtowanie programu miały ten sam rozkład wartości ampli-
tud zgodny z widmem naprężeń podanym w kolumnie 4 tablicy 1.

3. Opis badań

3.1. Próbki. Badania zmęczeniowe przeprowadzono na okrągłych próbkach z karbem
przedstawionych na rys. 4. Próbki wykonano ze stali 45. Doraźna wytrzymałość wyzna-
czona w próbie rozrywania według PN-71/H-04310 wynosiła średnio Rm - 77,6 daN/mm2,
a umowna granica plastyczności ReQ2 = 39 daN/mm2.

Rys. 4

Karb wykonano dokładnym toczeniem zachowując chropowatość powierzchni na
dnie karbu o Ą = 1,25 [xm.

Do całości badań zmęczeniowych wykonano 400 próbek pobieranych do prób w spo-
sób losowy, próbki oznaczono porządkowymi numerami zgodnie z kolejnością wykony-
wanych prób.

3.2. Stanowisko badawcze. Do badań zaprojektowano i wykonano w Zakładzie Podstaw
Konstrukcji Maszyn Akademii Techniczno-Rolniczej w Bydgoszczy stanowisko badawcze
przedstawione na rys. 5.

Stanowisko badawcze składa się z trzech części:
— mechanicznej,
— układu obciążającego,
— układu pomiarowego.
Część mechaniczną stanowi urządzenie składające się z korpusu 1, w którym ułożysko-

wane są dwa wrzeciona 2. Każde wrzeciono posiada na obu końcach gniazda stożkowe
do mocowania części chwytowej badanych próbek 3. Wrzeciona napędzane są silnikiem
elektrycznym 4 za pośrednictwem pasa klinowego.

Układ obciążający składa się z generatora impulsów pseudolosowych 5, stabilizowa-
nych zasilaczy 6, układu sterowania wzbudnikiem 7, urządzenia do programowania obcią-
żeń sinusoidalnych 8, W2badnika elektromagnetycznego 9.

Układ pomiarowy obciążeń działa na zasadzie wykorzystania tensometrów oporowych-
Tensometr oporowy czynny naklejono na płytce 10 łączącej cięgno 11 z rdzeniem wzbud-
nika. Układ pomiarowy składa się z mostków tensometrycznych 12, rejestratora szybko-
piszącego 13 oraz oscyloskopu 14.
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Rys. 5

Naprężenia zmienne w przekroju próbki 3 otrzymuje się w wyniku obciążenia końca
próbki wysięgowej przez wzbudnik elektromagnetyczny 12 oraz przez obrót próbki zamo-
cowanej we wrzecionie 2. Zmiana losowa lub programowana naprężeń w przekroju próbki
wynika z odpowiedniej zmiany obciążenia próbki. Pseudolosową zmianę obciążenia, reali-
zuje automatycznie układ: generator impulsów pseudolosowych 5, dwa stabilizowane
zasilacze 6, układ sterowania wzbudnikiem 7 oraz wzbudnik elektromagnetyczny //.
Programowane obciążenie realizowane jest także automatycznie przez układ, w którym
generator impulsów pseudolosowych zastąpiony został urządzeniem do programowania
obciążeń sinusoidalnych. Zmianę wartości obciążenia losowego i programowanego otrzy-
muje się przez ustalenie odpowiedniej wartości natężenia prądu potencjometrem urzą-
dzenia sterowania wzbudnikiem 7. Liczbę cykli zmian naprężeń w przekroju próbki,
która równa jest liczbie obrotów wrzeciona wskazuje licznik cykli, natomiast,częstotli-
wość zmian — wskazuje wskaźnik chwilowej prędkości obrotowej. Licznik cykli oraz

5*
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wskaźnik chwilowej prędkości obrotowej umieszczone są w urządzeniu do programowania
obciążeń sinusoidalnych 8. .••

Przebieg obciążeń końca próbki w czasie rejestrowany jest na taśmie rejestratora szyb-
kopiszącego 13. Do bieżącej kontroli przebiegu zmian obciążeń oraz wykrywania zakłó-
ceń służył oscyloskop 14.

Budowę i zasadę działania generatora impulsów pseudolosowych oraz charakterystyki
statystyczne generowanych przebiegów omówiono w pracy [9].

3.3. Przebieg badań. Określenie własności zmęczeniowych badanych próbek oraz ocena
ijościowa zależności między trwałością przy obciążeniu jednostopniowym, losowym i pro--
gramowanym wymaga wyznaczenia krzywej zmęczeniowej w zakresie ograniczonej i nie-
ograniczonej wytrzymałości zmęczeniowej.

Badania w zakresie ograniczonej wytrzymałości zmęczeniowej przeprowadzono na
pięciu poziomach wartości nominalnych naprężeń w próbce badając na każdym z pozio-
mów średnio 7 próbsk.

Nieograniczoną wytrzymałość zmęczeniową wyznaczono metodą schodkową na pod-
stawie badań 27 próbek, jako bazę próby zmęczeniowej przyjęto 5 • 106 cykli.

Różnice między trwałością zmęczeniową wyznaczoną przy obciążeniu losowym i pro-
gramowanym, wpływ ukształtowania programów obciążenia na trwałość zmęczeniową
oraz stwierdzenie zależności wymienionych różnic i wpływu od wartości obciążeń w wid-
mie, dokonane zostało na podstawie porównań krzywych trwałości zmęczeniowej wyzna-
czonych przy obciążeniu losowym i programowanym. Do badań przyjęto obciążenia lo-
sowe i programowane omówione w punkcie 2. Poszczególne krzywe trwałości zmęczenio-
wej wyznaczono ńa podstawie badań przeprowadzonych średnio na 24 próbkach na 5 po-
ziomach wartości maksymalnych naprężeń w programie: 36,5, 32,5, 28,5, 24,5 i 20,5
daN/mm2. W badaniach z obciążeniem losowym wykonano ponadto badania na pozio-
mie wartości naprężenia maksymalnego w programie 40,5 daN/mm2, pomijając ze wzglę-
dów technicznych (czas próby — kilka miesięcy) badania na poziomie 20,5 daN/mm2.

4. Wyniki badań zmęczeniowych i ich opracowanie

4,1. Wyznaczenie krzywej zmęczeniowej. Wyniki badań zmęczeniowych przeprowadzbnych
w celu wyznaczenia krzywej zmęczeniowej podano na rys. 6. Opracowanie wyników badań
w zakresie ograniczonej wytrzymałości zmęczeniowej polegało na wyznaczeniu prostej
regresji metodą najmniejszych kwadratów oraz przedziałów ufności dla pojedynczych
wyników na poziomie ufności 0,95. Wartość średnią wykreślono ciągłą grubą linią, nato-
miast obszar zakreskowany odpowiada wyznaczonemu przedziałowi ufności. Prostą
regresji w układzie logarytmicznym opisać można równaniem

(4) logff„ =* -0,2192 logN+2,4965.

W dolnej części rys. 6 przedstawiono w sposób schematyczny przebieg prób zmęczenio-
wych według metody schodkowej, znakiem (0) oznaczono próbki, które nie uległy pęk-
nięciu zmęczeniowemu po zrealizowaniu bazowej liczby 5 • 106, natomiast znakiem (+)
oznaczono próbki, które uległy pęknięciu przy liczbie cykli mniejszej od liczby bazowej.
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Na wykresie krzywej zmęczeniowej punkty zaczemione odpowiadają próbkom, które
uległy pęknięciu, natomiast punkty nie zaczemione odpowiadają próbkom, które nie uległy
pęknięciu zmęczeniowemu. Wartość średnią nieograniczonej wytrzymałości zmęczeniowej

i odchylenie standardowe wyznaczono na podstawie wzorów Dixona i Mooda. Wartości
te wynoszą odpowiednio:

ŹBQ - 16,56 daN/mm2, s = 0,51 daN/mm2.
4.2. Wyznaczenie krzywych trwałości zmęczeniowej. Wyniki badań zmęczeniowych, których

celem było wyznaczenie krzywych trwałości zmęczeniowej podano na wykresach w ukła-
dzie logarytmicznym (rys. 7—11). Dla orientacji na wykresach podano także położenie

[daN/mm2]

109 f0e nc

Rys. 7

krzywej zmęczeniowej. Opracowanie wyników badań polegało na wyznaczeniu prostych
regresji metodą najmniejszych kwadratów. Poszczególne rysunki zawierają wykresy war-
tości średniej wraz z zakreskowanym obszarem, który odpowiada przedziałowi ufności
dla pojedynczych wyników na poziomie ufności 0,95.

Na rys. 7 przedstawiono wyniki badań zmęczeniowych przeprowadzonych przy obcią-
żeniu o charakterze losowym (L).
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Wyniki programowanych badań zmęczeniowych dla przyjętych do badań programów
naprężeń przedstawiono na rys. 8-11. Na rys. 8 przedstawiono wyniki badań z progra-
mem naprężeń stopniowo rosnących (Sli), na rys. 9 — stopniowo malejących (SM)t
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Rys. 9

na rys. 10 — stopniowo rosnących i malejących (SRM) oraz na rys. 11 przedstawiono wy-
niki badań z programem o losowym następstwie stopni (SL). Do analizy regresji przyjęto
wyniki badań odpowiadające naprężeniom maksymalnym w programie aamaK leżącym na
poziomach 36,5, 32,5, 28,5 i 24,5 daN/mm2. Przebieg krzywych w zakresie naprężeń
maksymalnych w programie od 20,5 do 24,5 daN/mm2 zaznaczony na wykresach liniami
przerywanymi jest przybliżony. W zakresie tym wykresy trwałości zmęczeniowej znacznie
odbiegają od wyznaczonych prostych regresji zbliżając się asymptotycznie do linii odpo-
wiadającej nieograniczonej wytrzymałości zmęczeniowej badanych próbek. Dokładne wy-
znaczenie przebiegu wykresów dla wartości naprężeń maksymalnych w programie bliskich
wartości nieograniczonej wytrzymałości zmęczeniowej wymagałoby zrealizowania spe-
cjalnego programu badań i ze względu na olbrzymią pracochłonność jest niecelowe. Rów-
nania prostych regresji odpowiadających krzywym trwałości zmęczeniowej dla poszczę-
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gólnych rodzajów obciążeń podano w tablicy 2. Wartość śr-ednia współczynników kierun-
kowych prostych Jregresji podanych w tablicy 2 odpowiadających krzywym trwałości
zmęczeniowej wynosi 0,1645, natomiast wartość średnia wyrazu wolnego 2,4468.

Tablica 2

Lp.

1

1

2

3

4

5

Oznaczenie
obciążenia

2

L

SR

SM

SRM

SL

Równanie prostej regresji

3

log aamM = -0,1609 log« c + 2,4076

logo-,,,™,, = -0,2016 logn c +2,6601

logo-o m o x = -0,1306 log «c + 2,3402

logffoma% - -0,1522 log na + 2,3729

logoamat = -0,1665 log nc+2,4525
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5. Analiza wyników

Krzywe trwałości zmęczeniowej wyznaczone w badaniach zmęczeniowych przy obcią-
żeniu losowym i programowanym przedstawione na rysunkach 7—11 posiadają podobne
przebiegi. Porównanie wartości współczynników kierunkowych i wyrazów wolnych w rów-
naniach prostych regresji podanych w tablicy 2 odpowiadających poszczególnym krzywym
trwałości zmęczeniowej wykazuje małe różnice. Na rys. 12 przedstawiono wzajemne poło-
żenie prostych regresji oraz średnich wartości trwałości zmęczeniowej wyznaczonej w pro-
gramowanych badaniach na poziomie wartości maksymalnego naprężenia w widmie
równej 20,5 daN/mm2.
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Ocenę istotności wymienionych różnic przeprowadzono na podstawie analizy statys-
tycznej uzyskanych rezultatów, która obejmowała sprawdzenie hipotezy o równości śred-
nich wartości trwałości zmęczeniowej (test analizy wariancji dla wielu średnich) oraz
sprawdzenie hipotezy o równoległości prostych regresji odpowiadających badaniom
przy obciążeniu losowym i programowanym (test równoległości). Badanie równości war-
tości średnich poszczególnych krzywych dotyczyło wyników na wszystkich poziomach
naprężenia maksymalnego w widmie łącznie oraz badania równości wartości średnich
na wybranych poziomach o wartościach 28,5 i 20,5 daN/mm2.

Poziom o wartości 28,5 daN/mm2 zbliżony jest do środka zakresu naprężeń przyję-
tego do badań. Na poziomie tym celem uściślenia analizy wykonano badania na 8 prób-
kach dla każdej krzywej trwałości. Wyniki badań trwałości zmęczeniowej na poziomie
20,5 daN/mm2 wyraźnie odbiegają od prostych regresji, stąd konieczność przeprowadze-
nia oddzielnej analizy statystycznej wyników na tym poziomie.

Przeprowadzona statystyczna analiza wykazała, że na poziomie ufności równym 0,95
nie ma podstaw do odrzucenia hipotez: o równości wartości średnich trwałości zmęcze-
niowej poszczególnych krzywych trwałości dla wyników na wszystkich poziomach łącznie,
o równości wartości średnich na poziomach wartości maksymalnych naprężeń w widmach
równych 28,5 i 20,5 daN/mm2 oraz hipotezy o równoległości wyznaczonych prostych
egresji odpowiadających poszczególnym krzywym trwałości.
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Z przeprowadzonej analizy statystycznej wynika, że istnieje możliwość zastąpienia
badań z obciążeniem losowym przez programowane badania zmęczeniowe, ponieważ
różnice w wyznaczonej trwałości zmęczeniowej są nieistotne. Przytoczone stwierdzenie
dotyczy całego zakresu naprężeń maksymalnych w widmie przyjętego do badań.

Porównanie krzywych trwałości zmęczeniowej wyznaczonych z zastosowaniem różnie
ukształtowanych programów świadczy o nieistotnym wpływie ukształtowania programu
na trwałość zmęczeniową. Krańcowe położenia zajmują krzywe wyznaczone z zastosowa-
niem programów SR (stopniowo rosnących naprężeń) i SM (stopniowo malejących na-
prężeń). Maksymalne różnice między wymienionymi krzywymi zachodzą przy wyższych
wartościach naprężeń w programie.

Pewnych informacji dostarcza analiza wartości średnich krzywych trwałości zmęcze-
niowej. W górnym zakresie wartości naprężeń maksymalnych w programie trwałość zmę-
czeniowa wyznaczona przy obciążeniu losowym jest około: 20, 23 i 80% mniejsza oraz
20% większa od trwałości wyznaczonej w programowanych badaniach zmęczeniowych
z zastosowaniem programów (w kolejności odpowiadającej wymienionym wartościom):
SRM, SL, SR i SM. Dla niższych wartości naprężeń maksymalnych w programie wymie-
nione różnice trwałości zdecydowanie maleją.

Wzajemne położenie prostych regresji przedstawione na rys. 12 oraz wartości współ-
czynników kierunkowych i wartości wyrazów wolnych w równaniach prostych regresji
podanych w tablicy 2 świadczą o tym, że w całym zakresie wartości naprężeń maksymal-
nych w widmie (programie) przyjętym do badań, najbardziej zbliżony przebieg do krzywej
wyznaczonej przy obciążeniu losowym (L) mają krzywe wyznaczone przy programowa-
nym obciążeniu o losowym następstwie stopni (SL) oraz stopniowo rosnącym i maleją-
cym (SRM).

Brak podstaw do odrzucenia hipotezy o równoległości prostych regresji świadczy o tym,
że współczynnik kierunkowy prostych regresji w sposób nieistotny zależy od sekwencji
obciążeń, a wartość współczynnika kierunkowego zależna jest podobnie jak dla krzywej
zmęczeniowej od cech materiałowych i geometrycznych próbki. Fakt ten umożliwia wyzna-
czenie liczbowych zależności między krzywą zmęczeniową a krzywą trwałości zmęczenio-
wej dla ściśle określonego widma (określonego np. współczynnikiem wypełnienia £).

Dla przyjętych w przedstawionym opracowaniu warunków badań stosunek wartości
współczynnika kierunkowego prostej regresji odpowiadającej krzywej zmęczeniowej do
wartości średniej współczynników kierunkowych prostych regresji odpowiadających krzy-
wym trwałości zmęczeniowej wynosi około 1,34, natomiast odpowiedni stosunek wyrazów
wolnych wynosi około 1,01. Znajomość podanych zależności umożliwia przewidywanie
przebiegu krzywej trwałości zmęczeniowej dla określonego widma naprężeń w przypadku,
gdy znana jest krzywa zmęczeniowa.

Podane w punkcie 4 rezultaty badań zmęczeniowych umożliwiają przeprowadzenie
doświadczalnej weryfikacji liniowej hipotezy kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych Pal-
mgrena-Minera
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Po prostych przekształceniach wzoru (5) otrzymuje się wzór na trwałość zmęczeniową

(6) B.0--TC •

( = 1

Z założeń przyjętych w liniowej hipotezie kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych wy-
nika, że w obliczeniach uwzględniane są jedynie poziomy naprężeń o wartościach więk-
szych od nieograniczonej wytrzymałości zmęczeniowej aai > Zg0. Wykładnik potęgi m
obliczony na podstawie wzoru (4) posiada wartość 4,55. Krzywa trwałości zmęczeniowej
obliczona na podstawie wzoru (6) przedstawiona została na rysunku 12 i oznaczona lite-
rami PM. Jak wynika z rys. 12 trwałość zmęczeniowa obliczona «c0 różni się od trwałości
zmęczeniowej wyznaczonej w badaniach zmęczeniowych ncex. Za miarę niezgodności
wyników obliczeń i badań przyjęto współczynnik wyrażony wzorem

(V) a —

Całkowita zgodność obliczeń z wynikami badań zachodzi w przypadku, gdy a = 1,
dla a < 1 obliczona wartość trwałości zmęczeniowej jest większa od doświadczalnej, na-
tomiast gdy a > 1 obliczona wartość trwałości zmęczeniowej jest mniejsza od doświad-
czalnej. Wykres wartości współczynnika a w funkcji względnych wartości naprężenia

3.0

20

W

02

Oznaczenia programów:

• - L
SR
SM
SRM

1.0 12 14 1.6 1.8 2.0 2.2 6omaf/Zga

Rys. 13

maksymalnego w widmie obliczonego w stosunku do wartości nieograniczonej wytrzy-
małości zmęczeniowej przedstawiono na rys. 13. Wykres wykonano w układzie współrzęd-
nych logarytmicznych. Odpowiednie punkty wykresu odpowiadają wartościom współ-
czynnika a obliczonego dla obciążenia losowego i poszczególnych programów obciążeń,
na poziomach naprężeń względnych odpowiadających poziomom naprężeń maksymalnych
w programach przyjętych do badań zmęczeniowych. Przebieg zmian zależności współczyn-
nika a od względnych wartości naprężenia maksymalnego w widmie przedstawiono na
rys. 13 za pomocą zakreskowanego obszaru, który asymptotycznie zbliża się do rzędnej
ffomax/Z„o = 1, Większość wyników obliczeń leży w obszarze gęsto zakreskowanym.



WPŁYW SEKWENCJI OBCIĄŻEŃ NA TRWAŁOŚĆ ZMĘCZENIOWĄ 195

Z omawianego wykresu wynika, że istnieje zdecydowana zależność wartości współczynnika
a od wzrostu naprężenia maksymalnego w widmie naprężeń dla względnych wartości na-
prężeń leżących w zakresie 1,0—1,5. Zależność ta jest nieistotna dla wartości większych
od 1,5. Zadowalającą zgodność wyników obliczeń trwałości zmęczeniowej według hipo-
tezy liniowej kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych z wynikami badań zmęczeniowych
otrzymuje się dla względnych wartości naprężenia maksymalnego w widmie wynoszących
około 1,3.

Wyznaczona na podstawie wykresu (rys. 13) wartość współczynnika a umożliwia ko-
rektę obliczeń. Wzór (6) przyjmuje wówczas postać

m „ - aNl

Nagromadzenie większej liczby tego typu danych, umożliwi w przyszłości przewidy-
wanie przybliżonego przebiegu krzywych trwałości zmęczeniowej na etapie konstruowa-
nia elementów i układów, poddanych w warunkach eksploatacji obciążeniom losowym.

Przedstawiona analiza dotyczy ściśle przyjętych warunków badań, a w szczególności
charakteru losowych zmian naprężeń, które stanowiły podstawę badań zmęczeniowych
z obciążeniem losowym i programowanym. Omówione w punkcie 2 losowe naprężenia
charakteryzują się stosunkowo łagodnym przebiegiem, w którym nie obserwuje się nagłych
przeciążeń. Występowanie w obciążeniach losowych nagłych przeciążeń o małej częstości
występowania może powodować znaczne obniżenie trwałości w stosunku do trwałości
zmęczeniowej wyznaczonej w programowanych badaniach zmęczeniowych. Widma na-
prężeń dla tego typu przebiegów losowych charakteryzują się małymi wartościami współ-
czynnika wypełnienia.

6. Wnioski

Przeprowadzona analiza uzyskanych rezultatów umożliwia sformułowanie następu-
jących wniosków.

1. Badania zmęczeniowe próbek okrągłych ze stali 45 z obciążeniem losowym i pro-
gramowanym wykazały, że różnice wartości trwałości zmęczeniowej wyznaczone na ich
podstawie są nieistotne w całym zakresie naprężeń maksymalnych w widmie przyjętym
do badań.

2. W programowanych badaniach zmęczeniowych z wykorzystaniem czterech różnie
ukształtowanych programów o wartościach naprężeń stopniowo rosnących (SR), stop-
niowo malejących (SM), stopniowo malejących i rosnących (SJIM) oraz o losowym na-
stępstwie stopni wartości naprężeń (SL), nie stwierdzono istotnego wpływu ukształtowa-
nia programu na wyznaczoną trwałość zmęczeniową w całym zakresie naprężeń maksy-
malnych w widmie przyjętym do badań. v

3. Najbardziej zbliżony przebieg do krzywej trwałości zmęczeniowej wyznaczonej przy
obciążeniu losowym mają krzywe wyznaczone w programowanych badaniach zmęcze-
niowych ze stopniowo rosnącymi i malejącymi wartościami naprężeń (SRM) i z losowym
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następstwem stopni wartości naprężeń (SL). Różnice średnich wartości trwałości dla wy-
mienionych krzywych wynoszą około 20%.;

4. Nieistotny wpływ sekwencji obciążeń na przebiegi krzywych trwałości zmęczenio-
wej, umożliwia wyznaczenie zależności parametrów krzywych trwałości od parametrów
krzywej zmęczeniowej. Podstawowymi zależnościami umożliwiającymi przewidywanie
przebiegu krzywej trwałości zmęczeniowej na podstawie znanej krzywej zmęczeniowej są:
stosunek wartości współczynnika kierunkowego krzywej zmęczeniowej do wartości współ-
czynnika kierunkowego krzywej trwałości zmęczeniowej oraz podobny stosunek wyrazów
wolnych w równaniach podanych w tablicy 2 i wzorze (4), wartości te wynoszą średnio:
1,34 i 1,01.

5. Doświadczalna weryfikacja hipotezy liniowej kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych
wykazała, że różnice między wynikami obliczeń i badań trwałości zmęczeniowej zależą
od wartości naprężeń w widmie. Dla przyjętych warunków badań największą zgodność
wyników obliczeń i badań zmęczeniowych otrzymano dla wartości względnych naprężeń
ffon.ax/-Z9o £ 1,3, Powyżej wartości 1,3 trwałość zmęczeniowa obliczona jest większa,
natomiast dla wartości o-amax/Zfl0 < 1,3 mniejsza od doświadczalnej.

Literatura cytowana w tekście

1. J, SZALA, Obliczenia trwałości zmęczeniowej układów w oparciu o wybrane hipotezy kumulacji uszkodzeń
zmęczeniowych i ich doświadczalna weryfikacja, Zeszyty Naukowe Wyższej Szkoły Inżynierskiej w Byd-
goszczy, 9 (1974). 197—137.

2. G. JACOBY, Comparison of fatigue livs under conventional program loading and digital rundom loading.
Effects of environment and complex load history on fatigue life, ASTM, STP, 462 (1970) 184.

3. J. SCHUVE F. A. JACOBS, P. J. TROMF, The effect of load sequence on fatigue crack propagation under
random loading and program loading, National Aerospace Laboratory, NLR, RT 71014 V, (1971).

4. H. NOWACK, Biharmonische Beanspruchungsablaufe zur Beurleilung der Schadigung unregelmdssiger
Beanspruchungen, VDI — Z, 7 (1969) 91—114.

5. J. SZALA, Zagadnienia aproksymacji zmian obciążeń o charakterze losowym w programowanych badaniach
trwałości zmęczeniowej, Zeszyty Naukowe, Akademii Tecbniczno-Rolniczej w Bydgoszczy, 26 (1975)

141.
6. E. GASSNER, F. W. GRJESE, E. HAIBACH, Ertragbare Spannungen uncl Lebensdauer einer Schwcissver-

bindung aus Stahl St 37 bet verschidenen Formen des Bean.spruchungskollektivs, Metteikmg, 3 (1964)
255.

7. R. LEHMAN, Uber die Giiltigkeit der Hypothese der linearen Schadensakkunudation, Maschinenbau-
technik, 5 (1970)252.

8. C. B. CEPEHCEHJ B. I I . KorAnB, floAsoeewocmb dema/ieii Mauntii c ynemou aepowiiiiocmu pai^ymemin
npu uecmaifUouapnoM nepe.ueuiWM uaipyoKenuu., BecranK MaiunHOCTpoeimsi, 1 (1966) 7—12.

9. M. RAKOWSKI, Wymuszenie naprężeń o charkterze przypadkowym przy pomocy generatora sygnałów
pseudoprzypadkowych, Zeszyły Naukowe Akademii Techniczno-Rolniczej w Bydgoszczy, 26 (1975) 129.

P e 3 io M e

BJIH.SHME H C T O P H H HArPYJKEHI-W HA y C T A J I O C T H Y I O I1POMHOCTŁ

B cTaTŁe flano ormcamie HciibiTarniH ycTajiocTiioił HPO^HOCTH o6pa3i^oB3 H3roTOBJieiiHwx KB crajm
45. HcnbiTaHHH 6HJIH ripoBeReubi c npHMeHemreM cjiy îaifoiOH H nporpaMMHOH Harpy3i<n. B nporpaMM-

HcnwTaHHHx npHHHTbi MeTbipe pa3Kbix nporpaiHiwbi: c B03pacTaiouieH Harp3yi<oft SR, c
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uiaiomeftca narpy3KOH SM c BoapacTaiome-yMentuiaiomeftcH Harpy3KOił SRM II co cnynaaahim
nopHflKOAł noHBneHHH creneHen Harpy>KeHHFi SL.

Pa3HHqa flojiroBetiHocni npn cjiynaHHOM H nporpaMMHOM narpy>i<eHHHX SRM H SL oi<a3ajiaci.
He6onŁffloil. Ao J l r o D e t i H o C T I > npn Hcnbixannfix c nporpaMmiibiM narpyweHHem SR 6wjia
B asa pa3a 6ojibuie no cpaBHeHuio co cny-raeM cjiyyaHHoii Harpy3KH.

S u m m a r y

THE EFFECT OF LOAD SEQUENCE ON FATIGUE LIFE

Fatigue lives were studied in 45 steel spscimsns under random loading and the corresponding program
loadings. In the program tests of four types of sequences were employed. This was done in increasing
order of amplitudes (SR) increasing — decreasing order (SRM), decreasing order (SM) and random
order of amplitudes (SL). The variations of the fatigue life due to the random loading and program loadings
SL and SRM were relatively small. The fatigue life was about 20% longer in the latter case. The fatigue life
in the SR program test was at most twice times longer than in the random test.
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NAPRĘŻENIA KRYTYCZNE WOLNOPODPARTYCH ŚCINANYCH PŁYT PRZEKŁADKOWYCH

FRANCISZEK R O M A N Ó W (WROCŁAW)

Oznaczenia

a, b długość i szerokość płyty,
t, 2c grubość okładziny i rdzenia,

E, G, v moduł Younga, Kirchhoffa i liczba Poissona dla okładziny,
Eu, G„, v„ odpowiednio dla rdzenia,

m, n ilość półfal w kierunku osi x i y,

firn 20.
a

mi
o =

b
r = alb
q jednostkowe naprężenia tnące,
T naprężenia tnące,

W ugięcie okładziny w kierunku osi z,
Wu przemieszczenie rdzenia w kierunku osi z,

Et3

D = — sztywność okładziny na zginanie,
12(1—v2)

2(1—1',,)

1. Wstęp

Zagadnieniom obliczania naprężeń krytycznych ścinanych płyt przekładkowych po-
święcono dotychczas wiele prac. Przedstawione tam metody mogą być jednak stosowane
tylko do tzw. cienkich płyt przekładkowych [1, 2], które spełniają warunek

a2<J(l v)

Podstawowym uproszczeniem, jakie przyjmowane jest w tych pracach, to nieodkształ-
calność miękkiego rdzenia w kierunku prostopadłym do powierzchni płyty. To założenie
nie uwzględnia naprężeń ścinających w rdzeniu i uniemożliwia opracowanie ogólniejszej
metody oraz projektowanie płyt w oparciu o nośność graniczną. Zasadniczym kryterium
wytrzymałościowym tych płyt jest utrata stateczności całej płyty (tzw. ogólna forma utraty
stateczności), przy której obciążenia krytyczne są na ogół mniejsze od nośności granicznej.
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Z ekonomicznego punktu widzenia interesujące są grubsze płyty, w których napręże-
nia krytyczne są zbliżane do granicy plastyczności okładziny. Wychodząc z założenia,
że ugięcie okładziny opisane jest szeregiem

(1.2) w = - Cm"Sln~
. nyn

s i n b~'

w pracy [5] rozwiązano zagadnienie stateczności krótkich płyt przekładkowych, dla któ-
rych (ajb ^ 2). Jednak doświadczenia wykazały, że teoretyczne naprężenia krytyczne
w stosunku do wyników badań są znacznie zawyżone. Dlatego dalsze poszukiwania do-
prowadziły do przyjęcia nieco innej funkcji od równania (1.2) która dokładniej opisuje
ugięcia wolnopodpartych, ścinanych, prostokątnych płyt przekładkowych i w konsek-
wencji daje dokładniejsze rozwiązania. Rzeczywisty obraz odkształconej płyty, uzyskany
na drodze doświadczalnej, przedstawiony jest na rys. 1.

Rys. 1. Forma utraty stateczności płyt prz:kładkowych

Przeprowadzone rozważania i otrzymane wnioski są słuszne przy następujących za-
łożeniach :

— okładziny wykonane z jednakowego, izotropowego materiału posiadają taką samą
grubość,

— rdzeń wykonany z miękkiego izotropowego materiału, dla którego obowiązuje
zależność Eu • cjEt < 0,1. Oznacza to, że sztywność rdzenia w płaszczyźnie płyty w sto-
sunku do sztywności okładzin jest dużo mniejsza. ;.'
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Możemy więc przyjąć, że obciążenia leżące w płaszczyźnie płyty przenoszą tylko okła-
dziny. Rdzeń natomiast równomiernie podpiera okładziny i przenosi siły tnące oraz siły
normalne prostopadłe do powierzchni płyty.

W oparciu o powyższe założenia możemy przyjąć, że lekki rdzeń charakteryzuje się
następującymi własnościami: Ex •» Ey = Gxy = 0; Gxz = Gyz = Gu i E, = E„,

2. Płyta nieskończenie długa

Na początek przeanalizujmy problem naprężeń krytycznych dla płyt teoretycznie nie-
skończenie długich. Podobnie jak w teorii cienkich płyt przyjmiemy, że ugięcie okładziny
opisuje zależność

(2.1) W — A sin — sin — (x—ay).

Dla wolnopodpartej płyty funkcja ta spełnia tylko częściowo warunki brzegowe [3].
Na krawędziach płyty (y = 0, y = b) ugięcia równają się zeru, zaś momenty są różne

od zera, gdyż 82W/8y2 ¥= 0. Jednak dla uzykania chociaż przybliżonego rozwiązania
będziemy w dalszym ciągu korzystać z tej zależności. Graficzne przedstawienie ugięcia
płyty pokazane jest na rys. 2, gdzie s oznacza długość półfali, a charakteryzuje nachylenie
linii węzłowych, dla których x—ay/s jest liczbą całkowitą i A jest amplitudą.

Rys. 2. Schemat odkształconej nieskończenie długiej płyty przekładkowej

Przemieszczenie rdzenia w kierunku prostopadłym do powierzchni płyty zostało okreś-
lone w ogólnym przypadku w pracy [4] jako funkcja trzech zmiennych

(2.2)

gdzie

cosh[p(c—z)]
cos hpc "(x

82W 82W
• +

8x2 dy2 l -2r„
* W 2(1 -v„)

Jak wynika z zależności (2.2), q> jest tylko funkcją zmiennej z, a ugięcie W funkcją x i y.
Aby to założenie było spełnione, zależność (2.3) będziemy traktować jako parametr,

6 Mech. Teoretyczna i Stosowana 2/78
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który w konkretnym przypadku ugięcia okładziny posiada stałą wartość. Wielkość tego
współczynnika dla niektórych funkcji ugięcia okładziny podano w tablicy 1.

Tablica 1

Funkcja ugięcia okładziny W

tixm
A a sin

a

00 00
v-i r ) , nxm . nym
} } /(„„sin sin---—

ZJ Z J a b
n = 1 « = 1

. .. ny . n
Asm — s i n — (JC—ay)

b s

DO 0 0r i r i , . nxm . nyn n
y y /4„,„sin sm—•— cos — (y—ax)

~-j —/ a b a
111= 1 7 1 = 1

Parametr/;2

/ nm \2

1 mp \ 2 r I a \2 1
\ a 1 L \6 / .1

Mając określone przemieszczenie rdzenia możemy teraz za pomocą metody energe-
tycznej znaleźć naprężenia krytyczne.

W związku z tym, iż okładzina traktowana jest jako cienka izotropowa płyta, jej energia
odkształcenia sprężystego określona jest wzorem [3]

a b

D r r\ 82w 82w-4/J
o o

8x2 + 8y2 [
Opierając się na przedstawionych we wstępie założeniach odnośnie rdzenia i korzystając
z ogólnego równania na energię sprężystą ciała izotropowego, energię sprężystą da się
opisać zależnością

Praca wykonana przez zewnętrzne siły ścinające płytę wyraża się wzorem

\\
Uwzględniając dalej równania (2.1) i (2.2) ostatecznie otrzymamy:

(2A) A - 4A2Dab \ L + ł ± ^ 2 , (1 + «2)2"
8 I 6 4 s2b2

(2.5) Ar=
n2G<-A2abl^^\ , <

(2.6)

8 \b2 ' s2 T ^ / ;;c
7r2^2aaA

4?
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Nieznane jednostkowe naprężenia tnące q obliczymy z zależności

(2.7) AK+Ar+Az = 0,

W dalszym ciągu interesuje nas najmniejsza wartość q, czyli naprężenia krytyczue.
Żądaną wartość otrzymamy z warunku

(2.9) -jr- = 0 i -—• = 0 .

Z równania (2.9) przy założeniu, że mamy do czynienia tylko z cienką płytą (bez rdze-
nia c = 0) otrzymamy znane rozwiązania [3]

<x0 = 0,7071; s0 = 1,2247 6

i najmniejszą wartość naprężeń

q0 = 5,7
u

Rozwiązanie równań (2.9) najłatwiej przeprowadzić metodą numeryczną. Dla szcze-
gólnych przypadków płyt można stosunkowo łatwo określić naprężenia krytyczne metodą
analityczną. Dla dostatecznie cienkich płyt przekładkowych można przyjąć, że

tgh/JC « pc,

wtedy z równania (2.8), poprzez wykorzystanie równań (2.9) otrzymamy:

V =

tutaj

Ci = -]/c4(2 +

CA =
+ Cj

Ca =
n2D •

Podstawiając skr i â ,. do równania (2.8) ostatecznie otrzymamy jednostkowe naprężenia
krytyczne.

Porównując s0 z skI oraz a0 z akI, można łatwo wykazać, że sk[ < s0 i ak r > a0. Oznacza
to, że płyta przekładkowa fałduje się w ten sposób, że długość półfali jest mniejsza od dłu-
gości półfali dla takiej samej cienkiej płyty (bez rdzenia).

6*
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3. Płyty prostokątne

Jak już wspomniano we wstępie w pracy [5] rozwiązano problem stateczności krót-
kich płyt przekładkowych przy założeniu, że ugięcie okładziny opisane jest zależnością
(1.2). Schemat takiej płyty przedstawiono na rys. 3. Późniejsze dociekania doprowadzają
do wniosku, że dokładniej ugięcie okładziny można opisać następującą zależnością:

. nyn n , ssin —=— cos — (v — ax).
a ba(3.i) W=-2J2JC s i n

Wyrażenie to, podobnie jak zależność (2.1), nie spełnia wszystkich warunków brzegowych,
gdyż na krawędziach płyty ugięcia są równe zeru, zaś momenty nie są równe zeru.

J*. s^— ** J

Rys. 3. Płyta prostokątna wolnopodparta na całym obwodzie obciążona na krawędziach naprężeniami
tnącymi

W dalszym ciągu zostanie wykazane, iż ten fakt dla płyt przekładkowych w. przeci-
wieństwie do płyt bez rdzenia nie jest zbyt istotny. Wykorzystując zależność (2.2) i (3.1),
a następnie postępując, podobnie jak w p. 2, otrzymamy wzory na energię sprężystą i pracę
sił zewnętrznych.

Energia gięcia okładziny

(3.2) A, = — I 1 «-(£[< \XlXl + ~2

H
mna. 11

-ZT) \X1X2+-^X4Xs + XsXii) +

: 7 -2x 5 x 9 +4x 1 1 x ] 2 )I
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Energia sprężysta rdzenia

co co

(3.3) Ar - -?

i " i f—' *

2 \ p ' cosh^c/U2 L P 1H ' 2
am , 1 \ 1

, , \s 1 / 1
H-.v5(>Xi4 —X10JJ + -—j" l ^ a ^ n + ^i^g —^-.VV1

W równaniach tych przez x oznaczono następujące całki:

/' 2 rca , 2nm a j 1 / 1 a \ .
c o s 2 — ^ s r a 2 xdx = — 1 + -TT— 5 T sin27ra = xu

J a a 4 [ 2 K \ S a2—m2 /

rai , 7r , 6 a /, 62 \ . „ b

o
6

o
b

2nn , «a 2 6

/sir
o

f . 2n .
I sin — VSHA —

. ' a b 2n{pi-—ainA) a

b \ \ a \f . 2n . 27in . I ^ b \\ a I
sin ysm2~r-ydy = COS2TJ: 1) hr~ "

J a b \ a I[47t\
a / An \b2—a2n2

o
" r. 2na . - nm , a 2a . ,. , 1 .

sm Jtsm"4 xax = -3— I —= r-(cos27ra— lH—(l-cos2jra) = .v5,a a An \_ ar—m2

b
bJ . , n . nn b a I b2 , \ . .

sm*—y cos* —r-yay =* —r — 1-5—\-rz 5—, + 1 sin2jt~ — x 7 )a o 4 I oTt \b —a n I a
o . L x '
C , on . . nn , 6 [ # / b2 , \ . ^ . ^ 1

sm2—ysm2—r-ydy = T + -5— T I 2̂ 2 - 1 sin2?r— - x8,
J a b 4 [871 \i>2-fl2«2 / flj

b

J a b \ x a)i^7t\ b2 — a2n2'] 9 '

6

2nn , . n , a2bn / . b ,\
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(I

/
. , na . , Tim , a \ a I a 1 \] .

CtY\ — _ V C 11*1 v//y — ___ ( I I , I I ci

a a 4 [87 i ;\a 2 -m 2 a/J
/

a a 4 \8jt\az-m2 a/J
b

2n , m , b \ a
cof-ycosi-j-ydy = - + | ^

i

/
. 2jra . 2?r

sin xsin xflx = • „ , , xr
a a 2n(az-m2)/

2?rm , am

sin xsin
a

a

/
. , na . 2nm , aa „ „ .

sin2—xsin xdx = . . ;, -r- (l-cos2?ra) = ^ 1 6 ,

a
(' - na . 2nm , am .. . .

cos2 jvsin xdx = -.- . „ —5r(l— cos2jra) = x 1 7 ,
J a a 4n(m2-a2)y ' "'

C . ,na , wm , a \ a /1 a Yl . „
s m z — x c o s ' ' xdx ~—r — \-z—\—i—5 5- sin2:n:a = x 1 8 ,

J « a 4 [ 8 j r \ a a 2 - m 2 / J

/" , na , 7OTZ , a [ a 11 a \ I .
cos"5—xcos'! xdx = -r + -0— — I — 5 H sm2wa = Xia,

J a a 4 [87i\a v.2-m2)\

. 2na , 7im , ,, „ x [ a /1 a \1
sin xcos2 xdx ~ (l—cos27ra) -r— 1 -, T)\ - x20-a a v \47i\a a 2 - m 2 / J

o
Praca sił zewnętrznych

00 OD OO 00

(3.4) A, = -q y y y y
m=l n=l k=l /=1

+ i z 4 Z 5 + Z 8 Z 9 j + ̂ -[Z13(Z8-Z3)+Z5(Z1 2-Z1 1)] +

+ ^-[Z4(Z6-Z7) + Z2(Z9-Z1)] + ^ [ y Z 2 Z l 3 - Z 7 Z 1 2 - Z 6 Z 1 1 ] j )

gdzie:

/
, Tiix nfti . nk . u

cos-'—-xcos—xsm—xdx = -r—r ^[l—cosmm+k)] +
a a a 4n(m + k) J
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a a
n ,~ :j-r- [cos7i(2a—m—k)— 11+ -r——- p- x
Sn(2a-m-k) L v ' J 8n(2a+m-k)

a[cosra(2a-m + fc)-l] - ZltSn(2a-m-k)

C . nn . 2 n . n l , ab \ 12b A ,1
sin—=— ysin vsin-=— ydy — — j — ^ ; r r cosra (-« — / — 1 +

J b ' a b 4n[2b + a(n — /)] \_ \ a /

'2/3
~ B + / 4n[2b+a(n+D]

[ C 0 S B (
4m[2b-a(n+I)] [ \a

b

26 \1
1

a/J

/ , 26 \1 a6 [,
« + /H 1 + -5—7-7 ,. -Ł 1 1—COSJTX

\ /J 8 [ ( + / ) 2 6 ] [
x (n+0 + a

a
26261 fl/j I", , n 261 _
— + o r / FN—?nr 1-cosOTH-/) = Z 3 ,

a
C mn . 2raa nk , a ,_ , xcos *sin .vsm—•xax= -:—— ; -smm2a—k—m) +

J a a a 4n(2u-k-m) K

» J

1 4 J Z ( 2 « - k+m) """v*»

47z(2a+k+m)
1,
f . mi . 2n nl , ab . lib A

sin-7- j sm—jeos-5— ydy = -T—^ ^T r-smTi n + l —
J b a b 47t(2b — a)[n — l) \ a j

ab . [2b A ab . (2b
sinn;—-+n + l) + -r-7=i—r?—K s l n j t l n-l) —

\ a J 4n{2b-a)(n+l) \ a
ab . [2b

b

f . nn . ni , n , b , _
J 8m-r^6łuTj;cos^-y^ = -^-^m*(n-l)-

/ , 2/3 \ «/3 . / . 26 \
.T smn\n~' + "b—r?—Trr^rrsm:n:\n-l+— -
] \ a / 8n[a(nl)+2b] \ a /

[n-l)-2b] V a / 8n[a(»-/)+26] \ «
2*\ ab . [ . , . 2 / 3

a
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f , Tin . ni 7t b .
J b b a 4n(n-l)

b
a'"' 4n(n-iy"vy ' 4n(n + l)

ab . I , 2b\ ab
8n[a(n-l)-2b] \ a j 8n[a(n-

. 1 . 2b\ ab . 1 2b\
\ a I 8n[a(n + l)-2b] \ a )x sinn

ab • , 2b\
'Ąn + lĄ = Z 7 ,

b

J s . nn ni . , n
s m - ^ c o s - - ^

b
0

•

ab , / . , 2 4 \ | ab
" +' a JJ

x cosTt «-/+•—I - 1 + -s-7^7 A , Ł 1 COSTI; «-/ 1 - 1 = Z 8 ,
I. \ « / J &n[a(n-l)-2b] [ \ a / J

« . •

/
. , na mn . nk , a _, . , ,.,

Sin XCOS XSin X0X = - j—; rr- 11 — COSJlfm + k)] +a a a 4n(m + k)

TT
I—/c)

k) 8T(2a+7?3—A:)8n(2tx—m — k) 8.T(2a+7?3—A:)

a-m + k)-\] = Z9,2a — m+k)

a
f . 7 na . nm . nk . a , ,.

sm •*—x sin x s m — x d x = •-.-—. — sm n(m—k) —
J aa a . 4n(m—k)

sh\n(m+k)- , a -? sinji(m-/c-2a) +
4n(m

87r(m-A:+2a) v '

= Z u ,
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f . nm . nk , na. , a , ,.
sin x s m — xcosz xax = -r-~. -^ smnun—k) —

J a a a 4n(m-k) va 4n(m-k)

~T—f—-,rsin?r(/n+fc)+ o - > — T — Ą <ńnn(m-k-2a) +
4n(m + k) &n(m — k — 2a)

. . ?rw . nk . a
sin jsm xsm xox = -.-—— r

a a a 4n(k + 2a-m)

tutaj

m 7̂  A:, n ^ /.

Całkowita energia płyty. Korzystając z równania (2.7) przy uwzględnieniu równań
(3.2), (3.3) i (3.4) otrzymamy ostatecznie wzór na całkowitą energię płyty przekładkowej

00 co co co 00 co

(3.5) Am J?£
}\m 1 /c= 1 /=

gdzie:

2n* \, 2 2 In2 1 \ ma/n 2 1 \
H 3 ~ ! ("* + a Jl L2 "I" ~^2'| (XlX2~ł~v,5X4.Xs+XsXli) -\ T ~ I T T "I" ~~Z~2 I

x [xi5(x2~x8) + x4(x16~x17)] + - — (/n2 + a2)[x3(xx -
2ab

m n a tc\ ^ \\ 4-\ln2 "
"n ' j i.'-')-^ X3 X15 X10 X i 7 — X4.X1 ft J \ ~T~ n I I "«~T~ "r ' -

ab J [_\62 a^

G,( , / tgh»c c
2 \ P

\ p cosh2pc /1 a
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-r2-
(xixl2+0,5x5x9+x7xli) +

-^(xLxa-Q, \,

wzór na Bm„ki ma postać:

"ml t

— [ 0 , 5 z 2 z 1 3 - z 7 z 1 2 - z 6

Stosując metodę Ritza-Timoshenki otrzymamy m równań liniowych jednorodnych postaci:

3A
8Cmn

= 0,

rozwiązując następnie wyznacznik tego układu równań, otrzymamy ostatecznie wielkość
jednostkowych naprężeń tnących gkI (krytyczne).

W pracy [5] autor wykazał, że dostateczną dokładność rozwiązania zagadnienia dla
celów praktycznych uzyskuje się, przyjmując sześć a nawet pięć składników szeregu Fou-
riera. Toteż w niniejszej pracy ograniczono się do przyjęcia m — 1,2, .,., 5 in •» 1, 2, ..,, 5.

W celu porównania wielkości naprężeń krytycznych dla funkcji ugięcia okładziny okreś-
lonej wzorem (1.2) i (3.1) odpowiednie wartości podano w tablicy 2 i 3.

Tablica 2. q** — Jednostkowe naprężenia krytyczne obliczone dla funkcji
wg wzoru (1.2)

Lp.

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

c ^ \ ^

0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
5

1.....2

40,42
402,00
746,79
1075,32
1381,95
1662,88
1916,20
2141,74
2340,47
2665,42

1.....3*

33,27
230,91
409,69
573,71
718,95
843,57
947,72
1032,97
1101,65
1199,56

1,...,4

33,17
201,54
342,86
465,74
567,00
646,39
706,18
749,90
781,26
819,19

1,...,5

32,96
196,95
326,61
432,64
512,54
568,27
605,06
628,61
643,47
658,72

Uwaga: dane w tablicy pomnożone przez 10-3 dają wartości q w [MN/m]. Grubości rdzenia c
pomnożone przez 10-2 dają wartości w [m].
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Tablica 3. g* — Jednostkowe naprężenia krytyczne obliczone dla funkcji
wg wzoru (3.1)

Lp.

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

c " ' " • \

0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
5

1.....2

55,2
361,45
656,6
937,54
1200
1597,65
1659,45
1855
2028,3
2535

1 3

38,85
196,95
341,71
474,0
590,85
719,17
773,81
841,69
896,24
1002,6

1.....4

36,27
157,89
262,33
352,85
427,42
485,88
529,74
561,72
584,67
614,79

1,...,5

35,98
145,4
232,72
304,1
358,45
397,1
423,3
449,86
451,26
464,4

Diine w tablicy pomnożone przez 10-3 dają wartość q w [MN/m]. Grubość rdzenia c pomno-
-żona przez 10-2 dają wartość w [m],

Z porównania jednostkowych naprężeń tnących według funkcji (1.2) (wartości z dwo-
ma gwiazdkami w tablicy 2) z naprężeniami krytycznymi dla funkcji (3.1) (wartości zjedna
gwiazdką w tablicy 3) można wyciągnąć bardzo ciekawy wniosek:

— Dla cienkich jednolitych płyt c — 0 naprężenia q** są znacznie mniejsze od naprę-
żeń q*, co oznacza, że funkcja (3.1) daje zawyżone wartości naprężeń.

Podstawową przyczyną wzrostu naprężeń jest częściowe niespełnienie warunków brze-
gowych, o czym była mowa wcześniej.

Widać więc, że jednolite płyty (bsz rdzenia) są bardziej «wrażliwe» na warunki brze-
gowe.

— Dla grubości rdzenia c > 0, np. dla c = 0,5 • 10~2 [m] funkcja (3.1) daje dokład-
niejsze rozwiązania w stosunku do funkcji (1.2) o około 35%.

Tablica 4. Procentowy błąd względny A%

Lp.

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

c ^ ~ \ ^

0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
5

1.....2

-26,7
11,3
13,7
14,6
15,2
14
15,5
15,7
15,4
15

ł,...,3

-14,4
17,2
19,9
21
21,7
17,2
22,5
22,7
22,8
20

1.....4

-8,5
26,4
30,7
32
32,7
33,0
33,2
33,4
33,6
33

1.....5

-8,4
35,5
40,3
42,3
42,9
43,1
42,9
42,6
42,6
42

A = • 100%, g** wg tabl. 2, q* wg tabl. 3
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Dla bardziej przejrzystego zobrazowania różnicy wielkości naprężeń krytycznych,
na rys. 4 przedstawiono zależność tych naprężeń od grubości rdzenia. Z przebiegu tych
krzywych widać, że można dobrać taką grubość rdzenia, powyżej której jego zwiększanie
nie daje efektywnych przyrostów naprężeń krytycznych, a tylko niepotrzebnie zwiększa
ciężar płyty.

Przykładowe obliczenie naprężeń krytycznych wykonano dla płyty, która charaktery-
zowała się następującymi parametrami: a = 28,5- 10"2 [m]; b = 19- 10~2 [m]; D =
= 17,02- 10-6 [MNm]; t = 0,1 • 10~2 [m]; £=185475,95 [MN/m2]; 0 . - 2 3 , 5 5
[MN/m2]; vu = 0,17; v - 0,3 i E„ = 58,81 [MN/m2].

[MN/rn]
700x10

Rys. 4. Zależność naprężeń krytycznych od grubości rdzenia obliczonych dla pięciu liczb szeregu (1.2) i (3.1)

Dla ułatwienia bardzo żmudnych obliczeń autor opracował program «MINQ» na
EMC umożliwiający obliczanie naprężeń krytycznych dla dowolnej liczby wyrazów
szeregu Fouriera.

W oparciu o parametry płyty, służące jako dane wejściowe, otrzymujemy a k r ; SkI;
qkI; Tkr i krytyczne obciążenia.

Program dostępny jest w Instytucie Konstrukcji i Eksploatacji Maszyn Politechniki
Wrocławskiej.

Literatura cytowana w tekście
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P e 3 jo M e

KPHTJOTECKHE HAIiPiDKEHHfl CBOEOflHO OIIEPTBIX TPEXCJIOftHBlX
nJIACTHH PABOTAIOIAHX HA CflBHr

Hcnojifc3yn oHepreTiraecKira MeTOfl penieHa 3aflaqa pacxieTa KpnTiwecKiix HaupameaKpi TpexcrioS-
Hbix roiacTiiH, noflBeprayTbix BO3fleficTBnio cpe3biBaioinnx Harpy SOK. B pe3ynLTaTe yi&ra fledpopMHpye-
MOCTH 3anoJiHHTejin no Bceił ero TonuiHHe npefljioH<eHHbifl Mcrofl — B oTJiH'jHe OT o6meH3BecTHbix
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Teopniij HanpHMep [1, 2] —MO>KeT npHMeHwrbcH 6e3 KaKnx-jra5o orpamraeHHH fljm ruiacTHH npoiB-
sojibHhix reoMeTpH'iecKHX paaiwepoB, B Koropwx 3anojnfflTeJib COCTOHT na jier-KHX H3orpomn>ix neHO-
o6pa3Hfaix MaTepnaJioB. PacawaTpHBaeMbie nnacTHiibi SLTJIH pacc^HTaHbi MHcneHHfciM MeTOflOM, a pe-
3yjibTaTbi npuBefleHbi B Ta6rame 1, 2 H na puc. 4.

S u m m a r y

CRITICAL STRESSES OF SIMPLY SUPPORTED SANDWICH PLATES IN SHEAR

Energy method is used to solve the problem of critical stresses in sandwich plates subject to shear
loads. Since the deformation over entire thickness of ths core was taken into consideration (contrary to
the well-known theories [1, 2]), ths present theory can beused without any limitation for the plates of arbi-
trary dimensions with cores mads of foam-typs isotropic materials. The results of numerical analysis are
given in table 1, 2 and Fig. 4.

POLITECHNIKA WROCŁAWSKA
y

Praca została złożona w Redakcji dnia 25 lipca 1977 r.
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GRAFY PRZEPŁYWU SYGNAŁÓW W MODELOWANIU KASKADOWEJ STRUKTURY
UKŁADU WYCIĄGOWEGO

JERZY Ś W I D E R , JÓZEF W O J N A R O W S K I (GLTWICE)

1. Wstęp

Sięganie do coraz głębiej położonych pokładów węgla kamiennego zmusza konstruk-
torów do zajęcia się problemami zjawisk dynamicznych zachodzących w układach wycią-
gowych głębokich szybów. Zagadnieniu modelowania układu wyciągowego poświęcono
szereg prac [1-8]. W szczególności w [1] i [2] podano sposób modelowania układu wycią-
gowego wraz z częścią napędową i sterującą. Problematykę tę podjęto również w pracach
[3] i [4]. W [5] przedstawiono sposób budowy schematów strukturalnych układu wycią-
gowego. Zastosowanie modeli dyskretnych w analizie układów wyciągowych omówiono
ostatnio w pracach [6] i [7]. Model układu wyciągowego jako systemu wielkiego przed-
stawiono w pracy [8].

W niniejszej pracy podjęto próbę zmodelowania układu wyciągowego grafem macie-
rzowym. Analiza macierzowegografu przepływu sygnałów pozwala na wyznaczenie zmien-
nych szeregowych i równoległych1) dowolnego elementu modelu układu wyciągowego
w funkcji wymuszenia. Natomiast zwarty, macierzowy opis takiego grafu umożliwia algo-
rytmizację obliczeń i wykorzystanie elektronicznej techniki obliczeniowej.

Wykorzystując spostrzeżenie, że układ wyciągowy charakteryzuje się strukturą kaska-
dową, podjęto również próbę zamodelowania go czwórnikowymi grafami przepływu
sygnałów [9, 10, 11], które nie wymagają układania równań i stanowią równoważny model
matematyczny. Jest to szczególnie korzystne przy stosowaniu grafów w modelowaniu
analogowym megaukładów. Takim właśnie megaukładem [8] jest dyskretny model układu
wyciągowego.

2. Struktura dwójników i graf biegunowy jako model układu wyciągowego

Rozważmy układ wyciągowy w postaci, jak na rys. 1, wyodrębniając w nim silnik
napędowy wraz z przekładnią (/), wał napędowy (2), koło pędne (5), lewą (4) i prawą (5)
linę wyciągową, lewą (<5) i prawą (7) klatkę wyciągową, lewą (8) i prawą (9) część liny wy-
równawczej.

Na rys. 1 oznaczono dodatkowo przez:
Izr zredukowany moment bezwładności wirnika silnika i przekładni,
Ik moment bezwładności koła pędnego,

>ł Stosowane są również nazwy: «zmienne przepływowe» i «zmienne biegunowe*. Por. s. 114. [15].
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Cxr zredukowane tłumienie silnika i przekładni,

Cw tłumienie wału napędowego,

C f c tłumienie koła napędowego,

kw sztywność wału napędowego,

R promień kola napędowego,

n liczbę elementów dyskretnego modelu lewej liny wyciągowej,

ML,
CL

p
.1

(0

It p

ft)
n , k[
a, mi

(8)

J
(3)

( 5 )

(7;

?
(9)

P.kj
cj, ms

Co

11

2
13

%w
&20
'A
1

Rys. 1 Rys. 2

k-t, ci, my sztywność, tłumienie i masę /-tego dyskretnego elementu lewej liny wyciągo-
wej (i e n),

p liczbę elementów dyskretnego modelu prawej liny wyciągowej,
kj, Cj, nij sztywność, tłumienie i masę ./-tego dyskretnego elementu prawej liny wycią-

gowej (J ep),
ML masę lewej klatki wyciągowej,
CL tłumienie w prowadnicach lewej klatki wyciągowej,

MR masę prawej klatki wyciągowej,
CR tłumienie w prowadnicach prawej klatki wyciągowej,
n,„ liczbę elementów dyskretnego modelu lewej liny wyrównawczej,

kiw, ci„ sztywność, tłumienie i masę iw — tego elementu lewej liny wyrównawczej
miw (iw e nw),

pw liczbę elementów dyskretnego modelu prawej liny wyrównawczej,

w, cjw sztywność, tłumienie i masę j w -tego elementu prawej liny wyrównawczej
mJw (Jw epw).
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Model w postaci dwójników [12] z wyróżnionymi elementami sprężystymi, tłumienio-
wymi oraz inercyjnymi przedstawiono na rys. 2, gdzie liczby 1-r23 oznaczają:
1 — /„, 2 — Cxr, 3 — zredukowany moment napędowy Ms, 4 — kw> 5 — C,„, 6 — Ik,
1 — Ck, 8 — et, 9 —kt, 10 —Ary, 11 — cJt 12 — mu 13 —w,, U — ML, 15 ~ CL,
16 — M K , 17 — CR, 18 — cjvv, 19 —fc( w, 20 —kJw, 21 — C/Wl 22 — m i w , 23 ~ mJw.

Stosując metodę grafów [10, 13], układ wyciągowy w postaci dwójników sprowadzo-
no do grafu biegunowego (rys. 3).

Wprowadzając następujące definicje:
— jeżeli każda ścieżka grafu biegunowego układu, zaczynająca się i kończąca w bie-

gunie iX0, ma tylko jeden wierzchołek pośredni, to układ ma strukturę równoległą,
— jeżeli w grafie biegunowym układu istnieje ścieżka Hamiltona zaczynająca się i koń-

cząca w biegunie tx0, to układ ma strukturę kaskadową,
— we wszystkich innych przypadkach struktura układu jest mieszana,

można zauważyć, że analizowany układ wyciągowy charakteryzuje się rozgałęzioną struk-
turą kaskadową.

Graf biegunowy układu wyciągowego przyjęto jako podstawę w tworzeniu macierzo-
wego grafu przepływu sygnałów.

3. Macierzowy graf przepływu sygnałów jako model układu wyciągowego

Zgodnie z procedurą podaną w pracy [14] graf biegunowy układu wyciągowego (rys. 3)
przetransformowano na graf przepływu sygnałów (rys. 4).

W tym celu [15]:
— w grafie biegunowym wybrano drzewo tworzące {1, 6, 12, 13, 14, 16, 22, 23)
— gałęziom drzewa przyporządkowano macierz wiersz zmiennych równoległych

i macierz wiersz zmiennych szeregowych

2 ° — U f l J 2 ^ 6 > •••! 2 ^ 1 2 > • • • 1 2 ^ 1 3 1 • • • > 2 ^ 1 4 > ••••> 2 ^ 1 6 j ••• > 2 ^ 2 2 ) ••• ) 2 ^ 2 3 ! • • • ] !

7 Mech. Teoretyczna i Stosowana 2/78
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— cięciwom grafu przyporządkowano macierz wiersz zmiennych równoległych

A m o 0 ft O 0 o o o o o u
S S S S * j 5 S S . . . , iS 15, . . .

LSl8> 1 * 1 9 ; •••) l J 2 0 > , 1 ^ 2 t > . . . J

i macierz wiersz zmiennych szeregowych

0 O O O O O 0

1 S S > 1 S 1 1 •••! 2 J 8 » 2 ^ 9 ; •••5 2 5 1 0 > 2 ^ 1 1 > ••• s 2 - y 1 5 j

0 0

— wymuszenie układu zapisano w postaci macierzy

2ŚW m [O, 2s3, O, O, O O, O, ..., O, O, ..., O, ..., O, ..., O, O, ..., O, O, . . . ] ;

— operatorowe sztywności dynamiczne cięciw zapisano w postaci macierzy diago-
nalnej

DIAG W(p) = DlAG[C!rp, O, kw, Cwp, Ckp, ..., ciP, kit ..., ks, Cjp, ...,

Cip, . . . , CRp, . . . , Ciwp, kiw, . . . , kjW, cjw, ...];

•— operatorowe podatności dynamiczne gałęzi drzewa zapisano w postaci macierzy
diagonalnej

DIAG tW() DIAG[

' mJwp
2 '

Łącząc odpowiednio punkty przyporządkowane elementom macierzy jS, i S , 2 Ś W > 2 S ,

2S jak podano poniżej:

t S — XŚ — sympleksami o wagach 1, - 1 i R zgodnie z uogólnionym II prawem
Kirchhoffa,

$w)- 2§ — sympleksami o wagach 1, —I i R zgodnie z uogólnionym I prawem
Kirchhoffa,

ŁS — 2S — sympleksami o wagach równych odpowiednio elementom macierzy
W(/J) zgodnie z równaniami biegunowymi cięciw grafu,

2 S — jS — sympleksami o wagach równych odpowiednio elementom macierzy
iW(p) zgodnie z równaniami biegunowymi gałęzi drzewa tworzącego,
uzyskano graf przepływu sygnałów jak na rys. 4. Graf ten można
przedstawić w postaci czwórnika w reprezentacji macierzowej (rys. 5),
gdzie B, ( - 1 ) - B r oznaczają macierze rozpływu sygnałów zmiennych
równoległych i szeregowych2'.

*> Stosowane są również odpowiednio oznaczenia: ^ifi X,B.



JzrP

Rys. 4

Rys. 5

[2191

7*
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Dla grafu z rys. 5 macierz B ma postać:

2 3 4 5 7 9 . . 10 11 . . 15 17. . 18 19 . . 20 21

1 - 1 1 1 0
0 0 - 1 - 1 1

oo..
0 0 . .

o o .. o o
o o .. o o

o o
o o

o o
o o

O O O O . . . - 1 - 1 . . O 0 . . 0 0 . . O 0 . . O O

O O O 0 0 . . O 0 . . - 1 - 1 . . 0 0 . . O 0 . . O O

12

13

B = 1 4

16

22

23

* Cięciwy, ** odcięcia

Macierzowy graf przepływu sygnałów przedstawiony na rys. 5 można zredukować [5]
do postaci ukazanej na rys. 6.

H)-BT;W(p)
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1 . .

0 . .

0 . .

0

0

_ J

0

0 .

0 .

_ J

0 .

. 0

. 0

. 0

. - 1

0 .

0 .

0 .

- 1 .

Rys. 6

Ostatecznie z grafu przedstawionego na rys. 6 wynika następujące równanie macie-
rzowe :

mogące być podstawą do wyznaczenia:
— macierzy zmiennych odpowiedzi w funkcji sił wzbudzających,
— przepustowości operatorowej i widmowej układu wyciągowego,
— równania charakterystycznego układu wyciągowego.
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4. Czwórnikowy graf przepływu sygnałów jako podstawa zbudowania modelu analogowego układu
wyciągowego

Jak wcześniej zauważono, układ wyciągowy charakteryzuje się rozgałęzioną strukturą
kaskadową. Dyskretne układy mechaniczne o strukturze kaskadowej wygodnie jest mo-
delować czwórnikowym grafem przepływu sygnałów. Graf taki buduje się przez kaska-
dowe łączenie grafów czwórników elementów układu mechanicznego [9]. Czwórnikowy
graf przepływu sygnałów układu wyciągowego z rys. 2 przedstawiono na rys. 7. Graf
ten można również uzyskać bezpośrednio przez przekształcenie grafu przepływu sygnałów
z rys. 4.

Rys. 7

Jeżeli wszystkie elementy modelu układu są liniowe, to uzyskany graf może być pod-
stawą wyznaczania operatorowej funkcji przenoszenia między źródłem a dowolnym węz-
łem [9, 14].

W celu przeprowadzenia analizy na maszynie analogowej uzyskany graf przepływu
sygnałów można przetransformować na program dla EMA, ponieważ grafom czwórników
odpowiadają izomorficzne czwórniki analogowe [9]. Transformacja grafu przepływu syg-
nałów na model analogowy polega na (rys. 8):

Rys. 8

— zastąpieniu zbioru zmiennych przyporządkowanych wierzchołkom grafu zbiorem
zmiennych analogowych s,

— zastąpieniu operatorowych wag (J/J wszystkich gałęzi grafu przepływu sygnałów
członami operacyjnymi maszyny analogowej realizującymi te wagi,

— włączeniu biernych członów operacyjnych wprowadzających opisane relacje trans-
formacji «ij.
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Jeżeli ast i asJ są przyjętymi współczynnikami skali zmiennych, to relacje oitJ mają
postać

Uzyskany w ten sposób model analogowy układu wyciągowego można uprościć, ko-
rzystając z podstawowych zasad przekształcenia schematów analogowych, i wykorzystać
do badania procesów przejściowych i ruchu ustalonego na elektronicznej maszynie ana-
logowej.

5. Wnioski

1. Układ wyciągowy głębokiego szybu kopalni można przedstawić w postaci modelu
o rozgałęzionej strukturze kaskadowej.

2. Zastosowanie macierzowego grafu przepływu sygnałów do modelowania układu
wyciągowego pozwala na szybkie uzyskanie zawartego, macierzowego opisu zjawisk za-
chodzących w przyjętym modelu. Pozwala to na algorytmizację i automatyzację obliczeń.

3. W opisie układów mechanicznych czwórnikowym grafem przepływu sygnałów można
pominąć etap wypisywania równań różniczkowych, co przyśpiesza sporządzenie programu
dla elektronicznej maszyny analogowej.

4. Izomorfizm grafu czwórnikowego elementu modelu mechanicznego i jego czwór-
nika analogowego umożliwia dowolne rozbudowywanie kaskadowej struktury przyję-
tego modelu bez konieczności rozbudowania układu równań. Ułatwia to modyfikację
parametrów, zmianę warunków początkowych i sygnałów wejściowych w procesie prowa-
dzenia eksperymentu analogowego.
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P e 3 IO M e

rPA<J>ŁI CHrHAJIOB B MOflEJIHPOBAHHH KACKAflHOK CTPyKTYPW
nOflBEMHOI-ł CHCTEMBI

B pa6oTe npeflCTaBneH MeTOfl MOflejinpoBaHHH noflbeMHoii CHcieiwM MaTpirrawM rpadpoin camaJioB.
HcnoJiŁ3yH Ha6jiioHeHHe3 HTO noflseMHaH cacreMa c SOJIMHOH rjiySHHoft BbiTOTHBaHHH xapaKTepH3yeTCH

cTpyKTypoił, pa3pa6oTaHa e6 MOflent B BHfle leTbipexnojiiocnoro rpadjia CHrHanoB. H3OMop(J'-
c HHM aHanoroBan cucTeivia MoH<eT 6BITŁ OCHOBOH B HccjieflOBaHHH BJIHHHHH napaiweTpoB noflBeMHoii

Ha ee ĄiitmnawscKat xapaitTepHCTHKH.

S u m m a r y

SIGNAL FLOW GRAPHS IN MODELLING OF THE CASCADE STRUCTURE OF THE LIFTING
SYSTEM

The modelling procedure of the lifting system by means of the matrix signal flow graph has been pre-
sented. Using the fact that the deep pulling lifting system is characterized by a cascade structure, the four
terminal signals flow graph has been used to model it. The analogue system isomorphous with the graph
may serve as the basis for investigating the influence of the lifting system parameters on its dynamic cha-
racteristics.

INSTYTUT PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN
POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ, GLIWICE

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 sierpnia 1977 r.
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METODA FIKCYJNYCH ŹRÓDEŁ ZMIENNEJ BIEGUNOWEJ JAKO SPOSÓB
WYZNACZANIA PODATNOŚCI DYNAMICZNEJ ZŁOŻONYCH UKŁADÓW

MECHANICZNYCH

JERZY Ś W I D E R , JÓZEF W O J N A R O W S K I (GLIWICE)

1. Wstęp

Jedną z charakterystyk układu mechanicznego jest macierz podatności dynamicznych,
której elementy stanowią, w opisie wielowejściowych układów mechanicznych, funkcje
odwzorowujące harmoniczne zmienne przepływowe /-tego wejścia w zmienne biegunowe
y-tego wyjścia. Znane są różne metody wyznaczania funkcji podatności dynamicznej. Me-
tody klasyczne wymagają zawsze opisu analizowanego układu w formie równań różnicz-
kowych [1, 2, 3] i przez to stwarzają określone trudności w sformułowaniu zagadnienia
dla przygotowania programu na maszynę cyfrową. Metody niekonwencjonalne umożli-
wiają opuszczenie etapu układania równań różniczkowych. W pracach [4, 5] podano spo-
sób wyznaczania funkcji podatności dynamicznych układów mechanicznych przy użyciu
grafów i liczb strukturalnych. W pracy [6] rozpatrzono zagadnienia analizy górniczego
układu wyciągowego przy zastosowaniu macierzowych grafów przepływu sygnałów1'.
Uzyskany w niej graf może być podstawą wyznaczania charakterystyk dynamicznych
przyjętego modelu, w tym także funkcji podatności. Zastosowanie tego grafu do oblicze-
nia macierzy podatności jest jednak utrudnione z uwagi na istnienie pętli2'. Złożoność
obliczeń można uprościć, jeśli do wyznaczania macierzowego grafu przepływu sygnałów
zastosować metodę fikcyjnych źródeł zmiennej biegunowej. W niniejszej pracy przedsta-
wiono tę metodę, a na przykładzie górniczej maszyny wyciągowej pokazano sposób wyzna-
czania funkcji podatności dynamicznej.

2. Metoda fikcyjnych źródeł zmiennej biegunowej

Podstawą tej metody jest teza, że swobodny układ mechaniczny można modelować
grafem biegunowym X posiadającym gałęzie wymuszenia, które reprezentują fikcyjne

oo

źródła zmiennej biegunowej. Ponadto w metodzie tej korzystano z transformacji grafu X
oo

w graf przepływu sygnałów [4, 6, 7].

1} Macierzowym grafem przepływu sygnałów nazywamy taki graf, którego transmitancje (przyporząd-
kowane gałęziom) i zmienne (przyporządkowane wierzchołkom) są macierzami.

2 ) Por. rys. 6 [6].
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Rozważmy układ mechaniczny o n stopniach swobody. Graf takiego układu [4, 8, 9]
przyjmie postać jak na rys. 1. Zgodnie z definicją grafu biegunowego, każdej krawędzi
przypisana jest para zmiennych wielkości fizykalnych, czyli istnieje dla grafu przyporząd-
kowanie

gdzie i S jest zbiorem zmiennych biegunowych, np. zbiorem przemieszczeń, 2S jest
zbiorem zmiennych przepływowych, np. zbiorem sił, 2f jest funkcją przyporządkowującą.

Rys. 1

Jeśli przekształcimy graf X tak, że drzewo Lagrange'a (rys. 2a) zastąpimy drzewem

z. multigałęziami (rys. 2b), to uzyskamy graf z «multidrzewem Lagrange'a». Każdej z ga-
2 1

łęzi 2x multidrzewa przyporządkowano parę zmiennych [ts, 2s], a każdej z gałęzi 2x —
tylko zmienną biegunową ts.

a]

! / , ,

Rys. 2

Zmienne biegunowe x Ą przyporządkowane gałęziom multigałęzi (2 x, 2 x)i, (i = 1 4- n) są
sobie równe, ponieważ gałęzie te rozpięte są na parze tych samych wierzchołków (yX0, yxi).

1
Gałęzie 2Xi, (i = 1 T n) traktować będziemy jako fikcyjne źródła zmiennej biegunowej,

1
a utworzone z nich drzewo X nazwiemy «drzewem fikcyjnych źródel» zmiennej biegu-

nowej. Tak uzyskany graf X, czyli graf z multidrzewem Lagrange'a X, stanowi podstawę

do przeprowadzenia transformacji układu w macierzowy graf przepływu sygnałów. Sto-
1

sując procedurę podaną w pracy [6] i przyjmując jako drzewo tworzące — drzewo X, uzy-
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skujemy macierzowy graf przepływu sygnałów (rys. 3). Dzięki przekształceniu grafu bie-
i ,

gunowego do grafu z multidrzewem Lagrange'a X uzyskujemy graf Xa, w którym wszystkie
krawędzie reprezentujące rzeczywiste elementy układu mechanicznego są cięciwami,
a więc należą do przeciwdrzewa X. Uzyskany przez transformację graf przepływu sygna-
łów redukuje się wtedy do ścieżki prostej, zawierającej trzy łuki (rys. 3), w której:

W - B T

' 1 '
Rys. 3

,S oznacza macierz wierszową fikcyjnych źródeł zmiennych biegunowych,
o

iS — macierz wierszową zmiennych biegunowych cięciw,

2 S — macierz wierszową zmiennych przepływowych cięciw,

2 S — macierz wierszową zmiennych przepływowych odpowiadających, w reprezen-
tacji dualnej, fikcyjnym źródłom zmiennych biegunowych,

W — diagonalną macie'rz operatorowych sztywności dynamicznych wszystkich
rzeczywistych elementów układu mechanicznego,

B, — B r — macierze rozpływu sygnałów [6]3) wynikające z I i II postulatu dla grafów
biegunowych [4].

Macierz rozpływu sygnałów charakteryzuje rozpływ zmiennych przepływowych 2Si
w wierzchołkach i zmiennych biegunowych jj( W konturach grafu biegunowego.

Zatem każdy graf biegunowy swobodnego układu mechanicznego można, dzięki
Av—*

przekształceniu do grafu X z drzewemfikcyjnych źródeł zmiennej Łsi, sprowadzić do ścieżki
prostej macierzowego grafu przepływu sygnałów.

3. Sposób wyznaczania macierzy podatności dynamicznych

Dokonując inwersji ścieżki prostej grafu przedstawionego na rys. 3, łatwo spostrzec,
że inwersja iloczynu B- W- (—BT) jest macierzą operatorowych podatności układu4'

Y(p) = - [ B - W - ( - B T ) ] - ' ,

co jest rozwiązaniem sformułowanego problemu.
Dla p = ho, gdzie i = y — 1, macierz operatorowa Y(p) staje się macierzą podatności

dynamicznych układu mechanicznego [3, 4].
Wtedy

Y(fo>) = [m YlSJ (fcu)], (/, j = 1, 2, ..., »),

gdzie 2s,YlSj(ia>) oznacza podatność dynamiczną układu między f-tą zmienną przepły-
wową (wzbudzenie układu), a j-tą. zmienną biegunową (odpowiedź układu).

W takim ujęciu wyznaczanie funkcji podatności dynamicznych układu mechanicz-
nego polega na:

3 ) Por. odnośnik 1), s. 218.
4 0 Znak minus wynika z konieczności zmiany znaku zmiennej biegunowej wzbudzenia w dualnej

reprezentacji grafu J(.
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— przedstawieniu swobodnego układu mechanicznego w postaci grafu obciążonego ~K
— przejściu z grafu swobodnego X do grafu biegunowego z multidrzewem Lagran-

ge'ai
— dokonaniu transformacji uzyskanego grafu w macierzowy graf przepływu sygnałów

i
X przy wyborze drzewa fikcyjnych źródeł zmiennej biegunowej (X) jako drzewa tworzą-
11

cego graf,
— wyznaczeniu odwrotności transmitancji ścieżki prostej grafu X.

u
Należy zwrócić uwagę, że przy praktycznym wykorzystaniu przedstawionej metody

wyznaczania podatności dynamicznej złożonych układów mechanicznych, nie ma potrze-
by przeprowadzania całego ciągu transformacji. Opisane transformacje i przekształcenia do-
konane na grafach należy traktować jedynie jako dowód, że wyrażenie — [B • W • (—B7)]"1

jest macierzą funkcji podatności dynamicznych. Natomiast macierze B, W i — BT można
wypisać bezpośrednio z grafu biegunowego analizowanego układu.

Twierdzenie: Macierz Y(/a>) podatności dynamicznych układu mechanicznego, uzys-
kana metodą fikcyjnych źródeł zmiennej biegunowej, jest zawsze macierzą kwadratową
o wymiarze n x n, gdzie n jest liczbą stopni swobody układu. Wskaźniki kolumn macierzy
Y(KO) odpowiadają wskaźnikom elementów w wierszu odpowiedzi układu, a wskaźniki
wierszy — wskaźnikom elementów w wierszu wzbudzenia układu.

Aby wykazać prawdziwość tego twierdzenia przyjmijmy, że:
L — jest liczbą elementów układu mechanicznego, odpowiadającą liczbie krawędzi jego

grafu biegunowego,
n — jest liczbą stopni swobody układu mechanicznego, odpowiadającą liczbie gałęzi

drzewa Lagrange'a jego grafu biegunowego,
wm (m = 1,2, ...,i,j, ...)—jest wskaźnikiem wiersza macierzy Y(zco),

k„(r = 1(2, . . . . i,j, ..,) — jest wskaźnikiem kolumny macierzy Y(/co),
^(oc = 1, 2, ...,«) —jest elementem macierzy wierszowej t S odpowiedzi układu,

2Sp,(f! = 1 = 2,.. ., n) —jest elementem macierzy wierszowej 2 S wzbudzenia układu,
Obowiązują również zależności

1S=2S-Y(/co),

Y(/ft>) = [B W • ( - B T ) ] - ] , (max \vm max kr).

Wtedy macierz podatności dynamicznych przyjmie postać macierzy kwadratowej:

K j m = 1,2,...,i,j,...,n,

a wskaźniki wierszy m i kolumn r macierzy Y(/co) odpowiadają wskaźnikom zmiennych
przepływowych /S i biegunowych a:

r *-* a, m+-* /3.

Dowód; Z drugiego postulatu dla grafów biegunowych wynika [B]„XL- Macierz sztyw-
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ności dynamicznych wszystkich elementów układu mechanicznego jest diagonalną [W]Z.XL.
Zatem

i r = 1,2, ...,i,j, . . . ,«, w = 1,2, ...,/,;, . . . ,«.

Z zależności

wynika, że przy jednym niezerowym i-tym elemencie 2$i macierzy wzbudzenia 2S otrzy-
mujemy

co implikuje odpowiedniość wskaźników:

r •*-* a,, m +•+ /?.

A A

Podatność dynamiczna 2j,YlJy (/co) jest więc elementem macierzy kwadratowej Y(/a>)
leżącym w i-tym wierszu /-tej kolumny c.n.u.

W ogólnym przypadku funkcje ^Y,^ są zespolone i można je zapisać jako

mYlSJ(ico) = ^ 5 |
lub

gdzie y4(co) jest współczynnikiem uwielokrotnienia amplitudy, 0(m) jest kątem przesu-
nięcia fazowego.

Dla zachowawczych układów mechanicznych funkcje podatności dynamicznych są
rzeczywiste i stanowią wprost współczynniki uwielokrotnienia między i-tym wzbudzeniem
harmonicznym i /-tą odpowiedzią układu.

4. Wyznaczenie podatności dynamicznej układu wyciągowego

Dla ilustracji metody rozważymy górniczą maszynę wyciągową [10], której model
przedstawiono na rys. 4.

W modelu tym wyodrębniono: wirnik silnika, maszyny wyciągowej (i), koło pędne (2),
elementy masy dyskretnego modelu lewej liny (5, 5, 7), element masy dyskretnego modelu
prawej liny (4), lewe naczynie wydobywcze5) (P), prawe naczynie wydobywcze z ładun-
kiem (6), element masy dyskretnego modelu lewej części liny wyrównawczej (27), elementy
masy dyskretnego modelu prawej części liny wyrównawczej (8, 10, 12), promień koła pęd-
nego (R), sztywność skrętną wału pędnego {13), sztywności wzdłużne dyskretnego mode-
lu lewej liny (14,16,18, 20), sztywności wzdłużne dyskretnego modelu prawej liny (15,17),
sztywność wzdłużną dyskretnego modelu lewej części liny wyrównawczej (22), sztywności
wzdłużne dyskretnego modelu prawej części liny wyrównawczej (19, 21, 23). Do dalszych
obliczeń przyjęto następujące parametry, wyznaczone dla rzeczywistej górniczej maszyny
wyciągowej6) :

5 ) Stosowana jest również nazwa skip.
S) Projektowanej dla jednej z kopalń.
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J * 5,3 10-3[MNms2], C1 2 = SOOtNINm^d)"1], h = 5,2- 10" 2 [MNms2],
d = 2,2[MNm-1], C2 = 1,1 [MNm"1], C3 = l.lólMNnr1], C4 = 3,2[MNm-^,i,
C5 = 0,72[MNm-1], mx = 5,55-.10-3IMNs2m-1], m2 = 19,2 • 10~3[MN-1s2],
m3 = 1,1 • lO-^MNs^- 1 ], w4 = 3,8 • lO-^MNs^- 1 ], ms = 32- 10-3fMNs2m-1],
w6 = 5- lO-^MNs^- 1 ].

Tak przyjęty model opisano grafem obciążonym X (rys. 5). Graf ten przekształcono
do grafu z drzewem Lagrange'a fikcyjnych źródeł zmiennej biegunowej i§t, (i = 1,2,...
...,12).

Rys. 4

Rys. 5



METODA FIKCYJNYCH ŹRÓDEŁ ZMIENNEJ BIEGUNOWEJ 231

Zgodnie z procedurą podaną w pracy [6] uzyskany graf obciążony X przetransformo-

wano w macierzowy graf przepływu sygnałów X (rys. 3) z opisującymi go macierzami:
u

i S = U ] , (i = 1,2, ...,12),
, S = [lSj], 0 ' = 1 . 2 , ...,23),

2 S = [2Sj], ( ; = 1,2, ...,23),

2 S = y,], (/= 1,2, ...,12),

W = DIAG [0,0053^, 0,052 p2, 0,00555 p2, 0,0038 p\
0,00555 p2, 0,032 p2, 0,00555 p2, 0,0053 p2,
0,0192 p2, 0,0053 p 2 , 0,0011 p 2 , 0,0053 p2,
500,2,2,3,2, 1,1, 3,2, 1,1, 0,72, 2,2,
0,72, 1,16, 0,72],

Należy zwrócić uwagę, że wierzchołek txi grafu obciążonego o^(rys. 5) jest wierzchoł-
kiem incydentności krawędzi opisanych niejednorodnymi zmiennymi przepływowymi
i biegunowymi. Każdy punkt grafu biegunowego, w którym incydentne są krawędzie opi-
sane niejednorodnymi zmiennymi nazywać będziemy «wierzchołkiem niejednorodnych
zmiennych», a każdy kontur zawierający taki wierzchołek — «konturem niejedno-
rodnych zmiennych».

S t w i e r d z e n i e : Jeżeli graf biegunowyX posiada wierzchołek (lub wierzchołki)

niejednorodnych zmiennych, to zawsze macierze rozpływu sygnałów B i — B r grafu X
ii

zawierają mianowane elementy ujednoradniające zmienne, zwykle różne odjedności7).
Powyższe stwierdzenie wynika z faktu, że macierze — B r i B są macierzami współczyn-

ników zmiennych przepływowych i biegunowych w równaniach wyrażających pierwsze
i drugie uogólnione prawo Kirchhoffa. Redukując graf przepływu sygnałów X do jednego

n
łuku oraz dokonując jego inwersji uzyskano graf pokazany na rys. 6.

[B'il-B1]]''

Rys. 6

Z rys. 6 wynika bezpośrednio, że transmitancja uzyskanego łuku Y(p) = [B-Wx
x(—B T )] - 1 jest macierzą operatorowych podatności dynamicznych modelu układu

wyciągowego. Dla przyjętych parametrów modelu układu, oraz przy założeniu p — ico
wyznaczono na maszynie cyfrowej WANG funkcje podatności dynamicznej między sil-
nikiem maszyny wyciągowej a lewym pustym naczyniem wydobywczym — lSl YlS, oraz
prawym naczyniem wydobywczym z ładunkiem lSlYlS6.

Wykresy uzyskanych funkcji podatności dynamicznych górniczej maszyny wyciągo-
wej (rys. 7) pozwalają wnioskować o zachowaniu się odkształceń charakterystycznych

7 ) Por. str. 276 [4]
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Rvs. 7

węzłów maszyny wyciągowej w funkcji częstości wzbudzenia, co jednak nie było celem
niniejszej pracy.

Skalę częstości uzyskanych wykresów ograniczono do 30 [rds"1] z uwagi na to, że poza
tym zakresem wartości obydwu funkcji Y(co) są bardzo małe [rzędu W ' ^ t M N m ] " 1 ) ] .
Jest to również uzasadnione faktem, że w przedziale 0-1-30 [rds"1] znajduje się osiem
pierwszych niezerowych częstości rezonansowych układu. Z maszyny cyfrowej uzyskano
poszukiwane funkcje (w postaci wydruku) w przedziale 0,1-^-500 [rds"*1].

5. Wnioski

Opracowana metoda wyznaczania podatności dynamicznych jest wygodnym narzę-
dziem w prowadzeniu numerycznej analizy drgań złożonych układów mechanicznych.
Charakteryzuje ją:

— pominięcie etapu sporządzenia modelu matematycznego w formie równań różnicz-
kowych ruchu,

— prosta postać macierzowego grafu przepływu sygnałów przedstawiającego relacje
między zmiennymi przepływowymi wzbudzenia a zmiennymi biegunowymi odpowiedzi
układu,

— łatwość wprowadzenia zmian do programu obliczeń maszyny cyfrowej przy mody-
fikacji parametrów układu,

—- szybkie uzyskiwanie wyników numerycznych stanowiących elementy macierzy
podatności.
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W szczególności, wyznaczone dla przyjętego modelu górniczej maszyny wyciągowej
funkcje podatności dynamicznych (rys. 7) umożliwiają ocenę:

— częstości drgań własnych i szerokości pasm rezonansowych,
— wartości liczbowych podatności dynamicznych między silnikiem maszyny wycią-

gowej a lewym i prawym naczyniem wydobywczym w analizowanym położeniu układu.
Przedstawiona metoda wyznaczania podatności dynamicznych może być stosowana

w specjalistycznych biurach projektowych, a uzyskane wyniki numeryczne mogą zostać
wykorzystane w projektowaniu górniczych maszyn wyciągowych do dużej głębokości
ciągnienia urobku.
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S u m m a r y

THE FICTICIOUS SOURCE METHOD IN POLAR COORDINATES AS THE METHOD OF
OBTAINING DYNAMICAL FLEXIBILITY OF COMPOSITE MECHANICAL SYSTEMS

In this papsr authors apply the fioticious source method in polar variables of the loaded graph and
show the mjthod of obtaining ths matrix signal flow graphs of composite mechanical systems. Using the
example of a modal of a mining hoisting machins, dynamical flexibility function with factors of inverse
transmittance matrix of path signal flow simple graph, was determined.

INSTYTUT PODSTAW KONSTRUKCJI MASZYN
POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ, GLIWICE

Praca została złożona w Redakcji dnia 8 sierpnia 1977 r.
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O PEWNYM ZAMKNIĘTYM ROZWIĄZANIU PROBLEMU PROPAGACJI PŁASKIEJ FALI
UDERZENIOWEJ W NIEJEDNORODNYM PLASTYCZNYM OŚRODKU POLITROPOWYM

Z LINIOWOSPRĘŻYSTYM ODCIĄŻENIEM

EDWARD W Ł O D A R C Z Y K (WARSZAWA)

1. Wstęp

Problem propagacji fal uderzeniowych w niejednorodnych, politropowych ośrodkach
plastycznych jest ciągle aktualny i otwarty. Był on już rozpatrywany przez wielu autorów.
I tak, w monografii [1] przedstawione jest rozwiązanie problemu propagacji płaskich, cy-
lindrycznych i kulistych fal uderzeniowych w suchym, niejednorodnym gruncie, modelo-
wanym gazem plastycznym [2]. Zastosowano tutaj skokową aproksymację niejednorod-
ności ośrodka, przy zachowaniu stałej jego gęstości za frontem fali (gaz plastyczny). Za-
gadnienie propagacji płaskiej fali uderzeniowej w ośrodku trójskładnikowym ze stałą gę-
stością w strefie obciążenia wraz z odbiciem od nieruchomej przegrody rozpatrzono
w pracy [3]. W kolejnych publikacjach [4—6] podano efektywną metodę konstrukcji
zamkniętych rozwiązań propagacji fal sprężysto-plastycznych typu uderzeniowego w okreś-
lonej klasie ośrodków niejednorodnych, których ruch opisuje się równaniem Eulera-Dar-
boux [7]. W pracach [8, 9] rozwiązano problem rozprzestrzeniania się płaskich fal naprę-
żenia w niejednorodnym ośrodku trójskładnikowym. Do analizy problemu wykorzystano
model ośrodka podany przez LACHOWA [10] i RACHMATULINA [11]. W modelu tym zało-
żono, że współczynniki objętościowej zawartości poszczególnych składników (powietrza,
wody i cząstek mineralnych) są liniowymi funkcjami współrzędnej przestrzennej x (głę-
bokości). Poza tym przyjęto, że wypadkowa gęstość ośrodka i moduł odciążenia zmieniają
się według tego samego przepisu funkcyjnego. Przy takich uproszczeniach natury fizycz-
nej uzyskano analityczne rozwiązanie dość złożonego problemu, przy czym w [8] rozwią-
zanie skonstruowano metodą odwrotną, natomiast w [9] — metodą bezpośrednią z wy-
korzystaniem konkretnego warunku brzegowego. Zastosowano tutaj metodę rozwinięcia
poszczególnych segmentów frontu fali uderzeniowej w szeregi Taylora [12-16], przy czym
współczynniki rozwinięcia obliczono z równań ruchu i warunków granicznych. Stosując
analogiczną technikę konstrukcji rozwiązania w pracy [17] rozpatrzono problem odbicia
się niestacjonarnej płaskiej fali uderzeniowej od ruchomej masywnej przegrody, umiesz-
czonej w trójskładnikowym, niejednorodnym ośrodku LACHOWA [10]. Odnośnie niejedno-
rodności ośrodka przyjęto analogicznie ograniczenia, jak w pracach [8, 9].

Okazuje się, że można skonstruować zamknięte rozwiązanie problemu propagacji
niestacjonarnej fali uderzeniowej w ośrodku niejednorodnym dla znacznie szerszej klasy
niejednorodności, niż rozpatrzono w pracach [8, 9, 17]. Problemem tym zajmiemy się
w niniejszej publikacji.
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Układ pracy jest następujący. W rozdziale drugim formułujemy problem, a w trzecim
konstruujemy ogólne jego rozwiązanie na froncie i za frontem fali, w tym i na brzegu
półprzestrzeni. Rozpatrzono modele ciał gazowych, płynnych i stałych. W rozdziale
czwartym przeanalizowano dość dokładnie model ośrodka trójskładnikowego.

2. Sformułowanie problemu

Rozpatrzmy ruch półprzestrzeni wypełnionej niejednorodnym ośrodkiem politropo-
wym ze stałym lub słabozmiennym oporem falowym [QO(X) a(x) « const lub d [QO(X)
a(x)l x 0] i liniowosprężystym odciążeniem (rys. 1). Założymy, że od powierzchni pół-
przestrzeni propaguje się w głąb ośrodka, ze zmienną prędkością D(t), płaska fala uderze-
niowa. Poza tym przyjmiemy, że D(t) jest znaną funkcją czasu. Wówczas rozwiązanie
problemu na froncie i za frontem fali uderzeniowej, w tym i warunek brzegowy, są jedno-
znacznie zdeterminowane przez postać funkcji D{t).

Rys. 1

Na froncie fali uderzeniowej, zgodnie z prawami zachowania masy i impulsu, mamy
(2.1) Qo(x)D(t) = Qoi(x)[D(t)-vol(x)l

(2.2) Qo(x)D(t)vol(x) = pol(x) -po(x).

Poza tym, z politropowości ośrodka wynika, że

(2.3) Poi(x) = lub Qoi(x) =

gdzie indeksem „O" oznaczyliśmy parametry stanu ośrodka niezaburzonego przed fron-
tem fali, natomiast indeksem „01" — parametry stanu na froncie fali uderzeniowej.

Ciągłym ruchem ośrodka za frontem fali uderzeniowej, zgodnie z przyjętymi założe-
niami, rządzą następujące równania:

1
(2.4)

(2.5)

(2.6)

QO(X)

' " ~ <to(xr"

= l+u,x, u,x = e,

P = Po i (x) - E(x) [u,x-e01 (x)].
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Eliminując z (2.4), (2.5) i (2.6) funkcje v, p i Q, otrzymujemy jedno ekwiwalentne rów-
nanie ruchu drugiego stopnia, w którym szukaną funkcją jest przemieszczenie u(x, t).
Ma ono postać

( 2 . 7 ) u , t t = a \ x ) u , x x ^

gdzie prędkość propagacji zaburzeń a wyraża się wzorem

Z kolei równanie (2.7) można zastąpić równoważnym układem dwóch równań róż-
niczkowych zwyczajnych, spełnionych na charakterystykach

(2.9) dx = +a(x)dt lub t = ± j

o następującej postaci:

(2.10) . dp = +d\\/Q0(x)E(x)v\; dWoddE{x)] * 0.
Związki różniczkowe (2.10) po scałkowaniu przyjmują postać skończoną

(2.11) p= +\/QO(X)E(X)V+C±, Q0(X)E(X) x const.

3. Rozwiązanie ogólne problemu

W ten sposób jednoznacznie sformułowaliśmy badany problem. Przejdziemy obecnie
do skonstruowania jego rozwiązania.

W pierwszej kolejności określimy parametry stanu ośrodka na froncie fali uderzenio-
wej o następującym równaniu:

(3.1)
o

Ze związków (2.1) i (2.2) oraz (2.3), po wyeliminowaniu funkcji Qoi(x) i ôiC*0> otrzymu-
jemy

(3.2) S
gdzie

(3.3) l ( 0 -

Równanie (3.2) w ogólnym przypadku jest równaniem przestępnym. Jego postać za-
leży od rodzaju funkcji !F[z(/)]. Na przykład dla gazu politropowego mamy

(3.4) ¥[*(*)] = z l / y (0

i równanie (3.2) przyjmuje wówczas prostą postać

(3.5) a ( 0 2 - 1 / v ( 0 = - z ( f ) + a ( 0 + l.
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Łatwo wykazać (patrz rys. 2), że równanie (3.5) może posiadać trzy pierwiastki rzeczy-
wiste. Jeden z nich, niezależnie od wartości prędkości propagacji frontu fali uderzeniowej
D(t), ma stałą wartość i wynosi zx(t) s 1. Jest to rozwiązanie trywialne, odpowiadające
falom akustycznym. Drugi pierwiastek jest mniejszy od jedności i nie ma sensu fizycznego
(rozrzedzeniowe fale uderzeniowe w normalnym gazie politropowym nie występują).
Wreszcie trzeci pierwiastek, większy od jedności, jest poszukiwanym jednoznacznym roz-

fit)

! ! !

'k)

f2(z)"-Z(t)w(t) + 1

Rys. 2

wiązaniem dla fali uderzeniowej. Przy dowolnych wartościach wykładnika politropy y
określamy go na ogół w sposób numeryczny. W szczególnych przypadkach otrzymujemy
zamknięte rozwiązanie równania (3.5). I tak na przykład:

(3.6)

(3.7)

(3.8)

gdzie

z{t)

z(t)

z{t)

= a(0 dla y =

2

1 (gaz izotermiczny

;4a(0 + l] dla y =

yql + y ~tfi-vViH

[18]),

2 oraz

-q\ dla y = 3,

2(2+3a)3 (2+3<x)(3a2

4~ r —27

8 a 2 - 3 a - l

•4

Z kolei dla ośrodka politropowego opisanego równaniem Taity (płyny [19] i ciała
stałe [20]) mamy

(3.9)
eo(x

* ) l 4>(*)
) I po(x)

]
J - i
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Dalej z wzorów (2.1)-(2.3) po wykorzystaniu (3.9) otrzymujemy

(3.10) J>"+ 1(0
gdzie obecnie

(3.11) Cn(f) =

c 0 ( t ) \ '

2 , A nA0[(p(ł)]

Równanie (3.10) posiada również trzy dodatnie pierwiastki rzeczywiste (patrz rys. 3).
Warunki badanego problemu spełnia tylko pierwiastek z(ł) > 1. Podobnie jak w przypadku
gazu politropowego, pierwiastki równania (3.10) określamy na ogół numerycznie. Dla nie-

Rys. 3

których szczególnych wartości wykładnika n otrzymujemy rozwiązania zamknięte. Mają
one postać

(3.12) y(t) =/?(/) dla n = 1,

(3.13)

(3.14)

dla oraz

/2Y3

1_
27

Prędkość ruchu ośrodka na froncie fali uderzeniowej v01 określamy ze wzorów:

(3.15) VQl[(p(t)] = ŚVL[z(t)-H
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lub

(3.15')

Przejdziemy obecnie do rozwiązania problemu za frontem fali uderzeniowej. Wykorzy-
stując związki na charakterystykach (2.11) (rys. 4), po przekształceniach otrzymujemy

(3.16) ,(*.<> - j

(3.17)

gdzie

0
(3.18)

2 9 ( j )

0 " ^

' 2

Rozwiązanie na brzegu połprzestrzeni otrzymujemy kładąc we wzorach (3.16)-(3.18)
x = 0. Tym samym problem został rozwiązany.

4. Propagacja fali uderzeniowej w niejednorodnym ośrodku trójskładnikowym

Rozpatrzymy propagację fali uderzeniowej w trójskładnikowym ośrodku LACHOWA
[10] o następującym równaniu stanu:

gdzie p jest wypadkową gęstością ośrodka przy ciśnieniu p, natomiast Qo(x) oznacza wy-
padkową gęstość przy ciśnieniu atomosferycznym p0. Poza tym g 1 } Q2, $3 są gęstościami
właściwymi, c l s c2, c3 — prędkościami propagacji dźwięku, y l 9 y 2 , 73 — wykładnikami
politrop, a t , a2, a3 — współczynnikami objętościowych zawartości dla poszczególnych
składników: powietrza, wody i kwarcu.

Zgodnie z założeniami modelu Lachowa mamy

(4.2) QO(X) =

(4.3) ai
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Dodatkowo przyjmiemy, że at(x), a2(x) i a3(x) są liniowymi funkcjami zmiennej x:

«i(x) = aoi(l+bix); bx < 0; \bxx\ < I,

(4.4) u2(x) = ao2(l+b2x); b2 > 0; 0 < oc^x) < a2(x) < 1,

W takim przypadku gęstość początkowa c>0(x) również w sposób liniowy zależy od
głębokości x i ma postać

(4.5) Qo(x) = eomi+kxy! k>0,

gdzie

Q0(0) =

(4.6) fc = •—v̂ r

Poza tym założymy, że moduł liniowego obciążenia E(x) wynosi

(4.7) E(x) = E(0)(l+kx),

natomiast front fali uderzeniowej jest linią prostą o postaci

(4.8) x = <p(t) = Dot, £)0 = const.

Wówczas charakterystyki (3.18) w strefie odciążenia są liniami prostymi o następują-
cych równaniach:

(4.9) , + JL_(i+*ok t £o I x\
a0 \ a0 I ao + Do \ a0 j

t-x - I \ - D o \ t t - Oo It X

gdzie

(4.10) a0 = ]/E(O)IQO(O).

W celu wprowadzenia obliczeń liczbowych przyjmujemy następujące wartości dla
poszczególnych parametrów:

(4.11) Ql = 0,129 kg/m3; Q2 - 100 kg/m3; g3 = 265 kg/m3

C l = 3,3.102 m/s; c2 = 1,5-103 m/s;

c3 = 4,5 • 103 m/s; a0 = 104 m/s;

yi = 1,4; y2 = 7; y 3 = 3; Po = 9,81 • 104 N/m2;

a 0 1 = 0,02; a 0 2 - 0,40; bx = - 1 0 " 6 ł/m; fe2 = 2,10-8 l/m.

Z wzorów (2.1) i (2.2) oraz równania stanu (4.1), po prostych przekształceniach otrzy-
mujemy

(4.12) P{f\~Z
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Jest to przestępne równanie, z którego w sposób numeryczny określamy funkcję pOi(x).
Z wykonanych obliczeń liczbowych wynika (patrz rys. 5), że ciśnienie poi(x) dla przy-
jętych danych jest funkcją zbliżoną do linii prostej

(4.13) P o i ( x ) « />oi(O) ( 1 - Xx); Z > 0 ,

Rys. 4

gdzie

(4.14) Poi(O) = (Q)Di\i-Ź^-Yi[piTpo]Y'n\'
Wartość współczynnika X wynika z liniowej aproksymacji funkcji pol(x) (patrz rys. 5).

Prędkość na froncie fali można teraz wyrazić wzorem

(4.15) vol(x) -

Wprowadzając wyrażenia (4.8), (4.9) i (4.13) do wzorów (3.16) i (3.17) otrzymamy

oraz

(4.17) ,(,-, 0 -
Poi (0)

Kładąc w wyrażeniach (4.16) i (4.17) x = 0, otrzymamy odpowiednio ciśnienie dzia-
łające na powierzchnię półprzestrzeni (warunek brzegowy) generujące prostoliniową falę
uderzeniową x = Dot oraz prędkość przemieszczania się tej powierzchni:

(4.18)

oraz

(4.19)
O<fc0-*SSU-*M Po

poi(0)
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N/m**10?}

30

25

20

15

10

5

L

Pot(x)

1,4»103 \

br-źtlO^I/m
i

) 20

DoHS^m/s

\

40

\

L \ 1
BO

v br-W'si/m

80 [mT

Rys. 5

Wyprowadzone wzory otrzymaliśmy przy założeniu, że d[Q0(x)a(x)] = Qo(0)ao k « 0.
Nie korzystając z tego założenia rozwiązanie problemu można skonstruować za pomocą
funkcji Riemanna [8]. Wówczas ciśnienie na brzegu wyraża się skomplikowanym wzorem
o następującej postaci:

(4.20) p(0, 0 = />! +/>2«+/>3(0.
gdzie

X al ,{.,X\ ao{al-Dl)
Pi =Poi(P)\ - J l ) 2 - + H + T

1
1D\ \ kaoDot + ao-Do

*i ~i

1

kaoDot+ao

„ -
~ \/A6Y-]/Q • 2

Q
P+Ql As

A6A7S[P-(A6-1)]-PY(2A6S-A7) ^ |
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. Y+A6S I I PY . _/A7Y\\ A3J2X+A7j _ / A7

Q +

| (^ 6 l ) i? + (£6 + l)f | A7V[(A6-1)X-Q]-XQ(2V+A6A7

A6R]/A7P X(XQ+A7V)\/A6A7Q

PV(2X-A7)-A7X[A6P-(A6-1)V] , A6X+V / /~XQ
-j- '7—1"' -', I aFC Ig I / —-—~r

X(A6A7X+PV)\/A7P X\/A6XV\ V A7V

-arctgy 6
p^

P= (A6-l)t+A7,

Q=(A6-l)t+A6A7,

R = (Ar,

At

= A6

K

i * A7

l Ac

t+(A6 + l)j

al~D2)
2kD2 '

-D, A6

As
i l + A4'

A l ~ k

2

D2'

2
An= ka0

W celu zbadania efektywności i dokładności przedstawionej w niniejszej pracy metody,
porównano wyniki liczbowe uzyskane za pomocą obydwóch wzorów, tj. (4.18) i (4.20).
Okazuje się, że wyniki te z dość dużą dokładnością pokrywają się (występują różnice na
czwartym miejscu po przecinku) i na wykresach są nierozróżnialne (patrz rys. 6). Ze wzoru
(4.18) i z liczbowych wyników uzyskanych za pomocą wzoru (4.20) wynika, że przyjętym
założeniom odnośnie niejednorodności ośrodka prędkości propagacji fali uderzeniowej
odpowiada liniowa zmiana ciśnienia na powierzchni półprzestrzeni (rys. 6). Wniosek
ten ma kapitalne znaczenie praktyczne. Daje bowiem praktyczne wskazówki jak należy
postępować w problemach oddziaływania fal naprężenia na obiekty fortyfikacyjne, umiesz-
czone w niejednorodnych gruntach wieloskładnikowych.
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P e 3 io M e

O HEKOTOPOM 3AMKHYT0M PEIUEHHH 3AflA^IH O PACITPOCTPAHEHHH
njiocKofi yflAPHofł BOJIHBI B HEOflHOPOflHoń nojiHTPonHofi CPEJIE

c jiHHEKHo-ynpyroH PA3rpy3i<oH

B pa5oxe npejtciaBJieHO 3aMiaryToe pemeHHe 3aflatiH o pacnpoerpaHeHHH neeTaijHOHapHoń njiocKoii
BOJIHW B HeOflHOpOflHOH nOJIHTpOIJHOH CpeflC C nOCTOfiHHŁIM H CJiafionepeMeHHfalM BOJIHOBbIM

(go si KOHCT). PemeHHe nocTpoeHO o6paTin>iM M6TOHOM. ITojiyvceHU 3aMKHyrbie $op-
napaiueTpoB COCTOHHHH HccneflyeMoft cpeflw Ha (j)poirre H 3a ebpoHTOM BOJIHBI. PaccMOTpeHti

KoiiKpeTHLix nojiHTponHwx cpefl. ITocTpoeHHoe pemeinie, i<poiwe HenocpeflCTBeHHoro npai<-
TiraecKoro asuaneiwn, H3-3a aHajiHTH^ecKoro xajjaKTepa HBjineTCfi xopoiuiiM TCCTOM ^JIH npHGjiHweHHbix
MeTOflOB.

S u m m a r y

ON A CERTAIN IN CLOSED-FORM SOLUTION OF THE PROBLEM OF PROPAGATION OF
A PLANE SHOCK WAVE IN A NONHOMOGENEOUS PLASTIC POLYTROPIC MEDIUM

Problem of propagation of a non-stationary plane shock wave in a inhomogeneous polytropic medium
with the constant or slightly variable wave resistance (ga ?s const) was solved in the presented paper. The
solution was constructed by the reciprocal method. The closed formulae were obtained defining the state
parameters of the medium investigated at the wave front and behind the front. The examples of real poly-
tropic media were analysed. The constructed solution, in addition to direct practical meaning, represents,
in view of its closed form, a good test for the approximate methods.
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APROKSYMACJA NIEUSTALONEGO POLA TEMPERATURY W CIAŁACH WALCOWYCH
I KULISTYCH

JAN T A L E R (KRAKÓW)

Wykaz ważniejszych oznaczeń

a promień wewnętrzny walca,
b promień zewnętrzny walca,
c ciepło właściwe,

C0,Cy,C2 stałe,
%• 1

Fo = liczba Fouriera,

J0(x), Jx(x) funkcje Bessela I rodzaju, odpowiednio rzędu zerowego i pierwszego,
b

k — — stosunek promienia zewnętrznego walca do wewnętrznego,
a
/ = i - < 5 ( 0 ,

m, n liczby naturalne,
q strumień cieplny na wewnętrznej powierzchni walca,

Q = 2naq
r promień,

M = — promień bezwymiarowy,
a
S powierzchnia ograniczająca ciało o objętości V,
t czas,

T* temperatura dokładna,
T temperatura przybliżona,

7^ temperatura początkowa,
U temperatura zewnętrznej ścianki walca,
V objętość ciała,

bezwymiarowa temperatura zewnętrznej ścianki walca,
qa

Y0(x), Yi(x) funkcje Bessela II rodzaju odpowiednio rzędu zerowego i pierwszego,
<5(/) głębokość wnikania ciepła (rys. 1),

S
V " 1 + — ,a

]L(T* T ")
0* = .• temperatura bezwymiarowa, dokładna,

qa
X(T~T0)0 = temperatura bezwymiarowa, przybliżona,

qa

K = współczynik wyrównania temperatury,
CQ

A współczynnik przewodzenia ciepła,
ft„, dodatnie pierwiastki równania charakterystycznego,

g gęstość materiału walca,
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1. Wstęp

Dokładność analitycznych metod przybliżonych w znacznym stopniu zależy od funkcji
aproksymującej dokładne pole temperatury. Brak reguł konstruowania rozwiązań przy-
bliżonych utrudnia praktyczne zastosowanie wymienionych metod. Z tych też względów,
w ostatnich latach prowadzone są prace nad zasadami wyboru rozwiązań przybliżonych
zapewniających dostateczną ich dokładność i eliminujących z obliczeń przypadkowość.

Oryginalne procedury konstruowania rozwiązań przybliżonych w metodzie KANTO-
ROWICZA prezentowane są w pracach KERRA [1] oraz KRAJEWSKIEGO [2,3].

W niniejszej pracy przedstawiono sposób wyboru rozwiązań przybliżonych w metodach
wykorzystujących koncepcję głębokości wnikania ciepła [4-8], oparty na metodzie uśred-
niania funkcjonalnych poprawek [9, 10].

Zwykle funkcja aproksymująca dokładny nieustalony rozkład temperatury jest wielo-
mianem drugiego stopnia współrzędnej r [5, 10, 11] niezależnie od tego czy rozważane
ciało jest płaskie, walcowe czy kuliste. Tak prosta funkcja przybliżająca w wielu przypad-
kach nie zapewnia dostatecznej dokładności rozwiązań, dlatego też w dotychczasowej
literaturze znane są metody konstrukcji funkcji przybliżających pozwalających otrzymać
rozwiązania bardziej dokładne, szczególnie w przypadku ciał płaskich [4, 12]. Również
w przypadku ciał walcowych i kulistych, jak wykazał LARDNER [13, 14], paraboliczny
rozkład temperatury wymaga modyfikacji.

Zaproponowana przez LARDNERA modyfikacja, jak wykazano w dalszej części pracy,
jest w wielu przypadkach zawodna. Z tych też względów przedmiotem niniejszej pracy
jest wybór funkcji przybliżających dokładne, jednowymiarowe, nieustalone pole tempe-
ratury w ciałach walcowych i kulistych.

2. Konstrukcja przybliżonego rozkładu temperatury

Przy konstrukcji funkcji przybliżającej dokładny rozkład temperatury wykorzystana
zostanie metoda uśredniania funkcjonalnych poprawek [9].

Wymieniona metoda jest stosowana do przybliżonego rozwiązywania równań różnicz-
kowych nieustalonego przewodzenia ciepła [10]. Należy jednak podkreślić, że funkcją
przybliżającą dokładny rozkład temperatury jest parabola drugiego stopnia niezależnie
od kształtu ciała [10], co sprawia, że dokładność otrzymywanych wyników w przypadku
ciał walcowych i kulistych nie jest zbyt duża.

W niniejszej pracy równanie przewodzenia ciepła

(2.1) div(A grad 2"*) = co—-—,
ot

w oparciu o metodę funkcjonalnych poprawek przybliżono równaniem

1 f 8T ...
(2.2) div(A grad T) = cQy J ~Jfdv-

v
Łatwo zauważyć, że lokalną szybkość zmian temperatury w czasie w równaniu (2.1)

zastąpiono w równaniu (2.2) szybkością uśrednioną po całej objętości ciała.
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Ponieważ średnia szybkość zmian temperatury ciała nie zależy od współrzędnych
(CQ = const), więc z (2.2) wynika, że

(2.3) div(2 grad T) = /(/),

gdzie

(2.4)

W celu wykazania związku równania (2.2) z metodą bilansu cieplnego [4], równanie
(2.3) zostanie scałkowane po objętości

(2.5) J div(A grad T)dV = f(t) J dV.
v v

Stosując do przekształcenia lewej strony równania (2.5) regułę Gaussa-Ostrograds-
kiego i uwzględniając w (2.5) zależność (2.4), otrzymuje się równanie bilansu cieplnego dla
ciała o objętości V ograniczonego powierzchnią S i

(2.6) J Mgrad 7WS1 = J CQ~dV,
s v

Tak więc równanie (2.6) jest równoważne równaniu (2.2) pod warunkiem, że tempera-
tura przybliżona spełnia równanie (2.3). Przy praktycznym rozwiązywaniu zagadnień
nieustalonego przewodzenia ciepła równanie (2.3) pozwala wyznaczyć funkcję przybliża-
jącą dokładny rozkład temperatury, natomiast równanie (2.2) lub (2.6) — funkcję, f{t).
Należy podkreślić, że równanie (2.3) może być stosowane do określania temperatury
przybliżonej w innych metodach niż omówione wyżej metody uśredniania funkcjonalnych
poprawek i bilansu cieplnego.

Z uwagi na fakt, że metody przybliżonego rozwiązywania równań różniczkowych
wykorzystujących głębokość wnikania ciepła stosowane są dotychczas do równań jedno-
wymiarowych, więc równanie (2.3) zapisane dla pola jednowymiarowego przyjmuje postać

Po dwukrotnym scałkowaniu po r (2.7) przy założeniu, że X = const otrzymuje, się
przybliżony rozkład temperatury:

(2.8) T m j C0r
2 + d r+C2, gdy n = 0 (ciała płaskie),

(2.9) T - -T C0r
2 + C1lnr+ C2 gdy w = 1 (ciała walcowe),

(2.10) T = \ C0r
2- ^- + C2, gdy n = 2 (ciała kuliste),

gdzie

r -

9 Mech. Teoretyczna i Stosowana 2/78
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Równanie (2.2) przyjmuje postać

r" 8r \M 8r ~ C e

natomiast równanie (2.6)

(2.12) 8T
8r

' + 1 (W
l - r ? + l J 8t

r2r 8T „,cQ—rndr.
r, J Ot

3. Przykład obliczeniowy

Zastosowanie przedstawionej procedury zostanie zilustrowane na przykładzie obli-
czania nieustalonego pola temperatury w nieskończenie długim wydrążonym walcu, któ-
rego zewnętrzna ścianka jest izolowana cieplnie, nagrzewanym na wewnętrznej powierzchni
stałym strumieniem cieplnym. Temperatura początkowa walca jest stała i niezależna od
promienia.

Pole temperatury w walcu określone jest równaniem różniczkowym przewodzenia
ciepła

(3-D

warunkami brzegowymi

(3.2)

(3.3)

8T*

ST*

JLJLI dT*\
= r 8r\ 8r \'

dr
8T*
8r

= 0,

Ina = -9,

oraz warunkiem początkowym

(3.4) = T0.

Wprowadzając współrzędne bezwymiarowe określone w wykazie oznaczeń otrzymu-
je się

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

0d* 86*
~dR

80*
8R

86*

= 0

- - I ,8R
0*|FO-O = O.
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Dokładne rozwiązanie sformułowanego problemu można znaleźć w pracach [15, 16]
a także łatwo otrzymać je z wyrażenia (5.5.16) pracy [17] wykorzystując zależność (5.5.19).
W niniejszej pracy przybliżone pole temperatury określone zostanie za pomocą metody
bilansu cieplnego, określonej równaniem (2.12), które jest równoważne równaniu (2.11).

Rys. 1. Rozkład temperatury w wydrążonym walcu nagrzewanym na wewnętrznej powierzchni stałym
strumieniem cieplnym

1 cylinder, 2 izolacja cieplna, Ti i Tu — temperatura w pierwszej i drugiej fazie wnikania ciepła

Podobnie jak w innych metodach stosujących koncepcję głębokości wnikania ciepła pro-
ces wnikania ciepła podzielony zostanie na dwie fazy. Rozkład temperatury w I i II fazie
wnikania ciepła przedstawiony jest schematycznie na rys. 1. Równanie bilansu cieplnego
(2.12) w pierwszej fazie wnikania ciepła, zapisane w formie bezwymiarowej ma postać

(3.9) R 8R dFo / ORdR.

Uwzględniając warunek brzegowy (3.7) oraz warunki wynikające z definicji głębokości
wnikania ciepła [5], tj.

(3.10)

(3.11)

równanie (3.9) ma postać

(3.12)

dR = o,

dFo

'i

/
0RdR = 1,
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Przybliżony rozkład temperatury zapisany w formie bezwymiarowej, zgodnie z (2.9)
określony jest wyrażeniem

1
(3.13) 6 = -TC0R

2 + C1\nR+C2.

Po wyznaczeniu stałych Co, Ct i C2 z warunku brzegowego (3.7) oraz warunków (3.10)
i (3.11) i ponownym ich podstawieniu do (3.13), przybliżony rozkład temperatury w I fa-
zie wnikania ciepła określony jest wyrażeniem

(3.14) 0 = -X

0 = 0, rj^R^k.
Podstawiając (3.14) do (3.12) i całkując otrzymane równanie różniczkowe przy warunku

początkowym

otrzymuje się

(3.15)

Dla większych wartości t], a więc i większych wartości liczby Fouriera, z (3.15) otrzymuje
się

(3.16) » ? 2 « 8 F o .

Temperatura wewnętrznej powierzchni rury d„ dla większych wartości Fo wynosi

(3.17) e.M -

Uwzględniając w (3.17) zależność (3.16) otrzymuje się ostatecznie

(3.18) ds = 01,., w ylnf-j^o) = y l

Rozwiązanie dokładne dla większych wartości Fo ma postać [18]

(3.19) 6S = Iln(2,24Fo).

Ponieważ przybliżone określanie pola temperatury w wydrążonym walcu nagrzewanym
od .wewnątrz w I fazie wnikania ciepła jest identyczne jak w przypadku pustki cylindrycz-
nej, więc jest możliwe porównanie otrzymanych wyników z podanymi przez LARDNERA
i POHLE'A W pracy [13]. LARDNER i POHLE stosując przybliżony rozkład temperatury okreś-
lony wyrażeniem

(3.2o) r--g g j f f A
r = o, r\
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otrzymali następującą zależność dla Fo(rj)

(3.21) Fo = - [(72^-96*7 + 36)^7?-13

Dla większych wartości Fo temperatura powierzchni pustki określona jest zależnością

(3.22) 0s = i l n ( 3 , 3 2 F o ) .

Z porównania przedstawionych rozwiązań wynika, że rozwiązanie (3.18) otrzymane
w niniejszej pracy lepiej aproksymuje rozwiązanie dokładne (3.19) w porównaniu z wyni-
kiem (3.22) otrzymanym przez LARDNERA i POHLE'A. Stwierdzenie to jest słuszne dla więk-
szych wartości liczby Fouriera.

2.0

1.6

1.2

0.6

0,4

0,0

-

-

i /

— — 3

. - >

1

- - -

1 1 — - •

2.0 4,0 6.0 8,0 FO 10.0

Rys. 2. Rozkład temperatury wokół pustki cylindrycznej w zależności od czasu
1 — niniejsza praca (3.14), 2 — metoda Lardnera i Pohle'a (3.20), 3 — rozwiązanie dokładne [20]

Porównanie wartości temperatury określonych wzorem (3.14) otrzymanym w niniej-
szej pracy z rozwiązaniem LARDNERA i POHLE'A (3.20) oraz rozwiązaniem dokładnym [20]
dla mniejszych wartości liczby Fouriera Fo, dla różnych wartości promienia i? przedsta-
wiono na rys. 2. Z przedstawionego porównania wynika, że dla mniejszych wartości Fo
rozwiązanie otrzymane przez LARDNERA i POHLE'A jest dokładniejsze od przedstawionego
w niniejszej pracy.

Należy jednak podkreślić, że w miarę upływu czasu bardziej dokładne staje się rozwią-
zanie prezentowane w pracy. Zarówno rozwiązanie (3.14) jak i (3.20) znacznie lepiej aprok-
symują rozwiązanie dokładne w porównaniu z wynikami otrzymanymi przy założeniu
parabolicznego rozkładu temperatury, o czym świadczy porównanie przeprowadzone
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w pracy [13]. Widać to również z rys. 3, gdzie porównano wartości temperatury obliczone
według wzorów (3.14) i (3.20) z temperaturą określoną parabola drugiego stopnia [13]

(3.23) °-^h)^-R^ l**«l>

gdzie t] określone jest równaniem [13]

(3.24) 24 Fo = ( J ? - 1 ) 3 + 4 ( J J - 1 ) 2 .

Następnie rozważona zostanie druga faza wnikania ciepła (rys. 1), która rozpoczyna się
z chwilą gdy głębokość wnikania ciepła staje się równa grubości ścianki walca, tj. gdy
r\ = k.

Czas, po upływie którego następuje druga faza wnikania ciepła oznaczmy przez tlt

a odpowiadającą mu liczbę Fouriera przez Foj. Wartości Foj łatwo wyznaczyć w każdym
z rozważanych przypadków podstawiając rj = k w równaniach (3.15), (3.21) i (3.24).
Równanie bilansu cieplnego otrzymuje się z równania (2.12) po uwzględnieniu, że t\ — a,
r2 - b oraz warunku brzegowego (3.2). Przekształcając otrzymane tak równanie do po-
staci bezwymiarowej otrzymuje się

k

(3.25) ~ - | ORdR = 1 , Fo > FoŁ.
at0 J

Podobnie jak w pierwszej fazie wnikania ciepła rozkład temperatury w II fazie przybli-
żony zostanie funkcją (3.13), Po wyznaczeniu stałych Co, Ct i C2 z warunków brzegowych
(3.6) i (3.7) oraz z warunku (rys. 1)

(3.26) 0\R=k = X(M~To) = w
(jCŁ

i ponownym ich podstawieniu do (3.13), rozkład temperatury określony jest wyrażeniem:

n r 7 . n_}_ 1 2 k2 . fc2lnfc 1 k2

{ ' 2 k2-\ k2-l k2-l 2k2-\

Fo > Fo x , 1 ̂  R ^ k.

Podstawiając (3.27) do (3.25) i całkując otrzymane równanie różniczkowe przy wa-
runku początkowym

W\FO=FO1 = 0

otrzymuje się

(3.28) w = ^ ° *°-V-, F o > Foi,
fc l

gdzie Fox wyznaczone z (3.15) po podstawieniu rj = k wynosi

(3.29) Fo1 =l(/
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Po podstawieniu (3.28) do (3.27) z uwzględnieniem (3.29) pole temperatury w drugiej
fazie wnikania ciepła określone jest wyrażeniem •

7?/ ' ( & 2 - l ) 2 2(A;2-1) 4k2-\^k2

Fo > FOi.

Dokładne rozwiązanie rozważanego zagadnienia ma postać [15, 16]

(3.31) 0* = 0ą+0n,

gdzie

«,„ . k , I k\ k , , / c i ? A; + l 2

(3.32) e ^ ^ ^ l ^ j + l / +

(3.33) 0„ = - 7
mml

gdzie

Cm(k) = -
M

a /um są dodatnimi pierwiastkami równania charakterystycznego

= 0.

Z porównania (3.30) z (3.31) wynika, że rozwiązanie przybliżone w drugiej fazie wni-
kania ciepła jest identyczne z rozwiązaniem dokładnym 6„ określającym pole temperatury
w stanie quasi-stacjonarnym. Błąd spowodowany pominięciem szeregu nieskończonego 0„
w rozwiązaniu (3.31) dla różnych wartości liczb Fouriera i stosunku promienia zewnętrz-
nego do wewnętrznego walca można wyznaczyć z rys. 5 pracy [15]. W przypadku rury
o stosunku promienia zewnętrznego do wewnętrznego równym k = 5/3, maksymalna

wartość —£•
R=l

wynosi | - —
"/ i . R = l

0,085 zgodnie z pracą [15] i występuje na po-

czątku drugiej fazy wnikania ciepła, tj. dla Fo = 0,073. Wartość —
\

szybko jed-
\

nak maleje i dla Fo = 0,2 jest praktycznie równa zeru, czyli od tego momentu w ściance
rury ustala się quasi-stacjonarne pole temperatury. Dla porównania rozważmy drugą
fazę wnikania ciepła przy aproksymacji pola temperatury wielomianem drugiego stopnia
od r i według metody LARDNERA. W pierwszym przypadku pole temperatury przybliżone
zostanie wielomianem i

(3.34) 0 = Cotf + C^R + Ci.

Po wyznaczeniu stałych Co, C t i C2 z warunków brzegowych (3.6), (3.7) i (3.26) i po-
nownym ich podstawieniu do (3.34) otrzymuje się

(3-35) 6 - * (lc~R)*+w.
Z\K 1)
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Podstawiając (3.35) do (3.25) i całkując otrzymane równanie różniczkowe przy wa-
runku początkowym

otrzymuje się

(3.36)

Bl = 0

lCFb-Foj)
A:2-l '

gdzie FO] wyznaczone z (3.24), po uwzględnieniu, że v\ = k, wynosi

(3.37)

Uwzględniając (3.36) w (3.35) pole temperatury w drugiej fazie wnikania ciepła okreś-
lone jest wyrażeniem

(3.38)
/c 2 - l 12 Jfc+1

Fo

1.0 1,1 1.2 1,3 W 15 R 1.6 1,6(6)

Rys. 3. Rozkład temparatury w wydrążonym walcu w pierwszej i drugiej fazie wnikania ciepła dla różnych
liczb Fouriera

1 — niniejsza praca (3.14) i (3.30), 2 — metoda Lardnera i Pohle'a (3.20) i (3.43), 3 — paraboliczny rozkład temperatury (3.23)
i (3.38), 4 — rozwiązanie dokładne (3.31)

W drugim przypadku przybliżone pole temperatury zgodnie z metodą LARDNERA ma postać

(3.39) 0 - C0(k-R)Hn l~\ + d .
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Po wyznaczeniu stałych z warunków brzegowych (3.7) i (3.26) i ponownym ich podsta-
wieniu do (3.39) otrzymuje się

(3.40) 0 - 77-

Podstawiając (3.40) do (3.25) i całkując otrzymane równanie różniczkowe przy wa-
runku początkowym WJFC^FO! = 0 otrzymuje się

(3.31) "

gdzie Foi wyznaczone z (3.21), po podstawieniu i] = k, wynosi

(3.42) Foi - [(72 fc2 - 96A:+36) In A:-13A;*+36fc2 - 32yt+9] x

Podstawiając (3.41) do (3.40) i uwzględniając (3.42) otrzymuje się

(3-43) 0 = TTTMFoiL. . Ł _ iv(*-*) a W-#) +^r-W2k2-96k + 36)lnkr

-I3k4+36k2-32k+9][12(ki-l)(l-k)x(2lak+k~l)]-1,
Fo

Na rys. 3 przedstawiono pole temperatury w wydrążonym walcu o stosunku promienia
zewnętrznego do wewnętrznego k — 5/3. Czas bezwymiarowy F o x , po którym następuje
druga faza wnikania ciepła zależy od funkcji przybliżającej; dokładny rozkład temperatury
i obliczony według wzorów (3.29), (3.37) i (3.42) dla k — 5/3 wynosi odpowiednio Fox =
= 0,0730, F o t = 0,0864 i FOi = 0,0358. Z porównania przedstawionego na rys. 3 wynika
że w drugiej fazie wnikania ciepła rozwiązanie przedstawione w niniejszej pracy najlepiej
aproksymuje rozwiązanie dokładne. Najmniej dokładny jest rozkład temperatury wyzna-
czony wg metody LARDNERA.

2Fo
Na rys. 4 i 5 przedstawiono porównanie funkcji 6q~ 73—^-obliczonej dla drugiej

2Fo
fazy wnikania ciepła według wzorów (3.30), (3.38 i (3.43) z funkcjądq- p — = - obliczoną

według wzoru (3.32).
Z przedstawionych rysunków wynika, że sposób aproksymacji pola temperatury za-

proponowany w niniejszej pracy zapewnia największą dokładność, gdyż w stanie quasi-
stacjonarnym przybliżony i dokładny rozkład temperatury są identyczne. Należy podkreślić,
że jest to cecha bardziej ogólna przedstawionego w pracy sposobu aproksymacji dokład-
nego pola temperatury. Identyczność przybliżonego pola temperatury określonego wg (2.3)
i dokładnego wynika stąd, że w stanie stacjonarnym funkcja f(t) jest równa zeru i rozwią-
zanie przybliżone określone według (2.3) i dokładne w stanie stacjonarnym są identyczne.

Powyższe uwagi nie dotyczą innych sposobów aproksymacji pola temperatury omó-
wionych w niniejszej pracy. ,. .
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4. Omówienie innych prac

Sposób wyboru funkcji aproksymującej nieustalony rozkład temperatury w ciałach
walcowych i kulistych przedstawił LARDNER i POHLE [13, 14].

W wymienionych pracach przybliżony profil temperatury zaleca się wybierać w po-
staci

(4.1) T{r, t) = W(r)lnr

w przypadku ciał walcowych oraz postaci

(4.2) T(r,t)=W{r)-l,

w przypadku ciał kulistych, gdzie W(r) jest wielomianem współrzędnej r.
O ile w przypadku ciał kulistych sposób ten nie budzi zastrzeżeń, to w przypadku ciał

walcowych nasuwają się pewne wątpliwości.
LARDNER i POHLE [13] analizując pole temperatury wokół pustki cylindrycznej nagrze-

wanej stałym strumieniem cieplnym, aproksymowali rozkład temperatury wyrażeniem

(4.3) T = - . / \ ° -L.

T= 0,

Łatwo sprawdzić, że wybierając profil temperatury w postaci (4.1) z uwzględnieniem, że

W(r)= Co+dr+Czr2

i określając współczynniki C o , Ci i C2 z warunków brzegowych (3.3) oraz (3.10) i (3.11)
zapisanych w postaci wymiarowej nie otrzyma się wyrażenia (4.3). Łatwo natomiast je
uzyskać, określając rozkład temperatury wyrażeniem:

(4.4) r -

i określając stałą C z warunku brzegowego (3.3).
Zauważmy, że wybór mnożnika logarytmicznego w (4.4) nie jest jednoznaczny. W miejsce

In F można wybrać np. In-r-lub In—? ^-, gdzie p > 1 i warunki brzegowe wynika-
a+o o p{a+o)

jące z definicji głębokości wnikania ciepła, tj. (3.10) i (3.11) będą nadal spełnione.
Ponadto zachodzi pytanie, jak wybrać przybliżony rozkład temperatury w drugiej

fazie wnikania ciepła, gdy warunki brzegowe na zewnętrznej i wewnętrznej powierzchni
rury są niejednorodne»

Omówione tu trudności potwierdza częściowo sposób w jaki uwzględnione zostały
zalecenia LARDNERA i POHLE'A W pracy [19]. Poza tym dokładność aproksymacji pola
temperatury w II fazie wnikania ciepła jest niedostateczna.
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Problemy wyboru funkcji aproksymującej w przypadku ciał walcowych porusza rów-
nież VUJANOVIC w pracy [7]. Autor stwierdza, że przedstawiona przez niego metoda przy-
bliżonego rozwiązywania równań różniczkowych nieustalonego przewodzenia zapewnia
dostateczną dokładność przy aproksymacji pola temperatury wielomianem II stopnia,
niezależnie od kształtu ciała i demonstruje to określając nieustalone pole temperatury
w pełnym walcu ogrzewanym na powierzchni stałym strumieniem cieplnym. Na podstawie
rozwiązania tego samego problemu zostanie wykazane, że stwierdzenie to jest niepraw-
dziwe.

Pole temperatury w walcu określone jest przez równanie różniczkowe (3.1), warunki
brzegowe

(43)

= 0,

gdzie b oznacza promień zewnętrzny walca, i warunek początkowy

(4.5) r | , _ 0 - 0.

Równanie bilansu cieplnego (2.12) w I fazie wnikania ciepła, uwzględniając że w roz-
ważanym przypadku rx = b — d(t) i r2 = b, ma postać

6

(4.8) 4

Wybierając podobnie, jak VUJANOVIC [7] paraboliczny rozkład temperatury

gdzie I = b—d, podstawiając (4.9) do (4.8) i uwzględniając, że ó |, = 0 = 0, otrzymuje się

b2 6\b] 7A\b] '

VUJANOVIC [7] otrzymał natomiast następującą zależność dla określenia głębokości
wnikania ciepła 6 (t):

4

W drugiej fazie wnikania ciepła równanie bilansu cieplnego (2.12) przyjmuje postać

(4.12) -f
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Przyjmując rozkład temperatury

i wyznaczając u(t) z równania (4.12) przy warunku początkowym u(t)\,= tl = 0 po po-
nownym podstawieniu do (4.13) otrzymuje się

0 < r ^ b, t> ti.

Czas t l t po którym rozpoczyna się druga faza wnikania ciepła wyznacza się z (4.10)
po podstawieniu d = b. W danym przypadku

(4.15) tt = 0,125—.

Rozwiązanie VUJANOVICA ma postać

(4.16) r = ^ [ - g - + ( ~ ) - 0 , 1 3 7 ] , O^r^b, t> 0,137-^-.

Rozwiązanie dokładne [18] dla większych wartości czasu określone jest wyrażeniem (4.14),
a więc pokrywa się z rozwiązaniem przybliżonym otrzymanym ,za pomocą metody bi-
lansu cieplnego.

Porównanie rozwiązań przybliżonych ze ścisłym [20] również wskazuje, że bardziej
dokładne jest rozwiązanie otrzymane za pomocą metody bilansu cieplnego, tak więc
i w przypadku metody VUJANOWICA [7], należy zastosować zmodyfikowany profil tem-
peratury w ciałach walcowych i kulistych, aby otrzymać dobrą dokładność.

Wydaje się, że kształt paraboli drugiego stopnia i krzywej przedstawiającej dokładny
rozkład temperatury w przypadku ciał kulistych i cylindrycznych znacznie się różnią,
w związku z czym niezależnie od zastosowanej metody należy zmodyfikować przybliżony
rozkład temperatury.

5. Wnioski,

Zaproponowany sposób konstrukcji funkcji przybliżającej jednowymiarowe, nieusta-
lone pole temperatury uwzględnia kształt rozważanego ciała.

Wykazano również, że aproksymacja dokładnego pola temperatury wielomianem
drugiego stopnia w przypadku ciał walcowych i kulistych prowadzi do znacznych błędów.
W porównaniu z metodą wyboru rozwiązania przybliżonego przedstawioną przez LAR-
DNERA i POHLE'A [13] sposób prezentowany w niniejszej pracy zapewnia większą dokładność
obliczeń w drugiej fazie wnikania ciepła i jest łatwy w zastosowaniu, szczególnie przy nie-
jednorodnych warunkach brzegowych.

10 Mcci). Teoretyczna i Stosowana 2/78
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P e 3 io M e

AnnPOKCHMAlTHfl HEyCTAHOBHBIUErOCfl TEMIIEPATYPHOrO IlOJIfl
B EtHJIHHflPH^ECKHX H C<J>EPH*IECKHX TEJIAX

B pa6oTe npefljio>i<eH MeTOfl nofl6opa npn6jin>KeHHoro HeycTaHOBHBiuerocH pacnpe#ejieni«i Teiw-
nepaTypw B minjm#pir<iecKHX H ojiepiraecKHx Tejiax. 3TOT MeTOfl npHiwemiM ,JUM npn6jiHH<einioro pe-

ypaBiieiiHH Termo- H Macconepeiioca c noMomtio Me-roflOB, Hcnojib3yiorqnx nonfmie rjiySuHbi
Tenjia. B Ka^ecTBe npiiMepa npHiwenenHa MeTOfla pacc^iHTano pacnpeflejiemie TeMnepaTypti

B nonoM qHJiHHflpe HJIH cjiy^aH nocTOHHHoro TenjiOBoro noTOKa K BHyTpeHHeft CTemce H TenjioH3OJiH-
BHemneH CTeHKe. HcnojiB3OBaH HHTerpajibHbift MeTOfl TenjiOBoro 6anaHCa. H a ocHOBe cono-
npHSjiHweiniwx penieHHH c TO^HBIM yeraHOBjieHOj >no npefljiaraeMbift Meioa 6ojiee To^eHj

lieM MeTOfl JIapflHepa H Ilojia [13]) oco6eHHO fljiH 6ojibuiHX 3HaMeHHfi BpeMeint. J^0Ka3aH0j UTO B cnyiae
Ten BapaaqHOHHWH MMOR ByaHOBH^a [7]3 KBK H flpyrne MeTOflbi, Tpe6yeT

pacrrpe#ejieHHJł
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S u m m a r y

APPROXIMATION OF THE TRANSIENT TEMPERATURE FIELD IN CYLINDRICAL AND
SPHERICAL BODIES

The paper presents a method for the choice of the approximate temperature distribution in the bodies
of cylindrical and spherical geometry. The method is appropriate for solving any problem governed by
diffusion —• type equation with the aid of the methods using the concept of thermal boundary layer. Par-
ticular cases considered in this paper include the transient temperature distributions in a hollow cylinder
in the case of heat being transferred at a constant rate to the inner wall surface, while the outer wall surface
is insulated against heat losses. It is found that, for problems involving polar or spherical symmetry, Lar-
dner's and Pohle's methods are inappropriate because the solution does not tend to the proper form of the
steady — state solution in the limit for large time (in the second phase of heat penetration). It is shown
that Vujanovic's variational method [7] cannot be improved to produce better results with parabolic tem-
perature distribution in a cylindrical body.

INSTYTUT APARATURY PRZEMYSŁOWEJ
I ENERGETYKI POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ

Praca została złożona w Redakcji dnia 17 października 1977 r.
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PROFESOR DOKTOR KAZIMIERZ WOLSKI*

Absolwenci Wydziałów Mechanicznych powojennych lat Politechniki Warszawskiej dobrze pamię-
tają osobę profesora KAZIMIERZA WOLSKIEGO, wychowawcy i nauczyciela wielu inżynierów-mechaników,
wybitnego naukowca i konstruktora przemysłu lotniczego. Z okazji 90 rocznicy Jego urodzin, pragniemy
przsdstawić Jego sylwetkę szerszemu gronu pracowników naukowych.

Prof. KAZIMIERZ WOLSKI urodził się dnia 2 września 1887 r. w Mińsku Mazowieckim. Po ukoń-
czeniu Szkoły Realnej w Warszawie oraz Szkoły im. H. Wawelberga i S. Rotwanda w 1910 r., wyjechał do
Belgii, gdzie w 1913 r. uczęszczał na Wydział Mechaniczny Politechniki w Mons (Ecole des Mines). Po
wybuchu pierwszsj wojny światowej wrócił do kraju, a następnie wyjechał do Moskwy w 1915 r., gdzie
jako obliczsniowiec i konstruktor pracował w wytwórni lotniczej, współpracując ze znanymi rosyjskimi
konstruktorami A. Tupolewem i J. Niestierowem. W 1918 r. wrócił do kraju i rozpoczął pracę w szybko
rozwijającym się po wyzwoleniu lotnictwie polskim. W przemyśle lotniczym pracował aż do wybuchu dru-
giej wojny światowej, a w 1939 r. został ewakuowany do Francji. W kraju tym spędził cały okres wojenny,
pracując początkowo w wytwórni lotniczej w Argenteuil pod Paryżem.

Po powrocie do Warszawy w r. 1946 rozpoczął pracę jako samodzielny pracownik naukowy w Głównym
Instytucie Lotnictwa i jednocześnie jako zastępca profesora na Politechnice Warszawskiej. W 1948 r.
otrzymał stopień doktora nauk technicznych na Politechnice Gdańskiej. Jego promotorem był prof. M. T.
Hubsr. Od 1951 r. był kierownikiem Katedry Mechaniki Ogólnej na Wydziale Mechanicznym Konstruk-
cyjnym, a w 1955 r. został mianowany profesorem nadzwyczajnym. W 1960 r. prof. KAZIMIERZ WOLSKI
przeszedł na emeryturę.

Jako konstruktor, prof. KAZIMIERZ WOLSKI miał wiele oryginalnych osiągnięć. Wymienić tu należy
chociażby projskt hangaru lotniczsgo (1926 r.), komorę stratosferyczną dla Centrum Badań Lotniczo-Le-
karskich (1924 r.) — największą w owych czasach w Europie, wagę dla tunelu aerodynamicznego w Insty-
tucie Lotnictwa (1960 r.) oraz przekładnię ewolwentową prostokreślną (1972 r.).

Dorobek naukowy prof. KAZIMIERZA WOLSKIEGO obejmuje około 40 pozycji i zawiera wiele orygi-
nalnych prac oraz skryptów uczslnianych na temat mechaniki ogólnej, teorii drgań i teorii mechanizmów.
Jego praca doktorska dotyczyła kinematyki wyższych pochodnych- i przedstawiała oryginalne studium ge-
ometrii ruchu, wynikające z analizy pochodnych czasowych. Duże znaczenie miały prace prof. WOLSKIEGO
na temat punktowego charakteru kontaktu w przekładniach zębatych o zębach skośnych. Autor wykazał,
że wskutek deformacji zębów początkowy liniowy kontakt przechodzi w punktowy. Potwierdza to fakt
wysokiej sprawności tego rodzaju przekładni oraz charakter zużycia powierzchni. Konsekwencją tego
odkrycia była propozycja użycia nowego typu zębów skośnych zniżonych, mających odrębne korzystne
własności. Oryginalna jest również idea użycia punktów kinetycznych przy analizie dynamicznej układu
materialnsgo, a w szczególności w analizie drgań i wyważaniu układów mas drgających. Kilka prac prof.
WOLSKIEGO dotyczy zagadnień tarcia kontaktowego i jego opisu w ramach mechaniki.

Duże znaczenie odegrały skrypty prof. WOLSKIEGO dotyczącestatyki, kinematyki i dynamiki, oryginalnie
opracowane przy użyciu zapisu wsktorowsgo. Były one podstawowymi podręcznikami dla wielu roczników
studentów powojennych lat Politechniki Warszawskiej.

•Niniejszy artykuł został napisany w roku 1977 z okazji 90-lecia urodzin Prof. K. Wolskiego.
Redakcja z żalem zawiadamia, że Prof. Wolski zmarł 2 lutego 1978 r.
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Wielu wychowanków prof. WOLSKIEGO uzyskało stopnie naukowe i zajmuje wysoką pozycję naukową
na uczelniach lub w instytutach badawczych.

Kończąc ten krótki artykuł należy jeszcze wspomnieć o osobowości prof. Kazimierza WOLSKIEGO,
człowieka skromnego, o dużym uroku osobistym. Jest to sylwetka inżyniera-badacza, wychodzącego
w swych badaniach z faktów doświadczalnych i stosującego jednocześnie ścisłe metody naukowe.

Jerzy Lamparski, Zenon Mróz {Warszawa)

SPRAWOZDANIE

z działalności Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej za II, III i IV kwartały 1977 r.

I. Zebrania naukowe
W okresie sprawozdawczym odbyły się 52 zebrania naukowe, na których wygłoszono 56 referatów

o następującej tematyce:

Lp.

1

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.
11.

12.

Data

2

11.05.77

06'. 11.77

21.12.77

07.04.77

03.05.77

27.05.77

14.07.77

24.10.77

28.10.77

26.11.77
09.12.77

26.09.77

Prelegent

3

T e m a t

4

Oddział w Bydgoszczy
J. Szala

H. Wołka

T. Kabat

Wpływ sekwencji obciążeń na
trwałość zmęczeniową
Izolacja układów wielomasowych
od wpływu drgań losowych
Numeryczna analiza stateczności
układów kratowych i kratowo-
cięgnowych

Oddział w Częstochowie
R. Przybylski

J. Wojciechowski

J. Kołakowski

T. Pełczyński

E. P. Dyban

E. P. Dyban

J. Dietrych
M. Dietrich

Problematyka strat częściowego
zasilania w turbinach parowych
Modelowanie badań aerodyna-
micznych budowli przemysłowych
Analiza usztywnień elementów
konstrukcji cienkich
Hipotezy wytrzymałościowe
w przeróbce plastycznej
Problemy ochładzania elementów
turbin gazowych
Procesy wymiany ciepła i impulsu
w warstwach przyściennych przy
zwiększonej turbulencji przepły-
wu zewnętrznego
Dzieło inżyniera a mechanika
Metody stochastyczne
w konstrukcji maszyn

Oddział w Gdańsku
M. Sewell
(W. Brytania)

Some applications of
cathastrophic theory

Liczba

uczest-
ników

5

15

10

15

32

15

. 16

27

114

28

28
26

23

dysku-
tantów

6

4

4

8

6

5

4

5

18

4

5
5

. 3
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1

13.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

2

07.10.77

17.12.77

17.12.77

26.04.77

21.10.77

25.11.77

15.06.77

20.09.77

20.09.77

21.09.77

04.11.77

15.12.77

28.04.77

30.09.77

3

A. Weberski

Z. Cywiński

W. Gawroński

4

Problemy stochastyczne w dyna-
mice płyt cienkich
Sprawozdanie z pobytu naukowe-
go zagranicą
Elementy rozmyte i ich zastoso-
wanie w modelowaniu układów
nieskończonych

Oddział w Gliwicach

H. Skowron

A. Weberski

J. Składzeń

Problemy identyfikacji w modelo-
waniu układów elastycznego po-
sadowienia obrabiarek
Zastosowanie funkcji Rwaczewa
w zagadnieniach dynamiki sto-
chastycznej płyt
Zastosowanie równań różnico-
wych w analizie cieplnej procesu
zamrażania górotworu

Oddział w Krakowie

W. Krzyś

Mario Tschinke

Mario Tschinke

August Ajovalasit
(z Uniwersytetu
w Palermo)
E. Masur
(Chicago)

J. Kubik

Optymalizacja wzmocnienia połą-
czeń rozgałęzionych naczyń ciśnie-
niowych oraz sprawozdanie i im-
presje z III Międzynarodowego
Kongresu Naczyń Ciśnieniowych
w Japonii
Application of experimental me-
chanics at the Institute of Machine
Design of the University of Pa-
lermo — Italy
Teaching and research in the field
of experimental stress analisis in
Italien Universities
The applications to holographic
interferometry to photoelasticity

Optimal desing of symmetric
structures against postbuckiing
collapse
Podstawy termodynamiki proce-
sów termodyfuzji

Oddział w Łodzi

B. L. Pielech

Donald Pack

Rozwój badań naukowych z me-
chaniki cienkościennych elemen-
tów konstrukcji w Akademii Nau:
ZSRR
Complementary bivariational prin
ciples for linear integral equations
of Fredholm type with application
to rarefied gas dynamics

5

11

11

13

20

18

10

18

34

30

18

13

28

15

6

4

5

7

6

4

5

4

4

3

4

5

,

5
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1

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

2

17.11.77

17.11.77

24.10.77

01.12.77

Zorganizowane

3

Wolfgang Rose

Klaus-Dieter Wolf

Horst Aurich

J. Klepaczko, 1
W. Kosiński J

4

Metoda pomiaru sil w węzłach
mechanizmów dźwigniowych
Zastosowanie aktywnego ekranu
do obliczeń i projektowania kon-
strukcji mechanicznych
Metoda redukcji stopni swobody
przy analizie drgań własnych i wy-
muszonych złożonych korpusów
maszyn
dwa oddzielne referaty wprowa-
dzające nt. «Aktualne zagadnie-
nia propagacji fal w ośrodkach
niesprężystych»

wspólnie z Sekcją Mechaniki Ciała Stałego Komitetu
Mechaniki i Fizyki Ośrodków Ciągłych PAN

22.06.77

25.04.77

18.05.77

13.06.77

21.11.77

15.06.77

15.06.77

05.05.77

05.05.77

Oddział w
Z. Bzymek

Oddział w 1
A. Sawczuk

M. M. Carrol

W. Derski

Z. Kączkowski

Opolu
Zastosowanie systemu STRAINS

łoznanłu

Zastosowanie reprezentacji tenso-
rowych w mechanice ośrodków
plastycznych
Nonlinear modulus for porous
materials
Równania ruchu ośrodka poro-
watego
Metoda czasoprzestrzenna ele-
mentów skończonych w ujęciu
macierzy przeniesienia

Oddział w Rzeszowie

Z. Bychawski

Z. Stójek

Z. Bychawski

E. Rej mian

Sprawozdanie z uczestnictwa
w Kongresie Naukowym
w Szwecji
Sprawozdanie z uczestnictwa
w Sympozjum w Opolu
Sprawozdanie z udziału w zagra-
nicznych kongresach naukowych
w roku 1977
Pseudopłaskie zagadnienie reo-
logii

Oddział w Szczecinie

Helmut Pfau
(z WSI w Wis-
marze)

W. Majewski

Zastosowanie metody różnic
skończonych do wyznaczania
drgań usztywnionych płyt i pow-
łok o małej krzywiźnie
Wpływ geometrii odkształceń po-
spawalniczych na naprężenia
w osiowo ściskanych płytach

5

30

20

28

22

26

21

18

20

19 '

6

4

6

5

7

8

7

4

5

7

•

5

3
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1 1
43.
44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

2

13.10.77
09.H.77

01.12.77

15.12.77

17.12.77

18.06.77

28.05.77

22.06.77

06.06.77

03.01.77

15.04.77

26.04.77

16.06.77

01.09.77

3

J. Więckowski
E. Brzuchowski

P. Wierzchowski

A. Stępniewski

Z. Kamieniecka

4

Dynamika mostów promowych
Cyfrowy zapis kształtu w ukła-
dzie niekartezjańskim
Nośność graniczna belek hybry-
dowych
Pewne uwagi o interpretacji pod-
staw statyki i o zasadzie krętu
układu materialnego
Model gospodarki paliwowo-ener-
getycznej w zakładzie przemysło-
wym

Oddział we Wrocławiu
E. Gawrych-Żu-
kowski

E. Ciurzyński

H. Kaswiner
(z Australii)

Współrzędne kinematyczne punk-
tu w analizie statycznej pręta
o krzywiźnie dowolnej
Modelowanie wymiany ciepła
w połączeniach czołowych uzwo-
jeń stojanów maszyn elektrycz-
nych
Organizacja elektroenergetycznych
badań naukowych w Australii

Oddział w Warszawie
St. Dubiel Koncepcja uogólnionego ujęcia

dynamiki układów

Oddział w Zielonej Górze
H. Kaźmierczak
(Zebranie nieza-
mieszczone
w sprawozdaniu
za I kw.)
J. Wojnarowski

A. Sawczuk

W. Nowacki

J. Kowalski

B. Jakubowska
wygłosiła referat
Z. K. Leśniaka

Pole temperatury, stan przemiesz-
czeń i naprężeń dynamicznych
w krążku wirującym

Grafy obciążone jako modele
układów mechanicznych
Problemy i metody analizy kon-
strukcji plastycznych
Rozwój mechaniki ciała stałego
w Polsce
Optymalne projektowanie prze-
kładni mechanicznych przy wy-
korzystaniu programowania nie-
liniowego
Optymalizacja systemów metodą
dekompozycji

5

25
14

14

17

13

8

7

4

8

3

6

5

8

4

8

6

5
4

4

7

4

5

4

2

5

2

1

2

1

1

4

II. Sympozja i konferencje naukowe

O d d z i a ł w O p o l u przeprowadził w dniach 26—28 maja 1977 r. konferencję na temat «Metody
Komputerowe w Mechanice Konstrukcji». Konferencja zorganizowana była wspólnie z Sekcją Mecha-
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niki Konstrukcji Komitetu Inżynierii Lądowej i Wodnej PAN, Zespołem Metod Komputerowych w Me-
chanice Komitetu Inżynierii Lądowej i Wodnej PAN oraz Instytutem Inżynierii Lądowej Wyższej Szkoły
Inżynierskiej w Opolu.

W skład Komitetu Naukowego Konferencji wchodzili: prof, dr hab. E. BIELEWICZ, prof, dr hab.
W. GUTKOWSKI, prof, dr hab. J. KRUSZEWSKI, doc. dr hab. O. MATEJA, prof, dr hab. G. RAKOWSKI, prof,
dr hab. A. SAWCŻUK, prof, dr J. SZMELTER, prof, dr hab. Z. WASZCZYSZYN.

O d d z i a ł w C z ę s t o c h o w i e , wspólnie z Instytutem Maszyn Przepływowych w Gdańsku
oraz Instytutem Maszyn Cieplnych Politechniki Częstochowskiej, zorganizował w dniu 27 czerwca 1977 r.
Sesję Międzyśrodowiskową nt. «Przeplywy przez palisady łopatkowe, stopnie i grupy stopni maszyn prze-
plywowych». W imprezie uczestniczyło 29 osób reprezentujących 5 krajowych ośrodków akademickich.
Sesję otworzył prof, dr hab. J. ELSNER — przewodniczący Oddziału PTMTS w Częstochowie. Tematyka
obrad dotyczyła prac prowadzonych przez poszczególne ośrodki w ramach problemu międzyresortowego
«Podstawy projektowania maszyn i urządzeń energetycznych*.

Wygłoszono następujące referaty:
1. A. JARŻA (IMC P. CZ.), Analiza przepływu w kanałach zakrzywionych,
2. J. ELSNER (IMC P. Cz.), Badania przepływów wtórnych w modelowej palisadzie kierowniczej,
3. T. TARNOWSKI (IMC P. Cz.), Analiza makro- i mikrostruktury przepływu przez palisadę profili kie-

rowniczych z wymianą masy przez układy szczelin na powierzchni łopatek,
4. R. PUZYREWSKI, K. NAMIEŚNIK (IMP PAN), Badania przepływów transsonicznych przez palisady ło-

patkowe,
5. J. KLAMMER (ITE PW), Opracowanie metod i programu obliczania wymiany ciepła pomiędzy czynnikiem

roboczym a powierzchnią łopatki kierowniczej turbiny gazowej,
6. W. GUNDLACH (IMP PL), Badanie przepływu i procesu dysypacji {straty brodzenia) między nieruchomą

i wirującą tarczą w maszynach wirnikowych,
1. A. BRYŁA (ITC PW), Opracowanie algorytmu do projektowania stopnia osiowego turbiny gazowej,
8. T. CHMIELNIAK (IMiUE P. Śl.), Analiza i wybór metod obliczania pola prędkości i ciśnienia w stopniach

sprężających z uzwględnieniem zjawisk występujących w rzeczywistym przepływie,
9. A. POTOPCZYK (IMP PŁ), Badanie przepływu i doskonalenie mitod obliczeń promieniowych i osiowj-

promieniowych stopni sprężających i sprężarek,
10. A. TARNOGRODZKI (IMP PL), Wykonanie badih nad dyfuzorami nadiźwiękowymi stop ii sprężarek

promieniowych,
11. S. WIECHOWSKI (ITC Łódź), Problematyka prowadzonych w ITC badań przepływowych stopni turbin.

W dyskusji zabrało głos 11 uszastników Sesji. Obrady podsumował prof, dr hab. J. KRZYŻANOWSKI
(IMP PAN), koordynator grupy tematycznej 02 problemu międzyresortowego MRl 25, stwierdzając
celowość tego typu spotkań naukowych.

O d d z i a ł w G l i w i c a c h wspólnie z Zespołem Dynamiki Maszyn Komitetu Budowy Maszyn
PAN i z Zespołem Transportu Pionowego i Poziomego Instytutu Mechanizacji Górnictwa Politechniki
Śląskiej zorganizował w dniach 9 i 10 grudnia 1977 r. w Katowicach konferencję na temat «Modelowanie
górniczych maszyn wyciągowych)). W ramach konferencji wygłoszono 30 referatów oraz odbyła się dyskusja
okrągłego stołu.

O d d z i a ł w O p o l u zorganizował w dniach 26—25 listopada 1977 r. sympozjum nt. k o m p u -
teryzacja badań doświadczalnych w mechanice konstrukcji)). W sympozjum wzięło udział 80 osób, głosów
w dyskusji było 57. Wygłoszono 23 referaty.

III. Seminaria

O d d z i a ł w G d a ń s k u zorganizował seminarium na temat «Analiza funkcjonalna)), które
prowadzone było przez doc. dr B. PALCZEWSKIEGO. Seminarium odbywało się od kwietnia do czerwca
1977 r.

Oddział ten przeprowadził też w listopadzie i grudniu 1977 r. dwa inne seminaria:
— «Nieliniowa teoria powłok», które prowadził doc. dr W. PIETRASZKIEWICZ. W seminarium wzięło

udział 9 osób.
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— «Elementy analizy funkcjonalnejw, które prowadził doc. dr B. PALCZEWSKI. W seminarium wzięło
udział 10 osób.

O d d z i a ł w C z ę s t o c h o w i e zorganizował w październiku 1977 r. seminarium nt. «Termo-
anemometria w aerodynamice doświadczalnej^ Prowadził je prof, dr E. P. DYBAN. W seminarium wzięło
udział 14 osób.

IV. Kursy

O d d z i a ł w P o z n a n i u przeprowadził kurs na temat «Optymalizacja w mechanice ciał odkształ-
calnych». Kurs trwał od 6 kwietnia do 16 czerwca 1977 r. i wzięło w nim udział 22 uczestników.

O d d z i a ł w C z ę s t o c h o w i e przeprowadził w grudniu 1977 r. kurs nt. «Analiza korela-
cyjno-spektralna w przepływach turbulentnych» z udziałem 15 uczestników. Kurs prowadził prof, dr hab.
J. ELSNER.

O d d z i a ł w G l i w i c a c h przeprowadził 15 wykładów kursu nt. «Zastosowanie grafów w me-
chanice i technice». Wykłady prowadzili: dr J. KACZMARSKI i doc. dr J. WOJNAROWSKI. W kursie uczestni-
czyło 10 osób.

V. Działalność wydawnicza

O d d z i a ł w C z ę s t o c h o w i e wydał metodą małej poligrafii materiały do kursu prowadzo-
nego przez prof, dr hab. J. ELSNERA nt. «Analiza korelacyjno-spektralna w przepływach turbulentnych».

O d d z i a ł w O p o l u wydał I tom materiałów konferencyjnych na temat ((Komputeryzacja w me-
chanice konstrukcji».

VI. Sprawy organizacyjne

Liczbę członków w poszczególnych Oddziałach PTMTS ilustruje następująca tabela:

Lp.

1.
2.
3.
6.
4.
5..
7.
8.
9.

10.
1.1.
12.
13.

Oddział

Bydgoszcz
Częstochowa
Gdańsk
Gliwice
Kraków
Łódź
Opole
Poznań
Rzeszów
Szczecin
Warszawa
Wrocław
Zielona Góra

Razem

Stan na koniec
I kw. 1977 r.

27
40
48

139
•76

52
18
61
31
33

228
63
19

855

Stan na koniec
IV kw. 1977 r.

27
54
49

157
82
57
20
65
20
34

227
73
11

886

Przybyło lub
ubyło w okresie
sprawozdawczym

+4
+ 1

+ 18
+ 6
+5
+2
+ 4

-11
+ 1
- 1

+ 10
— o

+ 31

W okresie sprawozdawczym odbyły się 3 zebrania Zarządu Głównego PTMTS, 1 zebranie Głównej
Komisji Rewizyjnej oraz 56 zebrań organizacyjnych w Oddziałach.
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W Y N I K I
OGÓLNOKRAJOWYCH KONKURSÓW NAUKOWYCH NA PRACE Z DZIEDZINY

MECHANIKI

O d d z i a ł w Ł o d z i przeprowadził konkurs naukowy na prace teoretyczne z dziedziny me-
chaniki. Na konkurs zgłoszonych zostało 16 prac. Pierwszej nagrody nie przyznano.

Dwie równorzędne nagrody drugiego stopnia po zł. 7.000.— każda otrzymali: Józef BAJKOWSKI
za pracę pt. Generowanie rezonansów pobocznych przez impulsy sil w nieliniowych układach drgających
i Paweł WIEWIÓRSKI za pracę pt. Przechodzenie słabych fal uderzeniowych przez rozgałęzienie przewodów
rurowych.

Dwie równorzędne nagrody trzeciego stopnia po zł. 5.000.— każda otrzymali: Maciej KULISIEWICZ
za pracę pt. Identyfikacja empiryczna charakterystyki tłumienia nieliniowych układów dynamicznych i Wa-
lerian SZYSZKOWSKI za pracę pt. Analiza możliwości przystosowania się pewnego typu osiowo.iymetrycznej
konstrukcji powłokowej poprzez lokalną stateczność jej powierzchni.

Dwa wyróżnienia po zł. 3.000.— każda otrzymali: Kazimierz PUSTELNIK za pracę pt. Kontynualna
termomechanika płyt i powłok i Stanisław WOJCIECHOWSKI za pracę pt. Numeryczne rozwiązanie zagadnienia
stateczności dynamicznej ortotropowej płyty pierścieniowej, poddanej działaniu sił promieniowych zmien-
nych w czasie.

O d d z i a ł w C z ę s t o c h o w i e przeprowadził ogólnokrajowy konkurs naukowy na prace
doświadczalne z mechaniki technicznej. Na konkurs wpłynęło 10 prac.

Nagrodę pierwszego stopnia w wys. zł. 9.000.— otrzymał Jerzy WASOWSKI za pracę pt. Badanie ugięć
płyt metodą mory.

Dwie równorzędne nagrody drugiego stopnia po zł. 6.500.— każda otrzymali: Jacek KAPKOWSKI
za pracę pt. Analiza sprężysto-plastyczna jarzma połączenia sworzniowego i Ryszard WOJNAR za pracę
nt. Wyznaczanie dewiatora naprężeń na podstawie obrazu iżochrom.

Dwie równorzędne nagrody trzeciego stopnia po zł. 4.000.— otrzymali: Janusz KASPERKIEWICZ za
pracę nt. Wytrzymałość i odkształcalność graniczna przy rozciąganiu fibrobetonu z włóknem stalowym oraz
Zbigniew ORŁOŚ i Kazimierz TOMASZEWSKI za pracę nt. Badania odkształceń i naprężeń termosprężystych
na modelach epoksydowych metodą tensometrii elektrorezystancyjnej.

Wyróżnienia pisemne otrzymali: Ewa DRESCHER i Radosław MICHAŁOWSKI za pracę nt. Ultradźwię-
kowa metoda badania ośrodków ziarnistych w procesach deformacji, Wincenty MROZEK za pracę nt. Badania
modelowe nośności podłoża analogowego obciążonego fundamentami szeregowymi i Krzysztof KOZAKIE-
Wicz za pracę nt. Metoda polowa określania wektora przemieszczeń silnie deformowanych powierzchni.

O G Ó L N O P O L S K I K O N K U R S
NA PRACE TEORETYCZNE Z MECHANIKI

. Gliwicki Oddział PTMTS, w porozumieniu z Zarządem Głównym PTMTS w Warszawie, ogłasza
Krajowy Konkurs na prace teoretyczne z mechaniki.

W konkursie mogą brać udział tylko członkowie PTMTS nie posiadający tytułu profesora, docenta
lub stopnia doktora habilitowanego.

Prace konkursowe, zawierające elementy nowości w stosunku do aktualnego stanu wiedzy, należy
przesyłać do Sekretariatu Oddziału Gliwickiego PTMTS (ul. Powstańców Warszawskich 12 p. 16) 44-100
Gliwice, Instytut Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Śląskiej, w terminie do dnia 15 września
1978 r. (decyduje data stempla pocztowego).

Praca nie może być przed tą datą opublikowana ani zgłoszona do druku. Maszynopis pracy należy
przesłać w 3 egz. w formie nadającej się do druku, jego objętość nie powinna przekraczać 20 stron, nie
licząc rysunków i wykresów.

Pracę należy opatrzyć godłem, a nazwisko, imię i adres uczestnika wraz z podaniem miejsca pracy
podać w zamkniętej kopercie.
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Dopuszczone do konkursu prace uczestnicy referują na publicznym zebraniu naukowym, w terminie
określonym przez Zarząd.

Prace oceniać będzie Sąd Konkursowy powołany przez Zarząd Oddziału w porozumieniu z Zarządem
Głównym.

Konkurs prowadzony będzie zgodnie z regulaminem Konkursów Naukowych PTMTS.
Nagrody

1—12.000 zł,
I I — 8.000 zł.

III — 5.000 zł.
Zarząd Oddziału zastrzega sobie prawo innego podziału nagród.
Nagrodzone prace przekazane zostaną do opublikowania w czasopiśmie «Mechanika Teoretyczna

i Stosowana)). Prace nie nagrodzone będą zwrócone Autorom po zatrzymaniu jednego egzemplarza w ar-
chiwum Oddziału.

Przewodniczący Sądu Przewodniczący
Konkursowego Oddziału Gliwickiego PTMTS

Prof, dr hab. inż. Szczepan Borkowski Doc. dr hab. inż. Józef Wojnarowski

K O M U N I K A T

XV MIĘDZYNARODOWY KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ
I STOSOWANEJ

XV Międzynarodowy Kongres Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej odbędzie się w dniach 18—23
sierpnia 1980 r. na terenie Uniwersytetu w Toronto.

Selekcją prac zgłoszonych na Kongres będzie się zajmował Międzynarodowy Komitet Programowy
we współpracy z komitetami narodowymi IUTAM. Prace w liczbie 6 egzemplarzy należy nadsyłać do 4
lutego 1980 r. pod adresem:

Mr. Ken Charbonneau
Executive Secretary
ICTAM Toronto
National Research Council
Ottawa, Ontario, KIA OR6, CANADA





W następnym zeszycie ukażą się prace:

S. BERCZYŃSKI, H. MAĆKOWIAK, K. MARCHELEK, Modelowanie wielostopniowych przekładni
zębatych metodą sztywnych elementów skończonych

MHorocTyneirqaiblx 3y6iarrbix n e p e n a i no MeTOfly wecTKHX

Modelling of multiple toothed gears by rigid finite elements
A. TRZĘSOWSKI, O makroskopowych naprężeniach w ośrodkach wielofazowych

O MaKpocKoniraecKJix HanpHH<eHKnx B HeoRHopoflHoM cpefle
On macroscopic stresses in a multi-component medium

K. GRYSA, J. JANKOWSKI, O sumowaniu pewnych szeregów Diniego i trygonometrycznych, poja-
wiających się w zagadnieniach mechaniki ośrodków ciągłych
0 cyMMHpoBaiiHH neKOTopbix pji#OB H H H H M TpMroHOMeTpHqecKHX cymecTByiomnx B 3aflaqax
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