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KOHTAKTHOE B3AHMO,UEiłCTBHE YllPyrorO HITAMIIA
C nPE^BAPHTEJILHO HAIIPJDKEHHLIM CJ1OEJM

A. H.
B. B.
Kuee, CCCP

y>i — KoopAimaTbi Hayajitnoro fle(J)opMHpoBaHHoro COCTOHHHH ;
Xi — KO3c|)cJ)HUHeHTbi yflUHHeHHH onpe,n;ejiHK>inHe nepeMemeHHH

COCTOHHHH;
H e cocraBJiHioiuHe TeH3opa Hanpn>KeHHił OTHOCHTCJIŁHO

6a3HCHbrx BeKTOpoB B #e<f)opMHpoBaHHOM COCTOHHHH;
« I J «2» "3 — KOMnoHeHTbi BeKTopa nepeMemeHHH B HaqaJi&HOM fle<j)opMHpoBaHHOM COC-

TOHHHH ;

Qij — cocraBJiHiomHe TeH3opa HanpnjKeHHH B HaiajrsHOM 3e4)opMHpoBaHHOM
COCTOHHHH;

d(j — cnmSoji KpoHenepa
p — cKajinpHan BejiH^HHa cooTBecTByKimaH rnflpocxaTHnecKOMy Rannmvno;
1̂0 — ynpyraH nocTOHHHan noteHUHana Tpejioapa.

1.

KoHTaKTHbie 3aAa^H j\nn CHOH (noJiocbi) KOHCMHOH ToniUHHbi 6e3 Ha îajiLHbix HanpH-
>KCHHH HccjieAOBanbi B MOHorpa^HHx [10, 11 j \2, 13, 14, 15], noflpo6HbiH o63op KOTO-
pbix flaH B [16]. BjiHHHne Ha^ajiBiibix Hanpa>KeHHH Ha 3aK0H pacnpe^ejieHKH KomaKTHbix
Hanpn>KeHHH B ynpyrnx nojryruiocKocTH H nonynpocTpaHCTBe npn HX KOHT3KTHOM B3an-

c ynpyrHMH nrraMnaMH HCCjieflosaHO B pa6oTax [5 - 7]. IIpn^eM B HHX ppa
peuieiiHH cMeuiaHHbix KOHTaKTHbix 3aflai AJIH nojiymiocKóCTH H nojiyn-

pocTpaiicTBa c Hâ aJiBHbiMH HanpHHceHHHMH. 3aAa^a o flaBJieHHH HcecTKoro uiTaiwna Ha
ynpyrnfi CJIOH C Ha^ajitHbiMH Hanpn>KeHHHMH paccmoTpeHa B [8], a p,jui qacrHoro BH^a
ynpyroro noTenutiajia Heca<HMaeMbrx Teji B paCoiax [9, 17].

B paMKax KHHeapH3HpoBaHHOH TcopHH ynpyrocTH [ 1 - 4 ] npHBOfljHTCH pe-
ciweuiaHHOH sa^a^H o AaBJieHHH ynpyroro UHJiHHMpHiHoro niTaMna Ha CJIOH

c HaiajiBHbiMH HanpHHteHHHMH. HccneflOBaHHH BbinojmeHbi flJiH Teopnii 6OJIBUIHX
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:BHaoiroA aiqmiHHEdj aHtaoiAifsiro WSSMH SOITD H sdtfHHinHfr a

HHH3>KKdlIBH BdOGH3X XH3H0IIW0H H I«IH3hl3W3d3n BdoXH33 XHhlOIBIfaBXDOD BHHairaltfadllO

'aoifEHdaxEW XHHMiireEd SH iiHairaoxoasH HOITD H dttHHirHh OXŁ 'BBJBironttadn H

•OIHHB3OHDO OU HaifUSdMEE OHX03>K HOITD

fBHH3dX ITHD £3Q HHHB30HD0 W0HIO3JK BH XHJK3IT HOITD J BhBffES : OIHHEa

-OHDO AlVaiDKHH Oil B0IT3 BHHSITIISdHBe BBIii(lfO BStf BDXSEaHdlBWOOBd 'HHITHDA XHHmQHS

xo iiHffogoaD EXHEXHOH HXDEirgo 3Ha Hioonxdaaon sog '3 — AHHBHirsa oiAaoiEHHtfo EH
E
<f0 HOO HHHairaBduBH a BDXsAdHwdoc^ato

1
 hsdox HigHKogoao OJS OXL 'HEX BH3H<oirHdu

BBdoxoH 'HHeAdJEH W3HSX3Q3U ttoii
 c

(t 'OHd) dtfiiHifHh HHJ/tduA BoxaBaHiraBtfa (BXHBX

-HOH OtT
1
 XOIBHHHEOa 3KCdOXOx) HIVBHH3H<BdUBH HWMHlITEhBH O ĴOITD HHJiCdlliC 3

IfHHOmoHXOOD 3NHH0B30 II

•KOITO H EdltfHHITHh OHH3aX0X33X0OD EJHOJ HirAl/OW H BHODOBÎJ KXH3HtaKj)(l)GO>r WHh.

-BHEogo — ^
 cT

it H g
1
 'd sadaj^ "[g] XBHHariBHEogo a — 'HWBHHSXCEKIUBH HWI^HIITBIIBH: D

CHOITO >I BosHtaBooHxo iiHHhHiraa B
 c
HXDoa^duA HHdoax xBHtraiiBHEogo

a ixeanoniiBe wsCAg 'AuwBxm AwojAduA H BDantaKDoi-ixo 'iqHHiiHirsa aog;

:BHaoiroX BoxoiKHirooraa ojodoiOH nisit 'BHHBOXOOO ojoHHEaod

-HwdOCpStf-OHHSWKdllEH OJOHtfodOHtfO OJOHaOHOO 3HH3illAWE0a 3OITBW 3O1TD a

enwExin sHaxoijati' oxh 'IXBXHIIO wsWAg 'OJOX swod>i -BHI-IBOXDOD OJOHIITEIIEH

-adsu SHhio-iBirstfaduo BHHaHHirtfA iixH3HhH$$eo>i — ty 3b"j '(£ 'z 'J = /)

HWBHHarnoHxo (BHHBOXDOD oaoHiraaxoaxos) HWBXBHHtfdooH Hwiqaa^HBdjBir o

BHHBOXOOO OJOHHBaodHWdO$3tf OJOHIITBŁBH XBXBHHWdOOM a

"[-(7] BHHdj HHbBWdO<|>3U BdOSHSX aOXHEildBai-IM

HH!IHHX(|) awwsiCdHhHsdatjK^Hlcf-OHawdadnsH Htomah
1
 qxoa iqirBHhuaxou

-BifEHtiHaxou oJOjAdnA adAxxAdxD HOHiiroaenodu ndn HHhBivdo(|)3!ri XKH

HHd03X aOXHEHdBa XKHhHirSEd II HHhEIVdOC|ratf HMHIITBIiBI-I (XWHL9H0H)
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Ha HH>KHeii noBepxnocTH CJTOH zt = — ~ = - — = - HJIH J;3 = Ht

u3 = 0, Q3r = 0, 0 s£ r < oo (saflatia I) (2,5)

«3 = 0, H, = 0, 0 ^ /• < co (3aAa^aII) (2.5a

cocTOHHHe B ynpyroM ijHJiHimpe onpeflejiHM H3
ypasiieHHH

/ 1 \ 82llr 32Mz
2 ( 1 — j>)| zJ, 1 ur~\- (1 —7.V) • 1—-——— = 0 ,

(2.6)

PemeHHe (2.1) nmeM B BH^e rapMOHH^iecKHx cpyHKunM ITanKOBHtia-HeH6epa [5,
(Jiopiwyjia (2.6)] cp H y>. KoiwnoHeiiTŁi BeKTopa nepeMemennfi H TeH3opa
ynpyroro urraMna ^epe3 noTetmHaxtbi ip H y> c yqeTOM i-ieo«HopoflHOCTH
ycnoBHH (BbiSop 3xtejvieHTapHoro pemeHHH 3aBHCHT OT BH/ja rpaHHimbix ycjiOBmł)
craBHM B BHfl;e

00 '

^ { ]? l'WMt, Bk) • W1(Cki ~Dk) + [*2
k W3(Ek, Fk) +

• _ £ /3fc
3 1^(^4J Bk)+2BkQ. -vritfrfWiiDt, Ck) +

(2.7)

2v

c. = &

+ Bkw3 (2(1 -v)I0(pkr))W2(Ek, -Dk)) -
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(2.7)

ar = { ( o + o) + o ]
k=l

+ BkW2(Ck, -Dk)(l -2v))+/j.3
k((l~2v)J0(fikr)(Nksh/iky3 +

+ Mkch.^ky3)+Ą(fJ.kr) W1(Ek, Fk) +

+Nk wl(

W2(Ck,Dk) =

, ^40. -Bo, C o , — npOH3BOJiBHbie nocTOHHHfcie, Jn(x), In(x)
Becceira: fleHCTBHTenBHoro H MHHMoro apryMeHTa.

onpefljejieHHH HanpHH<eHHo-fle4)opMHpoBaHHoro COCTOHHHH B cnoe Hcnojib3yeM
jiHHeapn3OBaHHBie ypaBHeHHK H npeflcraBJieHHH HX pemeHHH, nojiyqeHHLie B MOHO-
rpa^)HHX [ 1 - 4 ] . KaK H B [5] paccMOTpHM cjiyqait OKHMaeMtix H Hec>KHMaeMbix

oKHMaeMbix Ten B cjiy^iae npocrpaHCTBeHHOH craTH^ecKoił safla^
paBHOBecnH 3anHiueM B BHfle

J > r = 0 O' '" 1 .*'/ 9 = 1.2,3) . (2.8)

reH3opa a> pjui TeopHH KOHe^rabix (6OJIŁUIHX) HaqantHbix fleiJjopMai^HH H nepBoro
BapHairra Teopnii Majibix Ha^antHbix ^e(J)opMau;irit, Kor^a y n p y r a n
craBJieH B BHAe ^YHKI^HH aJire6paH^eci<Hx HHBapnaHTOB TeH3opa

H3 BBipa>KeHHH

(2.9)
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ar+T^+^-sr- (2'10a)

J],JIH nepexoAa K BTOpoMy BapnaHTy TeopnH Majitix Ha^ajiBHtix AecJDOpMaijHH [4] B (2.10),
nOJIOJKHTB

C B H 3 B M O K W cocraBJiHiomHMH TeH3opa HanpaweHHH g u KOMnoHei-rraMH BeKTopa
nepejwemeHHti u npeacraBHM B 4)opiwe

Su •
Qu - "w-^-- (2-12)

PeraeHne (2.3) npeflCTaBHM ^epe3

u - -SŁŁ //I i fi

KOTopbie onpeflejiHioTCH H3 ^H"(|)(|)epe^HajiBHbix ypaBHeinni

^ ) = 0. (2.14)

tii(i = 1, 2) HBJiHioTCH KopHHMH KBa^paTHoro ypaBHeHHH

n2-2An+A1 = 0 (2.15)

a A, Ax H «

B cxty^ae HeoKHMaeMbix Ten ypaBHeHHH paBHOBecmi, ycJioBHe HeoKHMaeMOCTH, CBH3b

TeH3opa HanpH>KeHHił Q H nepeJwemeHHSMH, 3aiiHiiieM B <J>opMe

dp 8ut _

^ r a ^ ^ = 0; ^ - ^ r ^ 0 5
 (217)

3flecB cocTaBjiHiomHe TeH3opoB « H § onpeflejiHioTCH fl^ui Teopirił K O H C I H B K (6OUBIUHX)
fle4)opMai;HH, nepBoro Bapnairra Teopmi MaJiLix Ha^axctHbix

; qu m h qu - A, du qs, (2.18)
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a fljra BToporo BapnaHTa TeopHH MajiBix Ha îajiBHBix flecJjopMaijHH

+ M-/«°&; ff«-M«. (2.19)
5 ^ , afa, BxoflfimHe B (2.17) — (2.19), Kan H AJIH OKHMaeMBix
i<aH<floro BapnaHTa nocTaHOBKH saflai c HcnojiB3OBaHHeM

onepaTopoB (2.10a) c yqeTOM KOHKpeTHOH 3aBHCHMOCTH ynpyroro
OT ajireSpaa^ecKHX HHBapHaHTOB. T a n , pjm TeopHH KOHeiHBix (6OJIŁUIHX)

[5]

^ = ^ ł ^ + p o ^ 2 ; (2.20)
2ea = A?-1; 0(7?, /_?) 3 JFV?, Aft.

nepBoro BapnaHTa TeopHH MajiBix Ha^aJiBHBix fleiJ)opMaB(HM aHajiorHyHBie COOTHO-
IH6HHH IipHHHMaiOT BHfl

"fa — "ft? = = J/JBB & ' " = ' ~ ' (2.21)

B cJiy^iae BToporo BapnaHTa TeopHH jwanbix naqajiBHBix ^etJiopiviauHH B (2.19)

(2 22)

pemeHHe CHCTCMBI (2.11) npeflcraBHM B

u -
1 3y2 8yi8y3'

H % onpeflejiaiOTca H3 flHc|)(J)epeHi;Hajn.Hbix ypaBHeHHii (2.9), TOJIBKO

H3 — -s ; ^ 1 3 3 1 ^ 1 — ^ 1 ?L

= «3333 + A r 2 ^ ^ F 2 H g i X u i l - 2 k i 1 q i 1 A3?3(«1133+^1313)- (2.24)

cjiy^iaem Im(?j() = 0, R e ( » j ) " > 0 (i = 1, 2), KOTOP&IS, Kan
B [4], HMeeT MecTO Ana. Bcex noTeHUHanoB KOHKpeTHOH npocTeHineii cTpyKTypbi B

H Hec5KHMaeMBix Text c Ha*iajiBHbiMH Hanpn*eHHHMH [3]. 3T0My



KOHTAKTHOE B3AHMO#EHCTBHE 329

Tanne Ha^ajiŁi-ibie HanpHHcei-iHH, KOTopBie He Bbi3MBaioT HBJieHHe
noxepn ycroirauBOCTH [18]. YmtTLiBaH OTO o6cTOjrrejibCTBo, npaxop,vm K BBI-

TO B03M0>KHbi pa3JiiraHbie npeflCTaBneiiHH o6mero pememra (2.8), (2.17) ^JIH
paBHbix H HepaBHbix KopHeń (2.15).

IIpeACTaBnna cjjyiiKHHH y> H % Hepe3 HOBbie noTeHąnanbi (pj (J = 1, 2, 3) 3anHineM
peineHHe (2.13) H (2.23) pa3AenbHO RIIK paBHbix H HepaBHbix KopHeił B o6meM cnyqae
flJIH OKHMaeMblX H HeOKHMaeMBIX Te^.
2.1. HepauHKte KOPĘH («t # n2). Kai< H B [4] BBefleM HOBbie (J>yHKip«i

(2.25)

CorjiacHO (2.9) c (2.10), (2.15) noxty^aeM ypaBHeHHe fljin onpeflejieHHa

( 2 ' 2 6 >

H Bbipa>KeHHfi

mx
x

u3 = ..—

H nanpHH<eHHH (npn y3 = constj:

2 1 3 ,

m2 8<p2
• — : ;

—

(2.27)

t i+w 2

/

4

drdz, }/n2 drdz

)/n3 rd®dz2

1 1 a>3 l .
\/n3 r~8@8za\'

8rdz
1.

c 4 4 — ynpyran nocTomraan [7].
Kpome Toro, B cjiyqae Hec>KHMaeMbix Teji ^;JIH CKajiHpHofi BenirqHHbi p [1]

p - -

ij, lj, C 4 4

OKHMaeMLIX

1 ( t ) j 3 1 3 ; 7 = 1 , 2 .

(2.27a)

. „.

(2 29)
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2.2. Paxnwe KOPHH (Hi = n2). B oiyqae paBHBix KopHeii npeACTaBHM <J)yHi<nHH
»iepe3 noTeHUHajibi 9?,- (/ = 1,2, 3) B

KaK H AJIH HepaBHLix KopHeft nonyqaeM ypaBHeHHH pjm HX

(2.13) H (2.23) B (2.12), (2.17) c ytieTOM (2.25), (2.27), (2.29) AJIH OKH-
AiaeMbix H HecjKHMaeMbix TeJi KOMnoHeHTbi Beicropa H TeH3opa HanpHweHHH (AJIH y3 =
= const) npeAcraBHM B $opMe

d2<p2 1 3

. + ^ (2.32)

=
 mi (8(Pi , s

 d2(P2\ m2~\ 8<p2 ,

Gas -

I I 82

Qlr = C44. { —r= — [(1 + >«1.) C'l + (1 + W2) <p2] +

(2.33)
yn3 r awozy j

f 1 1 d2

23e = c 4 4 j-^- 7 -^-[,

J t

HeoKHiwaeMbix Teji HaxoAHM BbipaH<eHHe jijia onpeAeJieHHH H C -
KOMOS BeJIIWHHbl p [ I ] .

P = ~

(2.26)—(2.34) noJiy^eH&i B o6meii (J)opMe JĘSIR OKHiwaeMbix H
Ten. Ko3<t>(t)HimeHTBi c4 4., m 1 } /i npn axowt onpeaejiHioTCH H3

(2.28)—(2.29), a m2 H /2 HMOOT
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JSJ1R OKHMaeMblX TCJI

' - 1 - ; (2.35)

Ten

ocecHMMeTpiraHOH .necJjopMaijHH neoSxoflHMO noJiOHtHT& <p3 = 0, a B
?x = 0, <p2 = 0. TaKHM o6pa3OM, c<|)opMyJiHpoBaHHaH 3afla^a CBOAHTCH

K pemeHHio ypaBHeiraft (2.8) H (2.17) n p n rpaKH^Hbix ycnoBHHX ( 2 . 1 ) — (2.5) H onpe-
HanpH>KeHHH H CMemeHHH H3 cooTHOineHHH (2.27). (2.32), (2.33) H CKajiapHoft

P, cooTBeTCTByioBmeH rnflpocTaTHqecKOMy ffaBJieiraio, H3 (2.27) H (2.33).

3. OupeflCJieii we n c p e M c i q e i i n u n HanpHMceHHH B t(HiiHH^pe H c n o e

B cooTBeTCTBHH c nocTaHOBKoft 3aflaMH paccMaTpHBaeiw
fle(J)opMaB,HH (993 = 0) . npeAcraBHM rapMOHH^ecKne (pyHKî HH q>x H <p2 B BH^e peTpaHC-
4>opMaHT XaHKejiH. J\nn. nepBoro cjiyqaa KpaTHLix KopHeft (H X = n 2 )

J0(ocr)dcc1 ( • [ . , , , / A \

m — _ i — L4(a)cha —==r+^ -

(3-1)

HepasHBix KopHeii 4>yHKi;nH q>i (r, z%) npeflcraBHM cueflyioiUHM o6pa3oiw:

h

1+^2 J

(3.2)

K"!/

3«ecb ^ ( a ) H B(a) — (J>ynKiiHH
BbiSpaB HCKOMbie cjtyHiojHH cpi H 9)2 B BH,o;e (3.2) H (3.1), rpaHEWHbre ycjioBiw (2.5)

c yqeTOM (2.27), (2.32) — (2.34) y^oBJieTBopnioTCfl TO>KflecTBeHHO. YfloBJieTBopHB
TperbeMy ycjiOBHio (2.2) H BTOpomy (2.3), nocjie pnp;a npeo6pa3OBaHHH nony^aeM 3a-
BHCHMOCTŁ MOKfly A(d) H B(a) COOTBeTCTBeHHO flJIH paBHblX H HepaBHWX KOpHeft
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(3.3)
A(a)= -i

3HatieHHe (3.1) H (3.2) c y^eroM (3.3) B (2.27) (2.32) — (2.34) nocjie
npeo6pa3OBaHHH onpeflejiHM KOMnoneHTBi Betcropa nepeMeiqeHHH H TeH3opa:
Ha nosepxHocTH CJIOH C Haqajn>HbiMH HanpH»ceHHHMH (y3 •= 0), flJiH paBHBix H HepaB-
HblX KOpHeS (2.15) B

00

0) - — f łj-
1 „

-— f
CO, J

(3.4)

G(7]h) = l - h -

S-So ]/

~ 0 2 / j >

(3.5)

ffli = i

(«i = n2); -, («i = n2);

-r- , (.Mx T/- n2).

JS^ia onpeflejreHHH nocTOHHHbix BxoflHmnx B (2.2) H neH3BecTH0H dpyiiKUHH F(rj) HC-
nojtB3yeM ocTajiBHbie rpai«raHbie ycjiOBHH. Tai< 'qeTBepToe (2.2) H nepBoe (2.4) n p n -
BOAHT K onpeflejiemno coScTBeHHBix 3Ha^eHHH 3afla^H /% = tkR, f}k = nk/H, KOTO-
pbie HBJIHIOTCH KOpHHMH XapaKTepHCTHyeCKHX ypaBHeHHH

(3.6)

ycjioBHio (2.2), (2.4) c yqeroM opToroHanBHocrH
H EeccejiHBbix (|)yHKu,HH nojiyqaein cnesymmHe pei<ypeHTHbie cooTHoineHHH

np0H3B0JIBHBIMH nOCTOHIfflblMH [10].
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= -2vFk; Ek = - fiklNk- Mk(2vsh/nkl+fijchfij)-^—f;

Ak = - Ą [ ( Yff ] ^

Wk = -Wf±Ą(rk),+ Tk[I$(rk)-lKru)]l rk = J^L; I = *
rk I K

IlepBBie ycjioBHJi (2.2) H (2.3) flaioT BOSMOJKHOCTB onpeflenHTB HeH3BecTHyio (J)yiiKjąHHJ
F(rj) H3 napHtix HH'rerpajibHbix ypaBHeHHH

(e < i).
( e > i ) ( }

^ ' fc=l 0

BTopoe ycjioBHe (2.2) c yqeroM 3Ha îeHHH HHTerpanoB

J Qh( p + ? I f c

° " r (3-9)

J e 2 / Ł

^y ^ y ^ (f) H rrocTOHHHbiMH #o vi
= 1,2...)

00

( * = 1,2,3...).

Hcnojn.3yH (|>opMyjiy oSpameHHH [19] K (3.8), flUH onpeflejieiiHH HeH3BecrHOH <J)yHK-
JP(?J) npnxoflHM K pemeHino HHTerpa^BHoro ypaBHeHHH THna OpeArojiBiwa BToporo

[10]
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CO

n K AU' ' ' n{2-v)

1 00

f

+ — tf I cosrjydy I F(u)G(uh)cosuy—^-. (3.11)
TC .! J U

0 0

PemeHHe (3.11) HmeM MCTOAOM nocjieAOBaTenbiiux npn6jiHH<eHHH, B3HB 3a HyjieBoe

2eo)1(l-2v) 1 C
%krj I cosrjycos/^kydy. (3.12)v fc=i o

onpeAeuHiw no (})opMyjie

1

= — r] f cosyydy f F^^^GCu^cosuy— (3.13)
it J J u

0 0

H peuieHHe (3.11) 3anHineM B BHfle

oo

Zk (3.14)

HcnojiB3yH npHHi^an cacaTtix OTo6pa>KeHHH [10] MOJKHO noKa3axB, I T O npoijecc noc -
Jie,n;oBaTejiBHbix npnGjiHHceHHH 6yfleT CXOJJHIUHMCH, ecjiH h > 1.

rioAcraBHB (3.14) c jmeTOM (3.12) — (3.13) B (3.10) nocjie pafla npeo6pa3OBaHHii
H SHa^emiH HHTerpajiOB

oo

G(t)t ndt m 2T{n+2) C(»+2) — -

onpeflejieHHa nocToiiHHBix %k nojiyqaeM 6ecKOHeqHyio CHCTeMy aureSpairaecKHX

. . . :

= 4» (* = 0 ,1 ,2 . . . ) , (3.16)
;.=0
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, F(z) — raMiwa — CJDYHKIJHH. B&upy
, akn H dk nnpBefleM sflect HX

[
CO CO

1 MO

L ( = 1 0

/=a o

|

to„

&lco±a>2 '

0Lk =

00 1

= J Ji(v)drj J cosr]ycospkydy =
o o

oo 1 1

J ycosiiydy j co&pnydy f eJo(->ie)Jo
0

Poiv)

0

1
1*1-1*1

= sinn; q :» V) = V J cosuycos jj,kydy.

j o .
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•3aMeTHM, -̂ITO finn BhiHucnemm KBaflpaTyp Bxoflnmnx B (3.17) H noarceflyiomHe BBipa-
>KeHHH flJIH HanpjDKCHHH H CMeiHeifflli (JiyHKIJHH annpOKCHMHpyeM HX npH6jIH>KeHHBIJW

H(M-1) chx KHx Hz)'

0 28 a* A ( 3 > 1 9 )

B CHCTeMe (3.16) Kootja^HiiiHeHTBi afc H <xfc„ 3aBHCHT OT BejiiraHHBi cox H a>2> xapai<Te-
pH3yioiiJ(HX CTpyKTypy ynpyroro noTeHUHajia, BBICOTBI u;HJinHApa H H TOJimniibi CJIOH hx,
a cBo6ofli-ibie HJICHBI dk — TOJIBKO OT KopHeft xapaKTepHCTH»iecKHx ypoBHeń (3.6). MOHC-
HO noKa3aTb, ^ T O cHCTeiwa (3.16) p,nn ynpyrnx noTeHi^HanoB rapMOHH^iecKoro rana, Bap-
TeneBa — Xa3aHOBHya H TpeJioapa HBJiaeTCJi KBa3HperyjiHpHofi3 H ee peuieHHe Aio>KeT
6BITB HafiAeHO MCTOAOM peayKUHH c ype3aHHoit CHCTCMOH. AnajiorimHoe Aoi<a3aTejiBCTBo
MO>KHa npOBeCTH H flJIfl IIOTeHt(HajIOB npOH3BOJIBHOH CTpyKTypBI.

OnpeAejiHB %k M O K H O BBI^IHCJIHTB HanpajKemiJi H nepeiuemeHHH B JIIOSOH

Kan ijHJiHH/jpa TaK H CJIOH. IlepexoAH K 6e3pa3MepHOH KoopflHHaTe C = y3/R

axz H uz a Tanme u3 n a rpaHaqe nojiynpocTpaHCTBa y3 = 0. (Q33 —
B BHffy (2.2)).

^ + 310)^ (l-2») V x
d + j 2 ( l r) Z ;

Aenl
+ 75 ~

— I
Rl '

A : = l
r °° i (3-20)

o<»i • 1 \—2v V JoilJ-icC
— -5 ; — arc sm ^-^—r > yŁ — r

[ om^Ą-Ttloiz Q 2(1—^cOi Z-J ^
0 0 CO

__L Vf
0)1 i^oi
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, _. 2s I da)! . 1
W 3 ( P , 0 ) = i — , - - , •• arc sin

VL TV 1 oco1+mu)2 Q

(3-20)

+ f J M sin Larcsin -Ml - -L V f

rk m - 2 ( l

-C)y, (3.21)

Ten.

H 3 yCJIOBHH paBHOBeCHfl! ICHJIHHflpa HOJiyqaeM 3aBHCHMOCTB flJIH BBiyHCJieHHH

CHHtl B 3aBHCHM0CTH OT 3aAaHH0H OCaflKH B

R 00

x ' 0 0

P = w2£JR5(7r/+ <5 -^i-) + - ^ 2 - f ed^ f .flft)70(W)^. (3.22)
x ' 0 0

H 3 nojryyeHHbix pemeHHii MO>KHO nony^HTB pHfl ^acTHbix cnyqaeB. TaK, ycTpeMHB

vx -> — 1 (>i<ecTi<HH cnoii) (jpopMyjibi (3.20) Raton penieHHe 3aflaqn conpoTHBjieHHH Ma-

TepnanoB 0 CHOTHH KpyroBoro HHJiHHflpa oceBofi CHJIOHJ ecjiH v~* —1 H3 (3.21) n o -

Bbipa>KeHHe fljia nepeMemeHHH ToieK CJIOH n p n p;aBjieHHH Ha Hero

[8]. ITpn h± ~+ 00 4>opMyJibi (3.20) H (2.21) nepexo^HT B [5].

4. HwcjieHHWH aHajiH3

PemeHHa (3.20) H (3.21) 3aBHCHT OT nocroHHHbix %SJ Korapbie onpe^eJiaioTCH H3

(3.16). KBa3HperyjiHpiiocTB STOH cucTeMbi He 3aBHCHT OT / , h H <5. Cne^oBa-

OHH npHTo^HBi aJiH JiioSbix HX 3Ha^ieHHH. Bee pacieTbi peajiH3OBaHbi na 3 B M

EC—1022 fljia vx = v = 0^3, / = 10 ,̂ h — 4. B TaSjiHae I npHBOflHTCH

cHJibi, KOTopyro Hy>KHO npHno>KHTB K uiTaiviny B 3aBHcnM0CTH OT

Topi;a UHJiHH,n;pa e. GpaBtieHHe c [10] noKa3BiBaeT 0 3Ha^HTeJiBHOM BJIHHHHH

Hanpa>KeHHH na Hanp«>KeHHO-fle(|)opMHpyeMoe COCTOHHHC B3aHMOfleHCTByK>mHX Ten.

2 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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Ta6nima 1. h ~ 4 S —

)
AX

0,6
0,7
0,8
0,9
1
1,1
1,2

rapMoinwecKHH
noTeHquaji

0,201
0,281
0,293
0,310
0,159
0,342
0,341

noTenqnart
Tpenoapa

0,398
0,406
0,409
0,442
0,159
0,445
0,531
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S t r e s z c z e n i e

KONTAKTOWE ODDZIAŁYWANIE SPRĘŻYSTEGO STEMPLA
ZE WSTĘPNIE NAPRĘŻONĄ WARSTWĄ

W ramach zlinearyzowanej teorii sprężystości podano rozwiązanie mieszanego zagadnienia brzegowego
opisującego wciskanie sprężystego walca we wstępnie naprężoną warstwę. Zagadnienie rozwiązano w postaci
ogólnej dla teorii dużych (skończonych) wstępnych deformacji oraz różnych teorii małych wstępnych
deformacji przy dowolnej strukturze potencjału sprężystego. Przy pomocy transformacji zagadnienie
sprowadzono do quasiregularnego układu równań algebaicznych. Podano przykład numeryczny.

S u m m a r y

CONTACT INTERACTION OF AN ELASTIC PUNCH AND A PRESTRESSED LAYER

Within the framework of the linearized elasticity the solution of mixed boundary value problem for
an elastic cylinder pressing into a prestressed layer is given. The problem is solved in the general form
for the theory of large (finite) initial deformations and various theories of small deformations with an
arbitrary structure of elastic potential. By using transformation the given problem is reduced to the quasi-
regular system of algebraic equations. The numerical example is considered.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 6 stycznia 1986 roku.
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ZJAWISKA REZONANSÓW WEWNĘTRZNYCH
W NIELINIOWYCH UKŁADACH DRGAJĄCYCH

JÓZEF BAJKOWSKI

WANDA SZEMPLIŃSKA-STUPNICKA

1PPT PAN, Warszawa

1. Wstęp i przegląd literatury

Terminem „rezonans wewnętrzny" przyjęto określać te szczególne zjawiska, które
pojawiają się w drgających układach nieliniowych o n stopniach swobody wtedy, gdy
istnieją liczby całkowite ks, s = 1, 2, . . .,p, nie wszystkie równe zero, takie że między
częstościami własnymi układu wls ...,a>p zachodzi związek typu:

sa)s = 0, p*Zn, (1)

tzn. gdy częstości te są współmierne. W teorii pierwszego przybliżenia częstości cos są
częstościami własnymi układu liniowego, tj. układu w którym człony nieliniowe zostały
odrzucone.

Szczególnie interesującym jest przypadek kiedy w układzie występuje jednocześnie
rezonans zewnętrzny, tj. gdy istnieją liczby całkowite mx, ...,mp nie wszystkie równe zero
i liczba m,, takie, że spełniony jest warunek:

p

J mscos+mvv = 0, p < n, . (2)
l

gdzie v — częstość siły wzbudzającej, mv = 1 ,2,3, ..., oraz gdy wśród częstości co1, ...,a)p

są częstości współmierne, a więc spełniony jest warunek (1).
W przypadku gdy rezonansem zewnętrznym jest rezonans główny, tj. gdy częstość

wymuszenia jest w pobliżu jednej z częstości własnych,

v X cok> (3)

efektem współmierności częstości własnych jest „wciąganie" do rezonansu oprócz
rezonansowej współrzędnej normalnej fu, również innych współrzędnych | s odpowiada-
jących częstościom własnym cos współmiernym z cak. W rezultacie zamiast jednopostaciowej
odpowiedzi rezonansowej, w której dominuje składowa harmoniczna o częstości v, może
pojawić się odpowiedź wielopostaciowa, w której równoważną rolę odgrywają również
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składowe harmoniczne o częstościach odpowiadających częstościom własnym współ-
rzędnych ! j .

Efekty współmierności częstości własnych w nieliniowych autonomicznym i zacho-
wawczym układzie o dwóch stopniach swobody, po raz pierwszy zostały zbadane przez
Goreli ka i Witta [1]. Układem tym było wahadło matematyczne zawieszone na sprężynie,
a opisane układem dwóch równań różniczkowych drugiego rzędu sprzężonych tylko
poprzez człon nieliniowy. Stwierdzili oni, że gdy częstość drgań wzdłuż długości wahadła
jest podwojoną częstością drgań obrotowych wahadła, to charakter drgań ulega jakościo-
wej zmianie i pojawiają się drgania, w których następuje przepływ energii z jednej postaci
do drugiej i z powrotem.

Układ ten analizowało teoretycznie i doświadczalnie wielu autorów, między innym
Kane i Kalin [2], van der Burgh [3, 4], Srinivasan i Sankar [5], Evan-Iwanowski [6],
Minorsky [7].

Zjawisko przepływu energii między poszczególnymi postaciami w układach nielinio-
wych autonomicznych, a wywołane współmiernością częstości własnych i znane również
w literaturze pod nazwą drgania „autoparametryczne", badane było również dla innych
układów, np. belki i wahadła—Sevin [8], Struble [9, 10, 11, 12], Struble i Heinbockel [13].

Fakt, że jedna postać może wytłumiać drgania innej postaci wykorzystali Haxton
i Barr [14] budując autoparametryczny tłumik drgań. Natomiast Barr i Nelson [15]
stwierdzili, że efektem rezonansu wewnętrznego, tj. wzajemnego oddziaływania między
postaciami, może być np. to, że wymuszone drgania jednej postaci mogą spowodować
wykładniczy wzrost amplitudy drgań innej postaci.

Efekty sprzężenia i oddziaływania międzypostaciowego w różnego typu układach,
lecz bez uwzględnienia możliwości wystąpienia rezonansu wewnętrznego, analizują w swoich
pracach Mac Donald [16], Atluri [17], Dowell [18], Morino [19], Bennet i Eisley [20],
Bennet [21], Tseng i Dugundji [22].

W pracach poświęconych efektom współmierności częstości własnych szczególna
uwaga została zwrócona na przypadek, gdy jedna z częstości jest dwukrotnie większa
od drugiej tj.

2o)j = coj. (4)

Zależność tego typu prowadzi do zjawiska rezonansu wewnętrznego gdy nieliniowość
w układzie jest typu kwadratowego. Próbę ogólnej analizy i klasyfikację tego typu układów
0 n stopniach swobody podjął po raz pierwszy Sethna [23]. W zależności od wartości
częstości wymuszenia v i amplitudy siły wymuszającej, autor wprowadził następujące
typy układów:
1 — autonomiczny z rezonansem wewnętrznym,
2 — nieautonomiczny z rezonansem zewnętrznym bez rezonansu wewnętrznego,
3 — nieautonomiczny z rezonansem zewnętrznym i wewnętrznym:

(a) przypadek superhanrtoniczny —• gdy częstość wymuszenia jest w pobliżu niższej
częstości własnej,

(b) przypadek subharmoniczny — gdy częstość wymuszenia jest w pobliżu wyższej
częstości własnej. '

Dla przypadku (3a) jednym rozwiązaniem jest rozwiązanie nietrywialne dwuczęstościowe
z amplitudami: ax ^ 0 dla współrzędnej rezonansowej i a2 ¥= 0 dla współrzędnej wcią-
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ganej do rezonansu. Dla przypadku (3b) możliwe są dwa typy rozwiązań: jednoczęstoś-
ciowe — ax = 0 i a2 ^ 0, oraz dwuczęstościowe z amplitudami ax <£ 0 dla współrzędnej
wciąganej do rezonansu i a2 ¥= 0 dla współrzędnej rezonansowej.

Podobne wyniki i wnioski możemy znaleźć w pracy Piszczka [24]. Rozpatruje on
•drgania ustalone płaskiej belki, podpartej na końcach przy pomocy sztywnych podpór
sprężyście zamocowanych do podłoża. W środku belki umieszczono obciążenie oraz
masę na mimośrodzie.

Układy z nieliniowością typu kwadratowego i rezonansem wewnętrznym typu 2<w; = coj
są również przedmiotem badań szeregu prac Tondla [25, 26, 27, 28], W pracach [25, 26]
bada on układ o dwóch stopniach swobody wzbudzony siłą harmoniczną o amplitudzie
proporcjonalnej do kwadratu częstości wymuszenia. W przypadku gdy częstość wymuszenia
jest bliska pierwszej częstości własnej, drgania charakteryzują się wciąganiem do rezo-
nansu drugiej współrzędnej i mamy rozwiązanie dwuczęstościowe ze składowymi harmo-
nicznymi v i 2v. W przypadku gdy częstość wymuszenia jest bliska wyższej częstości włas-
nej, wciąganą do rezonansu jest pierwsza współrzędna i również mamy rozwiązanie
dwuczęstościowe, ze składowymi harmonicznymi vi v\2. W [27] układ wzbudzany jest
siłą okresową zawierającą pierwszą i drugą harmoniczną. W tym przypadku, zarówno
gdy częstość wymuszenia jest w pobliżu niższej jak i wyższej częstości własnej, możliwe
są dwa typy rozwiązań: (a) — półtrywialne, kiedy mamy tylko drgania drugiej współ-
rzędnej, są to drgania dwuczęstościowe z częstościami siły wymuszającej, (b) — nietry-
wialne, kiedy pierwsza współrzędna drga harmonicznie ze swoją częstością własną, drga-
nia drugiej współrzędnej są dwuczęstościowe z częstościami siły wymuszającej.

Z innych publikacji poświęconych rezonansom wewnętrznym typu 2coi = coj w ukła-
dach z nieliniowością typu kwadratowego, na uwagę zasługują prace Barr'a i Nelson'a
[15] oraz Sethna i Bajaj'a [29].

Ten sam typ rezonansu wewnętrznego, tj. 2coi = coj, badany był w układach zawie-
rających nieliniowość typu kwadratowego i sześciennego łącznie. Tondl w [28] rozpatruje
przypadek rezonansu ai! = 2co2, kiedy częstości wymuszenia v jest bliska to i. Autor
stwierdza istnienie dwóch typów rozwiązań: jednoczęstościowego o częstości wymuszenia
oraz dwuczęstościowego ze składowymi harmonicznymi o częstościach v i vj2. Szczegó-
łowa analiza poświęcona jest rezonansowi dwuczęstościowemu. W pracy tej wyznaczono
także obszary przyciągania, tj. obszary warunków początkowych prowadzących do roz-
wiązania jedno- lub dwuczęstościowego.

Yamanioto i Yasuda [30] oraz Yamamoto, Yasuda i Nagasaka [31] również badają
rezonans co2 ~ 2a>x gdy nieliniowość zawiera człony kwadratowe i sześcienne. Stwierdzają
oni, że gdy częstość wymuszenia jest w pobliżu niższej częstości własnej [30], jedynym roz-
wiązaniem jest rozwiązanie dwuczęstościowe ze składowymi harmonicznymi o częstoś-
ciach: wymuszenia i podwojonej częstości wymuszenia. Autorzy pokazują, że w pewnym
zakresie częstości wymuszenia v, drgania okresowe dwuczęstościowe przechodzą w drga-
nia prawie-okresowe ze składowymi harmonicznymi o częstościach: v i bliskiej 2v. Drga-
nia te są bardzo wrażliwe na tłumienie. Badając układ w pobliżu wyższej częstości włas-
nej [31], autorzy stwierdzają możliwość wystąpienia dwóch typów rozwiązań: jedno-
częstościowego o częstości wymuszenia v, a więc takiego jak bez rezonansu wewnętrznego,
i dwuczęstościowego ze składowymi harmonicznymi o częstościach v i T/2. Podobnie jak
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poprzednio, stwierdzają oni istnienie pewnego przedziału częstości wymuszenia, w którym
występują drgania prawie-okresowe.

Omawiane w pracach [13 - 31] problemy dotyczyły układów nieautonomicznych,
z nieliniowością typu kwadratowego bądź kwadratowego i sześciennego łącznie i rezo-
nansem wewnętrznym 2co; = coj.

Klasycznym przykładem nieliniowości sprężystej, występującej w wielu układach
fizycznych jest nieliniowość aproksymowana przez funkcję typu sześciennego. Z tą klasą
funkcji nieliniowych wiąże się rezonans wewnętrzny typu:

3a>, = a>j. (5)

Zagadnieniu temu poświęcają swoje prace między innymi: Sethna [32], Nayfeh, Mook
i Sridhar [33], Nayfeh, Mook, i Lobitz [34], Lau, Cheung i Wu [35], Croll [36, 37], Baj-
kowski [38], Bajkowski i Szemplińska-Stupnicka [39].

W pracy [32] rozważany jest układ o dwóch stopniach swobody z rezonansem wew-
nętrznym w2 = 3ft)!. Autor stwierdza, że gdy częstość wymuszenia jest bliska niższej
częstości własnej, w rozwiązaniu daje zauważyć się bardzo silny udział trzeciej harmo-
nicznej. W przypadku gdy częstość wymuszenia jest w pobliżu wyższej częstości własnej
w odpowiedzi nie stwierdzono istnienia składowej subharmonicznej.

Nayfeh, Mook i Sridhar [33] znajdują rezonans wewnętrzny przy badaniu drgań
poprzecznych belki podlegającej dużym odkształceniom. W przypadku gdy belka z jednej
strony jest utwierdzona, a z drugiej zamocowana przegubowo, autorzy zwracają uwagę
na jeden z możliwych przypadków współmierności częstości własnych, a mianowicie
o)2 S 3a>i. Gdy częstość wymuszenia jest w pobliżu niższej częstości własnej, jedynym
rozwiązaniem jest rozwiązanie dwuczęstościowe ze składowymi harmonicznymi o częs-
tościach: wymuszenia i potrojonej częstości wymuszenia. Amplituda postaci wciąganej
w rezonans jest bardzo mała i w rozwiązaniu praktycznie dominuje pierwsza postać.
W przypadku gdy częstość wymuszenia jest bliska wyższej częstości własnej, możliwe są
dwa różne rozwiązania: jednoczęstościowe o częstości wymuszenia v i dwuczęstościowe
ze składowymi harmonicznymi o częstościach v i v/3. Warto zauważyć, że w przypadku
drgań dwuczęstościowych, udział składowej o częstości v/3 (pierwszej postaci), może być
bardzo duży, nawet sześciokrotnie większy niż podstawowej. Z podobnymi wynikami
możemy spotkać się w pracy [34]. Lau, Cheung i Wu [35] analizując podobny typ układu
pokazują, że oprócz drgań okresowych mogą wystąpić drgania prawie-okresowe.

Także Croll [36, 37] analizuje drgania powłok z uwzględnieniem rezonansu wewnętrz-
nego. W [36] badane są rezonanse wewnętrzne o^ = 2a>2 i o^ = 3co2 zaś w [37] rezonanse
a>i = (i>2, <x>i = 2ft>2 i a>i «= 4 c o 2 .

Bajkowski i Szemplińska-Stupnicka [38, 39] badają przydatność metod Ritza i uśred-
nienia do badania efektów rezonansu wewnętrznego a>2 = 3ft)! w układzie z nieliniowością
typu sześciennego.

W pracach [23 - 39] omawiany był rezonans wewnętrzny typu (Ot = 2coj bądź co; = 3<w,-,
mieliśmy więc przypadek rozwiązania dwupostaciowego, w którym oprócz współrzędnej
rezonansowej, w rezonans wciągana była jeszcze jedna współrzędna o częstości współ-
miernej z rezonansową.

W układach o więcej niż dwu stopniach swobody, w przypadku gdy występują więcej
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niż dwie częstości współmierne, mogą wystąpić rezonanse wewnętrzne wielopostaciowe
zwane kombinowanymi.

Barr i Nelson [15] badają kombinowany rezonans wewnętrzny typu co3 = a)2+coi

analizując zachowanie się elementów konstrukcji pod działaniem harmonicznego wymu-
szenia zewnętrznego i nieliniowości typu kwadratowego. Autorzy wykazują możliwość
wystąpienia dwóch typów rozwiązań: jednopostaciowego o częstości wymuszenia i trzy-
postaciowego, w którym oprócz współrzędnej rezonansowej, do rezonansu zewnętrznego
wciągane są dwie współrzędne, których częstości są współmierne z rezonansową.

Sridhar, Mook i Nayfeh [40, 41] badają drgania utwierdzonych okrągłych płyt obcią-
żonych siłami harmonicznymi uwzględniając efekt rezonansu wewnętrznego. W [40] prze-
prowadzają analizę uwzględniając rezonans trzypostaciowy, natomiast w [41] rezonans,
czteropostaciowy typu co4 = co1+a)2 + a)3. W przypadku gdy częstość wymuszenia jest
w pobliżu jednej z niższych częstości własnych wciąganych w rezonans, ustalona odpo-
wiedź układu może mieć postać fali stojącej. Natomiast gdy wymuszenie jest w pobli-
żu najwyższej ze współmiernych częstości własnych, ustalona odpowiedź układu może:
mieć dwie postacie: jako superpozycja fal stojących wszystkich postaci wciąganych
w rezonans, albo jako superpozycja fal stojących trzech niższych postaci z falą bie-
żącą najwyższej postaci. Lobitz, Nayfeh i Mook [42] rozważają drgania rezonansowe
płyt eliptycznych w przypadku obciążenia harmonicznego i rezonansów wewnętrznych.
Analizują oni dwa typy rezonansów: trzypostaciowy coA = 2co3 — wl i czteropostaciowy
tt)5 — a>i+co2+co3. Wykazują, że wszystkie pięć postaci mogą uczestniczyć w rozwią-
zaniu, pomimo że tylko jedna z postaci jest bezpośrednio wzbudzana, poza tym dominu-
jącą w rozwiązaniu może być inna niż bezpośrednio wzbudzona postać.

W omawianych uprzednio pracach badano wpływ rezonansu wewnętrznego na zew-
nętrzne rezonanse główne. O wpływie rezonansu wewnętrznego na rezonans zewnętrzny
kombinowany typu v = (at +co2 mówią prace Asmis'a i Tso [43] oraz Nayfeh'a [44]..
W [43] badany jest układ o dwóch stopniach swobody, z nieliniowością typu sześciennego
i rezonansem wewnętrznym a>x = w2 • Natomiast w [44] badany jest ten sam typ rezonansu
zewnętrznego, w przypadku układu z nieliniowością typu kwadratowego i sześciennego
łącznie, przy rezonansach wewnętrznych co2 — 2a>1 i <y2 = 3<wx. Autor stwierdza, że.
obecność rezonansów wewnętrznych wpływa na zwiększenie amplitud drgań, z tym że
większy jest wpływ rezonansu a>2 = 'ioy^. Należy nadmienić, że równania tego typu mogą
opisywać drgania: akceleratorów indukcyjnych, wirujących wałów, powłok, wyginanych
elementów konstrukcji, statycznie obciążonych konstrukcji.

Szczegółowe omówienie i wyniki prac [15, 23, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 32, 33] można
znaleźć w przeglądowej pracy Bajkowskiego i Szemplińskiej-Stupnickiej [45].

W przedstawionych pracach [23 - 44] analizowano drgania układów o wzbudzeniu,
zewnętrznym harmonicznym. Omówimy teraz niektóre z prac, w których analizowano
drgania układów o wzbudzeniu parametrycznym bądź parametrycznym i zewnętrznym,
harmonicznym.

Ibrahim i Barr [46, 47] badają drgania układu złożonego ze zbiornika częściowo
napełnionego cieczą i sprężyście zamocowanego. Nieliniowość jest tu typu kwadratowego,
a układ może być wzbudzany parametrycznie, bądź przez autoparametryczne sprzężenie-
pomiędzy poszczególnymi postaciami elementów konstrukcji a pierwszą postacią falującej;
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•cieczy. W [46] rozważają przypadek rezonansu wewnętrznego co2 — 2<x>t, gdzie a>2 — drga-
nia własne konstrukcji, m1 — drgania własne falującej cieczy. W [47] badają przypadek
rezonansu wewnętrznego trzypostaciowego typu sumy lub różnicy. Stwierdzają, że typ ten
rozwiązania jest możliwy tylko wtedy, gdy tłumienie dwóch niższych postaci jest równe
zero bądź jest bliskie zera.

Analizę podobnego układu przeprowadzili Nayfeh, Mook i Marshal [48] badając
rozwiązanie w przypadku rezonansu co2 = '2colt a także Nayfeh i Mook [49] dla rezo-
nansu wewnętrznego typu kombinowanego. W obu przypadkach otrzymali analitycznie
stany ustalone lecz bez żadnych ograniczeń jeśli chodzi o tłumienie.

Tso i Asmis [50] analizowali odpowiedź nieliniowego układu drgającego o dwóch
stopniach swobody, z nieliniowością typu sześciennego i harmonicznym wzbudzeniu
parametrycznym, lecz bez rezonansu wewnętrznego. Podobny układ opisujący drgania
boczne kolumn przy udziale zewnętrznego obciążenia harmonicznego z uwzględnieniem
rezonansu wewnętrznego badali Tezak, Mook i Nayfeh [51]. Natomiast Nayfeh w [52]
bada odpowiedź układu o dwóch stopniach swobody, wzbudzoniu parametrycznym,
z rezonansem wewnętrznym, w przypadku nieliniowości typu kwadratowego.

Hatwal, Mallik i Ghosh [53] analizują podobny układ jaki badali Haxton i Barr [15],
a więc układ masa-wahadło z nieliniowością typu kwadratowego. Stwierdzają oni, że
efektem rezonansu wewnętrznego a>2 = 2cot jest wzbudzenie parametryczne, a dla dosta-
tecznie dużych amplitud wymuszenia możliwość wystąpienia drgań prawie-okresowych.

Nayfeh w [54] bada układ o wielu stopniach swobody z nieliniowością typu kwadra-
towego i sześciennego łącznie, z wymuszeniem parametrycznym i rezonansem wewnętrz-
nym co3 — a>1+io2- Nieliniowość może być typu geometrycznego bądź sprężystego,
a równania mogą opisywać drgania wirujących wałów, sklepień, powłok i płyt, sprzę-
żone poprzeczne i wzdłużne drgania kolumn, drgania zbiorników częściowo napełnionych
cieczą i zamocowanych sprężyście.

Z analizą układów z wielokrotnymi częstościami własnymi i wzbudzanych parame-
trycznie możemy spotkać się między innymi w pracach [55, 56, 57, 68]. Fu i Nemat-Nasser
[55, 56] rozpatrują układy liniowe, nietłumione w przypadku występowania dwóch częs-
tości wielokrotnych. Natomiast Tezak, Nayfeh i Mook [57] rozwijają analizę przeprowa-
dzoną przez Fu i Nemat-Nasser'a włączając do układu tłumienie i nieliniowość typu
sześciennego, a jako przykład podają badanie flatteru powłok w obecności obciążenia
harmonicznego. Także Nayfeh [58] rozważa układ o wielu stopniach swobody z wielo-
krotnymi częstościami własnymi, a szczegółowej analizie poddaje układ o czterech stop-
.niach swobody, w którym trzy pierwsze częstości własne są takie same. Badania koncen-
truje na rezonansach parametrycznych: 2col, cu1+co4 i (o1—mA.

Ogólniejszą teorię i klasyfikację rezonansów wewnętrznych można także znaleźć
w pracach Sethna [59], Czeszankowa [60, 61, 62], Samojlenki i Momota [63, 64], Nayfeh'a

:i Mook'a [65].
W przeważającej większości omawianych prac wyniki teoretyczne uzyskane były za

pomocą jednej z technik perturbacyjnych, najczęściej za pomocą klasycznej metody uśred-
nienia, a weryfikacja tych wyników przeprowadzana była przez symulację równań ruchu

„na maszynach cyfrowych lub analogowych.
W nielicznych tylko pracach np. [27, 35, 53], stosowana była metoda bilansu harmo-
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nicznych, ale nie podejmowano analizy, która z metod przybliżonych jest adekwatna dla
danego układu i danego typu rezonansu.

O ile rezonansowi wewnętrznemu typu 2coi = coj poświęcona jest obszerna literatura
i w wielu pracach wyniki teoretyczne zostały całkowicie potwierdzone przez badania
symulacyjne, to zachowanie się układu przy rezonansie typu 3aj( = atj nie jest w pełni
wyjaśnione. W szczególności dotychczasowe wyniki nie dają wyczerpującej odpowiedzi
na pytania:
— czy rozwiązanie pierszego przybliżenia metod perturbacyjnych daje wiarygodne jakoś-

ciowo wyniki zgodne z wynikami symulacji komputerowej,
— jakich zmian w charakterze drgań rezonansowych możemy oczekiwać gdy parametry

układu, przy których nie jest spełniony warunek istnienia rezonansu wewnętrznego,
zmienić tak że będzie spełniony warunek:

3a>1 = a>j.

Bezpośrednim bodźcem do podjęcia prac nad tym typem rezonansu wewnętrznego
były badania teoretyczne i analogowe prowadzone na prostym przykładzie modelu układu
o dwóch stopniach swobody z nieliniowością typu sześciennego i wzbudzanego siłą har-
jnoniczną (rys. 1).

Drgania rezonansowe tego układu zarówno przy rezonansach głównych jak i pobocz-
nych bez rezonansu wewnętrznego, oraz studia porównawcze różnych metod przybli-
żonych, były przedmiotem wcześniejszych studiów autorów [66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73],
W pracach tych, oprócz analizy zjawisk drgań rezonansowych pojawiających się w ukła-
dach nieliniowych posiadających więcej niż jeden stopień swobody, zwracano baczną
uwagę na problem doboru przybliżonej metody analitycznej, adekwatnej do danego typu
badanego zjawiska i badanego układu. W szczególności analizowano metody perturba-
cyjne w pierwszym przybliżeniu i metodę Ritza (metodę bilansu harmonicznych), porów-
nując rozwiązania mające tą samą formę jako funkcję czasu.

W obecnej pracy dobrano parametry układu tak, by spełniony był warunek wystę-
powania rezonansu wewnętrznego typu co2 = 3ft>!. W przeprowadzonych badaniach
analogowych nie uzyskano tych wyników jakie przewiduje teoria pierwszego przybli-
żenia metody uśrednienia, natomiast uzyskano efekty, których ta teoria nie przewiduje.

Problem został rozwiązany, gdy w rozważaniach teoretycznych zastosowano metodę
Ritza, przy niezmienionej formie rozwiązania jako funkcji czasu.

2. Ogólne równania i badanie rezonansów wewnętrznych metodą uśrednienia
i metodą Ritza

Rozważamy równania ruchu nieliniowych układów drgających o skończonej liczbie
stopni swobody, zapisane w postaci macierzowej:

Aq + Cq+f(q)+cp(q, q)-Pcosi>* = 0, (6)

gdzie q = c o l ^ , ..., g„] — współrzędne uogólnione, A = diag[mi]— macierz bezwład-
ności, C—macierzsz tywności, kwadratowa, symetryczna, dodatnio określona, f = col[/i,
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,..,/„] — reprezentuje nieliniową część sil sprężystych, <p = col[c>ls ..., cp„] —reprezentuje
siły tłumienia.

Układy ciągłe opisane będą równaniami cząstkowymi w postaci,

m(X)-™- +L(w)+Ll(w)+N(w)-p(x)cosvt = 0, (7)

z warunkami brzegowymi,

B(w) = 0 na brzegu F,

gdzie L(w) i L^w) — odpowiednio liniowy i nieliniowy operator zmiennych przestrzennych
odpowiadający liniowej i nieliniowej części sił sprężystych, N(w) — operator tłumienia.
p(x) — amplituda siły wymuszającej.

Obydwa modele matematyczne (6) i (7) sprowadzamy do układu równań modalnych
przez wprowadzenie współrzędnych normalnych f j , ..., f„. Dla układu (6) współrzędne
te wprowadzamy za pomocą transformacji:

W j ( 0 . ' - 1 . 2 , . . . , n , (8)
/-i

gdzie bOij, i,j = 1,2,..., n, są współczynnikami postaci własnych układu (6) dla f(q) =
= <p(q, q) = P = 0, a dla układów ciągłych (7) przez przyjęcie przybliżenia,

(9)

gdzie: ipj(x) — znane liniowe funkcje x (postacie własne układu (7) przy L1(w) = N(w) =
= p(x) — 0), oraz zastosowanie metody Galerkina.

Dla obu układów (6) i (7) otrzymamy równania ruchu w formie:

M | + O | + F ( © + H ( | , t ) - Q c o s w = 0, (10)

gdzie: M = diag[M,-], Q = diag [MJO>QJ], Ms — uogólniona masa, a)OJ — częstość własna
j-tej postaci. Elementy kolumnowej macierzy F są funkcjami wszystkich współrzędnych,
Fj = Fji^, £2, ••-, $n), zaś elementy macierzy H są zależne od wszystkich współrzędnych
i ich pochodnych, H} w Hj(i1, ..., $„, §i, .,., £n). Ponadto mamy:

dla układu równań (6),
' l n

Mj = f m(x)y}(x)dx, Fj = J LL{]? y>s(x)Cs(t)]y)j(x)dx>

o s=i

— dla układu równań (7).

, (12)
•= J p(x)y)j(x)dx,
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Zakłada się, że autonomiczny, zachowawczy układ nieliniowy:

MK+OC+POg)-0, (13)
posiada energię potencjalną U spełniającą warunki:

U > 0 jeśli flf ..., |„ nie znikają jednocześnie, (14)

tak więc:

A O g ^ Ą ^ - . W - (15)

Funkcje Fj są analitycznymi i nieparzystymi funkcjami swoich argumentów. Przyjmuje
się, że z wystarczającą dokładnością można je przedstawić w postaci skończonego szeregu
Taylora. Siły tłumienia spełniają warunek:

HJSJ > 0, (16)
7=1

jeśli tylko i l t . . . , £ , nie znikają równocześnie, i także są przedstawiane w postaci skoń-
czonego szeregu Taylora.

Tak więc układ równań (10) traktowany jest jako model matematyczny zarówno
układów o skupionych masach jak i układów o ciągłym rozkładzie mas i będzie przed-
miotem dalszych badań.

2.1. Metoda uśrednienia. Załóżmy, że spełniony jest warunek zewnętrznego rezonansu
głównego tj.:

v X cok, (17)

i wszystkie częstości są niewspółmierne. Rozwiązania układu (10) w pierwszym przybli-
żeniu szukamy w postaci:

S* = a*cos(vf+ #), v ffl a>kt

4> — 0, ; - 1,2, ...,k-l,k + l, „ . ,», C J

gdzie ą i ^ — pewne stałe wyznaczone metodą uśrednienia lub inną procedurą pertur-
bacyjną.

W tym przypadku tylko współrzędna rezonansowa | f c jest różna od zera. Współrzędne
nierezonansowe £/, j i= k, w rozwiązaniu w pierwszym przybliżeniu są równe zero.
Rozwiązanie takie nazywane jest jednoczęściowym (jednopostaciowym), gdyż postać
drgań scharakteryzowana jest jedną funkcją własną ^fc(x) lub układem współczynników
bOik, i = 1,2, ...,«.

Jeśli jednak choć jedna z częstości własnych, np. CDS, jest współmierna z rezonansową,
wówczas okazuje się, że odpowiedź układu przestaje być jednopostaciowa, a do rozwią-
zania zostaje wciągana dodatkowo współrzędna £s. Załóżmy dla ogólności, że /'—I częs-
tości własnych jest współmiernych z częstością cok, tzn.:

... +kko>k+ ... +krcor - 0, (19)
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gdzie klt,,.,kr — liczby całkowite. Warunek (19) zapisać możemy także w postaci:

u>k sk
 ks ^M>

gdzie sk, ss = 1,2, 3, ....
Stosując wprowadzone oznaczenia (20) równania ruchu (10) przepiszemy w postaci:

v X cok,

. . . , « - W l . • • • > fr, l i , • • • > f r) + (21 >
s = 1,2, . . . , f c - l ,

7 = r + 1, ...,n.

Efekt rezonansu wewnętrznego uzyskano zakładając, że nie tylko współrzędna rezo-
nansowa, lecz i współrzędne £s odpowiadające częstościom współmiernym z cok są różne
od zera. Tak więc rozwiązania układu równań (21) szukamy w postaci:

( v x mk!

& - asCQs(Nksvt+&s), ł - l i 2 , . . . , f c - l 1 J f e + l , . . . . . , r , (22)
fj = O, . 7 ^ 1 , 2 , . . . ,r .

Dla wyznaczenia amplitud a 1 ( ..., ar i kątów fazowych ^ i , ..., # r stosujemy metodę
uśrednienia [74 - 79]. W tym celu najpierw traktujemy te wielkości jako nowe zmienne
as m as(t), &s & ^ s (?) 5 s = 1, ..., r, i przekształcamy równania (21) do postaci:

da 1
[ ( W 2 z ) 0 + F ( a 1 , ...,ar,6>,, ..., ©r)-Qscosvt]sin0s,n = iy

ks (23)
1

gdzie:

Fs(als .,., a,, 0 j , ...,ć>,) = F ^ c o s © ! , ..., arcos0r)+ (24)

,., — a(1vJVJklsin0i, ..., — arvNkrsin0r).

Dodajmy, że aby zastosować metodę uśrednienia musimy zażądać by prawe strony
równań (23) były małe, rzędu /i1, gdzie /J, jest małym parametrem — p, 4, 1, fj, > 0.
Widzimy więc, że nie tylko funkcje nieliniowe F, ale i amplitudy siły wymuszającej Qs

oraz różnice (A^r2—co*) muszą być małe, rzędu /j.1.

Następnie zastępujemy prawe strony równań (23) przez ich wartości uśrednione w cza-

sie. Operacje te możemy zapisać następująco:

lim ~ | Fs(a1 ; ...,0,,©!, ...,Qr)ńr&sdt-~óksQsńn®\, (25)
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(25) [cd.I

= _ I l i m I FJn. a P). 0 Poczto //C-U-A (N?-,,2-,
dt

= —T-— lim — I Fs(alt ...,a„0lt ...,0r)cos0sdt+~ (iV&v2

2

gdzie: dks — delta Kroneckera, s, k = 1,2, ...,r.
Ponieważ szukamy ustalonych rozwiązań as = const i &s = const, s — 1,2, ...,/%

żądamy by spełnione były równania :

da.
T

. J - f lim -1 f Ą(«i, .... a,, 0i, ...,0r)sin6W/-4As<2ssin#1.l = 0, (26a)
111 -

d&„ 1 [.. 1
~W'~~~atNkav\T™a>~T

T

= 0, 5 = 1 , 2 , . . . , / - . (26b>

Warunki (26) prowadzą do 2r nieliniowych równań algebraicznych z niewiadomymi

Równania (26a) pozwalają na prostą interpretację związku między formą funkcji
nieliniowej (24) i typem rezonansu wewnętrznego. Zbadajmy więc szczegółowiej równania
(26a) dla współrzędnych o częstotliwościach współmiernych z cok, spełnienie których jest
warunkiem niezbędnym istnienia niezerowych rozwiązań na at, ..., ak^t, ak+ l t ..., aT.
Warunki te możemy zapisać w postaci:

T
-i. f £(«!, ..., af, 0t> ..., 0r)sm0Jt = 0, (27)

o ł - l , 2 , . . . l * - l i * + I , . . . . r .
lim

W tym celu przedstawimy funkcje Fs w formie uogólnionego szeregu Fouriera:

Ą - JD^+F( I )cos©, + G<s>sin@, + ^ P , t „ l i B . a . . . c o s ^ ^ + ... (28)

+mk0k+ ...

+mk0k+ ... +mr0r),

gdzie £ oznacza sumę po wszystkich ą , „ . , ą , „ . , ą = 0, ± 1, ±2, ..., za wyjątkiem
m

przypadku, kiedy mk — ± 1 a pozostałe ms, s — ly2, ...,k—l, k+l, ..., r są równe
zero. Zauważmy, że współczynniki G( s ) przy sin<9s są w rozważanych układach dysypa-
cyjnych różne od zera jeśli tylko a„ •£ 0. Zatem, aby warunek (27) mógł być spełniony,
w rozwinięciu funkcji Fs w szereg Fouriera muszą znaleźć się dodatkowe człony z sin<9,.
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Człony takie uzyskamy, jeśli wśród kombinacji współczynników mL, ...,mr występujących
w (28) znajdują się takie, że spełniony będzie warunek:

miei+ ... +mk0k+ ... +tnr0r = ±<9s+#, (29)

co odpowiada zależności między częstościami:

mlca1 + ... +mkcok+ ... +mrcor = ±o)s, (30)
5 = 1 , 2 , ...,k-l,k + l, ..., r.

Tak więc widzimy, że warunek (27) dla amplitud współrzędnych nierezonansowych
sprowadza się do tego aby częstości a>i,...,coP były współmierne. Zauważmy jednak,
że współczynniki mi, ...,mr nie są tu już dowolne, a zależą od formy funkcji nieliniowej.

Zależności (29) mogą stanowić podstawę do wyznaczenia wszystkich typów rezonansów
wewnętrznych jakie mogą się pojawić przy danej formie funkcji nieliniowej. Między innymi
w pracy [45] jest pokazane jakie typy rezonansów wewnętrznych mogą wystąpić, gdy
nieliniowa część sił sprężystych jest opisana funkcją typu kwadratowego, sześciennego
lub piątego stopnia.

I tak przy liniowym tłumieniu i nieliniowości sprężystej typu sześciennego, z analizy
tej wynika, że w układzie o dwóch stopniach swobody istnieje możliwość wystąpienia
tylko rezonansu wewnętrznego typu:

co 2 = 3a>i. (31)

Przedstawione rozważania za pomocą metody uśrednienia opierały się na założeniu
harmonicznych rozwiązań na współrzędne normalne. Na podstawie transformacji (8)
widzimy, że założenie to daje rozwiązanie we współrzędnych qx q„ w formie:

£ ^ (32)
i - 1,2, ...,».

A zatem stosunki amplitud poszczególnych harmonicznych są równe współczynnikom
postaci własnych układu liniowego. Jednak już we wcześniejszych pracach na temat
drgań układów o wielu stopniach swobody wykazano, że założenie to może prowadzić
do poważnych błędów [71, 72, 80, 81]. Omówimy więc metodę, która nie wprowadza
żadnych założeń upraszczających odnośnie postaci drgań układu — metodę Ritza.

2.2. Metoda Ritza. Poszukajmy rozwiązania układu równań (6) w tej samej formie
co w metodzie uśrednienia (32):

<łi(t) = ^]blsascQ%es, i = 1,2, ...,n, (33)
gdzie: ,t=i

lecz przy założeniu, że nie tylko as, # i s ale i bis wymagają wyznaczenia. Oznacza to, że
rozwiązanie we współrzędnych normalnych powinno również zawierać wszystkie składowe
harmoniczne:

EAO = £ ai.cos0M. (34)
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Dla wyznaczenia as, bis i $*s w rozwiązaniu (33) lub xs i # i s w rozwiązaniu (34) zastosujemy
metodę Ritza [66, 74, 79], równoważną procedurze bilansu harmonicznych, tzn. żądamy
spełnienia zależności:

T

lim — I £,(0cos6>sA = 0, ł = 1,2,..., n,
~* o

T (35)
1 r

lim -= ejmsine/jfl? = 0, s ~ 1,2, ..., r,
j-^co T J

gdzie £((0 — „pozostałości" równań (6) po podstawieniu przybliżonego rozwiązania (33),
lub równań (10) po podstawieniu rozwiązania (34).

W zastosowaniu do równań (6) warunki (35) dają 2 x n x /• równań algebraicznych,
które możemy zapisać w postaci,

T T

~miasblsv
2Nk

2
s+ / cubJsas+ lim — I (fi + cpi)cos6sdt— (36a)

/-i o

1

T1 c . i
lim-— (fi + w[)$m.©sdt—— ó^P^os^jj = 0, (36b)
J--J.0O T J 2

o
i = 1 , 2 , ...,n, s = 1 , 2 , . . . , r ,

z których wyznaczymy as s as(v), &i3 e &is(v), bis =s bls(y), bls = 1.
Równania (36b), które dla s ^ k możemy zapisać w postaci:

T

't = 0, i = 1,2 n, (37)

pozwalają na prostą interpretację związku między formą funkcji nieliniowej — ft+<Pi,
a typem rezonansu wewnętrznego. Przedstawmy więc funkcje fi + (pi w formie uogólnio-
nego szeregu Fouriera,

(38)

1+ ... +mk0k+ ... +mr0r),

gdzie ^ oznacza sumę po wszystkich m l 5 ..., mk,..., mr — 0, ± 1, ±2, ..., za wyjątkiem

przypadku kiedy mk = + 1 a pozostałe »z5, s = 1, 2,..., /c-1, fe+1,...» r są równe zero.
Zauważmy, że współczynniki g(() przy sin@s są w rozważanych układach dysypacyjnych
różne od zera jeśli tylko as i= 0. Zatem aby warunek (37) mógł być spełniony, w roz-
winięciu /(+c>; w szereg Fouriera (38) muszą znaleźć się dodatkowe człony z sin©,.

3 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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Uzyskamy je jeśli wśród kombinacji współczynników m i ( ..., mr, występujących w (38),
znajdują się takie, że spełniony będzie warunek:

h ... +mk0k+ ... +mr0r = ±<9s+#, (39)
s = 1,2, ...,k—l,k+l, ...,r.

Zauważmy, że współczynniki nit, •••,mr występujące w (39) są identyczne jak współ-
czynniki m1; ...,mr występujące w (29), gdyż w obu przypadkach rozwijamy w szereg
Fouriera jakościowo tą samą funkcję:

n

Fs = \ bOiS(ft+<pi) — w metodzie uśrednienia przy rozwiązaniu (32), (40)

fi + <Pt — w metodzie Ritza przy rozwiązaniu (33).

Tak więc widzimy, że spełnienie warunku (39) jest równoważne spełnieniu warunku
(29) metody uśrednienia. A zatem metoda Ritza prowadzi do tych samych typów rezo-
nansów wewnętrznych przy zadanej formie funkcji nieliniowej.

3. Analiza teoretyczna i analogowa układu o dwóch stopniach swobody

Szczegółowe obliczenia analityczne wykonamy dla układu o dwóch stopniach swobody,
złożonego z dwóch mas połączonych więzią sprężystą typu Duffinga i liniowym tłumikiem

Rys. 1. Model układu o dwóch stopniach swobody

oraz wzbudzanego siłą harmoniczną o stałej amplitudzie — rys. 1. Układ ten możemy-
opisać równaniami ruchu w formie,

(41).

gdzie qt q2 — oznaczają wychylenia mas mx i m2 od położenia równowagi, t -
= ~\/kt2lm2T — bezwymiarowy czas, oraz

= 'l]/k12/in2, v = v ]/m2/ki2, P = P - ^ - .
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Równania w postaci modalnej (10) otrzymamy przez zastosowanie transformacji (8),

u t ' u t ( 4 2 )
Cl es h(\ E -\- D c

gdzie b02i, b022—są współczynnikami postaci własnych układu liniowego. Po przekształ-
ceniach otrzymamy:

1vhi ~m-bo2i)
+ 70021

* ) f ] 3 } + ^ C

Przyjmując następujące dane liczbowe: x2 •= 1.5 i y = 1.582, spełnimy warunek
współmierności częstości własnych,

coO2 = 3coOi. (44)

W tym przypadku na częstości i postacie własne układu liniowego otrzymamy następujące
wartości:

co01 = 0.639, 6021 = 1.6898,

cy02 = 1.917, &0 2 2 = -0.3739.

Na pozostałe parametry układu przyjmujemy następujące wartości:

P = 2.0, fj, = 0.01, / = 2.0. (46)

W dalszej kolejności będziemy badali zachowanie się układu w przypadku gdy częstość
wymuszenia jest w pobliżu częstości własnych układu.

3.1. Analiza pierwszego rezonansu głównego — metoda uśrednienia. W przypadku gdy częstość
wymuszenia jest w pobliżu niższej częstości własnej, rozwiązanie układu równań (43)
zakładamy w postaci,

Si = fliCOS6»ls V «0>ot>

| 2 = «2cos<92,

gdzie: 6t = vt + ftl3 ©2 =
Równania (25) przybierają w tym przypadku postać,

= W i P s i t t ^ ^ ^ ^ ) 2 [ / + 4 ( 1 bya2sin(3&1-&Ąt^, (48)

3*



0,7
częstość v

Rys. 2. Krzywa rezonansowa at s ai(v) dla pierwszego rezonansu głównego — wyniki analogowe

Pcos^t

b)

Rys. 3. Przebiegi czasowe 9l(t) i g2{t) przy częstości wymuszenia v = 0.72, (a) — odpowiedź rezonansowa,
(b) — odpowiedź nierezonansowa

[356]
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(48)

r [cd-]

? ( l 6 ) 2 ( l ^ ) +

Przy wyprowadzaniu równań (48) wykorzystano zależności:

cos 36>i = cos0 2 cos(3Ą — # 2 ) - sin(92 2 ) ,
cos(O2-2&1) = oaa8tcoa(3#l—&2)+Bm®Bw@&-#)

Badając stany ustalone przyrównujemy do zera prawe strony równań (48). Jak widać,
jedynym możliwym rozwiązaniem jest rozwiązanie dwuczęstościowe a, =£ 0 i a2 ¥= 0.

Z przeprowadzonych badań analogowych wynika, że gdy częstość wymuszenia jest
w pobliżu niższej częstości własnej, mamy odpowiedź okresową dwuczęstościową, w której
dominuje składowa o częstości wymuszenia v. Udział drugiej składowej o częstości 3v
jest bardzo mały i praktycznie mamy odpowiedź bliską harmonicznej. Na rys. 2 pokazano
tylko krzywą rezonansową ax = ai(v), gdyż amplituda a2 na wykresie w tej samej skali
jest pomijalnie mała. Na rys. 3 pokazano przebiegi czasowe qx{t) i q2(t) w przypadku
odpowiedzi rezonansowej i nierezonansowej przy częstości wymuszenia v = 0.72.

Ponieważ efekty rezonansu wewnętrznego są w tym przypadku bardzo małe, dlatego
też pominiemy obliczenia analityczne, a przejdziemy do analizy wyższego rezonansu
głównego.

3.2. Analiza drugiego rezonansu głównego — metoda uśredniania. W przypadku gdy częstość wy-
muszenia jest w pobliżu wyższej częstości własnej rozwiązanie układu równań (43) zakła-
damy w postaci,

/= axcos —

g2 = a2cos(vt+&2).

Wykorzystując (25) otrzymamy następujące równania na wyznaczenie amplitud
i kątów fazowych:

= ^ [ C * + 9 ^ f l f l S i n ( 3 ^ # 2 ) ] % s X i

dt

da2

d&,

^ i-*a)]<* •
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gdzie:

Ct. = f,yl{l-b02l)
2, h, = ~/iy(l-6oai)4, MOi = l+yblu, i = 1,2,

W celu wyznaczenia parametrów stanów ustalonych przyrównujemy do zera prawe
strony równań (51),

fla = 0

j = 0
- P sin ??2-i?21«?sin(3^1-^2) = 0

Jak widzimy, w tym przypadku możliwe są dwa typy rozwiązań:
(a) —jednoczęstościowe,

at = 0 i a2 ź 0, (53)

(b) — dwuczęstościowe,

fli ć 0 i a2 ć 0. (54)

Zbadajmy więc stateczność tych rozwiązań. Niech parametrami stanu ustalonego
będą a10, a20, # l 0 i ^ 2 OJ a dostatecznie małymi zaburzeniami od niego będą r]l,rj2,r]zirj^.
Wtedy z równań (51) otrzymamy,

-2vMolr)2 = d 2 i J h . + d22»72 + »23'73 + a24?74 /.«
(55)

gdzie:

«U = -jp-» U = 1,2,3,4. (56)

Równanie charakterystyczne dla równań (55) możemy zapisać w postaci,

X4+A3X
3+A2X

2 + Alk+A0 = 0. (57)

Zgodnie z kryterium Routh-Hurwitza otrzymamy następujące warunki stateczności,

Ao > 0, Ay > 0, A2 > 0, A3 > 0, (58)

ALA2A3-A0A
2

3~Al >0.

Z warunków tych ^43 = 2r(c1 1+c2 2) > 0 jest spełniony zawsze, natomiast dla warunku
^ o = 0 granica stateczności zbiega się z punktami, dla których styczna do krzywych rezo-
nansowych ax i a2 w funkcji częstości v jest pionowa.
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3.2.1. Rozwiązanie jednoczęstośdowe. W pierwszej kolejności rozważymy rozwiązanie jed-
noczęstościowe at = 0 i a2 =£ 0. Podstawiając at = 0 do trzeciego i czwartego równania
w (52) otrzymamy:

— c22va2 — Psin #2 — 0
(v2-wl2)M02a2-Pcos&2+p22al = 0

(59)

Równania te są podobne do tych, które wyznaczają amplitudę i kąt fazowy w pobliżu
rezonansu w układzie o jednym stopniu swobody.

Badając stateczność tego rozwiązania, równanie charakterystyczne (57) przybiera
następującą postać,

(A = 0,
gdzie

(60)

(61)

= 2vc
22,

20 1-

Warunki stateczności są w tym przypadku następujące,

> 0, Atf> > 0, A?> > 0, > 0, (62)

z których trzy pierwsze są spełnione zawsze. Dla czwartego z nich — Atf*, punkty graniczne
pokrywają się z punktami, w których styczna do krzywej rezonansowej a2 w funkcji
częstości v jest pionowa.

2,4 2,6
częstość •&

Rys. 4. Krzywa rezonansowa a2 m a2(v) w przypadku kiedy ay = 0,
stateczna 1
niestateczna) m e t o d a

o o o o o —wyniki analogowe

Na rys. 4 pokazano krzywą rezonansową a2 s a2(y) dla rozwiązania jednoczęstoś-
ciowego, w przypadku gdy częstość wymuszenia jest w pobliżu drugiego rezonansu głów-
nego. Na rysunku tym pokazano także krzywą rezonansową znalezioną na maszynie ana-
logowej. Jak widać wyniki metody uśrednienia są bliskie wynikom analogowym i potwier-
dzają w tym przypadku słuszność zastosowania metody uśrednienia.
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3.2.2. Rozwiązanie dwuczęstościowe. Rozważymy teraz rozwiązanie dwuczęstościowe (54),
a więc at =ć 0 i az ¥= 0. Aby wyznaczyć parametry stanu ustalonego dla tego typu roz-
wiązania, równania (52) rozwiązano za pomocą maszyny cyfrowej i znaleziono ax a (ti(v),
a2 s a2(v), &x = ^iO')3 i ®z s ^ M - Na rys. 5 pokazano at s a^v) i a2 m az{y), które

2,4 2,6
częstość

Rys. 5. Krzywe rezonansowe dla rozwiązań dwuczęstościowych, (a)«! = a^Y\av^ = av/3(v), (b)a2 a a2(v)
i a, = av(v),

• — stateczna 1
niestateczna! m e t o d a uśrednienia,

o o o o o .— wyniki analogowe

spełniają układ równań (52). Z badania stateczności wynika, że warunki (58) są spełnione
w przedziałach A—B i C—D, zawierają się więc w nich stateczne rozwiązania dwuczę-
stościowe. Rozwiązania niestateczne zawierają się w przedziałach,

A~FiB~C - Ao < 0,
E-F - A1 < 0 i A2 < 0, (63)
E-D ~ Ao < 0, Ax < 0 i A2 < 0.
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Jak widzimy, możliwe są w tym przypadku dwa typy rozwiązań dwuczęstościowych.
W pierwszym z nich reprezentowanym przez gałąź C—D, wielkość amplitudy a2 jest
zbliżone do tej kiedy ax = 0. W drugim typie, reprezentowanym przez gałąź A—B, domi-
nują drgania o częstości v/3 z amplitudą a±, mogącą osiągnąć wartość nawet dziewięcio-
krotnie większą niż amplituda a2 dla drgań o częstości wymuszenia v,

P : 2,0

Pcosłt

- q,U)

q,W

—VVVVVVXA/VAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
sktadowe
harmoniczne

Rys. 6. Przebiegi czasowe qt(t) i q2{t) oraz ich analiza harmoniczna przy częstości v — 2.04;
(a) i (b) — rozwiązania dwuczęstościowe, (c) — rozwiązanie rezonansowe jednoczęstościowe

Dla weryfikacji wyników metody uśrednienia, przeprowadzono badania analogowe
modelując równania ruchu (41), Badania analogowe potwierdziły istnienie dwóch typów
okresowych dwuczęstościowych — ilustruje to rys. 6. Pierwszy typ odpowiedzi przed-
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stawiony na rys. 6a charakteryzuje się dużymi amplitudami, a dominującymi w nim są
drgania o częstości v/3 z amplitudą ar/3. Wpływ drgań o częstości wymuszenia v z ampli-
tudą a, jest mały, i drgania układu są podobne do tych jak dla pierwszego rezonansu
głównego. Drugi typ odpowiedzi przedstawiony na rys. 6b charakteryzuje się mniejszymi
amplitudami, występują te same składowe harmoniczne co i poprzednio, z tym że udział
składowej o częstości wymuszenia jest w tym przypadku większy. W obu przypadkach
drgań dwuczęstości owych amplitudy są znacznie większe niż w przypadku drgań rezo-
nansowych jednoczęstościowych. Na rys. 7 pokazano krzywe rezonansowe av/3 s av/3(v)

1.98 2.00 2.02 2,04
częstość 5

Rys. 7. Krzywe rezonansowe znalezione na maszynie analogowej,
rozwiązania dwuczęstościowe z amplitudą ay/3,
rozwiązania dwuczęściowe z amplitudą av

rozwiązanie rezonansowe jednoczęstościowe

\ av = ap(v) dla drgań dwuczęstościowych, tj w przypadku występowania rezonansu wew-
nętrznego. Pierwsze z drgań reprezentowane jest przez gałąź a—b dla składowej o częstości
r/3 z amplitudą av/3, a przez gałąź a'—b' dla składowej o częstości wymuszenia v z ampli-
tudą a„. Dominują w nim drgania o częstości v/3, przy czym ze wzrostem v amplituda
ich gwałtownie rośnie. Amplituda składowej o częstości wymuszenia v nie ulega większym
zmianom. Drugie z drgań dwuczęstościowych, gałąź c—d dla składowej o częstości v/3
i c'—d' dla składowej o częstości v, zachowuje się odmiennie od poprzedniego. Ze wzrostem
częstości v amplituda ap/3 maleje, natomiast amplituda a„ rośnie i na końcu przedziału
staje się bliska amplitudy rozwiązania rezonansowego jednoczęstościowego. Na rys. 8 i 9
pokazano przebiegi czasowe qt(t) i qz(t) wraz z ich analizą harmoniczną przy częstoś-
ciach v = 2.00 i 2.06, a więc dla częstości bliskich skrajnym dla tego typu rozwiązania.
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P cosiH

q2[i)

VWAAA/WWVAA/WVAA/WWWWV1- •J/3 ł
składowe
harmoniczne

Rys. 8. Przebiegi czasowe qi(t) i ?2( ') oraz ich analiza harmoniczna przy częstości wymuszenia v = 2.00;
(a) — rozwiązanie dwuczęstościowe (gałąź a—b na rys. 7),
(b) — rozwiązanie dwuczęstościowe (gałąź c—d na rys. 7),
(c) — rozwiązanie rezonansowe jednoczęstościowe

Dla porównania wyników uzyskanych przy pomocy uśrednienia z wynikami analo-
gowymi, naniesiono te ostatnie na rys. 5. Jak łatwo zauważyć wyniki obu metod nie zga-
dzają się ani nie są sobie bliskie, dotyczy to zwłaszcza zakresów częstości, w których
występują drgania dwuczęstościowe. Jeśli przyjmiemy, że bliskie rzeczywistym są wyniki
analogowe, to musimy stwierdzić, że wyniki uzyskane metodą uśrednienia są nie do przy-
jęcia, chociaż postać założonego rozwiązania, zawierającego dwie składowe harmoniczne
jest zgodna z wynikami analizy analogowej.

Zastanówmy się w czym należy upatrywać błędnych wyników jakie dała metoda uśred-
nienia. Jak już wspomniano w p. 2.1 powodem tych rozbieżności może być założenie
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P cos i) t

-10
5

\ A A A A A A A A A I .
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składowe
harmoniczne

• q , ( t )

Rys. 9. Przebiegi czasowe £i(/) i g2(t) oraz ich analiza harmoniczna przy częstości wymuszenia v = 2.06,
(a) — rozwiązanie dwuczęstościowe (gatąź a—b na rys. 7),
(b) — rozwiązanie dwuczęstościowe (gałąź c—rf na rys. 7),
(c) — rozwiązanie rezonansowe jednoczęsciościowe :

w rozwiązaniu układu równań (41) dla współrzędnych q± i q2 zapisanych w postaci (32),

+a2cos(vt +<&2)

qz =
(64)

współczynników postaci własnych b02l i b021 takich jak dla układu liniowego.
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Przeprowadzimy więc obliczenia analityczne wykorzystując metodę Ritza, która jak
wiadomo nie wprowadza żadnych założeń upraszczających odnośnie postaci drgań
układu.

3.3. Analiza drugiego rezonansu głównego — metoda Ritza. Przepiszemy jeszcze raz równania
ruchu (41) w nieco przekształconej formie,

tf2)3 = 0,
B2(t) = q1+yq2 + x2q1-Pcosvt = 0, *• '

i zgodnie z (33) poszukajmy rozwiązania w postaci:

(66)

q2 = a1b2i_a

Dla uproszczenia zapisu rozwiązanie (66) przepiszemy w formie,

q2 = aib21cos{0l

gdzie:

Nieznane wielkości a 1 ; a2, fe2i> *22> #n> ^12. ^i i 2̂ wyznaczymy podstawiając
przybliżone rozwiązanie (67) do równań ruchu (65) i wykorzystując zależność (35).
Otrzymamy wtedy,

[x2-v2(l+yb22cosd2)]a2 = Pcost?12. (68)

--v2ya1b2i,%m.d!L = 0,

+aia2(l-b21)cos&~a1a2(l-b21)b22cos(&-02)]\al = 0,

3 f
[(i'2-l)52 2cos 5 2 + 1+A*/V*22 sin d2]a2+-j fi{al+2aja2(l -b21)

2 -
fi{al+2aja2(l -
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fi(\b2ja1a2[ńn&b22m( 2)]ai = 0, (69)
4 J

(l-v2)a2b22ńnd2-/Litva2(l-b22co$ó2)+jĄ[4bl2+2ctla2(l-b2l)b22

~al(l-b2l)
3sin#-ai

2b
222sm2d2\+a3

2b2z]smd2-~al(l-b2l)
3sin#-ai

2b
222sm2d2\ = 0.

gdzie: •& = 3#tl-&12.
Z analizy równań (68) wynika, że s in^ = 0, gdyż równanie

— v2aLb21sm61 = 0, (69)

jest spełnione tylko wtedy gdy sin 5X = 0, ponieważ dla rozwiązań dwuczęstościowych
zarówno aL jak i bzl są różne od zera. Ostatecznie układ równań (68) redukuje się do-
siedmiu równań z niewiadomymi: ax,a%, b21, b22, •&, $ i 2 i $2- Równania (68) wyprowa-
dzono przy uwzględnieniu, że sino] = 0. Aby wyznaczyć parametry stanów ustalonych
dla rozwiązań dwuczęstościowych należy rozwiązać układ równań (68).

W dalszych rozważaniach ograniczymy się do przypadku kiedy tłumienie jest równe
zero, co znacznie uprości nam obliczenia, a nie powinno mieć istotnego wpływu na otrzy-
mane wyniki za wyjątkiem obszaru częstości, gdzie rozwiązanie osiąga maksymalne
amplitudy. Równania (68) dla tłumienia równego zero redukują się do układu czterech
algebraicznych równań nieliniowych z niewiadomymi alt a2, b21 i b22,

= 0 ,

m P,

(70)

Jak należało oczekiwać możliwe są dwa typy rozwiązań: jednoczęstościowe: ax = 0
i a2 7̂  0 i dwuczęstości owe: at # 0 i a2 ¥= 0.

Skoro metoda uśrednienia dała wyniki zgodne z analogowymi w przypadku rozwiązania
jednoczęstościowego, zajmiemy się obecnie tylko rozwiązaniem dwuczęstościowym.
Rozwiązano w tym celu równania (70) przy pomocy maszyny cyfrowej. Na rys. 10, na
którym pokazano wyniki analogowe, pokazano także a1 = ax{v) i a2 = a2iy) które speł-
niają układ równań (70).
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1.98 2.00 2.02 2.04 2,06
częstość 0

Rys. 10. Krzywe rezonansowe dla rozwiązań dwuczęstościowych, (a) «j m ai(v) i av/3 a a,/i(v), (b>
a2 a a2(y) i a, m af(y),

1 — stateczna t
niestateczna! m e t o d a R l t z a '

o o o o o —wyniki analogowe

Jak łatwo zauważyć, wyniki z metody Ritza są bardzo bliskie analogowym, zarówno-
jeśli chodzi o zakres częstości w jakim występują rozwiązania dwuczęstościowe jak rów-
nież i wielkość amplitud.

3.4. Dragania prawie-okresowe. W trakcie badań analogowych okazało się, że dla częstości
wymuszenia v e <2.20, 2.30>, oprócz drgań harmonicznych odpowiadających drugiemu,
rezonansowi głównemu, mogą pojawić się drgania prawie-okresowe o znacznych ampli-
tudach. Z przeprowadzonej analizy harmonicznej wynika, że w odpowiedzi dominują
dwie składowe harmoniczne: jedna, podobnie jak poprzednio o częstości wymuszenia v
i druga o częstości nieco niższej niż v/3, którą oznaczymy symbolem m^. Częstości te
nie są współmierne, stąd odpowiedź układu jest prawie-okresowa. Dla ustalonej częstości.
wymuszenia v = 2.25 zarejestrowano przebiegi czasowe, które pokazano na rys. 11.
Na rys. 12 pokazano wykresy: amplitudy o częstości v, a, s a„(V) i amplitudy o częstości



P = 2.0 , ? s 2,25

P COS 0 t

C)

0
-s

q , ( t )
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Rys. 11, Przebiegi czasowe oraz ich analiza harmoniczna przy v = 2.25,
(a) — rozwiązanie prawie-okresowe,
(b) — rozwiązanie rezonansowe jednoczęstościowe,
(c) — rozwiązanie nierezonansowe jenoczęstościowe.

2,20 2,25
częstość

230

Rys. 12. Zmiany amplitud składowych o częstościach v i &it dla rozwiązania prawie-okresowego

[368]
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Rys. 13. Trajektorie w stanie ustalonym dla rozwiązania prawie-okresowego przy częstości v = 2.25

c&x, a^i s af^(v). Na rys. 13 pokazano trajektorie w stanie ustalonym na płaszczyznach
fazowych [qL) # J i \q2iq^ dla v = 2.25.

Wzmianki o drganiach prawie-okresowych w układach z rezonansem wewnętrznym
wykrytych na drodze symulacji analogowej i cyfrowej znaleźć można w pracach [30, 31,
35, 53], lecz nie podjęto jeszcze prób teoretycznego wyjaśnienia tego zjawiska i zagadnienie
to wymaga dalszych badań.

4. Wnioski

Analiza zjawiska rezonansu wewnętrznego w pobliżu rezonansów głównych układów
o wielu stopniach swobody przeprowadzona za pomocą analitycznych metod przybli-
żonych i symulacji komputerowej pozwala na sformułowanie następujących wniosków:
— Zgodnie z wynikami wcześniejszych prac, istotą zjawiska rezonansów wewnętrznych

jest pojawienie się w odpowiedzi rezonansowej dodatkowych składowych harmo-
nicznych, oprócz składowej o częstości wymuszenia, tak że przybliżone rozwiązanie

w postaci,

4 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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qt(t) = alkcos(vt + i\) + ^aiscos(Nksvt+•&,), v % mk, (71)

i = 1,2, ..., rc, * ?= &,

gdzie: iVts = —^-,
c o k

 : i

prawidłowo opisuje odpowiedź układu jako funkcji czasu.
— Wyznaczenie analityczne krzywych rezonansowych aik = aik(y),ais = ais(v),s — 1, 2, ...

,.,, k— 1, fc+1,..., r, za pomocą powszechnie stosowanej w literaturze metody uśred-
nienia może prowadzić do istotnych jakościowo rozbieżności z wynikami symulacji
komputerowej. Błędy te są konsekwencją założenia upraszczającego nierozłącznie
związanego z tą metodą — założenia, że stosunki amplitud poszczególnych harmonicz-
nych są równe współczynnikom postaci własnych układu liniowego, tj.,

~L = b O i k ; - £ * - = &.«.; * - l , 2 , . . . , n . ( 7 2 )

Natomiast metoda Ritza, która nie narzuca tego uproszczenia w rozwiązaniu (71), pozwa-
la traktować wszystkie amplitudy ais, aik, i = 1,2, ...,«, s = 1, 2, ..., A:— 1, k+l, ...,r,
jako niewiadome, prowadzi do wyników zgodnych z wynikami symulacji komputerowej.
— Efekty rezonansu wewnętrznego mogą powodować drgania o amplitudach wielokrot-
nie większych niż te, które występują w układach bez rezonansu wewnętrznego. I tak
w badanym szczegółowo układzie o dwóch stopniach swobody, w pewnym obszarze
częstości wymuszenia ve<1.98, 2.07), dodatkowa składowa harmoniczna o częstości
v[3 jest prawie dziesięciokrotnie większa od amplitudy składowej podstawowej. Przykład
ten nasuwa wniosek, że w analizie drgań rezonansowych układów nieliniowych powinna
zawsze być rozważana sprawa niebezpieczeństwa rezonansów wewnętrznych.
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P e 3 K> M e

ilBJIEHHH BHYTPEHHHX PE3OHAHCOB B HEJIHHEftHMX KOJIEBATEJIBHBIX

CHCTEMAX

B HanHoft CTaTbe paccMOTpHBaeTCsi coCTOHHHe snainrii B o6nacTH Hccne/coBaHirii BHyTpeHHero pe-
30Hanca B HejiHHeiiHbix KOJieSaTejiLHbix cucTeiaax. B pa6oTy BKJiioieubi HeKOTopwe HOBbie pe3yjibiaTbi

B cjiy^ae BHyTpeHHero pe3onaHca Tuna a>2 = 3coi B cucieMe c flByiviH CTeneHHMH CBoSoflw,
Ky6HHecKoro rana H rapMOHiraecKtiM BHeniHHM B036y>Kfl;eHHeM. BS.MH ncnoJib3OBaHbi

TeopeTH^ecKKX MeTofla: MeTOfl PiiTua u Aieios ycpe^HeHHH. Koncttiwe pe3ynbiaTbi npoBepHJiHCh
ypaBHeiiHH HBHHCCHIIH Ha aHairoroBOH Bw^mciiKTejibHoii MauiHHe. Ebino ycTaHOBjieHo,

B o6wacTii BToporo OCHOBHOITO pe3onanca cjie^CTBneM BHyTpeHHero pe30HaHca Moryr HBjiHTbCH flBy-
KOJie6aHna, aMnniiTy^M KOTOPWX MHoronpaTHo npeBbiuiaiOT Te3 KoTopbie BbicTynaMT B cny-

yae CHCTeMbi c oTcyTCTBHeiw BHyTpeHHero pe3onaHca. JJoiwHHHpyiomeft HBjiaeTCH Ta rapMOHHiecKaa,
coCTaBjiaiomaHj lacTora KOTopoii poBna 1/3. yacToTbi B33oy>KfleHna. Ebino noKa3ano ^TO pe3yjiŁTaTŁi
nojiyieHHŁie no Merofly Pn-rqa, coriracyioTca c IŁMH KoTopbie SMJIH noJiy^eHbi nyTe.w CHMynHuan, B TO
speMH r<ai< Merofl ycpe^HeHHH Beflei K KayecTaeiino apyraM pe3yjibTaT0M. KpoMe Toro 6 H H O nor<a3aHo
•<no B o6jiacTH BToporo ocrioBHoro pe3onaHca BO3Mo>Kenw

S u m m a r y

THE PHENOMENA OF INTERNAL RESONANCES IN NONLINEAR VIBRATING SYSTEMS

The paper presents a survey of the recent literature on the problems of internal resonances in nonlinear
vibrating systems, and gives some new results on the internal resonance of order co2 = 3a>! in a two-degree
of-freedom system subjected to harmonic load. Two theoretical methods are used: the Ritz method and
the averaging method and results are verified by an analog computer simulation. It is shown that in the
neighbourhood of the second principle resonance the two-frequency oscillations occur with the amplitude
of the subharmonic of order 1/3 considerably higher than that of the fundamental harmonic component.
The Rifz method gives results very close with those of analog computer simulation whereas results obta-
ined by the averaging method are qualitatively different with them. It is also shown that there occurs
steady-state almost-periodic response in certain region of the excitation frequency.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 25 września 1984 roku.
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1. Wstęp

W Instytucie Mechaniki Stosowanej Politechniki Poznańskiej prowadzone są badania
własności plastycznych austenitycznych stali kwasoodpornych podczas statycznych i dyna-
micznych obciążeń złożonych. Prace te objęte były problemem węzłowym 05.12, a obec-
nie przystępując do realizacji harmonogramu badań założono, że będą wykonywane próby
statycznego i dynamicznego skręcania na próbkach rurkowych poddanych wstępnemu
obciążeniu rozciągającemu.

Przyjęto że podczas dynamicznego obciążenia skręcającego maksymalna prędkość od-
kształcenia postaciowego będzie rzędu 102 s"1.

W następnych punktach tego artykułu przedstawione zostaną szczegóły konstrukcyjne
oraz wyniki testowania stanowiska zaprojektowanego do prób w wyżej podanym zakresie.
Stanowisko to powstało na bazie własnego, wcześniej zbudowanego urządzenia do dyna-
micznego skręcania, które opisano w [1]. Wstępne informacje o zmodyfikowanym stanowisku
podano w [2]. Przytoczone będą również obliczenia stanu naprężenia w próbce, oraz
pierwsze wyniki badań.

2. Przegląd literatury

Literatura dotycząca prób w złożonych stanach naprężenia jest bardzo obszerna.
Temat ten doczekał się szeregu opracowań syntetycznych, z których wymienić można
monografie [3] i [4]. Wykonanie badań dynamicznych w złożonym stanie naprężeń wy-
maga budowy odpowiednich stanowisk badawczych, a w przypadku dużych prędkości
odkształceń — również zastosowania zaawansowanej techniki pomiarowej. Poniżej
omówione zostaną skrótowo urządzenia do prób skręcania z rozciąganiem, należące do
następujących grup:

a) stanowiska, w których wszystkie składowe obciążeń mają charakter dynamiczny,
b) stanowiska, w których tylko jedna składowa obciążenia ma charakter dynamiczny,

a druga — statyczny.
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Zwięzły opis urządzeń należących do grupy a) rozpocznijmy od konstrukcji U. S. Lind-
holma i L. M. Yeakley'a [5], umożliwiającej jednoczesne skręcanie z rozciąganiem
realizowane przy pomocy urządzenia pneumatycznego. W urządzeniu H. Fukuoki
i T. Masui [6] dynamiczne rozciąganie uzyskiwano za pomocą ciężaru opadającego na
płytę przymocowaną do próbki, a udar skrętny wywierał młot wahadłowy uderzający
w występ płyty. W pracy [7] opisano sposób realizacji dynamicznego skręcania i rozcią-
gania w chwili wyzwolenia energii sprężystej zmagazynowanej we wstępnie skręconym
i rozciągniętym pręcie połączonym z próbką.

Stanowiska, w których tylko jedna składowa obciążenia ma charakter dynamiczny
bazują często na zasadzie pręta Hopkinsona. A. Hojo i A. Chatani opisali [8] takie właś-
nie rozwiązanie problemu — skrętny pręt Hopkinsona uzupełniono o naciąg śrubowy
do wywierania siły osiowej. Impuls skrętny uzyskiwano za pomocą ciężaru opadającego
na dźwignię połączoną z prętem. Z kolei w pracy [9] znajdujemy opis urządzenia, w któ-
rym klasyczny układ Hopkinsona zaopatrzono w odpowiedni naciąg linowy do wywie-
rania statycznego momentu skręcającego.

Bardzo interesujące rozwiązanie konstrukcyjne stanowiska do prób quasi-statycznych
opracowali autorzy pracy [10]. W zakresie prędkości odkształceń od 10~4 do 10"1 s"1

daje ona możliwość osiowego rozciągania z jednoczesnym skręcaniem próbki. Istotnym
elementem jest tutaj łożysko śrubowe, przez które przekazywany jest moment skręcający,
a jednocześnie jego obrót wywiera siłę osiową.

Integralną częścią każdego stanowiska jest próbka. W przypadku cienkościennych
próbek rurkowych istotny jest iloraz grubości ścianki i i średnicy zewnętrznej Dz na
odcinku pomiarowym. Wartości tjDs przyjęte przez różnych autorów podano w tablicy 1.
Tamże przytoczono wartości ilorazu długości pomiarowej /0 i średnicy zewnętrznej,
który pozwala w pewnym stopniu oszacować równomierność rozkładu naprężenia na
długości pomiarowej, a także skłonność do utraty stateczności podczas skręcania powłoki,
jaką jest cienkościenna próbka.

Tablica 1. Charakterystyczne parametry próbek według różnych autorów

Lp.

1

2

3

4

5

6

7

tjD,

0,0312

0,0375

0,0500

0,0526

0,0556

0,0556

0,0714

/o/D.

2,50

71,9

0,714

1,58

0,556

0,278

0,714

Literatura

[5]

[6]

[8]

[10]

[7]

[111

[10]
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Jak wynika z tablicy, iloraz tjDz mieści się w przedziale od 0,03 do 0,07, natomiast łQjDz

przyjmuje rozmaite wartości zależnie od przeznaczenia próbki w poszczególnych bada-
niach.

3. Własne stanowisko badawcze

Na rysunku 1 pokazano budowę własnego stanowiska do statycznego i dynamicznego
skręcania ze wstępnym statycznym rozciąganiem próbki. Cienkościenna próbka rurkowa

3 10 55

Rys. 1, Stanowisko badawcze

I jest mocowana w gniazdach uchwytów 2 i 3 za pomocą sworzni 4. Uchwyt 2 jest łożys-
kowany obrotowo, nieprzesuwnie za pomocą dwu łożysk kulkowych poprzecznych
i jednego łożyska wzdłużnego. Pokręcając nakrętką 5 osadzoną na gwincie śruby tworzą-
cej całość z uchwytem 3, dzięki suwliwemu łożyskowaniu uchwytu w korpusie, wywołuje
się w próbce statyczny naciąg. Źródłem energii skręcającej próbkę jest drążek skrętny 8
z duralu PA9, połączony za pomocą wielowypustu z uchwytem 2 unieruchomionym przez
zatyczkę 9 wykonaną z metapleksu. Ślimak 6 powoduje obrót ślimacznicy 7 i skręcenie
drążka 8. Zgromadzona w nim energia sprężysta zostaje udarowo przekazana na próbkę
w chwili ścięcia zatyczki. Próby statycznego skręcania wykonuje się bez zatyczki 9. Moment
skręcający przenoszony przez próbkę jest mierzony za pomocą dwóch rozet tensotnetrycz-
nych prostokątnych 10 naklejonych na rurowej części uchwytu 3 i tworzących układ peł-
nomostkowy. Inne dwie rozety prostokątne, połączone również w pełny mostek, mierzą
siłę osiową.

Do pomiaru kąta skręcenia służy zestaw składający się z fotodiody, żarówki i tarczy
II z 300 otworkami wykonanymi na odpowiednio dobranej średnicy. Zasada pomiaru
kąta skręcenia została szerzej opisana w pracy [1]. Układ pomiarowy uzupełnia mostek
tensometryczny Ml000 firmy Mikrotechna i oscyloskop czterokanałowy typu DB 510 A
produkcji Radiotechniki. Zastosowany układ umożliwia wyznaczenie prędkości odkształ-
cenia postaciowego próbki podczas skręcania oraz konstrukcję wykresu skręcania, a także,
kontrolę wartości siły rozciągającej. Nanosząc uprzednio rysy na powierzchni próbek,
można zmierzyć ich trwałe odkształcenia po odjęciu obciążenia. Zaznaczyć należy, że
pomiar kąta skręcenia za pomocą opisanej wyżej tarczy z otworami prowadzi do pewnego.
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błędu przy obliczeniu odkształcenia postaciowego, co jest związane z nieznajomością
dokładnej wartości długości efektywnej próbki, która obejmuje oprócz długości roboczej
również pewną część strefy przejściowej o promieniu R6. Długość efektywną rozumiemy
podobnie jak w zakresie sprężystym (patrz p. 4). Długość ta zależy od geometrii próbki
oraz od stałych materiałowych. Podczas badań w obniżonych temperaturach płyn chło-
dzący doprowadza się do próbki ze zbiornika, w którym temperatura jest stabilizowana
z dokładnością ±0,5° C. Na powierzchnię zewnętrzną ciecz chłodząca spływa przewodem
gumowym 12. Ze względu na cienkościenność przyjęto, że w całej odkształcanej objętości
panuje stała temperatura.

4. Stan naprężeń w próbce

Kształt i wymiary próbki przystosowanej do wyżej opisanego stanowiska pokazano
na rysunku 2. Jest to cienkościenna próbka rurkowa, dla której tjDz = 0,0625, a 1OIDZ =

2-45°

Rys. 2. Kształt próbki ,. .. ;

= 0,938. Wartości tych ilorazów są zbliżone do podawanych w literaturze. Rurkowa
część próbki przechodzi w masywne części chwytowe z otworami na sworznie.

Podczas badań próbka podlega dwom rodzajom obciążeń, a mianowicie rozciąganiu
i skręcaniu. W każdym z tych przypadków jednorodny stan naprężenia panujący pośrodku

; \

I I:[
1

,L.1._L
Rys. 3. Podział próbki do obliczeń metodą elementów skończonych (w płaszczyźnie x = 0)
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długości pomiarowej zostaje zaburzony w okolicach części chwytowych wskutek zmiany
kształtu. Wpływ na rozkład naprężeń w próbce ma również sposób przyłożenia obcią-
żenia za pomocą sworzni. W celu uzyskania informacji o rozkładach naprężeń w próbce,
wykonano obliczenia metodą elementów skończonych, bazując na systemie SESAM-69,
w ramach którego program o symbolu NV333J umożliwia analizę statyczną trójwymiaro-
wego stanu naprężenia [12]. Wykonano oddzielnie obliczenia na rozciąganie i skręcanie,
przyjmując każdorazowo do obliczeń ćwiartkę próbki i dzieląc ją na 51 elementów (rysu-
nek 3). W obliczeniach przyjęto odpowiednie warunki brzegowe wynikające z symetrii
i antysymetrii. Założono również, że naciski sworznia na otwór są stałe wzdłuż osi y,
a dla ustalonego y zmieniają się proporcjonalnie do wartości funkcji cosinus. W obli-
czeniach na skręcanie przyjęto obciążenie o zwrocie zgodnym z osią x.

Najważniejsze wyniki obliczeń przedstawiono na rysunkach 4, 5 i 6 dla wartości
jnomentu skręcającego Mz = 100 Nm i siły osiowej Fz = 10 kN. Jak widać, maksymalne
spiętrzenie naprężeń występuje dla współrzędnej z = 30 mm, czyli w miejscu gdzie kończy
się łuk R6, a rozpoczyna część rurowa próbki. Współczynnik kształtu dla naprężeń rvz

w przypadku skręcania, uzyskany po wykorzystaniu rezultatów obliczeńanetodą elementów
skończonych wynosi 1,086. Współczynnik kształtu dla naprężeń az z obliczeń na rozcią-
ganie wynosi 1,167. Z rysunku 5 wynika, że podczas skręcania maksymalne wartości
naprężeń występują w płaszczyźnie x = 0, choć należy zauważyć, że nierównomierność
rozkładu naprężeń rvt na obwodzie jest niewielka i wynosi około 2%. Efekt ten utrzy-
muje się na długości pomiarowej próbki.
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Rys. 4. Rozkłady najważniejszych składowych tensora naprężenia i naprężeń zredukowanych wzdłuż
osi z na powierzchni próbki uzyskane z obliczeń na: 1 — rozciąganie (y = 0), 2 — skręcanie (x = 0)
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Rys. 5. Rozkład naprężeń ręz na obwodzie próbki dla z = 30 mm

Rys. 6. Rozkład naprężeń az na obwodzie próbki dla z = 30 mm

W przypadku rozciągania maksymalne naprężenia az występują każdorazowo w prze-
kroju y — 0, a maksymalna nierównomierność ich rozkładu na obwodzie próbki wynosi
około 10% dla z = 30 mm (rysunek 6). Występowanie maksymalnych naprężeń ręz

w płaszczyźnie x = 0 podczas skręcania, oraz maksimum az w płaszczyźnie y = 0 podczas
rozciągania można wytłumaczyć zagęszczeniem trajektorii naprężeń wywołanym obec-
nością otworu na sworzeń w części chwytowej próbki.

W zakresie odkształceń plastycznych należy się spodziewać wyrównania poziomów
naprężeń.

Wykorzystując przytoczone powyżej wyniki obliczeń podamy jeszcze „długość efek-
tywną" próbki w zakresie sprężystym, zdefiniowaną jako długość le odcinka obejmującego
część roboczą i pewien fragment próbki o promieniu R6, przy czym:

y = (1)

gdzie: a — kąt obrotu części chwytowej obliczony metodą elementów skończonych dla
przyłożonej wartości Mx,

y — kąt odkształcenia postaciowego na środku długości roboczej,
R — promień zewnętrzny na długości roboczej.
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Wartość y oblicza się ze wzoru

7 Wo-G' W

gdzie: G— moduł na ścinanie,
Wo — wskaźnik wytrzymałości na skręcanie.

Dla przyjętej geometrii próbki oraz G = 0,8077 • 105 MPa uzyskano /„ = 22.60 mm, którą
to wartość należy podstawić do wzoru (1), aby uzyskać y na długości roboczej, znając
kąt obrotu.

5. Skłonność próbki do utraty stateczności

Próbka podczas skręcania z rozciąganiem osiąga stan. sprężysto-plastyczny. Ponieważ
jest ona cienkościenną powłoką, więc grozi jej w tych warunkach utrata stateczności.
Na podstawie zawartych w literaturze rozwiązań stateczności powłoki walcowej skręcanej
w zakresie sprężysto-plastycznym, można wyznaczyć wartość obciążenia powodującego
utratę stateczności. Rozwiązanie takie cytują w postaci wykresu E. I. Grigoluk i W. W. Ka-
banow [13]. Zgodnie z tym rozwiązaniem krytyczny moment skręcający wynosi

Mkr 2Rs + t ' ( 3 )

gdzie: T*—wielkość o wymiarze naprężenia według [13],
Rs — średni promień powłoki,
t — grubość ścianki.

Po podstawieniu danych uzyskano Mkr = 119 Nm. Nie natrafiono w literaturze na roz-
wiązanie podobnego zagadnienia stateczności przy równoczesnym skręcaniu i rozcią-
ganiu. W związku z tym, do oceny wpływu siły rozciągającej na wartość krytycznego
momentu skręcającego wykorzystano rozwiązanie w zakresie sprężystym zawarte w [14],
przyjmując zgodnie z zleceniami literatury [15] moduł sieczny E„ zamiast modułu Younga
E oraz liczbę Poissona v = 0,5. Rozwiązanie to ma postać ogólną

Mkr = AES+BFZ, (4)

gdzie: A, B — współczynniki zawierające wymiary powłoki, parametry kształtu po
utracie stateczności i liczbę Poissona.

Fz — siła osiowa.
Rozwiązanie powyższe ma charakter jakościowy, gdyż dopiero przy odkształceniach
trwałych około 0,024 i module E, = 2 • 10* MPa daje wartości realne. Ważniejsze jest tu
wyjaśnienie wpływu siły osiowej Fz na wartość momentu krytycznego. Obecność siły
zwiększa odporność próbki na utratę stateczności, przy czym wartość drugiego członu we
wzorze (4) praktycznie się nie zmienia przy stałej sile. Przykładowo dla Fz — 10 kN,
gdy Es maleje od wartości równej E do 2 • 104 MPa, to iloraz BFzjAEi zmienia się w prze-
dziale od 0,01 do 0,1. Podobnie dla F2 == 16 kN otrzymano wartości tego ilorazu od 0,02
do 0,17.
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6. Testowanie stanowiska

Testowanie stanowiska rozpoczęto od wyznaczenia charakterystyk siłomierza oddziel-
nie podczas obciążenia momentem skręcającym i obciążenia siłą osiową.

Stwierdzono liniowość jego wskazań w szerokich przedziałach Mz i Fz.
Ważnym problemem było zbadanie, czy wzrost momentu skręcającego nie powoduje

zmiany siły osiowej wywieranej za pomocą nakrętki 5 (rysunek 1). Wyniki trzech wyko-
nanych w tym zakresie pomiarów dla przypadku połączenia uchwytów 2 i 3 sztywnym
wałkiem w miejsce cienkościennej próbki, zilustrowano na rysuku 7. Wynika z niego że

12'

MjNml

Rys. 7. Zależność siły osiowej od narastającego momentu skręcającego

w stanowisku nie ma praktycznie sprzężenia między obciążeniem skręcającym i siłą osiową
tak długo dopóki próbka nie odkształca się trwale w kierunku osiowym. Odkształcenie
plastyczne próbki powoduje spadek siły osiowej co można zaobserwować na oscylogra-
mach dynamicznego skręcania ze wstępnie przyłożoną siłą osiową. Omówienie oscylo-
gramów uzyskiwanych przy zastosowaniu wyżej opisanego układu pomiarowego znaleźć
można w pracy [1]. Z oscylogramów wyznaczono czas zniszczenia próbki podczas prób
dynamicznych, który wynosił 3 do 4 jns, oraz prędkość odkształcenia postaciowego pod-
czas próby. W początkowym stadium odkształcenia prędkość zmienia się w przedziale
od 0,7- 102 do 102 s~x, by później utrzymywać wartość stałą. Poniżej wykażemy, że
próby na omawianym stanowisku mogą być traktowane od strony pomiarowej jako quasi-
statyczne. Analizę tego zagadnienia zawiera praca J. Klepaczki [16]. Zaliczenie próby
do rodzaju quasi-statycznych wymaga spełnienia dwóch warunków:
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a) czas propagacji fali ścinania na drodze próka-czujniki tensometryczne jest dużo
krótszy od czasu próby,

b) pomiarowy przetwornik tensometryczny ma dużą częstotliwość i małą amplitudę
drgań własnych.

Warunek b) jest spełniony, co potwierdziły oscylogramy. Obliczmy teraz czas propagacji
fali ścinania na drodze próbka-czujniki tensometryczne, zakładając że w próbce propaguje
się fala plastyczna, a w uchwycie z czujnikami — fala sprężysta.
Czas ten oszacujemy na podstawie wzoru

(5)

gdzie: lt — 0,015 m — długość robocza próbki (rysunek 2),
l2 — 0,054 m — długość od czoła uchwytu nieruchomego 3 do miejsca nakle-

jenia czujników tensometrycznych 10 (rysunek 1),
g = 7850 kg/m3 — gęstość stali,

G = 8,8 • 104 MPa — moduł na ścinanie dla stali,

= 0,02 G — pochodna naprężenia stycznego względem odkształcenia
postaciowego, której wartość przyjęto dla zaawansowanego
odkształcenia plastycznego.

Rys. 8. Formy zniszczenia próbek: a) — po utracie stateczności, b) — złom na długości roboczej
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Po podstawieniu wartości liczbowych uzyskano / = 0,048 ms, to jest wartość od 60 do 80
razy mniejszą od czasu zniszczenia próbki, co prowadzi do wniosku, że próby mają
charakter quasi-statyczny z pomiarowego punktu widzenia.

Na zakończenie tej części podamy parę uwag na temat form zniszczenia próbek poka-
zanych na rysunku 8. Przypadki uzyskania złomu podczas realizacji programu badań
występują rzadko, gdyż przeważnie próbę przerywa się po osiągnięciu założonych odkształ-
ceń. Pewne utrudnienie badań polega na tym, że przyłożenie zbyt małej siły osiowej może
doprowadzić do utraty stateczności próbki podczas skręcania. Doświadczenia potwierdziły
słuszność przytoczonych w punkcie 5 rozważań na temat wpływu siły osiowej Fz na war-
tość obciążenia krytycznego. Również wartość krytycznego momentu skręcającego około
120 Nm jest dobrym dolnym oszacowaniem tej wielkości w temperaturze otoczenia.

7. Odkształcenia plastyczne austenitycznych stali kwasoodpornych

Opisane stanowisko wykorzystano do badania metastabilnych austenitycznych stali
kwasoodpornych. Jak wiadomo, w stalach tych pod wpływem odkształcenia plastycznego
zachodzi przemiana martenzytyczna. Na rysunku 9 pokazano zależność ilości martenzytu

18-

Rys. 9. Zależność udziału objętościowego martenzytu od intensywności odkształceń plastycznych dla stali
1H18N9 w temperaturze 0°C. 1—rozciąganie, 2—złożony stan naprężenia

od intensywności odkształceń plastycznych dla stali 1H18N9 badanej statycznie w tem-
peraturze 0°C. Punkty pomiarowe uzyskano wykonując 5 prób rozciągania i 3 w złożonym
stanie naprężenia. Te ostatnie realizowano w ten sposób, że utrzymywano stałą wartość
siły osiowej podczas narastania momentu skręcającego. Po odkształceniu, ze środka
części rurkowej wycinano dwie próbki do pomiaru metodą magnetyczną udziału obje-
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tościowego martenzytu. Intensywność odkształceń wyznaczono mierząc przemieszczenia
końców odcinka pomiarowego naniesionego na rurkowej części próbki. Linię przerywaną
widoczną na wykresie wyliczono bazując na zależności podanej przez D. C. Ludwigsona
i J. A. Bergera [17].

Przytoczone w tym punkcie informacje należy traktować jako komunikat o badaniach,
których pełne rezultaty zostaną opublikowane w terminie późniejszym.

8. Podsumowanie

W pracy przedstawiono opis stanowiska umożliwiającego wykonanie prób statycznego
i dynamicznego skręcania ze wstępnym statycznym rozciąganiem próbki. Uzyskano
zakładaną prędkość odkształcenia postaciowego rzędu 102 s"1. Wykazano, że próby
można traktować od strony pomiarowej jako quasi-statyczne.

Zaprojektowano cienkościenną próbkę rurkową. Wykonano obliczenie rozkładów
naprężeń w próbce metodą elementów skończonych. Obliczono współczynniki kształtu
dla przyjętej geometrii próbki oraz zbadano równomierność rozkładów naprężeń na
długości roboczej. Stwierdzono, że niewielka koncentracja naprężeń w okolicach części
chwytowych nie powoduje występowania złomu próbek w tych miejscach. W pracy podano
informacje o wpływie sworzniowego połączenia próbki z uchwytami na rozkłady naprę-
żeń. Przeanalizowano również warunki utraty stateczności przez próbkę obciążoną
momentem skręcającym i siłą osiową w zakresie sprężysto-plastycznym.

Vif artykule przytoczono wyniki pierwszych badań nad wpływem odkształceń plastycz-
nych w złożonych stanach naprężeń na odkształceniową przemianę austenitu w stali
nierdzewnej.
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P e 3 IO M e

yCTPOńCTBO JJJIfl HCntlTAHHa HA KPy*ffiHHE CO CTATH^ECKHM
PACnDKEHHEM

B cTaite flaHo onncairne yciponcTBa HJIH ciaiHiecKHX H flHHaMH^ecKHX HcnfanaHHtt Ha Kpyqemte
co craTH^iecKHM pacra>KeHHeM TOHKocreHHoro o6pa3qa. C Hcnojn>30BaHKeM MeTofla KoHetmbix sjieiweH-
TOB aHajiH3npoBaHo cocTOHHHa Hanpn)KeHHft B o6pa3ne. CTaTBH coflepwaeT 3aMeiaHHH Ha Teiwy ynpyro-
nnacTHtiecKOH ycToft^HBociH o6pa3tta BO BpeMH HcnbiraHHił Ha KpyueHue c pacTH>KeHHeM.

B KOHtie ciaTBH npeflCTaBncHO nepBbie pe3yjn.TaTbi HcnbiiaHUH AetJ)opMaiwoHHoro
aycreHHTa B HepHOBeromeii

S u m m a r y

APPARATUS FOR TORSION TESTS WITH STATIC TENSION

In the paper an apparatus for static and dynamic torsion tests with static tension of a thin-walled
specimen is described. With the use of finite elment method the states of stresses in the specimen have
been analysed. The paper contains remarks on elastic-plastic stability of the specimen during torsion
tests with tension.

At the end of the paper some experimental results of strain-induced austenite transformation in
a stainless steel are presented.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.
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ISTNIENIE CAŁKI ENERGII W WYBRANYCH OBSZARACH
OPŁYWU PROFILU CIECZĄ DOSKONAŁĄ
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Oznaczenia:

z — zmienna zespolona w płaszczyźnie fizycznej
~z — zmienna zespolona sprzężona do zmiennej zespolonej z
f — zmienna zespolona w płaszczyźnie pomocniczej
a — promień walca opływanego
w— potencjał zespolony opływu profilu w płaszczyźnie fizycznej
W—potencjał zespolony opływu walca w płaszczyźnie pomocniczej

vx — prędkość zespolona przepływu jednostajnego w nieskończoności
F— cyrkulacja
0 — funkcja potencjału piędkości
W—funkcja potencjału prądu

Re(z)— część rzeczywista liczby zespolonej z
Im(z)—• część urojona liczby zespolonej z

Q — obszar opływu profilu
8£2— brzeg obszaru Q
Q' — obszar opływu walca (w płaszczyźnie pomocniczej)

8Q' — brzeg obszaru Q'

1. Wstęp
• = . ' . • • ' . • • ; ! ' • ; « > ? • ' • • < , ' - .

W wielu zagadnieniach przepływowych używa się do opisu ruchu płynu rachunku
wariacyjnego. Prowadzi to do ujęcia ruchu płynu w kategoriach energii [3]. Obszar,
w którym poszukuje się rozwiązania może być nieskończony a ponadto profil może posia-
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dać ostrze. W tych przypadkach należy zbadać zachowanie się pierwszej wariacji funkcjo-
nału w otoczeniu ostrza oraz w obszarze nieskończonym. Badanie to wynika z następu-
jących faktów

— dla cieczy doskonałej przy opływie ostrza prędkość staje się w otoczeniu ostrza
nieskończenie duża [1, 2]

—• przy opływie pojedynczego profilu całkowita energia kinetyczna w obszarze opływu
jest nieskończona [1, s. 52]

Drugi fakt skłania do wydzielenia z całej płaszczyzny fizycznej tej części obszaru,
w którym całka z energii kinetycznej będzie skończona. Ruch cieczy doskonałej opisany
jest równaniem Laplace'a [2, 5]. Jeśli przyjmiemy, że na brzegu obszaru składowa nor-
malna prędkości jest daną funkcją p to opis ten jest równoważny poszukiwaniu funkcji
potencjału prędkości 0, który nadaje minimum następującemu funkcjonałowi [3]

J(0) = JL f V&V&dxdy- i 0-p(s)ds; 0 e C ^ n C ' f d . Q ) . (1)
A a aa

Minimalizacja funkcjonału (1) prowadzi do minimalizacji całki (— /pdQ) dla zadanych
a

warunków brzegowych (jest to zasada Batemana [4]). Ze względu na to, że wymiar wyra-
żenia (1) jest [J/kg], funkcjonał (1) bywa również nazywany funkcjonałem energii.

Do zależności (1) możemy wprowadzić potencjał zespolony w(z) opływu profilu,
wówczas:

J(w) - 4- i $LJ»ttxdy- f Re[wOO] • p(s) • * . (2)
2 i dz dz sii

Ze względu na równość energii kinetycznych w odpowiadających sobie obszarach w płasz-
czyźnie fizycznej i pomocniczej [1, s. 66] do badania zachowania się funkcjonału (2)
wygodniej będzie przejść do płaszczyzny pomocniczej, w której znana jest postać poten-
cjału zespolonego W(C) cyrkulacyjnego opływu walca [2],

Przy rozwiązywaniu zagadnienia opływu płynem ściśliwym jako pierwsze przybliżenie
przyjmuje się rozwiązanie zagadnienia opływu cieczą doskonałą (równania różniczkowe
rządzące przepływem płynu ściśliwego są nieliniowe [2] a pierwsza wariacja funkcjonału
energii nie jest funkcjonałem liniowym). Dlatego zbadanie istnienia I wariacji funkcjonału
(1) jest zagadnieniem podstawowym.

Zagadnienie istnienia I wariacji funkcjonału (1) przedstawiono na przykładzie profilu
o kącie ostrza ó = 0 (profil Żukowskiego) oraz profilu o kącie ostrza <5 > 0 (profil
Karmana-Trefftza).

2. Badanie istnienia całki (2) w punkcie osobliwym profilu o jednej stycznej

Dla zobrazowania zagadnienia zajmiemy się profilami uzyskanymi z odwzorowania
zewnętrza koła za pomocą funkcji Żukowskiego [2]
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* - C + y ; \t\>a, (3)

dla której funkcja o d w r o t n a jest postaci :

C = -7r(z+ l / z 2 — 4 a 2 ) : Izl > 2 a , C4>

oraz
rfC 1 2+ ]/z2-4«2

dz 2 ]/z2-4a?

Zatem:

dw dW L

(5)

d£ _£_ 1 p,
dz'

r j _ W r o « 2 \ /„ r i -w-oo«
2\ JC

^z dz "

gdzie funkcja/(^(z)) jest rzeczywista i ograniczona w obszarze Q. Natomiast funkcja g(z)
jest określona wzorem: , •

- — - ^ 1 z + i/z2~4a2 Iz+ Vz2-4a2

~ dz dz " T yz
2-4ai '' \ |/?3-4«2

1 zz+z- ]/z2-4a2 + {z \/z2-4ai)+ )/z2-4a2 ^z2-4a
— , " • • • ( ,/J

4 ]/z2-4a2y/z2-4a2

i jest funkcją rzeczywistą. Licznik funkcji g(z) jest funkcją ograniczoną w obszarze ogra-
niczonym, gdyż

|z2+z ]/z2 - 4a2 + z j/z2 - 4a2 +

max z-z + z ]/z2 - 4 a 2 + z ]/z2 - 4az + ]/z2 - 4a2 \/zr~ 4a2\ = A ;

Funkcja g(z) posiada osobliwość w punkcie (x,y) = (2«, 0). Zbadajmy teraz istnienie
całki (2) w obszarze Qe (rys. 1) zawierającym punkt osobliwy (x, y) = (2a, 0). Zatem

CtW UW Y 1 { n/x., \ \ , r \ T 7 ^'/l-/ S \ . __ ^ \ T /n\



390 M. J. ClALKOWSKI

gdzie:
/ , = _ _

dx- dy
(9)

gi (z) = ~\zz + z\/z2- 4a2 + (z j/z2 - 4a2) + j/z2' - 4a2 \lz2 - 4a2],

max \gi(z)\ = -cA.

Zagadnienie istnienia całki It sprowadziliśmy do badania istnienia całki I2. Dalsze roz-

Rys. 1.

ważania wygodniej będzie przeprowadzić w lokalnym układzie współrzędnych o początku
w punkcie osobliwym (rys. 1), wtedy:

A = {(*>)')'-x = 2a+Q • cosy, y = Q-sinq>, 0 < Q < e,

O ^ ^ 1 ^ ^ , <p2 ^ <P ^ 2 J T } ,
e ipi In

Ł - f - ^ ^ - ^ ; f f f + f)
J. -./_2 /ł«2./^2 ,H„2 J \J J I l/p2(16fl2

0 0

Stosując podstawienie <p = 2& otrzymamy:

4o 2 u 4a 2 n 2

f ^-dP i? r\ d& _ f 2dP i r r f \ ^
~ J l+/> U + J/ |/i-żt2sin2^ ~ J 1+p U + J J / l/l — fc2si0 jft

2
o 5 0

]/1 - kh'm2®

4 8
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gdzie funkcje FU^-, k\, F(n, k), W - y , kj są całkami eliptycznymi I rodzaju [6]. Dla

k2 < 1 całki eliptyczne I rodzaju posiadają wartość skończoną. Ponieważ F{TC, k) =

= 2F(n/2, k) oraz —• ^ ~- < —, stąd 0 < <p2-fi *S %—cpi < m,

więc:

f
2 J l +/7

= 4
4a

Zatem na mocy monotoniczności funkcji JF (-?? mamy:

max max

, k(p)\
/

ax F\^-, k(p)\

—

= max /(£(?))• max g,(z)- 4F&, Je) -ln(l + ^ -

gdzie:

( 9 b )

(10)

4 a 1 6 f l ' £

•

Dla k = 1 (p = 1, Q = Ad) funkcja podcałkowa w (9a) przyjmuje postać

1 1
\/l + 2p cos <p+p2

i posiada osobliwość dla q> = n. Punkt o współrzędnych:

x = 2a+QCoscp/(4.a,n) = - 2 a ,

y = Q • sin95/(4a>n) = 0,
jest drugim punktem osobliwym profilu. Punkt (x, y) = (-2a, 0) leży we wnętrzu profilu
(<Pi < %, q>2 > 7i) jeśli koło w płaszczyźnie pomocniczej ma środek poza początkiem
układu współrzędnych. Całka I2 jest wtedy ograniczona. Jeśli koło w płaszczyźnie pomo-
niczej ma środek w początku układu współrzędnych, wówczas profil redukuje się do
odcinka mającego końce w punktach (—2a, 0) i (2a, 0) [6]. Musimy zatem zbadać zacho-
wanie się całki w otoczeniu punktu (—2a, 0). Dla profilu o wielu punktach osobliwych nie
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leżących we wnętrzu profilu obszar Qe dzielimy na podobszary Qe., i = 1,2, ..., N z któ-
rych każdy zawiera tylko jeden punkt osobliwy i badamy zachowanie się całki I2 w obsza-

w !;
rze i3e = U &»,> Dla powyższego przypadku obszar QH jest określony następująco:

1 = 1

- cosq9, j ; = e - s i n c > , 0 «Ś g < e ^

0 < <p

przeto:

«i 2.-t 4a 2JI

dpdę
= f . f ^ - < ? ^ = f f — =

r f__ dPd& - i f f
J J l/i 4-2nC0S#4-n2 J J |/l+2/?cos^+Jp 2

et ^ «l
47 2 "4a"

2c/» f ii? f „ /TC , , ,\ 2dp
Y ~ , I ' ;'—'" ' ~ — I - « i I r* j ^ X y J l i i '

U 0 ' 0

Ponieważ et < Aa a stąd & < 1, więc całka (11) jest ograniczona i zachodzi oszacowanie
(10).

3. Badanie istnienia całki (2) w otoczeniu punktu osobliwego profilu
z ostrzeni o dwóch stycznych

Przykładem profilu mającego w ostrzu dwie styczne jest profil Karmana-Trefftza
(profil sierpowy), którego ostrza są położone symetrycznie względem osi urojonej i leżą
na osi odciętych w punktach {-mc, 0) i {mc, 0) [2].

Profile Karmana-Trefftza otrzymuje się przez odwzorowanie zewnętrza koła o środku
na osi urojonej według funkcji:

m > 1,

dla której funkcja odwrotna jest postaci:

(z+mć)m -{z-mc)m

oraz:
d£ 4c^ h(z)

1dź !_1 J. 7Tj:
( 2 2 - m V ) ' " [ ( 2 +m C )" ' - (z-m C ) ' " ] J ( z

2 - m 2 c 2 ) m
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gdzie funkcja h(z) jest równa:

h{z) = Ac2

i jest funkcją ograniczoną na zewnątrz profilu.
Zatem analogicznie do (6) mamy:

dw dw
dz dz

gdzie funkcja q(z) jest rzeczywista

h(z) • h(z)
dz dz <i-JL

(z2-m2c2) m (z 2 -m a c

oraz

A = max (A(^) • h(z), qt (z(pc, y))) =

Podobnie jak poprzednio zbadamy istnienie pierwszej całki w zależności (2) w otoczeniu
punktu osobliwego. Ze względu na to, że funkcje/(£(z)) i /z(z) • h{z) są ograniczone w obsza-
rze Qe (rys. 2) wystarczy zbadać istnienie całki

= J q1(z)dxdy (15)

w obszarze Qe zawierającym punkt osobliwy.

Dla ułatwienia rozważań zastosujemy lokalny układ współrzędnych (Q, 9) w obszarze Q,,
wtedy obszar Qe jest określony następująco:

Ai = {(x> y)'x = m-c + Q • cosy, y = Q'sin<p, 0 < ę ^ ęy, cp2 < <p < 2TT}.
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Całka (15 przyjmie zatem postać:

Qdqdcp
*3 —

0 ° *" {Q2[Qz+2g-2mc-cos<p+(2mc)2]

ima <Pi 2n —

(15a)

Stosując dalej podstawienie <p = 2ft otrzymujemy:

2m-c — - - 1 2

(2mc) '" ° (l+/>) " ° f- (1-Jt2sin2#)

Całki wewnętrzne możemy przekształcić następująco:

2 M 2 7C 2 2 2 "2

o o o o o o
więc:

'iiiuc — - l T ~2~ ~~2

(2mc) m "

Ponieważ cp2 ^ f^ oraz funkcja podcałkowa jest dodatnia, przeto:

a stąd:

ZX'J

2 —
2mc —-i 2

2- " J J ' ! '
(2mc) "' °

Parametr w określa kąt 8 w ostrzu, <5 = (2—ni) • n, spełnia więc nierówność 1 < m < 2
oraz na mocy monotoniczności funkcji podcałkowej mamy:

1
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~2mc — - 1

(2mc) m

2^ 2

4 • m a x « • / * A - ? p

S F{2- k) • f
\ t \ 2 ' I C ) J2 - — « \ * / J 1 — —

'" M p « °

2 s \ •*>

(2mC)

2-m |\ 2wc
max F j — ,

0 < m < 2

Pokazaliśmy więc, że również dla profilu o dwóch stycznych w ostrzu całka (2) jest ogra-
niczona. Dla m = 2 wynik (16) jest identyczny z (9b), gdyż profil Karmana-Trefftza jest
modyfikacją profilu Żukowskiego i dla m = 2 funkcje (3) i (13) są identyczne.

4. Badanie istnienia całki (2) w obszarze nieorganiczonym

Całka

dW
. dw dw \ T dC \ dc } _ 1 r dW dW

wyraża energię kinetyczną cieczy doskonałej. C. Witoszyński pokazał [1], że energia kine-
tyczna w obszarze nieskończonym na zewnątrz walca (przy pominięciu energii kinetycznej
pochodzącej od przepływu jednostajnego) jest nieskończenie duża. Rozważania nasze
przeprowadzimy dla potencjału zespolonego z pominięciem członu odpowiadającego
przepływowi jednostajnemu, wtedy:

w(z) = 0(x, y)-Re(v„ z)+i [y>(x,y)-Im(va>z)] =

= 0(x,y)-u(x,y)+i[yi(x,y)-V(x, y)] = &(x, y)+iW(x, y),

n(x, y) = R e ^ z ) == x • vx+y • vy, V(x, y) = I m ^ z ) = y • vx—x • vy.

Stąd funkcjonał energii ma postać:

/ = Y J V^V* • dx • dy- j S-p(s) • ds =f
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1 f dw dw

J
sa

(18)

gdzie:

rt-normalna zewnętrzna do brzegu
Zajmiemy się teraz zbadaniem istnienia pierwszej całki zależności (18)

.\

Zachodzi pytanie czy w pasie nieskończonym zawierającym profil, całka (18) będzie miała
wartość skończoną. Dla uproszczenia rozważań podzielimy obszar na dwie części Q' =
= Q'p{jQ'R, gdzieQ'p jest obszarem zawartym między liniami prądu Wx i 1f

2 (rys. 3) i pro-
mieniem r < R natomiast obszar Q'R zawarty jest między liniami prądu \FX i

 XF2 i r > R.
W obszarze skończonym Q'p na mocy poprzednich rozważań całka (18) jest ograniczona.
Zatem wystarczy zbadać całkę / 4 tylko w obszarze Q'p określonym zależnościami

Q'p <P R> a}.

Rys. 3.
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Dla uproszczenia przyjmijmy vm = vj. Całkę 74 zbadamy w biegunowym układzie współ-
rzędnych (rys. 3)

| = /•• c o s ę ? , rj = /•• s i n < p , s t ą d : £ = • / • • e i ( " ,

wtedy:
1 P T V F* Tfl2 - 2 ^ , -'2"4

Druga całka w zależności (19) ma wartość skończoną gdyż:
co <pi(r) co ipi(r)

J Ś£*--fM£
^ f dr 1 . . ,

^ max [(pi(r) — <p2(r)J • —j- = -— max L<PiCr) — Ĉ aC'OJ-

Również drugi składnik pierwszej całki w zależności (19) daje całkę skończoną

2 J r2 —r dr < 4- ^ 2 maxJcpiQ-) (p2(r)]$

zatem o skończoności całki 7s decydować będzie całka:

i F2 r cptiń-yiiń , i Z12 f l y i W - y a ^ i , r 2 0 >

o k
Całka Is będzie skończona tylko wtedy gdy:

Wi(r)-<fi2(r)\ = H{r) < - £ , c > 0, « > 0.

Dla każdej funkcji J7(r) spełniającej powyższy warunek całka (20) będzie skończona.
Dla c = 2n i a = 0 otrzymujemy całkę rozbieżną zgodną z wynikiem uzyskanym przez
Witoszyńskiego [1]. Wynaczymy teraz kąt widzenia (p2{r) — (pi{r) przekroju o promieniu;-
zawartego między liniami prądu lFx i XF2, które przechodzą przez punkty A i B (rys. 3).
Równanie linii prądu jest następujące [2]:

a y Z . l n i / 1 5 *

Zatem równania linii prądu przechodzących przez punkty A i B wyrażają się wzorami:

r v r
1 I Tli '? '
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lub we współrzędnych biegunowych:

Stąd:

siny \A\

r
r —-

'co Ci i*—>oa
(21)

r
2 2 • w •

; limsinc>2(r) = 0,
?* —-

(22)

In

2| 1 _ l ) _
B AI 2-7t-v D

r-

Dla dostatecznie dużych wartości r zachodzi nierówność 0 < — — — < —.Pozwalato
•u £

na wykorzystanie następującej nierówności:

Zatem:
OD

•7t2 J r
ya(i-)-?>i(r) T2 f 1 2

4^"J T"n'
cos-

-dr

r—-

min COSJ

C—Ż-.-D f dr DUn
R + a
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Zbadajmy teraz drugą całkę w (18). Wyznaczmy funkcję P(S), P(S) = ve • cosoc+v,, • sina,
gdzie kąt « zawarty jest między normalną zewnętrzną do BQ' a osią x. Prędkość zespolona
wynosi:

dW . r v ^

stąd:

•r,

2- 7t-\ c2

oraz
2-re

l im W{ = l im vn — 0 ,
4± 4±

+ (vs' coscc+v„ • s ina).

Dla dostatecznie dużych wartości f mamy [7]:

f V < 1,

1

1
- 0,

(23)

(24)

(25>.., C l 5 U2 ,t U,

oraz linie Wx i W2 są równoległe do osi x (zależność (21), (22)) a całka

J Rt[W] • P(S)dS = JRe[W]P(S)dS+ J Re[W]P(S)dS

jest skończona wtedy i tylko wtedy gdy funkcja podcałkowa posiada oszacowanie

\Re[W]-P(S)\ sS-J^-, E>0, p>\, (26)

co na mocy (23)- (25) jest zachowane. Zatem całka po brzegu z zależności (18) w pasie-
nieskończonym obejmującym profil jest skończona. Pokazaliśmy więc, że dla różnych,
wartości cyrkulacji F całka (18) w pasie nieskończonym zawartym między dwoma liniami
prądu obejmującymi profil ma wartość skończoną.

5. Uwagi końcowe

Przedstawione rozważania dotyczyły wybranych dwóch profili, o jednej oraz o dwóch
stycznych w ostrzu. Zachodzi zatem naturalne pytanie o istnienie całki energii w przy-
padku dowolnych profili mających ostrze. W takich przypadkach całka energii będzie
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istnieć, co wynika z następującego rozumowania. Dla profilu o jednej stycznej ostrze jego
może być aproksymowane ostrzem profilu Żukowskiego i w otoczeniu ostrza funkcja
odwzorowania Żukowskiego odwzorowuje aproksymowany profil na krzywą styczną
do koła w punkcie odpowiadającym ostrzu. Ograniczoność całki energii dla profilu apro-
ksymowanego w otoczeniu ostrza będzie wynikać z ograniczoności całki energii dla profilu
Żukowskiego, co zostało już wykazane. Analogiczne rozumowanie można przeprowadzić
dla profilu o dwóch stycznych w ostrzu. Do tego celu można wykorzystać przedstawione
rozważania dotyczące profilu Karmana-Trefftza.
Przedstawione rozważania dotyczyły opływu pojedynczego profilu. Interesujące staje się
zatem rozważanie problemu istnienia całki energii dla profilu znajdującego się w palisadzie
profilów. Prędkość zespolona przepływu w palisadzie profilów rozłożonych równomiernie
wzdłuż osi urojonej jest wyrażona zależnością [10, 11]

v(z) = vm+—J v(0 • ctgh y ( z - 0 > L—kontur profilu,

stąd sprzężona prędkość przepływu odniesiona do prędkości w nieskończoności wynosi:

V(z) = »(z)-5(2 - co) - ~

( 2 7 )

e r

Funkcja V(z) jest funkcją okresową V(z) = V(z+i- «• t), n = 1,2, ..., zatem istnienie
całki energii można badać nie w pasie nieograniczonym zawierającym się między dwoma
liniami prądu lecz w pasie nieograniczonym zawierającym się między dwoma prostymi
równoległymi oddalonymi od siebie o podziałkę palisady /. Dla dostatecznie dużych war-

tości \z\ > x0, więc:

V(z) • V{z) - i e ~ . ' *• f 5(0c' W • f w(0 • e' "W - 4-e ' *,
• * J J t

oraz:

J j V(z)-V(z)dxdy = ~ J e ' ^ = - ^ e ' (28)

Pokazaliśmy więc, że również dla palisady profili całka energii (17) ma wartość skończoną
a ponadto wyrównanie się pola prędkości następuje szybciej niż dla profilu pojedynczego
co ujawnia się szybszą zbieżnością całki (17).
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Niniejsze rozważania można uogólnić na palisady wielokrotne zawierające układ
profilów [8, 9]. W tych przypadkach prędkość zespolona (27) będzie zawierać sumę całek
po każdym konturze profilu z układu profilów zawartych między dwoma liniami perio-
dyczności. Charakter zbieżności całki energii (17) będzie analogiczny do (28).
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S u m m a r y

EXISTENCE OF THE ENERGY INTEGRAL IN SELECTED INCOMPRESIBLE FLUID FLOW
AROUND THE PROFILE

Existence of the energy integral in the incompresible fluid flow around the profile with the sharp single
and double tangential trailing edge has been considered in the paper. Existing of the energy integral in an
infinite band situated between the two stream lines with a profile in it has been also considered.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.
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WARIACYJNE UJĘCIE PRZEPŁYWÓW TERMODYFUZYJNYCH
SPRZĘŻONYCH Z POLEM NAPRĘŻEŃ

MAREK WRÓBEL

Wyższa Szkoła Inżynierska, Opole

1. Wstęp

Zasady wariacyjne zajmują jedno z centralnych miejsc w zadaniach mechaniki i fizyki
ośrodka ciągłego. Wynika to z kilku przyczyn, z których najistotniejsze to możliwość
wyprowadzenia równań mechaniki oraz konstruowanie przybliżonych metod rozwiązań
szczególnie istotnych przy rozwiązywaniu zadań numerycznych. Stąd problematyka
formułowania zasad wariacyjnych dla zadań początkowo-brzegowych w ramach coraz to
ogólniejszych teorii byłazawsze przedmiotem intensywnych badań. I tak wramach teorii ter-
mo sprężystości do pierwszych prac tego typu zaliczyć należy prace Biota [3,4]. Rozszerzenie
zasad wariacyjnych proponowanych przez Biota znaleźć można w pracach Herrmana [11
Ben-Amoza [2] i Bao-Liana [1]. Wszystkie te prace opierają się na zasadzie Hamiltona.
Istotnym krokiem naprzód pozwalającym na bezpośrednie włączenie warunków począt-
kowych do równań pola są zasady wariacyjne typu splotowego zaproponowane przez
Gurtina [9, 10]. Prace Gurtina dają możliwość stosowania zasad wariacyjnych w dyna-
micznych zagadnieniach lepkosprężystości. Obecnie twierdzenia wariacyjne lepkosprę-
żystości. znaleźć można w licznych opracowaniach, że wymienimy tu prace Christen-
sena [5], Onata [21], oraz Olszaka i Perzyny [20]. Rozszerzenie zasad wariacyjnych typu
Gurtina na zadania termosprężystości znajdujemy w pracy Nickella i Sackmana [19].
Z kolei bardzo ciekawą i przeglądową pracę dotyczącą twierdzeń wariacyjnych
termo-lepkosprężystości zaprezentował Reddy [22]. Natomiast wciąż jeszcze znikoma
jest liczba prac dotyczących wariacyjnego ujęcia termodyfuzji lepkosprężystej i spręży-
stej. W zakresie sprężystym wariacyjną formę równań termodyfuzji uzyskali Podstri-
gacz i Szewczuk [29], lecz najbardziej bogate ujęcie tej problematyki znaleźć można
w pracy Szweca i Dasjuka [31]. Natomiast w zakresie lepkosprężystym — korzystając
z metod analizy funkcjonalnej i wykorzystując metodykę postępowania Gurtina [10] —
interesujące wyniki uzyskał Wyrwał [24]. W opracowaniu tym zaprezentujemy budowę
funkcjonału dla zadań sprzężonej termodyfuzji lepkosprężystej. Otrzymany funkcjonał
posłuży do analizy sprzężeń przepływów termodyfuzyjnych z polem naprężeń na przy
kładzie pewnego problemu początkowo-brzegowego. Wydaje się że analiza taka może być
celowa, gdyż autorzy niewielu publikacji z zakresu termodyfuzji sprężystej i lepkospręży-
stej skupiają uwagę na teoretycznych podstawach problemu [13, 17, 18, 29, 31]. Znane

6*
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są rozwiązania pewnych zagadnień brzegowych [6, 8, 14, 23] lecz brak jest tam przy-
kładów liczbowych obrazujących rozważane procesy i mogących posłużyć do analizy
sprzężeń rozpatrywanych wielkości polowych.

Wprowadzamy w analizowanym zadaniu następujące oznaczenia:

Rys. 1. Ciało lepkosprężyste

UftPf— wektory przemieszczeń i sił zewnętrznych zadane odpowiednio na brze"
gach Au i A„ ciała /?

QFI — siła masowa jednostki objętości ciała /i
Tlt Ct — odpowiednio temperatura i koncentracja w chwili /
To, Co — odpowiednio temperatura i koncentracja stanu naturalnego

Kij, Kij — odpowiednio tensory przewodności cieplnej i dyfuzyjnej
E;jki, <Pu, @u — tensory funkcji relaksacji

M — potencjał chemiczny
©*, M* — różnice temperatur (6**) i potencjał chemiczny (M*) dane na brzegach

AM i AQ ciała (5
/•x, r2 — odpowiednio źródło masy i źródło ciepła w jednostce objętości i na jed-

nostkę czasu
S — entropia

/, m, n — funkcje relaksacji
<7f../i — odpowiednio strumienie ciepła i masy

* — symbol oznaczający mnożenie splotowe
. . • • • • . • . i .

A * df2 = JA (t - T) df2 (r); fy * df2 = f2 * dfx
o

(...),,- — oznacza pochodną cząstkową

(...) — oznacza pochodną względem czasu

H(t)—jest funkcją Heaviside'a

dt

2. Budowa funkcjonału dla zadań sprzężonej termodyfuzji lepkosprężystej

Punktem wyjścia do budowy funkcjonału są następujące równania sprzężonej termo-
dyfuzji [13, 17, 18]:
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0tj = Emi * chM - ętJ * dS + 0U * dC, (2.1)

QS = cjy * dcij+m *dQ + l* dC, (2.2)

M = (P w * rffiy-l*d@+n*dC, (2.3)

^MA, (2.4)

gdzie: i i - - Ł i ł
Jo ' o

Ć+Jt.i-ri = O, (2.5)

ft--^,j, (2.6)

,/, = -KljMtJ, (2.7)

Oij,j+QFi = O, (2.8)

«w B y^w+ p ;. i ) i (2.9)

<7y»ł = -P* n a A x [O, oo], (2.10)
9;«< = 9* na Ą,x [0, oo], (2.11)

/i«i - ;* na Aj x [0, oo], (2.12)

U, = Uf na i x [0, co], (2.13)

M = M* na ̂ M x [0, oo], (2.14)

C(0+) = Co na E, (2.15)

^̂ (O"1") = QS0 na £. (2.16)

Gdzie układ równań problemu (2.1 + (2.9) jest spełniony w obszarze Ex [0, oo), przy
czym £ jest regularnym obszarem trójwymiarowej przestrzeni euklidesowskiej, natomiast
[0, oo] jest przedziałem czasowym.

Budowę funkcjonału rozpoczniemy od mechanicznej części problemu. Wstawimy na-
prężenia (2.1) do warunku brzegowego (2.10) oraz do rónania równowagi (2.8), które
następnie mnożymy splotowo przez (—ddUi) i całkujemy po objętości V. Wykorzystując
twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego o zamianie całki objętościowej na powierzchniową
po odpowiednich operacjach uzyskujemy równanie

J [EUkl * dskl * ddUi:J-fu *d@* ddUiiJ + 0u * dC * dSUltJ~
v

- QFt * ddUt]dV- [ [P? * ddUUdA = 0. (2.17)
Aa

Z kolei warunek brzegowy na przemieszczenia (2.13) mnożymy splotowo przez (ddPt)
i całkujemy po powierzchni A otrzymując:

/ [(Uf - U,) * ddP,]dA = 0. (2.18)
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Aby zbudować dyfuzyjną część funkcjonału podstawiamy potencjał chemiczny (2.3) do
strumienia masy (2.7) a strumień masy do warunku brzegowego (2.12) i bilansu (2.5),
Otrzymany bilans masy mnożymy splotowo przez (-8M)- d(-~&ij*dEij + I* d& +
—n * dC) i całkujemy po objętości V. Po przekształceniach otrzymujemy:

J [_ $fJ * dC * dósij+l* dC •* ddQ-n * dC * dóC+ ĆO(0U * ddsu-l * dS6 +
v

+ n * ddC)-K'ij{<I>ki * 0pr * dekUJ * dÓ8mi — &kl * /* dekljJ * dd&it +

+ 0k, * n * dek, .- * dóC ; — &k, * / * d0 , * rf<5£fc, t + l * I * d© < * dd& , +
' ' (2-19)

— / * n * 6?0,j w ddCtl + 0!U * 71 * rfCj * ddekłii — l * n •* dCtJ * dd&t £ +
+ n*n* dCtJ * ddC,t) + rL * (®u * ddeu-l* dd6+n * dÓC)]dV+

Dla uzyskania cieplnej części funkcjonału wyrażenie na gęstość entropii (2.2) mnożymy
splotowo przez (<W(9) i całkujemy po objętości V otrzymując

f [gS * dd0~(pu * <fsy * dd@-m * d& * dd0-l* dC * d50)dV = 0. (2.20)

Z kolei strumień ciepła (2.6) wstawiamy do warunku brzegowego (2.11) oraz do równa-
nia (2.4) które następnie mnożymy przez (dd@) i całkujemy po objętości V. Po prze-
kształceniu otrzymujemy

/ \~% *H{t) *dd&+eS°H(t) *d6& ~ r 5 (y ^ r * F ( o *d&-'+

-QS*d&e\dV~ f\q**-~^-*dd0\dA = 0 (2.21)
Aą

Dodajemy teraz do siebie stronami zależności (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) wsta-
wiając w nich zamiast tensora odkształcenia gradienty przemieszczeń (2.9). Wykorzystu-
jąc symetrię tensorów EiJkl, ętj, <Pi}, K'tJ, KtJ możemy po redukcji wyrazów podobnych
wyłączyć znak wariacji przed wyrażenie określające otrzymaną sumę. Wyrażenie to jest
poszukiwanym funkcjonałem termodyfuzji lepkosprężystej

&r[UitC,0] = I y Ą J t ( * dUktl * dUUJ-<pl} * dVUj * d0- ~n * dC * dC+

--jm*d0*d0-K'J~-0kl * 0,r * dUk,u * dUB>rt- ®kl * 1 * dUkt„ * d&,, +

+ &kl * n * dUkt u *dCA+~l*l* d0tj * dSA~l *n* d0tJ * dCt +

1
* n * dC.j * dC.i + Coi&u * dUt,j-l* d0+n * dC) + QSoH(t) *d0+ (2.22)
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* H(t) * d& * dUUj~l *d0+n*

* dO.i-gFi * dUi \dV- J [Pf * dUt]dA- f [(Uf-Ut) * dP^dA-

10
\e\dA- J [j* * (0tJ * JC/;,,.-l*d&+n*dC)]dA.

Należy zwrócić uwagę, że funkcjonał powyższy otrzymany został przy założeniu, że
potencjał chemiczny określony jest równaniem konstytutywnym (2.3), a związki geome-
tryczne dane są równaniem (2.9). Zbudowany funkcjonał wykorzystany będzie dalej do
rozwiązania pewnego zadania początkowo — brzegowego sprzężonej termodyfuzji.

3. Zastosowanie — o pewnym zadaniu sprzężonej termodyfuzji w warstwie

Sformułujemy teraz zasadniczy w całej pracy PROBLEM: Należy wyznaczyć pola
temperatury, koncentracji i przemieszczeń, a w dalszej kolejności odkształceń i naprężeń
w warstwie zdeterminowane przez zadane na brzegach wartości temperatury i koncentracji,
oraz określić wpływ wzajemnych sprzężeń między rozpatrywanymi polami na ich rozkład.

Rozpatrzmy więc warstwę o grubości h, w której występuje pole temperatury ©, kon-
centracji C i przemieszczeń f/j. Zakładamy, że zagadnienie przez nas rozpatrywane jest
jednowymiarowe, tzn. wszystkie pola zależą od jednej zmiennej przestrzennej x3, oraz
że środek jest izotropowy, brak w nim źródeł ciepła i masy oraz sił masowych (rys. 2).

©„Hit)
C h H(t)

Rys. 2. Warstwa z polem temperatury, koncentracji i przemieszczenia

Przyjmujemy następujące warunki brzegowe pierwszego rodzaju

= C„H(t), (3.1)

natomiast za warunki początkowe przyjmujemy wartość entropii i koncentracji na całej
grubości warstwy równe zero

C(x3, 0) = Ćo = 0, QS(X3 ,0) - SS0 = 0. (3.2)
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Wtedy funkcjonał (2.22) dla sprzężonych pól temperatury, koncentracji i przemieszczenia
przyjmie postać

bil

= f \y
- Ż i / 2

1 1 K!
- -i-n * dC* dC~ --m * d® * d&- ^ ^ a * $33 * dUit3S * dU3i3i +

-K'&23 * I * dU3lii * d6,3+K'&33 * n * dU3i33 *dC,3+ (3.3)

_ JL.1* i * d&, 3*d0,3 +K'l * n * d&,3 * rfC, 3 +

—̂ n * «. * afC, 3 * dC 3 ^PF~^ * @ 3 * <f(9 3

2 2 r 0 '
Powyższe zadanie początkowo-brzegowe rozwiążemy zmodyfikowaną metodą bezpośred-
nią Ritza [30]. Przyjmujemy do rozwiązania następujące funkcje bazy
— dla koncentracji:

, , . rc(2fc-l) . , , n(2k-l) . n(2k-l)
fh(x3) »• cos h

 7 . j ; , ; A , 3 f e ) = L _ _ i . 8 i n — 5 ^ - — l x 3 , (3.4)

— dla temperatury:

7t(2fc-l) ro(2fc-l) . jr(2fc-l) .. „
gft(x3) = cos £ x3; gjt, 3(x3) = ^ - r — - • sin — — — - x3, (3.5)

•—• dla przemieszczenia:

. . n(2k-l) . . n(2k-\) 7t(2k-l)
«t(*3) = sm ^ x3; ukt 3{x3) = —^-j—i- • cos —i-, J-xs,

1 . , (3-6)
, . n\2k-\)2 . w(2fc-l)

uk,si(x3) = ^ p — — s in—±-j—-x 3 .

Wartości funkcjonału (3.3) będziemy poszukiwali na kombinacjach liniowych mających
postać:

ć>"(*3, t) = go(t)+ £ak(t)gk(x3), (3.7)

n

Cn{x3, t) = /0(0 + .£ bk(t)fk(x3), (3.8)

n

W(Xi, 0 = uo(t) + £ ck(t) uk{x3), (3.9)
gdzie:

go(t) = 6bH(f), (3.10)

/ 0 ( 0 - CbH(t), (3.11)

CO K « C ^ e ) f f ( 0 ] - UbH(t)x3. (3.12)
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Funkcje gQ,f0 i "o spełniają niejednorodne, natomiast funkcje gk, fk i uk—jednorodne
warunki brzegowe; ak(t), bk(t) i ck(t) są tutaj poszukiwanymi funkcjami czasu.

Dzięki zastosowaniu zmodyfikowanej metody bezpośredniej Ritza zadanie szukania
ekstremum funkcjonału tF\6", C", U'3'] sprowadziło się do zadania poszukiwania ekstre-
jnum funkcji, której argumentami są poszukiwane funkcje czasu ak(t), bk{t) i ck(t).
Warunek istnienia ekstremum tej funkcji prowadzi do następujących równań Eulera-
-Lagrange'a

7z2(2k-l)2 n{2k-\) , 7r3(2fc-l)3
 v l , ,

Tfj K I * n * abk-\ -— (pis * dck-\- ~r^ A ip3 3 * / * dck =

((p33*dUb+m*d&b)H(t),
n{2k-\)

„. , T:(2fc-1) h
* n * k TT Kn*n* dbk — r - n * dbk —

U JT033 * « * dck = ~ 2 ^ T i y • 2A« * dCbH(t), (3.14)

, , Jt(2Jfc-l) , 7t 3 (2/C-l) 3 „,* / * dak X _ i- 9,33 * ̂  V
2 / g 2 JC

• (cp33 * d&b-E3333 * dUb)H{t). (3.15)

Występujące w zadaniu funkcje materiałowe /, m, n przyjmujemy za stałe w czasie:

l(t)"lH(ł), m(t)-mH(t), n(f)-nH(t), (3.16)

oraz zgodnie z [6, 13, 17, 18, 24]:

15 = _ 7 _ o i „ 3

* 3 3 - - |

flr-i, -̂JC'n. (3.17)

Natomiast z analizy funkcjonału danego zależnością (3.3) bądź układu równań (3.13)-^
-^(3.15) wynika kilka funkcji sprzęgających pola termiczne, dyfuzyjne i mechaniczne,
które po uwzględnieniu (3.16) i (3.17) można przedstawić w postaci współczynników:
1° współczynnik sprzęgający pole mechaniczne z cieplnym związanym z przepływem

ciepła

xcl=~-aT> (3.18)
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2° współczynnik sprzęgający pole mechaniczne z cieplnym związanym z przepływem
masy

KC2 = | f t „ (3.19)

3° współczynnik sprzęgający pole mechaniczne z dyfuzyjnym

«r = -yA*.. (3.20)

4° współczynnik sprzęgający pole cieplne z dyfuzyjnym

* u = Z)c/. (3.21)

Wyznaczanie pola temperatury, koncentracji i przemieszczenia w warstwie sprężystej.
Dla ciała sprężystego funkcja relaksacji jest stała w czasie:

G(t) = EH(t), (3.22)

a jej transformata Laplace'a ma postać:

G(p) = Ej, (3.23)

gdzie p jest parametrem transformacji. Dokonując na układzie równań (3.13)-=- (3.15)
transformacji Laplace'a i uwzględniając zależności (3.16)-=- (3.23) obliczamy wartości
poszukiwanych funkcji w przestrzeni obrazu. Dokonując następnie retransformacji Lapla-
ce'a po wstawieniu do (3.7)-=-(3.12) otrzymujemy poszukiwane wielkości polowe 0",
C, US

&>(xa, t) = e\H{t) + ̂ ^ak{t)oo,^^llxX (3.24)
*- k=l -*

C"(x3, t) = Cb\H(t) + ̂ ^ h ( t ) c o ^ ^ - x l (3.25)

W(.x»> 0 = cJfiiCO* + ^ ]? ck(t)sin ni2k V x3], (3.26)

gdzie:

JJlk~P2k!\Plk-P3k)

• e"'*' -I- - P3k^P3cfi +^z &3kt , (3.27)

bk(t) =
(Plk —P2k) (Plk —P3k) (j>2k —Plk) (j>2k —P3k)

(j>3k~Pl
1+B2 1
3*-/>2ł) J V
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Ck(O = C
(Plk -Pzk) (Plk-P3k) (P2k -Pi t) (P2k ~P3k)

e"«'+ —l-

Występujące w zależnościach (3.27)^(3.29) wielkości A, Alt Az, A3, B, Bt, B2, B3, C,
Ci, C2, C3 są funkcjami stałych materiałowych oraz współczynników sprzęgających (3.18-f-
-J-(3.21). Natomiast wielkości plk (i = 1, 2, 3) są pierwiastkami równania trzeciego stop-
nia, które rozwiązano metodą Cardana.

Pole odkształceń otrzymamy z zależności na tensor odkształcenia Cauchy'ego (2.9),
a pole naprężeń z równania tworzącego na tensor naprężenia (2.1). Po rachunkach i prze-
kształceniach otrzymujemy

(2k-l)ck(t)cos ^LJLxX (3.30)

, 0 = ffL(^3, 0 = -j-^27 I T T 7 £ " ( X 3 > ł)~ [oC°c"(x*> O+«r®"(*»f O]}, (3.31)»f O]}, (3.

a"33(x3,t) = 0, (3.32)

gdzie występujące w (3.30) i (3.31) wielkości dane są odpowiednio zależnościami (3.29)
oraz (3.24) i (3.25), natomiast v jest współczynnikiem Poissona.

4. Realizacja numeryczna i zestawienie wyników

W oparciu o przedstawione rozwiązanie analityczne opracowano program na EMC
• ODRA 1204 w języku Algol 60. Do przeprowadzenia obliczeń wykorzystano następujące
wartości odpowiednich współczynników (po sprowadzeniu do jednostek SI):
— współczynniki dyfuzji Dc [12,25,26] i przewodności cieplnej DT[7, 16]

De = 6 • 10-6[m2/h], DT = 4 - 10" 3 [m2/h], (4-1)

— współczynniki materiałowe m [7, 16] n, I [27, 28]

m = 7862,5 [J/m3K3], « - 134,2 [J/m3kg2], (4.2)

/ = 1305,4 [J/kgK],

— współczynniki rozszerzalności cieplnej ccT[l, 16] i dyfuzyjnej a c [12, 15]

aT = 4,7- 10-6[l/K], tte = 1,25 • 10-5[m3/kg], (4.3)

— moduł sprężystości podłużnej E [16] i współczynnik Poissona v [15]

E = 2-1010 [Pa], v - 4 - t - L (4-4)
o

— warunki brzegowe [7, 15]

0 6 - 40,0 [K], Cb = 10,8 [kg/m3]. (4.5)
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Wyniki numeryczne przedstawiono w postaci graficznej na rysunkach 3 + 15. Mając
na uwadze ograniczoną objętość pracy zilustrowano tu tylko najistotniejsze z nich. Ze wzglę-
du na symetrię zadania (rys. 2) na wykresach przedstawiono jedynie wyniki przebiegu
procesów dla połowy rozpatrywanej warstwy. Aby umożliwić lepszą analizę ilościową
prezentowanych wyników wprowadzono następujące zmienne bezwymiarowe

£Ł 0 = ±
h ~ ©b

(4.6)

przy czym dla temperatury i koncentracji poziomem odniesienia są zadane wartości
temperatury i koncentracji na brzegach, natomiast dla naprężeń poziom ustalonych naprę-
żeń osiąganych w rozpatrywanym procesie.

W trakcie analizy prezentowanych wykresów korzystać należy z wprowadzonych
współczynników sprzęgających (3.18)^(3.21). Każdy z nich w zależności od rozpatrywa-
nego zadania przybierać może bowiem wartość równą lub różną od zera. W ten sposób
zadanie ogólne w sposób naturalny dzieli się na szesnaście elementarnych przypadków.
I tak np. zadaniu zupełnie rozprzężonemu odpowiada przypadek H„ — xT = v.cl = xcl

= 0, natomiast zadaniu w którym występuje pełne sprzężenie rozpatrywanych pól — przy-
padek y.„ ?* xr =£ xc2 ?* x c l + 0.

Brak pełnego kompletu danych dla innych technologii sprawił, że przyjęto beton
jako rozpatrywany ośrodek. Należy jednak pamiętać, że w toku rozwiązania postawionego
problemu początkowo-brzegowego poczyniliśmy szereg założeń upraszczających, z któ-
rych najistotniejsze to pominięcie źródeł ciepła i masy, oraz przyjęcie stałych (uśrednio-
nych) funkcji materiałowych określających własności fizyczne betonu. Okazuje się, że
w sytuacjach, gdy zmiany temperatury i koncentracji wywołane reakcjami hydratacji
są male w porównaniu ze zmianami tych wielkości spowodowanymi przepływami ciepła
i masy, to zaniedbanie źródeł ciepła i masy jest uzasadnione. Przyjęcie takiego uproszcze-
nia jest na podstawie analizy prac [25, 26, 28] obszernie uzasadnione w pracy [6]. W tejże
pracy [6] autor w oparciu o badania Malininy [28] i wyniki prezentowane przez Aleksan-
drowskiego [25] uzasadnia przyjęcie stałych (uśrednionych) wartości współczynników

Rys. 3. Rozkład temperatury w warstwie dla Rys. 4. Rozkład koncentracji w warstwie dla
przypadku: przypadku:

KU = x T = HCZ — x c l = 0 K c 2 = XcX — 0
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dyfuzji i termodyfuzji. Kolejnym mankamentem prezentowanego rozwiązania jest fakt,
że beton — w początkowym etapie dojrzewania — wykazuje własności lepkosprężyste.
Analizowane w pracy zadanie początkowo-brzegowe należy więc traktować jako pierwsze
przybliżenie tego złożonego problemu.

Ze względu na ograniczoną objętość pracy nie będziemy tu przeprowadzali szczegó-
łowej analizy otrzymanych wyników numerycznych. Warto jednak zaznaczyć, że pozostają
one w dobrej zgodności z wynikami innych badaczy problemu. I tak jeżeli chodzi o wpływ
sprzężeń na rozwój pola cieplnego, oraz sprzężenia cieplno-dyfuzyjne —• z pracami [6,
25, 26, 28], natomiast w zakresie zagadnień sprzężenia pola mechanicznego z polem kon-
centracji z pracą [24].

Otrzymane wyniki numeryczne w sensie opisanych wcześniej założeń upraszczających
nabierają znaczenia jako wyniki ilościowe obrazujące wpływ sprzężeń rozpatrywanych
pól na siebie. Mogą się one okazać pomocne w rozstrzygnięciu dylematu, czy dane zadanie
początkowo — brzegowe rozwiązywać jako niesprzężone, czy też analizować bardziej
złożone zadanie sprzężone.
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P e 3 IO M e

BAPHAIJHOHHAfl OOPMA TEPMOflH^oySHOHHtlX nEPEnJIBIBOB CBa3AHHLIX
C nOJIEM HAIIPfl)KEHHtf

B pa6oTe nocrpoeHO dpywwpLowLn fljia; 3aaa^i conpHJKeinioft BH3Koynpyroft TepMoflM(b(|)y3HH. OCHO-
Boii nocTpoeHHH <J)yHKi(noHajia HBJIHIOTCH ypaBHemie SanancoB, npow3BoAainHe ypaBHeHHH, ypaBneimn
noTOKOB iwaccbi H Terwa, a TaioKe rpaHRMHwe ycnoBHH 3aaa^m. 3aTeM oBcyjKfleno TepMoflH(b(|)y3HOHHbie
nepertJiHBbi CBH3aHHtie c MexaHHieCKHivi nojieM B ofluopo^HOM H30TponHOM ynpyroM cnoe.
BBi3WBaiOT flaHHbie BejnpiHHW TeivmepaTypbi H KOHneHTpaqHH Ha Kpanx cnoH, TaK » e i<aK
B KnaccHiecKOM npouecce 3anapHBaiiHfi 6eTOHa. Jljm pemeHKH npoSneMM wcnoJiB3OBaHo nocTpoeHHbia
dłyHKyHOHaji H npHMeneHo MoflHtpHHHpoBaHHbift HenocpeflCTBeHHbiii MeTofl P a m a .

S u m m a r y

THE VARIATIONAL FORMULATION OF HEAT AND MASS TRANSFER CONJUGATED
WITH STRESS FIELD

The functional for problems of the coupled viscoelastic thermodifusion is formulated. The basis for
the construction of the functional constitute: balance equations, constitutive equations, mass and heat
flux equations and boundary conditions of the problem. Next the problem of the heat and mass transfer
coupled with the stress field in a homogenous and isotropic layer is treated. The process is generated
by the values of the temperature and concentration on the boundary like in the classical technological
processes. The solution is based on the formulated functional and on a modified direct Ritz method.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 18 września 1985 roku.
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ANALIZA PŁASKICH ZAGADNIEŃ TEORII SPRĘŻYSTOŚCI
METODĄ ELEMENTÓW BRZEGOWYCH

KAZIMIERZ MYŚLECKI

Politechnika Wrocławska

1. Wstęp

Metoda elementów brzegowych w zastosowaniu do płaskich zagadnień teorii sprę-
żystości doczekała się już wielu opracowań, z których wymienimy dwa — ogólne, książ-
kowe [1, 2]. Za punkt wyjścia przyjmuje się tam równania równowagi w przemieszczeniach.

W niniejszym opracowaniu przyjęto odmienne podejście: rozpatruje się zagadnienie
brzegowe dla funkcji naprężeń Airy'ego F. Gdy siły objętościowe są stałe wówczas otrzy-
muje się jednorodne równanie biharmoniczne

A2F^0. (1.1)

W dalszej części opracowania stosuje się zapis wskaźnikowy i umowę sumacyjną dla
pary takich samych wskaźników. Wskaźniki, oznaczone małymi literami łacińskimi,
przebiegają zbiór {1,2}.

2. Podstawowe równania

Równanie (1.1) zapiszemy w notacji wskaźnikowej

F l ł W = - 0 . (2.1)

Będziemy poszukiwać rozwiązania równania (2.1) w płaskim obszarze V ograniczonym
krzywą L (rys. 1).

Zakładamy, że obciążenie brzegowe p jest określone w każdym punkcie krzywej L
i ponadto występuje stałe obciążenie objętościowe y skierowane przeciwnie do osi x2.
Wówczas naprężenia można wyrazić wzorami

o u - St* Bji F, u + duyx2, (2.2)

gdzie eih jest symbolem permutacyjnym, a óij deltą Kroneckera..
Warunki równowagi na brzegu przyjmą teraz postać

pL. (2.3)
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)P

Oznaczmy:

i przepiszmy (2.3) w postaci

Rys. 1,

P? = Pi-Viyx2,
(2.4)

(2.5)

Warunki (2.5) są identyczne jak dla zagadnienia bez sił objętościowych i można je
wykorzystać do wyprowadzenia warunków brzegowych dla równania (2.1) [3]:

dF

F(Q)

hj f PUR)dL.

(pcQI-xRt)p?(R)dL, P,Q,ReL.

(2.6)

P jest dowolnym lecz ustalonym punktem krzywej L.
Po prawej stronie równości (2.6) marny znane funkcje punktu Q e L. Oznaczmy je

przez h i g:

^ = *, F-t.
dv

Problem brzegowy (2.1) i (2.7) będzie przedmiotem dalszych rozważań.

(2.7)

3. Brzegowe równania całkowe

Wraz z problemem brzegowym (2.1) i (2.7) weźmiemy pod uwagę dwa równania róż-
niczkowe

;B), A,BeV, (3.1)
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F

•>lJJ~ 8fi(A) '

gdzie ó(^4, 5) jest deltą Diraca, a ^ kierunkiem wzdłuż wektora fi w obszarze V. Zapis
<5(/f, i?) należy rozumieć jako d(xAl —xBl, xA2-xB2) itp.

Rozwiązaniami szczególnymi równań (3.1) i (3.2) są funkcje

F = ~-r2ln~, (3.3)
8TE a K J

F* —
Bp -*>llit- 'Ts r " t J - 4 )

W powyższych wzorach przyjęto oznaczenia
rl ~ XAi~XBii

, (3.5)
r = \/rti-i ,

a — dowolna stała o wymiarze długości.
Równanie (2.1) mnożymy obustronnie, kolejno przez F i F*, a następnie całkujemy

po obszarze V. Podobnie postępujemy z równaniami (3.1) i (3.2) mnożąc je przez F.
Po dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa

j0ttdV= J0-vldL (3.6)
V L

i wykorzystaniu własności funkcji 6, otrzymujemy cztery tożsamości

f (F,uF,jVj-FFlWvj)ctL = / F.aFMdV. (3.7)
L V

J (F,UF?JVJ-F*F}iUVj)dL - / F,uF,*jjdV, (3.8)
L V

<xF+ f (F^FjVj-FFujVjJdL = jF,ttFMdV, (3.9)
L V

« 4 ^ + / (.F*ttFjVj-FF*ttiVj)dL - jF,ttF,%dV, (3.10)

Porównując stronami równości (3.7) i (3.9) oraz (3.8) i (3.10) znajdziemy

[V(R)F(A, R) + M(R)Fr(A, R)]dL -

= <xF(A)+ J [V(A, R)F(R)+M(A, R)Fv(R)]dL, ReL, (3.11)
L

f [V(R)F*(A,R) + M(R)F*{A, R)]dL =

(3.12)
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gdzie oznaczono:

(3.13)

8AF
V" -F,tIJVj= — ^ - , itp.

Współczynnik a przyjmuje wartość 1 dla A e V, a 0 dla A $ V i A $ L.
Zależność (3.12) przepiszemy w nieco innej postaci wykorzystując własność funkcji V*

Jv*(A,R)dL = Q, ReL, (3.14)
L

wynikającą z równania (3.2) po scałkowaniu obustronnym po obszarze V i wykorzystaniu
twierdzenia Ostrogradskiego-Gaussa

[V(R)F*(A, R) + M(R)F*(A,R)]dL =

+ J {V*(A, R)[F(R)-F(A)]+M*(A, R)FAR)}dL. (3.15)
L •

Gdy założymy, że A -> Q i jednocześnie p -» v, z (3.11) i (3.15) otrzymamy dwa brze-
gowe równania całkowe dla funkcji MW:

j [V(R)F(Q, R)+M(R)F,(Q, R)]dL = ~
L Z

/ [V(Q, R)F(R)+M(Q, R)Fv{R)]dL, (3.16)
L

J [V(R)F*(Q, R) + M(R)F*(Q, R)]dL = \

{V*(Q, R)[F(R) -F(Q)] + M*(Q, R)Fv(R)}dL. (3.17)

Po prawej stronie równań występują znane funkcje punktu Q, które po wprowadzeniu
warunków brzegowych mają postać

H{Q) = -- h(Q) + f [V(Q] R)h(R) +M(Q, R)g(R)]dL, (3.18)
Z L

G(Q) = ~g(Q)+ f {V*(Q,R)[h{R)-h{Q)] + M*(Q, R)g(R))dL. (3.19)f
L

Należy zaznaczyć, że wzory (3.18) i (3.19) są słuszne jedynie dla gładkiej części brzegu Z,,
a całki w tych. wzorach rozumie się w sensie wartości głównej Cauchy'ego.

Zanim przejdziemy do wyprowadzenia funkcji H i G dla punktu narożnego podamy
jawną postać funkcji M, M*, Vi V*
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M(Q,R)- - L In-1

M*(Q, R) =
2n r2

2%

v { Q > R ) ~ ~2V [

(3.20)

W narożu o rozwartosci ca przyjmujemy lokalny układ współrzędnych ! j , | 2 (rys. 2).
W otoczeniu punktu Q funkcję Airy'ego F będziemy aproksymować funkcją liniową
opartą na wartos'ciach F{Q), 8Fj3v^ i 8Fl3v+

F - -J— (Fr,+cos a>F,.) • ^ - Fv_ • S2 + F(Q). (3.21)

Odpowiednie elementy wzorów (3.20) mają teraz postać

a same wzory

v(R) = [cos ??, — sinę?],
rL = — £ • cosc>, r 2 = e • sinc»,
r = e,

1

Af* =

(3.22)

(3.23)

V* = _
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Funkcje H i G dla naroża różnią się jedynie swobodnymi składnikami (nie występują
cymi pod znakiem całki) od tych dla części gładkiej. Otrzymamy je ze wzorów (3.11)
i (3.15). Całkowanie rozbijamy na dwie części: łuk B—C (rys. 2) i pozostałą część krzy-
wej L. Warto zauważyć, że punkt Q nie należy tutaj do obszaru V {cc — 0). Po obliczeniu
granicy przy s -> 0 otrzymamy swobodny składnik w funkcji H

' F(Q) (3.24)
2n

i w funkcji G

(3.25)

Podobnie znajdziemy swobodny składnik w funkcji G dla v(Q) = v+

(a>Fn+sincoF„_). (3.26)
JLJC

W szczególnym przypadku, gdy m = n, wyrażenia (3.24), (3.25) i (3.26) odpowiadają
tym dla brzegu gładkiego (3.18) i (3.19).

W narożu funkcja G, podobnie jak poszukiwana funkcja V, jest nieciągła.

4. Rozwiązanie numeryczne i przykłady

Brzeg L dzieli się na elementy prostoliniowe i zakłada się stałą wartość wszystkich
funkcji określonych na I w obrębie jednego elementu. Punkt węzłowy umieszcza się
w środku elementu. Taka aproksymacja, choć najprostsza z możliwych i wymagająca
gęstszego podziału, posiada wiele zalet: wszystkie punkty węzłowe leżą na gładkiej krzywej
(odcinku prostoliniowym), unika się uciążliwego numerycznie obliczania wartości głów-
nych osobliwych całek gdyż na odpowiednich odcinkach wyrażenia podcałkowe zawie-
rające V, M* i V* znikają.

Naprężenia w obszarze V oblicza się ze wzorów (2.2) aproksymując pochodne różnicami
skończonymi opartymi na schemacie sześciopunktowym (rys. 3). Ze względu na przyjęte

Rys. 3.

aproksymacje niemożliwe jest obliczanie naprężeń w bliskim sąsiedztwie brzegu. Na pod-
stawie testów numerycznych jako oszacowanie minimalnej odległości od brzegu uzyskano
długość najbliższego elementu.

Analizę numeryczną przeprowadzono dla dwóch przykładów o znanym rozwiązaniu
analitycznym.

W pierwszym przykładzie rozwiązano kwadratową tarczę obciążoną ciężarem własnym
y i siłami brzegowymi o rozkładzie jak na rysunku 4. Każdy bok kwadratu został podzie-
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lony na dziesięć elementów o stałej długości a. Otrzymane wartości naprężeń wzdłuż
pionowej linii odległej o 2a od lewego boku pokazano na rys. 5.

Drugi przykład dotyczy kołowej tarczy obciążonej dwoma siłami skupionymi (rys. 6).
Zastosowano tutaj 38 elementów o stałej długości. Każdą z sił skupionych rozłożono na
długości jednego elementu. Na rysunku 7 przedstawiono rozkład naprężeń wzdłuż piono-
wego promienia.

5. Uwagi końcowe

Na podstawie wzorów (2.6) funkcjom h i g można nadać interpretację odpowiednio:
siły osiowej i momentu zginającego w pewnym fikcyjnym pręcie o osi w kształcie krzywej
brzegowej. Pręt taki jest przecięty w punkcie P i oczywiście statycznie wyznaczamy.
Wybór punktu P, jak wspomniano wyżej, jest dowolny i ma jedynie wpływ na liniową
część funkcji naprężeń. Rozkład sił wewnętrznych w tym pręcie jest dość nierównomierny:
największe siły wewnętrzne, na ogół, występują w oddaleniu od punktu przecięcia. Taka
sytuacja, wobec przyjętej w pracy aproksymacji funkcji na brzegu, powoduje nagroma-
dzenie się błędów aproksymacji w niektórych obszarach. Aby tego uniknąć obliczano
funkcje h i g jako siłę osiową i moment zginający w zamkniętym, statycznie niewyzna-
czalnym pręcie. Uzyskano w ten sposób bardziej równomierne rozłożenie błędów aprok-
symacji funkcji h i g (i w konsekwencji całego problemu).

W obu przedstawionych przykładach numerycznych błąd w oszacowaniu dominujących
naprężeń nie przekracza kilku procent, co potwierdza, nawet przy prostych funkcjach
aproksymujących i stosunkowo rzadkiej dyskretyzacji, skuteczność metody elementów
brzegowych przy rozwiązywaniu tego typu zagadnień.
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S u m m a r y

ANALYSIS OF PLANE PROBLEMS OF ELASTICITY BY BOUNDARY ELEMENT METHOD

The boundary value problem for Airy stress function is reduced to a system of two boundary integral
equations. The equations are solved by the boundary element method. Constant body forces are considered.
The form of the equations at a corner is analysied in detail. Two numeric examples are given and compared
with analitical ones.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 10 marca 1986 roku.
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1. Wprowadzenie

Jednym z podstawowych problemów syntezy układu stabilizacji samolotu jest problem
identyfikacji, którego zadaniem jest otrzymanie niezbędnych informacji o charakterysty-
kach statycznych i dynamicznych samolotu. Problem ten posiada szczególnie istotne
znaczenie w przypadku samolotu naddźwiękowego, gdzie informacje o aktualnych zmia-
nach jego parametrów muszą być ciągle w czasie lotu korygowane. Identyfikacja obiektów
niestacjonarnych — a takim jest samolot — sprowadza się głównie do założenia quasi-
stacjonarności w pewnym dopuszczalnym przedziale czasu AT i na znalezieniu takiego
algorytmu identyfikacji, którego czas procesu przejściowego jest mniejszy od czasu AT.

W niniejszym artykule do syntezy algorytmów identyfikacji parametrów modelu ma-
tematycznego samolotu w kanale podłużnym zastosowano metodę najmniejszych kwa-
dratów. Metoda ta wykazuje w tym przypadku wiele istotnych zalet, w tym: otrzymanie
algorytmu identyfikacji w postaci układu równań normalnych lub w postaci rekurencyj-
nej — prostej i wygodnej do obliczeń numerycznych, możliwość uwzględnienia szumów
pomiarowych lub zakłóceń działających na samolot, wysoka zbieżność i dokładność
identyfikacji parametrów modelu matematycznego. Ponieważ przedstawione algorytmy
pozwalają identyfikować parametry dyskretnego modelu matematycznego samolotu,
w pracy przedstawiono także problem określania parametrów ciągłego modelu matema-
tycznego na podstawie modelu dyskretnego.

2. Model matematyczny samolotu

W wielu praktycznych zastosowaniach, np. w przypadku stabilizacji układu pilotażu
ręcznego samolotu w kanale podłużnym, istotne znaczenie ma ruch krótkookresowy.
Wynika to z faktu, że pierwszą reakcją na wychylenie steru wysokości jest zmiana kąta
natarcia, podczas gdy zmiana prędkości lotu zachodzi znacznie później.
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Liniowy model matematyczny krótkookresowego ruchu podłużnego samolotu, dla
ustalonego lotu poziomego, ma postać [2]:

4 = óc + Paa + Pód + Pw

(1)

gdzie: a — kąt natarcia; # — kąt pochylenia; <5— wychylenie steru; n — przyśpieszenie
normalne; V— prędkość lotu;g — przyśpieszenie ziemskie; Pa, Ps, Mi, Ma, M-a, Ma~
współczynniki zależne od geometrii, kinematyki i parametrów lotu; Pw, Mw — zakłó-
cenia działające na samolot.

Z równań (1) otrzymano transmitancje wiążące sygnały wyjściowe •& i n z wejściowym
sygnałem sterującym d dla P„ = 0 oraz Mw = 0, które mają postać:

d(s)

"" ' d(s)
gdzie:

H + MJ =

J l fP " MsPa-MaPt

M5Pa-MaPó V
A = A

Współczynniki transmitancji (2) i (3) są zmienne i zależne od prędkości V oraz wysokości
H lotu; ogólnie stwierdza się, że są funkcją czasu.

Układ równań (1) można zapisać w postaci macierzowej

x(t)=Acx(t)+Bj(t)+Wc (4)
przy czym:

Również w tym przypadku parametry modelu (4), tj. macierze Ac, Bc i Wc są funkcjami
czasu.

3. Algorytmy identyfikacji

Samolot jest obiektem, którego właściwości statyczne i dynamiczne zmieniają się
w czasie lotu, na ogół jednak zmiany są powolne. Z tych też względów dopuszczalne jest
założenie, że istnieje przedział czasu AT, w którym parametry modelu matematycznego
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(2) lub (4) nie ulegają istotnym zmianom. Do identyfikacji parametrów modelu mate-
matycznego należy wówczas zastosować metodę, której proces przejściowy nie będzie
dłuższy niż AT. Tak postawiony problem rozwiązany zostanie przy pomocy metody
najmniejszych kwadratów, której algorytmy cechują się wysoką zbieżnością i dokładnością,
identyfikacji.

W warunkach ąuasistacjonarności, dyskretna postać równania (4) określona jest:
następująco

x(k+1) - Ax(k)+Bó(k) + W (5>
gdzie:

A = cxv(Ac T)
B = A^(exp(AcT)-T)Be

W = Ać1 (expO4c T) - T)We

W przypadku małej wartości okresu impulsowania T można ograniczyć się do przybli-
żenia liniowego rozwinięcia macierzy QXp(AcT) w szereg potęgowy i wóczas

A = I+ACT

W= WCT

Identyfikację parametrów modelu matematycznego (5) można przeprowadzić w opar-
ciu o pomiar ó(k) i &(k) lub w oparciu o pomiar d{k) oraz x(k).

W metodzie bazującej na pomiarze skalarnych sygnałów (tj. d(k) i &(k)) konieczna
jest przedstawienie modelu (5) w postaci kanonicznej Frobeniusa. Dla kwadratowego-
wskaźnika jakości algorytm identyfikacji ma postać:

k-\-)]
k)P(k-l)GT(k)]-lG(k)P(k-l) l )

gdzie: <p(k) — estymator macierzy parametrów ę,

<p = [dt, a2, clt c2],
G(k) m [4(k-l-)J(k-2), d(k-l), 6(k-2)]T,
Q(k) — współczynnik wagi.

Identyfikowane elementy macierzy cp powiązane są z elementami macierzy stanu A i ma-
cierzy sterowania B modelu (5) zależnościami:

cx = bt, c2 = bl(ali~a12 — a22)+b2^22

Algorytm (7), uzupełniony warunkami początkowymi <p(0) i P(0), pozwala określić war-
tości parametrów równania (5) z minimalnym średniokwadratowym błędem, spowodo-
wanym szumami pomiarowymi i zakłóceniami działającymi na samolot. Algorytm ten
posiada dobrą zbieżność i dokładność identyfikacji, jeśli parametry identyfikowanego
obiektu w czasie trwania procesu identyfikacji są stałe lub niewiele zmieniające się. Jeśli
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natomiast zmieniają się — algorytm ten traci zbieżność. Wówczas lepsze wyniki uzyskuje
się stosując następujący algorytm:

ę(k) = q>(k-l)+P(k)Gr(k)Q(k)t&(k)~G(k)ę(k~l)]
P(k) = R(k)-R(k)GT(k)[Q-i(k) + G(k)R(k)GT(k)]-1G(k)R(k) ( 9 )

przy czym najczęściej przyjmuje się R(k) = yl, gdzie / jest macierzą jednostkową a y
współczynnikiem o dużej wartości (rzędu 103-^10s). Zbieżność tego algorytmu można
dodatkowo poprawić dobierając eksperymentalnie ciąg wartości współczynników wagi
Q{k).

W przypadku, gdy niestacjonarność identyfikowanych parametrów jest silna, algorytmy
rekurencyjne najczęściej są rozbieżne. Lepsze wyniki osiąga się stosując tzw. układ równań
normalnych. Niech A T będzie przedziałem czasu, w którym parametry obiektu nie ulegają
istotnym zmianom. Dla tego przedziału estymator identyfikowanych parametrów, uzyskany
metodą najmniejszych kwadratów ma postać

£ = [GT(N)G(N)]~1GT(N)y(N) (10)

gdzie:

G(N) = [G'(l)|(?r(2)! ... \GT(N)]T

y(N)= $(1),*(2), ...,*(#)]
Idea tej metody polega na tym, że w każdym przedziale czasu A T należy dokonać N pomia-
rów sygnału wejściowego d(k) i wyjściowego &{k) w chwilach dyskretnych k, przy czym
N > 4, a następnie przetwarzać je zgodnie z zależnością (10). Najczęściej równania (10)
rozwiązuje się w oparciu o dekompozycję macierzy, np. metodą ortogonalizacji Househol-
dera lub metodą SVD. Zwiększenie ilości pomiarów N ma duże znaczenie w przypadku
działania na układ zakłóceń i szumów pomiarowych. Wpływ wymienionych zjawisk na
dokładność identyfikacji można zmniejszyć stosując odpowiednią filtrację.

Identyfikacji parametrów modelu matematycznego samolotu można także dokonać
poprzez pomiar sygnału wejściowego d{k) oraz wektora stanu x{k). Wówczas algorytm
identyfikacji ma postać:

$r(fc) = y)T(k-\) + P(k)S(k)Q{k)[xT{k)-ST(k)y>T{k-\)]
P(k) =

przy czym:

S(k) =
\x(k-

r-i)-J
Również w tym przypadku macierz kowariancji P(k — 1) można zastąpić macierzą R(k),
analogicznie jak w algorytmie (9). Zaletą algorytmu (11) jest wyższa, niż algorytmu (9),
zbieżność I dokładność identyfikacji, wadą —• konieczność pomiaru kąta pochylenia
•&(k) i kąta natarcia a.(k). Gdy zmiany parametrów są szybkie, zamiast algorytmu reku-
rencyjnego (11) należy zastosować układ równań normalnych, wynikających z metody
.najmniejszych kwadratów.

W wielu przypadkach zachodzi konieczność określania parametrów ciągłego modelu
matematycznego. Ciągły model matematyczny obiektu można uzyskać jako przypadek
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graniczny modelu dyskretnego, przyjmując, że okres impulsowania Tdąży do zera. Wów-
czas macierze Ac i Bc równania (4) można określić z zależności (6)

Ae= (Ar-JOT-1

Bc = BT'1 . ( 1 2 )

, , - , • , . t • • •
. • - . . , . • • • - • . . . - • - . . - - , • .

Jeżeli okres impulsowania Tma. dużą wartość, człony wyższego rzędu rozwinięcia macierzy
exp(AcT) mają duży wpływ na A (nie są jeszcze bliskie zeru) i zależności (12) nie można
stosować, gdyż błąd obliczenia macierzy Ac i Bc jest zbyt duży. Również bardzo mała
wartość T nie jest wskazana, przy stosowaniu tych zależności, gdyż błąd identyfikacji
parametrów modelu dyskretnego silnie przenosi się na wartości parametrów modelu
ciągłego.

Macierze Ac i Bc określić można ze stosunkowo małym błędem, korzystając z równań
(5) i tak:

Ac = -jrlnA
(13)

W-Ij-UeB

Zasadniczą trudność sprawia tu obliczenie macierzy Ac. Jeśli wartości własne Aj macierzy
A spełniają warunek

\Xj-\\ < 1 y - I , 2 (14)

to słuszna jest zależność

kT
fc-i

Dla układów stabilnych i lj > 0 warunek (14) jest zawsze spełniony. Macierz Bc wyznaczyć
można z zależności (13), uprzednio określając macierz exp(AcT), lub też z zależności
przybliżonej

co

[ 2 ] e B (16)

4. Badania symulacyjne algorytmów identyfikacji

Przedstawione algorytmy identyfikacji przetestowano na EMC w celu oceny ich zbież-
ności i dokładności identyfikacji. Analizy dokonano dla stacjonarnego oraz niestacjo-
narnego modelu matematycznego. W pierwszym przypadku badano podstawowe właś-
ciwości algorytmów identyfikacji, w drugim — przydatność tych algorytmów do identy-
fikacji modeli niestacjonarnych.

Symulowany obiekt identyfikacji określony został przez model matematyczny (4);
parametry tego modelu dla zakresu prędkości lotu Ma = 0,5-r-1,8 i zakresu wysokości
lotu H — 0-7-13500 m zaczerpnięto z pracy [4].

8 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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Przyjęto następujące wartości parametrów identyfikowanego obiektu stacjonarnego
[0,95 -0,2J _ ro,281

^ - [ 0 , 1 0,95 J ^ ~ i0,26j
W wyniku symulacji stwierdzono (rys. 1), że algorytm (11) wykazuje dużo lepszą zbież-
ność niż algorytm (7). Również w przypadku uwzględnienia szumów pomiarowych (rys. 2)

a)
T

0.5 1.0
kTts]

Rys. 1. Zbieżność procesu identyfikacji dla obserwacji:
a) — skalarnego sygnału wyjściowego,
b) — pełnego wektora stanu.

1.5

kTls]
Rys. 2, Zbieżność procesu identyfikacji w przypadku uwzględnienia szumów pomiarowych dla obserwacji:

a) — skalarnego sygnału wyjściowego,
b) — pełnego wektora stanu.
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.— wniosek jest identyczny. Podczas symulacji przyjęto, że szumy pomiarowe są sygnałami
losowymi o zerowych wartościach oczekiwanych i maksymalnych amplitudach nie prze-
kraczających 10% amplitud mierzonych sygnałów.

Zbieżność algorytmu identyfikacji dla obiektu niestacjonarnego przedstawiono na rys. 3.

0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Rys. 3. Identyfikacja obiektu niestacjonarnego przy obserwacji:
a) — skalarnego sygnału wyjściowego,
b) — pełnego wektora stanu.

Podczas symulacji procesu identyfikacji założono, że samolot nabiera prędkości do war-
tości 2Ma i wysokości do 15000 m w ciągu 75s. Linią ciągłą oznaczono zmiany wartości
parametrów obiektu, natomiast linią przerywaną — zmiany wartości parametrów samolotu
otrzymanych z procesu identyfikacji. Również w tym przypadku dużo wyższą zbieżność
i dokładność identyfikacji wykazuje algorytm (11). Algorytm (7) przy dużej szybkości
zmian parametrów obiektu utracił zbieżność. Oczywiście lepsze wyniki uzyska się stosując
algorytm (8) lub (10).

5. Podsumowanie

Przedstawione algorytmy identyfikacji można z powodzeniem wykorzystać do iden-
tyfikacji parametrów stacjonarnego i niestacjonarnego modelu matematycznego. Jeśli
jest możliwość obserwacji kąta natarcia <x(/c) zaleca się stosować algorytmy bazujące na
pełnej obserwacji wektora stanu modelu matematycznego samolotu, gdyż stabilność
algorytmów (7) i (8) jest bardziej wrażliwa na zmiany parametrów obiektu niż algorytmu

8*
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(11). Trudno tu jest sformułować warunki graniczne, które określałyby dopuszczalną
prędkość zmian parametrów. Proces identyfikacji jest tylko możliwy podczas trwania
procesu przejściowego i musi odbywać się cyklicznie, tzn. wyniki uzyskane w poprzednim
cyklu .będą warunkami początkowymi dla nowego cyklu. Taki sposób postępowania isto-
nie podwyższa zbieżność i dokładność identyfikacji.
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nAPAMETPH^ECKAK HflEBTHOMKAm-M MATEMATI-MECKOK MOflEJIH
CAMOJ1ETA

B paSoTe paccAioTpHBaeiCH npo6jieniMa napaMeTpimecKoft HfleHTHcbuKannn #nci<peTHOH Maieivia-
THMecKoii Modern! B npoflOJitHOM KaHane MeTOAom HaiiMeHiUHX KBa^paToB. IToKa3aH0 HTO HfleH-ra<J>HKai;Hs
napaMeipoB necTauHoirapHOH MaTeMaTHieci<ou MOflejiH caiwoKera BO3Aio>i<Ha B peanŁHOM DpeMeHH na
ociiOBe naccKBKoro 3i<cnepHMeHTa3 ocymecTBnHH H3MepeiiHH BxoAHoro carHajia H To>Ke oflHoii HHH
Bcex nepeMennbix COCTOHHHH 3TOH MoflejiH. IlpoaHajiH3HpoBaHo CXO^HMOCTL nojiy^eHHBix ajiropuTMOB

a Toace npoSneMMy onpefleneHKfi HenpepHBiioił MaTeMaTH îecKOH Moflenn na ocuoBe
j nojiy^euHoii B peayjiwaTe napaMeTpHnecKoii

S u m m a r y

PARAMETRIC IDENTIFICATION OF MATHEMATICAL MODEL OF AIRCRAFT

The present paper deals with the problem of parametric identification of discrete mathematical mode
of aircraft in the oblong channel solved by means of the method of least squares. It is shown that identi-
fication of parameters of non-stationary mathematical model is possible in the real time basing upon
passive experiment consisting of measurement of input signal as well as one or all variables of the state
of the model. The convergence of the identification algorithms being obtained and the problem of deter-
mining of continuous mathematical model on the basis of discrete model resulting from parametric ide-
tification has been analysed.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 19 marca 1986 roku.
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WYZNACZANIE MODELU STEROWANIA SAMOLOTEM
ZAPEWNIAJĄCEGO ŚCISŁĄ REALIZACJĘ RUCHU PROGRAMOWEGO*

WOJCIECH BLAJER

Wyższa Szkoła Inżynierska w Radomiu

Praca podejmuje zagadnienie ścisłej realizacji programowego ruchu samolotu. Nakła-
dając na ruch samolotu odpowiednie warunki, czyli więzy programowe, poszukiwano
takiego modelu sterowania, który zapewniłby ścisłą ich realizację. Zadanie rozwiązano
dla modelu samolotu, sztywnego, sterowanego parametrycznie. Sformułowano kryteria
realizowalności sterowania w założonym ruchu programowym. Warunki nakładane na
układ przez więzy programowe przekształcono do odpowiednich równań różniczkowych
zwyczajnych ze względu na funkcje parametrów sterowania.

1. Wstęp

Najczęściej podejmowanym zagadnieniem numerycznej symulacji sterowanego ruchu
samolotu jest badanie odpowiedzi zamodelowanego układu na narzucony model stero-
wania [2, 10, 12], Z punktu widzenia symulacji konkretnego manewru czy figury akrobacji
lotniczej, istotnym jest jednak przyjęcie odpowiedniego modelu sterowania. Najczęściej
znane są tylko ogólne zasady sterowania samolotem przy wykonywaniu poszczególnych
manewrów. Empiryczny dobór ścisłych przebiegów czasowych wartości parametrów stero-
wania, powodujących dokładną realizację założonego manewru, jest praktycznie niemoż-
liwy. Oczywiście model sterowania można uściślić poprzez kolejne jego poprawki lub też
zapewnienie sprzężeń pomiędzy parametrami sterowania i stanem symulowanego lotu
(najczęściej odpowiada to modelowym reakcjom pilota lub autopilota na stan lotu).
W każdym przypadku symulowany ruch odwzorowywać jednak będzie zamierzony manewr
ze skończoną dokładnością.

W pracy podjęto się rozwiązania zagadnienia odwrotnego. Przyjmując jako wyjściowe
odpowiednie warunki nakładane na ruch samolotu, poszukiwano takiego modelu stero-
wania, który zapewniałby ścisłą realizację ruchu określonego tymi warunkami. Narzucone

*> Fragmenty pracy przedstawione były w formie referatu na XII Konf. „Drgania w układach fizycz-
nych", Poznań—Błażejewko, 1986.
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na układ warunki rozumieć należy jako więzy programowe [5, 6, 7], czyli analityczne
związki czasu, współrzędnych układu oraz ich pochodnych. W takim rozumieniu ruch
programowy, czyli ruch zgodny z więzami, jest ruchem, który w każdej chwili spełnia
nałożone na niego więzy. Jak zostanie pokazane w pracy, postulat realizacji więzów pro-
gramowych implikuje odpowiednie warunki, spełnienie których w każdej chwili czasu
zapewni realizację założonego ruchu programowego. Warunki te przekształcone być mogą
do postaci równań różniczkowych zwyczajnych ze względu na funkcje parametrów ste-
rowania. W ten sposób każdy z więzów nakłada odpowiedni warunek na model sterowa-
nia samolotem. Reasumując, każdy model sterowania wypełniający warunki nakładane
przez narzucone więzy programowe stanowić będzie rozwiązanie zagadnienia podjętego
w pracy.

Zagadnienie rozwiązano dla modelu samolotu sztywnego ze sztywnymi układami
sterowania. Sterowanie realizowano uzależniając prawe strony równań ruchu samolotu
od poszczególnych parametrów sterowania. Do rozważań przyjęto przy tym równania
ruchu wyprowadzone w ąuasi-współrzędnych dowolnego układu własnego samolotu.

Przedstawiona praca jest rozwinięciem i uogólnieniem zagadnień podjętych w [1, 3, 4.
Prace te, a w szczególności [1], stanowią też przykład praktycznego wykorzystania teore-
tycznego modelu przedstawionego poniżej.

2. Równania ruchu samolotu swobodnego

W zagadnieniach dynamiki ruchu samolotu najczęściej stosowane są równania ruchu
wyprowadzone w ąuasi-współrzędnych wybranego układu własnego. Równania te można
zapisać jako [9, 10, 12]:

Mcó + BMeo= Q*, (1)

gdzie zgodnie z cytowanymi powyżej pracami: M — stałowspółczynnikowa macierz
bezwładności, a> — wektor ąuasi-prędkości, elementami którego są składowe prędkości
liniowej i kątowej samolotu w przyjętym układzie odniesienia, B — macierz sprzężeń
dynamicznych, której elementami są składowe wektora a>, Q* — wektor sił uogólnionych
na kierunkach ąuasi-współrzędnych.

Przyjmuje się, że źródłem zewnętrznych oddziaływań na samolot w locie są siły i mo-
menty aerodynamiczne, siła ciężkości oraz siły i momenty od zespołu napędowego. War-
tości tych oddziaływań zależą od aktualnego stanu lotu samolotu oraz, z wyjątkiem siły
grawitacyjnej, od aktualnych wartości parametrów sterowania. Wektor sił uogólnionych
zapisać można wówczas w formie:

Q* = Q*((»,ą, s), (2)

gdzie: q — wektor współrzędnych uogólnionych samolotu, s — wektor niezależnych
parametrów sterowania. Najczęściej składowymi wektora s są wartości wychyleń lotek,
steru wysokości i kierunku oraz siła ciągu silnika (lub wymiennie prędkość kątowa obro-
tów silnika). Czasami jako parametry sterowania wyróżnia się też kąt wychylenia klap,
wielkość wysunięcia hamulców aerodynamicznych i inne. Oczywistym jest,; że przy wyko-
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tiywaniu poszczególnych manewrów w locie, tylko część kanałów sterowania jest wyko-
rzystywana. W dalszej części pracy przyjmowane będzie, że wektor s jest ^-elementowy.

Wektor prędkości uogólnionych q związany jest z wektorem quasi-prędkości o poprzez
zależność:

q m Aco, (3)

gdzie A — macierz o współczynnikach zależnych od q.
Wykorzystując wzory (l)-(3) oraz uwzględniając uwagi poczynione powyżej, pełne

równania ruchu samolotu dla numerycznej symulacji lotu można zapisać w formie układu
równań różniczkowych zwyczajnych pierwszego rzędu o postaci normalnej:

w = F(<o,q, s),

q = A(q)co,

gdzie F = M~1(8*~BMa)). Równania o powyższej postaci (wraz z odpowiednimi
warunkami początkowymi) stanowią zwykle wyjście do numerycznej symulacji nieusta-
lonych ruchów samolotu. Aktualne wartości wektora stanu [to, q]T zależą przy tym od
nałożonego na układ modelu sterowania, czyli przebiegów zmian elementów wektora s.
Najczęściej funkcje te przyjmuje się jako s = s(co, q, t), gdzie t — czas.

3. Więzy programowe i warunki nakładane przez więzy

W pracy przyjęto, że narzucony na ruch układu program, realizację którego postu-
luje się, opisany jest przez a niezależnych od siebie związków analitycznych:

g*(a,q,t)-0. (5)

Każdy ze związków gi} ..., go wyraża sobą jeden więź programowy, którego równanie
ma być spełnione podczas symulowanego ruchu. Zakłada się, że funkcje więzów są co naj-
mniej klasy C1, a rząd macierzy dg*jd(t> w obszarze określoności o i q jest dla dowolnego
czasu t równy a. Pomijając na razie pełniejszą analizę co do maksymalnej ilości więzów
programowych, wynika stąd, że nie może ona przekroczyć ilości stopni swobody układu.
Indeks*, podobnie jak w równaniu (2), oznacza, że równania (5) nie zależą jawnie od
prędkości uogólnionych. Można to zawsze uzyskać stosując podstawienie (3).

Równanie (5) reprezentuje zbiór więzów kinematycznych o dowolnej postaci. Objęty
może też być tym przypadek dowolnej postaci więzu geometrycznego, czyli

fi{q, 0 = 0. (6)
Postulując mianowicie, ażeby w chwili t = 0 układ spełniał warunek więzu, czyli fi(qo> 0) =
— 0, warunek (6) można przekształcić do jego równoważnej formy kinematycznej [7]

która to forma jest równoważna zapisowi (5). W ten sposób dowolny zbiór więzów pro-
gramowych geometrycznych i kinematycznych można zapisać w jednolitej formie. Oczy-
wiście więzy geometryczne narzucają dodatkowe warunki na położenie układu w chwili
/ = 0, a równania ich muszą być co najmniej klasy C2.
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Jeśli układ ma realizować narzucony program, równania więzów (5) muszą być uwzględ-
nione w procesie ruchu opisanego różniczkowymi równaniami [4]. W odróżnieniu od wię-
zów materialnych, w przypadku których ruch zgodny z więzami wymuszany jest poprzez
reakcje więzów [7], więzy programowe są czystymi związkami analitycznymi wyrażają-
cymi warunki jakie winny spełnić rozwiązania odnośnych równań ruchu. W tym przypadku
reakcje więzów programowych (traktowanych jako idealne więzy materialne), które
mogłyby być traktowane jako dodatkowe siły sterujące [5, 6, 7], wymuszające ruch zgodny
z więzami, nie mają fizycznego sensu. Ruch programowy winien przebiegać tak, by reakcje
więzów programowych w sensie Appela-Czetajewa tożsamościowo równały się zeru.
Fizycznie bowiem reakcji takich być nie może. Realizację narzuconego programu ruchu
zapewnić można jedynie poprzez dobór odpowiedniego modelu sterowania. W pracy
wykazano możliwość doboru takiego modelu.

Równania więzów programowych (5) narzucają ograniczenia również na quasi-przy-
spieszenia, mianowicie [5,6,7]:

Jeżeli założymy, że w chwili / = 0 układ spełnia nałożone więzy, czyli:

g*(atQtq0,Q) = 0, (9)

ruch programowy realizowany będzie jeśli w dowolnej chwili czasu / spełnione będą zależ-
ności (8). Podstawiając do tych równań wartości na io i q zgodnie z (4), przekształcają
się one do następującej postaci:

8q ! 8t

Zgodnie z wcześniejszymi uwagami, równania (10) są a zależnościami, które można zapi-
sać symbolicznie jako:

w* = w*(s, 0,q, t) = 0. (11)

Reasumując, jeśli w chwili początkowej t = 0 układ spełnia więzy, czyli prawdziwe
są równania (9), ruch programowy opisany związkami (5) realizowany będzie ściśle gdy
w każdej chwili czasu wypełniane będą warunki (11). Te ostatnie wynikają z ograniczeń
nakładanych przez więzy na wektor stanu układu równań różniczkowych (4). W dalszej
części pracy warunki (11) nazywane będą więzami dynamicznymi.

Wyrażenia (11) mają charakter ogólny. W szczególnym przypadku mogą one nie
zależeć jawnie o niektórych lub nawet wszystkich parametrów sterowania [1, 3, 4], Dotych-
czas nie dyskutowano też sprawy wzajemnych proporcji długości wektorów s i g*. Zagad-
nienia te rozpatrzone będą w następnym rozdziale.

4. Warunki więzów programowych jako ograniczenia nakładane
na model sterowania samolotem

Traktując poszczególne parametry sterowania s = [st, ..., sb]
T jako dodatkowe zmien-

ne, układ równań (4) oraz związki (11) traktować można jako 2n+a zależności na 2n+b
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zmiennych, gdzie n — ilość stopni swobody. Wnioskować stąd można, że podstawowym
warunkiem realizowalności sterowania w ruchu programowym jest, by ilość nałożonych
więzów była nie większa niż ilość niezależnych kanałów sterowania. Wcześniej stwierdzono
już, że ilość więzów programowych nie może przekroczyć ilości stopni swobody układu.
Ostatecznie więc, najogólniejszy warunek konieczny realizowalności sterowania w ruchu
programowym można sformułować następująco:

a^b4n. (12)

Nie jest to oczywiście warunek wystarczający realizowalności sterowania. Z drugiej strony
a zależności typu (11) determinować będzie tylko a parametrów sterowania. Pozostałe
b — a parametrów sterowania, z punktu widzenia realizacji programu (5), może być przy-
jęta dowolnie. Na funkcje zmian tych parametrów będą nakładane jedynie ograniczenia
co do odpowiedniej klasy funkcji.

Rozważmy w pierwszym kroku przypadek, gdy układ warunków (11) zależy jawnie
od co najmniej a parametrów sterowania oraz daje się rozwikłać ze względu na a pa-
rametrów sterowania s •» [5j, ..., sa]

T- Inaczej mówiąc, ze związków (11) można
wyznaczyć a zależności typu:

s = s(fi), q, s, t), (13)

gdzie s — [slt ...,sb_a]
T —wektor pozostałych b — a parametrów sterowania, którego

elementy, z punktu widzenia realizacji więzów programowych (5), mogą być przyjęte
dowolnie jako

3 = s(co,q,t). (14}

Uwzględniając powyższe, warunki (13) nakładane na a kanałów sterowania, a wynikające
bezpośrednio z równań więzów dynamicznych (11), są funkcjami typu:

s = s*(co,q,t). (15)

Przyjęte a priori funkcje s muszą być przy tym co najmniej ciągłe w całym zakresie okres-
loności.

W przypadku tym układ równań (4), odpowiedź którego realizować będzie ściśle
program (5), przekształcić można do postaci:

w = F((o, q, s,s) = F*((o,q,t),
(16/

q = A(q)(o,

gdzie F * — funkcje prawych stron odpowiednich równań układu (4) po wstawieniu (14)
i (15). Wartości początkowe wektora stanu układu (16) muszą być przy tym dobrane tak.
ażeby zachowane były warunki (9). Tym samym związki (15) umożliwiają wyznaczenie
ścisłego modelu sterowania zapewniającego realizację programu (5).

W przypadku ogólnym układ warunków (11) nie musi dać się efektywnie rozwikłać
względem a parametrów sterowania (nawet wówczas, gdy układ ten zależy jawnie od co
najmniej a parametrów sterowania). Warunki więzów dynamicznych mogą poza tym
zależeć jawnie od mniejszej niż a liczby parametrów sterowania (jak np. w pracach [1, 3, 4]).
W końcu, zadanie sterowania w zadanym ruchu programowym może okazać się nierea-
lizpwalne. Poniżej starano się rozważyć to zagadnienie w miarę ogólnie. Na wstępie zało-
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żono, że spełniony jest warunek a ^ b 4 n oraz że układ równań (11), bez względu na
powód, nie można efektywnie rozwikłać względem a parametrów sterowania.

Narzucając warunek realizacji więzów dynamicznych w chwili t = 0, czyli:

w*(so,c»o,qo,0) = 0, (17)

ruch zgodny z więzami realizowany będzie wówczas, gdy w każdej chwili czasu speł-
niane będą zależności różniczkowe:

/ Ź I M J * I / ńw* \ ÓW

jr+ = 0 . (18)
dw*
dt

dw*

w
Jeśli dokonać analogicznych podstawień na w i q jak przy przejściu od wzoru (8) do (10),
równania (18) można przedstawić jako ogólne zależności typu:

w*(s,s,a>,q,t) = 0. (19)

Dokonując w analogiczny sposób m-krotnego różniczkowania wyjściowych zależności
(11) otrzymać można:

n>*w(Ji, ...,4m'5 sb, ...,sim>.\<o,q,t) m 0, (20)

gdzie m l 5 ..., mb < m. Żądać należy przy tym, ażeby spełnione były następujące warunki
początkowe:

M>*<(>Oo* s0, ,..,4'>,fl)o, ?o»0)=»0, r = l , . . . , m - l . (21)

Jeśli dla pewnego m układ równań (20) da się rozwikłać względem najwyższych po-
chodnych a parametrów sterowania, układ ten można przedstawić w postaci normalnej
[8, 11]:

S5ra^ = / / S i , ••-, ~sTl~l\ ..., ~sa 5f«-i 3, l f l + l J ..., S'"+Vl)
; .... %, .... %m»', w, ?, t) ,

• ^ - 1 . »..«. (22)

gdzie: * i 5 są definiowane analogicznie jak we wzorach (13) i (14). Warunkiem koniecznym
umożliwiającym przejście od wzoru (20) do (22) jest przy tym, ażeby

det

gdzie:
8s

¥=0, (23)

m-l)i T

dw?

dw*

dsa

3K
3*! " ' dsa

Wynika z powyższego między innymi, że warunki łv*(m" L> muszą zależeć jawnie od co
najmniej a parametrów sterowania.

Ponieważ parametry sterowania ~s mogą być, z punktu widzenia realizacji więzów,
dowolnymi funkcjami typu (14) (ale odpowiedniej klasy— Cm*, gdzie mk = ma+1, ..., mb),

.zależności (22) są w istocie następującymi:

5jv =//(5I ; . . . , nm>~l\ ..., l«, ...>r«-!),o.<rs0. ; = i. ->«• (24)
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Układ powyższy sprowadzić można do rzędu pierwszego oraz dołączyć do równań
ruchu (4). Uwzględniając wcześniejsze uwagi, pełny układ równań różniczkowych samo-
lotu realizującego narzucony ruch programowy zapisać można następująco:

q = A(q)a,

hi " ~sn,
(25)

~sJmj = fj*Oji., •••, Sjmj> <°> ?> 0 >

a

.gdzie / = I,..., a. Równania te stanowią układ 2«+ £ ntj równań różniczkowych

zwyczajnych rzędu pierwszego o postaci normalnej. Wartości początkowe zmiennych
układu spełniać przy tym muszą warunki (9), (17) i (21), czyli a+a+mCa-l) równań
algebraicznych. Niezbędnym jest więc, ażeby

k = 2n + J?mj-[a + a + m(a~\)]^ 0. (26)

Wynika z powyższego, że k wartości początkowych wektora stanu układu (25) ustalo-
nych może być dowolnie.

Jeśli w chwili t = 0 wektor stanu układu (25) spełnia niezbędne warunki początkowe,
to niezależnie od doboru funkcji zmian wektora ~s oraz niezależnie od doboru k wartości
początkowych układu, ruch samolotu opisany tymi równaniami realizować będzie ściśle
narzucony program (5). Zmienne ~śjL(t) (j = 1, ...,d) stanowią przy tym poszukiwany
model sterowania samolotem, zapewniający ścisłą realizację narzuconego układu wię-
zów programowych.

Dotychczas nie dyskutowano wartości parametru m, czyli niezbędnej krotności róż-
niczkowania więzów dynamicznych w celu uzyskania możliwości rozwikłania, przekształ-
conych tak równań więzów, względem najwyższych pochodnych a parametrów stero-
wania. W pracy nie dopracowano się kryterium pozwalającego na oszacowanie liczby
m w przypadku ogólnym. Można jedynie pokazać, że kolejne różniczkowanie warunków
więzów programowych rzeczywiście może doprowadzić do rozwiązania zagadnienia.
Jak wykazano wcześniej, warunkiem niezbędnym dła własności (23) jest jawna zależność
przekształconych warunków więzów od co najmniej a parametrów sterowania. Jeśli na
•danym kroku różniczkowania własność ta nie jest spełniona lub nie jest spełniony waru-
nek (23), w kroku następnym, dzięki ewentualnemu pojawieniu się nowych elementów
wektora s (za quasi-przyspieszenia co podstawia się prawe strony równań z układu (4)),
warunek (23) może być spełniony.

Jak przekonano się w pracach [1, 3, 4], w zagadnieniach praktycznych (choć nie można
tego uogólniać) wystarcza trój-, a dzięki szczególnemu podejściu do zagadnienia, nawet
•dwukrotne różniczkowanie warunków więzów dynamicznych. Ma to o tyle istotne zna-
czenie, że każdy krok różniczkowania wydatnie komplikuje model matematyczny.
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5. Wnioski

W pracy przedstawiono ogólny model matematyczny wyznaczania modelu sterowania
samolotem w ruchu programowym. Zagadnienie może być rozszerzone również na inne
układy sterowane parametrycznie. Sens metody nie uległby też zmianie gdyby równania
ruchu układu wyprowadzone były w układzie współrzędnych uogólnionych.

Rozwiązanie podjętego zagadnienia oparto na specyficznym podejściu do zagadnie-
nia więzów nałożonych na układ. W pojęciu klasycznym oddziaływanie więzów na układ
realizuje się poprzez reakcje więzów, czyli dodatkowe siły (obok sił czynnych) wymusza-
jące ruch zgodny z więzami. W podobny sposób potraktować można ruch programowy
układu sterowanego siłami zewnętrznymi. Siły sterujące utożsamić należałoby w takim
wypadku z siłami reakcji więzów programowych traktowanymi jako idealne więzy ma-
terialne. Zagadnienie to rozważone jest m.in .w pracach [5, 6]. W rozważanym przypadku
ruchu samolotu, albo ogólniej układu sterowanego parametrycznie, podejście takie nie
ma fizycznego sensu. Wartości parametrów sterowania wpływają bezpośrednio na wiel-
kość oddziaływań zewnętrznych. Zadanie rozwiązać można jedynie poprzez odpowiedni
dobór modelu sterowania, zapewniających taką kreację sił czynnych, że powodować
one będą ruch ściśle realizujący nałożony program. Ostatni warunek wyrażają sobą równa-
nia więzów dynamicznych (11). Model matematyczny opisany w rozdziale 4 pozwala
(jeśli sterowanie jest realizowalne) na wyznaczenie poszukiwanego modelu sterowania.

W pracy stwierdzono, że każdy krok różniczkowania więzów dynamicznych w istotny
sposób komplikuje zapis odpowiednich warunków w* . W porównaniu z zaprezento-
wanym modelem, w pewnych przypadkach układ warunków w* może dać się roz-
wikłać względem najwyższych pochodnych oraz funkcji a parametrów sterowania ~s.
Uzyskany w ten sposób układ równań różniczkowych ze względu na część elementów
wektora s oraz funkcji zmian pozostałych elementów tego wektora będzie równoważny
układowi (22). Rząd równań różniczkowych obniżony będzie przy tym o jeden, a część
parametrów sterowania wyznaczona będzie bezpośrednio. Odpowiedniemu uprosz-
czeniu ulegną wówczas również różniczkowe równania ruchu samolotu realizującego
program (5), czyli równania (25). Przypadek ten najlepiej pokazany jest w prący [1].

Zaprezentowana metoda ma charakter czysto analityczny. Uzyskane tą drogą modele
sterowania w zadanym ruchu programowym mogą nie być realizowalne w praktyce, tzn.
mogą na przykład wykraczać poza eksploatacyjne zakresy zmian parametrów sterowania.

Podjęte zagadnienie może mieć szerokie zastosowanie przy symulacji nieustalonych
ruchów samolotu. W szczególności dotyczy to prawidłowego modelowania figur akrobacji
lotniczej oraz manewrów w locie. Pewną trudność stanowić może przy tym analityczne
sformułowanie warunków więzów programowych.
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P e 3 IO M e

PA3PAEOTKA MOflEJIH ynPABJIEHHfl CAMOJlfiTOM, OBECnE^HBAIOIHEfl TOHHOE
BBinOJIHEHHE ITPOrPAMHOrO

B pa6oTe paccMaipHBaeTCH npoSjieivia TOHHOH peajiroanHH nporpaMHoro flBH>KeHHH caMoneTa. FIpo-
rpaiwiwa ^BioKemia Sfeuia npiiHHTa i<ai< KoMnneKC KiiHeMaTiroecKHX cBH3eił npoH3BOJiwioro BHfla. ITpefl-

cnocoS onpeACJienHJi Mo^eiiH ynpaBneHHH caMOJi&roM, o6ecneHHBaiomeft peajiH3aiłHio npor-
. IIpoBjieMa pemena fflJia a<ecTKoro caMoneia, yupaBJiHeiworo napasieTpaMH.

S u m m a r y

DETERMINATION OF THE MODEL OF AIRPLANE CONTROL ENSURING THE EXACT
REALIZATION OF A PROGRAM MOTION

In the paper the problem of exact realization of a program motion by an airplane has been considered.
The program of motion was meant as a set of conditions imposed on the motion, or in other words a set
of program constraints. The model of airplane control ensuring the simulated motion be consistent
with the program constraint equations was determined. The problem was solved for a rigid airplane
controlled by parameters. The criteria of control readability in a certain program motion were also
formulated. The program constraint conditions imposed on the system were transformed into the
equivalent set of differential equations determining functions of control parameters.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 14 kwietnia 1986 roku.
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OKREŚLENIE NAPRĘŻEŃ W CEWCE TRANSFORMATORA ROZCIĄGANEJ
NA SKUTEK DZIAŁANIA PROMIENIOWYCH SIŁ ELEKTRODYNAMICZNYCH

TADEUSZ GAŁKIEWICZ

Politechnika Łódzka

Wprowadzenie

W pracy wyprowadzone zostały wzory na naprężenia występujące w cewce transfor-
matora narażonej na działanie elektrodynamicznych odśrodkowo skierowanych sił zwar-
ciowych. Wzory podane zostały w wielkościach bezwymiarowych dzięki czemu poszcze-
gólne rozwiązania dotyczą nie jednej cewki lecz pewnej grupy cewek. Oryginalnością
pracy jest potraktowanie cewki jako jednolitej ortotropowej tarczy pierścieniowej obcią-
żonej siłami objętościowymi zmieniającymi się wg trójkąta (rys. 1).

łN
Rys. 1.
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1. Wstęp

Uzwojenie transformatora składa się z szeregu ułożonych na sobie współosiowo
cewek. W celu zwiększenia intensywności chłodzenia transformatora kolejne cewki
tworzące uzwojenie podzielone są międzycewkowymi wstawkami dystansowymi. Uzwo-
jenia dużych transformatorów sprasowane są w kierunku osiowym specjalnymi śrubami
osadzonymi w jarzmach rdzenia. W transformatorze są dwa rodzaje uzwojeń, uzwojenia
wewnętrzne i zewnętrzne. Cewki tych uzwojeń powinny być tak zaprojektowane aby siły
występujące w czasie ewentualnego elektrycznego zwarcia nie powodowały uszkodzeń
zwojów. W czasie zwarcia transformatora cewki obciążone są siłami elektrodynamicz-
nymi działającymi na uzwojenie w kierunkach promieniowych i osiowym. Uzwojenia
wewnętrzne obciążone są promieniowymi siłami dośrodkowymi, natomiast uzwojenie
zewnętrzne — siłami odśrodkowymi.

W niniejszej pracy analizie wytrzymałościowej poddane zostały cewki uzwojeń zew-
nętrznych tzn. cewki, w których siły dynamiczne działając odśrodkowo powodują rozcią-
ganie zwojów. Analizowano cewki utworzone ze ściśle nawiniętych na siebie zwojów.
Przyjęto, że przekrój poprzeczny przewodnika, z którego wykonane jest uzwojenie ma
kształt prostokąta o wymiarach V x h'. Przewodnik owinięty jest izolacją o grubości
li"72, czyli grubość izolacji między kolejnymi przylegającymi do siebie zwojami drutów
cewki wynosi h", natomiast grubość zwoju h = h' + h". W rozważaniach nie uwzględniono
występowania naprężeń montażowych wynikających z wstępnego napięcia przewodu
i z zakrzywienia przewodu przy nawijaniu, cewki.
Wprowadzono oznaczenia:

;-,„ — promień wewnętrzny cewki
rz — promień zewnętrzny cewki

r, (p — współrzędne określające położenie punktu
cewki

u — przemieszczenie promieniowe punktu cewki
a — grubość cewki (rys. 1) a = rz — rw

b' — szerokość przekroju poprzecznego przewod-
nika (szerokość drutu)

b —• wysokość cewki
h' — grubość przewodnika (grubość drutu)

h" J2 — grubość izolacji przewodnika
li" _ grubość izolacji między drutami kolejnych

zwojów cewki
h — grubość przewodu (grubość zwoju) h = h' +

+ h"
H-—względna grubość zwoju odniesiona do gru-

bości drutu h'
n — liczba zwojów cewce

E' — moduł Younga drutu
E" .— moduł Younga izolacji

w wielkościach bezwymiarowych
-̂ w = rw/rw — 1

Rz = rjrw

R m ,-lrw

U = ujrw

a/rw = Rz-l

H = hlh' = l+h"/h'
v' — liczba Poissona drutu
v" — liczba Poissona izolacji (pa-
pieru: przyjęto v" — 0)
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Et — moduł sprężystości cewki jako całości — w kierunku obwodowym
Er — moduł sprężystości cewki jako całości — w kierunku promieniowym

vt,vr —odpowiednie liczby Poissona cewki —jako tarczy orto tropowej.
Cewkę potraktowano jako ortotropową tarczę pierścieniową, dla której to tarczy

określono (w punkcie 2 niniejszej pracy) zastępcze stałe sprężystości w kierunku obwodo-
wym i promieniowym. Każdej jednostce objętości cewki przyporządkowano pewną elek-
trodynamiczną siłę promieniową p. Siłę tę działającą na jednostkę objętości znajdującą
się tuż przy wewnętrznej powierzchni cewki oznaczono przez pw — czyli pw = A=>v

Siłę elektrodynamiczną przypadającą na jednostkę długości pierwszego od środka
zwoju oznaczono przez q±. Przy dużej liczbie zwojów w cewce można przyjąć, że zwią-
zek między pw, qx, b' i h jest następujący:

Pw X qj(b'h) (I)

gdzie: b' —jest to wysokość pracująca cewki (szerokość przewodnika)
h — grubość zwoju

Przy obliczaniu cewek transformatorowych zakłada się istnienie liniowego rozkładu
sił promieniowych. W cewce zewnętrznej największa odśrodkowa siła elektrodynamiczna
występuje w pierwszym (wewnętrznym) zwoju. Siła ta maleje na grubości cewki wg trój-
kąta osiągając w ostatnim (n-tym, zewnętrznym) zwoju wartość bliską zeru. Zgodnie
z rys. 1 i wzorem (1) można przyjąć, że:

„ _ „ x - „ r*~r - n R*~R ~ Jt R*-R JVV ( R n\ n\
^ ^ . - 1 ~ b'h R.-1 ab'h {K* *•>' C 2 )

gdzie: R = r/rw, Rz = rzjrw.
W rzeczywistej cewce transformatorowej liczba zwojów n > 1, więc obciążenie fc-tego
(licząc od środka cewki) zwoju

n + l-k qk n+l-k .
& « f c P = q ( 3 )

gdzie: k = 1,2,3, . . .,».
Siła dynamiczna odśrodkowa działająca na element o wymiarach rdq> xdrxb' (rys. 1)

wynosi dP — prdędrb', gdzie jednostkowa siła objętościowa p określona jest wzorem (2).
Z sumy rzutów sił na oś y (rys. 1) wynika, że siła normalna w przekroju poprzecznym
cewki

= —- I I dPs'mw - -x- I I prdfdrb'sinq> =
2 J J 2 J J

0 r w

B 0
WC C Y rib= — J sinydyj p„ — (rz-x)(-dx) = pwrw-g- Q

(4)

o

„2

9 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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Średnie naprężenia obwodowe w cewce wynosi:

{ot)śr — —JT — 'V" (-Kz+2) (5a)

a w wielkościach bezwymiarowych:

Jeżeli przyjąć, że silę normalną N w przekroju cewki przenoszą wyłącznie druty bez pomocy
izolacji — to średnie naprężenie rozciągające w drutach cewki

H

gdzie: H — h/h'.

w~(Rx+2) - - ^ - ^ ± 1 - - | ^ - (of)* (6)

2. Określenie zastępczych stałych sprężystości

W celu określenia zastępczych stałych sprężystości analizowanej tarczy (wykazującej
cechy ortotropii konstrukcyjnej) uwzględniono, że jednostka długości zwoju pod wpływem
jednokierunkowego rozciągania średnimi naprężeniami at wydłuży się tyle co jednostka
długości drutu poddanego naprężeniom a't —występującym w drucie,

czyli e, = et, stąd a't\E' — <r,/Et, a ponieważ
(f't = ath/h' = <y,H, więc (7)

Et = E'/H, (8)
Gdy zwój rozciągany jest jednokierunkowo wzdłuż jego osi wówczas grubość zwoju
zmieni się o Ah = —vteth, przy czym grubość drutu dozna zmiany o Ah' = — j»'ej/;'.
Ponieważ w cewkach E"[E' <̂  1, więc przyjęto, że w rozciąganym przewodzie całą siłę
przenosi drut bez udziału izolacji — a zatem a't' = 0 i Ah" = 0. Z warunków: Ah = Ah'+
+Ah", s, — ej wynika, że:

vt = v'IH. (9)
Jeżeli zwój poddany zostanie jednokierunkowemu poprzecznemu obciążeniu naprę-

żeniami or, to zmiana grubości zwoju wyniesie:

stąd:

Er = E'
Zwój obciążony jednokierunkowo w poprzek naprężeniami ar doznaje w kierunku obwo-
dowym jednostkowego odkształcenia e, = —vre, — -vrar\Er. Odkształcenie to równe
jest odkształceniu drutu, które wynosi e, $ ~v'arjE' (pominięto tu oddziaływanie izo-
lacji). Po porównaniu ze sobą wzorów na e, i po uwzględnieniu związku (10) otrzymano;

Tjr

1+(E'/E'%H1)' *• '
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W modelu obliczeniowym występuje ortotropia konstrukcyjna, więc jak należało ocze-
kiwać obowiązuje następująca zależność:

vt/E, = vrjEr. (12)

3. Rozwiązanie zagadnienia

Cewkę transformatora potraktowano jako tarczę pierścieniową, wykonaną z ma-
teriału ortotropowego, obciążoną wyłącznie siłami objętościowymi — p (na obecnym
etapie rozważań nie uwzględniono sił tarcia występujących na powierzchniach styku
cewki z wstawkami dystansowymi).

Z sumy rzutów sił działających na element tarczy o wymiarach rdcpxdrxb' wynika
ogólnie znane równanie różniczkowe:

—JL+—(of-fft) = -p, albo ~C~d-(i-ar)-at .= ~pr, (13)

gdzie:
<rr — są to naprężenia promieniowe w cewce,
a, •— naprężenia obwodowe w modelu zastępczym cewki,

(należy pamiętać, że naprężenie w drucie w kierunku osi drutu wynosi a't = ath\h! = atH).
Po wykorzystaniu wzoru (2) otrzymano

^ ± >kJL . o. (14)
rz ' r

Jest to różniczkowe równanie równowagi wyrażone w naprężeniach chcąc wyrazić
je przez przemieszczenia należy uwzględnić, że

°r = 1 -vryt
 iSr + V> £ ( ) ' ff' = l - f y r „ , C«f+»VĄ.).

gdzie:

du . _ u

Po wprowadzeniu następujących wielkości bezwymiarowych:

U--2-, R=~^, Rw = Rr^rw = 1, Rz = Rr^x = ±,, (17)

(18)

Otrzymano równanie różniczkowe: -

rlJJ 77

-R) = 0 (20)R

9*
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Okazuje się, że postać funkcji U spełniającej powyższe równanie zależy od wartości para-
metru E* i tak:

A) gdy E* =£ 4 i £* ̂  9, wówczas

rr A na i A t> — « ^ * 1? p2 i £JL__ ??3 /oi '\

B) gdy E* = 4

C) gdy £* = 9

W powyższych wzorach /ii, A2, Si, 5 2 , C t , C2 są to stałe całkowania, które wyznacza
się w warunkach brzegowych.
Wprowadzono oznaczenia:

o? = crt/(pw/•«,), O? = 0rl(pwrw).

Korzystając z zależności (15), (16), (17) bezwymiarowe naprężenia obwodowe af wyrazić
można przez E#, i?3 i i? w sposób następujący

a * - a< - -E' • / t /
l y

 d U \ - E* t(R) (22)
' ~'pwrw Pwrw{l-vrvt) \R+Vr~dRj~'R^\Ę{R)- ( 2 2 )

Postać funkcji £(#) zależy od parametru E*
A) gdy E* T^ 4 oraz E* =£ 9 wówczas:

-l-ofl',.)^-1 + —=- (1 -rtr^i?-"- 1 - — — = - (1 + 2vr)J?siJ+

(23')

B) gdy E% = 4 wówczas:

•2vr)i?-3 + - L [(1 - 2 v r ) - 4 ( l H - ^ J l n i J ] ^
^ * P*

+ — (l+3vT)R2 (23")

C) gdy Z?* = 9 wówczas:

Bezwymiarowe naprężenia promieniowe er* wynoszą

(24)



NAPRĘŻENIA W CEWCE TRANSFORMATORA 453

Postać funkcji ip(R) zależy od wartości parametru
A) gdy £* 7̂  4 i E* i= 9 wówczas

^ ( t ) 4 ( n ) T V
P* P* *ł — -c

+ - 9 ^ (3+^) i? 2 (25')

B) gdy /?* = 4, wówczas

Sr (S+vt)R+ (3+vt)R-*+±- {2+vt)RzR +
P* P* *>

R2 (25")
_>

C) gdy E% = 9, wówczas

(25'")

4. Określenie stałych całkowania

Dla rozważanych tu cewek transformatorowych przyjęto następujące warunki brzegowe:
(ffr)r=r = 0 — l u b w wielkościach bezwymiarowych (o '*) J { = K w = 1 = 0
(ffr)r=r = 0 •— lub w wielkościach bezwymiarowych (a?)R-Ri. ~ 0

Po wykorzystaniu tych warunków okazało się, że:
A) gdy E* 7̂  4 i E* i= 9 wówczas:

t /D20H-1 l?a+3\ ^ + y t /p2a

P* {
B) gdy E* = 4, wówczas:

1 I ~2-hv, . 4 . ^ 1 2+Vt p 2 i „ p - J + ^ t / n 5 t ^ l eyi"\
= —r- r-;—j —- I —: RAK. — 1 H ^ jK2ln.jr<z ; (/<s — 1)1 [Z I )

/>* (2+v t )(i?*-l) L 16 4 5
Bi Rt \ 2+vt B . _ , 3+ V f

(27'")

p* ' " (-2+O(.R£-l) L 4

C) gdy E* = 9, wówczas:

(3+v,)(RS-
g r

7 7 = (-3+v»X^6-D l~
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5. Określenie rzeczywistych naprężeń występujących w drutach zwojów cewki

Po określeniu stałych całkowania funkcje er,*(22) i <7*(24) przedstawić można w postaci
wykresów. Przebieg funkcji zależy od parametrów R-, H, E*, vr,vt, a więc od rz, r
ti, h", E', E", v', v". Wykresy takie zostały wykonane przykładowo dla cewek, dla których
v' = 0,3, v" = 0, H = h/h' = 1,68, Rz = 1,154, E'/E" = 500, 1000, 1500, 2000, 4000,
6000, 10000, oo i przedstawione na rys. 2.

T T 1 _| !
Dane: i>'=0,3 ,9"=0

H=h/h'=1.68

Rw=1 1,02 1,04 1,06 1,08 1,10 1,12 1,14 Rz=1,

Rvr'

-0,005-

-0.010 -

\VV * ' i£05^

\N^^v--..2OO0

1 1 1
f...=1 1.02 1.04 1.06

— —•jr^-

-00038

-0.00522

~"-"ąóiÓ7

~ójam' ...
i

1.08
i

1.10

f
i i

1.12 1.14 R'-,=

Rys. 2.

Naprężenia wzdłużne w drucie Ar-tego (licząc od środka cewki) zwoju wynoszą:

ty'tk = n y U((J*') w X W f(J*l k = 1 2 3 /2 T28^

w omawianej tu cewce naprężenia obwodowe mają wartość dodatnią co oznacza, że druty
są rozciągane.

Naprężenia poprzeczne w drucie A>tego zwoju (w aswce są to naprężenia promieniowe)

"V* = b'h
( 2 9 )
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Ponieważ sąsiadujące ze sobą zwóje cewki muszą do siebie przylegać, więc powinien być
spełniony stale warunek ark «S 0; należy przypomnieć (26), że szczegółowej analizie pod-
dane zostały tu cewki, dla których

(<r?)a.~Rwmi = (of)R=Rz = 0

6. Ustalenie zakresu E* w jakim mogą zmieniać się naprężenia w cewkach

Aby ocenić zakres w jakim mieszczą się naprężenia at i ar należy rozpatrzyć dwa
skrajne przypadki jakie teoretycznie mogłyby wystąpić: E* = 1 i Et. = oo.

Jeżeli Ex — 1 to analizowana tarcza jest tarczą izotropową. Przypadek ten dotyczy
„cewek", w których zwoje nie mają izolacji i ściśle do siebie przylegają. Wówczas h" = 0 ,
H = 1 +h"/h' = ł , Et = Er = E', vt = v, = v', oc = \{E* = 1.

Przypadek Zs* = oo odnosi się do cewek, w których izolacja jest, lecz sztywność na
ściskanie izolacji E" — 0.

Powyższe dwa graniczne przypadki w rzeczywistych cewkach transformatorowych
nie zdarzają się. Ograniczają one na wykresach af(R). obszar, w którym mieszczą się
rozwiązania dotyczące rzeczywistych cewek.

Osobnego omówienia wymaga przypadek E# = co. Zagadnienie to odpowiada przy-
padkowi cewek, w których przewody cewek mają nieskończenie podatną izolację czyli
E" = 0, <rr = 0 — więc zwoje nie naciskają na siebie. Przy rozwiązywaniu tego zagadnienia
założono, że kolejne zwoje mają kształt zamkniętych kołowych pierścieni o średnim pro-
mieniu fc-tego zwoju równym rk, szerokości b' i grubości h'. (Faktyczne zwoje są spiralne
co może być przyczyną ślizgania się kolejnych zwojów po sobie. W rzeczywistych cewkach
występują pewne wstępne naciski na izolację, k tóre— z racji istnienia tarcia — utrudniają
przesuwanie się przewodów po sobie. Naprężenia w zwoju spiralnym są w przybliżeniu
takie jak w zwoju o kształcie pierścienia).

Przy tak uproszczonym modelu cewki (tzn. gdy E# = oo) problem staje się zagadnie-
niem statycznie wyznaczalnym i wówczas dla każdego zwoju obowiązują łatwe do wypro-
wadzenia wzory:

Rz-R

rw R(RX-R) ^ . .

R(RZ-R) , at R(R2-R)
J <t* = =fft TT = P w r w S i J <t = H 1

Ze wzoru powyższego wynika, że dla cewek, dla których Rz < 2 naprężenia rozciągające
drut są największe w pierwszym zwoju, naprężenia te wynoszą

(<ft)m«x = O<)u = l = Pw^w, (o't)max = (?t)maxH = PwJ'wH = £,£ (32)

natomiast gdy Rz > 2 (czyli rz > 2rw), wówczas z analizy przebiegu funkcji at (31) oka-
zuje się, że maksymalne naprężenia rozciągające występują nie w pierwszym, zwoju cewki
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lecz w zwoju oddalonym od środka cewki o R = 0,5 R2. W konkretnych przykładach
przypadek cewek, dla których Rs > 2 — jako cewek w praktyce transformatorowej nie-
spotykanych — nie wymaga analizowania.

7. Przykład liczbowy

Sposób korzystania z otrzymanych wzorów przedstawiony zostanie na konkretnym
przykładzie. Określony zostanie stan naprężenia w cewce, dla której:

w rzeczywistości w wielkościach bezwymia-
rowych

promień wewnętrzny

promień zewnętrzny

promień średni

rw = 817 mm

rz = 943 mm

r* = (817+943)/2 =
= 880 mm

Rw --

R,-
= 1;

Rir •

= rjrw

,1542

= rirfrv

= 943/817 =

- 1,077

Cewka wykonana jest z przewodu bliźniaczego o przekroju poprzecznym pokazanym
na rys. 3. Przewód składa się z dwóch jednakowych drutów, każdy o grubości ó = 2,5 mm

i
1
i
i
i

1 rw=817
°

19-

:

\ i
Ij"'.-'.' .1 . ' 1

h=84
5 5

I
--
j

••

6=2.5 h'=26=5

l O

1 2 3.... ...k... ...n-1 n=i5
a=hn=8.A-15=126

1

i — 1 • _ — .'• z " — i •

Rys. 3.

i szerokości b' = 16 mm owiniętych izolacją. Łączna grubość przewodu wynosi h = 8,4 mm.
Chcąc wykorzystać wyprowadzone tutaj wzory na naprężenia: <r*(22), of (24) należy
dokonać podstawienia: h' = 2<5

h' = 28 = 2 • 2,5 mm = 5 m m - a więc H = hjh' - 8,4/5 = 1,68

h' —jes t to w przypadku przewodu bliźniaczego suma grubości dwóch drutów znajdują-
cych się w tym przewodzie.
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|crr|IMPQl

1

iV-817

,=C 88MPQ

^ ° °
a=rz-rw=126

Br=89O . i
rz=9i.3

r[mm]

Rys. 4.

Na rys. 4a pokazany jest wykres rozciągania a't(e) miedzi, z której wykonane są druty
analizowanej cewki, natomiast na rys. 4c, wykres ściskania |ov|(£) papieru użytego na izo-
lację. Interesujące nas własności materiałów użytych na cewkę są następujące:

dla miedzi — umowna granica proporcjonalności a0>02 = 80 MPa = 80 N/mm2

— umowna granica plastyczności a0i2 = 115 MPa,

dla izolacji:

E' = 8 • 10+ MPa, v' = 0,3 (gdy 0 < a't ą crO j 0 2),

E" = 20 MPa, v" = 0 (gdy 0 < ar « 1 MPa).

W rozpatrywanym przypadku E'\E" — 4000, więc zgodnie ze związkami (9), (11), (18),
(19):

v< - -H = " W - °'1786' ^ = "'-
H

= 0,3
1,68 1,852

1+4000(1,68-1) 10"
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1
1,682

a m yjEl - 31,05

Powyższe wielkości wstawiono do zależności (27'), określono Al/pii., A2lp% a bezwymia-
rowe naprężenia obwodowe af(R) oraz promieniowe of (i?) obliczono ze wzorów (23'),
(22), (25'), (24). W taki sposób postąpiono nie tylko dla E'/E" = 4000 lecz również dodat-
kowo dla E'[E" = 500, 1000, 1500, 2000, 6000, 10000.
Z rys. 2 widać, że gdy E'/E" = 4000 wówczas:

(cr*)*=1 = 0,834, (c*) i r = 0,526,

Of)ft.»-is = 0,234

(#?%** = (fff)ii= 1,085 = -0,00522

Zgodnie ze wzorem (28) naprężenia rozciągające w drucie pierwszego (wewnętrznego)
zwoju wynoszą

_' ~ (*'\ ~ Jill™, ('rr*̂ _

Określone zostanie teraz do jakiej maksymalnej wartości obciążenia q± = (<7i)pI-op anali-
zowana cewka nie dozna (praktycznie) trwałych odkształceń. Wynika to ze związku

f'\ \fli.)provrw („if\ _ rt

\at)max — Trjp \at )R=1 — °0,02

stąd

( ) tf°.°* b'h' J L Itl
( ? l W ~ (cr*)R = 1 rw 0,834 817

przy tym obciążeniu:

/mm

ta)*. - ^ ^ ( t f J O i r = 9 > i 6 - 5 1 7 °'526 * 5 ° ' 4 N / m n 2 = 5 M M P a

^ ^ r f 0 , 2 3 4 » 22,4 N/mm2 =22,4 MPa

Ze wzoru (29) znajduje się naciski na izolację. Wynoszą one

K U * = - ^ ^ |fff|m„ - ^ ^ ~ 0,00522 « 0,298 N/mm2 = 0,298 MPa

W omawianym przypadku (np. 4c) obowiązuje prawo Hooke'a, gdyż

(<>•)»«, = 0=298 MPa < \ar\pr0D = 1 MPa .

Stan naprężenia w cewce, w której (ffj)m/w = o-proj) = a0<02 — 80 MPa pokazany jest na
rysunkach 4b i 4d liniami ciągłymi.

Należy zauważyć, że w rzeczywistych cewkach w czasie zwarć transformatorów w zwo-
jach występują na ogół stosunkowo duże trwałe odkształcenia, co oczywiście powoduje
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również trwałe powiększanie się średnic cewek. W takich przypadkach q^ > (q^spr,
E' ^ const, E" 7̂  const i wtedy wyprowadzone tu wzory przestają obowiązywać. Można
(postępując w sposób omówiony wyżej) oszacować bardzo z grubsza takie zwarciowe stany
naprężeń zastępując rzeczywistą cewkę modelami fikcyjnymi o odpowiednio dobranych
modułach E' i E" uzależnionych od naprężenia (o',)max. Przykład jednego ze sposobów
takiego oszacowania naprężeń pokazany jest na rys. 4 liniami przerywanymi.

Omawiane zagadnienie w praktyce inżynierskiej bywa rozwiązywane inaczej. Trak-
tuje się mianowicie poszczególne zwoje jako zamknięcte kołowe pierścienie przedzielone
izolacją. Na każdy zwój działają siły elektrodynamiczne i naciski izolacji. Z warunków
równowagi i ze związków między odkształceniami kolejnych zwojów uzyskuje się do
rozwiązania układ równań. Przy rozwiązywaniu uwzględnia się na ogół nieliniowość
materiałową elementów cewki. Okazuje się, że w zakresie liniowej proporcjonalności
naprężeń od odkształceń obydwie metody (metoda tu zaproponowana i metoda dotych-
czas stosowana) prowadzą do podobnych rezultatów.

Literatura

1. JT. H. MmiBMaH, Pacnem MexautmecKux Hcmpiiiicenuu pacmnoicenun u aicamun c ynemoM u3MeHeuun
pabuyca euniKoe oÓMammi. Sjiei-CTpoxexHiMecKafi npoMMiiiJieHHOcTb. 1967.

2. JI. H. MnjitMaHj C. H . JlypbEj Paciem nponuocmii eHympeimnx OBMOIHOK mpancifiopAiamopoe npu
deucmeuu paduanuiux ycujiuu KoponiKozo saMUKanun. SjieKTpH'ieciBO. 1968. Na 3.

3. JI. H. MunBMan, C. H . JlyptEj Pacnem mynvpewibix OBMOMOK mpancfopMamopoe na npowocmb cyne-
moM K?itevwU mupuHu peeu. SjieKTpiraecTBo. 1971 ^ N° 9.

4. Uzwojenia transformatorów energetycznych — budowa i obliczanie, praca zbiorowa pod kierunkiem
prof. E. Jezierskiego WNT Warszawa 1982 r.

5. T. GAŁKIEWICZ — praca wykonana w 1973 r. w Instytucie Mechaniki Stosowanej Politechniki Łódzkie
na zlecenie Instytutu Elektrotechniki Oddział w Łodzi.

P e 3 w M e

OnPEflEJIEHHE HAIIPJDKEHHfi B KATYIIIKE TPAHC*OPMATOPA PACTHrHBAHOPI
B CJIEJJCTBHE flE&CTBJia PAflHiDIfcHblX CIIJIcmEHHEBBIX CHJI

B pa6oTe onpeflejmioTca Hanpn>KeHiM B03HHKaromHe B npoBOfle KaTyniKH TpaHC<popMaTopa a TaKHte
HanpjDKeHHH B KaTyuiKe. 3 T H cJiopMyjibi npeflCTaBneHŁi B 6e3pa3MepHŁix BenH^HHax,

eMy noJiy^aeMbie peinemui KacaioTCH He TOJIBKO OAHOH KaTyinKH, a Moryr 6biTŁ HcnoiiŁ3o-
neKoTopoił rpynnw KaiymeK.

CBoeo6pa3HOCTbio pa6oTbi HBJIHCTCH paccnaTpHBaHHe KaTyniKH i<ai-c opTOiponHoro flucKa. Ynpyrae
BoiiCTBa flHCKa. noKa3aHŁr B p . 2 paSoTbi.
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S u m m a r y

DETERMINATION OF STRESSES IN THE TRANSFORMER COIL SUBJECTED TO EXTENSION
WITH RADIAL ELECTRODYNAMIC

In this paper the stresses in the coil wire and the radial stresses of the coil are determined. The resulting;
formulas are given in a nondimensional form and so received solutions may be used for some systems
of coils.

The original feature of the approach is that the coil is treated as an uniform orthotropic disk. Elastic
properties of the disk are determined in sec. 2 of the paper.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 26 maja 1986 roku.
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ZASTOSOWANIE FUNKCJI KSZTAŁTU DO OPISU DRGAŃ
PRĘTÓW CIENKOŚCIENNYCH O ZAMKNIĘTYM PROFILU

MAREK SPERSKI
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1. Wstęp

Z chwilą wprowadzenia do eksploatacji dużych jednostek pływających pojawił się
w budownictwie okrętowym problem drgań kadłuba statku, wzbudzanych falowaniem
morza oraz wywoływanych przez pracujące na okręcie maszyny. Drgania te są przyczyną
powstawania naprężeń dynamicznych, które — poprzez pękanie i rozwój szczelin — pro-
wadzą do przedwczesnego zużycia konstrukcji. Zakłócają też pracę precyzyjnych urządzeń
instalowanych na okręcie i odbijają się niekorzystnie na zdrowiu załogi, uniemożliwiając
wypoczynek.

Spotykane w praktyce projektowej metody analizy tzw. drgań ogólnych kadłuba
[1], [2] oparte są na modelach prętowych. Modele prętowe, zastosowane do konstrukcji
o bardziej skomplikowanych kształtach, często okazują się zawodne. Stosowanie modeli
powłokowych, lub dyskretnych o wielu stopniach swobody umożliwia dokładniejszy opis,
wiąże się jednak z pracochłonnym, często prowadzącym do pomyłek procesem przygoto-
wywania danych, długim czasem liczenia oraz koniecznością używania maszyn cyfro-
wych o dużej pamięci operacyjnej.

Mankamenty te skłoniły do poszukiwania innego, w miarę możliwości prostego modelu
kadłuba [5], [6] dokładniejszego od modeli belkowych. Jednym z nich jest model raraowo-
powłokowy, zaproponowany przez W. Z. Własowa [3] w 1931 r. Oparta na tym modelu
teoria, umożliwiająca zamianę cząstkowych, różniczkowych równań równowagi cienko-
ściennego pręta na równania różniczkowe zwyczajne jest dzisiaj stosowana dość powszech-
Q i e [4], [11] w obliczeniach statycznych konstrukcji lotniczych, okrętowych i budow-
lanych.

Praca niniejsza stanowi uogólnienie teorii Własowa na przypadek ruclra. Choć
genezą opracowania były problemy budowy okrętów, przedstawiony w nim model może
służyć do badania drgań innych konstrukcji inżynierskich, jak skrzydła samolotów,
mosty skrzynkowe, lub niektóre typy pojazdów drogowych i szynowych.
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2. Założenia teorii

Przedmiotem rozważań jest pryzmatyczny, cienkościenny pręt o skończonej liczbie
zamkniętych obwodów w przekroju poprzecznym. Przekrój poprzeczny (rys. 1) składa się
z JV węzłów, połączonych między sobą odcinkami prostymi, lub zakrzywionymi. Cała
konstrukcja zbudowana jest z płaskich, ortotropowych płyt oraz cienkościennych powłok
walcowych, których krawędzie, równoległe do osi pręta, nazywać będziemy liniami węz-
łowymi.

s

Wzorując się na hipotezie Własowa, składowe w, v, w, wektora przemieszczenia w
dowolnie obranego punktu na powierzchni środkowej płyty, lub powłoki (rys. 2), na osie

powierzchnia środkową

.5
s .

U
Rys. 2.

lokalnego układu współrzędnych b,s,n:

w =s w b+v • s+w n
przedstawiamy w postaci wielomianów dwóch zmiennych rozdzielonych:

(2.1)

, 0 • 9i(s) = (2.2)
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v = 2J ®k(z> *) " VK(S) = 2J tikVu (2.2)
fc=I *-> [cd.]

AH w

/-I ' "' CT
przy czym funkcje :<pi,ipK,%i, współrzędnej obwodowej j — nazywane funkcjami kształtu —
przyjmiemy jako znane, natomiast funkcje: vi, &k, rjt, współrzędnej z na osi pręta
oraz czasu t będą wielkościami poszukiwanymi.

Na element pręta o gęstości Q, modułach sprężystości E^ (na kierunku podłużnym z),
E2 (na kierunku obwodowym s), module odkształcenia postaciowego G, współczynni-
kach Poisson'a: v2l, v12 i wymiarach: d • ds • dz, działają:
1. Siła bezwładności

PB = —WQ-d-ds-dz= —Q- d(iib+vs+ wn)ds • dz (2.3)

przy czym kropki nad symbolami oznaczają pochodne współrzędnych względem czasu,.
<S zaś jest grubością płyty, lub powłoki.
2. Siła zewnętrzna, będąca jawną funkcją czasu / i współrzędnych z, s:

p z = pjz, s , t) • n + P s ( z , s , t ) - s + p b { z , s , t ) - b (2.4)

3. Wewnętrzne siły sprężyste:
a) na kierunku podłużnym siła normalna:

v / 8u dv \ ,„
?xdn = Ei I — — H ^ i 1 (2.5a)

b) na kierunku obwodowym:
— siła normalna:

N = [ a d — F I——4- - ~ l (2 5b>

— siła styczna:

— moment zginający

gdzie: crz, <rs, rzs oznaczają naprężenia normalne i styczne, a:

1 l - " 2 1 - v 1 2 ' - " l-v21v12

v P- A3
G = G-d D = \2(\-v2xvl2)

zredukowane stałe materiałowe.
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W rozważaniach pominięto jako małe: moment zginający na kierunku podłużnym,
moment skręcający oraz siłę styczną na kierunku normalnym. Jak widać, pręt jest zbu-
dowany z materiału ortotropowego, liniowo-sprężystego, o osiach ortotropii b, s. W opisie
nie uwzględniono sił tłumienia, zależnych od prędkości elementu. Wprowadzenie tych sił
do różniczkowych równań ruchu nie stanowi problemu, jednak na wstępnym etapie badań
nie wydaje się celowe.

3. Równania ruchu

Zakładając, że działające na konstrukcję siły bezwładności stanowią składnik obcią-
żenia zewnętrznego, problem sformułowania równań ruchu sprowadzamy do wyznaczenia
ekstremum funkcjonału:

. L

J= j Qdz=n+A (3.1)
o

w którym 77 oznacza całkowitą energię sprężystą pręta, równą sumie prac sił wewnętrznych
na przemieszczeniach w, natomiast A = AB — AX — sumę prac sił bezładności i sił zewnę-
trznych na tych przemieszczeniach.

Energię sprężystą pręta o długości L:

(3.2)
o L J

można, uwzględniając związki (2.5), (2.2) oraz:

du 8u dv

8v v v

przedstawić w postaci macierzowej:

L

77= ~YJ (vTPv+iTR$ + vTSv+2$T0v+2vTa&+»TTS+i]TAii)dz (3.3)
o

gdzie elementy kwadratowych, lub prostokątnych macierzy: P, R, S, 0, Q, T, A, są sta-
łymi współczynnikami:

Pij = / Er<pi<pjds; Rkg = j Gy>kyigds;
s s
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i,j = 1,2 ... n; k, g = 1,2 ... r; h, I = 1,2 ... m; n jest liczbą przyjętych do opisu funkcji
kształtu w, r — liczbą funkcji yk\ m — liczbą funkcji xi (wzór 2.2). Symbol: § oznacza

całkę wzdłuż zamkniętego konturu opisanego współrzędną obwodową s, a kreski nad
symbolami — pochodne cząstkowe względem zmiennej z. Elementami macierzy kolum-
nowych: v, #, t\, są poszukiwane funkcje: v-,,^, r)t, określające przemieszczenia.

Praca sił bezwładności:
L L

AB = — J I j QÓW • wdsldz — — J [ j (?ó(i/u+wJ3 + vyw)(/jldz (3.5)
Os OJ

po uwzględnieniu (2.2) daje się zapisać w postaci:

AB= - J (vTl)v+&TV9+tiTlWij)dz (3.6)
o

przy czym elementy kwadratowych macierzy U, V, W, są—jak w poprzednim przy-
padku — stałymi współczynnikami:

Vkg = j Qdfkrpgds. (3.7)

Whl =
s

Praca sił zewnętrznych:
L

o

(pbu+psv+pnw)ds]dz (3.8)

po podstawieniu wzorów (2.2) przyjmuje formę:
z

A = / (aTv+bT9+cTn) dz (3.9)
o

w której elementami macierzy kolumnowych a, b, c, są współczynniki:

bk = fp.Vkds (3.10)

Cl m jPn

zależne już tylko od współrzędnej z i czasu /.

10 Mech. Tcoret. i Stos. 3/87
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Po podstawieniu wzorów (3.3), (3.6), (3.9) do (3.1) otrzymamy, posługując się rów-
naniami Eulera:

'(iO) M_0 (3..,)

(za a.j należy przyjmować kolejno: vt, #fc, rji) poszukiwane równania ruchu:

a

b (3.12)

U v = Pv-

Ten sam układ równań można wyprowadzić z zasady Hamiltona, tworząc funkcjo-
nał:

/ z. t

j J Ldt = } (T+n- Az) dt (3.13)
0 0 0

w którym:
L

T = T / [/e ó (" 2 + i ) 2 + w 2 ) * ] * (3.14)
o J

jest energią kinetyczną układu. Uwzględniając związki (2.2) przekształcamy wzór (3.14)
do postaci macierzowej:

j (vrUv+&TVŚ+ iiTWii)dz (3.15)
b

i z równań Eulera:

ot

otrzymujemy, po podstawieniu (3.15), (3.3), (3.9), do (3.13), równania (3.12).
Korzystając z równań Eulera (3.11) lub (3.16) warto posłużyć się następującymi

regułami różniczkowania:

(3.17)
_5(b_a| =

a
gdzie A jest'dowolną macierzą kwadratową, B — macierzą prostokątną; a, b —macie-
rzami kolumnowymi.

4. Teoria ramowo-powłokowa

Funkcje kształtu ip^ś), przyjęte do opisu przemieszczeń stycznych we wzorze (2.2),
determinują jednoznacznie przemieszczenia normalne punktów położonych na linii
środkowej przekroju poprzecznego pręta. Przyjmując zatem: / = k, rji — # k , %k =
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oraz zakładając, że wycinek pręta ograniczony dwoma poprzecznymi przekrojami odleg-
łymi od siebie o 1, odkształca się w kierunku poprzecznym do osi pręta, jak płaska rama
o kształcie tego przekroju, linię ugięcia tej ramy, utożsamianą z przemieszczeniami nor-
malnymi linii środkowej przekroju pręta, można wyznaczyć z równania (2.5d):

D ( 4 D

w którym moment gnący w przekroju ramy przedstawiamy jako sumę trzech wielkości:
— momentu Mv wywołanego przemieszczeniami węzłów w płaszczyźnie ramy;
— momentu MP wywołanego obciążeniami zewnętrznymi p„ (ciśnieniami normalnymi —
wzói (2.4));
— momentu MB wywołanego składowymi sił bezwładności na kierunek normalny.

Przyjęcie takich założeń umożliwia połączenie dwóch ostatnich równań macierzo-
wych układu (3.12) w jedno równanie, a zatem zmniejszenie liczby równań opisujących
ruch pręta. We wzorze (3.3) na energię sprężystą pręta ulegnie zmianie tylko ostatni
składnik, wyrażający pracę momentu gnącego M na przemieszczeniach iv:

-—-& (4-2)

Moment gnący MP wywołany ciśnieniami normalnymi nie zależy od funkcji Vi, \ ,
opisujących przemieszczenia. Dwa pozostałe momenty można przedstawić w postaci:

Mv = y ER/A; MB = 2^ mk&k; (4.3)

gdzie SJlfc jest momentem gnącym wywołanym przemieszczeniami węzłów ramy, zgodnymi
z funkcją y>k, natomiast mk '4k — momentem od obciążeń ramy (o węzłach nieprzesuwnych,
lecz podatnych na obrót) składowymi normalnymi sił bezwładności: -gdxk&k

Podstawiając wzory (4.1), (4.3), do (4.2) otrzymamy związek:

•• . . •• •• /* Mp , , .-.

• J D
s

w którym elementy kwadratowych macierzy X, 77, są stałymi współczynnikami:

Xkg = f^§^ds; IIkg = §^f^ds
s s

a elementy macierzy kolumnowej h, również stałe, są równe:

h k = J — W ^ ^ ( k ' 8 = ! » 2 •••'")

Trzema ostatnimi składnikami wzoru (4.4) zajmować się dalej nie warto, ponieważ po-
chodne cząstkowe tych składników względem zmiennych występujących w równaniach
Eulera są zerami.

10*
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Przyjmując we wzorach (3.6) i (3.9), zgodnie z założeniami podanymi na początku
rozdziału:

i/rWij = SrWS, crij = crS
otrzymamy, korzystając z (3.1) i (3.11), następujący układ równań ruchu:

IIU v = P v -
II | (4-5)

Z a R S 2 S K d
w którym:

H = 6>T-Q, Z = V+W+n,
3 = T + X, K = Q T -0,

są prostokątnymi, lub kwadratowymi macierzami o stałych współczynnikach, zależnych
od geometrii przekroju, stałych materiałowych i przyjętych do opisu funkcji kształtu.
Natomiast:

d = b

jest macierzą kolumnową, zależną od obciążeń zewnętrznych, funkcji kształtu i współ-
rzędnej z na osi pręta.

Tworząc macierze kolumnowe:

oraz f =

układ (4.5) można zapisać w postaci jednego równania macierzowego:

Az = Bz + C z - D z - f , (4.6)

w którym A, B, D, są macierzami symetrycznymi, natomiast C — macierzą kwadratową
antysymetryczną:

ru 01 rp o

Wymiar tych macierzy jest równy n + r, tj. liczbie przyjętych do opisu funkcji kształtu

Równanie macierzowe (4.6) stanowi układ równań różniczkowych cząstkowych dru-
giego rzędu, niejednorodnych, o stałych współczynnikach. Znalezienie całek tego układu,
przy zadanych warunkach granicznych, umożliwi — po podstawieniu rozwiązań do wzo-
rów (2.2) — wyznaczenie przemieszczeń dowolnie wybranych punktów pręta, w dowol-
nej chwili t.

Nietrudno zauważyć, że dla f = 0 równanie (4.6) opisuje drgania swobodne układu:

Aź = Bz + C z - D z , (4.7)

a dla z = 0 i f = f(z) — niezależnego od czasu przechodzi w równanie równowagi:

Bz + C z - D z - f = 0. (4.8)
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5. Warunki graniczne

Jeżeli skrajny przekrój pręta (z = a) obciążymy układem sił zewnętrznych:

q = qb(s, t)n+qs(s, t)s + qn(s, t)b, (5.1)

funkcjonał całkowitej energii mechanicznej (3.1) powiększy się o składnik:

G = J (qbu+qsv+q„w)ds, (5.2)
s

wyrażający pracę tych sił na przemieszczeniach (2.1). Po podstawieniu w miejsce u, v, w,
związków (2.2) oraz —- zgodnie z założeniami teorii ramowo—powłokowej: rjk — &k,
wzór (5.2) przyjmie postać:

G = pTv + ąT&, (5.3)

przy czym elementy kolumnowych macierzy p, q, są funkcjami czasu:

Pi = J Qb<fids,

(5.4)

Przyrównanie do zera wariacji funkcjonału:
L

Ą=JQdz+G, (5.5)
o

prowadzi [7] do wyznaczenia warunku granicznego na brzegu z — a:

J9--J2- (56)

gdzie a.j przyjmuje kolejno wartości: v\, ^ (i = 1, 2 ... «; k = 1, 2 ... r).
Podstawiając poszczególne składniki funkcji Q (wzory (3.3), (3.6), (3.9)) do wzoru (5.5)

można ograniczyć się do wyrazów zawierających pochodne współrzędnych względem
zmiennej z:

L

Ą - i f (l>TPv+lTR» + 2»T0v+2vT<ai9+ ...)dz+pTv+ąT$ (5.7)
o

i posługując się wzorem (5.6) oraz regułami różniczkowania (3.17) wyznaczyć warunki
graniczne:

P

(5.8)
= q,

stanowiące układ równań różniczkowych pierwszego rzędu. Układ ten można przedstawić
w formie jednego równania macierzowego:

M l X U , - r , (5.9)
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w którym:

M i = [ " I R T Q .

x = d&v3)r, r =

Gdy skrajny przekrój pręta jest swobodny (nieobciążony), macierze p, q, są zerowe i wa-
runek graniczny dla tego przypadku przyjmuje postać:

MlX]Ufl = 0. (5.10)

Sztywne utwierdzenie przekroju pręta powoduje, że przemieszczenia (2.2) wszystkich
punktów tego przekroju są zerami, a warunek graniczny:

= 0, (5.11)

można uważać za szczególny przypadek warunku (5.9).
Przewodując możliwość numerycznego całkowania równań ruchu, warunki graniczne

na krańcach pręta zapiszemy w postaci:

Mx| I = 0 + Nx | I = L = s, (5.12)

gdzie s = {i*U=Łr|I=o}7 jest macierzą kolumnową sił uogólnionych, a M i N — ma-
cierzami kwadratowymi o wymiarach 2(n+r) i elementach będących stałymi współczyn-
nikami.

Do pełnego opisu ruchu, oprócz warunków granicznych na krańcach pręta, należy
również podać warunki początkowe, określające położenia i prędkości wszystkich punktów
układu w chwili / = 0. Funkcje zmiennej z, określające wartości współrzędnych uogól-
nionych Vi, #k na początku ruchu:

vi0 = vi0(ż), &k0 = &k0(z),

powinny spełniać równania równowagi (4.8). Natomiast funkcje określające początkowe
prędkości uogólnione:

Via - T>io(z), &k0 = 4k0(z),

muszą być funkcjami ciągłymi.

6. Wybór funkcji kształtu

Zasady wyboru funkcji kształtu: ęit yk, (2.2) pozostają takie same jak w zagadnieniach
statycznych [3], [4], [5], Aby potwierdzić poprawność sformułowanych równań ruchu
rozpatrzmy następujące przykłady:

Przykład 6.1. Jeżeli przemieszczenie przekroju poprzecznego jednorodnego pręta
o gęstości Q, module sprężystości E, module odkształcenia postaciowego G i przekroju,
jak na rys. 6.1 opiszemy jedną tylko funkcją <p, mającą wartość 1 w każdym punkcie tego
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Rys. 6.1.

przekroju oraz założymy, że na układ nie działają żadne siły zewnętrzne, to w równaniu
(4.6) tylko dwa współczynniki (3.7) i (3.4):

C/n = U = f QÓq>2ds = QA,
s

P n = p = § eócp2ds = EA,

oraz jedna współrzędna v± — v są różne od zera. Symbol A oznacza powierzchnię prze-
kroju. Otrzymane równanie ruchu ;•

v v = 0,
e

jest znanym równaniem różniczkowym podłużnych drgań swobodnych pręta.

(6.1)

liliiiiiiiiiiuiiiiiiiiiiii

, 1 II

n/?

[ J |

III

-o/2 -a/2

Rys. 6.2.

-a/2

o/2

Rys. 6.3.

Przykład 6.2. Opisując przemieszczenie tego samego pręta jedną funkcją kształtu rp
przedstawioną na rys. 6.2, obliczamy współczynniki równania ruchu (4.6) wg wzorów
(3.7) i (3.4):

C 1
VXI = V = f QÓw2ds = -z- Qdab(a+b),

= i? = f Gdf2ds m 4- Gdab(a+b).
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Po podstawieniu tych współczynników oraz &x - # do równania (4.6) otrzymujemy rów-
nanie drgań skrętnych pręta:

G U
& # = 0, (6.2)

w którym •& jest kątem obrotu przekroju.
Przykład 6.3. Trzy funkcje; <p, f, % przedstawione na rys. 6.3 opisują zgięcie pręta

w płaszczyźnie pionowej, przy czym przekrój poprzeczny pręta przemieszcza się jak ciało
sztywne, pozostając prostopadły do linii ugięcia. Nietrudno bowiem zauważyć, że skła-
dowe przemieszczenia (2.1) są równe:

u = y<p, v = yip, w = y%, (6.3)

gdzie y jest przemieszczeniem środka geometrycznego przekroju.
Podstawiając iloczyny (6.3) do wzorów (3.2) i (3.6), otrzymamy funkcjonał (3.1):

L L

fadz = — j f (EJxy
2+2eJxyy+2eAyy)dz,

o o

w którym:

jest powierzchniowym momentem bezwładności przekroju względem osi x, natomiast:

j4 = ł> d(i/)2 + y^) ds,

— polem tego przekroju. Z równania Eulera:

B I Bić \ O l O&2 \ uiaI 1 I I I Q

dz2 \ sy } 8z \ 3y } 8y

Otrzymujemy znane równanie drgań poprzecznych pręta:
iv

Qlxy= 0, (6.4)
uwzględniające siły bezwładności od obrotu przekroju wokół osi x.

W podobny sposób można opisać zgięcie pręta w płaszczyźnie poziomej, a także
wprowadzić dodatkowe funkcje [3], [10] uwzględniające paczenie przekroju. Funkcje
tego typu można jednak przyjmować tylko do obliczeń prętów o przekrojach nieskompli-
kowanych, złożonych z jednego, lub co najwyżej dwóch prostokątów.

Znacznie dokładniejsze wyniki uzyskuje się, przyjmując do opisu przemieszczeń
wzdłużnych funkcje <pt skonstruowane z wielomianów Legendre'a w taki sposób, aby
przyjmowały one wartości 1 w /-tym węźle przekroju (rys. 6.4) i wartości zero we wszyst-
kich węzłach sąsiednich [5]. Można też na linii środkowej przekroju przyjmować dodat-
kowe, fikcyjne węzły.

Funkcje rpk, %k opisujące przemieszczenia styczne i normalne w płaszczyźnie przekroju
konstruuje się przesuwając o wartość 1 w kierunku współrzędnej obwodowej s, dwa połą-



DRGANIA PRĘTÓW CIENKOŚCIENNYCH 473.

O) b) c)

j

¥ J-"WW7
J1I <P

12]

Ty

Rys. 6.4.

czone ze sobą węzły przekroju (rys. 6.5a). Wprowadzając dodatkową funkcję %p^, jak
na rys. 6.5b, uwzględniamy w opisie efekt ściskania pręta ramy.

Im większa jest liczba przyjętych funkcji kształtu, tym opis jest dokładniejszy. Wzros-
towi tej dokładności towarzyszy jednak wzrost liczby równań ruchu, a zatem rozwią-
zanie problemu staje się bardziej skomplikowane. Z tego względu, w obliczeniach statycz-
nych, konstruktorzy ograniczają swój wybór do funkcji przedstawionych na rys. 6.4a.
i 6.5a, nazywanych funkcjami Własowa pierwszego rodzaju.

b)

\\
\ I/
A*
/

V =1

III
J

\
\

ip 71

Rys. 6.5.

7. Całkowanie równań

Jeżeli pręt jest obciążony układem sił harmonicznych o takich samych fazach i czę-
stościach: f = gcoswf, równanie ruchu (4.6) przyjmuje postać:

Az = Bz + Cz-Dz-gcosco*.

Przewidując szczególne rozwiązanie tego równania w formie:

z = ycoscot

otrzymamy, po podstawieniu do (7.1) układ równań różniczkowych zwyczajnych:

(7.1)

- g, (7.2>
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w którym:
w2A-D.

Całkując ten układ numerycznie [11] z uwzględnieniem warunków brzegowych (5.12)
wyznaczymy maksymalne przemieszczenia (amplitudy) poszczególnych punktów kon-
strukcji. Natomiast powtarzając obliczenia wielokrotnie, dla różnych częstości m i rejestru-
jąc podczas całkowania tylko przemieszczenia maksymalne, można wyznaczyć częstości
rezonansowe. Są nimi te wielkości m przy których przemieszczenia osiągają wartości
bardzo duże.

Jako przykład rozpatrzmy pręt o przekroju złożonym ze skończonej liczby prosto-
kątów, jednym końcem utwierdzony, na drugim zaś obciążony układem sił skupionych:
po cos co t. Przyjmijmy, dla uproszczenia obliczeń, że składowe binormalne tych sił są przy-
łożone w węzłach przekroju, a składowe styczne działają wzdłuż linii łączących poszczególne
węzły. Wprowadzając do opisu funkcje Własowa pierwszego rodzaju (rys. 6.4a i 6.5a)
stwierdzamy, że wektor sił uogólnionych w równaniu (5.9) jest:

r = p0coseo£,

gdyż wartości funkcji <pit yk (wzór 5.4) w punktach przyłożenia sił są równe 1.
Równanie amplitud (7.2) ma zatem postać:

By + Cy + Gy = 0,
a warunki graniczne (5.12):

,j i i ;
i i -: 1

y
p i i . i •

i R ; Q T ; y

y
Po

(7.3)

(7.4)

(7.5)

W miejsca niewypełnione w równaniu (7.5) należy wpisać macierze zerowe. I oznacza
macierz jednostkową.

Gdy przekrojem pręta jest jeden prostokąt, układ (7.4) składa się z ośmiu równań
różniczkowych zwyczajnych drugiego rzędu. Dla przekroju dwuobwodowego (dwa pro-
stokąty) liczba tych równań wzrasta do 11, a dla przekroju złożonego z czterech prosto-
kątów wynosi już 15.

8. Przykłady obliczeń numerycznych

Mając na względzie kontrolę poprawności opisanej metody, obliczono współczynniki
równania (7.4) dla wspornika o przekroju prostokątnym, obciążonego na końcu ukła-
dem sił skupionych: Ptcosa>t, jak na rys. 8.1. Dane liczbowe: L «• 60; a = 20; b = 10;
d - 0,1; Bx - 2,1 • 105; E2 = 2,1 • 105; v2l = v12 = 0,3; G = 8,1 • 104; Q = 7,6- 10~3.
Jednostki podstawowe: MN, m, s. Równania całkowano metodą Oluremiego-Olaofe
[8] uogólnioną przez J. Więckowskiego [11] na równania macierzowe z osobliwą macie-
rzą C.
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L_

Rys. 8.1.

Przykład 8.1. Pt - P 2 » P 3 • P 4 - 1; P 5 = P6 = P7 = P 8 = 0. Dla każdej war-
tości co otrzymano jednakowe przemieszczenia podłużne wszystkich punktów danego
przekroju oraz wszystkie przemieszczenia poprzeczne równe zeru. Przykład przedstawia
zatem drgania podłużne pręta. Na rys. 8.2 przedstawiono obliczone amplitudy przemiesz-
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Rys. 8.2.
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czeń przekrojów wzdłuż osi pręta, dla kilku przypadkowo wybranych częstości <y.
Częstość co = 1000 jest bliska częstości rezonansowej, bowiem otrzymany dla niej wykres
amplitud przypomina czwartą postać drgań własnych.

Amplitudy przemieszczeń skrajnego przekroju pręta (z = 60) obliczone dla różnych
częstości co wykreślono na rys. 8.3. Częstości: coi = 145, co2 = 435, a>3 = 720, w4 = 1010,
przy których przemieszczenia osiągają wartości nieskończenie duże są częstościami rezo-
nansowymi układu. Znane są częstości własne swobodnych drgań podłużnych wspornika
wg teorii technicznej (równanie 6.1):

1.0

0.5

p

0,5

1,0

1

- s—^
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i
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\ i
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Rys. 8.4.
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~ ł - ( 2 n - l ) , »— 1 .2.3, ...

Podstawiając w miejsce £ x zredukowaną stałą E = Ex\{\—v^-vx^) jak w (2.5a)
oraz pozostałe dane liczbowe z naszego przykładu, otrzymamy wielkości: coj = 144,3;
„ _ 432,8; co3 = 721,3; <x>4 = 1009,8; równe praktycznie częstościom rezonansowym
badanego pręta. Dzieląc natomiast amplitudy przemieszczeń punktów na liniach węzło-
wych, obliczone dla częstości bliskich rezonansowych: co( = 146, w2 = 436, a>3 = 723,
<y4 = 1015, przez wartość amplitudy przemieszczenia przekroju skrajnego, otrzymamy
wykresy (rys. 8.4) przedstawiające główne postacie drgań własnych układu.

Przykład 8.2. P t = 4, P 2 ... P 8 = 0. Pozioma siła harmoniczna przyłożona w węźle
1 (rys. 8.1) skrajnego przekroju, wywołuje drgania podłużne, sprzężone ze zginaniem
ukośnym i deformacją przekroju. Na ogół, przy dowolnie obranej częstości wymuszenia
(rys. 8.5), amplitudy przemieszczeń poszczególnych węzłów przekroju są różne. Jeżeli
jednak częstość siły wymuszającej zbliża się do rezonansu (rys. 8.6), amplitudy przemiesz-
czeń wszystkich czterech linii węzłowych stają się w przybliżeniu jednakowe, choć ruch
podłużny dwóch sąsiadujących ze sobą węzłów odbywa się w przeciwnych kierunkach.
Inne są też częstości rezonansowe niż w poprzednim przykładzie.
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Przykład 8.3. Układ sił harmonicznych o amplitudach: P 3 ... P6 = 0 , P7 = Pa = 1,
wywołał drgania giętne wspornika w płaszczyźnie pionowej, o takich samych amplitudach
przemieszczeń wszystkich czterech węzłów przekroju. Na rys. 8.7 pokazano amplitudy
przemieszczeń linii węzłowych przy dwóch różnych częstościach sił wymuszających.

Przykład 8.4. P1 ... P 4 = 0, Ps = 1, P 6 = - 1 , P7 = 2, P 8 = - 2 . Dwie pary sił
o takich samych amplitudach momentów, przyłożone do skrajnego przekroju, wywołują
drgania skrętne wspornika, połączone z paczeniem oraz deformacją poprzeczną konturu.
Amplitudy przemieszczeń wszystkich czterech węzłów przekroju są zawsze jednakowe
a węzły sąsiadujące ze sobą poruszają się na kierunku wzdłużnym w przeciwne strony.
Rys. 8.8 przedstawia amplitudy przemieszczeń linii węzłowych przy częstości wymu-
szenia co = 500, znajdującej się pomiędzy czwartą, a piątą częstością rezonansową.

Przykład 8.5. Dwie pionowe siły harmoniczne, przyłożone w węzłach 2 i 3 (rys. 8.9)
przekroju składającego się z trzech prostokątów wywołały drgania giętne wspornika,
połączone z deformacją poprzeczną i paczeniem przekroju; amplitudy skrajnych węzłów
konturu różnią się od amplitud przemieszczeń węzłów wewnętrznych. W stosunku do
poprzednich przykładów zmieniono tylko wymiary przekroju poprzecznego (a = 10,
b = 15) oraz długość pręta (L = 100), pozostawiając takie same grubości i stałe ma-
teriałowe.

9. Wnioski

Przy odpowiednio dobranych funkcjach kształtu model ramowo-powłokowy Wła-
sowa prowadzi do takich samych wyników, jak powszechnie znane modele prętowe.
W ogólnym jednak przypadku przedstawiona metoda umożliwia opis dokładniejszy,
uwzględnia bowiem rozmaite postacie deformacji poprzecznej i paczenia przekroju.
Mankamentem teorii Własowa jest — jak wiadomo — odbiegający od rzeczywistości
rozkład naprężeń stycznych w przekroju cienkościennego pręta. W wypadku zastosowania
omawianej teorii do opisu drgań, przyjęcie niepoprawnego rozkładu naprężeń stycznych
nie powinno mieć istotnego wpływu na obliczenia częstości rezonansowych, gdyż w rów-
naniach ruchu występują tylko wypadkowe tych naprężeń.

Znalezienie ogólnego rozwiązania równań ruchu (4.6), poprzez wartości i funkcje
własne, jest •— jak dotąd — możliwe tylko w najprostszych przypadkach [9], [10]. Gdy
przekrój pręta jest bardziej skomplikowany, rozmywa się przejrzystość opisu jaką dawała
teoria techniczna, a znaczna liczba wartości własnych i podstawowych form wydłuża
czas liczenia i angażuje pamięć maszyny cyfrowej. Zastosowana w pracy metoda bezpo-
średnia, prowadząca do rozwiązania szczególnego, umożliwia jednak oszacowanie częs-
tości rezonansowych i wskazanie najbardziej niebezpiecznych miejsc konstrukcji.

Pozornie najprostszy problem numerycznego całkowania układu równań różniczko-
wych zwyczajnych o stałych współczynnikach okazał się w danym przypadku niełatwy,
ze względu na błędy maszynowych zaokrągleń. Zawiodły metody wielokrokowe połą-
czone z tworzeniem macierzy bazowej, a metody różnicowe wymagały przy wyższych
częstościach zbyt dużej pamięci maszyny. Zastosowana metoda [11] polegająca na roz-
winięciu przewidywanych rozwiązań w szereg wielomianów Czebyszewa, umożliwia
wyznaczenie pierwszych kilkunastu częstości rezonansowych cienkościennego pręta
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o przekroju złożonym z co najwyżej 8-10 prostokątów. Nadal więc problemem jest zna-
lezienie dostatecznie szybkiej i dokładnej metody całkowania równań.

Jeżeli poszczególne węzły przekroju są połączone liniami prostymi (pręt cienkościenny
o przekroju złożonym z wielokątów), proces obliczania na maszynie cyfrowej współczyn-
ników równania macierzowego (7.5) oraz warunków granicznych (5.12) można zauto-
matyzować. W pracy [5] przedstawiono algorytm, umożliwiający automatyczną generację
równań ruchu cienkościennego pręta o przekroju złożonym ze skończonej liczby prosto-
kątów, po wprowadzeniu danych, zawierających wymiary geometryczne i stałe mate-
riałowe poszczególnych elementów konstrukcji.

Możliwe jest zastosowanie hipotezy Własowa do opisu drgań prętów cienkościennych
o przekroju zmiennym odcinkami, przy czym niektóre odcinki takiej konstrukcji mogą
być prętami cienkościennymi o profilufotwartym. Równania ruchu tych ostatnich są znane
[1]> [2]t [3], a sprzężenie układów równań opisujących drgania poszczególnych odcinków
umożliwiają warunki graniczne (5.12).
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KOHCTpyKijHH Ha BtiHyjKfleHHe rapMomrqecKHMH CHJiaMHj a fla>ite HaiłTH KpHTinecKHe
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S u m m a r y

USE OF SHAPE FUNCTIONS TO THE DESCRIPTION OF VIBRATION OF THE THIN-WALLED
BARS WITH CLOSED SECTION

The motion equations of orthotropic elastic bar with multicircuit closed section have been formulated.
The numerical integration of the differential equations of motion enables to determine the structure reponce
cased by the system of harmonic forces excitation as well as the calculation of the resonance frequencies.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 28 maja 1986 roku.

11 Mccii. Teoret. i Stos. 3/87
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ROZWIĄZYWANIE ZADAŃ DYNAMICZNYCH W OBSZARACH
NIEOGRANICZONYCH.*

RYSZARD GAJEWSKI

Politechnika Warszawska

l.Wstęp

W numerycznej analizie zagadnień dynamicznych (zjawisko rozchodzenia się fal,
problemy geotechniczne) wprowadzenie sztucznego brzegu powoduje wystąpienie nie-
naturalnych odbić fal, zaburzających rozwiązanie. Z praktycznego punktu widzenia istotna
jest więc umiejętność ich eliminacji i symulowanie nieograniczonego ośrodka. Najprostsze,
ale jednocześnie chyba najkosztowniejsze, rozwiązanie polega na zbudowaniu modelu
obliczeniowego o odpowiednio dużych wymiarach, pozwalającego na uzyskanie wyników
przed wystąpieniem odbić.

Dla eliminacji tego zjawiska można na rozpatrywanym brzegu odcinającym skończony
obszar zastosować odpowiednio dobrany system lepkich tłumików [6]. W wielu pracach
wykorzystano rodzinę absorpcyjnych warunków brzegowych, opracowanych na pod-
stawie uprzednio rozwiniętej teorii przez Engquista [2], Znakomitym narzędziem do analizy
tych zagadnień może być metoda elementów brzegowych [7], w której budowa nieskoń-
czonych elementów jest bardzo naturalna. Podobnie jak dla metody elementów skoń-
czonych w zagadnieniach statyki [8] można zbudować element nieskończony eliminujący
odbicia lub rozwiązywać zadanie poprzez dokonanie odwzorowania obszaru nieograni-
czonego w obszar skończony.

W pracy przedstawiono trzy koncepcje eliminacji odbić poprzez przyjęcie absorpcyj-
nych warunków brzegowych typu Sommerfelda, superpozycję rozwiązań i przyjęcie dyna-
micznych warunków brzegowych. Proponowane algorytmy przetestowano na niewielkich
zadaniach jedno- i dwuwymiarowych, wykorzystując mikrokomputer ZX Spectrum + , co
umożliwiło wizualizację wyników.

* Praca prezentowana na I Ogólnopolskiej Konferencji „Mikrokomputery w Mechanice", Warszawa
1986.

11*
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2. Absorpcyjne warunki brzegowe

Rozpatrzmy równanie falowe (1):

u„ = c2 • uxx, (1)

gdzie: x e [—a, 0], t e [0, co). Dla brzegu x = 0 poszukujemy takiego warunku, który
dla fali o źródle w punkcie x = — a poruszającej się w prawą stronę pozwoli na jej przejście
przez brzeg x = O bez wywoływania odbić. Rozwiązanie równania (1) dane jest wzorem (2):

u = A • exp[i(a)t-kx)] + B • exp[i(mt+kx)], (2)

gdzie: co — częstość kołowa, k — numer wektora falowego (co = kc), A — amplituda
źródła, B — amplituda fali odbitej. Dokonując formalnego rozkładu operatora (1) otrzy-
mamy (3):

8
OT

d
P.

CX dt C 8x
U oa 0 .

Przyjmując dla x = 0 warunek brzegowy (4) zgodny z (3):

ut+c-ux]xm0 = 0,

(3)

(4)
łatwo stwierdzić, że podstawiając rozwiązanie (2) do (4) otrzymamy 5 = 0, co odpowiada
eliminacji odbić. Wzór (4) zgodny jest z warunkiem wykorzystywanym przez Engquista,
(dla fali poruszającej się w lewą stronę we wzorze (4) wystąpi znak —).

Proponowany warunek brzegowy może być wykorzystany nie tylko w metodzie różnic
skończonych [2], ale także w metodzie elementów skończonych [1] lub metodzie czaso-
przestrzennych elementów skończonych [4]. Wiąże się to jednak z koniecznością budowy
elementów, dla których na rozpatrywanym brzegu mogą być wyrażone pochodne funkcji u.

2an
2 h -

L

(5)

Rys. 1. Element czasoprzestrzenny typu Hermite'a

Rozpatrzmy prostokątny element czasoprzestrzenny (rys. 1) o parametrach węzłowych

(5)<\i = {ui, ulx, utt}, i = 1, 2, 3, 4.

Macierz N funkcji kształtu przyjmujemy w postaci wielomianów Hermite'a:

u(x,t) = N(X, o-q«,
H(x,t) = [ N ^ K U . N a . N J .

Po przejściu na zmienne bezwymiarowe i, x możemy Ni zapisać w postaci (7):

(6)

(7)
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(8)

gdzie:

e ( C o O - 0 . 2 5 ( 2 + 3 f o - C 8 ) ,
«J(COO - - 0.23C.C1+to - CS—£8),

Co = CCt, i = 1 , 2 , 3 , 4 , C - f ,
Przyjmując:

wyznaczamy macierz U; = ĆW;. Macierz sztywności elementu czasoprzestrzennego wyzna-
czamy ze wzoru (10):

i i

Ky = / J Bf-E-Bj-ah-dCdr, f j - 1,2, 3,4,

£ =

1
a
1
/i

d
dx

(9)

- i - i

K -

gdzie:

-QA

(10)

(11)

W otrzymanej tak macierzy Ke podmacierze Bc i C e są niesymetryczne, co w połączeniu
z trzykrotnym wzrostem liczby niewiadomych w porównaniu do zadania rozwiązywa-
nego tylko w wielkościach przemieszczeń znacznie obniża przydatność proponowa-
nego algorytmu.

Spełnienie warunku (4) sprowadza się do kondensacji w macierzy sztywności elementu
czasoprzestrzennego stopni swobody związanych z wielkościami ux i ut na brzegu odci-
nającym skończony obszar.

Ze względu na niską efektywność algorytmu wykorzystującego czworokątne elementy
typu Hermite'a poszukiwano dla elementów czworokątnych z aproksymacją Lagrange'a
pola przemieszczeń u (rys. 2) takich modyfikacji funkcji kształtu, aby na brzegu f => const

T"
2 h -

l i
-2a

Rys. 2. Element czasoprzestrzenny typu Lagrange'a

spełniony był warunek (4). Modyfikacji poszukiwano w klasie wielomianów. Postulowano
spełnienie warunku (4) na całym brzegu, w węzłach lub całkowo (12):

u(a, t)t + c- u(a, t)x — 0,
- ult + c-ulx = 0, i = 2 , 4 , (12)
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)t + c-u(a,t)x]dt =
-h

Analizę przeprowadzono wykorzystując mikrokomputer ZX Spectrum +. Uzyskane
w ten sposób modyfikacje funkcji kształtu prowadziły do schematów niestabilnych lub
o znacznie obniżonej granicy stabilności. W badaniu stabilności wykorzystano warunek
(13) [5]:

B + C - A - D > 0. (13)

Celowe więc wydaje się rozszerzenie klas funkcji modyfikujących na funkcje wymierne,
logarytmiczne lub ekspotencjalne.

3. Metoda superpozycji rozwiązań

Rozpatrzmy ponownie równanie (1) i jego rozwiązanie (2). Przyjęcie na rozpatrywa-
nym brzegu warunku (14):

daje B = — A, zaś przyjęcie warunku (15):

u|x.o = 0.

E = 2 000 000 kG/cm2

A - 100 cm 2

g = 0.0072 k g / c m 8

C - E/o = 16 666 cm/s
a = 50 cm
ho= q/c s 0,003 s

Rys. 3. Zagadnienie jednowymiarowe — drgania podłużne pręta

(14)

(15)

n=1/6 s=2 20 kroków t n=i/6 s=2 2Okrok(5w t

(3 = 1/6 ?=2 20 kroków t

Rys. 4, Drgania podiużne pręta — superpozycja rozwiązań
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daje B — A. Jak łatwo więc zauważyć superpozycja tych rozwiązań całkowicie eliminuje
zjawisko odbicia fal.

Podobne rozumowanie można przeprowadzić także dla zadania dwuwymiarowego
{tarcza, membrana). Zwiększeniu ulega wtedy liczba superponowanych rozwiązań — na-
leży uwzględnić wszystkie możliwe kombinacje warunków brzegowych w narożach.

Algorytm przetestowano na prostym zadaniu jednowymiarowym — drgań podłuż-
nych pręta. (rys. 3). Wyniki obliczeń przedstawiono na rys. 4. Istotną wadą proponowanej
metody jest wzrost czasu obliczeń i zapotrzebowania na pamięć, gdy superponowane
zadania rozwiązywane są równolegle.

4. Dynamiczne warunki brzegowe

Do analizy dynamicznej nieograniczonego obszaru Q wykorzystano /9-algorytm me-
tody elementów czasoprzestrzennych [3]. Macierze A, B, C, D mają budowę (16):

A = D = / J ( 1 - 2 ^ ) - S ~ 1 / 2 A - M ,

B - C-2h<S+l[2h-M, ( 1 6 )

gdzie: /? e [0, 1 /2], 2/J — krok całkowania, S, M — macierze sztywności i bezwładności.
Układ równań metody elementów czasoprzestrzennych rozwiązujemy korzystając z zależ-
ności (17), (18):

A-q o + B - q i = f O j (17)
C'q,_i + (A+D)-qf + B-qł + 1 = f<. (18)

Wprowadzając dodatkowe oznaczenia (19):

f|+-Aqt+Bqł+1,
ft-- -Cq.^-Dq,,

równanie (18) można przekształcić do postaci (20):
f,+ = f,+f". (20)

Wielkości ff i f;+ są wektorami pędów starym, obliczonym z przemieszczeń q*_ t i q; oraz
nowym, obliczonym z przemieszczeń ąi iąi+i. Równanie (20) jest równaniem równowagi
dynamicznej, zapisanym dla chwili i w wielkościach pędów. Wprowadźmy dodatkowy

*• '

5 6

dl-r
T

<J| — t —

3 4

1 2

2b

h0- b/c =0,0025
E - 2000 000 kS/c
Q - 0,0072 kg/cm3

a - 50 cm
a - 50 cm

c x - |/E/2{HD)g'=10 206
2b

Rys. 5. Zagadnienie dwuwymiarowe — drgania tarczy
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symbol^"1" I o, oznaczający składowe wektora f(
+ na brzegu 8Q ograniczającym rozpatry-

wany skończony obszar Q*. Przyjmijmy, że węzły na brzegu 8Q są całkowicie nieobcią-
żone i mają tylko ruchome stopnie swobody. Aby brzeg 8Q przy analizie obszaru Q*
był w takich samych warunkach jak przy analizie Q należy spełnić na nim dynamiczny
warunek brzegowy (21):

tfloo = 0. , (21)

Przy przyjęciu ff|«, = 0 odpowiada to warunkowi ff | w = 0. Jest on łatwy do spełnienia
i wymaga niewielkich modyfikacji algorytmu. W równaniu (18) należy wyzerować skład-
niki iloczynu C • qf_!-4-D • q£ odpowiadające stopniom swobody na brzegu 3Q.

H=i/6 s=1 25 kroków fl=0,25 s=1 25 kroków

n=0 s=2 50 kroków /\ 0=0,5 s=1 25 kroków

/\ 0=0,25 s-2 50kroków

Rys. 6. Drgania podłużne pręta — dynamiczne warunki brzegowe

n=i/6 s=1 25kroków
1.2

B=i/6 s=2 50krokówL

7,8

5,6

, 3,4

1,2

Rys. 7. Drgania tarczy — dynamiczne warunki brzegowe
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Proponowany algorytm został sprawdzony na niewielkich zadaniachjedno- i dwuwymia-
rowych (drgania podłużne pręta- rys. 3, drgania tarczy- rys. 5). Obciążenie stanowił impuls
kinematyczny. W obliczeniach wykorzystano mikrokomputer ZX Spectrum + . Wyniki
obliczeń dla różnych wartości parametru /? i skrócenia s (s = ho/h) kroku całkowania
przedstawiono na rys. 6 i rys. 7.

5. Uwagi końcowe

W rozwiązaniu i analizie postawionego problemu mikrokomputer ZX Spectrum +
okazał się bardzo przydatnym narzędziem. Prosty program napisany w Basic-u umoż-
liwił automatyzację badania różnych modyfikacji funkcji kształtu. Wyjście graficzne,
choć bardzo niedoskonałe, pozwoliło na szybką wizualizację wyników i uniknięcie żmud-
nego wykonywania wykresów. Niewielka pojemność pamięci i bardzo wolny interpreter
Basic-a uniemożliwiły rozwiązanie większych zadań. Proponowane algorytmy wymagają
więc dalszych testów, możliwych do zrealizowania na profesjonalnym sprzęcie.

Literatura

1. B. ENGQUIST, H. O. KREISS, Difference and finite element methods for hyperbolic differential equations,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 17/18, 3, 581 - 596, 1979.

2. B. ENGQUIST, A. MAJDA, Absorbing boundary conditions for numerical simulation of waves, Proceedings
of the National Accademy Sciences of USA, 74, 5, 1765- 1766, 1974.

3. Z. KACPRZYK, Pewne uogólnienie metody czasoprzestrzennych elementów skończonych, VI Konferencja
Metody Komputerowe w Mechanice, Tom 1, 251 - 256, Białystok 1983.

4. Z. KĄCZKOWSKI, General formulation of stiffness matrix for space-time finite elements, Archiwum Inży-
nierii Lądowej, 25, 3, 351-357, 1979.

5. T. LEWIŃSKI, Stability analysis of a difference scheme for the vibration equation with a finite number of
begrees of freedom, Applicationes Mathematicae, 18, 3, 473 - 486, 1983.

6. J. LYSMER, R. L. KUHLEMEYER, Finite dynamic model for infinite media. Journal of the Engineering
Mechanics Division, 95 EM4, 859 - 877, 1969.

7. D. M. MISLJENOVIC, Boundary element method and wave equation, Applied Mathematical Modelling,
6, 3, 205 - 208, 1982.

8. O. C. ZIENKIEWICZ, C. EMSON, P. BETTES, A novel boundary infinite element, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 19, 3, 393-404, 1983.

P e s K> M e

PEUIEHHE flHHAMHt-IECKHX 3KJLJ>J± B HEOrPAHH^EHHLIX OEJIACTflX

B nyMepH^ecKOM pemeinra flimaMHiecKHX sapim B HeorpaHiraeHHbix oGjiacrax HOHBJIHIOTCH OTpa-
eHŁ Ba>KHbiM HBjiHeTCH HCKJiiOTeHHe 3THX OTpameHiiii H CHMyjiHL(iiH HeorpararaeHHoro npoc-

a. B pa6oTe npencTaBJieno HecKOJiu-co HOBHX MCTOAOB peuieHna DToii 3anami. O^im H3 mix.
cynepnoHHpyei pememifl 3aflaii flapi-Dcneia u HewiwaHa. Bseflescbi Tome flHHaMHiecKHe H a6cop6uiioH-
Hbie rpaHOTHbie ycnoBiw, KOTopwe Moraa ynoTpe6jiaTb B iwexofle KOHewibix BpeineHHo
Hbrx
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S u m m a r y

SOLUTION OF DYNAMICAL PROBLEMS IN UNBOUNDED REGIONS

In numerical solutions of dynamical problems in unbounded regions the presence of typical boundaries
introduces reflections. It is very important to be able to eliminate these reflections and to simulate an infinite
region. Some new techniques are presented in the paper. One of them solves the problem by adding together
the solutions of Dirichlet and Neumann problems. Dynamical and absorbing boundary conditions, which
can be used in space-time finite elements, are also introduced.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 9 kwietnia 1986 roku.
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1. Introduction

In recent years the traditional passive car suspensions cannot meet the growing requi-
rements concerning comfort and safety of driving cars. While searching the optimum
characteristics of suspensions, it is often found that this problem can be solved by applying
the system of changeable structure, adjusting its characteristic to conditions of motion
i.e. by applying socalled active systems. The active suspensions are mostly hydropneu-
matic, because of the simplicity of controlling their action. Their action can be controlled
mechanically. The suspension to which the energy is supplied during the controlling pro-
cess e.g. the working medium is pumped in, react to slow-varying displacements of the
car body, such as those occuring when the car is rolling on curves or is braking [1]. The
systems like those are characterized, however, by a long delay of action, so they cannot
react properly to road irregularities.

There are also suspensions which are controlled by changing the magnitude of damping
in the system [3, 4, 5]. These are called semi-active suspensions. They react immediately
to the road irregularities. The example model of such a suspension patented by the first
author [6] is shown in Fig. 1. The spring kx and the hydraulic damper with a mutable
characteristics controlled by an inertia! transmitter having the mass m0 is located betwen
the car body nix and the wheel m2. The transmitter consists of the spring kQ and the damper
c0 which are connected to both the wheel and the mass m0. This mass is connected with
the valve ci0 by means of a lever system and is used for a direct control of the valve. The
position of the valve slide is changed when the acceleration acts upon the mass during
the car motion and/or the distance between the car body and the wheel changes. Any
change of the slide position results in the change of the damping factor. Thus, it is easy
to get the desirable characteristics

CJO =/(*) where x = zo-z, (1)

by appropriate selection of the slide in the throttling valve.
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Fig. 1.

2. Analysis

The equation of motion of the inertial transmitter is derived basing on the scheme of
the semi-active suspension shown in Fig. 1. The following assumptions are introduced:

— the valve is relieved and the mass of the slide is negligible as compared to m0;
— the mass and the moment of inertia of connecting elements are neglected;
— the levers are long enough to assume the motion of the mass m0 to be rectilinear;
— the mass mQ can be neglected as compared to m1 and m2.
The equation of motion takes the form:

0(ż0—ż2)+k0(z0-z2) = O (2)

In the following the semi-active suspension shown in Fig. 1 is applied in — a plane
model of a mobile crane (see Fig. 2) to absorb shocks acting on its leading axle. The appli-
cation of the semi-active suspension in the vehicle like that seems to be especially justified
because of several disadvantageous phenomena occuring in the currently applied passive
system. For example so-called „galloping" is observed, which is a slow-decaying vibration
of low frequency and big amplitude due to a huge moment of inertia of the car body.
It occurs in the range of the working speed of the vehicle between 5 and 14 [m/s]. The
application of the suspension with the mutable structure should lead to an observable
diminishing of this vibration.
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Zł,

Fig. 2.

The currently presented in-plane model of the vehicle is a system of four-degree-of-
freedom (without the inertial transmitter):

Ql = Zl> <ł2=Q\, #3 = ^2, <74 = (?3- ( 3 )

The JLagrange equation of the second kind is used to describe the model considered:

« - ' • > . ' • « •

By taking

and placing
Z = Z1+11Q1

(4)

(5)

(6)

into the equation of motion (2) of the inertial transmitter, the following equation of motion
of the vehicle with the semi-active suspension can be obtained:

Qch+Qkn, q = q{zx, Qlt z2, Q3, Z0) (7)
where

M =

mx 0 0 0 0
0 It 0 0 0
0 0 m2 0 0
0 0 0 73 0
0 0 0 0 m0

- c x

-CJL /(C3-C4) 0

-cJi, fl/(c4-c3) 0
cx+c2 0 0

0 / 2 (c 3 + c4) 0
- c 0 0 c0

(9)
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K =

jc^ -j- k3 -f. fc4 ki/Ł —

kili-aiks + kj kjl+t
a(k3 — h
i2(k3 +

-k± • - M i
/(/c3 — fc4) «/(^4 — k3)

0

Qtk =

0
0
Cl

0
0

0
0
k2

0
0

0
c 3

- a c 3

0
lc3

0

— 0^3

0
ik3

0

;4) -lcl

fc4) - ^ / i

ki+k2

0

c4

- a c 4

0
l~cA

0

-f l fc 4

0

-Ifa
0

11 iv 3 '^4/ ^

fiKlf If \ C^
Lł-l 1/v4 '"3) *-*

0 0

0 k

(10)

(11)

(12)

The function n modelling irregularities of the road (single obstacle) is plotted in Fig. 2
The analytical form of this function is as follows

(13)n = h 1 -cos
f

The excitation acts on the system successively at the time resulting from the speed of
the vehicle and the distance of its axles.

3. Numerical calculations

The problem is solved by use of a digital simulation technique. The equations of
motion are transformed into the Cauchy form, so the RKGS procedure included in the
IBM library can be applied. The RKGS procedure is a ready-made Fortran subprogram
for solving ordinary differential equations of the first order with known initial conditions.
It is based on the Runge-Kutta method of the fourth order with the Gill's modification.

The size of the program and the time of its execution makes it possible to perform
numerical calculations on the 16-bit microcomputer in Fortran language working under
CP/M-86 disc operating system. The computer used is NEC PC-9801E equipped in 348 kB
RAM, a double floppy disk drive and a printer. The program runs about 5 min. for typical
data. The results, which include displacements, vertical speeds and accelerations of the
driver's cabin for following points of time, may appear on the monitor screen or on the
printer depending on the computer operator's wish.

The slection of the appropriate step of integration is extremly important in the simula-
tion process. If the step is taken to big a part of the excitationlacting on the system may be
ignored. In order to avoid such a case and in order to obtain the most accurate mapping
of the excitation function the program reduces automatically the step of integration when
the obstacle is met (independently of the RKGS procedure).
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The example calculations are carried out for the data as for the mobile crane
HYDROST-253 {m^. = 26520 [kg], m2 = 1160 [kg], I, = 160000 [kgm2], J3 = 160 [kgm2],
ki - 1147370 [N/m], k2 = fc3 == K = 1759680 [N/m], c2 = c3 = c4 = 0, /, = 3.252 [m],
/ = 0.7 [m], a — 1.748 [m]). The inertial transmitter data are as follows: m0 = 20 [kg],
k0 = 2692 [N/m], c0 = 464 [Ns/m].

The assumed dependence of the damping factor vs. the displacement of the mass m0

taken for numerical simulation is shown in Fig. 3. This function is of parabolic type in
the range x < |0,07 [m]| and is constant for other values od x (clmax = 17000 [Ns/m],
cimln = 75000 [Nm/s]).

c,lNs/m]

Fig. 3.

The simulative calculations are carried out for the speed of the vehicle equal to 5 [m/s].
The diagrams for the driver's cabin displacements with regard to time are shown in

Fig. 4. Line a corresponds to the traditional suspension and line b to the semi-active sus-
pension respectively.

3 t[s]

Fig. 4.

4. Concluding remarks

The comparison of the results obtained for both the traditional and the active suspen-
sion confirms that the application of the latter one results in a certain diminishing of the-
cabin displacements and the effective values of accelerations (a detailed analysis for a wide
range of input data and several excitation functions will be the subject of a seperate paper).

The program discussed in a convenient tool for predicting the vehicle behaviour on.
the irregularities of the road.
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12, pp. 317-330, 1980.

6. T. WESOŁOWSKI, Zawieszenie aktywne pojazdu drogowego, patent PRL 181449/80/84.
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CHMyJIHPOBAHHLIH AHAJIH3 nOJIYAKTHBHOH ITOflBECKKC ABTOMOBHJIH

B flOK/rafle rtpeflcraBJien MeTOfl CHMyjiapoBaHHoro iiccjieAOBaHHH noflBecoK as-roMoSuna nptr rro-
Momu 3 B M . CflenaHo TeopeTmiecKirii aHaJiio nojryaKTHBHoii noflBecKU, KOTopan ynpaBJiaeTca HHep-
UHOHHŁIM aaTHHKoM. IlpeflCTaBjieHbi To>i<e, ocHOBaHHwe Ha npHMepaXj pe3yjibTaTW

S t r e s z c z e n i e

ANALIZA SYMULACYJNA PÓŁAKTYWNEGO ZAWIESZENIA POJAZDU

W pracy przedstawiono metodę analizy symulacyjnej zawieszeń pojazdów przy pomocy mikrokom-
putera. Analizie teoretycznej poddano model zawieszenia pólaktywnego sterowanego nadajnikiem bez-
władnościowym. Przedstawiono również przykładowe wyniki obliczeń numerycznych.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 9 kwietnia 1986 roku.
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PRZYKŁADY WYKORZYSTANIA KOMPUTERÓW DOMOWYCH
W NAUCZANIU WYTRZYMAŁOŚCI MATERIAŁÓW

HANNA OLESIAK

JANUSZ ŚLIŻEWICZ

Politechnika Warszawska

Rozwój dość łatwo dostępnych komputerów domowych umożliwił zastosowanie ich
do różnych obliczeń w ramach procesu dydaktycznego. W związku z tym zachodzi koniecz-
ność zmiany w podejściu do nauczania między innymi wytrzymałości materiałów przez
zmniejszenie czasu poświęconego na rozwiązywanie przykładów numerycznych. Opraco-
wane zostały programy do obliczeń płaskich ram, lub belek statycznie wyznaczalnych
i niewyznaczalnych, oraz momentów bezwładności na obecnie najpopularniejsze kompu-
tery ZX Spectrum lub ZX 81. Programy te zastępują istniejące zbiory zadań w tym zakre-
sie i napisane zostały w języku Basic.

Pierwszy z programów pozwala na rozwiązywanie belek i ram płaskich obciążonych
siłami i momentami skupionymi, oraz stałym obciążeniem ciągłym. Ramy statycznie
niewyznaczalne rozwiązywane są metodą sił (równania Maxwella Mohra). Wielkościami
poszukiwanymi są reakcje statycznie niewyznaczalne Xj, które wyznacza się z następują-
cych liniowych równań algebraicznych:

X j a u + a l 0 = 0 , i , j = 1 , 2 , . . . , « ,

gdzie n jest stopniem statycznej niewyznaczalności. Do obliczania współczynników atj
stosuje się metodę superpozycji rozwiązując kolejno: w stanie „0" zagadnienie ramy
obciążonej siłami zewnętrznymi, w stanie „1" obciążonej tylko siłą jednostkową przy-
łożoną w miejscu działania reakcji hiperstatycznej Xx, itd. Pomijamy wpływ sił normalnych
i stycznych. Współczynniki a^ są następującymi całkami:

gdzie: M,-, Mj są funkcjami, momentów zginających w poszczególnych stanach, a całko-
wanie dotyczy wszystkich prętów ramy, Wykresy momentów dla kolejnych stanów po-
trzebne są do kontroli zadań, w których całkowanie wykonywane jest sposobem Weresz-
czagina. Dane i wartości momentów w węzłach przechowywane są w dwuwymiarowej
macierzy węzłów E(k, 14) (k numer węzła), dwuwymiarowej macierzy reakcji R(it, 3

12 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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i trójwymiarowej macierzy prętów T(/, k, 5) (pręt łączy węzeł / z węzłem k). Wprowadzamy
do komputera dane dotyczące kształtu ramy, sztywności prętów oraz obciążenie. Układy
algebraicznych równań liniowych rozwiązywane są metodą Gaussa z wyborem nawięk-
szego elementu z kolumny, a całkowanie metodą Newtona Cotesa. Ze względu na to, że
numeracja węzłów jest dowolna do znajdywania momentów zginających opracowano
algorytm wyszukujący punkty leżące po jednej stronie przekroju. W wyniku otrzymujemy
wykresy momentów zginających dla poszczególnych stanów z możliwością odczytywania
ich wartości w każdym punkcie. Ponadto wyświetlane są wartości reakcji hipestatycz-
nych, a następnie otrzymujemy wykres momentów zginających dla ramy z uwzględnie-
niem wyliczonych reakcji hiperstatycznych. W dowolnym węźle ramy otrzymać możemy

WE
Dane:węzty, obciążenie węzłów
wskazanie reakcji,sztywności
prętów. obciążenie ciągłe

TAK / Czy rama statycznie \ . NIE
\ wyznacza I na*J?

M Wskazanie reakcji
hiperstatycznych

AVE

Obliczanie reakcji i sił wewnętrznych 1
w węzłach dla poszczególnych stanów |

Wybór stanów do rysowania
wykresów momentów

Obliczanie reakcji'
hiperstatycznych

Obliczanie reakcji i sił
wewnętrznych w węzłach

(WE Wybór przemieszczeń
do obliczenia

Obliczanie reakcji i sił
wewnętrznych dla obciążenia

jednostkowego

hN

Obliczenie wartości
przemieszczenia

Wyświetlenie wartości
przemieszczenia

(WE

(WY

(WE

(WY

Wybór skali

Rysowanie wykresów
momentów

_L
WybóY punktów do
wyświetlenia wartości
momentów

Wyświetlenie wartości
momentów w punktach

Rys. 1. Program do obliczania ram
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wartość przemieszczeń liniowych i kąt obrotu elementu ramy oraz wykres dla ramy pod
działaniem obciążenia jednostkowego odpowiadającego poszukiwanemu przemieszczeniu.

Dla ram statycznie wyzaaczalnych otrzymujemy wykresy momentów zginających oraz
przy poszukiwaniu przemieszczeń liniowych i kątowych w dowolnym węźle otrzymujemy
wykresy dla ram pod obciążeniem jednostkowym. Wartości momentów zginających
możemy odczytać w dowolnym punkcie ramy. Na ekranie otrzymujemy również wartości
przemieszczeń.

Drugi program służy do znajdywania momentów bezwładności figur płaskich. Dane
i wartości momentów przechowywane są w jednowymiarowych macierzach B(6), y$(n),
z$0z) i dwuwymiarowej macierzy X(2, n) (gdzie n jest liczbą podobszarów). Całkowanie
odbywa się dla obszarów podzielonych liniami pionowymi gdzie dół i góra obszaru
zadane są dowolnymi funcjami. Całkowanie powierzchniowe wykonywane jest metodą

WE
Dane: n
X/I,n/ , X/2,n/ , y$/n/ ,

czy podobszar ujemny

_NlE_/czy podobszar \
^v prostokątny

TAK

Całkowanie
powierzchniowe

Wzory elementarne

WE

Czy wszystkie n
podobszarów ?

NIE

Wyświetlanie wyników

Wybór skali

WY
Rysowanie głównych
centralnych osi bezwładności
na tle konturu przekroju

n liczba podobszarów
X/1,n/ prosta ograniczająca podobszar z lewej strony
X/2,n/ prosta ograniczająca podobszar z prawej strony
y $ / n / funkcja ograniczająca podobszar od dofu
z$/n/ funkcja ograniczająca podobszar od góry

Rys. 2. Program do obliczania momentów bezwładności
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Gaussa. Komputer rozpoznaje podobszary prostokątne i wtedy w celu skrócenia czasu
obliczeń omija całkowanie i wykorzystuje gotowe wzory. Możemy posługiwać się metodą
obszarów ujemnych. Na ekranie otrzymujemy wyświetlane współrzędne środka cięż-
kości, momenty bezwładności i moment dewiacji względem osi centralnych, kąt określa-
jący położenie osi głównych centralnych, oraz momenty bezwładności względem tych
osi. Następnie otrzymujemy na ekranie rysunek osi głównych centralnych na tle konturu
przekroju.

Pierwszy program działa na komputerze ZX Spectrum 48 K oraz na ZX 81 z modułem
pamięci 64 K. W przypadku ZX 81 ze względu na małą rozdzielczość grafiki wykresy są
mniej czytelne niż na Spectrum dysponującym rozdzielczością 256x176 punktów.
Schematy blokowe programów pokazano na rys. 1 i 2.

P e 3 io ii e

ITPHMEPLI HCnOJIB3OBAHHH MHKPOKOMIIBIOTEPOB B OBY^EHHH
COnPOTHBUEHHfl MATEPHAJIOB

nporpaMMti fljm MHKpoKoMntiOTepoB rana 3 X C I I E K T P y M II 3 X 81.
nporpaMMa HcnoJiŁ3yeTCH flJia pememia aaflaq CTaTiraecKH onpeflejieimbix u

Hbix GajioK H IUIOCKHX paivi c nocipoeimeM 3niop it3rn6aiomHX MOMCHTOB H onpeflejieHHcra nepeMemeHHH.
Biopan nporpaMMa onpeflenneT rjiaBHbie iieHTpajiŁHŁie OCH HHepiwu H MOMCHTM HHeptiHH OTHOCH-

TeJIbHO 3THX OCełł.

S u m m a r y

AN APPLICATION OF PERSONAL MICROCOMPUTERS TO LEARNING OF STRENGTH
OF MATERIALS

Two programs for microcomputers ZX Spectrum and ZX81 have been presented. Namely the program
for solving statically determinate and indeterminate plane frames or beams with the diagrams of bending
moments and computing the deflections. The second program, computes the inertia moments of cross-
sections and determines the principal axes with respect to the coordinate system.

Praca wpłynęła do Redakcji dnia 5 maja 1986 roku.
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SPRAWOZDANIE
Z DZIAŁALNOŚCI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ

STOSOWANEJ ZA OKRES XXI KADENCJI TJ. OD 11 MAJA 1984 R.
DO 9 PAŹDZIERNIKA 1986 R.

1. Działalność naukowa

Zarząd Główny XXI kadencji, przy zachowaniu określonych przepisów prawnych i statutowych
realizował działalność naukową przez:
— organizowanie zebrań naukowych, sympozjonów i szkól naukowych,
— udzielenie informacji naukowych członkom Towarz3'stwa i zainteresowanym instytucjom,
— utrzymywanie łączności z pokrewnymi stowarzyszeniami w kraju i za granicą (Jugosławiańskim Towa-

rzystwem Mechaniki, Słowackim Towarzystwem Mechaniki i Chińskim Tow. Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej),

— czynny udział w konferencjach krajowych i zagranicznych,
— wydawanie kwartalnika i materiałów konferencyjnych,
— organizowanie konkursów naukowych z nagrodami.

1.1. Zebrania naukowe.
Zebrania naukowe były formą ciągłej działalności. W ciągu XXI kadencji Zarząd Główny zorganizował

5 zebrań naukowych, natomiast w Oddziałach Towarzystwa odbyło się w sumie 167 zebrań, na których
wygłoszono 179 referatów. Szczegółowy wykaz wygłoszonych referatów jest publikowany w sprawozda-
niach rocznych.

1.2. Sympozja i konferencje organizowane lub współorganizowane przez Oddziały:
Gdańsk
— konferencja „Metody komputerowe w mechanice konstrukcji"

maj 1985 268 os., 143 referaty
— konferencja „Problemy losowe w mechanice konstrukcji"

15-16 listopada 1985 64 os., 28 referatów
Gliwice
— XXIV Sympozjon „Modelowanie w mechanice"

4-9 marca 1985, Szczyrk 202 os., 11 kom., 69 ref.
— XXV Sympozjon „Modelowanie w mechanice"

17 - 22 marca 1986, Kudowa Zdrój 127 os., 43 referaty
Kielce
— Konferencja „Mechanika procesów technologicznych"

16 -18 września 1985, Borków 51 os., 28 referatów
Łódź
— IV Sympozjum „Stateczność konstrukcji"

9-11 października 1985, Sulejów 53 os.
Poznań
— XI Sympozjum „Drgania w układach fizycznych"

24-26 maja 1984, Blażejewko 149.os., 76 referatów
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— XIII Sympozjum „Drgania w układach fizycznych"
15 - 17 maja 1986, Blażejewfco 148 os. (14 zagr.),

119 ref., (35 plakatów)

128 os., 96 referatów

152 os., 49 referatów

135 os., 35 referatów

75 os., 30 referatów

40 os., 8 referatów

Warszawa
— XI Sympozjum „Badania doświadczalne w mechanice ciała

stałego"
6-8 października 1984

— konferencja „Mechanika w lotnictwie"
27 - 28 stycznia 1985

— I Ogólnopolska Konferencja „Mikrokopmutery w mechanice"
27 lutego 1986

Wrocław
—• IX Sympozjum Reologii

listopad 1984
Zielona Góra
— konferencja „Nauczanie mechaniki w rejonie zielonogórskim"

czerwiec 1984
W przygotowaniu są następujące konferencje:

Częstochowa — VII Krajowa Konferencja Mechniki Cieczy i Gazów (1986)
Rzeszów — VI Sympozjum Dynamiki Konstrukcji (październik 1986)
Warszawa — X Sympozjum „Badania doświadczalne w mechanice ciała stałego" (październik 1986)

1.3. Sesje i seminaria naukowe.
W XXI kadencji zorganizowano w Oddziałach 14 sesji i seminariów naukowych. Szczegółowy wykaz

jest publikowany w sprawozdaniach rocznych.
1.4. Konkursy naukowe.

Częstochowa — Konkurs na prace z mechaniki płynów, 1984-09-20
Sąd konkursowy w składzie: prof. prof. J. Eisner (Przewodniczący), Z. Dżygadło (Sekretarz), K. Orze-
chowski, Z. Kazimierski, R. Puzyrewski, E. Tuliszka, po wysłuchaniu 9 referatów przyznał:
— dwie nagrody II stopnia

dr inż. S. Drobniakowi za pracę „Struktury koherentne strugi osiowo-symetrycznej"
mgr inż. M. Marcinkowskiemu za pracę „Oprzyrządowanie oraz metody eksperymentalnego wyzna-
czania przepływu pary przez ostatnie stopnie turbin kondensacyjnych"

— jedną nagrodę III stopnia
dr inż. M. CiaJkowskiemu za pracę „Rozwiązanie przepływu idealnego czynnika ściśliwego w palisadzie
profili metodą wariacyjną"

— trzy wyróżnienia
dr inż. P. Sierputowskiemu i mgr inż. J. Blażewiczowi za pracę „Badania modelowe opływu wiatrem
fragmentów zabudowy miejskiej o skomplikowanej figuracji geometrycznej"
mgr inż. J. Rokickiemu za pracę „Zagadnienia odwrotne w teorii układu profilów"
dr inż. T. Kowalskiemu za pracę „Dystrybucja kropel zawiesiny w przepływie typu Poiseuill'a"

Gliwice
Konkurs na pracę dyplomową z zakresu mechaniki teoretycznej im. prof. W. Burzyńskiego. Sąd konkursowy
w składzie: prof. prof. R. Gryboś (Przewodniczący), A. Jakubowicz, J. Wojnarowski, doc. doc. W. Staro-
solski, W. Szuścik przyznał następujące nagrody:
— dwie nagrody II stopnia

mgr inż. G. Poremskiemu za pracę „Efekty sprzężenia pola przemieszczeń w aspekcie nieliniowych
równań, konstytutywnych termosprężystości na modelu pólprzestrzeni"
mgr inż. M. Wiercigrochowi za pracę „Symulacja cyfrowa procesów wykonania otworów na wiertarko-
frezarce WFM-100N"

— jedną nagrodę III stopnia
mgr inż. K. Tkoczowi za pracę „Ocena wartości użytkowych łańcuchów górniczych ze stali 23 HGNMa"

— dwa wyróżnienia
mgr inż. J. Skrzydlakowi za pracę „Analiza wpływu grubości warstwy przyściennej na strukturę prze-
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ptywu w osiowym stopniu sprężającym"
mgr inź. K. Sura za pracę „Analiza zużycia elementów napędu maszyn urabiających na przykładnie
głowicy kombajnu ścianowego"

Wrocław
Konkurs na najlepszą pracę z mechaniki stosowanej.
Nagrody I stopnia nie przyznano.
Nagrodę II stopnia przyznano dr inż. J. Kołodziejowi za pracę „Przegląd zastosowań metody kollokacji
brzegowej w mechanice ośrodków ciągłych".
Nagrodę III stopnia przyznano dr inż. Wl. likowowi za pracę „Obliczanie macierzy sztywności pręta
w zagadnieniu geometrycznie nieliniowym z warunku równowagi sił".

1.5. Kursy i szkoły.
Zarząd Główny PTMTS zorganizował Szkołę „Sterowanie w mechanice". Wygłoszono 6 cykli wykła-

dów. W trakcie odbyła się dyskusja okrągłego stołu nt. „Mechanika w programach Wyższych Szkół Tech-
nicznych" 20 - 25 października 1985, Rudy Raciborskie
Kielce
— cykl wykładów „Metody komputerowe w mechanice"

20-26 czerwca 1986
Szczecin
— kurs „Podstawy metody elementów skończonych"

marzec 1985
— cykl wykładów „Metoda różnic skończonych w mechanice ciała stałego i termodynamice"

14 -18 kwietnia 1986
Warszawa
— szkoła „Chaos w mechanice"

sierpień 1984
1.6. Dyskusje okrągłego stołu.

Gliwice
— „Problemy projektowania silnie obciążonych profili skrzynkowych w maszynach górniczych"
Warszawa
— „Modelowanie w mechanice konstrukcji"
— „Modelowanie stochastyczne czy inne"
— „Mikrokomputery w mechanice"
— „Stateczność, stabilność a może co innego"

2. Działalność wydawnicza

W XXI kadencji Komitet Redakcyjny kwartalnika „Mechanika Teoretyczna i Stosowana" działał
w składzie:
Marek Dietrich (Przewodniczący), Zbigniew Dżygadło, Janusz Eisner, Stanisław Jerzy Gdula, Igor Kisiel,
Witold Nowacki, Zenon Mróz, Bogdan Skalmierski, Piotr Wilde, Józef Wojnarowski, Michał Życzkowski,
Zbigniew Olesiak — Redaktor Naczelny, Stanisław Dubiel, Jacek Stupnicki, Andrzej Tylikowski, Czesław
Woźniak — Redaktorzy, Liliana Jezierska — Redaktor Techniczny do czerwca 1985, Felicja Kolińska —
Sekretarz Redakcji do czerwca 1985, Ewa Koisar — Sekretarz Redakcji i Redaktor Techniczny od 1 paź-
dziernika 1985.

2.1. Wydawnictwa periodyczne i ciągle.
W roku 1984 ukazały się następujące zeszyty kwartalnika MTiS — 1/1983, 2 - 3/1983, 4/1983, łącznie

57,5 ark.
W roku 1985 ukazały się zeszyty 1 - 2/84 — 23,5 ark., 3 - 4/84 — 22,5 ark.
Złożono do druku zeszyty: 1/85, 2/85, 3-4/85, 1-2/86.
W roku 1986 ukazały się zeszyty: 1/85 — 10,5 ark., 2/85 — 11,5 ark.
Złożono do druku zeszyty: 3/86, 4/86.
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Zarząd Główny wydal metodą małej poligrafii:
— Biuletyn „Polish Society of Theoretical and Applied Mechanics" str. 14, Warszawa 1984
— Materiały Szkoły „Sterowanie w mechanice", (red. St. Dubiel) str. 391, Warszawa 1985., dzięki pomocy

Politechniki Śląskiej i Wojskowej Akademii Technicznej.
— Biuletyn „O Chińskim Towarzystwie Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej", str. 5, 1986

Oddziały wydały:
— zbiór referatów konferencji „Problemy losowe w mechanice" Gdańsk, str. 237
— zbiór referatów VII Konferencji „Metody komputerowe w mechanice konstrukcji", V tomów, Gdańsk,

str. 1396
— zbiór referatów XXIV Sympozjonu „Modelowanie w mechanice" PTMTS Oddział Gliwice 1985, z. 51,

str. 673
— zbiór referatów XXIV Sympozjonu „Modelowanie w mechanice"

Prace członków Oddziału PTMTS Oddział Gliwice 1985, z. 52, str. 174
— zbiór referatów XXV Sympozjonu „Modelowanie w mechanice", PTMTS Oddział Gliwice, 1986

z. 53, T.I. str. 291, T. II, str. 281.
— zbiór referatów konferencji „Mechanika procesów technologicznych PTMTS Oddział Kielce, Zeszyt

Naukowy Politechniki Świętokrzyskiej nr. 37, 1985, str. 248
— materiały IV Sympozjum „Stateczność konstrukcji", PTMTS Oddział Łódź, 1985, str. 135
— zbiór referatów XI Sympozjum „Drgania w układach fizycznych", PTMTS Oddział Poznań, 1984,

str. 313
— zbiór referatów XII Sympozjum „Drgania w układach fizycznych", PTMTS Oddział Poznań, 1986,

str. 440
— Materiały VI Sympozjum Dynamiki Maszyn, PTMTS Oddział Rzeszów, 1985, str. 500
— Zbiór referatów IX Sympozjum Reologii, PTMTS Oddział Wrocław, 1984, str. 232
— Konferencja „Nauczanie mechaniki w regionie Zielonogórskim", PTMTS Oddział Zielona Góra, 1984,

str. 44
— R. Ćwik, J. Wojnarowski — „Dwudziestolecie PTMTS Oddział Gliwice" z. 50, Gliwice 1984, str. 94
— Informator o tematyce prac badawczych z zakresu mechaniki teoretycznej i stosowanej prowadzonych

w środowisku poznańskim — PTMTS Oddział Poznań, 1985, str. 24
— IKTBiernatowskii, S.Fuliński, M. Jokiel, H. Wzorek — „Oddz iał Wrocławski PTMTS w latach 1958-

1983", Wrocław 1984, str. 56

3. Współpraca towarzystwa z zagranicą

3.1. Profesor Z. OLESIAK został zaproszony przez Jugosławiańskie Towarzystwo Mechaniki (Jugo-
slovensko Drustvo za Mehaniku) na 16 Jugosłowiański Kongres Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej,
który odbył się w Bećići w dniach 28 maja - 1 czerwca 1984. Kongres ten był związany z 30-leciem ist-
nienia Jugosławiańskiego Towarzystwa Mechaniki. Profestor Z. OLESIAK przekazał na ręce Prezesa J. T. M.
(Profesor dr Lukd Vujośević) i Sekretarza Generalnego (Profesor dr Jovo Jarić) medal wybity z okazji
25-lecia naszego Towarzystwa oraz znaczki PTMTS i pozdrowienia oraz życzenia od Zarządu Głównego.
Jugosławiańskie Towarzystwo Mechaniki jest zainteresowane współpracą z PTMTS. Prof. Jovo Jarić zapropo-
nował w imieniu Z. G. organizowanie w przyszłości polsko-jugosłowiańskich sympozjów. Pierwsze takie
sympozjum miałoby się odbyć w Jugosławii w r. 1987. Prof. Jovo Jarić przebywał w Warszawie w sierpniu
1984, przed Kongresem Mechaniki w Danii, by wręczyć profesorowi Witoldowi NOWACKIEMU dyplom
honorowego członka J. T. M. Uroczystość odbyła się w Ambasadzie Jugosłowiańskiej w Warszawie
dnia 17 sierpnia 1984. Prof. Z. OLESIAK wygłosił na Jug. Kongresie Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej
referat pt. „Modelling of the moment theory of plasticity" i po Kongresie na zaproszenie Wydziału
Maszynowego Uniwersytetu w Belgradzie referat na temat zagadnień termicznych w teorii szczelin. Obszerne
sprawozdanie z 16 Jug. Kongresu Mechaniki zostało złożone do publikacji w Biuletynie PTMTS 22/1984
zeszyt 4.

3.2. W dniu 3.12.1984 na X Konferencji Teorii Maszyn i Mechanizmów prof. J. WOJNAROWSKI
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wręczy! profesorowi L. MAUNDEROWI Z Anglii dyplom członka zagranicznego Towarzystwa wraz
z biuletynem informacyjnym.

3.3. W dniu 4.07.1984 Z. Gl. przekazał do wydawnictwa The World of Learning 1984 - 85, informacje
o Towarzystwie, która została wydrukowana (1985, s. 927).

3.4. Gośćmi zagranicznymi Towarzystwa byli:
Z NRD — H. Aurich, M. Granz, M. Hoffmeister, F. Ihlenburg, E. Kóhler, W. Kiihn, W. Kissing,

H. Pfau, S. Larek, R. Tiedt, Ch. Reissmann, G. Burghardt,
z ZSRR — W. L. Fiedjajew, A. L. Goldenwejzer, L. Soskin, Z. Agamirow,
z Holandii — W. I. Huisman,
z Hiszpanii — F. Motta,
z Węgier — S. Nagy,
z RFN — L. P. Nolte, P. Rix, U. Schick, J. Wauer, D. Besdo,
z Czechosłowacji — K. Prileryl, J. Vrbka,
ze Swecji — B . Broberg,
z USA — S. K. Dey,
z Chin — Fu Hua Ling.
3.5. Powołano dwóch nowych członków zagranicznych PTMTS — prof. Józefa Briłlę ze Słowackiego

Uniwersytetu w Bratysławie i prof. Giovanniego Bianchiego z Mediolanu.
3.6. Przeprowadzono dalsze rozmowy w sprawie organizowania wymiennych konferencji z mechaniki

z Jugosławiańskim Towarzystwem Mechaniki. W rozmowach ze strony jugosławiańskiej udział brali:
prof. prof. Z. Vujesevic, J. Jaric, Rózic. Ze strony polskiej rozmowy prowadzili: podczas kongresu GAMM
w Dubrowniku (I - 4 VI1985) prof. prof. A. Tylikowski, J. Wojnarowski, podczas XVII Jugosłowiańskiego
Kongresu Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej w Radarze (2 - 6 VI1986) prof. prof. Z. Olesiak, K. Sob-
czyk, A. Tylikowski.

3.7. Przekazano dyplomy członkom zagranicznym PTMTS: prof. Trusdellowi z USA, prof. Olafowi
Brulinowi ze Szwecji oraz prof. Stigowi Hjalmarsowi ze Szwecji, uzyskując zwrotne potwierdzenia.

4. Działalność organizacyjna

4.1. Władze Towarzystwa

Prezydium Zarządu Głównego działało w składzie:
prof, dr hab. J. WOJNAROWSKI —Przewodniczący
prof, dr hab. E. BRZUCHOWSKI — wiceprzewodniczący
prof, dr hab. W. KRZYŚ —wiceprzewodniczący
prof, dr hab. Z. DŻYGADŁO — Sekretarz Generalny
prof, dr hab. A. WILCZYŃSKI — Skarbnik
doc. dr J. LIPIŃSKI — Zastępca Sekretarza Generalnego
prof, dr hab. R. PARKITNY — Zastępca Skarbnika
Ponadto w posiedzeniach Prezydium brali udział:
prof, dr hab. B. SKALMIERSKI — Członek Zarządu
prof, dr hab. K. SOBCZYK — Członek Zarządu
prof, dr hab. M. WIZMUR — Członek Zarządu
doc. dr J. GOŁAŚ —Zastępca Członka Zarządu
doc. dr Cz. MICKIEWICZ —Zastępca Członek Zarządu
doc. dr. Z. SULIMOWSKI —Zastępca Członka Zarządu

Główna Komisja Rewizyjna działała w składzie:

prof, dr hab. A. TYLIKOWSKI — Przewodniczący
prof, dr O. DĄBROWSKI, prof, dr hab. K. WRZEŚNIOWSKI — Członkowie
prof, dr hab. St. DUBIEL, doc. dr M. SKOWRONEK — Zastępcy Członków

13 Mech. Teoret. i Stos. 3/87
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Zarządy w Oddziałach działały w składzie:
Bielsko-Biała
Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik
Czionek Zarządu

— prof, dr hab. St. J. GDULA
— doc. dr R. BŁOCKI
— dr inż. Wł. JAKUBIEC
— dr hab. inż. St. WOJCIECH
— dr inż. A. SUCHETA

(od 30.05.86)*
doc. dr M. TROMBSKI
doc. dr. hab. St. WOJCIECH
dr inż. Wł. JAKUBIEC
dr inż. Zb. BANET
dr inż. A. SUCHETA

Bydgoszcz

Przewodniczący
Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu
Członek Zarządu

doc. dr hab. E. WALICKI
dr inż. A. WALICKA
dr inż. M. MALEC
dr inż. J. LORKOWSKI
mgr inż. J. ZADŹWIEJA

(od 22.10.85)

doc. dr. inż. B. SIOŁKOWSKI
dr inż. A. TOPOLIŃSKI
dr inż. M. MALEC
dr J. CABAŃSKI
doc. T. KABAT

Częstochowa

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu
Członek Zarządu
Zastępcy

prof, dr hab. J. ELSNER
prof, dr hab. R. PARKITNY
dr inż. St. DROBNIAK
dr inż. J. ZAJDEL
doc. dr hab. L. TOMSKI
doc. dr. W. BACHMACZ

(od 27.03.86)

prof, dr hab. J. ELSNER
prof, dr hab. R. PARKITNY
dr inż. St. DROBNIAK
dr inż. J. ZAJDEL
doc. dr L. TOMSKI
doc. dr W. BACHMACZ
dr A. BOKOTA
dr A. PIEKARSKA

Gdańsk

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu

— prof, dr hab. E. BIELEWICZ
— doc. dr hab. W. PUDLIK
— dr inż. E. WITTBRODT
— doc. dr hab. M. SKOWRONEK
— doc. dr inż. H. SPUS

(od 27.05.86)

prof, dr hab. E. BIELEWICZ
doc. dr hab. W. PUDLIK
doc. dr H. SPUS
dr inż. H. WALUKIEWICZ
doc. dr hab. A. SAWICKI
dr inż. A. ZIMTROWICZ

Gliwice

Przewodniczący
Zastępca

Sekretarz
Zastępca
Skarbnik
Zastępca
Członek Zarządu
Członek Zarządu

• doc. dr W. SZUŚCIK
doc. dr hab. W. STAROSOLSKI

dr inż. H. SKOWRON
dr inż. A. BUCHACZ
dr inż. R. ĆWIK
dr in. J. KUCZYNSKI
doc. dr hab. G. KOSMAN
dr inż. J. SUCHOŃ

(od 13.05,86)

doc. dr W. SZUŚCIK
doc. dr A. AJDUKIEWICZ
dr inż. A. BUCHACZ
dr inż. H. SKOWRON
dr inż. J. ŚWIDER
dr inż. R. ĆWIK
dr inż. J. KUCZYNSKI
doc. dr hab. G. KOSMAN

Kielce

Przewodniczący
Zastępca

doc. dr hab. A. RADOWICZ
dr inż. A. PIĄTKOWSKI

(od 26.03.86)

doc. dr hab. A. RADOWICZ
doc. dr L. GOŁASKI

ł ) Data Walnego Zgromadzenia
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Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu
Członek Zarządu

dr inż. A. BARCHAN
dr inż. W. GIERULSKT
dr inż. M. MIKSA
doc. dr hab. M. KARGOL

dr inż. A. BARCHAN
dr inż. W, GIERULSKI
dr inż. A. NEITZ
dr inż. A. PIĄTKO WSKI

Kraków

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu
Członek Zarządu
Zastępca
Zastępca
Zastępca

doc. dr hab. St. BEDNARZ
doc. dr J. SKRZYPEK
dr inż. J. WAPIENNIK
dr inż. M. BACZYŃSKA
prof, dr hab. W. KRZYŚ
prof, dr hab. M. ZABAWA
dr inż. A. GUMIŃSKI
dr inż. J. GASZYŃSKI
dr inż. L. GŁUCH

(od 19.03.86)

doc. dr hab. J. RYŚ
prof, dr hab. Z. STÓJEK
dr inż. Z. SKRZYSZOWSKI

doc. dr hab. St. DUBIEL
dr inż. L. GŁUCH
dr inż. A. GOŁAŚ
dr inż. St. MICHAŁOWSKI

Lublin

Przewodniczący
Zastępca
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu

doc. dr Z. ROTTER
dr inż. A. MALICKI
dr inż. M. BARTNIK
dr inż. B. SKIERCZYŃSKI
mgr inż. F. MARTINKA

(od 13.03.86)

doc. dr Z. ROTTER
dr inż. A. MALICKI
dr inż. M. BARTNIK
dr inż. K. SCHABOWSKA
mgr inż. F. MARTINKA
dr inż. R. OSTAPIUK

Łódź

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik

doc. dr hab. W. KOBZA
dr inż. A. MŁOTKOWSKI
dr inż. L. KOWALCZYK
dr inż. T. JESKE

(od 24.05.86)

doc. dr T. PRZEDECKI
dr inż. Z. KOŁAKOWSKI
dr inż. S. KOSIŃSKI
dr inż. B. ROGOWSKI

Opole

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu

doc. dr hab. J. KUBIK
doc. dr J. GOŁAŚ
doc. dr M. GRYCZMANSKI
dr inż. T. DZIADEK
dr inż. TARCZYNSKI

(od 21.05.86)

doc. dr hab. T. CHMIELEWSKI
doc. dr hab. J. KUBIK
dr J. WYRWAŁ
dr R. KAŁUŻA
dr T. SMOLEŃ

Poznań

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Członek Zarządu
Zastępca

doc. dr hab. R. DZIĘCIELAK
doc. dr hab. A. LITEWKA
doc. dr hab. R. SYGULSKI
dr J. RAKOWSKI
doc. dr hab. J. KUBIK

(od 14.04.86)

doc. dr hab. R. DZIĘCIELAK
doc. dr hab. J. KUBIK
doc. dr hab. R. SYGULSKI
doc. dr hab. A. LITEWKA
dr inż. F. SORDYL

Rzeszów

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz

doc. dr H. KOPECKI

dr inż. W. ZYLSKI

(od 21.03.86)

doc. dr H. KOPECKI
doc. dr hab. J. WALCZAK
dr inż. W. ZYLSKI

13*
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Skarbnik
Członek Zarządu

dr inż. Wł. ŁAKOTA
prof, dr J. MADEJSKI

dr inż. Wł. ŁAKOTA
dr inż. M. JANARSKI

Szczecin

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik
Członek Zarządu

doc. dr hab. K. GRUDZIŃSKI
prof, dr hab. M. KMIECIK
doc. dr Cz. MICKIEWICZ
dr inż. J. HONCZARENKO
doc. dr B. KUŹNIEWSKI

doc. dr hab. K. GRUDZIŃSKI
prof, dr hab. M. KMICIK
doc. dr Cz. MICKIEWICZ
dr. inż. J. HONCZARENKO
doc. dr B. KUŹNIEWSKI

Warszawa

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Zastępca
Skarbnik
Zastępca
Członek Zarządu
Członek Zarządu

(od 26.05.86)

prof, dr hab. A. OLĘDZKI prof, dr hab. A. OLĘDZKI
prof, dr hab. W. SZEMPL1ŃSKA-STUPNICKA
dr inż. Z. GORAJ
dr inż. J. BAJKOWSKI
prof, dr hab. P. JASTRZĘBSKI
dr inż. W. SOBIERAJ
prof, dr hab. J. MARYNIAK
dr inż. T. KUZMICEWICZ

dr inż. Z. GORAJ

dr inż. W. SOBIERAJ
dr inż. J. GRABOWSKI
prof, dr hab. J. MARYNIAK
doc. dr hab. R. BOGACZ
dr inż. M. JEŻ

Wrocław

Przewodniczący
Zastępca
Członek Zarządu
Sekretarz
Członek Zarządu
Skarbnik
Członek Zarządu
Członek Zarządu
Zastępca
Zastępca

prof, dr hab. |K. BIERNATOWSKI|
doc. dr F, ROMANÓW

• doc. dr hab. M. WERSZKO

- doc. dr M. JOKIEL

• doc. E. GAWRYCH-ŻUKOWSKI
- doc. dr J. WOJCIECHOWSKI
- dr inż. Z. SYSAK
- dr inż. W. BRZĘKAŁA

prof, dr hab. M. ZAKRZEWSKI
prof, dr hab. Z. GABRYSZEWSKI

dr Wł. BRZKAŁA

dr L. STRICKER
doc. R. JANKOWIAK
doc. dr F. ROMANÓW
dr inż. Z. SYSAK Czł. Żarz.
dr inż. S. WÓJCIK Czł. Żarz.

Zielona Góra

Przewodniczący
Zastępca
Sekretarz
Skarbnik

doc. dr L. SZELOCH
mgr inż. St. MAZUR
dr inż. St. PRYPUTNIEWICZ
dr inż. Ł. FRĄCKOWIAK

(od 22.05.86)

doc. dr L. SZELOCH
dr inż. St. PRYPUTNIEWICZ
dr inż. G. BRYŚ
mgr inż. J. SOBICH

4.2. Członkowie Towarzystwa

Liczba członków Towarzystwa wzrosła w kadencji o 71 osób i osiągnęła 1138 osób. Liczba członków
w Oddziałach przedstawia się następująco: Bielsko-Biała —- 26, Bydgoszcz — 42, Częstochowa — 82,
Gdańsk — 59, Gliwice — 168, Kielce-31, Kraków — 88, Lublin — 57, Łódź — 59, Opole — 23, Poznań —
76, Rzeszów — 18, Szczecin — 42, Warszawa — 243, Wrocław—101, Zielona Góra — 21.

4.3. Członkowie zagraniczni Towarzystwa

W ciągu 26 lat istnienia PTMTS w poczet członków zagranicznych Towarzystwa zostało przyjętych
65 naukowców.
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4.4. Członkowie honorowi

W dotychczasowej działalności PTMTS tytuł członka honorowego Towarzystwa otrzymali:
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prof, dr Włodzimierz Burzyński
prof, dr Bohdan Stefanowski
prof, dr Edmund Karaśkiewicz
prof, dr Jerzy Mutermilch
prof, dr Wacław Olszak
prof, dr Witold Nowacki
prof, dr Marian Janusz
prof, dr Janusz Dietrych
prof, dr Zbigniew Kączkowski
prof, dr Zbigniew Brzoska
prof, dr Igor Kisiel
prof, dr Jan Oderfeld
prof, dr liab. Oktawian Popowicz

Oddział

— Gliwice
— Warszawa
— Poznań
— Warszawa
— Warszawa
— Warszawa
— Gliwice
— Gliwice
— Warszawa
—• Warszawa
— Wrocław
—• Warszawa
— Gliwice

Rok nadania
godności

1966
1966
1970
1970
1970
1971
1974
1976
1976
1978
1978
1978
1984

5. Zebrania organizacyjne

5.1. Zebrania Głównej Komisji Rewizyjnej

Zebranie Głównej Komisji Rewizyjnej odbyło się 21 marca 1985 r.

5.2. Zebrania Prezydium Zarządu Głównego

W XXI kadencji odbyło się 11 posiedzeń Prezydium ZG oraz 6 posiedzeń plenarnych z częścią
naukową.

5.3. Zebrania Zarządów w Oddziałach Towarzystwa

W XXI kadencji Zarządu Głównego odbyły się 133 zebrania organizacyjne Zarządów Oddziałów.

6. Wyróżnienia za zasługi dla Towarzystwa

W biuletynie informacyjnym kwartalnika MTiSz. 2/1985, został opublikowany Protokół z XXI Zjazdu
Delegatów i Sesji Naukowej PTMTS. Wymieniono w nim dwunastu Członków Towarzystwa, którzy
w czasie XXI Zjazdu Delegatów otrzymali od Prezesa PAN listy z podziękowaniami.

W dniu 21 listopada 1985 r. odbyło się w Oddziale Gliwickim uroczyste zebranie Zarządu, w czasie
którego Przewodniczący WRN prof, dr Adam Szczurowski z okazji 25 lecia Oddziału Gliwice wręczył
odznaki, .Zasłużonemu w Rozwoju Województwa Katowickiego" — złotą Instruktorce Oddziału p. Jadwidze
Wojdzie oraz odznaki srebrne niżej wymienionym Członkom Towarzystwa: Andrzejowi Buchaczowi,
Jerzemu Kuczyńskiemu, Joachimowi Otte, Wojciechowi Pilichowi oraz Józefowi Suchniowi.

W trakcie IX Sympozjonu Reologii połączonego z obchodami 25-lecia Oddziału Wrocławskiego
PTMTS za pracę na rzecz Towarzystwa złotą odznakę „Zasłużonemu w Rozwoju Województwa Wrocław-
skiego" otrzymali: Augustyn Bacz, Eugeniusz Brzuchowski, Adam Cybulski, Igor Kisiel i Jerzy Zawadzki.

W dniu 2.07.1986 r. na plenarnym posiedzeniu Zarządu Głównego w Opolu, przewodniczący prof.
J. Wojnarowski wręczył ustępującym Przewodniczącym Oddziałów pisemne podziękowanie 7a ich pracę
społeczną na rzecz Towarzystwa w XXI kadencji.
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7. Ważniejsze uchwały organów statutowych Towarzystwa i inne zmiany organizacyjne

7.1. 21 maja 1985 Urząd Miasta Stołecznego Warszawy zatwierdził Statut PTMTS uchwalony na
XXI Zjeździe Delegatów.

7.2. 14 grudnia 1985 na zebraniu plenarnym ustalono termin Zjazdu Delegatów na 9 -10 października
1986. Zjazd ten organizowany przez Oddział Częstochowa odbędzie się w Kokotku.

7.3. 14 grudnia 1985 zatwierdzono instrukcję obiektu dokumentów finansowych.
7.4. 14 grudnia-1985 przyjęto jako obowiązujące stawki za referaty naukowe zgodnie z Dziennikiem

Urzędowym Ministerstwa Pracy, Płac i Spraw Socjalnych Nr 5 z dnia 19.1X.85 w sprawie wynagradzania
osób wygłaszających odczyty, prelekcje i referaty (od 1800,— do 1200,— w zależności od stopnia nau-
kowego).

7.5. Opracowano „Informację o podstawowych kierunkach i warunkach działalności Polskiego Towa-
rzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej" i przekazano ją 24 stycznia 1985 do Komitetu Organi-
zacyjnego III Kongresu Nauki Polskiej.

7.6. Przygotowane opracowanie „Rozwój nauk mechanicznych w Polsce — wnioski PTMTS na III
Kongres Nauki Polskiej" przekazano 21 czerwca Sekretarzowi Komitetu Organizacyjnego Kongresu
prof, dr hab. Romanowi Neyowi.

Rozwój nauk mechanicznych w Polsce — wnioski Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej
i Stosowanej na III Kongres Nauki Polskiej

Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej — skupiające ponad tysiąc przedstawicieli
nauki polskiej i sięgające swą działalnością do wszystkich znaczących ośrodków naukowych i technicznych
kraju wyraża swoje wnioski dotyczące podstawowych kierunków rozwoju mechaniki w najbliższych
latach.

Mechanika — nauka o ruchu ciał materialnych — wyrosła jako jedna z pierwszych dziedzin przyrodo-
znawstwa. Uczestnicząc w rozwiązywaniu fundamentalnych problemów związanych z poznawaniem
otaczającego świata, mechanika wzbogaca nieprzerwanie od czasów Newtona swą treść i metody.
Dzisiaj swe doniosłe znaczenie zawdzięcza szerokiemu zakresowi opisywanych zjawisk i dojrzałości metod
badawczych. Mechanika stanowi podstawę poznawczą wielu dziedzin współczesnej techniki.

W ostatnich latach obserwujemy szczególnie szybki rozwój nauk mechanicznych. Jest on stymulo-
wany, obok naturalnego dążenia do poznawania nowych zjawisk, potrzebami praktyki, a także możli-
wościami związanymi z zastosowaniem komputerów. Dążność do ulepszania konstrukcji konwencjonal-
nych oraz rozwój konstrukcji nowych (np. pojazdy kosmiczne, reaktory atomowe, roboty itp.) wywołuje
potrzebę rozszerzania badań. Związane z tym wprowadzenie nowoczesnych materiałów stymuluje np.
rozwój badań w zakresie mechaniki ciał stałych. Wymienimy tutaj dla ilustracji materiały obejmowane
nazwą kompozytów (materiały wzmacniane włóknami, cięgnami, wtrąceniami nieregularnymi itp.); odpo-
wiednie połączenie różnych składników prowadzi do unikalnych własności globalnych. Istotnym rysem
współczesnej mechaniki jest zazębienie się i wzajemne przenikanie różnych dziedzin i metod badawczych.
Wiele żywych i ważnych problemów mechaniki rodzi się na styku mechaniki z fizyką, chemią, nauką
0 sterowaniu i biologią.

Polska mechanika aktywnie uczestniczy we wskazanym wyżej postępie i ma w pewnych wybranych
dziedzinach istotne — na światowym poziomie — osiągnięcia. Dotyczy to głównie badań teoretycznych
w zakresie mechaniki ciał stałych i konstrukcji. W zakresie doświadczalnictwa — wyraźnie odstajemy od
poziomu światowego, głównie ze względu na brak wyposażenia laboratoryjnego. Ten brak bazy labora-
toryjnej (na właściwym współczesnym poziomie) jest alarmujący i może wpłynąć bardzo negatywnie na
dalszy rozwój mechaniki i jej zastosowania w technice.

Inną przeszkodą na drodze rozwoju mechaniki w Polsce jest pogarszający się stan informacji naukowej
1 technicznej (np. obcinanie prenumeraty czasopism naukowych i skąpy zakup nowych książek). Należy
też wymienić brak nowoczesnego sprzętu komputerowego — szeroko wykorzystywanego obecnie w kra-
jach rozwiniętych do wspomagania badań i do wdrażania wyników do praktyki.

Biorąc pod uwagę priorytetowe kierunki badań wskazane w tezach przed III Kongresem Nauki
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Polskiej wynikające z potrzeb rozwoju gospodarczego kraju, a także uwzględniając tradycje i obecne zaawan-
sowanie niektórych dziedzin, PTMTS uważa za konieczne prowadzenie badań w następujących kierunkach.

1. Mechanika ciał stałych wraz z teorią pól połączonych

Szczególny nacisk powinien być położony na kontynuację istniejących szkół naukowych w zakresie
teorii sprężystości, teorii plastyczności oraz teorii oddziaływań wzajemnych pól elektromagnetycznych,
termicznych i pól naprężeń.

Spośród kierunków mniej rozwiniętych należy rozwijać w sposób zorganizowany mechanikę materia-
łów kompozytowych oraz mechanikę zniszczenia, w szczególności — badania akumulacji zniszczenia
zmęczeniowego.

Należy również podkreślić ważność mechaniki procesów przetwórstwa materiałów (obróbka metali,
formowanie polimerów itp.) oraz mechanikę górotworu i gruntu.

2. Mechanika konstrukcji inżynierskich

Szczególne znaczenie ma rozwój systemów analizy numerycznej i komputerowej złożonych konstrukcji
i zastosowania w technologii reaktorowej, w inżynierii morskiej itp.

Zagadnienia niezawodności, optymalizacji i identyfikacji konstrukcji powinny być rozwijane ze względu
na ich doniosłość praktyczną we wszystkich rodzajach konstrukcji inżynierskich.

3. Mechanika mechanizmów, konstrukcji ruchomych i dynamika maszyn

Chociaż mechanika układu punktów materialnych i ciał sztywnych jest dziedziną, która już dawno
osiągnęła wysoki stopień dojrzałości formalnej, spełnia ona ciągle bardzo ważną rolę w bardzo licznych
zastosowaniach, np. w mechanice nieba, mechanice mechanizmów, maszyn i pojazdów. Wciąż ważne
związane są z badaniem różnych struktur ruchomych, z analizą i syntezą mechanizmó w, problemy bada-
niem drgań i stateczności ruchu. Szczególnej uwagi wymagają problemy analizy i syntezy układów
elektromechanicznych ze sterowaniem w związku z projektowaniem i wytwarzaniem manipulatorów
i robotów.

4. Mechanika cieczy i gazów

Jest to bardzo obszerna dziedzina badań o bogatej tradycji, rozwiniętych metodach i szerokich zasto-
sowaniach związanych z okrętownictwem, lotnictwem, energetyką, budownictwem morskim, meteorologią,
ochroną środkowiska itp. Na szczególne wyróżnienie zasługują tutaj przepływy z uwzględnieniem różnych
zjawisk fizycznych i chemicznych jak spalanie, wrzenie, kondensacja, jonizacja itp. Inny ważny kierunek
badań to przepływy wielofazowe oraz stacjonarne i niestacjonarne oplywy profilów i brył występujące
w lotnictwie, energetyce i budownictwie. Wreszcie równie ważny i ostatnio szybko rozwijający się dział
mechaniki płynów — to przepływy turbulentne. Problemy związane z rozpoznawaniem natury zjawiska
turbulencji i jego właściwego opisu oraz różne zastosowania teorii turbulencji powinny być przedmiotem,
szczególnej uwagi.

Przedstawione wyżej zwięźle podstawowe kierunki badań w dziedzinie nauk mechanicznych wymagają
•dla swego rozwoju zarówno metod teoretycznych jak i doświadczalnych, a także ze względu na różnorodny
charakter zjawisk i problemów — różnych metodologii badawczych (deterministycznych, stochastycznych
itp.). Jest oczywiste, iż realizacja wymienionych kierunków badań będzie możliwa jedynie przy zapew-
nieniu właściwej, szybkiej informacji — w postaci periodyków i książek naukowych, kserografów oraz
otwartych kontaktów ze światem zewnętrznym — oraz przy wyposażeniu laboratoriów naukowych we
właściwy i nowoczesny sprzęt. Bardzo ważny jest też właściwy sposób finansowania badań oraz ich orga-
nizacja. Istniejące obecnie problemy badawcze powinny być utrzymane; wydaje się jednak, że utworzenie
na ich bazie problemów o węższym zakresie tematycznym mogłoby wpłynąć na zwiększenie elastyczności
i efektywności badań.
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W zakresie usytuowania prawno-administracyjnego towarzystw pożądana jest nowelizacja ustawy,
która umocniłaby pozycję tego społecznego ruchu i dałaby większe szansę szczególnie regionalnym oddzia-
łom do zdobycia choćby skromnej bazy lokalowej.

W chwili obecnej dużym utrudnieniem działalności Oddziałów PTMTS jest brak lokali. Zarządy
Oddziałów gnieżdżą się kątem w pokojach Instytutów uczelnianych nie posiadając odpowiedniego sprzętu
biurowego, niejednokrotnie brak nawet maszyny do pisania.

W zakresie warunków materialnych działalność PTMTS ze względu na rozwój Towarzystwa wymaga
większej pomocy ze strony Polskiej Akademii Nauk, terenowych organów władzy i administracji państwo-
wej, a także sponsorów gospodarczych. Obecnie przepisy zasad finansowania Towarzystw naukowych
nie są elastyczne i uniemożliwiają przyjęcie dotacji sponsora z uwagi na przepis, który automatycznie
redukuje dotacje PAN. Daje się również odczuć brak przepisów umożliwiających np. wykonanie ekspertyz,
co nie sprzyja wdrażaniu zasad wynikających z reformy gospodarczej.

Uważamy za problem dużej wagi, aby władze Polskiej Akademii Nauk, niezależnie od przygotowywa-
nych wniosków na III Kongres Nauk Polskiej, już w chwili obecnej podjęły decyzję w zakresie zwiększenia
dotacji finansowych dla Towarzystwa, co jest niezbędne dla normalnego działania Oddziałów i Zarządu
Głównego PTMTS.

Za wyżej wymienione opracowania PTMTS otrzymało podziękowanie od Komitetu Organizacyjnego
III Kongresu Nauki Polskiej.

8. Inne formy działalności

W związku z III Kongresem Nauki Polskiej prof. K. Sobczyk i prof. J. Wojnarowski opracowali
ankietę dotyczącą stanu i perspektyw rozwoju nauk mechanicznych w Polsce. Ankietę przeprowadzono
wśród samodzielnych pracowników nauki — członków Towarzystwa.

Prof. R. Gutowski — wiceprzewodniczący XX kadencji ZG PTMTS opracował propozycje i sugestie
dotyczące rozwoju polskich specjalności w nauce i technice (ze szczególnym uwzględnieniem roli Poi.
Warszawskiej).

Na uroczystościach odsłonięcia tablicy i wybicia medalu z racji 20. rocznicy śmierci prof. Witolda
Wierzbickiego I Przewodniczącego PTMTS, w dniu 25 czerwca 1985 Zarząd Główny PTMTS reprezen-
tował i przemówienie wygłosił prof, dr hab. J. Wojnarowski.

9. Etatowi pracownicy PTMTS

Barbara Michalska-Czachor (do 12.03.86) ZG PTMTS cały etat
mgr inż. A. Furmaniak-Dźwiarek (od X.85) ZG PTMTS cały etat
Barbara Kręźlewicz (do IX.85) ZG PTMTS 1/2 etatu
Helena Jańczyk (od 1.04.86) ZG PTMTS 1/2 „
mgr Ewa Koisar (od X.85) ZG PTMTS 1/2 „
Jacek Kowalczyk (od 12.05.86 do 12.08.86) ZG PTMTS cały etat
Cecylia Sarbinowska O/Bydgoszcz 1/2 etatu
Anna Sadek O/Częstochowa 1/4 „
Hanna Pieniążek O/Gdańsk 1/4 „
Jadwiga Wojda O/Gliwice 1/3 „
Maria Cabak O/Kraków 1/4 „
Irena Szmelter O/Łódź 1/4 „
Barbara Szymkow O/Opole 1/8 „ do 31.02.1984
Maria Zwierzykowska O/Poznań 1/5 ,,
Mieczysława Mierzejewska O/Szczecin 1/4 ,,
Czesława Ostrowska O/Rzeszów 1/8 ,,
Helena Wzorek O/Wrocław 1/4 „
Anna Nonckiewicz O/Zielona Góra 1/8 ,, do 31.12.1985
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10. Realizacja uchwał XXI Zjazdu Delegatów

Zarząd Główny XXI kadencji realizując uchwały Zjazdu Delegatów doprowadził do zatwierdzenia
nowego Statutu Towarzystwa, zorganizował szkołę naukową „Sterowanie w mechanice", przygotował
biuletyn o działalności Towarzystwa w okresie 25-lecia, przeprowadził badania opinii dotyczącej stanu
i perspektyw rozwoju nauk mechanicznych w Polsce.

11. Sprawozdanie finansowe

Zostało ujęte w oddzielnym sprawozdaniu.

12. Analityczna ocena działalności Towarzystwa

W okresie XXI kadencji zanotowano dalszy rozwój Towarzystwa:
1. Liczba członków wzrosła o 71 osób i osiągnęła liczbę 1138.
2. Odbyło się 167 zebrań, na których wygłoszono 179 referatów.
3. W zebraniach naukowych udział wzięło 2850 osób, a 898 zabrało głos w dyskusji.
4. Zorganizowano:

— 13 sympozjów i konferencji, w których udział wzięło około 1650 osób i wygłoszono na nich 724-
referaty,

— 13 sesji i seminariów naukowych,
— 3 konkursy naukowe,
— 2 szkoły naukowe,
— 3 kursy naukowe.

5. Gośćmi Towarzystwa było 29 uczonych zagranicznych.
6. Wydano: 496.5 ark. wydawniczych, w tym 125,5 publikacji periodycznych. Szczególnie cenną pozycją

jest Kronika Oddziału Wrocławskiego.
7. Nadano godność Członków Zagranicznych prof. Józefowi Brilli (CSRS) i prof. Giovanniemu Bian-

chiemu (Włochy).
8. Towarzystwo reprezentowane było w Komitecie Mechaniki PAN, na III Kongresie Nauki Polskie

i na spotkaniach okolicznościowych.
9. Rozszerzono program zebrań plenarnych Zarządu Głównego o część naukową. Zapoczątkowano

również odbywanie zebrań plenarnych w Oddziałach.
10. Podjęto prace w zakresie gromadzenia i porządkowania informacji o działalności Oddziałów.

Z. DŹYGADŁO
J. WOJNAROWSKl

IX Kongres n. t. Badania Materiałów
Budapeszt, 29.IX-3.X.1986 R.

W dniach 29 września -3 października 1986 r. odbył się w Budapeszcie IX Kongres n.t. Badania
Materiałów (9«h Congress on Material Testing and 3 r d Danubia-Adria Symposium).
Organizatorami Kongresu były:
— Naukowe Stowarzyszenie Inżynierów Mechaników Węgierskiej Republiki Ludowej (The Scientific

Society of Mechanical Engineers — Gepipari Tudomanyos Egyesiilet, GTE);
— Austriackie Towarzystwo Doświadczalnej Analizy Odkształceń (Society of Experimental Strain Ana-

lysis — ASESA) — Austria;
— Jugosłowiańskie Towarzystwo Mechaników (Yugoslav Society of Mechanics — Croatian Society

of Mechanics).
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Przewodniczącym 17-osobowego Komitetu Organizacyjnego, w skład którego wchodzili przedsta-
wiciele wszystkich wymienionych wyżej stowarzyszeń, był prof, dr Kornel Lehofer.

Kongres n.t. Badania Materiałów jest organizowany tradycyjnie w Budapeszcie co 4 lata i obejmuje
szeroki zakres zagadnień. Na obecnym, IX-ym Kongresie — podobnie jak w latach poprzednich — oprócz
zagadnień analizy naprężeń, problemów zmęczenia i pełzania oraz badań nieniszczących, najwięcej uwagi
poświęcono różnym aspektem procesów zniszczenia.

Obrady Kongresu odbywały się w salach Domu Techniki w Budapeszcie. Oficjalnymi językami
Kongresu były: angielski, niemiecki, węgierski i rosyjski. W Kongresie wzięło udział ponad 330 ucze-
stników z 20-tu krajów, w tym około połowa spoza Węgier. Najliczniej, poza Węgrami, reprezentowane
byiy kraje demokracji ludowych: Polska (35 osób), NRD (32 osoby) i Czechosłowacja (20 osób). Ponadto
w Kongresie wzięli udział przedstawiciele: Austrii (5), Bułgarii (8), Chin (2), Egiptu (1), Francji (2), Holandii
(2), Japonii (2), Jugosławii (12), Kanady (2), Kuwejtu (1), Portugalii (1), RFN (13), Rumunii (3), Szwecji
(2), Szwajcarii (5), Włoch (5) i Związku Radzieckiego (8).

Obrady Kongresu rozpoczęły się Sesją Plenarną, której przewodniczył prof. J. Prohaszka. Przemó-
wienia powitalne wygłosili: prof. K. Lehofer oraz prof. Z. Terplan. Następnie w trzech referatach prze-
glądowych zostały przedstawione osiągnięcia Węgierskiej Repubiki Ludowej w ostatnim 10-leciu w zakre-
sie badań własności mechanicznych materiałów konstrukcyjnych (K. Lehofer), doświadczalnej analizy
naprężeń (I. Huszar) oraz badań nieniszczących (I. Karsai).

Program obrad był podzielony między 3 Sekcje problemowe. Z kolei, kolejne sesje — w ramach
obrad każdej z Sekcji — poświęcone były określonej tematyce. Prowadzone były zarówno sesje referatowe
jak i plakatowe.

Problematyka obrad Sekcji I-ej dotyczyła zagadnień zniszczenia, zmęczenia i pełzania. W kolejnych
5-ciu sesjach referatowych tej Sekcji omówiono:
Sesja LI,—Rozwój pęknięć (8 referatów);
Sesja 1.2. — Zagadnienia zmęczenia (10 referatów);
Sesja 1.3.—Pęknięcia przy. obciążeniach dynamicznych (9 referatów);
Sesja 1.4. — Modele uszkodzeń i metody doświadczalne (7 referatów);
Sesja 1.5.—Zmęczenie termiczne i wytrzymałość na pełzanie (7 referatów).

Przedmiotem obrad Sekcji II-ej była doświadczalna analiza naprężeń. W ramach tej Sekcji odbyły
się 4 sesje referatowe, na których omówiono następujące zagadnienia:
Sesja II. 1. — Rozwój metod optycznych (8 referatów);

:Sesja II.2. — Pomiar naprężeń kontaktowych i własnych (8 referatów);
Sesja II.3. — Zagadnienia modelowania i techniki hybrydowej (7 referatów);
Sesja II.4. — Zastosowanie analizy naprężeń i automatyzacji "(6 referatów).

W Sekcji III odbyły się 2 sesje referatowe poświęcone badaniom nieniszczącym. Na pierwszej z nich
przedstawiono 7, a na drugiej — 8 referatów.

Ponadto obyło się 5 tematycznych sesji plakatowych. Na każdej z nich zgrupowano prace z zakresu
określonej tematyki, podanej hasłowo w następujących tytułach kolejnych sesji:
Sesja A — Pomiary i analiza naprężeń (19 prac);
Sesja B —Zmęczenie (33 prace);
Sesja C—Badania nieniszczące (25 prac);
Sesja D — Pełzanie i zmęczenie termiczne (29 prac);

; Sesja E — Zniszczenie (30 prac).
Tematycznie, sesje plakatowe B, D i E stanowiły integralną część obrad Sekcji I-ej, sesja A — Sekcji

II-ej, zaś sesja C—Sekcji III-ej.
Najwięcej prac przedstawiono na obradach Sekcji I — (ok. 133), w czasie obrad Sekcji II przedsta-

wiono 48 prac, zaś Sekcji III — 40 prac.
Łącznie wygłoszono 88 referatów, a 136 prac przedyskutowano na sesjach plakatowych. Z Polski

przedstawiono ogółem 47 prac, z których 31 przedstawiono w trakcie obrad prowadzonych w Sekcji I,
13 prac — w Sekcji II oraz 3 prace — w Sekcji III.
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W pracach, przedstawianych podczas obrad Sekcji I-ej omówiono m.in. niżej wymienione zagad-
nienia.
1. Na sesji pierwszej oraz związanej z nią tematycznie sesji plakatowej E przedyskutowano: zagadnienia

inicjacji pęknięć i ich propagacji w różnych materiałach oraz spoinach, wpływy: karbów, ośrodków
korozyjnych, wtrąceń siarki niemetalicznej, rys powierzchniowych i temperatury na powstawanie i roz-
przestrzenianie się pęknięć, związki między koncentracją naprężeń a propagacją pęknięć, kryteria
zniszczenia materiałów izo- i anizotropowych, metody statystycznej oceny rozwój u pęknięć w obszarach
koncentracji naprężeń przy obciążeniach wolnozmiennych, zagadnienia rozpraszania energii przy szyb-
kiej propagacji pęknięć, a także wyniki licznych badań dotyczących wyznaczania różnych parametrów
wytrzymałościowych metali konstrukcyjnych, materiałów ceramicznych, polimerów, połączeń spawal-
niczych oraz wysokociśnieniowych zbiorników cylindrycznych.

2. Na sesji drugiej oraz na związanej z nią tematycznie sesji plakatowej B omówiono m.in.: zjawiska,
towarzyszące zmęczeniu różnych materiałów konstrukcyjnych, mikromechanizmy wzrostu pęknięć
zmęczeniowych w stalach austenitycznych, specjalne urządzenia badawcze przeznaczone do badań
własności mechanicznych konstrukcyjnych elementów pracujących w wytężonych warunkach, podstawy,
metodę oraz urządzenie komputerowej analizy propagacji pęknięć zmęczeniowych w spoinach, metodę
określania wytrzymałości zmęczeniowej niemetalowych elementów konstrukcyjnych, wpływ różnych
czynników (naprężeń wstępnych, obciążeń przypadkowych, powłok cynkowych, jonizacji itp.) na
wytrzymałość zmęczeniową stali konstrukcyjnych a także elementów konstrukcyjnych (np. wpływ
odkształceń plastycznych na żywotność lin i drutów) oraz wyniki konkretnych badań różnych materia-
łów i elementów konstrukcyjnych poddanych działaniu różnorodnych obciążeń typu zmęczeniowego.

3. Na sesji trzeciej przedyskutowano wiarygodność pomiarów udarności materiałów sprężysto-plastycz-
nych przy zastosowaniu młota Charpy'ego, proces wibracyjnego niszczenia żeliwa szarego przy zło-
żonym stanie obciążenia, wpływ inkluzji siarczków na udarność oraz wstępnego przeciążenia na energię
pękania przy działaniu udarowych obciążeń rozciągających i zginających, nową metodę określania
udarności przy zastosowaniu małych próbek, a także specjalne metody badania procesów zniszczenia
metodą drgań rezonansowych oraz przy zastosowaniu laserowej techniki plamkowej.

4. Na sesji czwartej przedmiotem dyskusji był m.in. rozwój uniwersalnych urządzeń badawczych, metoda
częściowego odciążania dla określania powolnego wzrostu pęknięć, analiza pęknięć jako procesu dys-
kretnego oraz propozycja modelu deformacji i zniszczenia metali.

5. Na sesji piątej oraz z wiązanej z nią tematycznie sesji plakatowej D przedyskutowano zagadnienia zmę-
czenia cieplnego różnych materiałów, charakterystyki termodynamicznych cykli zmęczenia cieplnego,
konstytutywny model odkształceniowy metali dla szerokiego zakresu temperatur, deformacje i pęknię-
cia w stalach konstrukcyjnych przy pełzaniu i cyklicznych obciążeniach cieplnych, pełzanie betonu
w podwyższonych temperaturach i określonych warunkach wilgotności oraz betonu zbrojonego przy
zginaniu, wpływ mikrostruktury staliw na pełzanie oraz napromieniowania i wyżarzania stali na kotły
parowe, propagację pęknięć przy pełzaniu — przy rozproszonych uszkodzeniach, urządzenia ostrze-
gawcze o uszkodzeniach ciśnieniowych kotłów reaktorów atomowych oraz wyniki konkretnych badań
materiałów prowadzonych pod kątem określenia ich charakterystyk pełzania oraz odporności na ter-
miczne obciążenia zmęczeniowe.

W pracach, prezentowanych podczas obrad Sekcji II-ej omówiono m.in. niżej podane zagadnienia na
poszczególnych sesjach:
1. Na sesji pierwszej przedmiotem referatów oraz dyskusji były następujące zagadnienia z zakresu optycz-

nych metod badania materiałów i konstrukcji: analiza prążków emisji termicznych, określanie kierunków
głównych metodą superpozycji prążków izochrom, zastosowanie fotografii plamkowej w badaniach
połączeń wciskowych (połączenie wału z tarczą), modyfikacje metody holograficznej w badaniach
drgań, zastosowanie metody elastooptycznej w badaniach naprężeń własnych oraz wyniki badań porów-
nawczych przeprowadzonych metodą mory oraz metodą elastooptyczną przy zastosowaniu pokryć
optycznie czynnych.

2. Na sesji drugiej przedmiotem dyskusji były zagadnienia naprężeń kontaktowych oraz naprężeń własnych.
W pierwszej grupie tych zagadnień przedyskutowano metody badań — w tym elastooptycznej i pro-
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mieniowania y, automatyzację badań elastooptycznych oraz przedstawione wyniki doświadczalnej
i numerycznej analizy naprężeń kontaktowych w połączeniach wciskowych. W grupie drugiej rozpa-
trzono wyniki badań naprężeń własnych w laminowanych, zakrzywionych belkach drewnianych, mode-
lach elastooptycznych —: metodą światła rozproszonego oraz w mono- i polikrystalicznym niklu pod-
danym działaniu obciążeń zmęczeniowych — nową metodą rentgenowską.

3, Na sesji trzeciej dyskusja dotyczyła głównie zagadnień komputerowego wspomagania badań, zastoso-
wań komputerów osobistych w prowadzeniu pomiarów „on-line", możliwości komputerowego prze-
kształcania analizy prążków otrzymywanych przy zastosowaniu metody mory i metody elastooptycznej
oraz technik hybrydowych z wykorzystaniem komputera w analizie zagadnień lepkosprężystości ciał
stałych.

4. Podczas obrad sesji czwartej przedstawiono i przedyskutowano m.in. wyniki porównawczych badań
podparć wyrobisk górniczych, nową odmianę odbiciowej metody mory, zagadnienie automatyzacji
analizy prążków otrzymywanych metodami interferencyjnymi oraz mory, ocenę efektów starzenia
elementów konstrukcyjnych na podstawie badań relaksacji naprężeń, a także wyniki badań naprężeń
w elementach konstrukcyjnych metodą pokryć optycznie czynnych.

Na sesji plakatowej A, bezpośrednio związanej z tematyką obrad Sekcji II-ej przedstawiono głównie
wyniki konkretnych badań różnego rodzaju konstrukcji, połączeń spawanych itp. — przeprowadzonych
metodami: mory, elastooptyczną i tensometryczną.

Przedmiotem obrad, prowadzonych na dwóch sesjach Sekcji IIJ-ej oraz sesji plakatowej C były zagad-
nienia dotyczące badań materiałów i konstrukcji metodami nieniszczącymi. W dużej części dotyczyły one
automatyzacji badań przeprowadzanych metodą ultradźwiękową oraz prądów wirowych. Przedstawiono
zestawy aparaturowe, a także konkretne rozwiązania automatycznych linii kontrolnych, uwzględniające
specyfikę procesu technologicznego wytwarzania różnych elementów konstrukcyjnych. Dyskusja doty-
czyła również możliwości i zakresu zastosowań oraz dokładności metod: rentgenowskiej, emisji akustycz-
nej, indukcji magnetycznej, prądów wirowych oraz rezonansowej w badaniach różnych konstrukcji i ma-
teriałów.

Streszczenia prac, zakwalifikowanych do przedstawienia na IX-ym Kongresie Badania Materiałów
zostały opublikowane przez Naukowe Stowarzyszenie Inżynierów W.R.L. w specjalnym wydawnictwie
p.t. „The Proceedings of the 9 t h Congress on Material Testing", Budapest, 29 September — 3 October
1986 — w dwóch tomach o łącznej objętości 686 stron. W tomie pierwszym, o objętości 366 stron, zamiesz-
czono streszczenia tych prac, które były prezentowane na sesjach referatowych Sekcji I-ej oraz sesjach
plakatowych B, D i E. Natomiast w tomie drugim zamieszczono streszczenia prac prezentowanych na
sesjach Sekcji II-ej i Sekcji III-ej oraz na sesjach plakatowych A i C.

Z powyższego wynika, że dominującą tematyką obrad Kongresu były zagadnienia zniszczenia, zmę-
czenia i pełzania.

Wydano również broszurę zawierającą wykaz nazwisk uczestników Kongresu.

Władysław Walczak

KOMUNIKAT

W dniach 11 — 14 października 1988 r. odbędzie się w Warszawie
XIII Sympozjum Mechaniki Doświadczalnej Ciała Stałego.

Korespondencję prosimy kierować na adres:
mgr inż. Tomasz Pancewicz, ul. Nowowiejska 24, 00-665 Warszawa,

Instytut Techniki Lotniczej i Mechaniki Stosowanej, PW
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