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OKREŚLENIE POPRZECZNEJ EFEKTYWNEJ PRZEWODNOŚCI CIEPLNEJ
KOMPOZYTU O JEDNOKIERUNKOWO UŁOŻONYCH WŁÓKNACH METODĄ

KOLLOKACJI BRZEGOWEJ

JAN A. KOŁODZIEJ (POZNAŃ)

Politechnika Poznańska
IMS

1. Wprowadzenie

Problem określenia efektywnych własności transportu, takich jak przewodność elek-
tryczna lub cieplna, przenikalność dielektryczna, współczynniki Lamego lub któraś z po-
zostałych ośmiu wielkości wymienionych w pracy Batchelora [1], nie jest zagadnieniem
nowym w literaturze. Maxwell [2] i Lord Rayleigh [3] są prawdopodobnie pierwszymi,
którzy badali własności elektryczne i magnetyczne materiałów dyspersyjnych. W ostatnich
latach dużo uwagi poświęcono efektywnym własnościom cieplnym materiałów kompozy-
towych, które składają się z włókien otoczonych osnową. Większość tych prac dotyczy
przypadku, gdy włókna mają przewodność cieplną istotnie różną od osnowy, są ustawione
regularnie w jednym kierunku i dostatecznie długie, ponieważ takie materiały mają ko-
rzystną sztywność w kierunku równoległym do osi włókien. W takim układzie teoretyczna
efektywna przewodność cieplna materiału An w kierunku włókien jest określona prostym
„wzorem mieszaniny": - . > . • • . ;

ki"ęltf{l-ę)Xm, (1)
gdzie Am i A/, są odpowiednio przewodnościami cieplnymi osnowy i włókien, natomiast ę
jest objętościowym udziałem włókien w kompozycie.

W ten sposób An jest niezależne od sposobu ułożenia włókien w płaszczyźnie prosto-
padłej do osi włókien. Efektywna przewodność cieplna kompozytu w kierunku prosto-
padłym do włókien zależy jednak od wspomnianego ułożenia.

Problem określenia poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej /^ był rozważany
przez szereg autorów [4-24]. W tych pracach można wyróżnić cztery kierunki badań:

1) eksperymentalne określenie poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej [4-9];
2) określenie górnej i dolnej granicy możliwych numerycznych wartości poprzecznej

efektywnej przewodności cieplnej [8-13];
3) przy założeniu losowego rozkładu równoległych włókien określenie poprzecznej

efektywnej przewodności cieplnej [13-16]; * - i • .- ; .
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4) dla regularnej i ściśle określonej geometrii rozmieszczenia włókien (np. w siatce
kwadratowej) określenie poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej [6 - 7, 14, 17 - 24].

Pracę Kellera [25] trudno jest umieścić w którymś z czterech wymienionych kierunków
badań. W pracy tej podaje się twierdzenie dotyczące kompozytu z włóknami ułożonymi
według siatki prostokątnej, które określa związek, jaki musi spełniać efektywna prze-
wodność cieplna, jeśli przewodność cieplna osnowy przyjmie wartość przewodności
cieplnej włókien, i odwrotnie.

Omówmy nieco szerzej czwarty z wymienionych kierunków badań, ponieważ niniejsza
praca jest kontynuacją tego kierunku. We wspomnianej pracy Rayleigha [3] podano
przybliżony wzór dla przypadku włókien ułożonych w siatce kwadratowej, który jest
słuszny dla małych udziałów objętościowych włókien. W pracach [14] i [19], również
dla siatki kwadratowej, zaproponowano przybliżony model wyznaczania Aj_, tzw. „model
cieplny", w którym po wydzieleniu powtarzającego się elementu siatki zakłada się, że
linie adiabatyczne są liniami prostymi równoległymi do średniego strumienia ciepła. Jak
słusznie zauważyli Furmański i Gogół [9], wyznaczona przy takich założeniach efektywna
przewodność cieplna jest dolną granicą dla efektywnej przewodności takiego kompozytu.
W pracy [17] podano przybliżony sposób wyznaczania efektywnej przewodności cieplnej
dla włókien ułożonych w siatce kwadratowej, który jest słuszny dla udziałów objętościo-
wych włókien bliskich maksymalnemu przy założeniu, że włókna są doskonałymi prze-
wodnikami lub doskonałymi izolatorami.

Wiele prac, w których wyznacza się zastępczy współczynnik przewodzenia ciepła dia
kompozytów o regularnej strukturze ułożenia włókien, opiera się na rozwiązaniu równania
przewodzenia ciepła na poziomie mikrostruktury w powtarzającym się elemencie siatki.
Prawdopodobnie po raz pierwszy takie podejście zastosowali Keller i Sachs [18] — którzy
rozważali przypadek, gdy włókna są ułożone w siatce kwadratowej — zakładając, że są
one doskonałymi izolatorami lub doskonałymi przewodnikami. Do wyznaczenia pola
temperatury w powtarzającym się elemencie siatki stosowali oni metodę różnic skończo-
nych. Springer i Tsai [14], oprócz propozycji przybliżonego modelu cieplnego, zauważyli
analogię pomiędzy wyznaczaniem efektywnej przewodności cieplnej i zastępczego podłuż-
nego modułu ścinania. Wyniki uzyskane w oparciu o przybliżony model porównywali
oni z wynikami uzyskanymi dla podłużnego modułu ścinania obliczonego w oparciu
o rozwiązanie na poziomie mikrostruktury uzyskane metodą różnic skończonych [26].
Dla siatki kwadratowej wyznaczenie zastępczego współczynnika przewodzenia w oparciu
o rozwiązanie równania Laplace'a na poziomie mikrostruktury otrzymane brzegową
metodą najmniejszych kwadratów można znaleźć w pracach [8] i [24], natomiast w pracy
[21] tego samego podejścia użyto dla rozważenia siatki prostokątnej. W pracy [22] zasto-
sowano z kolei metodę kollokacji z minimalizacją sumy kwadratu błędu w punktach
kollokacji do wyznaczenia rozwiązania mikrostrukturalnego dla siatki prostokątnej i trój-
kątnej. Perrins ze współpracownikami [20] zastosowali ulepszoną metodę Rayleigha do
wyznaczania rozwiązania w powtarzającym się elemencie siatki kwadratowej i trójkątnej
równobocznej. Jeszcze inną metodę do wyznaczania rozwiązania równania przewodnictwa
na poziomie mikrostruktury zaproponował Sekine [23], który wyznaczał efektywną
przewodność cieplną dla kompozytu z cienkimi nie przewodzącymi włóknami rozmiesz-
czonymi w węzłach siatki prostokątnej lub trójkątnej. Przedstawienie wtrąceń w postaci
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rozkładu pewnych źródeł ciepła pozwala sprowadzić zagadnienie do równania całkowego
z jądrem typu Cauchy'ego, rozwiązania którego poszukuje się w postaci rozkładu w wielo-
miany Czebyszewa.

Jak wynika z dokonanego przeglądu prac poprzeczną efektywną przewodność cieplną
wyznaczano tylko dla najprostszych regularnych sposobów ułożenia prętów w osnowie.
Zasadniczym celem niniejszej pracy jest podanie analityczno-numerycznego algorytmu
wyznaczania poprzecznego efektywnego współczynnika przewodzenia ciepła dla szerokiej
klasy regularnych sposobów ułożenia włókien w osnowie. Proponowaną metodę stosuje
się dla dowolnych stosunków przewodności cieplnej pręta do przewodności cieplnej
osnowy, jak również dla dowolnych udziałów objętościowych prętów, z wyjątkiem gra-
nicznych wartości tych parametrów. Istotną cechą proponowanego algorytmu jest wyko-
rzystanie metody kollokacji brzegowej do wyznaczenia rozwiązania równania przewodnic-
twa ciepła na poziomie mikrostruktury, co powoduje, że proponowana metoda pozwala
uzyskać wymaganą dokładność z minimalnym komputerowym „wysiłkiem".

Należy zauważyć, że sposób określania efektywnej przewodności cieplnej kompozytu
przyjęty w niniejszej pracy nie nawiązuje do żadnego z głównych kierunków badań teore-
tycznych kompozytów, tj. procedury wygładzania [27 - 29], czy procedury homogenizacji
[30 - 32], natomiast jego istota jest najbliższa eksperymentalnemu badaniu kompozytów.
Istotą niniejszej pracy jest propozycja prostych myślowych eksperymentów, które są tak
pomyślane, aby umożliwiały wyznaczenie poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej
przy zadanej mikrostrukturze kompozytu.

2. Algorytm określania poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej kompozytów
z regularnym rozkładem włókien w osnowie

Rozważmy materiał kompozytu o jednokierunkowo ułożonych włóknach w osnowie.
Włókna są rozmieszczone w regularny sposób według siatki kwadratowej, trójkątnej
i sześciokątnej lub innej siatki, która jest kompozycją regularnych wielokątów (rys. la -
5a).

Wprowadzamy następujące wielkości charakteryzujące geometrię siatki: a — promień
włókien, b — odległość pomiędzy sąsiadującymi włóknami. Stosunek średnicy włókien

do odległości pomiędzy sąsiadującymi włóknami oznaczmy przez E = -j~. Wielkość
o

ta związana jest z objętościowym udziałem włókien cp (objętość włókien/całkowita obję-
tość) zależnością, która dla sposobów ułożenia włókien przedstawionych na rys. la - 5a

X
podana jest w tab. 1. Stosunek przewodności cieplnych oznaczmy przez F — -~-

• ^m

Wprowadzamy następujące założenia:
1) włókna są cylindrami o jednakowym promieniu, przy czyni stosunek długości

włókien do ich średnicy jest na tyle duży, że mogą one być traktowane jako nieskończenie
długie; .. ,„. . . ., ... , , ,,A

2) materiał włókien i osnowy jest jednorodny i izotropowy;
3) istnieje doskonały kontakt termiczny pomiędzy włóknami i osnową;
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—<

Rys. I, Siatka kwadratowa; a) widok ogólny z liniami
adiabatycznymi (linie ciągłe) oraz izotermicznymi (linie
przerywane) b) podział powtarzającego się obszaru na

elementy oraz sformułowanie problemu brzegowego

Rys. 2. Siatka trójkątna; a) widok ogólny z liniami adiabatycznymi (linie ciągłe) oraz izotermicznymi
(linie przerywane), b) podział powtarzającego się obszaru na elementy oraz sfonnulowanie problemu

i. brzegowego

[358]
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element I \ y*V\
V2Ti=0 \ \

\

•element II

Rys. 3. Siatka sześciokątna; a) widok ogólny z liniami adiabatycznymi (linie ciągłe) oraz izotermicznymi
(linie przerywane), b) podział powtarzającego się obszaru na elementy oraz sformułowanie problemu

brzegowego

4) płaski ustalony przepływ ciepła jest prostopadły do kierunku włókien;
5) linie symetrii ułożenia włókien prostopadłe do kierunku średniego strumienia

ciepła są liniami izotermicznymi (linie kreskowane na rys. la - 5a), natomiast linie symetrii
równoległe do średniego strumienia ciepła są liniami adiabatycznymi (linie ciągłe na rys.
la - 5a).

Po wprowadzeniu powyższych założeń proponujemy następujący algorytm określania
poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej:

1. Wydzielić z rozważanego układu powtarzający się obszar ograniczony sąsiadującymi
liniami adiabatycznymi i izotermicznymi, z którego poprzez przesunięcia i odbicia zwier-
ciadlane można zbudować cały układ. Obszary takie dla rozważanych przykładowych



a)
Oj.O

•e

JC/

Rys. 4. Siatka trójkątno-kwadratowa; a) widok ogólny z liniami adiabatycznymi (linie ciągłe) oraz izo-
termicznymi (linie przerywane), b) podział powtarzającego się obszaru na elementy oraz sformułowanie

problemu brzegowego

Rys. 5. Siatka kwadratowo-ośmiokątna; a) widok ogólny z liniami adiabatycznymi (linie ciągłe) oraz
izotermicznymi (linie przerywane), b) podział powtarzającego się obszaru na elementy oraz sformułowanie

problemu brzegowego
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Tablica 1

f

2M

kwadratowa

TtE2

4

2N~\

trójkątna

TzEZ

AN-2

Typ siatki

sześciokątna

nE1

4JV-2

trójkątno-
kwadratowa

7t£ 3

2+yT

4iV

kwadratowo -
ośmiokątna

TV£2

(1 + / 3 - ) 2

4N-2

sposobów ułożenia włókien zostały przedstawione na rys. lb-5b. Poprzeczna efektywna
przewodność cieplna może być wyznaczona w oparciu o znajomość stacjonarnego pola
temperatury w takich powtarzających się obszarach.

2. Podzielić powtarzający się obszar na tzw. „duże elementy skończone" [33] w sposób,
którego przykłady podano na rys. lb - 5b.

3. Sformułować problem brzegowy dla ustalonego pola temperatury w powtarzającym
się obszarze. Na odcinkach, które dzielą obszar osnowy na dwie części, korzystamy z twier-
dzenia Duhema cytowanego przez Chen Yi-Zhou i Chen Yi-Henga [34]. Twierdzenie
to głosi, że jest możliwa konstrukcja funkcji harmonicznej w obszarze Q przez „zszycie"
dwóch harmonicznych funkcji definiowanych w dwóch sąsiadujących podobszarach
obszaru Q. Warunkiem „zszycia" jest równość wartości tych funkcji oraz ich pochodnych
normalnych na brzegu, który dzieli obszar Q na podobszary. Przykłady sformułowań
wspomnianych zagadnień brzegowych podano na rys. lb - 5b.

4. Wybrać obcięte szeregi funkcji próbnych, które spełniają ściśle równanie różnicz-
kowe w elementach powtarzającego się obszaru oraz część warunków brzegowych, w szcze-
gólności warunki brzegowe na granicy pręta i osnowy, jak również na niektórych liniach
adiabatycznych i izotermicznych. Przykładowy sposób otrzymywania obciętych szeregów
funkcji próbnych dla siatki kwadratowej podano w dodatku A. Obcięte szeregi funkcji
próbnych dla przykładowo rozważanych układów z rys. 1-5 podano w tab. 2. Brzegi,
na których obcięte szeregi spełniają warunki brzegowe w sposób ścisły, zaznaczono na
rys. lb - 5b linią ciągłą, natomiast brzegi, gdzie warunki brzegowe są spełniane w sposób
przybliżony •— linią przerywaną.

5. Wybrać punkty kollokacji na brzegach, gdzie warunki brzegowe są spełniane w spo-
sób przybliżony. Dla rozważanych przypadków na każdym prostoliniowym odcinku
brzegu, gdzie warunki brzegowe spełnia się kollokacyjnie, przyjęto N punktów kollokacji.
Następnie założono równą odległość pomiędzy punktami kollokacji na tych odcinkach.
Przykładowo dla siatki kwadratowej rozmieszczenie punktów oraz wzory określające
współrzędne tych punktów podano na rys. 6.

6. Zastosować warunki brzegowe do obciętych szeregów funkcji próbnych w wybranych
punktach kollokacji. Dzięki temu otrzymamy układ równań liniowych dla współczynników
szeregu w postaci:

£ AuXj = Bt im 1; 2,..'., 2M, (2)



Tablica 2. Obcięte szeregi funkcji próbnych dla pięciu rozważanych sposobów ułożenia
włókien

siatka kwadratowa
2M

siatka trójkątna
M

%XK /^-"cos U2K

n XK

fi ~

Af

siatka sześciokątna

K=.l

^ [a+io^</-1'+a -io C^]COS[(JC- i) w
X = l

siatka kwadratowo-trójkątna
Af

Af

T - V *

i felT

Af -.

iW

[362]
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Tablica 2 (ciąg dalszy)

siatka kwadratowo-ośmiokątna
M

T, = 1+ £ XKR?sm(.KQ,)

•^ 2 I + * i JSI

^ Xlt+K r r ^
y \(l+F)M$+(i-/?)—
J 2 L -R

D N-1

R1(K)=

R2(K) =

^(N-1)2*(I
N-1

V(N—1)2^-(

-1

<-1) r

N-1
>I-1)2+(K-1)2'
N-K)2

N-1
T2(K)=arccos-

N-K •K=1,2

Rys. 6. Rozmieszczenie punktów kollokacji w powtarzającym się obszarze siatki kwadratowej

gdzie związek pomiędzy M i N podano w tabeli 1. Przykładowy sposób wyznaczania
macierzy układu Au oraz wektora wyrazów wolnych Bt układu (2) podano w dodatku B.

7. Rozwiązać układ równań liniowych (2).
8. Określić poprzeczną efektywną przewodność cieplną ze wzoru:

X - Q L (3)

gdzie Q jest całkowitą ilością ciepła przewodzoną przez powtarzający się obszar kompozytu,
A T — różnica temperatury na brzegach izotermicznych tego obszaru, L — odległość
pomiędzy brzegami izotermicznymi. Dzięki zastosowanej metodzie otrzymuje się wzory
w postaci zamkniętej dla XL, które dla rozważanych przypadków sposobów ułożenia
włókien zostały podane w tab. 3. Przykładowy sposób określenia Xx dla siatki kwadratowej
podano w dodatku C. -
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Tablica 3. Wzory dla poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej dla czterech typów
rozważanych sposobów ułożenia włókien

siatka kwadratowa
IM

{

siatka trójkątna

l i
- 1 )

siatka sześciokątna
M

-i = 3 y ^ y +
2

- 1 )

-±-

siatka kwadratowo-trójkątna
M

Należy tutaj zauważyć, że nie ma powodów, aby zakładać izotropię poprzecznego
przewodnictwa dla wszystkich rozważanych kompozytów. Innymi słowy, zmieniając
kierunek strumienia ciepła w płaszczyźnie prostopadłej do włókien, poprzeczna efektywna
przewodność cieplna może ulec zmianie. W niniejszej pracy nie bada się tej zmiany, jak-
kolwiek opisana metoda może służyć do tego celu.

W przedstawionym algorytmie dla przybliżonego spełnienia warunków brzegowych
zaproponowano najprostszą odmianę metody kollokacji brzegowej, zwanej prostą kollo-
kacją brzegową. Polega ona na tym, że liczba punktów kollokacji pokrywa się z liczbą
niewiadomych współczynników w wybranych szeregach funkcji próbnych oraz na ścisłym
spełnieniu warunków brzegowych w tych punktach. Niektórzy autorzy, np. France [35],
Hulbert [36], twierdzą, że lepsze wyniki uzyskuje się stosując metodę kollokacji brzegowej
z minimalizacją sumy kwadratu błędu spełnienia warunku brzegowego w przyjętych
punktach kollokacji. Wówczas liczba punktów kollokacji może być większa od liczby
określanych współczynników. Jeśli zastosujemy procedurę opisaną wyżej, to układ równań
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liniowych (2) będzie układem nadokreślonyin. Zakładając, że suma kwadratów błędów
spełnienia warunku brzegowego jest minimalna, otrzymuje się układ równań liniowych
w postaci .

ATAX=--ATB, < , (4)

w którym liczba niewiadomych jest równa ilości równań.
W niniejszej pracy stosuje się obie odmiany metody kollokacji brzegowej.

3. Rezultaty numeryczne

Istotnym punktem proponowanego algorytmu jest wyznaczenie stacjonarnego pola
temperatury, opisywanego płaskim równaniem Laplace'a, w powtarzającym się elemencie
układu. Obecnie istnieje wiele metod numerycznego rozwiązywania płaskiego równania
Laplace'a. Do najbardziej znanych należą metoda różnic skończonych i metoda elementów
skończonych. Stosowana w niniejszej pracy metoda kollokacji brzegowej, jak również
pokrewne jej metody, nazywane ogólnie metodami brzegowymi, są znacznie mniej roz-
powszechnione. Przed przystąpieniem do rozwiązania konkretnego zagadnienia brzego-
wego należy zdecydować się na określoną metodę. Powstaje wówczas pytanie, która
ze znanych metod zapewnia dostateczną dokładność wyników przy minimalnym nakładzie
pracy komputera i przygotowującego obliczenia. Metoda różnic skończonych i elementów
skończonych tracą, między innymi, swą dokładność, jeśli występują duże gradienty prze-
strzenne poszukiwanych funkcji. W rozważanym problemie, dla niektórych wartości JF
i E, istnieją duże gradienty temperatury, co ilustruje przykładowe pole temperatury podane
na rys. 7. Jak wynika z tego rysunku, przy odpowiednio dużych wartościach F oraz dla

Rys. 7. Przykładowe pole temperatury w powtarzającym się obszarze siatki kwadratowej dla E i
F=20

• 0,95,

wartości E bliskich maksymalnym, w otoczeniu punktu B występują duże gradienty tempe-
ratury. Jest to jedna z przyczyn, z powodu której metoda kollokacji brzegowej wydaje się
bardziej odpowiednia do rozwiązywania rozważanych problemów brzegowych od popu-
larnych metod różnic skończonych i elementów skończonych. Do innych przyczyn należy
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zaliczyć znacznie niższy wymiar układu równań liniowych, jaki należy rozwiązywać nume-
rycznie przy stosowaniu metody kollokacji brzegowej.

W proponowanej metodzie rozwiązywania zagadnień brzegowych warunki brzegowe
na części brzegu rozważanego obszaru zostały spełnione w sposób przybliżony. Spełnia się
je ściśle tylko w skończonej liczbie 2M punktów lub minimalizuje się sumę kwadratu
błędu spełnienia warunku w skończonej liczbie 2M punktów.

Intuicyjnie może się wydawać, że zwiększając liczbę punktów kollokacji zwiększamy
dokładność spełnienia warunków brzegowych, a tym samym dokładność otrzymywanych
rezultatów. Eksperymenty numeryczne nie potwierdzają jednak w pełni takiego przy-
puszczenia. Okazuje się, że liczba punktów kollokacji nie musi być duża, aby uzyskać
odpowiednio mały maksymalny błąd spełnienia warunku brzegowego pomiędzy punktami
kollokacji. Sytuację tę ilustrują rys. 8, gdzie podano wykresy błędu spełnienia warunku
brzegowego na brzegach powtarzającego się obszaru siatki kwadratowej. Widzimy, że już
przy kilku punktach kollokacji maksymalny błąd jest mały.

-0.16 -

Rys. 8. a) Przykładowy błąd spełnienia warunku brzegowego Tu = 0 w powtarzającym się obszarze siatki
kwadratowej; linia ciągła przy czystej kollokacji, linia przerywana dla kollokacji z minimalizacją sumy

kwadratu błędu w punktach kollokacji. b) Przykładowy błąd spełnienia warunku brzegowego — — =
By

= tg6 = 0 w powtarzającym się elemencie siatki kwadratowej; linia ciągła dla kollokacji czystej, linia
przerywana dla kollokacji z minimalizacją sumy kwadratu błędu w punktach kollokacji

Z drugiej strony powiększanie liczby punktów kollokacji prowadzi w końcu do złego
uwarunkowania układu równań (2). Związane to jest z faktem, że zgęszczanie punktów
kollokacji powoduje, iż sąsiadujące z sobą równania w układzie (2), wynikające ze speł-
nienia warunku brzegowego w sąsiadujących punktach kollokacji, niewiele różnią się
od siebie. Sytuację utraty dokładności otrzymywanych rezultatów wskutek złego uwarun-
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Tablica 4. Wpływ ilości punktów kollokacji N na poprzeczną efektywną przewodność
cieplną oraz uwarunkowanie układu dla E = 0,1, F = 0,1 dla siatki kwadratowej

367

Wymiar układu
liniowego

3
5
7
9

11
13
15
17 i

0,98375
0,98374
0,98374
0,98374
0,98374
0,98374
0,98374

-0,92409

/}

~ 10
~ 1 0 2

~ 102

~ 103

~ 10*
~ 1 0 s

~ 1 0 7 'i •

o* 108

kowania układu liniowego ilustruje tab. 4. Jako miarę uwarunkowania przyjęto „N —
warunkującą liczbę macierzy A" daną wzorem {[37], str. 222}:

1

sdzie
2M

2M 2JW

(5)

(6)

0,8

Rys. 9. Wartości poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej X± w funkcji udziału objętościowego
włókien dla trzech sposobów ułożenia włókien: wg siatki trójkątnej, wg siatki kwadratowej,

wg siatki sześciokątnej
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W przedstawionym w tab. 4 przykładzie wyniki są stabilne począwszy od pięciu punk-
tów kollokacji, jednak przy siedemnastu punktach kollokacji przestają być sensowne
wskutek złego uwarunkowania układu liniowego.

Na rys. 9. zostały przedstawione wartości poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej
w funkcji udziału objętościowego włókien dla trzech typów siatek. Z rysunku wynika,
że dla małych udziałów objętościowych włókien ich ułożenie nie ma wpływu na efektywną
przewodność cieplną. Jednak dla udziałów objętościowych bliskich maksymalnym sposób
ułożenia włókien ma istotny wpływ na przewodność cieplną. Stosunek przewodności
cieplnej prętów i osnowy ma również istotny wpływ na efektywną przewodność cieplną
przy dużych udziałach objętościowych włókien.

Na rys. 10 porównano wartości poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej otrzy-
mane w niniejszej pracy z wynikami innych autorów. Na uwagę zasługuje fakt, że dla siatki
kwadratowej i trójkątnej wyniki proponowanej metody są zgodne z wynikami innych
autorów. Wyjątkiem jest tutaj wzór empiryczny podany w pracy [6], jednak w konfrontacji
z innymi wynikami doświadczalnymi [4-5] nie budzi on zaufania.

Rys. 10. Wartości poprzecznej efektywnej przewodności cieplnej Ax wg różnych autorów dla F => 10:
1 — wzór (1) dla Xu,2 — górna granica [10], 3 —r losowe ułożenie włókien [15], 4 — siatka kwadratowa —
wyniki proponowanego modelu oraz [7,8,22], 5 — siatka trójkątna — wyniki proponowanego modelu
oraz [7,22], 6 — siatka sześciokątna — wyniki proponowanego modelu, 7 — siatka kwadratowa — wzór

empiryczny [6], 8 — dolna granica [10]
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DODATEK A. WYZNACZENIE OBCIĘTYCH SZEREGÓW FUNKCJI PRÓBNYCH
DLA SIATKI KWADRATOWEJ

Rozważmy powtarzający się obszar siatki kwadratowej. Obszar ten został podzielony
na dwa elementy w sposób pokazany na rys. lb, gdzie również podano sformułowanie
problemu brzegowego. Celem otrzymania obciętych szeregów funkcji próbnych dla tych
elementów weźmy pod uwagę ogólne rozwiązanie dwuwymiarowego równania Laplace'a
w biegunowym układzie współrzędnych (R, d) odpowiednio w elemencie I

[0 + AI
2dlnR+AI

3lnR+

r)m\
oraz w elemencie II

Ta = Al1+A[J O+Ai' 0\nR+A'3
I\nR+

'/l'}, (A2)

gdzie AQ, A{, .... El, A", A[J, ..., E'„' są stałymi, które należy wyznaczyć z warunków
brzegowych.

Z warunków —^J- = — £ - = 0 dla 6 = 0 wynika, że
do co > < t •

A\ = A\l - Ą m A$ = 0 (A3)
oraz

Di = EH = D" * El1 = 0 dla n - 1,2,... , (A4)

Uwzględniając warunki Tr — Tn = 1 dla 0 — -y otrzymujemy

= 1 (A5)

oraz że dopuszczalne są następujące wartości

n = 1,3,5, ... (A6)

Z uwagi na fakt, że Tr musi być ograniczone dla R = 0, otrzymujemy

, Al = Cl*Q dla n = 1,2,... (A7)
Jeśli uwzględnimy otrzymane wyniki w (Al) i (A2), otrzymamy następujące równania

na rozkład temperatury odpowiednio w I i II elemencie

(A8)

oraz
00

Tn= l+^'lnjR+ Y (BitR^-v + Ck1 R-l2K-ly)cos[(2K-l)6]. (A9)
j s r = i •• • , » • . . . • •

Uwzględniając warunki brzegowe na granicy elementów powtarzającego się obszaru

(na granicy pręta i osnowy), tj. Tt — Tu oraz h~~ - - Ł - ^ - przy R = E otrzymujemy
ÓR ÓR

2 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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= 0, (A10)

= B'K~(1 + F), (All)

Ą ^ - \ (A12)
Po podstawieniu (A10 - A12) do (A8) i (A9) oraz wprowadzając oznaczenie B*K = XK

i obcinając nieskończone szeregi do 2M pierwszych wyrazów otrzymujemy poszukiwane
szeregi obciętych funkcji próbnych dla siatki kwadratowej odpowiednio w elemencie I

IM

T, = 1 + 2 XKW-^OSHIK- 1)6) (A13)

oraz w elemencie II

(A14)

gdzie XK są stałymi do wyznaczenia z niewykorzystanych jeszcze warunków brzegowych
(do wyznaczenia metodą kollokacji).

W podobny sposób otrzymujemy pozostałe obcięte szeregi funkcji próbnych podane
w tab. 1, biorąc pod uwagę ogólne rozwiązania w postaci (Al) w każdym z elementów
i odpowiednio je upraszczając dzięki wykorzystaniu warunków brzegowych na brzegach
zaznaczonych liniami ciągłymi.

DODATEK B. WYZNACZENIE MACIERZY UKŁADU I WEKTORA WYRAZÓW WOLNYCH
W UKŁADZIE RÓWNAŃ (2) DLA SIATKI KWADRATOWEJ

W obciętych szeregach funkcji próbnych (A13) i (A14) opisujących pole temperatury
w powtarzającym się obszarze siatki kwadratowej występuje 2M nieznanych współczyn-
ników XltX2, ••.,X2M, do wyznaczenia których dysponujemy następującymi warunkami
brzegowymi:

TU" 0 dla X= 1, (Bl)

= 0 dla 7 = 1 . (B2)

(B3)

n
Po podstawieniu (A14) do (Bl) i (B2) i po skorzystaniu ze wzoru

3T
dY 8R • ' R 86

otrzymujemy
2M

m )

K-l

ą Y*-**. A^»y*. ) * /•**• SH1|_.Z\./C

\-\ | ;

1
= 0dla R = -^-c. (B5)
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Zakładając, że warunki brzegowe spełniamy w przyjętych punktach kollokacji, których
współrzędne zostały podane na rys. 6; po skorzystaniu z (B4) i (B5) otrzymujemy nastę-
pującą postać macierzy układu i wektora wyrazów wolnych w układzie równań (2) dla
siatki kwadratowej

[ £(4./-2) 1
(l+F)J?l(J)(2J~1> + (l-/ ; ')- D 1 /Tw,,_rr •eos[(2J-l)ri(i)L (B6)

7 = 1,2,..., 2M = 2JV-1,

A,j m (27-1) {(1 +F)£2(KY2J-2>' sin[2(7- l)T2(K)] +

+ <1—JP) - § T P ^ 7 - sin [27 • T2(JE)]} (B7)

I=N+K,

J = l , 2 , . . . , 2 M = 2iV-l>

B(I) = - 2 dla 7 = 1,2, ...,JV
5(7) = 0 . d l a 1= N+K, K= 1,2,...,N-l.

DODATEK C. OBLICZENIE DLA Aj_ SIATKI KWADRATOWEJ

Dla siatki kwadratowej we wzorze (3) mamy (patrz rys. lb)
i = 1 i z l r = 1. (Cl)

Całkowitą ilość ciepła przewodzoną przez powtarzający się obszar kompozytu w tym
przypadku obliczamy ze wzoru

Uwzględniając wzory (A13) i (A14) przy obliczaniu - ^ - i —^- po dokonaniu całkowania
cv oo

i pewnych przekształceń otrzymujemy

^ hihi
(C3)
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P e 3 IO M e

OITPEJTEJIEHME IIEPIIEH,ll,HKyjMPHOFl 34>c&EKTHBH0H
KOMnO3HTOB YKPEIDIEUHLIX BOJIOKHAMH PA3nOJIO>KEHHŁIMH B OflHOM

HAIIPABJIEHHH METOflOM rPAHH^HOH KOJIJIOKAUHH

H a ocHose MeToaa rpaHuraHoft KOJinoKairuH npeflCTaBJieHo oSiinaM MeTOff onpeflejieHHH nepneiiflii-
3(t>4)eKTHBHOH TeriJIOnpOBOflHOCTH KOMII03HTOB yKpeiUieHHbEC BOJIOKHaiWH pa3nOJIOH<eHHbIMH

B oflHOM HanpaBJieHHH. B STOM aHajinrae npeflnonaraeTca 3H8KOMCTBO reoiweipini peryjiapHo pacnono-
H<eHŁix BonoKoH, a Tai<>Ke TennonpoBoflHocTŁ KoiwnoHeHTOB. HccJieflyexcn IMTB CIIOCO6OB pacnoJioMcetma
BOHOKOH B TpeyroJiBHoftj KBaflpaTOBoiłj rnecTHyronŁHoftj KBaflpaToBo-TpeyronbHoft H

oii ceTKe. Pe3yjibTaxw Bbprncnemin od)dieKTHBHofi TenjionpoBoflHoCTH cpaBHeno c
tiepe3 Apyr-HMn aBiopaMH.

S u m m a r y

DETERMINATION OF THE TRANSVERSE EFFECTIVE THERMAL CONDUCTIVITY
OF UNIDIRECTIONALLY FIBRE ARRANGED COMPOSITES BY MEANS OF BOUNDARY

COLLOCATION METHOD

The general method of finding transverse effective thermal conductivity of the unidirectionally fibre
arranged composites has been presented in this paper. It has been based on the boundary collocation
method. The geometry of regularly arranged fibers and thermal conductivity of componets are assumed
to be known. Five different patterns of lattice of fibers are considered: triangular, square, hexagonal,
square-triangular, and octagonal-square. The results of calculations of effective thermal conductivity were
juxtaposed with results obtained by other authors.

Praca została złożona w Redakcji dnia 1 lutego 1984 roku
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1, Wprowadzenie

Celem pracy jest eksperymentalna analiza kinematyki procesu wyciskania osiowo-
symetrycznego i dyskusja wyników otrzymanych z rozwiązania teoretycznego tegoż
problemu. Proces ten, bardzo ważny w technologii bezwiórowej, jest typowym przykładem,
w którym z braku danych nie możemy sformułować mieszanych warunków brzegowych
dla podstawowego układu równań różniczkowych plastyczności. Układ ten z warunkiem
plastyczności Hubera-Misesa i stowarzyszonym z nim prawem płynięcia jest typu elip-
tycznego [1,2]. Dotychczas nie uzyskano efektywnych jego rozwiązań. Celem rozprzężenia
rozwiązań dla naprężeń i prędkości stosowano warunek plastyczności Treski i postulat
Haara-Karmana. Przy tych uproszczeniach podstawowy układ równań jest typu hiper-
bolicznego i rozwiązuje się go metodą charakterystyk [1,2,7, 11,12].

W odróżnieniu od rozwiązań zagadnień z mieszanymi warunkami brzegowymi płaskiego
stanu odkształcenia, rozwiązania w osiowej symetrii są nieliczne. Wynika to z trudności
usunięcia nieciągłości prędkości na liniach ograniczających obszar uplastycznienia. Linie
te nie mogą być liniami nieciągłości prędkości, gdyż przecinają one oś symetrii [6,11].
Przykładem ilustrującym wszystkie kłopoty z tym związane jest praca [11], w której wyko-
rzystując metodę charakterystyk, podano rozwiązanie kinematyki procesu współbieżnego
wyciskania pręta cylindrycznego przez matrycę stożkową. Zastosowano tam metodę
kolejnych iteracji. Zakładano rozkład naprężeń normalnych na konturze matrycy i spraw-
dzano każdorazowo zgodność z warunkami kinematycznymi. Uzyskano rozwiązania
przy braku sił tarcia, przy małych i dużych stopniach redukcji przekroju wyjściowego
pręta.

Porównano teoretyczne przebiegi linii prądu, prędkości i zasięgi stref deformacyjnych
zaczerpnięte z pracy [11] z doświadczalnymi otrzymanymi metodą wizjoplastyczności [4].
W literaturze odczuwa się brak takich porównań, pomimo pewnej, skromnej zresztą,
liczby prac poświęconych doświadczalnej analizie procesów wyciskania [3, 4, 5, 8, 9,10],
Przyczynami są: duża pracochłonność eksperymentu i trudności z obróbką matematyczną
materiału doświadczalnego.

Rozwiązania teorii procesów obróbki plastycznej są z konieczności przybliżone. Wery-
fikacja doświadczalna tych rozwiązań jest podstawą rozwoju matematycznej teorii plastycz-
nego płynięcia, która umożliwia racjonalną analizę takich procesów.
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2. Badania doświadczalne

Badania wykonano na przyrządzie konstrukcji autora [4] z dwuczęściową składaną
komorą, w której umieszczono próbki złożone z dwóch połówek. Osiowo-symetryczue
próbki walcowe <j> 70 mm wykonano ze stopu aluminium PA2. Na płaszczyźnie podziału,
którą stanowiła płaszczyzna południkowa jednej z połówek, naniesiono metodą me-
chanicznego nacinania siatkę kwadratową złożoną z linii oddalonych o 2 ± 0 > 1 mm. Dwie
połówki próbki składano w matrycy i obciążano przyrostowo, powodując wypływ materiału
z prędkością około 1 mm/min. Po każdym kroku odpowiadającym przemieszczeniu
stempla o wartość w granicach od 1 do 2 mm demontowano matrycę i wykonywano
na specjalnym stanowisku zdjęcie zdeformowanej siatki. Na podstawie kilku kolejnych
zdjęć, łącząc ze sobą punkty odpowiadające położeniom węzłów siatki, określono linie
prądu w zdeformowanym materiale. Porównanie kolejnych zdjęć pozwala na określenie
prędkości i zakresu, w którym zachowane są warunki ustalonego płynięcia. Rys. 1 przedsta-

'7
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Rys. 1.

wia obraz zdeformowanej siatki w ustalonej fazie deformacji próbki, której średnicę
początkową zredukowano z 70 na 58 mm. Kąt nachylenia tworzącej otworu matrycy
wynosił a. - 30°. Proces wyciskania prowadzono bez smarowania, ale z wysoką gładkością
powierzchni styku narzędzia z materiałem. Przed wyciskaniem próbkę poddano wyża-
rzaniu ujednoradniającemu. '•,:•:., . .
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3 . P o r ó w n a n i e w y n i k ó w d o ś w i a d c z e ń i t e o r i i ••.•... •' ,

Rysunek 2 zawiera porównania teoretycznych [11] (linie przerywane) i doświadczalnych
(linie ciągłe) przebiegów sześciu linii prądu z obszaru uplastycznienia próbki. Wyniki
naniesiono we współrzędnych bezwymiarowych r/L-z/L, gdzie L jest długością tworzącej
otworu matrycy. Doświadczalne linie prądu w porównaniu z obliczeniowymi [11] doznają
bardziej łagodnych przegięć u wejścia do obszaru uplastycznionego i u wyjścia z niego.
Położenie doświadczalnych linii 3, 4,5 i 6 wykazuje mniejsze odchylenie od teoretycznych
w porównaniu z liniami 1, 2. Odstępstwa te są powodowane nie uwzględnionym w obli-

0 5 -

z/L

. linie prqdu otrzymane z doświadczenia l i )
teoretyczne linie prądu wg R.I.NIepierszina [11]

... Rys. 2.

0 -0.5 -1,0 . -1,5 -2,0

•' linie, równych prędkości otrzymane z doświadczenia [ i ]
~ r — — linie teoretyczne wg R.I.Niepierszino [11] . . .

Rys. 3.



378 J. PlWNIK

czeniach wzmocnieniem materiału, które hamuje rozwijanie się odkształceń plastycznych,
szczególnie w obszarach z rosnącymi gradientami prędkości. Ilustruje to rys. 3, na którym
pokazano doświadczalne (linie ciągłe) i obliczeniowe [11] (linie przerywane) przebiegi
równych stosunków modułów prędkości na liniach prądu do prędkości stempla |V|/|VT„|.
Największe gradienty prędkości doświadczalnych występują w otoczeniu linii prądu
[3, 4 i 6]. W przeciwieństwie do teorii w doświadczeniu nie występuje przecinanie się linii
z różnymi prędkościami w narożach matrycy i osi symetrii. Wydaje się, że decydującym
czynnikiem limitującym te różnice jest udział sił tarcia, którego nie uwzględniono w pracy
[11].

Na rys. 4 pokazano liniami ciągłymi położenie górnych i dolnych granic obszaru
płynięcia plastycznego wyznaczonych doświadczalnie w punktach zakrzywienia linii prądu.

wg zdeformowanej siatki (eksperyment) U]
wg modelu Avitzuro (

• wg teorii osiowej symetrii
(metoda charakterystyk) 111]

Rys. 4.

Granice te skonfrontowano z teoretycznymi [11] i dodatkowo na ich tle pokazano zasięg
obszaru uplastycznionego uproszczonego, biegunowego modelu płynięcia przyjmowanego
często do górnych oszacowań sił [3]. Wpływ tarcia uwidacznia się przesunięciem początku
uplastycznienia od naroża A w kierunku A'. Stosunek bezwymiarowej prędkości |VZ|/|VM|
zmieniał się na powierzchni przylegania od 1 do 0,4. Linie doświadczalne A'B i MF są
skierowane wypukłością w kierunku przeciwnym do kierunku wyciskania. Doświadczalny
zasięg strefy deformacyjnej jest większy zarówno od obliczeniowego [11], jak i uprosz-
czonego [3].
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4. Wnioski

1. Stwierdzono dobrą jakościową zgodność doświadczenia i teorii [11] w przebiegach
linii prądu z obszaru uplastycznienia. Teoria daje więc możliwość przewidywania układu
włókien w zdeformowanym materiale.

2. Znaczne różnice w prędkościach występujące pomiędzy teorią [11] i doświadczeniem
lokalizują się w otoczeniu naroży matrycy i osi symetrii.

3. Rozbieżności między rozwiązaniem teoretycznym [11] i eksperymentem można
głównie przypisać udziałowi wzmocnienia i tarcia. Szczególnie istotny jest wpływ tarcia
na kinematykę procesu. Czynników tych nie uwzględniono w obliczeniach.

4. Przedstawione porównania wskazują, że rozwiązania zagadnień osiowo-symetrycz-
nych dla ośrodka sztywno-plastycznego bez wzmocnienia i bez tarcia możemy traktować
jako dość zgrubne przybliżenie.

Uzyskanie rozwiązań mieszanych zagadnień brzegowych dla podstawowego Układu
równań jest bardzo trudne i w ogóle możliwe tylko przy bardzo silnych uproszczeniach.
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3KCnEPHMEHTAJIŁHBlK AHAJIH3 KHHEMATHKH riPH OCECHMETPH^HOM
riPECCOBAHHH

B 3T0M pa6oie npHBoflmcji cpaBnemie TeopeiH^ecicoro vs. 3KcnepmweHTa.ni.Horo pemeHiwi
CKopocTH u HHHHH TOKa npH ocecHMMeTpmmoM npeccosaHHH Hepe3 KoiiHUecKyio Maipmiy c
/?=Oj35. TeopeTHMecKoe pemeniie BLino-tmeHo B pa6oi'e I I Ha OCHOBC ocecHMMeTpmmoro >KecTKonJiacTH-

Tejia npn yc;ioBHH njiacTH^iHocxii Tpecna. 3KcnepHMenTani.Hoe none CKopocTeii onpeflenHjiocŁ
BH3HonJiacTnqHocTH. O6pa3i(bi H3roToBJiHJiH H3 ciinaBa Ha ocHOBe cucTeMbi. Pacnpeflenemie
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TeopeTHiecKHX 11 aiccnepHMeHTantubix nojieii CKOPOCTH H JIHHHH roi<a npHBofli-rr K pa3Hnrrt.i B oi<peci-
HOCTflX OCH CMMMeipHH H yTJIOBoft TO'JKH npocbHJm MaTpHttbl.

• CHHTaeiCHj mo norpeumocTH Teoprni cBH3aHM c BUHHHueM Tpemifl H ynpcwueHHHj KOToptix TO
(J)aKTOpOB HeB03M0>KH0 TOlIHO yiHTbIBaTŁ B peineHHH [II]. ,

: . . . - •••; ' • ; i . i ,.; •-.• > • S u m m a r y • ' • . . ,,,,•. ...

EXPERIMENTAL ANALYSIS OF; THE KINEMATICS OF EXTRUSION PROCESS

The paper is devoted to the experimental verification of the solution of axially symmetric problem
with mixed boundary conditions which was obtained in the framework of the plastic flow theory by using
the method of characteristics [11]. Theoretical and experimental course of the stream lines, velocities and
range of the plastic regions has been compared for axially symmetric extrusion of divided billels made
of aluminium, alloy PA2.

It was shown that there is good qualitative agreement of the stream lines and essential differences
of velocities in the corners of die and near the axis of symmetry. Divergences of shapes of plastic regions
were also shown.

The differences between results of theory and experiments were caused by the effects of workhardemng
of the material and friction which were not been taken into account in the paper [11].

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 lutego 1984 roku
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1. Uwagi wstępne

Nagle i krótkotrwałe obciążenia powodują na ogół przekroczenie nośności sprężystej
elementów maszyn, co dla wielu powszechnie stosowanych materiałów konstrukcyjnych
jest przyczyną pojawienia się odkształceń lepkoplastycznych. Takie obciążenia stają się
także często przyczyną zniszczenia przeciążonego elementu. Optymalizacja konstrukcji
lepkoplastycznych jest jednak tematyką mało rozeznaną w literaturze światowej. Powodem
tego są poważne trudności związane zarówno z formułowaniem równań konstytutywnych,
jak też skomplikowany lub częściej nieznany charakter obciążenia impulsowego.

Jednymi z pierwszych prac z zakresu optymalizacji belek plastycznych poddanych
działaniu obciążeń impulsowych są opracowania Ja. Lellepa i Ju. Lepika, omówione
szeroko w pracy przeglądowej [5]. Stosowane przez autorów prawa fizyczne nie obejmują
jednak własności lepkich, co w praktyce może dawać rozwiązania obarczone znacznymi
błędami ilościowymi i jakościowymi. Wrażliwość materiału na prędkość odkształceń
uwzględnił Ju. Lepik i Z. Mróz [6, 7]: materiał optymalizowanych belek opisywano prostym
równaniem nieliniowego tłumika

i = D0o>, (1.1)

gdzie Do \p oznaczają stałe materiałowe. Autorzy wszystkich wymienionych prac uwzględ-
niali też bezwładność belek, stosując przy tym przybliżoną metodę analizy modalnej,
co znacznie upraszcza poszukiwanie odpowiednich rozwiązań.

Najczęściej stosowanym obciążeniem był modalny „prostokątny" (schodkowy) impuls
sił zewnętrznych. Krótkotrwałe obciążenia rzeczywistych konstrukcji bardzo rzadko dają
się opisać tego typu aproksymacją, jednak zastosowanie innych programów obciążeń
wiąże się na ogół z dodatkowymi trudnościami.

Prawo (1.1) bywa stosowane również do opisu własności materiałów lepkoplastycznych;
taki opis konieczny jest często w tych przypadkach, gdy rozgraniczenie procesów czynnych
i biernych może uniemożliwiać dochodzenie do rozwiązań ścisłych. Pewną metodę wyzna-
czania współczynników DQ oraz p podaje P. Symonds [9].

Celem prezentowanej pracy było zbadanie wpływu wielu różnych czynników na proces
optymalizacji rozważanej belki. Określano między innymi wpływ parametrów definiujących
potęgową funkcję nadwyżkową w równaniu fizycznym, a także wpływ nieliniowości
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i asymetrii zdefiniowanego później programu obciążenia 0 = 0(t). Rozważono przy
tym dwa różne kryteria optymalizacji w ujęciu dualnym. Liczne trudności związane
z optymalizacją konstrukcji lepkoplastycznych podyktowane mogą być także niedosta-
teczną zgodnością istniejących propozycji opisu prawa fizycznego z odpowiednimi wyni-
kami badań doświadczalnych. Z tych względów pożądane jest zbadanie, jak wpływa
przyjęta aproksymacja równania konstytutywnego na wynik optymalizacji.

Zastosowanie ścisłego równania fizycznego (niejednorodnego) materiału spręźysto-
lepkoplastycznego zamiast jednorodnego prawa (1.1) oraz poszukiwanie ścisłych, a nie
modalnych form deformacji komplikuje znacznie postawiony problem. Z tych względów
w dalszej części pracy przyjęto liczne założenia upraszczające. Przede wszystkim ograni-
czono się do analizy izostatycznej belki w jednoosiowym stanie naprężenia; w ten sposób
uniknięto trudności związanych ze złożoną formą i słabszą weryfikacją doświadczalną
równań konstytutywnych w przypadku ogólnym. Pominięto także oddziaływanie sił
masowych, rozważając jedynie procesy quasi-statyczne. Założenia te ograniczają wprawdzie
poważnie klasę analizowanych problemów, jednak tak proste ujęcie umożliwia znalezienie
wielu efektywnych rozwiązań ścisłych przy zastosowaniu klasycznych metod rachunku
wariacyjnego.

2. Sformułowanie problemu

W pracy rozważono jedynie optymalizację kształtu wspornikowej, idealnie dwuteowej
belki poddanej działaniu zmiennego w czasie obciążenia zewnętrznego. Zakłada się przy
tym, że obciążenie zmienia się na tyle powoli, iż słuszne jest podejście quasi-statyczne;
w szczególności założenie to obejmuje obciążenia długotrwałe. Równolegle prowadzone
są prace w zakresie numerycznej optymalizacji konstrukcji lepkoplastycznych przy obcią-
żeniu dynamicznym [2, 3, 4].

Zadanie rozwiązano w następującym sformułowaniu:
a) kryterium optymalizacji: minimum objętości, , ..-.,.
b) ograniczenia:

1) typu energetycznego — zadana całkowita energia rozproszona,
2) typu sztywnościowego — zadane przemieszczenie maksymalne,

c) ujęcie: dualne — minimalizacji podlega ograniczenie przy ustalonej objętości,
d) zmienna decyzyjna: funkcja przekroju A(X); np. szerokość B(X) przy stałej grubości

półki Ha (rys. 1),
e) równanie stanu: addytywne równanie materiału sprężysto-lepkoplastycznego

(P. Perzyna [8]) o potęgowej funkcji nadwyżkowej, które dla dodatnich naprężeń zapiszemy
w postaci

gdzie symbol </> oznacza </> = 0 dla <r < er0 oraz </> = / dla a > a0.
Inne możliwe kryteria optymalizacji lepkoplastycznych elementów konstrukcyjnych

omówił M. Życzkowski [10]; podział i systematyzację odpowiednich kryteriów autor
rozważył w wygodniejszym ujęciu dualnym. •• ,;
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Proces obciążania i odciążania opisywano modalnym programem działających sił
zewnętrznych [5]

P(X, T) m P1(X)P2(T), (2.2)

gdzie: Py(X)— funkcja opisująca przestrzenny rozkład obciążeń, P2(X) — dowolna
funkcja czasu nazwana dalej „programem obciążenia". Pomijając siły masowe oraz
mając na uwadze jedynie belki statycznie wyznaczalne, całkowity moment zginający
w przekroju belki zapisać można wtedy w postaci:

M(X, T) = M0{X)Q(T), (2.3)

_L
Ho Y////At
Hn

-2H

Rys. 1.

gdzie 6(T) = P2(T). Dalej przyjmować będziemy, iż funkcja M0(X) jest dodatnia na całej
długości rozważanej belki; w takim przypadku maksymalne ugięcie resztkowe wystąpi
zawsze na końcu belki.

Funkcję czasu 6(T) opisywano zależnością potęgową

B(T) = -
0i

o
Tz-Tt

dla

dla

dla

(2.4)

T < 0 lub T> T2

gdzie n — dowolny dodatni wykładnik potęgowy. Parametry 0uTt, T2 opisujące funkcję
6(T) zaznaczono na rys. 2, na którym przedstawiono przebiegi tej funkcji dla różnych
wartości wykładnika n.

7k
Rys. 2.
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Wielkości bezwymiarowe wprowadzimy następująco:

x — — t = -—- — zmienne niezależne,
(2.5)

• • a W

s = — , k = KL, w—.-=. zmienne stanu,
0O L

A , . - . ' • •••• '

a = — zmienna sterowania,
"so

M 0sOMo „ 0 funkcja momentu zginającego oraz jej
m = M ^ ' m° " ~M^T' T^~ funkcje składowe,

TT

h ~ -j stała wysokość belki,

gdzie
L — całkowita długość belki,

K= K{X, T)~ krzywizna osi obojętnej,
W — W(X, T) — przemieszczenie pionowe,

A. = A{X)—przekrój poprzeczny,
^io = ^s(0) ~ przekrój belki równomiernej wytrzymałości (o zadanej objętości)

w miejscu utwierdzenia,
MSQ — MS(Q) = ff„As0H—moment zginający odpowiadający nośności sprężystej

przekroju belki równomiernej wytrzymałości w miejs-
cu utwierdzenia,

0iO — wartość funkcji czasu 0(7) odpowiadająca pierwszemu uplastycz-
nieniu belki równomiernej wytrzymałości.

Belką równomiernej wytrzymałości nazwano tu umownie kształt belki równomiernej
wytrzymałości w zakresie sprężystym? natomiast indeksem „s" oznaczono wielkości
zdefiniowane dla takiej właśnie belki.

W dalszych obliczeniach ograniczono się do rozważania małych przemieszczeń i od-
kształceń; zakładano także słuszność hipotezy płaskich przekrojów oraz analizowano
edynie przypadek belki statycznie wyznaczalnej (wspornikowej).

3. Podstawowe równania

Przy założeniu ustalonej wysokości belki h(x) — const naprężenia w jej półkach nośnych
można określić prostym wzorem

W celu ułatwienia dalszych przekształceń wygodnie jest obliczyć maksymalne naprężenie
(3.1) względem czasu t. Oznaczając maxj(x) = smiX(x) będziemy mieli

a(x) '



KSZTAŁTOWANIE BELKI LEPKOPLASTYCZNEJ 385

gdzte #1 = #ffl„x — maksymalna wartość bezwymiarowej funkcji czasu ft(t) (rys. 2).
Z powyższego związku wynika prosta zależność:

as(x) = m o ( x ) , :•••. ; ., .'. : ( 3 . 3 )

gdzie przez a, oznaczono bezwymiarową funkcję przekroju belki równomiernej wytrzy-
malos'ci.

Uwzględniając przyjęty układ, wielkości bezwymiarowych (2.5). oraz -i dodatkowo
zależność (3.3), warunek stałej objętości zapiszemy w postaci

; \ ' • V .

ja(x)dx = / mo(x)dx. (3.4)
0 . 0 • . ;.

Funkcję ugięcia belki wspornikowej w = w(x, t) wyrazimy całką-
X Z X

w(x, t) = jdzj.k(y, t)dy ~$Wy,t)(x^yydy,> ":• (3.5)
• ; > , • ••••:-. . . . . . • . • ; . 4 ; • . ; , ! • : • 0 • ••• 0 . • • • . ; . . ; . i j , | f t - „ • „ ; . ' , V ( - i ; • . . ' - i • , ; i : • • : : • • " : ' • . - t

gdzie fc(x, i) jest krzywizną dającą się wyrazić jednorodną zależnością na całej długości
belki 0 < x «S 1. "

W najbardziej ogólnym przypadku deformacji belki iiależy uwzględnić na przemian
występujące strefy, w których krzywizna k(x, t) opisywana będzie różnymi wzorami
(np. strefy odkształceń sprężystych, plastycznych, resztkowych)' i wtedy

J *t

wj(x, t) = ^ f '*hi i)(x-y)dy, (3.6)
: ; : • : • * < . , ; - , : ; r , • „ , • • • , . . , , ( • - . . . - . . . . ' - P x j - i , • „ • . . . ! :• - . . , : , . : • . • . • ; : • • . • , • „ . ; • . ' • • ; - ; • - - ; . - , / . • • • •

g d z i e ,;••-• : •;,-. . , . . ; .- ••• , • • . u - r . > . : ' • • •• • .' : • „ . • ' . : • « " r , • . ' • > • . - , !• •.• :. •„

7 — numer kolejny rozważanej strefy licząc od strony utwierdzenia,:
Xj - x — współrzędna bieżąca w miejscu obliczanego przemieszczenia,

•'•:' i • * b - 0 . ..-.• : : • • • . -•; i

W przypadku zastosowania addytywnego prawa fizycznego (2.1) krzywiznę resztkową
rozważanej belki izostatycznej kr(x) obliczymy z całki ' ••. , •• • :-'.

(3.7)

gdzie granice całkowania ia, tb oznaczają odpowiednio czas rozpoczęcia i zakończenia
procesu płynięcia w rozważanym przekroju. Znając program obciążenia wielkości te
można obliczyć z warunku s(x) = 1, skąd . • i •>•>

3 Mtch. Teoret. i Stos. 3-4/85
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4. Warunek optymalności

Całkowitą energię rozproszoną lub przemieszczenie resztkowe końca belki można
zapisać w postaci funkcjonału

J(x,a)*=ftp(.x,d)dx, (4.1)
o

gdzie dla bezwymiarowo określonej energii rozproszonej będzie

V - f m(x, t) k°'(*' $ it, (4.2)
'«

natomiast dla maksymalnego przemieszczenia resztkowego belki wspornikowej podsta-
wiając do (3.6) Xj = 1 mamy ' . i •

Vmk&,a)(l-x), (4.3)
gdzie k, — krzywizna resztkowa (po czasie t ̂  /2).

Określona przez (4.2) lub (4.3) funkcja y> może być przedziałami równa zeru lub większa
od zera w zależności od tego, czy doszło do uplastycznienia w określonym przekroju,
czy też nie.

W dowolnej strefie nieuplastycznionej (k, m 0) maksymalne naprężenie sm„(x) (3.2)
musi być mniejsze lub równe granicy plastyczności. Najbardziej optymalny przekrój
w takiej strefie otrzymamy, żądając, aby naprężenie to było jak największe, czyli aby
spełniony był warunek smn(x) ~ 1, skąd

a = aopt(x) - *i?no(x). (4.4)
Przekroje optymalne stref odkształconych plastycznie {k, > 0) obliczymy z równania

Eulera-Lagrange'a przy warunku pobocznym (3.4). Wprowadzając mnożnik Lagrange'a i
otrzymujemy funkcjonał w postaci

f (4.5a)

lub z podziałem na strefy analogicznie do (3.6)
j Xl

*=£• f'Wi{x,«d + Wdx, (4.5b)
1 = 1 v,_,

gdzie A'O = 0, xj = 1. W ogólnym przypadku jest to więc zagadnienie wariacyjne z rucho-
mymi końcami, przy czym należy pamiętać, że dla strefy nie odkształconej plastycznie
przekrój optymalny określa (4.4), a krzywizna resztkowa takiej strefy k, = 0. Rozpisując
wariację funkcjonału (4.5b) otrzymamy ,/+l warunków transwersalności, które należy
spełnić dla każdej współrzędnej granicznej xt

¥>((*,a() + M - iPi+i{x,ai+1) + ?,ai+1 dla x = x,. (4.6)

Zakładając dodatkowo ciągłość funkcji momentu zginającego mo(x) można pokazać,
że warunek (4.6) jest spełniony w przypadku ciągłości przekroju

a-(x() - a+(x,). (4-7)
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Na przykładzie wykonanych w dalszej części pracy obliczeń pokażemy, iż funkcjonał
(4.5b) uwzględniający podział belki na strefy odkształcone i nie odkształcone plastycznie
należy rozważać jedynie w tym przypadku, gdy przy obliczeniach funkcji y nie narzucono
dodatkowego ograniczenia w postaci

smajx) > i. (4.8)

Warunek (4.8) może być nie spełniony np. w przypadku, gdy czasy graniczne /„ i tb, (3.8),
we wzorach (4.2) i (4.3) nie zostaną wyznaczone ze związku s = 1, lecz będą określone
z innych zależności (np. przypadek prostokątnego programu obciążenia B(T) daje ta = 0,
/* - 1).

Funkcjonał (4.5b) należy uzupełnić wtedy o dodatkowe ograniczenie (4.8). W pozo-
stałych przypadkach można rozważać funkcjonał

(4.9)

gdzie f(x, a) wyraża się jednorodną zależnością dla całego przedziału 0 < x ^ 1.

5. Rozwiązania szczegółowe

5.1. Minimalizacja całkowitej energii rozproszonej. Poszukując kształtu optymalnego belki,
dla którego energia dysypowana w trakcie płynięcia lepkoplastycznego przyjmuje wartość
minimalną, założymy wstępnie, iż przyłożenie maksymalnego obciążenia spowoduje
uplastycznienie całej belki, czyli że spełniony jest warunek (4.8) dla każdego 0 ^ x < 1.
Prawdziwość tego założenia można później łatwo sprawdzić dla rozwiązania optymalnego
o = tfoPt(*).

Funkcję y> we wzorze na energię rozproszoną (4.1) zapiszemy w postaci:

y>(x, a) = 222- f &{t)e»dt, (5.1)

gdzie ą".' = e" '(ó-l) jest dowolną funkcją nadwyżkową prawa fizycznego (2.1). Granice

całkowania t„ i tb, (3.8), oraz naprężenie s(x, t), (3.1), są funkcjami argumentu . .,

z czego wynika, że całkowanie (5.1) daje:

(5.2)

Funkcjonał (4.9) można więc także uzależnić od argumentu — - ~ -
••<•••• • : , m°\x)

o
Wprowadzając dodatkowo oznaczenie • • . ; ;

•
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równanie Eulera-Lagrange'a dla (5.3) zapiszemy w postaci

\m0

Wykonując1 przepisane różniczkowanie otrzymujemy

J J _ a ł J3 = c ó n s t ( x ) . •" • • '••••• • ' ( 5 . 6 )
(x) ;

Jedyną funkcją a(x) spełniającą jednocześnie (5.6) oraz warunek stałej objętości (3.4) jest

a « aspt(x) == "mófcy, •• (5.7)

a więc funkcja opisująca kształt przekroju belki równomiernej wytrzymałości.
feelka równomiernej wytrzymałości (5.7) zostaje uplastyczniona zawsze jednocześnie

na całej jej długości, niezależnie od postaci funkcji czasu .0(7), (2.4), z czego wynika, że
warunek (4.8) jest spełniony dla każdego 0 < x < 1.

5.2. Minimalizacja maksymalnego przemieszczenia resztkowego. Optymalnych funkcji kształtu
a = floptC*0 przy kryterium minimalnego przemieszczenia resztkowego końca belki po-
szukiwać będziemy dla trzech przypadków liniowości:

1) liniowy rozkład momentu MQ(X), (2,3); odpowiadający obciążeniu belki dowolnie
zmienną'W' czasie siłą skupioną: mQ = 1*-k, '•'•• ' -• - : .,..-: •• ' n\\

•2) dwuliniowy (i,trójkątny") program obciążenia 6(T), .(2.4): « == 1, ,; . :- : ;..
i3) liniowa funkcja nadwyżkowa sap w równaniu fizycżnyńi (2i.i):-/» = 1. •• ••
Przyjmując liniowość jednej 'z funkcji M0(X); 6(T) lub1 kvp(ó~ ir0) będziemy pdrio-

cześnie dopuszczać nieliniowość pozostałych funkcji opisujących postawiony problem.
5.2.1. Obciążenie silą skupioną: liniowa funkcja momentu; MD(X). Podobnie jak dla problemu mini-

malizacji całkowitej energii rozproszonej, założymy wstępnie, iż obciążenie belki maksymalną
siłą skupioną spowoduje jej całkowite uplastycznienie. Krzywiznę resztkową (3.7) można

zapisać jako funkcję aTgumentu—^Ar. Funkcjonał (4.9) uzależnimy również od tego

argpinentu. Równanie Eulera-Lagrange'a zapiszemy podobnie jak dla funkcji 3, (5.4),
s k ą d : > • •.•.'••-.•.ą/i ' - . . - . I .•'•;/• •,. > ' , . r . ' , ; •• • -;..-•;:•.•':•..: • • • > • ' . • . . • : ' .. , •. . > ' - - a . , - - :..••

(1 ^ I M +mo X = 0. (5.8)

8 i±\
Podstawiając do (5.8) moment m0 = 1—X opisujący działanie siły skupionej otrzymujemy
(5.6), czyli funkcję przekroju równomiernej wytrzymałości (5.7). Podobnie jak dla kryte-
rium minimalnej energii rozproszonej, rozwiązanie optymalne w tym przypadku jest
niezależne od postaci funkcji czasu 0(7), (2.4), oraz od prawa fizycznego (2.1).

5.2.2. Dwuliniowy („trójkątny") program obciążenia 0(T). Rozważmy dwulińiówy niesymetryczny
program obciążenia 0(T), (2.4), przy dowolnym rozkładzie momentu mo(x) i potęgowym
prawie fizycznym (2.1). Krzywizna resztkowa (3.7) wyraża się wtedy zależnością:
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Kształt optymalny funkcji a(x) wyznaczymy z równania Eulera-Lagrange'a zapisanego
dla funkcjonału (4.9), skąd . •

//•fQ \ ^opt / \ "opt / ' •lJJ- 2

Jak widać, rozwiązanie optymalne aopt(x) zależy jedynie od wykładnika^ wprawie fizycz-
nym i nie zależy od lepkości materiału D. Rozwiązanie to jest także niezależne od asymetrii
cyklu obciążenia ani od czasu trwania impulsu obciążenia t2. Warto też dodać, że (5.10)
łatwo daje się uogólnić na przypadek bardziej skomplikowanego prawa fizycznego zapro-
ponowanego przez P. Perzynę [8] v

Przekrój optymalny aopt(x) określony jest wtedy następująco:

1 - :

Mnożnik Lagrange'a X występujący w rozwiązaniach (5.10), (5.12) należy wyznaczyć
z warunku stałej objętości (3.4); w szczególnym przypadku 'X — 0 otrzymujemy zawsze
(5.7), czyli kształt belki równomiernej wytrzymałości.

Przy większych obciążeniach, gdy •&1 > 1, mamy X > 0. Przy nieujeinnych wartościach
mnożnika 1 z równań (5.10), (5.12) wynika

"opt

co oznacza, że warunek uplastycznienia belki (4.8) jest spełniony dla każdego 0 < x < 1.
5.2.3. Liniowe równanie fizyczne. Wpływ nieliniowych funkcji czasu d(T) na rozwiązania

optymalne aopi(x) pokażemy dla różnych wykładników n potęgowej funkcji (2.4) oraz dla
liniowości fizycznej prawa (2.1) (p = 1). Odpowiednie podstawienia, do wzoru na krzy-
wiznę resztkową (3.11) dadzą

. DT21 Q Wo 1 n I n mo\ " i \ r< i r\
k. = — ~ Wt— i-H T-\VA — I — 1 , (p.ió)

r h [ 1 a n+l n + 1 \ a ) J
natomiast z równania Eulera-Lagrange'a dla funkcjonału (4.9) otrzymujemy

« o p t

Przy /z > 0 oraz A > 0 (5.14) daje zawsze

t - i

co oznacza, iż belka zostaje uplastyczniona dla każdego 0 ^ x ^ 1.
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Przejścia graniczne n -+ oo oraz n -»• O nie wynikają wprost z rozwiązania (5.14) i dlatego
wymagają osobnego omówienia.

Przypadek n -> oo daje zawsze kr — 0 (5.13), i wtedy, dowolny rozkład przekroju
wzdłuż osi belki jest optymalnym. Bardziej złożony jest przypadek „prostokątnego"
programu obciążenia d(T), a więc n = 0, (2.4). Z rozwiązania ogólnego (5.14) mamy
wtedy

«opt(x) = k \/mo(x)(1 - x ) , (5.15)

gdzie A3 - — = • .

2
Rozwiązanie (5.15) jest jednak błędne: z warunku stałej objętości (3.4) mamy Xz = - ${

z czego wynika, że dla # x niewiele większego od jedności oraz dla dowolnie zmiennego
momentu mo(x) naprężenie maksymalne (3.2) może być mniejsze od granicy plastyczności,
Z rozwiązania (5.15) nie otrzymujemy też ciągłego przejścia do funkcji równomiernej
wytrzymałości (5.7) (&t = 1).

Dokładniejsza analiza tego przypadku nasuwa wniosek, iż błędne rozwiązanie wynika
z tego, że czasy graniczne ta(x) i tb(x) określone są tu początkiem i końcem samego impulsu;
t„ — 0, /(, = t2 — 1, a nie zostały obliczone ze wzorów (3.8), jak to było dla poprzednio
analizowanych zadań (n > 0). Dlatego też przypadek obciążenia programem prosto-
kątnym (n = 0) należy rozważyć przy dodatkowym ograniczeniu (4.8). Zadanie to roz-
wiążemy znaną metodą Valentine'a, stosowaną często przy optymalizacji belek sprężystych
z ograniczeniami na wielkość przekroju [1]. W tym celu wprowadzimy nieujemną funkcję
ez(x), taką że

«'(*)-"«M«(*)-;1, ; (5-16)

oraz dodatkowy mnożnik Lagrange'a I, = k„(x), tak że funkcjonał (4.5) przybierze
postać

i

J = f[(l-x)kr+la + Xs(e2-san+l)]dx. (5.17)
o

Obliczając wariację funkcjonału (5.17) ze względu na poszukiwaną funkcję przekroju
a(x) oraz ze względu na niewiadomą e(x) otrzymujemy

x) j a ( W ) - 0, (5.18)

. 2^(X)«(JC) - 0. (5.19)

Równanie (5.19) prowadzi do dwóch przypadków:
1) e(x) = 0 i wtedy z (5.16) otrzymujemy omówione już wcześniej rozwiązanie (4.4),
2) Xs(x) = 0, i wówczas (5.18) daje

l- mo(x) (1 - x) = A4 ymo(x) JT-x). (5.20)

Związek (5.20), który obowiązuje dla uplastycznionej części belki, ma wprawdzie iden-
tyczną postać jak błędny wynik (5.15), jednak mnożnik A4 jest tutaj zależny od wartości
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współrzędnej x, rozgraniczającej odpowiednie strefy. Wyznaczając A4 oraz xg należy
spełnić zarówno warunek stałej objętości, w którym uwzględniono rozwiązanie (4.4),
jak również warunek transwersalności (4.6), z którego wynika ciągłość przekroju na granicy
odpowiednich rozwiązań (4.7)*\

6. Przykłady

Zależności (5.10), (5.14) na funkcję opisującą przekrój optymalny belki otrzymano
w postaci uwikłanej. Obliczenie efektywnej funkcji aopl(x) dla dowolnych wykładników p
oraz n może więc nastręczać poważne trudności, których nie da się pokonać bez pomocy
maszyny cyfrowej. Wyjątek stanowi tu przypadek liniowości fizycznej (p = 1) oraz dwu-
liniowy program obciążenia (« = 1); wzory (5.10), (5.14) dają się wtedy sprowadzić
do postaci, z której łatwo można określić funkcję optymalną przekroju dla dowolnego
rozkładu momentu mo(x):

- ^ ^ , (6.1)

gdzie Ao należy wyznaczyć z warunku stałej objętości (3.4). Wykorzystując (6.1), obliczymy
przykładowo Ao oraz odpowiednie funkcje resztkowego przemieszczenia końca belki
dla typowych przypadków obciążenia: siły skupionej, obciążenia ciągłego równomiernego
i momentu skupionego. Czwarty i ostatni przykład ilustruje metodę postępowania przy
określaniu optymalnej funkcji przekroju dla „prostokątnej" funkcji czasu 6(T), (2.4).

a) Obciążenie siłą skupioną: m0 — 1— x

aopl =]-x, (6.2)

w„p, = ws = -jj-i- ^ , (6.3)

gdzie M>opt, wtt wp oznaczają odpowiednio przemieszczenia resztkowe końca belki opty-
malnej, równomiernej wytrzymałości i pryzmatycznej. Jak już wcześniej wspomniano,
belka optymalna, przy jej obciążeniu siłą skupioną, jest belką równomiernej wytrzymałości,
a więc funkcja optymalna aBJ,X

x) n*s zależy od maksymalnej wartości impulsu obciążenia
# i ; od współczynnika ^ zależy jednak różnica pomiędzy maksymalnym ugięciem belki
optymalnej i pryzmatycznej, co pokazano na rys. 3. ;

b) Obciążenie ciągłe równomierne: m0 = (l—xY, ;

• • • • • ,

ł ) Bardziej szczegółową dyskusję obciążenia belki impulsem prostokątnym zawiera praca doktorska
E. Cegielskiego pt.: Optymalizacja konstrukcji lepkoplastycznych, Politechnika Krakowska 1981.
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Rys. 3.

16

=

DT2

DT,

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

Na rys. 4 przedstawiono odpowiednie funkcje maksymalnego ugięcia resztkowego belki
pryzmatycznej (6.9), równomiernej wytrzymałości (6.8) i optymalnej (6:7) w zależności

, . : . .••• a - i. R y s . 4 . ; • • • - • "•• • •'• ' : ; '

od parametru ^ x . Kolejny rysunek, nr 5, przedstawia funkcję przekroju a(x) belki równo-
miernej wytrzymałości oraz optymalnej dla &1 = 2,58 (źl0 = 8), a na rysunku 6 pokazano
zależność wielkości przekroju belki optymalnej w miejscu utwierdzenia od współczynnika

c) Obciążenie momentem skupionym: w0 =

. . . / (6.10)
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' Oi 0 6 08 1,0 x

- 1

w,opt
DT2

' h 1 + 1 - T T '
T , ł ^

w., = w. =
Z)T,

h

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Zależność przemieszczenia resztkowego końca belki pryzmatycznej i optymalnej od maksy-
malnej wartości parametru # x przedstawiono na rys. 7. Rysunek 8 przedstawia kształt
optymalnej funkcji przekroju aopt(x) dla wartości #j = 3,5 (Ao = 5). Jak widać, przekrój
optymalny jest równy zeru w miejscu działania momentu skupionego, z czego wynika,
że płynięcie plastyczne zostanie wywołane w tym przekroju natychmiast po przyłożeniu
obciążenia, podczas gdy dla belki pryzmatycznej (równomiernej wytrzymałości) pierwsze
odkształcenia plastyczne pojawią się jednocześnie w całej belce po pewnym czasie tx = 0.

d) Obciążenie momentem skupionym o stałej wartości m(x, t) = &t przyłożonym
nagle w przedziale czasu 0 <••* ^ t2 (n = 0). :
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1 I0,6

0,2

h dla O < x < xg,

l u j / l - x dla x , < x < l ,

" ~ 2 ( 1 - J C , ) 3 ' 2 '

2/ '

gdzie

x, =

-

dla 1 <

dla

3

1 ,

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

• • : • ' • • •

(6.18)

oznacza granicę pomiędzy poszczególnymi strefami.
Przykład przekroju optymalnego dla &t = f przedstawiono na rysunku 9, natomiast

odpowiednie funkcje przemieszczenia resztkowego końca belki pryzmatycznej (równo-
miernej wytrzymałości) i optymalnej przedstawiono graficznie na rysunku 10.
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7. Wnioski końcowe

Otrzymane w prezentowanej pracy rozwiązania optymalne nasuwają szereg wniosków,
spośród których najważniejsze są następujące:

1) optymalna funkcja kształtu dla liniowej funkcji momentu zginającego mo(x) - l-x
jest niezależna od przyjętego kryterium optymalizacji (w ujęciu dualnym);

2) przy minimalizacji energii rozproszonej rozwiązanie optymalne (kształt równo-
miernej wytrzymałości) jest niezależne od postaci równania fizycznego (2.1) i funkcji
impulsu obciążenia 6{T);

3) jeśli minimalizowane jest przemieszczenie resztkowe końca belki, wtedy:
a) wszystkie rozwiązania optymalne z wyjątkiem obciążenia siłą skupioną zależą

wyraźnie od postaci równania fizycznego (2.1) oraz funkcji czasu 0(T),
b) wszystkie rozwiązania nie zależą od czasu trwania impulsu obciążenia T2 ani od

asymetrii tego impulsu,
c) nieliniowe równanie fizyczne (2.1) wpływa na kształt optymalny głównie przez

wykładnik potęgowy p: lepkość D nie ma prawie żadnego wpływu na odpowiednie rozwią-
zania (od lepkości zależą jedynie przemieszczenia resztkowe),

d) dla dwuliniowego impulsu obciążenia można otrzymać odpowiednie rozwiązanie
dla dowolnego addytywnego równania fizycznego przy założeniu, że prędkość odkształcenia
lepkoplastycznego e"p daje się aproksymować szeregiem potęgowym (5.11),
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e) bezpośrednie przejście od rozwiązania dla potęgowej funkcji czasu 0(T) (n £ 0)
do programu prostokątnego (w = 0) nie istnieje: w celu otrzymania właściwego rozwią-
zania należy wprowadzić dodatkowy warunek ograniczający.
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nPOBJIEMBI OIITHMAJIfcHOrO *OPMHPOBAHHfl K P O H J U T E H H O B O K Bfl3K0
IUIACTIMECKOa EAJIKH nOflBEPrHYTOa UEńCTBHIO KBA3H-CTATH^ECKOK

HATPY3KH

B paSoTe paccMaTpuBaeTCH onTHMH3amra KpoHurreftHOBoH 6anKH Hfleanrao flBjraBpoBOHj non-
BeprHyioH fleHCTBuio nponopwioHajiBHO nepeineHHOHBHeniHoH Harpy3Kii P(X, T) = Pi(X)Pz(T) r«e

OTJmeTĆH CTeneHHóH (jjyHKqueH BpemeHH. HcicoMaa (byHKinro nonepeMHoro
= ADCi{X) o6ecneqHBaeT MHHHMyM pacceanoii sneprnH HJIH MMHHMyM MaKCHMajiBHoro
n p a npeanoJioJKeHHH nocioaipioro o6bejwa. AHanH3HpoBanocj. BjniHHiie Koa^d^HUHwrroB deneHHoro
3aKoHa ynpyro BHSKonjiacraqecKoro MaTepnana H BnnHime cpopiww Ksasn-cranpiecKOH nporpaMMŁi
Harpy3KH P2 = Px(T) na BHfl peaieinw.

: S u m m a r y

SOME PROBLEMS OF OPTIMAL SHAPE-DESIGN OF VISCOPLASTIC CANTILEVER BEAM
,' . . UNDER QUASI-STATIC LOADING

The paper is devoted to the shape optimization of cantilever I beam under proportional external
loading P(X, T) = Pt{X)P2(T) where Pt{X) denotes arbitrary function, of spatial variable, P2{T)^ power
function of time. Under the assumption of constant volume and criterion of minimum residual deflection
of the free end or minimum of total dissipated energy, the function of cross section A m A0Pt(X) is sought.
The analytical solution is given for linear and nonlinear law of elastic viscoplastic material; the influence
of the form of quasi-static loading program Pz(T) on the optimal function A<,ct is described.

Praca została złożona w Redakcji dnia 15 marca 1984 roku
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1. Wstęp ~

Problem rozlotu produktów detonacji (PD) był badany przez wielu autorów [1 - 6].
Omawiany jest również w licznych monografiach poświęconych fizyce wybuchu [7 -17].
Ostatnio nabrał on szczególnego znaczenia-w badaniach nad kompresją ośrodków ciągłych
do stanów ekstremalnych. W tym przypadku chodzi o napędzanie do dużej prędkości,
rzędu kilkunastu i więcej km/s, powłok lub płytek (linerów) [18 - 24] za pomocą materiałów
wybuchowych (MW).

Poza tym, przy urabianiu kopalin cylindrycznymi ładunkami wybuchowymi, górne
segmenty otworów wypełnia się obojętnymi materiałami inercyjnymi, które tworzą tzw.
przybitkę. Produkty detonacji w procesie rozprężania się są hamowane przez nią, co ma
istotny wpływ na rozkład parametrów stanu i ruchu produktów wybuchu w otworze
strzelniczym, a w konsekwencji — na masę urabianej skały. Zagadnienia te były badane
w pracach [25-28]. .. >?

W cytowanych publikacjach problem swobodnego i hamowanego rózlotu PD badano
przy założeniu, że rozprężają się one analogicznie jak gaz idealny. Do opisu zjawisk za-
chodzących za frontem detonacji stosowano iżentropę Poissona ze stałym wykładnikiem,
tj.

Q= Pni kH,= k= const,.: ; (1.1)
6H I

gdzie pH i QH oraz kH są odpowiednio wartościami ciśnienia i gęstości oraz wykładnika
izentropy w punkcie Jougueta, natomiast p i g oznaczają odpowiednio ciśnienie i gęstość
PD w strefie rozrzedzenia.

Aproksymacja procesu rozprężania się PD równaniem Poissona (1.1) pozwoliła skon-
struować zamknięte rozwiązanie wielu zagadnień granicznych gazodynamiki wybuchu.
Jest to zaleta tego modelu. Natomiast jego wadą jest duża rozbieżność, szczególnie w koń-
cowej fazie procesu rozprężania się PD, między równaniem (1.1) a eksperymentalnymi
izentropami PD. Wynika to z faktu, że w rzeczywistym procesie rozprężania się PD wy-
kładnik izentropy jest funkcją gęstości. W zależności od rodzaju MW może zmieniać się
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w przedziale 1 < k < 3,5. Przykładowe zmiany wykładnika izentropy PD dla heksogenu
oraz dla mieszaniny trotyl /heksogen 36/ 64 pokazujemy na rys. 1 (linie ciągle). Z wykresów
tych wynika wniosek, że aproksymacja procesu rozprężania PD równaniem Poissona
obarczona jest dużym błędem.

Można go częściowo zredukować, aproksymując doświadczalną izentropę PD krzywą
złożoną z dwóch segmentów opisanych równaniami typu (1.1). Wykładnik k w równaniu
(1.1), przy przejściu z jednego segmentu na drugi, zmienia się w sposób skokowy (linie

heksogen

\ trotyl 36
'-"" heksogen 6i2-

1

V 9/O.H

Rys. 1.

przerywane na rys. 1). Konsekwencją tego faktu jest skokowa zmiana prędkości dźwięku
na styku dwóch segmentów, natomiast ciśnienie, gęstość i prędkość przepływu PD zacho-
wują ciągłość.

Mimo skokowej zmiany prędkości propagacji zaburzeń taka aproksymacja dość
dobrze przybliża rzeczywistość oraz umożliwia konstrukcję zamkniętych rozwiązań
zagadnień dynamicznych fizyki wybuchu. Mając to na uwadze, zastosujemy dwusegmen-
towy model krzywej p—Q do opisu procesu rozprężania się PD za frontem detonacji MW.
W rozważaniach uwzględniamy oddziaływanie atmosfery na ruch produktów detonacji.

Praca składa się z pięciu rozdziałów. We wstępie dokonujemy krótkiego przeglądu
literatury oraz omawiamy dwa równania izentrop PD. W rozdziale drugim kompletujemy
równania opisujące ruch PD za frontem detonacji, a w trzecim rozwiązujemy badany
problem dla izentropy Poissona ze stałym wykładnikiem k. Rozdział czwarty zawiera
rozwiązanie dla izentropy dwusegmentowej ze skokową zmianą wykładnika k. Pracę
kończymy przykładem zamieszczonym w rozdziale piątym.

2. Sformułowanie problemu <

Niech prawą półprzestrzeń wypełnia skondensowany (stały lub ciekły) materiał wybu-
chowy. Może ją wypełniać również gazowa lub aerozolowa mieszanina wybuchowa. Z pół-
przestrzenią tą kontaktuje nieruchome powietrze o następujących, początkowych para-
metrach stanu: ciśnienie—p0, gęstość — go, temperatura— To i wykładnik izentropy —
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y. Prędkość detonacji MW oznaczymy przez d. Ponadto założymy, że detonacja inicjowana
jest jednocześnie na całej swobodnej płaszczyźnie półprzestrzeni wypełnionej MW. Wów-
czas ruch badanego układu wymuszony detonacją MW jest płaski.

Zgodnie z klasyczną, hydrodynamiczną teorią detonacji [7-9], w przedstawionym
układzie wytworzy się system fal złożony z fali detonacyjnej, fali rozrzedzenia i fali ude-
rzeniowej. Będziemy zatem badać płaski, niestacjonarny ruch niejednorodnego ośrodka
gazowego ze słabymi i silnymi nieciągłościami oraz z nieciągłością kontaktową (styk
produktów wybuchu z powietrzem).

W obszarach, w których przepływ ośrodka jest ciągły (fale rozrzedzenia), jego ruchem
rządzą równania różniczkowe o następującej postaci:

Selt.tt = "P,r

Qe=Q(\+U,r)
 ( 2 J )

gdzie r jest współrzędną Lagrange'a, a t oznacza czas, natomiast symbole/), o i u oznaczają
odpowiednio: ciśnienie, gęstość i przemieszczenie ośrodka.

Zgodnie z zapowiedzią zawartą w poprzednim rozdziale, równania (2,1) uzupełniamy
dwusegmentową izentropą o następującej postaci:

JL) jeśli p ̂  px, Q ̂  QK

(2.2)
J L _ ( J L jeśli pK^p^p p śp^p
PH \eal ' K B> K-* ^QB

przy czym od punktu Jougueta do punktu K wykładnik izentropy n = kH = const, nato-
miast dla p < pK przyjmujemy m < n. Dla klasycznych MW można przyjąć m = 1,25
oraz n = 3. Wielkości />K i (?K określamy z równań [8]:

PH _ I ^ g 1

/ 1 1 \

gdzie g jest ciepłem wybuchu MW.
Na frontach fal silnych nieciągłości (fale uderzeniowa i detonacyjna) równania różnicz-

kowe (2.1) tracą sens. W ich miejsce, zgodnie z prawami zachowania masy, pędu i energii
oraz warunkiem Jougueta [7-9] mamy:

— na froncie fali detonacyjnej

(l+U,r)H = -^ = ~-[, PB = -j~

— na froncie fali uderzeniowej

Pu~Po = (b—vo)(vu—vo)Qo

(b~vu)Qu = (b—VO)QO,

,(-Ł--
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gdzie b, c i d oraz v odpowiednio oznaczają prędkości propagacji: fali uderzeniowej w po-
wietrzu, dźwięku w gazach powybuchowych i fali detonacyjnej w MW, oraz prędkość
przemieszczania się (przepływu) ośrodka; e jest energią wewnętrzną odniesioną do jednostki
masy powietrza. Indeksami ii i o oznaczyliśmy odpowiednio parametry powietrza aa
froncie i przed frontem fali uderzeniowej. ;

Pozostałe warunki graniczne będziemy identyfikować w trakcie rozwiązywania kon-
kretnych zagadnień granicznych w poszczególnych obszarach płaszczyzny r, t.

Przejdziemy obecnie do konstrukcji rozwiązania sformułowanego problemu. W pierw-
szej kolejności rozpatrzymy przypadek, kiedy wykładnik izentropy jest stały {ktl — k =
= const). W ten sposób uzyskamy tło porównawcze dla rozwiązania problemu podanego
w tytule pracy.

3. Rozwiązanie problemu dla k — const

Falowy obraz rozwiązania dla tego przypadku przyjmuje postać pokazaną na rys. 2.
Zgodnie z hydrodynamiczną teorią detonacji normalnej [7, 8], w rozpatrywanym przy-
padku, kontaktujące z MW powietrze nie oddziałuje na przebieg procesu detonacji. Dlatego
front fali detonacyjnej, niezależnie od warunków brzegowych, propaguje się z prędkością

(3.1)

Rys. 2.

Prędkość d determinowana jest przez fizykochemiczne właściwości MW. Za frontem fali
detonacyjnej r = dt zachodzi izentropowy proces rozprężania się nagrzanych do wysokiej
temperatury (rzędu kilku tysięcy stopni Kelvina) produktów wybuchu. Tworzy się pęk
prostoliniowych, rozbieżnych charakterystyk o dodatnich współczynnikach kierunkowych.
Wśród tego pęku prostych wyróżnia się charakterystyka o równaniu

(3.2) r = a*t,

wzdłuż której następuje całkowite wyhamowanie PD (v = 0). Od tej charakterystyki
poczynając, gazy powybuchowe poruszają się w przeciwnym kierunku w stosunku do
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frontu detonacji. Proces dekompresji PD kończy się na charakterystyce granicznej:

(3.3) T = a„t.

Ruchoma grauica PD (nieciągłość kontaktowa OK — granica kontaktu półprzestrzeni
MW z powietrzem) spełnia rolę płaskiego tłoka, który porusza się ze stałą prędkością
i generuje w powietrzu front fali uderzeniowej o równaniu

(3.4) r = -\b\t,

gdzie b jest prędkością propagacji frontu stacjonarnej fali uderzeniowej.
Przedstawiony jakościowy opis zjawiska w ujęciu analitycznym kształtuje się w nastę-

pujący sposób.
Procesem rozprężania się PD za frontem detonacji rządzą równania (2.1) uzupełnione

równaniem izentropy (2.2), która dla przypadku k = const ma postać:

W badanym problemie równania (2.1) wygodnie jest zastąpić następującymi związkami:

du,t •» ±a(u,r)du,r, (3.6)

które są spełnione wzdłuż charakterystyk

dr «= ±a(u,r)dt, (3.7)

gdzie a(uif) jest prędkością propagacji małych zaburzeń w PD. W opisie Lagrange'a,
dla badanego przypadku płaskiego przepływu, wyraża się ona wzorem:

Po podstawieniu funkcji (3.8) do związków (3.6) i scałkowaniu otrzymujemy:

fc-i k-i
;(i+«>r) 2 _ ( i + « t r ) ; 2] =

- 1 -~
2 -

gdzie indeksem p oznaczono wartości początkowe odpowiednich wielkości. W rozpatry-
wanym przypadku będą to wartości parametrów na froncie fali detonacyjnej, tj:

Przejdziemy obecnie do rozwiązania zagadnień granicznych w poszczególnych obsza-
rach płaszczyzny /•, t. Parametry stanu i ruchu w obszarach będziemy oznaczać dolnym
indeksem liczbowym zgodnym z numerem danego obszaru.

4 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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O b s z a r I.
Z równania pęku charakterystyk

i

wynika, że:

k+l

3 in
3 - U )

Podstawiając (3.11) do (2.1), otrzymamy:

Dalej z równania izentropy (3.5) po wykorzystaniu wyrażeń (2.4) mamy:

Z kolei podstawiając wyrażenia (3.10) i (3.11) do równania (3.9) (ze znakiem +),
po przekształceniach otrzymujemy:

^^^P] (3.H,
Poza tym, wzdłuż charakterystyki (3.2), na której vt = 0, mamy:

Ł i 1

( )

Stąd po wykorzystaniu zależności (2.4) i dokonaniu przekształceń uzyskujemy następujący
wzór:

Ar+l

• ( 3 - b )

Z kolei po podstawieniu wyrażenia (3.15) do wzoru (3.8) otrzymujemy:

Pozostałe parametry stanu na charakterystyce r = a*tx zgodnie z wyprowadzonymi
wzorami (3.12) i (3.13) oraz (3.16), przyjmują postać:

2 k+l
* _ k+l la*\k+i _ 9 / ^ + M * : r i

» fe+1 ( 3 - l ? )
i /fl*U+i « i /fc+i U-i ,2
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O b s z a r y II i III.
W pierwszej kolejności przekształcimy wyrażenia na froncie fali uderzeniowej (2.5).

Zgodnie z termodynamiką gazu politropowego, jego wewnętrzną energię właściwą można
wyrazić wzorem:

Z kolei podstawiając wyrażenie (3.18) do związku (2.5)3 (indeks u zastępujemy indeksem 3),
po przekształceniach otrzymamy:

M = (r+1)P3+(r-i)jPo l u b _p3_ =

" i) ""
Jest to analityczna postać adiabaty uderzeniowej dla gazu politropowego.

Związki na froncie fali uderzeniowej (2.5), po wykorzystaniu wzorów (3.19) można
zredukować do następującej (wygodnej dla inżynierskich zastosowań) postaci:

L /i fl°
b y + \ \

/ al\Ps-Po \

~>? ^f (3.20,
t _ _ " O

S3

a0 =

Obecnie przejdziemy do rozwiązania problemu w obszarach II i III. Zgodnie z teorią
rozpadu dowolnej nieciągłości [9] parametry stanu i ruchu zachowują tutaj stałe wartości.
Z ciągłości ciśnienia i prędkości na granicy ośrodków OK wynika, że

Pi = Ps = P„ = const,
v2 = v3 = vg — const.

Z równości (3.21), po wykorzystaniu (3.13) i (3.14) oraz (3.3) i (3.20), otrzymujemy:
2k

1 / aa U+i , / ly b2 y—l

(3.22)
»

0 " fc-1
Dalej z równości (3.22)x wynika, że

2ft

± \ y + 1 J s ^ l / a« \ m + i^-Ll T (3 23)\ /

Z kolei podstawiając wyrażenie (3.23) do równości (3.22)2 otrzymujemy przestępne
równanie na wielkość ag/d w następującej postaci

D jit J

J L ( 3 . 2 4 )
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dla k i= 1 oraz

dla k = 1, gdzie

l n A g m _ 0 > 5 -

2) 7-1 -

a0

(3.25)

(3.26)

Równania (3.24) i (3.25) mają po jednym pierwiastku rzeczywistym A*. Wynika to
bezpośrednio z rys. 3, na którym przedstawiono w jakościowy sposób zmianę lewych
L(Ag) i prawych P(Ag) stron równań (3.24) — rys. 3a, i (3.25) — rys, 3b w funkcji zmien-
nej Ag. ;

Dla skondensowanych (stałych i ciekłych) materiałów wybuchowych wartość iloczynu
coD - Qed

zloaal jest dużo większa od jedności (wD ~ 10 5 -10 6 ). Na przykład dla tetrylu

al

D
k-1

"0,51;

,. R y s . . 3 . . ' : • ... .."., • . ,.,

(Qe = 1680 kg/rn3, d = 7500 m/s) jest a>D = 672688,75, a dla trotylu usypowego (ge =
= 800 kg/m3, d = 4340 m/s) mamy: coD = 107263,5. Mając to na uwadze, po pominięciu
we wzorach (3.24) i (3.25) wielkości małych wyższego rzędu, otrzymujemy uproszczone
równania przestępne na parametr Ag w następującej postaci:

2coD
kz-l fc-1

-.

dla k j= 1 oraz

lnAg = - 0 . 5 -
y+

(3.27)

(3.28)

dla k = 1.
Ze wzoru (3.27) dla całkowitych wartości wykładnika k = 2 i k = 3 odpowiednio

otrzymujemy:

_
2coZ)

(3.29)

dla k — 2 oraz
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dla k = 3, gdzie
3 r , ^ D D D

(3.31)

Jednoznaczne określenie wartości parametru y4* rozwiązuje badany problem. I tak
w obszarach II i III, zgodnie ze wzorami (3.19) i (3.21 -~3.23), mamy:

y + 1 B

y+l coD

gdzie:

y-1 1/2

(3.32)

|_2(/c+l) •—;*• ' 2y

Tym samym problem został rozwiązany w zamkniętej postaci dla k = const.

(3.33)

4. Rozwiązanie problemu dla k # const

Falowy obraz procesu rozprężania się PD według krzywej p-Q opisanej wzorami
(2.2) przyjmuje postać pokazaną na rys. 4. Początkowa faza rozlotu PD przebiega iden-
tycznie jak w przypadku opisanym w poprzednim rozdziale. Z chwilą gdy parametry
stanu p i Q osiągną wartości pk i Qk, następuje skokowa zmiana wykładnika izentropy
z k — n na k = m < n. Powoduje to skokową zmianę wartości prędkości propagacji

1 t

Rys. 4.
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zaburzeń z a = a„ na a = a„, < a„. W związku z tym na płaszczyźnie r, t powstaje klinowy
obszar II zawarty między charakterystykami r = a„t i r = amt, w którym parametry stanu
/7 i g oraz prędkość przemieszczania się gazów v zachowują stałe wartości. Po upływie
czasu At — rjam-rja„ następuje dalszy proces dekompresji PD według drugiego segmentu
krzywej (2.2). Przebieg tego procesu jest analogiczny do przypadku opisanego w rozdziale
trzecim.

Przedstawiony jakościowy opis zjawiska rozlotu PD z uwzględnieniem skokowej
zmiany wykładnika izentropy k, w ujęciu analitycznym kształtuje się w następujący spo-
sób.

O b s z a r I.
Wykorzystując rozwiązanie dla k = const (wzory (3.12) - (3.14)) otrzymujemy:

2«

. n + l i r Wi
•'>-—[li] 5°>

d

O b s z a r II.
Parametry w tym obszarze zachowują stałe wartości i odpowiednio wynoszą:

Pi(r, t) = pK = const,

£>2('% 0 = QK = const,
(4.2)

gdzie:

«» = 1 / " " — (4-3)
Qe Be.

Wartości parametrów pK i oK określamy ze wzorów (2.3).
O b s z a r III.
Wykorzystując wyrażenie (3.8), równanie (2.1)2, równanie pęku charakterystyk r —

= a3t oraz związek na dodatniej charakterystyce (3.9), po prostych przekształceniach
otrzymujemy:

r lm+1

)

(4.4)
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gdzie:

O b s z a r y IV i V.
W obszarach IV i V, zgodnie z teorią rozpadu dowolnej nieciągłości, parametry stanu

i ruchu PD oraz powietrza zachowują stałe wartości. Dalej z ciągłości ciśnienia i prędkości
ruchu gazów wynika, że

p 4 = Ps = Pg = const,
(4.6)vĄ = ys = vg -— const, v

gdzie zgodnie ze wzorami (4.4)i i (4.4)3 mamy:

—fe)\ —

*-. (4.7)

m

Z drugiej strony, ze wzorów na froncie fali uderzeniowej (3.20) wynika, że:

„ _ „ / 2r b' r~<\

Ze wzorów (4.7)t i (4.8)! otrzymujemy wyrażenie na prędkość propagacji frontu fali
uderzeniowej w następującej postaci:

«o \lPo \amf y+l J 2y \

W celu wyprowadzenia wzoru na stosunek prędkości ag\am wprowadzimy następujące
wielkości bezwymiarowe:

i
a„ \m+i

(4.10)

Wówczas ze wzorów (4.7)2) (4.8)2 i (4.9) otrzymujemy
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W przypadku gdy PKAjm ;j> 1, równanie przestępne (4.11) można uprościć do postaci:

m — l " k ~ \ y(y +1) °' ' '

Podobnie jak dla k = const (rozdział 3), równania przestępne (4.11) i (4.12) mają po
jednym pierwiastku rzeczywistym A*. Obliczamy je znanymi metodami numerycznymi.

Mając określony pierwiastek 4*, pozostałe wielkości w obszarach IV i V obliczamy
z następujących wzorów:

Q$~ 2+(y-l)B2

gdzie

Tym samym problem został rozwiązany. Przejdziemy obecnie do przykładu liczbowego.

5. Przykład

Rozpatrzymy MW w postaci mieszaniny trotyl/heksogen 36/64 o następujących
parametrach

Qe = 1717 kg/m3; d - 7980 rn/s; pH = 29 500 MPa,

QB = 2351 kg/m3; vH = 6,524a0; ka m 2,71; Q = 1350 kcal/kg.

Poza tym dla powietrza w warunkach normalnych mamy:

go = 1,29 kg/m3; a0 = 330 m/s; y = 1,4.

Wykorzystując te wartości liczbowe parametrów oraz wyprowadzone w rozdziałach 3
i 4 wzory otrzymujemy:

— dla k = kH = const

D m 24,2, w = 32186,

A* = 0,269, a* = 10,623a0,
B= -14,374, a3 =

p$ = 88435^0, P* =

P2 = P3 = PQ = 240,9p0, »f = 0,

Q2 - 131,9g0, g3' = 5,9
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r̂ - dla k # const, n = kH = 2,71; m••= 1,25

. D = 24,2,
^ * = 0,203,

B = -23,684,
<:(,„ = 3,842a0,
pf = 88435p0,
J>2 = p A - = 35232p0,
i?2 = ^x = 831,2^0,

m = 3 2 1 8 6 ,
fl* = 10,623fl0,
ag = 0,106ao,
a„ = 5,653fl0,

P+ = i>5 = Pg = 6 5 4 s 2 p 0 ,

g 4 = 34,3(?O,'••

;

Vi = vK = -3,572a O ) W4 •= vs =?= W9 = -19,752<v
Z uzyskanych wyników liczbowych można wnioskować, że model że skokowo zinien-

nym wykładnikiem k daje istotne zmiany w rozkładzie pola prędkości ruchu wstecznego
PD i powietrza (rys. 5). Zmienia się również istotnie. prędkość propagacji frontu fali

• ••"•••'• ' "••'••' - ' • R y s . 5 . •

uderzeniowej w powietrzu (parametr B). Zmiany te powodowane śą wzrostem prężności
PD przy malejącym wykładniku k.

Pozostałe wielkości zmieniają swoje wartości o kilka procent i można ich nie uwzględ-
niać w obliczeniach inżynierskich.
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P e 3 io m e , , . - . . '

IIJIOCKHH PA3JIET nPOflyKTOB JJETOHALU'IH CO CKAMKOOBPA3HO
H3MEHflromHMOI ITOKA3ATEJIEM H33HTP0IILI

Peinena HBHHM o6pa3oM npo6jieiwa pa3Jieia raaoBbix npoflyKTOB IMOCKOH fleTOHairrai c yntiam
ci<aHKoo6pa3Horo H3iweHeHHS 3HaMeHnn noKa3aiejiH H33HTponw k. Y^rteHa TOJKC ptaioiHH aTinoc(bepHoro
BO3flyxa, oKpywaiomero B3pbiBMaToe BemecTBo. BwBeneHbi śaMKHyTbie (bopMyjiH win napaMeTpoB
COCTOHHHH H flBH>KeHHH paCUIHpHIOmHXCJI B3pbIBHbIX ra3OB.

3 T H fjjopiwyjibi MOMKHO npHMeHHTt B HHM<eHepa-coił npaKTHKe, HanpHMep npn oi<eHKe BJKMHHH
3a6oiiKH Ha HiwrryjibC naBJieiniH BSPLIBHLIX ra3OB B ipircuHflpiPiecKOM iunype. Omt no3BOJimoT

ocBo6o»<fleHHoft H3 B3pbiBUaToro BemeciBa npn B3pbiBaHHH 6e3
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S u m m a r y

PLANE EXPANSION OF DETONATION PRODUCTS WITH STEP-WARIABLE ISENTROPIC
EXPONENT

The problem has been solved explicitly of the expansion of gaseous products of the plane detonation,
on consideration of jump-variations in the value of the isentropic exponent k. The reaction of the atmospheric
air that surrounds the explosive has also been taken into account. Closed-form formulae have been derived
for the parameters of state and motion of the expanding posUexplosion gases.

These formulae can be applied in engineering practice, for instance, when assessing the effect of tamping
upon the pressure-pulse of the post-explosion gases in a cylindrical shot-hole. They also permit the losses
to be assessed of energy released from the explosive while blasting with no tamping.

Praca została złożona w Redakcji dnia 29 lutego 1984 roku
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METODA GÓRNEJ OCENY W ZASTOSOWANIU DO DWUOTWOROWEGO
WYCISKANIA METALI

ROMANA ŚLIWA

JÓZEF ZASADZIŃSKI (KRAKÓW) :

AGH

Wprowadzenie

Zastosowanie w wyciskaniu matryc wielootworowych ma duże praktyczne znaczenie.
Znajomość charakteru płynięcia metalu w takim procesie w powiązaniu z rozmieszczeniem
otworów na powierzchni czynnej matrycy stwarza możliwość określenia właściwych
parametrów wyciskania i daje podstawę do poprawnego konstruowania matryc. Zagadnie-
nie nabiera tym większej wagi, że w dotychczasowej praktyce konstruowania matryc
wielootworowych głównym kryterium decydującym o rozstawie otworów jest kryterium
wytrzymałościowe projektowanej matrycy.

Tyle uwagi poświęca się poszukiwaniu optymalnego położenia otworów w matrycy,
ponieważ oprócz tarcia i własności materiału oddziaływanie parametrów geometrycznych
na charakter płynięcia metalu jest pierwszorzędne.

Szczególnym przypadkiem matrycy wielootworowej jest matryca dwuotworowa. Wpływ
geometrii matrycy na płynięcie metalu'w przedstawionej pracy jest śledzony na podstawie
analizy płynięcia podczas wyciskania przy możliwych zmiennych parametrach geometrycz-
nych takiej matrycy, tj. rozstawu otworów i ich wielkości. Próba analitycznej weryfikacji
modelu płynięcia, uzyskanego na podstawie szczegółowych informacji o rozkładzie pręd-
kości cząstek w strefie odkształcenia (metodą wizjoplastyczności), może być dokonana
drogą graficznego rozwiązania bloków poślizgowych i zastosowania w oparciu o nie
metody górnej oceny.

Badania modelowe płynięcia metalu podczas wyciskania przez matryce dwuotworowe

Badania przeprowadzono na specjalnie zbudowanym stanowisku badawczym (rys. 1).
Współbieżnie wyciskano ołów w gat. Pbl z zastosowaniem kompletu matryc odpowiednio
zróżnicowanych pod względem wielkości otworów i ich rozstawu (rys. 2). Dla uzyskania
dokładnych informacji o charakterze płynięcia metalu badano płynięcie w trzech płasz-



•w

, • / .

1
_id

Rys. 1. Schemat stanowiska badawczego: 1 — głowica do pomiaru siły całkowitej wyciskania, 2 — stempel,
3— pojemnik, 4— przetloczka, 5 — matryca, 6 — wlewek, 7—głowica pierścieniowa do pomiaru siły

pochodzącej od tarcia wlewka o pojemnik, 8 — podkładka I pod matrycę, 9 — podkładka If

i
Ii

Średnica otworów w matrycy (mm)

M2

D

d *3,45
(A =3.75)

• • " . . .

Rys. 2. Komplet matryc dwiiotworowych wykorzystanych w badaniach modelowych •

[4141
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czyznach podziału wlewka (rys. 3) — schemat pokazuje sposób usytuowania płaszczyzny
podziału wlewka względem otworów w matrycy. Na płaszczyznę podziału naniesiono
siatki: prostokątne dla płaszczyzny A i B i promieniowo-kołowe dla typu C (rys. 4). Sko-
kowo wyciskano wlewek z rejestrowaniem kolejno odkształconej siatki i wytrawionej
makrostruktury na płaszczyźnie podziału wlewka. Przykładowe obrazy odkształconej
siatki w płaszczyźnie A, B oraz C pokazują rys. 5, 6, 7 (A = 12,5 — maksymalny rozstaw
otworów). '

Zastosowana metoda wizjoplastyczności umożliwiła wyznaczenie względnych prędkości
cząstek drogą pomiaru ich przemieszczeń i uzyskanie rozkładów prędkości cząstek w płasz-
czyznach podziału wlewka. Wyniki przedstawiono w postaci wykresów zależności

prądkość cząstki V
prędkość stempla

Rys. 3. Schemat usytuowania płaszczyzn A, B, C podziału wlewka

a) b)

Rys. 4. Siatki nanoszone na powierzchnię podziału wlewka; a) dla płaszczyzn A, B, b) dla płaszczyzny C



Rys. 5. Obraz odkształconej siatki i makrostruktury w płaszczyźnie A (źl = 12,5; rozstaw otworów maksy-
malny); a) siatka, b) makrostruktura

Rys. 6. Obraz odkształconej siatki i makrostruktura w płaszczyźnie B (k = 12,5; rozstaw otworów maksy-
:•..- , malny); a) siatka, b) makrostruktura

[416]



Rys. 7. Obraz odkształconej siatki w płaszczyźnie C (jeden z krążków składowych wlewka w 3 widokach;
X = 12,5; rozstaw maksymalny)

a)

0 5 10 15 20 25 30 35
z(rpm)

W 20 30
zlmm)

Rys. 8. Zależność: a) — = f{z,r)\ dla A — 12,5; rozstaw otworów maksymalny, b) 6 - f(s, r„)
v0

5 Mech. Tcoret. i Stos. 3-4/85 [417]
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i kąta nachylenia kierunku prędkości V do osi z (osi wyciskania)
6=f(z,r„).

Przykładowo zależności te pokazano dla jednego przypadku (rys. 8). W analizie i ocenie
płynięcia podczas wyciskania przez matryce dwuotworowe o różnych rozstawach otworów
i różnych współczynnikach wydłużenia I wzięto pod uwagę: stopień jednorodności pola
prędkości, maksymalne prędkości wypływu prasówki oraz. strefę martwą.

Górna ocena

Rozwiązanie graficzne bloków poślizgowych może posłużyć do oceny kierunku i war-
tości prędkości względnych. Górna ocena wynika z tego rozwiązania i służy do oszaco-
wania parametrów siłowych. W metodzie górnej oceny przyjmuje się, że

E < k[fydv+f ś j ru

gdzie k — naprężenie uplastyczniające na ścinanie, y — maksymalna prędkość odkształ-
cenia plastycznego w elementarnej objętości dv, ś — prędkość poślizgu na powierzchniach
nieciągłości prędkości, E — średnia wielkość mocy.

Dla bloków poślizgowych sztywno-plastycznego materiału przyjmuje się, że y = 0.
Stąd na powierzchni o długości H z jednostkową szerokością i przy jednostkowej prędkości
stempla, przy założeniu procesu beztarciowego, energia według górnej oceny może być
wyrażona przez:

n

[jj] (2)
gdzie p — średni nacisk stempla, n — liczba powierzchni nieciągłości prędkości (krawędzi
bloków poślizgowych), s — długość powierzchni nieciągłości prędkości (z jednostkową
szerokością).
Jeżeli uwzględni się współczynnik tarcia / na powierzchniach błoków, to równanie jest
postaci (wg Kudo [2]):

2Ą (3)
" '!' / .

Górna ocena w rozwiązaniach teoretycznych stosowana jest do zagadnień płaskiego
odkształcenia przy założeniu, że:

1) materiał jest idealnie sztywno-plastyczny, nie ma więc odkształceniowego umocnie-
nia,

2) nie uwzględnia się wpływu prędkości odkształcenia.
Teorię górnej oceny można zastosować wg Yanga [3] do trójwymiarowych zagadnień

przy tych samych założeniach. Równania (1) i (2) mogą być zastosowane do cylindrycznego
problemu, jeśli wielkość H zastąpi się średnicą stempla D, naprężenie uplastyczniające na
ścianie k przez naprężenie uplastyczniające 2k, wyznaczone przy rozciąganiu bądź ściskaniu.
Stąd

• , • pD~2k[£si].. (4)
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Na bazie rozwiązania graficznego Johnsona [1] oprócz znalezienia wartości stosunku
p

— - można wyznaczyć przybliżone kierunki wypływu prasówki z matrycy i oszacować

V
wartość prędkości względnej .

Przyjmowanie bloków poślizgowych może odbywać się na podstawie obrazu odkształ-
conej siatki [4]. Dla matrycy dwuotworowej sposób przyjmowania bloków poślizgowych

Rys. 9. Model płynięcia podczas wyciskania współbieżnego z użyciem matrycy dwuotworowej; Z — 12,5

przedstawiono na rys. 9. Przyjęcie mechanizmu płynięcia w postaci sztywnych bloków
poślizgowych jest w przedstawianym przypadku oczywiście dużym uproszczeniem (zwłasz-
cza wobec braku osiowej symetrii). Jednakże wyniki tej metody służą właściwie do szacun-
kowej oceny (tu: kierunku i wartości prędkości względnych), mają dobrą zgodność z rze-
czywistością, wobec czego metoda ze swą prostotą i małą pracochłonnością może być
bardzo przydatna przy wstępnych opracowaniach procesu technologicznego.

Rozwiązanie graficzne bloków poślizgowych dla matrycy dwuotworowej

Dane; kąty strefy martwej a i /?; rozstaw otworów /, średnica otworów d, średnica po-
jemnika D, przyjęta prędkość stempla „ 1 " (rys. 10).

Wielkość kątów K i /3 zależnych od rozstawu otworów / i ich średnic d oraz wielkości
strefy odkształcenia głównego h wpływa na kształt bloków poślizgowych. Wynikający
z tych danych kąt <p charakteryzuje płynięcie materiału. Im większy jest ten kąt, tym
kierunek prędkości końcowej (prędkości wychodzącej prasówki z matrycy) bardziej odstaje
od kierunku stempla vQ.

Oczywiście z punktu widzenia dobrej jakości wyrobu rzeczą korzystną jest, by w miarę
możliwości kierunki v0 i vk pokrywały się. Związane to jest z problemem pękania wycho-
dzącej prasówki w wyniku różnic prędkości cząstek na przekroju poprzecznym wyrobu,
a szczególnie na obwodzie. Różnice prędkości powodują pojawienie się naprężeń rozcią-
gających, a w konsekwencji pęknięć.

Wynika to również z różnej konfiguracji powierzchni strefy martwej, zależnie od roz-
stawu otworów i współczynnika wydłużenia X (rys. 11). Obszar, wielkość i rodzaj pęknięć
powierzchniowych zależne są od rpzstawu otworów, co stwierdzono doświadczalnie [6]



b)

Rys. 10. Schemat wyciskania dwóch prętów z liniami nieciągłości prędkości; a) bloki poślizgowe, b) odpo-
wiadający założonym blokom poślizgowym hodograf prędkości

! I I

Rys, 11. Konfiguracja powierzchni strefy martwej podczas wyciskania dwuotworowego A = 12,5; a)
rozstaw maksymalny [6], b) rozstaw minimalny

[420]
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(rys. 12). Pozwala to przewidzieć rozstaw otworów, przy którym można uzyskać maksy-
malną prędkość wypływu prasówki bez pęknięć powierzchniowych.

Metoda górnej oceny dla problemu trójwymiarowego oparta na przedstawionym
graficznie rozwiązaniu prowadzi do oceny wpływu wielkości otworów i ich położenia na

P P
powierzchni matrycy na wielkość stosunku —y-. Minimalne wartości -ry- = /(/) dla danego

2.K- Z/i

l określi najkorzystniejszy rozstaw otworów. Zależność ta dla różnych I pozwoli na
oszacowanie wpływu X na parametry siłowe procesu.

a)

obszar potencjalnego
pękania powierzchnio-
wego

Rys. 12. Obszar potencjalnego pękania prasówki przy różnych rozstawach otworów: a) rozstaw duży [7]
b) rozstaw ma)y

VI _J

Rys. 13. Bloki poślizgowe i odpowiadające im hodografy prędkości dla matryc Ml, M2, M3
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Dla przedstawionych przypadków wyciskania dwuotworowego zastosowano tę metodę
rozwiązania. Graficzne rozwiązanie bloków poślizgowych przedstawiają hodografy pręd-
kości dla wszystkich przypadków (rys. 13,; 14, 15). Wyznaczony kierunek prędkości koń-
cowej vk ma odpowiednik w wynikach eksperymentu (rys. 16).

Wykorzystując pomiary bloków poślizgowych zastosowano metodę górnej oceny.
P

Wyniki przedstawia wykres zależności »;-=./(/) dla różnych X (rys. 17). Wyznaczona
stąd wielkość siły wyciskania dla poszczególnych przypadków ujęta jest w wykresie Pc =
= /(/) z rys. 18. Minimum siły wyciskania wyznacza optymalny rozstaw otworów.

Dokonany w doświadczeniu pomiar wielkości siły wyciskania podczas serii odpowied-
nich badań przedstawiono graficznie na rys. 19a, b, c.

Rys. 14. Bloki poślizgowe i odpowiadające im hodografy prędkości dla matryc M4, M5, M6

\

- % • •

9m

Rys. 15. Bloki poślizgowe i odpowiadające im hodografy prędkości dla matryc M7, M8, M9



Rys. 16. Zakrzywienie prasówki w zależności od rozstawu otworów A = 12,5; a) rozstaw duży,
b) rozstaw mały

10 20 30 40 50
rozstaw otworów I (mm)

Rys. 17. Zależność — = / ( / )
2k

f423)
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Rys. 18. Zależaość Pc=f(J)
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10 20 30 W
rozstaw otworów 1 (mm I

Rys. 19. Zależność sił P„ i 7ir od rozstawu otworów i współczynnika wydfużenia A; a) wlewki dzielone
w płaszczyźnie A, b) wlewki dzielone w płaszczyźnie B, c) wlewki dzielone w płaszczyźnie C

Analiza i wnioski

Dążenie do jednorodności własności na przekroju prasówki poprzez ujednoradnianie
pola prędkości, to między innymi dążenie do prostoliniowości wyrobu, czyli pokrycia
kierunku prędkości końcowej vk (prędkości wypływu prasówki) z kierunkiem prędkości
stempla w rozstawie optymalnym.

Wyznaczone z hodografów prędkości, kierunki prędkości wychodzącej prasówki
wykazują dobrą zgodność z wynikami doświadczenia. (vk na rys. 13, 14, 15 i kierunek
zakrzywienia na zdjęciach z rys. 16. Kierunek odchylenia vk na hodografie prędkości
odpowiada kierunkowi zakrzywienia prasówki w eksperymencie).

Otrzymane na bazie tego rozwiązania warunki siłowe procesu metodą górnej oceny
są stosunkowo dobre, zgodne z rezultatami eksperymentu. Charakter zmienności tych
parametrów odpowiada stanowi rzeczywistemu. Mimo bardzo uproszczonych przyjętych
bloków poślizgowych i przy założeniu procesu beztarciowego, metoda daje dobre wyniki.

W podsumowaniu należy podkreślić, że wobec zasadniczego oddziaływania parametrów
geometrycznych na charakter płynięcia metalu (oprócz tarcia i własności) celową rzeczą
jest poszukiwanie optymalnego położenia otworu na powierzchni matrycy.

Przedstawiona metoda graficznego rozwiązania bloków poślizgowych koresponduje
z wynikami eksperymentu, co pozwala wpłynąć na uzyskanie najkorzystniejszego płynięcia
metalu (z punktu widzenia dobrej jakości wyrobu i maksymalnej wydajności procesu).
Oparta na niej metoda górnej oceny parametrów siłowych dobrze oddaje charakter ich
zmienności w zależności od rozstawu otworów i współczynnika wydłużenia.

Fakty te mogą stanowić podstawę do racjonalnego projektowania rozstawu otworów
ua powierzchni matrycy.
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P e 3 IO M e

riPHMEHEHHE METOftA. BEPXHEHL OLJEHKH tfJItf HBYXOTBEPCTBEHHOrO
nPECCOBAHHH

PemeHne MeioaoM BepxHeii orjeHMi .ąna yaioBHii IIJIOCKOH secbopMairuH MO>KHO
w npHMeiiHTŁ K „Tpex-MepnoMv" npeccoBarano. Ha. ocuoBe rpac[)HiHoro peuienHH JI>KoHcoHa
craBjieiio pemeime flByxoTBepcTBeroioro npeccoBaiora MeiamioE.

B pe3yjiŁTaTe BwnoJiHeiibKj pacqe'ToB onpefleneHo Bejnrainy neo6xo«HMoH ciuibi BO Bpeivm npec-
tiepe3 HBjTCOTBepcTseiuibie MaTpnubi. Onpeflejieno TeopeTiwecKHe cnnoBŁie napawseTpbi npec-
H cpaBHeiio c pe3yjn.TaTaMH OKcnepiiMeirra npeccoBaiina cBinma iepe3 cooTBeTCTDyiomHe
c pa3Hoii paccianoBKoii H BejiiMHHoft OTBCPCTBHH. CpaBnenne TeopeTHHecKtrx pac^ćiToB c pe-

3i<cnepHMeHToB yi<a3yeT HX xopxuiee cornacne.
AHami3HpoBaHHbiH MeTOfl BepxHen oqeHKH flaeT BO3MOH<HOCTŁ onpeaeJiHTB oniHMajiwioe IIOJIO-

>Kemie oTBepcTHa na noBepxHocra MaTpaqbi.
npe«noJioH<eHa KoHBjenmiH moweT 6MTB Hcnojn»3oBaHa Rnn. tipoeKinpoBarraji MHorooTBepcTBenHbix

MaTpim, uan npeccoBaHHH.

S u m m a r y

AN UPPER— BOUND APPROACH TO THE EXTRUSION OF METALS THROUGH
TWO-HOLE-DIE

The upper —bound solution for plane-strain conditions can be modified and used in the ,,three-
dimension" extrusion. Basing on Johnson's graphical solution, problem of the extrusion through two-
hole-die was solved in this work.

The value of the necessary force for extrusion through two-hole-die was defined on the basis of calcu-
lation. Theoretical force parameters were compared with results obtained during extrusion of lead through
two-hole-dies with various holes'distance.

A good convergence was found between calculated and measured parameters. Proposed methods
of solution give possibilities to define optimum holes'distance in the die.

Concept mentioned above can be used for design multi-hole-dies for extrusion of metals.

Praca została złożona w Redakcji dnia 2 maja 1984 roku
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MODELOWANIE MATEMATYCZNE AUTOMATYCZNIE STEROWANEGO
1 ŚMIGŁOWCA W RUCHU PRZESTRZENNYM

KRZYSZTOF JANKOWSKI (WARSZAWA)

JERZY MARYNIAK

Politechnika Wavsza wska

1. Wstęp

Przedmiotem prezentowanej pracy jest zbudowanie modelu fizycznego i matema-
tycznego śmigłowca wraz z umieszczonym na nim układem sterowania automatycznego,
przy możliwie małej liczbie założeń upraszczających. Celowość zbudowania takiego
modelu wynika z potrzeby bardziej dokładnego zbadania szeregu zagadnień dynamiki
ruchu przestrzennego śmigłowca z uwzględnieniem wszystkich głównych stopni swobody,
wpływu ruchu wirnika nośnego, śmigła ogonowego, statecznika poziomego oraz tur-
bin silników. W dotychczas opublikowanych pracach z tej tematyki [6, 8, 10] zagadnienia
te nie są całościowo rozpatrywane.

Często stawiane jest zadanie uwzględnienia w opisie matematycznym śmigłowca
pełniejszych charakterystyk masowych łopat wirnika nośnego i śmigła ogonowego oraz
statecznika: momentów bezwładności względem ich osi podłużnej, momentów dewiacyj-
nych oraz statycznych (wyważenia łopat) [1, 6, 9, 10]. W takim przypadku, jeśli uwzględnia
się jednocześnie więzy nakładane przez układ sterowania automatycznego, rozpatrywany
układ mechaniczny jest układem nieholonomicznym (najczęściej są to więzy kinematyczne,
niecałkowalne i nie sprowadzające się do więzów geometrycznych). Dzieje się tak dlatego,
że kąty ustawienia łopat są obecnie współrzędnymi uogólnionymi, opisującymi położenie
układu mechanicznego. Ponieważ śmigłowce nie mają dobrych własności dynamicznych
i charakterystyk stateczności [V, 8, 9], na większości etapów lotu korzystają z układów
podwyższania stateczności. W związku z tym uwzględnianie więzów nieholonomicznycb
przy budowaniu pełnych modeli dynamicznych śmigłowców jest niezbędne.

2. Model fizyczny obiektu oraz współrzędne opisujące położenie jego elementów

Przyjmuje się, że rozpatrywany jednowirnikowy śmigłowiec jest układem mechanicz-
nym, którego główną częścią jest sztywny kadłub oraz następujące sztywne elementy,
mogące zmieniać swe położenie względem kadłuba:
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— części obrotowe silników turbinowych ze swobodną turbiną,
— piasta wirnika nośnego z wałem i układem przenoszenia mocy,
— łączniki łączące za pomocą przegubów poziomych i pionowych piastę z łopatami,
— łopaty wirnika nośnego,
— piasta śmigła ogonowego,
— łopaty śmigła ogonowego, przegubowo mocowane do piasty,
— statecznik poziomy.

Dla opisu ruchu kadłuba w przestrzeni wykorzystuje się następujące układy odniesienia
[4] (rys. 1):

1*9

Rys. 1. Transformacja quasi-eulerowska

— nieruchomy układ grawitacyjny O0xgygzg związany z Ziemią,
— układ grawitacyjny Oxgygzg związany ze środkiem masy kadłuba,
— układ Oxyz, sztywno związany z kadłubem, którego oś Oz jest równoległa do osi wału
wirnika nośnego (rys. 2).

Chwilowe położenie kadłuba wyznaczone jest przez współrzędne xg , yg, zg jego środka
masy w nieruchomym układzie współrzędnych oraz przez quasi-eulerowskie kąty obrotu
(samolotowe) (f>, 0, W (rys. 1).

Dla opisu ruchu pozostałych elementów śmigłowca wprowadzono odpowiednie układy
współrzędnych, sztywno związane z kadłubem, równoległe do Oxyz (rys. 2, rys. 3). Poło-
żenie danego elementu będzie wyznaczone, jeżeli poda się jego położenie kątowe względem
właściwego układu współrzędnych.

Położenie turbiny napędowej i turbiny sprężarki silnika lewego opisują kąty y>,t i fu
ich obrotu dookoła osi Oslxsl (rys. 3), a dla silnika prawego odpowiednio kąty f,p i fkp.

Chwilowe położenie /-tej łopaty wirnika nośnego wyznaczają współrzędne punktu O3

w układzie O2x2y2z2 oraz kąty: ft — azymutu, & — wahań, £, — odchylenia oraz
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f, — ustawienia łopaty (rys. 4). Kąt ipt związany jest z kątem obrotu piasty wirnika nośnego
następującą zależnością:

V , „ V + _ £ L , ( i = 0,1,...,«-!), (1)

gdzie: n — liczba łopat.
Położenie ./-tej łopaty śmigła ogonowego opisuje się podając położenie początku układu

O5xsy5zs w układzie O4.X4.y4z4 oraz kątami: yjsj — azymutu, C —wahań i c^ —usta-
wienia łopaty (rys. 5). Kąt yjsJ w następujący sposób zależy od kąta obrotu piasty śmigła:

Vi - Vi+-^-. U = 0 , 1 , . . . , m - 1 ) , (2)

gdzie m — liczba łopat śmigła ogonowego.
Położenie statecznika poziomego wyznacza kąt <psl jego obrotu dookoła osi O6yCl.

3. Więzy geometryczne i kinematyczne nałożone na układ

Na współrzędne, opisujące położenie punktów rozpatrywanego układu mechanicznego,
nałożone są następujące ograniczenia, wynikające ze struktury kinematycznej śmigłowca:

— sprzężenie kąta obrotu piasty wirnika nośnego z kątami obrotów turbin napędowych
silników:

Wtp = fti = hf, (3)

— sprzężenie kąta obrotu śmigła ogonowego z kątem obrotu wirnika nośnego:

— związek kąta ustawienia i-tej łopaty wirnika nośnego z kątami określanymi przez
układ sterowania i kompensator wzniosu łopaty:

gdzie:
ęg — kąt skoku ogólnego,

Aę — kąt skręcenia łopaty względem przekroju początkowego,
k — współczynnik kompensatora wzniosu łopaty,

0i,0 2 '—kąty pochylenia tarczy sterującej na azymutach 90° i 0°;
—• zależności kątów pochylenia tarczy sterującej od kątów sterowania w ruchu podłuż-

nym H i ruchu bocznym ij:

0! = x sin ̂ o + ?? cos y>0, (6)

O)
gdzie y>0 — kąt wyprzedzenia sterowania;

— zależność kąta ustawienia y-tej łopaty śmigła ogonowego od kąta sterowania <ps:
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— zależność kąta ustawienia statecznika poziomego od kąta skoku ogólnego łopat
wirnika nośnego:

<pst = Ao + Arfg + Aitf, (9)

gdzie A0,At,A2 — stałe współczynniki.
Są to więzy geometryczne nałożone na układ. Obecność układu automatycznego

sterowania lotem nakłada na rozpatrywany obiekt następujące więzy kinematyczne,
liniowe względem prędkości [7, 9]:

— prawo sterowania w kanale pochylania:

7i k+% = ko(8 -O,) + kqQ + kx{xa - xgz) + kj. {xg - °xBZ) + »0 ,

— prawo sterowania w kanale przechylania:

— prawo sterowania w kanale wysokości:

TiV, + %=' fc«(*«-2H) + fc*A/ + 9to>i (12)

— prawo sterowania w kanale odchylania:

r*#,+9,- hfCF-Wj+KR+iprt. (13)

W równaniach tych T1 ~ TA oznaczają stałe czasowe członów inercyjnych, opisujących
charakterystyki dynamiczne elementów wykonawczych autopilota [7,8,9], wielkości
z indeksem „z" oznaczają zadane wartości parametrów lotu, a indeks „o" przy symbolu
kąta sterowania oznacza jego wartość w stanie ustalonym (początkowym). Wybrany stan
pracy układu automatycznego sterowania lotem otrzymuje się przez nadanie odpowiednich
wartości (w tym zerowych) współczynnikom wzmocnienia ka.

Ponieważ związki opisujące więzy kinematyczne są niecałkowalne, rozpatrywany układ
mechaniczny jest układem nieholonomicznym.

4. Współrzędne uogólnione i quasi — prędkości

Obecnie można opisać zbiór współrzędnych, wyznaczających w sposób zupełny poło-
żenie rozpatrywanego układu. Są to: .

— współrzędne środka masy kadłuba śmigłowca w układzie O0xgygzg: q± - x,,
Iz = ya, li = zt;

— kąty quasi — eulerowskie: qA = 0, qs = d, q6 = W (rys. 1);- •
— kąt obrotu piasty wirnika nośnego: q1 — y> (rys. 4a);
— kąty wahań łopat wirnika: g 8 + 1 - £,,. (i = 0, 1, . . . , n - l ) , (rys. 4a);
— kąty obrotów łopat wirnika wokół przegubów pionowych:

2.1+8+1 = £u (i = 0, 1,..., n-1), (rys. 4a);

— kąty wahań łopat śmigła ogonowego: ;.

«2n+s+j= Cj, ( / = 0, l , . . . , m - l ) , (rys. 5a);

— kąty obrotów turbin sprężarek silników: • -•

92n+m+8 = V«» -«2n + m+9 = Wkp (ryS- 3b)j
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— kąty sterowania: qi + l = H, qt+2 - v\, qi+3 = <pg, qi+4 = %, gdzie / = 2n+m + 9.
Liczba współrzędnych uogólnionych jest więc równa k = 2«+m+13.
Jako quasi — prędkości wygodnie jest przyjąć następujące parametry kinematyczne:
— rzuty wektora prędkości środka masy kadłuba śmigłowca Vc na osie układu Oxyz:

CO 2

U
V
W

-j.1 a22 a23

a31 a32 a33]
°yfl ( 1 4 )

gdzie współczynniki au są równe:

fln = cos0cos¥y, a12 = cos0sinlly, a13

a22 = a23 = (15)

a32 = cos 0 sin 6 sin!/7, a33 = cos$coś0.

rzuty wektora prędkości kątowej kadłuba £2 na osie układu Oxyz:

<o6

p

Q

R

1

0

0

0

c o s *

- s i n *

—sinfl

cos0sin0
COS0COS0

0

w
(16)

— część quasi — prędkości przyjęto jako równe pochodnym współrzędnych uogól-
nionych:

gdzie: i = 0, 1, ...,« — \; j = 0, 1, ...,m— 1.
— ostatnie quasi — prędkości zostaną tak wprowadzone [5], aby na mocy równań

więzów kinematycznych ( 1 0 ) H - ( 1 3 ) były równe zeru:

(18)

v, (19)
(20)
(21)

al+i =

Ilość stopni swobody / przyjętego modelu śmigłowca równa jest różnicy liczby współ-
rzędnych uogólnionych k i liczby więzów nieholonomicznych: l — k—4 = 2n+tn+9.

5. Energia kinetyczna układu

Energia kinetyczna układu jest sumą energii kinetycznych kadłuba i pozostałych
elementów. Po wyznaczeniu prędkości absolutnych Ve (względem nieruchomego układu
ziemskiego) punktów należących do danego elementu e jego energia kinetyczna jest równa:

Y.-YJm. (22):



I Z

Rys. 2. Położenie układów sztywno związanych z kadłubem

a)

Rys. 3. Układy określające ruch silników; a) położenie układów związanych z kadłubem śmigłowca, b
schemat rozmieszczenia turbin silnika lewego i kierunki ich obrotów

[432|
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X3

Rys. 4. Położenie układów związanych z ;'-tą łopatą wirnika nośnego

Przy całkowaniu uwzględnia się pełne charakterystyki masowe poszczególnych ele-
mentów. Wektory prędkości punktów należących do poszczególnych elementów można
zdefiniować w następujący sposób:

a) wektor prędkości dowolnego punktu kadłuba:

Vpk = Vc+Slxrk, (23)

gdzie rk — wektor łączący środek masy kadłuba z bieżącym punktem kadłuba;
b) wektor prędkości punktu turbiny napędowej (dla pozostałych turbin wektory

prędkości definiowane są analogicznie):

V„ - V.+OxOfc+fciHfoiXr,!, (24)
gdzie hs( — wektor łączący punkt O z punktem Osl (rys. 3), r,( — wektor łączący punkt
Osl z punktem turbiny;

c) wektor prędkości punktu piasty wirnika nośnego:

V, = V a + a x ( h < > a + r , ) + ^ x r , , (25)
gdzie h 0 2 — wektor łączący punkty O i O2 (rys. 2),
rP — wektor łączący punkt O2 z punktem piasty;

V r = V « , + f l x ( h o 4 + l j + i v ) + $ x ( l i + r r ) + & x r „ (26)

6 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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d) wektor prędkości punktu i-tego łącznika piasty:
gdzie li — wektor łączący punkt O2 z przegubem poziomym (rys. 4), rr — wektor łączący
przegub poziomy z punktem na osi /-tego łącznika;

e) wektor prędkości punktu /-tej łopaty:

V, = Ve+i3ix(hO 3+l1+l2+r,)+wx01+ł2+^+j3j><(l3-'+rO+^5xr i + 4ijXr,, (27)

gdzie 12 — wektor łączący środki przegubów poziomego i pionowego (rys. 4), r; — wektor
łączący punkt O3 z dowolnym punktem łopaty;

f) wektor prędkości punktu piasty śmigła ogonowego:

x ( h 0 4 + r p (28)

Rys. 5. Położenie układów związanych z /-tą łopatą śmigła ogonowego

gdzie h 0 4 — wektor łączący punkty O i 0A (rys. 2), rps — wektor łączący punkt<34 z.punk-
tem piasty;
, g) wektor prędkości punktu należącego do >tej łopaty śmigła ogonowego:

V f -V.+ftx(ho4+l3.+0.+^,x( l , tx^)+fexr,+.^xr,; (29)
gdzie J3 — wektor łączący punkty 04 i 03 (rys. 5), r, — wektor łączący punkt 03 z dowol-
nym punktem łopaty śmigła;



MODEtXWANIE AUTOMATYCZNIE STEROWANEGO... 435

h) wektor prędkości punktu należącego do statecznika poziomego:

V.„ = Vc+SŁ x ( h 0 + r .„) + <ps, x r .„, (30)

gdzie h 0 6 — wektor łączący punkty O i O6 (rys. 2), r„ — wektor łączący punkt O6 z dowol-
nym punktem statecznika.

6. Siły uogólnione

Działające na układ siły uogólnione składają się z sił i momentów aerodynamicznych,
ciężarowych, napędowych, sprężystych i tłumiących.

Poniżej podane zostaną składowe w układzie Oxyz sił i momentów aerodynamicznych
i napędowych działających na kadłub wraz ze skrzydłem, statecznikiem poziomym i pio-
nowym. Współczynniki sił aerodynamicznych mierzone są w układzie półzwiązanym z prze-
pływem wokół poszczególnych elementów, a współczynniki momentów aerodynamicz-
nych — wokół osi układu związanego z kadłubem Oxyz.

%% = - y QVI Ssk(Cxkcos ak- Csk sina^ ~ y QV2
kSsk(Cx,kcos a s k - Czsksin ask) +

—o-C^»Ą(CwcosaB-C

n - -YQVlSskCyk-jQVlSskCysk-~2~QV2
vS0(CxvsinKv+ ^

+ C,„cos «„) + YrR + Y„P+ Y",

k= —j QVl Ssk(Cxksm ak+Czkcos xk) - ~- e V% Ssk(Cxsksin ask+C„tcos ask)+

y wt $m(Cxst sin o>st + Cm cos «st) + ZqQ + Z",

U = y &VI SJa Clk + y QV£SJ, Clsk~Y QVl S^iC^sin a„+

+ Cyvcos<xD)+LpP+LrR, '(32)

VlSJC + V l S l C V 2 S [ { C

+ C5 s (cos <xst)h7 + (CI S«sinas t- Cxstcosa.st)h8]+MqQ- X"hlQ,

Ni - -jQVlSsklaCnh + ~QV2
skSJaC„sk + ^-QV2

vSvxll(Cxl>smav+

+ Cyvcosav)+NpP+NrR.
W równaniach tych 2f" oznacza składową wzdłuż osi Ox siły odrzutu gazów z dysz

wylotowych silników turbinowych. Pozostałe symbole są zwykle stosowane przy opisach
sił i momentów aerodynamicznych, część z nich uwidoczniono na rys. 6.

Opisu aerodynamiki łopat wirnika nośnego i śmigła ogonowego dokonano przy przy-
jęciu hipotezy opływu quasi-ustalonego [10]. Rozpatrywany schemat sił i momentów

6*
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b)

Rys. 6. Widoki śmigłowca z boku (a) i z góry (b) z zaznaczonymi parametrami występującymi w opisie
aerodynamiki kadłuba

pozwala znacznie rozszerzyć model opływu łopaty, przyjęty w teorii Glauerta-Locka
[8,10].

Obciążenie przekroju z-tej łopaty wirnika położonego w odległości /• od przegubu

pionowego składa się z sil elementarnych -—£-, —vf- oraz momentu —3— (rys. 4, rys. 7).

Po zrzutowaniu na osie otrzymujemy:

1x3 —-COSIX,*-
dr

sin «• - - y ąbV,(C, Vzi + Cx Vxi),

dr (33)

+ Cz(Vxl cos 99, + F r ( sin 9?,)].

Kąt natarcia przekroju łopaty:

a, = (pt - a* - <pt - arctg ~^~,
"xi \ ...;'.
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Rys. 7. Obciążenie przekroju łopaty wirnika nośnego

gdzie składowe wzdłuż osi O3x3 i O3z3 prędkości przekroju łopaty względem opływającego
czynnika są równe:

Vxi = ( -

(35)Vzi = ( -

+1 2 + r) + pt(l2 + r)+vt cos Pt,

a vt oznacza aktualną dla danego azymutu ipi i promienia r składową prędkości induko-
wanej.

Rzuty sił aerodynamicznych, działających na wirnik nośny, na osie układu Oxyz mają
następującą postać:

n - l R,

1 = 0 O

H - l Rt

(36)
j 0 0

n - l X

i-O 0

Momenty aerodynamiczne wirnika wokół osi układu Oxyz:
n-l X,

(=0 0

n-t X,

M« - y f
f = o o

n - l RtA" = 2 J

(37)
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W równaniach tych Rl
x, i?,, Ri są rzutami wektora łączącego początek układu Qxy:

z punktem na osi i-tej łopaty. Współczynniki b\x (elementy macierzy przejścia od ukiadu
03X3^323 do układu O2x2y2z2) są równe:

Sial(, b\2 - sin ft sin & + cos ̂ j cos/?, cos £,-,

i sin^fsin/5,, ' >

bii = -sin(3,sin I;, H2 = -sin/?iCos£;, fo33 = -COS/Jj.

Moment aerodynamiczny wirnika wokół jego osi obrotu jest równy:

r.o o (39)

Moment aerodynamiczny ('-tej łopaty względem osi przegubu poziomego możn. wyrazić
w następujący sposób:

Mfa - / taisCIj+J-oośW-^asinija-; •• • (40)

natomiast moment względem przegubu pionowego jest równy: ,

M"; - / (-gi,r)dp. . (41)
o

W podobny sposób oblicza się siły i momenty aerodynamiczne śmigła ogonowego.
Ponieważ początek układu Oxyz jest środkiem masy kadłuba, jego momenty ciężarowe

są równe zeru. Uwzględnić natomiast należy w zależnościach na siły uogólnione momenty
grawitacyjne poszczególnych zespołów śmigłowca wokół osi układu Oxyz i na pozostałych
przesunięciach przygotowanych. Poza tym, w prawych stronach równań ruchu umieszczone
zostaną momenty napędowe oraz momenty działające na łopaty wirnika nośnego wokół
przegubów poziomych i pionowych od sprężyn i tłumików.

7. Równania ruchu śmigłowca

Równania ruchu śmigłowca wyprowadzono wykorzystując równania Boltzmanna-
Hamela dla układów nieholonomicznych w quasi-współrzędnych [2,5]:

k I

d dT* dT* \~1 VI ST*

'U^+§*& **' ^ i 2 / ) (42)

Występujące w równaniach współczynniki Boltzmanna y^ obliczono, wykorzystując
tzw. związki przestawialności [2,5]:

k k -, ;

dÓ7ir-dd7tr m E •£ YUdn^itu (r = 1 , 2 , ..., fc). (43)
l l
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Po wykonaniu odpowiednich operacji równania ruchu obiektu śmigłowiec układ
sterowania sformułowano w następującej postaci:

d ST* 18T* ar* 8T* 8T* ki 8T* h,

8T* k't \ BT* ' 8T* „ BT* I k£ , \r R + Q + k (44)

3T* I Ic \ 8T* II' \

d 3T* 18T* 8T* 3T* 8T* lą 8T* k:,

8T* k:

d 8T* (8T*
~df 8W ~ \a~X~

ST* 8T* 8T* k± BT*

-
* k„ \

r) T2j
dT* 8T* k„ \ 3T* 3T* 8T* 8T*

+ 8W 3Q d
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• , • cos<P\ 8T* ( kr. c o s 0 \ (49)

Ę_ = N^+Mi+hMU+hMU+hMU+^l, (50)
at dm dtp

i i £ L X 1), (51)

ar* »
dt 8S; dt;.

± El _ i l l = MJj + M%!- c,7Cj-k.tj, (/ - 0, 1,"..., w -1), (53)

d ar* ar* .. ,.,.
T 7 - K — - Mu, (54

-rr -5-5 s == M k p , (55)

W równaniach tych T* oznacza energię kinetyczną układu wyznaczoną w quasi-
prędkościach.

Do tej pory nie opisywane oznaczenia to: me — masa całkowita śmigłowca; momenty
działające na: N02 — wirnik nośny wokół osi O2z2, Af04. — śmigło ogonowe wokół osi
O4J4, Mhi, Mvi — z-tą łopatą wirnika wokół osi przegubu poziomego oraz pionowego,
Mpj—/-ta łopata śmigła ogonowego wokół osi przegubu wahań, Mkt, Mkp — turbiny
sprężarek silnika lewego oraz prawego; ch,c„,cp — stałe sprężyn w przegubach: poziomych
i pionowych łopat wirnika oraz wahań śmigła ogonowego; kh, ke, kp — współczynniki
tłumienia w tych przegubach. Indeksy dolne oznaczają: k — kadłuba, iv — wirnika,
s — śmigła ogonowego, sil — silników, st — statecznika poziomego. Indeksy górne:
a — aerodynamiczny, g — grawitacyjny, n — napędowy.

Równania (44) + (55) wraz z czterema równaniami więzów (10) + (13) oraz zależnościami
określającymi ąuasi-prędkości w funkcji prędkości uogólnionych (14), (16), (17) tworzą
układ k+l » 42+2n+22 równań ruchu. Mając dane wartości początkowe można wyzna-
czyć z niego 42+2n+22 nieznanych funkcji czasu: ąuasi-prędkości i współrzędnych
uogólnionych. W pracy [3] przedstawiono wszystkie składniki równań (44)-r (55).

8. Wnioski

Korzystając z metod mechaniki analitycznej układów nieholonomicznych zbudowano
model matematyczny śmigłowca wyposażonego w układ sterowania automatycznego.
Uwzględniono przy tym praktycznie wszystkie główne stopnie swobody śmigłowca jako
układu mechanicznego oraz pełne charakterystyki masowe jego elementów. Analizując
otrzymane ogólne równania ruchu przestrzennego stwierdzono występowanie silnego
sprzężenia ruchów podłużnych i bocznych kadłuba śmigłowca w przestrzeni, a także
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sprzężeń ruchów poszczególnych zespołów śmigłowca. Z tych powodów oddzielne ana-
lizowanie ruchów podłużnych i poprzecznych śmigłowca jest dużym uproszczeniem i przy
poważniejszych rozważaniach nie może być stosowane, co się jednak często zdarza. Oce-
niając wyniki badań własności dynamicznych izolowanej łopaty należy zwracać uwagę
na to, że w rzeczywistości umocowana jest ona do piasty, wykonującej wraz z kadłubem
złożone ruchy przestrzenne.

Otrzymany model matematyczny może być wykorzystany przy rozpatrywaniu wielu
zagadnień dynamiki śmigłowców bądź ich zespołów. W przygotowywanych do publikacji
pracach przedstawione zostaną:

— metodyka określania parametrów ruchu ustalonego na przykładzie lotu poziomego
i zawisu śmigłowca, wraz z przykładem obliczeniowym;

— badanie stateczności ustalonych stanów lotu i ilościowa analiza sprzężeń ruchów
poszczególnych elementów śmigłowca.
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. S u m m a r y

MATHEMATICAL MODELLING OF THE CONTROLLED HELICOPTER
IN. THE THREE-DIMENSIONAL MOTION

The purpose of the work is to develop a unified mathematical model of a helicopter. All main degrees
of freedom of a helicopter as a mechanical system are actually taken into account. The motion of fuselage
in space and the motion of main rotor, tail rotor, tail plane, turbines is considered. An integral part of the
mathematical model of a helicopter is the flight control system which imposes the constraints, specified
by nonintegrable expressions involving the velocities (non — holonomic system), on considered meshanioal
system.

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 czerwca 1984 roku
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METODYKA WYZNACZANIA PARAMETRÓW RUCHU USTALONEGO
ŚMIGŁOWCA NA PRZYKŁADZIE LOTU POZIOMEGO I ZAWISU

KRZYSZTOF JANKOWSKI (WARSZAWA)

Politechnika Warszawska

1. Wstęp

W iocie ustalonym pilot stara się utrzymać jednostajny ruch śmigłowca na zadanym
torze i w tym celu utrzymuje w stałym położeniu organy sterowania, nieznacznie i fta
krótki czas odchylając je dla przeciwdziałania zaburzeniom tego ruchu. Ustalonym stanom
lotu odpowiadają właściwe położenia organów sterowania, wielkości kątów opisujących
przestrzenne położenie śmigłowca i inne parametry ruchu. Wielkości te zmieniają się wraz
ze zmianą prędkości, wysokości lotu, masy śmigłowca i innych czynników, ponieważ od
nich zależą siły i momenty działające w ruchu ustalonym na śmigłowiec. Istotny wpływ
na parametry ruchu ustalonego ma też wyważenie śmigłowca, gdyż przy jego zmianie
zmieniają się odległości punktów przyłożenia poszczególnych sił od środka masy śmi-
głowca.

Zależności parametrów ruchu ustalonego od prędkości lotu nazywane są krzywymi
równowagi, a ich graficzne przedstawienie — wykresami równowagi. Buduje się je dla
każdego z ustalonych stanów lotu i dla różnych wartości głównych parametrów eksploa-
tacyjnych. Krzywe równowagi pozwalają określić zapasy sterowania, kąty pochylenia,
przechylenia i ślizgu śmigłowca na różnych etapach lotu, a także pewne charakterystyki
stateczności statycznej i sterowności. Krzywe te otrzymuje się metodami obliczeniowymi,
a następnie weryfikuje się je przez porównanie z rezultatami badań śmigłowców w locie
[8].

Prezentowane w wielu publikacjach równania ruchu śmigłowca w prostej postaci
zapewniają otrzymanie tylko jakościowych uwag o wielkościach parametrów ruchu usta-
lonego [i, 6 i in.]. Przy rozpatrywaniu wielu zagadnień (np. w przypadku analizy statecz-
ności dynamicznej) niezbędna jest • znajomość dokładnych wartości tych parametrów.
W niniejszej pracy do wyprowadzenia równań ruchu ustalonego posłużą pełne równania
dynamiczne śmigłowca [2, 3]. Ze względu na nieliniowy charakter i rozmiary układ równań
algebraicznych opisujących ruch ustalony śmigłowca należy rozwiązywać wykorzystując
metody numeryczne.

Równania ruchu ustalonego wyprowadzone zostaną dla lotu postępowego śmigłowca
w płaszczyźnie pionowej, pokrywającej się z płaszczyzną symetrii kadłuba, w tym — dla
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zawisu. Krzywe równowagi otrzymano dla lotu poziomego — stanu, w którym śmigło-
wiec najczęściej się znajduje oraz dla zawisu —• podstawowego, najbardziej dla śmigłowca
typowego stanu lotu. Wykresy równowagi dla lotu poziomego przedstawiono w zależności
od prędkości lotu, a dla zawisu — zależnie od wyważenia podłużnego śmigłowca.

2. Uproszczone nieliniowe równania ruchu śmigłowca
dla lotu postępowego i zawisu

Równania ruchu śmigłowca, wyprowadzone według ogólnych praw dynamiki [3,7],
są układem równań różniczkowych nieliniowych silnie sprzężonych, z okresowymi współ-
czynnikami. Przy rozpatrywaniu szeregu zagadnień dynamiki lotu śmigłowca, takich jak
równowaga w ruchu ustalonym, stateczność ruchu zaburzonego śmigłowca, równania
te upraszcza się przy zachowaniu głównych członów nieliniowych do układu równań
z nieokresowymi współczynnikami [1, 5, 6, 7]. W tym celu wprowadza się specjalne współ-
rzędne uogólnione, będące pierwszymi harmonicznymi rozwinięć w szeregi Fouriera
współrzędnych kątowych, opisujących ruchy wirnika nośnego i śmigła ogonowego, zmie-
niających się w funkcji kątów azymutu. Dla modelu matematycznego śmigłowca jedno-
wirnikowego przedstawionego w [2, 3] zastosowano następujące podstawienia:

— kąty obrotu j-tej łopaty wirnika nośnego wokół przegubów poziomego i pionowego:

(li = ao-ajCosfi-bjSinyii, (i =. 0, 1, . . . ,«- !) , (1)

£, - e„ H-e^osy* +/isiny,, {i - 0, 1, ..., n - 1 ) ; (2)

— kąt obrotu /-tej łopaty śmigła ogonowego wokół przegubu wahań:

L,J = co-c,cos?/'.vj-disin^.,,-, ( / = 0, 1, . . . , m - l ) . (3)

Nowe współrzędne a 0 , a l 5 ..., rf, są funkcjami czasu, a nie zależą od kątów azymutów
fi i ipSJ. Przy sumowaniu wyrażeń w równaniach ruchu po wszystkich łopatach, przy
liczbach łopat n > 3 oraz m ̂  3, redukują się funkcje kątów ipi i y>sj [5, 6].

Następne uproszczenia polegają na zastąpieniu funkcji trygonometrycznych kątów
opisujących ruch wirnika, śmigła ogonowego i statecznika pierwszymi wyrazami ich

rozwinięć w szereg Maclaurina: sin/9; X &, cos;?,- x 1—»- |Sf, ... W równaniach ruchu

opuszcza się człony powyżej drugiego rzędu względem małych wielkości.
Równania ruchu, wyprowadzone dla ogólnego przypadku [2, 3] względem środka

masy kadłuba, dla równań uproszczonych wygodnie jest sprowadzić do innego punktu —
środka masy śmigłowca w locie ustalonym. Momenty statyczne śmigłowca wzdłuż osi
układu współrzędnych, mającego początek w środku masy, będą wtedy równe zeru.

Dla opisu rozkładu prędkości indukowanej przez wirnik nośny vt wykorzystano
następujące przybliżone zależności [5]:

— dla lotu postępowego:

4 U
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gdzie: U, W— składowe podłużna i pionowa prędkości śmigłowca, r — aktualny promień,
Rw— promień wirnika, a prędkość v0 związana jest ze składową wzdłuż osi O2z2 [3]
ciągu wirnika równaniem:

-Z% = 2nRlQ[(W-vof + u4vo, (5)
Rk — promień aerodynamicznie czynnej części wirnika;

—• dla zawisu i lotu pionowego z małymi prędkościami:

Dla śmigła ogonowego przyjęto, że prędkość indukowana v„ jest stała na całej po-
wierzchni śmigła i można ją wyliczyć z równań:

— dla lotu postępowego:

y; - 2TZĄSQ(U2 + W2 +vrfv,; (7)
— dla zawisu:

gdzie Y% jest składową ciągu śmigła ogonowego wzdłuż osi OĄyA,{3],
Po uwzględnieniu powyższych ustaleń oraz dokonaniu często stosowanych w opisie

aerodynamiki śmigłowców przekształceń [2,7] układ równań różniczkowych ruchu,
podany w [3], zapisano w postaci:

^ (9)

gdzie:
— y [37]— wektor, którego składowymi są quasi-prędkości i współrzędne uogólnione:

y = co\[U, V, W, P, Q, J ? , a ) , a o , a 1 , S I , e o , e l s / i , h, ii,di,aiu,(Okp,

xe,yg, z„, * , 0, W, a0, al,bl, e0, «i,/i, c0, Cudu«, tj, <pg, <ps}', =

— A [37 x 37] ~ macierz, której elementy są funkcjami składowych wektora y;
— B(y), C(y) — funkcje wektorowe, zdefiniowane w następujący sposób:

B(y) . co\[BM> * 2 (y) , .... B„(j)], (11)
C(y) . eol[Cx(jr). C2(y),..., C31(y)]. (12)

Elementy Q(y) funkcji wektorowych C(y) odpowiadają działającym na układ siłom
uogólnionym Qf (/ = 1,2,..., 18), dlatego należy opisać tylko 18 pierwszych elementów
C;(y), pozostałe są tożsamościowo równe zeru.

Występujące wśród składowych wektora y kąty sterowania w ruchu podłużnym %
oraz bocznym rj poprzez cięgna układu sterowania wpływają na kąty pochylenia tarczy
sterującej 0, i 02, od których zależą kąty ustawienia łopat wirnika cpi [2, 3, 7];

02 = #cost/.>o—Tjsinipo, (13)

kb^smipt + ̂ -ka^cosfi, (i = 0, 1, . . . , n - l ) ,

gdzie v-'o — kąt wyprzedzenia sterowania, ęg — kąt skoku ogólnego, k — współczynnik
kompensatora wzniosu łopaty.
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3. Równania ruchu ustalonego

Zgodnie z definicją [4] ruch układu jest ustalony, jeżeli współrzędne niecykliczne
i odpowiadające współrzędnym cyklicznym prędkości mają stałe wartości. Wobec tego
stan ruchu ustalonego bez zmian położenia kątowego kadłuba śmigłowca w przestrzeni
charakteryzuje wektor y0 o następujących współrzędnych:

y0 = col[tfo, Vo, »o, 0,0, 0, w0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, a>wo, cokp0, x„ )>g',ze,
(14)

gdzie wielkości z indeksem „0" nie zmieniają się wraz z czasem.
Po uwzględnieniu powyższego w równaniach dynamicznych ruchu, dla wyznaczenia

parametrów ruchu ustalonego otrzymuje się z 18 pierwszych równań układu (9) układ
równań algebraicznych, w którym występuje 22 niewiadome — stałe współrzędne wektora
Yo • Wynika z tego, że 4 z tych wielkości mogą mieć dowolne wartości. W rozpatrywanym
przypadku rozmaitość ruchu ustalonego ma więc wymiar 4 i jest równa liczbie więzów
nieholonomicznych, nałożonych na układ [3]. Jest to zgodne z wynikami rozumowania
przedstawionego w [4].

Dla konkretnych zastosowań równania ruchu ustalonego zostaną zmodyfikowane
w następujący sposób. Prędkość kątowa wirnika a0 zostanie przyjęta jako dana dla określo-
nego typu śmigłowca i rozpatrywanego stanu lotu, a jako niewiadomą przyjmie się moment
napędowy N'i2- Podobnie postąpi się z prędkościami turbin swobodnych ojkio i a>kpo, nie
dołączając równań określających je — w stanie ustalonym wypadkowe momenty na nie
działające muszą być równe zeru. Poza tym, w związku z koniecznością wyznaczenia
wartości prędkości indukowanych przez wirnik nośny v0 i śmigło ogonowe vsi do równań
ruchu ustalonego dołącza się równania określające je: (5) i (7) lub (6) i (8). Aby obliczyć
współrzędne położenia środka masy śmigłowca względem środka masy kadłuba x°, y° i z°,
należy dołączyć dodatkowo 3 równania, wynikające z przyrównania do zera momentów
statycznych śmigłowca:

Ss
x
m = /i,mH, + y •Aflooflio-'uiinij-yAjCoorii-o- "h^° - 0,

Sy" ~ iumw+—Si,aooblo + hsinins-mSyscoo-mLyu - 0, (15)

Si'" == -himw-nS„aOo-h6inm!,+—-Syscooclo-mkz
0 = 0,

gdzie mw — masa wirnika, ms — masa łopaty śmigła ogonowego, mk — masa kadłuba,
hi, h2, •.., h6 — odpowiednie odległości od środka masy śmigłowca (rys. 1), Ą, -i- moment
statyczny łopaty wirnika względem osi przegubu poziomego, Sys — moment statyczny
łopaty śmigła względem osi przegubu wahań.

Dla przypadku lotu poziomego warunki pozwalające wyznaczyć 4 wielkości dowolne
,można sformułować w następujący sposób:

— z założenia, że lot odbywa się bez ślizgu, składowa boczna prędkości śmigłowca
^ 0 = 0,

— z założenia, że wektor prędkości Vc ma stały kierunek i moduł, składowe prędkości
liniowej śmigłowca Uo i Wo i kąty quasi-eulerowskie zostaną w następujący sposób zwią-
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Rys. i. Położenie środka masy śmigłowca względem środka masy kadłuba

zane z prędkościami w układzie inercjalnym:

yg = UocosdońnlI/
Q+Wocos®osin00smxFo = O, (16)

kg = ~U0sinOQ+W0cos<I>0cosdo = 0.
W efekcie dla lotu poziomego otrzymuje się układ 24 równań algebraicznych nielinio-

wych z 24 niewiadomymi — parametrami ruchu ustalonego. Parametry te są składowymi
szukanego wektora z:

•, _ r.-,| r/7 W <b 0 XF n a h p p f c c d
/ j '— v ' * - - ' 1 L ^ J 0 > ' ' 0 ' - ' O ł ^ O j 0 ) u 0 O ) 1 0 ) * ^ 1 0 ? ^ O O J J 0 » 7 1 O J 0 0 ? ^ 1 0 ' Ł t 1 0 )

ĄT/I O . . 0 y O l ^ )

Dla stanu zawisu śmigłowca zakłada się zerowe wartości prędkości UQ, Vo i IF0 oraz
można dowolnie przyjąć kąt odchylenia śmigłowca Wo. Dla tego przypadku otrzymuje się
układ 21 równań algebraicznych nieliniowych z 21 niewiadomymi — szukanymi parame-
trami ruchu śmigłowca w zawisie.

4. Numeryczne wyznaczenie parametrów lotu poziomego
oraz zawisu śmigłowca

W celu wyznaczenia parametrów ruchu ustalonego należało rozwiązać odpowiednie
układy równań. Obliczeń numerycznych dokonano na maszynie cyfrowej CDC 6400
w systemie CYBER, wykorzystując własne programy. Dla rozwiązania układów równań
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Rys. 2. Wykresy równowagi śmigłowca w locie poziomym — zmiany kątów przechylenia </» i pochylenia 0
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algebraicznych zastosowano procedurę NONLIQ z biblioteki systemu. Procedura ta
dla obsługi procesu iteracyjnego rozwiązywania układu równań nie wymaga podania
w jawnej postaci macierzy Jacobiego, co dla złożonych układów równań byłoby dość
pracochłonne. Dla zapewnienia szybkiej zbieżności procesu obliczeniowego wartości
początkowe szukanych parametrów ruchu ustalonego starano się podawać jak najdokład-
niej, wykorzystując dostępne wyniki badań śmigłowców w lode. Należy jednak zaznaczyć,
że dla danego problemu prawidłowe rozwiązania osiągano również przy podaniu dowolnych
danych początkowych. '••• '

Krzywe równowagi wyznaczono dla modelu fizycznego śmigłowca klasy Mi-6. Śmigło-
wiec ten wyposażony jest w śmigło ogonowe z przegubowym mocowaniem łopat wirnika
nośnego (liczba łopat« = 5) i śmigła ogonowego (liczba łopat m = 4). Jego parametry są
stosunkowo dobrze opisane w literaturze [8, 9],

Spośród wyników obliczeń dla lotu poziomego 24 parametrów ruchu ustalonego
dla różnych wartości prędkości lotu Vc wybrano szereg charakterystycznych wielkości
i przedstawiono je na wykresach. Dla przypadku zawisu obliczano 21 parametrów ruchu
ustalonego w zależności od odległości hi od środka masy kadłuba do osi wirnika nośnego
w kierunku równoległym do osi Ox. Przy zmianie h% zmienia się odległość od środka masy
śmigłowca do osi wirnika hx = h°t-x0 (rys. 1), czyli wyważenie podłużne śmigłowca.

-0,04

-0,06

Rys. 4. Wpływ prędkości lotu na współczynniki kątowe wirnika nośnego: oo,Oi,&i i e0

7 Mccb. Teoret. i Stos. 3-4/85
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Rys. 5. Położenie kątowe „stożka" opisywanego przez łopaty wirnika nośnego
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Rys. 6. Wykresy współrzędnych kątowych wirnika O
odległości

i oraz kątów sterowania «
Kc = 0

w zależności od

Na wykresach równowagi dla lotu poziomego umieszczono również wartości odpowied-
nich parametrów w zawisie (Vc — 0), przy tej samej wartości odległości h\ = -0,17 [m].
Punkty na wykresach odpowiadające zawisowi nie starano się łączyć z punktami dla Vc ~?
> 80 [km/h] rozmyślnie, gdyż aerodynamika śmigłowca, a szczególnie kadłuba jest w zawi-
sie całkowicie odmienna od lotu poziomego. Przy prędkościach poniżej 80 -=-100 [km/h]
występuje strefa przejściowa, trudna do opisu analitycznego, który dałby wiarygodne
wyniki.

W niniejszym rozdziale opuszczono stosowane w równaniach (14)-r(17) indeksy 0
przy oznaczeniach parametrów ruchu ustalonego.
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Na rys. 2 pokazano wykres zmian z prędkością lotu quasi-eulerowskich kątów $—•
przechylenia i 6 — pochylenia. Jak można zauważyć, wraz ze wzrostem prędkości nastę-
puje charakterystyczne pochylanie „nosa" śmigłowca do dołu (kąt 6 maleje), co wynika
z niezbędnej dla równowagi zmiany podłużnych sił i momentów, działających na śmigło-
wiec. Największy dodatni kąt pochylenia występuje przy małych prędkościach lotu oraz
przy tylnym wyważeniu, gdy h\ rośnie. Widać to na rys. 3, gdzie dla przypadku zawisu
pokazano zależności (w przybliżeniu liniowe) kątów <Z> i 0 od wyważenia podłużnego.

fa[rod]

'JŁ.
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0,76

o io
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-290

-330-

-370

80
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120 760

0.2
200 2tO

0'.3
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)'-5t7,t

Rys. 7. Wykresy zmian z prędkością lotu składowej ciągu wirnika Z„, momentu aerodynamicznego N$i
oraz kąta skoku ogólnego <p, •

Z pochylaniem kadłuba śmigłowca związana jest zmiana kąta pochylenia „stożka"
opisywanego przez łopaty wirnika nośnego. Rys. 4 przedstawia zmianę wraz z prędkością
lotu współczynników związanych z wirnikiem nośnym: «0 — stałego względem azymutu
składnika kąta wzniosu łopat jS( (1), al i bi — cyklicznych (z cos^( i sińy^) zmian tego
kąta oraz e0 — stałego składnika kąta £t obrotu łopat wokół przegubów pionowych (2).
Na rys. 5 poglądowo pokazano położenie kątowe „stożka" wirnika nośnego. Z wykresu
na rys. 4 wynika, że wraz ze wzrostem prędkości następuje odchylanie „stożka" do tyłu.
Ponieważ jednocześnie kąt d maleje, oś „stożka" cały czas w locie poziomym jest odchylona
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w kierunku lotu. W zawisie natomiast (rys. 6) przy przesuwaniu środka masy kadłuba
śmigłowca do tyłu „stożek" wirnika pochyla się do przodu (at rośnie). Aby to o&iągnąć(

należy drążek sterowy ustawić w nowym położeniu, dalej „od siebie" — do przodu.
Wskaztije.na to zmiana (zmniejszanie się) kąta sterowania w ruchu podłużnym k (rys. 6,
równania (13)).

Analiza zmian parametrów ruchu bocznego śmigłowca prowadzi do wniosku, że dla
szerokiego zakresu prędkości równowaga w locie bez ślizgu możliwa jest tylko z dodatnim
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Rys. 8. Wykresy.zmian z prędkością lotu wielkości związanych ze śmigłem ogonowym: kąta ustawienia
łopat <ps, składowej ciągu Y? oraz kąta, c0 — niecyklicznej składowej kąta wahań łopat ?./

kątem przechylenia 0 (rys. 2), co jest zgodne z wynikami badań w locie śmigłowców
jednowirnikowych [8,9]. Lot bez przechylenia natomiast odbywa, się przy występowaniu
pewnego ślizgu. Maksymalne przechylenie kadłuba śmigłowca występuje przy małych
prędkościach lotu oraz w zawisie, szczególnie przy tylnym wyważeniu (rys. 3). Na wykresie
na rys. 4 widać, że gdy kąt przechylenia kadłuba śmigłowca na dużych prędkościach
maleje, „stożek" wirnika nośnego odchyla się w prawo (6X rośnie) dla niezbędnego zrówno-
ważenia ciągu śmigła ogonowego. W zawisie, przy zmianie wyważenia na tylne, wraz ze
wzrostem przechylenia kadłuba maleje kąt b1 odchylenia „stożka" wirnika w prawo
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(rys. 5, rys. 6). Niezbędne dla tego jest umieszczenie drążka sterowego w nowych poło-
żeniach, bardziej na lewo: kąt sterowania w ruchu bocznym v\ przyjmuje coraz większe
wartości.

Jak można zaobserwować, zmiany parametrów ruchu podłużnego śmigłowca powodują
duże zmiany parametrów ruchu bocznego, co jest ilościowym potwierdzeniem wcześniej
zaobserwowanego sprzężenia tych ruchów [3].

Na rys. 7 wykreślono zależność składowej Z%, siły nośnej wirnika od prędkości lotu Vc.
W miarę wzrostu prędkości, wskutek odciążania wirnika przez skrzydło, potrzebna siła
nośna wirnika maleje. Na tymże rysunku pokazane są wykresy zmian momentu aero-
dynamicznego wirnika względem jego osi obrotu NQ2 i kąta skoku ogólnego łopat wirnika
fgi Można zauważyć przyjmowanie przez te parametry charakterystycznych minimów,
odpowiadających prędkości ekonomicznej.

Wykresy parametrów związanych ze śmigłem ogonowym przedstawione są na rys. 8.
Jak widać, wraz ze wzrostem prędkości maleje potrzebny ciąg śmigła \Y%\ oraz kąt usta-
wienia łopat śmigła q>s, m.in. w związku ze wzrostem siły bocznej statecznika pionowego —
odpowiednio uprofilowanej części belki ogonowej. W rzeczywistości dla dużych prędkości,
ze względu na wejście statecznika pionowego i śmigła ogonowego w strefę zawirowań
od wirnika nośnego, pogarszają się ich warunki pracy i należy zwiększyć kąt skoku śmigła
(ps. Widać tu przy dużych prędkościach lotu niedostatek przyjętego modelu opływu śmigła
ogonowego i statecznika pionowego. , ;

S. Wnioski I

W pracy przedstawiono metodykę wyznaczania parametrów ruchu ustalonego śmi-
głowca dla lotu postępowego i zawisu. Równania ruchu ustalonego wyprowadzono z ogól-
nych równań dynamicznych ruchu przestrzennego śmigłowca, bez rozdzielania ruchu
obiektu na ruchy podłużne i poprzeczne — ze względu na ich silne sprzężenie.

Otrzymane z rozwiązania układu równań ruchu ustalonego krzywe równowagi mogą
być wykorzystywane dla rozwiązywania problemów projektowych bądź eksploatacyjnych.
Dla tego celu należy je każdorazowo weryfikować przez porównanie z odpowiednimi
wynikami badań śmigłowców w locie.
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P e 3 IO M e

METOflHKA OriPEflEJlEHMfl nAPAMETPOB YCTAHOBHBIIIErOCfl flBI-DKEHMfl
BEPTOJIETA C IIPHMEHEHHEM K rOPH3OHTAJIBHOMy riOJIETY II BHCEHHIO

B paSoTe npeflcrasjieHo MexoflUKy nocTpoeHHH 6ajiancHpoBotiHtix KPHBHX
noneTa BepTOJieia. YpaBHeHHH ycraHOBHBmerocH flBH>KeHHH BBiBe^eHbi H3 o6mnx

ypaBHeHHH npocTpaHCTBeHHoro flBHweHwi BepTone'Ta. YcTaHOBiieHoj MTO HJIH nojinoro onn-
caHHa ycTaHoBHBiiierocH npHMonHHeńHoro noJieTa Hy>KHo 24 Hejinnefmbix anreSpajmeCKHX ypaBHeHHii
c 24-oAia neH3BecTHbiMH (napaMeTpaMH ycranoBHBiuerocH flBH>i<eHHH), a umi BHceHHa — 21 ypaBHeHHii
c 21 — HMH HeH3BeciHbiMH. IlpHBofliiTCfi pe35'jibTaTW npuMepHbix BbiintcjieHiiii fljin Bepioae'Ta Knacca
Mil — 6.

S u m m a r y

METHODS OF DETERMINATION OF THE HELICOPTER STEADY MOTION PARAMETERS
WITH EXEMPLARY APPLICATION TO HORIZONTAL FLIGHT AND HOVER

In the paper the methods of construction of the equilibrium curves are presented. Equations of steady
motion are derived from general dynamical equations of a helicopter three-dimensional motion. It is shown
that a complete description of steady rectilinear motion demands the use of twenty-four equations in twenty-
four parameters, and for hover — twenty-one equations in twenty-one parameters. The exemplary numerical
results for the Mi-6 helicopter are presented.

Praca została złożona w Redakcji dnia 28 czerwca 1984 roku
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1, Wstęp

Stan lotu śmigłowca, ustalony przez pilota odpowiednim ustawieniem organów sterow-
niczych, może być naruszony różnymi zewnętrznymi zaburzeniami: podmuchem wiatru,
zmianą wyważenia, przypadkowym ruchem drążka sterowego, wystrzeleniem rakiet itp.
Praktyka pokazuje, że śmigłowce jedno wirnikowe z wirnikami nośnymi z przegubowym
zamocowaniem łopat nie są stateczne w szerokim zakresie prędkości i wysokości lotu
[10, 11, 12]. Dla polepszenia charakterystyk pilotażowych śmigłowców stosuje się specjalne
urządzenia automatyczne. W przypadku podłączenia ich według schematu różnicowego
odchylenie organu sterowniczego jest sumą odchylenia drążka sterowego i sygnału urzą-
dzenia automatycznego. Sterując śmigłowcem wyposażonym w odpowiednio dobrany
układ sterowania automatycznego pilot ma do czynienia ze statecznym obiektem latającym.

Przedmiotem prezentowanej pracy jest badanie stateczności lotu poziomego i zawisu
śmigłowca jednowirnikowego, a także analiza sprzężeń pomiędzy ruchami jego poszcze-
gólnych elementów oraz ruchami określanymi jako podłużne i boczne. Model matema-
tyczny śmigłowca, którego stateczność rozwiązań będzie badana, przedstawiono w pracach
[5, 6, 7]. W wyprowadzonych tam równaniach uwzględniono ruchy względem kadłuba
śmigłowca takich jego elementów, jak łopaty wirnika nośnego, łopaty śmigła ogonowego,
statecznika i turbiny silników, biorąc pod uwagę nieinercjalność układów odniesienia,
względem których badany jest ruch. W równaniach ruchu śmigłowca uwzględniono ponadto
wpryw układu sterowania automatycznego, którego oddziaływanie na śmigłowiec wyra-
żone jest więzami kinematycznymi.

2. Równania różniczkowe ruchu zaburzonego

Wyprowadzone w [5, 6] nieliniowe równania różniczkowe ruchu, po wyłączeniu równań
opisujących ruch turbin swobodnych (ze względu na słabe sprzężenie z pozostałymi rów-
naniami), można zapisać w następujący sposób:
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-^+B(y) . C(y),

gdzie:
— y[35] — wektor, którego składowymi są ąuasi-prędkości i współrzędne uogólnione

(opisane w [6,7] oraz poglądowo pokazane na rys. 1):

y = col[t7, V, W, P, Q, R, co, a0, alt blt e 0 , el,fl, c0, cl,dx, xg, yg, z,,
(2)

, ^T- A[35x35] — macierz, której elementy są funkcjami składowych wektora;,,
— B(y), C(y) — funkcje wektorowe z ciągłymi drugimi pochodnymi względem y.
Stan ruchu ustalonego charakteryzuje wektor y0, spełniający równanie wektorowe:

B(y0) - C(y0). (3)

c)

I OS„s\02kQ"

Rys. 1. Schemat śmigłowca z zaznaczonymi parametrami występującymi w opisie jego ruchu: a) widok
ogólny, b) widoki z boku i z tyłu „stożka" opisywanego przez łopaty wirnika nośnego, c) widoki z tylu

i z góry „stożka" łopat śmigła ogonowego
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Wartości stałych współrzędnych tego wektora oraz pozostałych parametrów riichu
ustalonego wyznacza się ż równań ruchu ustalonego [6].

Połóżmy

x = y - y 0 , (4)

gdzie x oznacza odchylenie rozwiązania y od położenia równowagi opisanego wektorem

y 0 -
Funkcje wektorowe z równania (1) można rozwinąć w szereg Taylora do postaci

[2]:
C(y)-B(y) = C(yo)-B(yo)+C'(yo)x-B'(y0)x+o(||x||) .

( 5 )

gdzie:
D = C'(y0) = [Clk(yo)l, (6)
F = B'(y0) = [Bik(y0)], (7)

oznaczają macierze Jacobiego.
Po podstawieniu (4) i (5) do równań (1) otrzymujemy równanie różniczkowe ruchu

zaburzonego:

D» , (8)
Ml'

gdzie: :
A o = A|j,=yo. (9)

Pochodne sił uogólnionych obliczono na drodze analitycznej, poprzez różniczkowanie
odpowiednich wyrażeń. Są one umieszczone w 16-tu pierwszych wierszach macierzy
D = C'(y0). Przy obliczaniu pochodnych uwzględniono, że składowa prędkości induko-
wanej przez wirnik v0 zależy od składowych prędkości liniowej U, V, W i kątowej i? śmi-
głowca oraz od prędkości obrotowej wirnika co, a prędkość indukowana przez śmigło
ogonowe vs zależy od prędkości U, V, W i Q oraz od prędkości obrotowej śmigła cos.
W dodatkach do pracy [5] podano wszystkie elementy macierzy A, D i F.

3. Model matematyczny badania stateczności dynamicznej obiektu
śmigłowiec — układ sterowania

Zakładając, że stała macierz Ao w równaniu różniczkowym ruchu zaburzonego (8)
jest nieosobliwa i mnożąc lewostronnie równanie (8) przez A^1 otrzymuje się:

= A5CDB)x+o(| |x | |). (10)

Wprowadzając macierz
G ^ A o H D - F ) , (11)

zwaną też macierzą stanu, równanie różniczkowe ruchu zaburzonego można zapisać
w postaci:

J (12)
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Dla badania stateczności w sensie Lapunowa położenia równowagi układu, którego
ruch opisywany jest równaniem różniczkowym autonomicznym (1) wykorzystano twier-
dzenia podane w [2]. Zmienna x wyznaczająca odchylenie rozwiązania y od stanu ruchu
ustalonego y0 spełnia równanie różniczkowe (12). Jeśli wszystkie wartości własne macierzy
G = A Q K D - F ) m a Ją ujemne części rzeczywiste, to stan równowagi y = y0 jest asympto-
tycznie stateczny przy t -*• co.

Ponieważ rozpatrywany układ jest układem nieholonomicznym [7] przy badaniu
statecznos'ci w sensie Lapunowa, otrzyma się pewną liczbę zerowych wartości własnych
macierzy stanu [9]. Układy nieholonomiczne mają pewne rozmaitości położeń równowagi
lub rozmaitości ruchu ustalonego [6]. W związku z tym równania zlinearyzowane tych
układów należy badać w otoczeniu rozmaitości położeń równowagi lub ruchu ustalonego.
Jak wykazano w [9], zerowe wartości własne macierzy stanu wynikają z tej rozmaitości
i nie są równoznaczne z przypadkiem krytycznym w teorii stateczności.

Dla rozpatrywanego modelu matematycznego śmigłowca wymiar rozmaitości ruchu
ustalonego jest równy 4 [6]. Należy więc spodziewać się 4 zerowych wartości własnych,
których nie należy brać pod uwagę, a stateczność oceniać według pozostałych wartości
własnych macierzy stanu.

Przy pomocy otrzymanych równań ruchu zaburzonego (12) można badać stateczność
każdego punktu 4-wymiarowej powierzchni, odpowiadającej rozmaitości ruchu ustalonego.
W zastosowaniach praktycznych bada się stateczność wybranych punktów tej powierzchni,
ważnych z fizycznego punktu widzenia.

4. Przykład obliczeniowy na badanie własności dynamicznych śmigłowca

Przy badaniu własności dynamicznych śmigłowca razem z wartościami własnymi kj
macierzy stanu oblicza się odpowiadające im wektory własne Wj. Umożliwia to przepro-
wadzenie analizy modalnej, polegającej na obliczeniu częstości drgań i współczynników
tłumienia oraz wyznaczeniu postaci drgań. W efekcie można stwierdzić, które ruchy
obiektu śmigłowiec-układ sterowania są charakteryzowane przez kolejne wartości własne
macierzy stanu.

Obliczeń numerycznych dokonano dla modelu fizycznego śmigłowca klasy Mi-6,
którego charakterystyczne dane są następujące: masa — 35 000 [kg], liczba łopat wirnika
nośnego — 5, promień wirnika—17,5 [m], cięciwa przekroju łopaty o obrysie prosto-
kątnym—l [m], prędkość obrotowa piasty wirnika —11,8 [rad/s], liczba łopat śmigła
ogonowego — 4, promień śmigła — 3,15 [m], cięciwa charakterystyczna przekroju łopaty
śmigła —0,5 [m], współczynnik sprzężenia kąta obrotu piasty śmigła z kątem obrotu
piasty wirnika —• 5,66. Dla opisania położeń równowagi, których stateczność jest badana,
wykorzystano obliczone w [6] parametry lotu poziomego (dla różnych wartości prędkości
lotu Vc) oraz parametry zawisu śmigłowca — zależnie od wyważenia podłużnego.

Lot poziomy
Spośród wartości własnych macierzy G[35x35] 4 są bliskie zera dla całego zakresu

zmian prędkości lotu, co wynika z nieholonomiczności układu i jest zgodne z wcześniejszymi
rozważaniami.
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Jako charakterystyczne należy wskazać postacie odpowiadające ruchom: krótko-
okresowemu (Ai.a i /l3 t 4) i długookresowemu (75 > 6) śmigłowca. Ponieważ jako dane
przyjęto parametry ciężkiego śmigłowca, ze środkiem parcia kadłuba położonym za SM
śmigłowca, postacie te nie zawierają ruchu pochylającego (zaburzeń prędkości Q), Repre-
zentują one natomiast sprzężone ruchy pionowe i boczne śmigłowca (A1>2, A5i 6 ) . Jak
widać na rys. 2, słabo tłumiony ruch oscylacyjny o częstości ł ; 3 i 4 na dużych prędkościach
(powyżej 240 [km/h]) przekształca się w oscylacje rozbieżne — ruch śmigłowca staje się
niestateczny.

Wykresy parametrów ruchów bocznych śmigłowca, sprzężonych z ruchami pionowymi,
umieszczono również na rys. 3. Są to ruchy oscylacyjne, z wyjątkiem A7 i Xa, które dla
prędkości Vc < 130 [km/h] reprezentują dwa ruchy aperiodyczne o współczynnikach
tłumienia £7 i £8-

Interesujące są postacie giroskopowe ruchów wirnika nośnego i śmigła ogonowego.
Nie można tu wyodrębnić czystej postaci ruchu precesyjnego, mamy do czynienia raczej
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ze złożonym ruchem nutacyjnym: A1S> 1 6 — zmiany kątów o 0 i at oraz prędkości pionowej
W, częstość oscylacji zbliżona do prędkości obrotowej wirnika: ł / 1 S t l 6 x co; A l s > 1 9 _
zaburzenia współrzędnych a± i bL, silnie sprzężone z zaburzeniami współrzędnej cx ruchu
łopat śmigła ogonowego oraz prędkości przechylania P całego śmigłowca, rj1819 # 3^.
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Rys. 3. Częstości oscylacji rjj i \vspolc2ynniki tłumienia fj dla ruchów bocznych śmigłowca, sprzężonych
2 ruchami pionowymi

•̂ 25.2s — oscylacje współrzędnej c0 ruchu łopat śmigła ogonowego wokół przegubu wahań,
^25,26 ~ ws = i,(o; A 2 7 t 2 8 — zaburzenia współrzędnych ct i dit t j 2 7 j 2 8 « 2<ys; ^29,30 —
zaburzenia współrzędnych cx i dx, łj29,io ^ft>s.

Bardzo ważne są zaobserwowane sprzężenia poszczególnych ruchów śmigłowca.
Istnieją tu nie tylko sprzężenia ruchów podłużnych i bocznych kadłuba śmigłowca, ale
i sprzężenia pomiędzy ruchami; kadłuba i wirnika; wirnika i śmigła ogonowego; kadłuba,
wirnika i śmigła ogonowego. ;•••'.-,.
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Zawis śmigłowca
W zawisie, oprócz wskazanych przy analizie lotu poziomego postaci giroskopowych

ruchów wirnika nośnego i śmigła ogonowego, interesujące są postacie ruchów całego
śmigłowca w przestrzeni, przy czym są to zarówno ruchy przestrzenne środka masy śmi-
głowca, jak i sprzężone z nimi ruchy wokół środka masy. Do pierwszej grupy należą np.:
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Rys. 4. Częstości oscylacji ty i współczynniki tłumienia Sj dla ruchów środka masy śmigłowca oraz wokół
środka masy w funkcji odległości AJ, Vc = 0 .

kU2 — tłumione oscylacje współrzędnych zg, xgiyg; X7§8 — oscylacje xg, yg i zg; A9 —
aperiodyczne słabo tłumione Tuchy środka masy: xg, yg, zg; a do drugiej grupy: A3 ( 4 —
charakteryzuje oscylacje xg, yg, zg i kąta pochylenia 6; Xs, X6 — aperiodyczne, tłumione
ruchy pionowe i postępowe śmigłowca, sprzężone z ruchem bocznym i pochylaniem 6.

Na rys. 4 wykreślono w zależności od wyważenia podłużnego śmigłowca, charak-
teryzowanego odległością A? od środka masy kadłuba do osi wirnika nośnego, części
rzeczywiste i urojone wartości własnych odpowiadających ruchom całego śmigłowca:
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Rys. 5. Częstości oscylacji tjj i współczynniki tłumienia £, dla sprzężonych ruchów wirnika nośnego i innych
elementów, Vc = 0

%s, K, '̂7,8 i b- Największe zmiany wykazują współczynniki tłumienia | 5 i £ 7 | 8 , dążące
na krańcach badanego przedziału do zera.

Dla ruchów związanych z wirnikiem (rys. 5), oprócz w przybliżeniu stałych współ-
czynników tłumienia: fiojiii £i2> fi3. i* i częstości oscylacji ł7IOi 1L, występują też zmienne,
jak np. | j5 — współczynnik tłumienia charakteryzujący sprzężone ruchy wirnika, śmigła
ogonowego i kadłuba śmigłowca. Przy większych ujemnych wartościach hi ruch stanie się
niestateczny.

Z analizy postaci pozostałych ruchów związanych z wirnikiem (rys. 6) wynika, że przy
wartościach h° > 0,6 [m] lub h° < —0,8 [m] ruch będzie niestateczny — współczynnik
tłumienia £20,21 przyjmie wartości dodatnie. Częstość oscylacji ł?20.2i Pfzy mniejszym
tłumieniu jest mniejsza niż przy maksymalnym. Interesujący jest fakt, że A20,2i charak-
teryzuje głównie zaburzenia ruchu łopat wirnika nośnego wokół przegubów pionowych
i ruchu pionowego SM śmigłowca. Podobnie wrażliwy na zmiany wyważenia podłużnego
jest współczynnik tłumienia £24,25, również charakteryzujący m.in. ruchy związane z za-
burzeniami kątów obrotów łopat wirnika nośnego wokół przegubów pionowych, jak i ruchy
boczne i postępowe SM śmigłowca.
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Rys. 6. Częstości oscylacji rjj i współczynniki tłumienia f, dla pozostałych ruchów związanych z wirnikiem,

5. Wnioski

Analiza otrzymanych w pracy równań oraz wyników obliczeń numerycznych pozwoliła
wyjaśnić szereg istotnych cech dynamiki lotu automatycznie sterowanego śmigłowca.
Stwierdzono, że części rzeczywiste wartości własnych macierzy stanu, charakteryzujące
stateczność ruchu śmigłowca, doznają znacznych zmian przy zmianach prędkości lotu.
Wynika z tego, że układ sterowania automatycznego ze stałymi wartościami współczyn-
ników wzmocnienia nie może podwyższać stateczności śmigłowca w całym zakresie zmian
prędkości lotu. W zawisie zaobserwowano zmiany wartości własnych, charakteryzujących
zarówno ruchy podłużne, jak i boczne, w zależności od wyważenia podłużnego śmigłowca.

Występowanie znacznych sprzężeń ruchów podłużnych i poprzecznych kadłuba śmi-
głowca wywołuje potrzebę włączenia do każdego z kanałów sygnałów proporcjonalnych
do parametrów wszystkich ruchów, co pozwoli uprzedzić zaburzenia wynikające ze sprzę-
żeń i polepszyć jakość stabilizacji. Ten sposób sterowania stosuje się w śmigłowcach
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produkowanych w USA, co sugerują m.in. prace [1, 8]. Tymczasem, jak wynika z dostęp,
nych źródeł [10,11], w eksploatowanych w Polsce w latach 60-ych i 70-ych śmigłowcach
stosuje się prawa sterowania, nie zawierające sygnałów sprzęgających.

Rozważenia wymaga sugerowana w pracy [3] idea włączenia do praw sterowania
śmigłowcem parametrów ruchu kątowego łopat wirnika nośnego (pochylania (Ą i a,}
oraz przechylania (6a i by) „stożka" opisywanego przez łopaty wirnika, rys. 1), z powodu
sprzężenia ruchów wirnika i kadłuba śmigłowca. Hali i Bryson intuicyjnie podważyli
twierdzenie o szerokim rozdzieleniu („large separation") charakterystyk częstotliwościo-
wych wirnika od charakterystyk częstotliwościowych ruchu kadłuba jako ciała sztywnego
i porównali różne sposoby sterowania — bez uwzględnienia i z uwzględnieniem dynamiki
wirnika w prawach sterowania. W niniejszej pracy oraz w innych pracach [5, 7] przedsta-
wiono wyniki jakościowej i ilościowej analizy, które demonstrują wyraźnie sprzężenia
ruchów kadłuba i wirnika.

Z powyższym zagadnieniem związane są problemy tłumienia dynamicznego drgań
przenoszonych z wirnika na kadłub. W latach 70-ych firma Sikorsky umieściła na głowicy
jednego ze śmigłowców eliminator wahadłowy drgań typu Sarazina-Chiltona. Jak wiadomo
[4], eliminator tego rodzaju musi być dostrojony do jednej z harmonicznych — tłumi
drgania odpowiadające jednej z wielokrotności prędkości obrotowej wirnika. Po wyko-
rzystaniu przedstawionego modelu matematycznego i dokonaniu obliczeń numerycznych
dla konkretnego śmigłowca otrzymuje się wskazania ilościowe co do doboru takiego
tłumika. W prezentowanym w tej pracy przykładzie obliczeniowym jedna z postaci drgań
opisywana wartościami własnymi macierzy stanu /Ii8,i 9 odpowiadała sprzężonym ruchom
wirnika oraz kadłuba i śmigła ogonowego o częstości t]la,19 X 3cu. Wynika z tego, że
dla danego śmigłowca tłumiona powinna być 3-cia harmoniczna.

Należy podkreślić, że powyższe rozważania możliwe były do przeprowadzenia dzięki
dysponowaniu -wyprowadzonym pełnym modelem dynamicznym śmigłowca.
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HCCJIEflOBAHHE yCTOEraHBOCTH yCTAHOBHBUIHXCH PEHCHMOB riOJIETA
yilPABJMEMOrO B E P T O J I E T A H AHAJIH3 COnPJDKEHHfł IIPOCTPAHCTBEHHBIX

flBJDKEHHft ErO 3JIEMEHTOB

B pa6oTe npefleraBJieHo HCCJiesoBamie ycToiłiHBocni ropH3oHTanbHoro noji&ra H BHceHHH
BHHToro BepTOJieTa, a Tai<5Ke anajiH3 conpHHceHHH Mtmpy ,ąBHH<eHHHMH ero pa3JiiwHbix
H conpHHceHiift MOKAy npoflOJttHbiM u BOKOBMM flBHHteHHHMH. AHajm3 nojryqeHHbix ypaBHemrii H pe-
3ynbTaTOB BbiinicjieHHH o6napyH<HJi pap, cyraecrBemibix oco6eHiiocTeii HHHaMHKH noneia ynpaBjiaeMoro
BepTOJieia H s a n npH3HaKn no^Bopa CHCieM aBTOMaTH^ecKoro ynpaBjieHna BepioJieTaMH H ^HHaMH-
qecKiix racHieJieft KoJieSaimił.

S u m m a r y

STUDY OF A DYNAMIC STABILITY OF THE STEADY FLIGHT STATES
OF THE CONTROLLED HELICOPTER, AND ANALYSIS OF COUPLINGS BETWEEN

THREE-DIMENSIONAL MOTIONS OF THE HELICOPTER ELEMENTS

Study of a dynamical stability of the horizontal flight and the hover of the single-rotor helicopter
is presented. Couplings between motions of the different elements of the helicopter and between longitudinal
and lateral motions are discussed. Derived equations and numerical calculation results allow to explain
some important features of the helicopter flight dynamics. The above analysis gives criteria of choice of heli-
copter stabilization systems and of dynamical vibration absorbers.

Praca została złożona iv Redakcji dnia 7 czerwca 1984 roku
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W pracy sformułowano zasadę wariacyjną typu Lagrange'a dla tarczy zarysowanej.
Następnie wykorzystując otrzymane równanie pola Lame wraz ze stowarzyszonymi
warunkami brzegowymi (zewnętrznymi i wewnętrznymi) wyprowadzono globalne równanie
różniczkowe w klasie dwuwymiarowych wektorowych funkcji uogólnionych. W modelu
uwzględniono doświadczalnie potwierdzony efekt nieciągłości wektora przemieszczenia
spowodowany pojawieniem się rysy.

1. Wprowadzenie

Dotychczasowe sposoby obliczania żelbetowych tarcz zarysowanych rozwijały się
w dwóch kierunkach. Pierwszy z nich wyznaczają prace, w których zastosowano konty-
nualny model obliczeń. Przykładowo można tu wymienić prace [1, 2] (metoda różnic
skończonych) oraz [3] (metoda elementów skończonych). Globalny obraz efektów zary-
sowania otrzymany w tych pracach jest poprawny, jednak zaburzenia w miejscach rys są
z założenia niedokładne. Drugi kierunek polega na formułowaniu ścisłych modeli matema-
tycznych dla ciał kruchych z defektami. Literatura w tej dziedzinie jest niezwykle bogata.
Wymienić tu można prace [4], w której rozwiązań poszukuje się poprzez przekształcenia
całkowe i wprowadzenie funkcji zespolonych, oraz prace [5, 6, 7], gdzie podano teorie
defektów. Teorie te polegają na budowaniu pewnych potencjałów modelujących defekty.

Wykorzystanie matematycznych modeli dla ciał kruchych w konstrukcjach z betonu
zbrojonego napotyka jednak na pewne trudności. Dlatego też teorie żelbetu rozwijają się
niezależnie, choć wykorzystują również rozwiązania matematycznych teorii defektów.
Jedną z udanych prób wzbogacania matematycznego modelu płyty zarysowanej stanowi
praca [8]. W pracy tej dokonano opisu płyty przy pomocy rachunku dystrybucyjnego.

W niniejszej pracy wyprowadzono różniczkowe równanie tarczy zarysowanej w klasie
dwuwymiarowych wektorowych funkcji uogólnionych, uwzględniające nieciągłość wektora
przemieszczenia w miejscu rysy. Rozpatrywana jest tarcza o dowolnym kształcie, z ogólnymi
warunkami brzegowymi. Celem zwiększenia przejrzystości zapisu założono istnienie
ppjedynczej rysy krzywoliniowej wewnątrz jej obszaru.

8«
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2. Podstawowe związki i definicje

Poniżej przedstawiono definicje i związki teorii dystrybucji wykorzystywane w dalszej
części pracy (zob. np. [9]).

DEFINICJA 1. Przestrzenią D(Q) dwuwymiarowych wektorowych funkcji próbnych
nazywa się zbiór wszystkich funkcji <p określonych w dowolnym obszarze Q przestrzeni
euklidesowej R2, spełniających następujące warunki:

a) <p e C~(Q),
b) nośnik funkcji <p jest zbiorem zwartym. ; :
DEFINICJA 2. Dystrybucją lub funkcją uogólnioną nazywa się każdy funkcjonał

/: D(Q) -> R1 liniowy i ciągły w D(Q), tzn. funkcjonał o następujących właściwościach:

</,a<j>+6i|>> = a</, «p>+K/.4»>. gdzie a,beR (2.1)

DEFINICJA 3. Działania na dystrybucji określone są w następujący sposób:
Suma dystrybucji:

> f2.2)

Iloczyn funkcji gładkiej i dystrybucji

<Pf, <P> = </, £<P> i-"fi-e C°°(R2) (2.3)
Pochodna dystrybucji

W (2.4)

gdzie a = (oc1,x2), |a| = oci + a2, /)a—jest operatorem różniczkowym rzędu a.
Z definicji 3 wynika, że dystrybucja jest nieskończenie wiele razy różniczkowalna.
W dalszych rozważaniach istotne znaczenie mają dystrybucje (będące uogólnieniem

funkcji (3-Diraca) o danej gęstości skoncentrowanej na krzywej leR2 o następujących
własnościach: •

. -. * ' . (2.5)
, tp> = ( - 1)W / <\>(x)irV(x)ds,

/ • • ; • • • : • • •

gdzie: x = (xi,'x2),

3. Wariacyjny opis przemieszczenia dla tarczy zarysowanej

Podstawowy układ równań dla płaskiego stanu naprężenia składa się z:
równań równowagi :

divS+b = 0; (3.1)

związków geometrycznych

4 s Vu; (3.2)
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oraz związków fizycznych

= 2/tl ltrA; (3.3)

Tutaj S, E, u, b oznaczają kolejno tensor naprężenia, tensor odkształcenia, wektor prze-
mieszczenia oraz wektor sił masowych; X i (i są stałymi Lamego. Ponadto 1 jest tensorem
jednostkowym.

Rys. 1.

Do układu równań pola (3.1)-r- (3.3) należy dołączyć jeszcze warunki brzegowe (rys. 1).
— przemieszczeniowe u = u na S„ (3.4)
— naprężeniowe Sn = p na Ss (3.5)

gdzie n i p są funkcjami zadanymi odpowiednio na brzegu Sui S,,n zaś oznacza wektor
normalny zewnętrzny do S.

Zakłada się, że układ równań (3.1)-r(3.3) spełniony jest'w obszarze dwuwymiarowej
przestrzeni euklidesowej Q ograniczonej powierzchnią S = S,,\JSS.

JDp. opisu omawianego zagadnienia wykorzystano zasadę wariacyjną typu Lagrange'a.
Oznacza to założenie o poszukiwanej funkcji u, że spełnia ona związki geometryczne
(3.2), związki fizyczne (3.5) oraz przemieszczeniowe warunki brzegowe (3.4).

Przyjęto funkcjonał w postaci:

J[u(x)] = f U(u(x))dQ-Jb(x)u(x)dn-Jp(x)\i(x)ds
o a s.

gdzie

u = Vu Vu +
2A

divudivul
/

(3.6)

(3,7)

jest funkcją energii odkształcenia. , .
Poszukuje się ekstremali funkcjonału (3.6) na zbiorze dopuszczalnych wartości wektora

przemieszczenia u w obszarze Q, przy założeniu istnienia jednego załamania dzielącego
ten obszar na dwa podobszary Qt i Q2 (rys. 1).

Przyjęto, że poszukiwana funkcja a e C2(Q/L) (dla xe L funkcja u(x) ma nieciągłość).
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Warunkiem koniecznym na to, by u było rzeczywistym przemieszczeniem w tarczy,
jest zerowanie się pierwszej wariacji funkcjonału (3.6), co po prostych przekształceniach
można zapisać w postaci:

(3.8)
lv-P(u)]duds+ P(u)duds = 0,

J

gdzie:

)n (3.9)

jest operatorem napięcia powierzchniowego.
Pojawienie się ostatniej całki we wzorze (3.8) wynika z uwzględnienia dodatkowego

brzegu wewnątrz tarczy, tzn. linii L — L J U L J (Lt i L2 stanowią odpowiednio lewy i prawy
brzeg rysy). Należy zwrócić uwagę na fakt, że wektory n normalne do brzegu Ly i L2

mają przeciwne zwroty.
Warunek (3.8) musi być spełniony dla dowolnej wariacji óu. Stąd otrzymuje się: prze-

mieszczeniowe równanie różniczkowe tarczy

. «(v2 + -Ę—^- graddiv|u + b = 0 (3.10)
\ A + 2/U /

naturalne naprężeniowe warunki brzegowe

P(u) = p dla x e Ss (3.11)

oraz dodatkowe warunki brzegowe . .

[P(u)]Ł = 0 dla xeL •. (3.12)
gdzie [ ]L oznacza różnicę prawostronnej i lewostronnej granicy wyrażenia w nawiasie
na krzywej L.

4. Równanie różniczkowe tarczy zarysowanej

W poprzednim rozdziale obszar tarczy podzielony został na dwa podobszary iit i Q2>
w których funkcja u jest ciągła. Obecnie będzie poszukiwane rozwiązanie w całym obszarze
ii przy założeniu, że u należy do klasy funkcji uogólnionych. W tym celu w oparciu o związki
z rozdziału 1 formalnie oblicza się wyrażenia:

(4.1)
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oraz

<graddivu, <p> = J {graddivu}tpdJ2 + j [divq»u—
a s

. (4.2)
— divu<p]ds — J [[u]Łdivcp—[divu]Ltp]na(s;

L

tutaj { } oznacza różniczkowanie w zwykłym sensie; [u]Ł zaś oznacza skok wektora
przemieszczenia przy przejściu przez rysę. Ponadto prawo fizyczne rządzące defektem
opisane jest wyrażeniem:

Mx)]L = g(x); (4.3)

gdzie: g(x) jest funkcją gęstości defektu ciągłą dla X e l . Przykładową postać gęstości
defektu (związku konstytutywnego w rysie) można znaleźć w pracy [10].

Całość dotychczasowych rozważań dotyczyła szczególnego przypadku rysy dzielącej
obszar Q na dwie części. Można wykazać, że uogólnienie na przypadek rysy wewnętrznej
(np. na luku AB — ry$. 1) w niczym nie zmienia przeprowadzonych wyżej rozważań.
Sprowadza się to do przyjęcia na pozostałej części krzywej L warunku

[u(x)]Ł = 0 dla xiTB, (4.4)

oraz związków definiujących zachowanie się funkcji gęstości defektu na końcach rysy

os • os

Po elementarnych przekształceniach wzoru (3.10) i wykorzystaniu relacji (3.11), (3.12)
oraz (4.1)-r(4.3) otrzymano równanie różniczkowe na wektor przemieszczenia u(x)
w klasie funkcji uogólnionych

, (4-6)
Jg(x)/>(<p)ds.J

S AB

Ostateczne globalne równanie różniczkowe tarczy zarysowanej można zapisać w postaci:

( ) s u . (4.7)

Jeżeli przyjmie się siły masowe w formie:
b = -P(uds). (4.8)

to równanie (4.7) przyjmie postać:

iv ju= -P(g8L)+(9-P(a))dSs+P[(n-n)dSH) (4.9)

W ten sposób otrzymano równanie różniczkowe tarczy zarysowanej, które zawiera w sobie
komplet warunków brzegowych zewnętrznych oraz dodatkowo spełnia warunek graniczny
w rysie.

<
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Wykorzystując definicję splotu, można zapisać rozwiązanie równania różniczkowego
(4.9) w formie przedstawienia całkowego na funkcję u(x)

«(*) - / g(y)P(G(x, y))ds+ j {/>(G(x, y))[u(y)-
AB s •,. (4.10)

_fi(y)]-G(x, y)[/»(u(y))-p(y)]}ds
gdzie G(x,y) jest funkcją Greena spełniającą równanie . ... , , :

ft IV2 + 3 * * 2
2 M graddiv) G(x) . <5(x), (4.11)

oraz założone warunki brzegowe (3.4) i (3.5).

5. Podsumowanie ,

Wyprowadzone globalne równanie różniczkowe opisuje ścisły matematyczny model
tarczy zarysowanej. Pojawienie się w równaniu (4.9) warunków brzegowych wynika zzasto-
sowania do analizy funkcji uogólnionych. Równanie to uwzględnia nieciągłość iwektora
przemieszczenia w miejscu rysy, zapewniając jednocześnie ciągłość wektora napięcia
powierzchniowego przy przejściu przez krzywą L. Skonstruowany model posłuży do
wyznaczania przemieszczeń w tarczy zarysowanej metodą całek brzegowych, gdzie efekt
rysy traktowany jest jako małe zaburzenie.
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S u m m a r y

THE APPLICATION OF DISTRIBUTION CALCULUS TO THE DESCRIPTION OF CRACKED
PLATE

In this paper the differential equation of the cracked plate, using the classical variational method
of Lagrange is worked out. The displacements equation of Lame with the boundary conditions and compati-
bility conditions in the crack is obtained. The total differential equation in the class of the two-dimensional
general vector functions is shown. In this model the effect of discontinuity displacement vector into account
is taken.

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 sierpnia 1984 roku
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NOŚNOŚĆ GRANICZNA ŚCIANKI RÓWNOMIERNIE ŚCISKANEJ
SKRZYNKOWEGO PODZESPOŁU CIENKOŚCIENNEGO
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Instytut Mechaniki Stosowanej

Celem pracy jest przedstawienie sposobu określenia stanu granicznego słupa o kon-
strukcji skrzynkowej (rys. 1), ściskanego mimośrodowo w przypadku, gdy jedna boczna
ściana słupa jest równomiernie ściskana i pracuje w stanie zakrytycznym. Sposób prowa-
dzenia obliczeń omówiony zostanie na przykładzie liczbowym. Niechaj siła P ściska słup
wzdłuż osi xQ (rys. 1) równoległej do osi x, tzn. do osi nie obciążonego słupa, i niech
wymiary przekroju poprzecznego słupa (rys. 1) są następujące:

bi =b2 = b = 0,8 m, b3 = 6/2 = 0,4 m;

• A - A

m

Rys. 1.
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grubość cieńszej ścianki bocznej h1 = h — 0,004 m, grubość grubszych ścianek bocznych
h2 = In = 2h = 0,008 m. •..".., '.'',,

W omawianym przypadku cieńsza boczna ścianka słupa jest znacznie mniej sztywna
na zginanie niż ścian doń przylegających, więc w dalszych obliczeniach przyjęto, że oba
brzegi cieńszej ściany równoległe do osi x są sztywno zamocowane.

Zadanie rozwiązane zostało w dwóch wariantach. W wariancie I rozpatrzono słup
krótki, następnie w wariancie II analizie wytrzymałościowej poddano słup długi (rys, 2)
wzmocniony równomiernie rozmieszczonymi przeponami. Odległości między sąsiednimi

Rys. 2.



NOŚNOŚĆ GRANICZNA ŚCIANKI... 477

przeponami oznaczono przez a. Założono, że przepony są podatne na zginanie, więc
oddziaływają na ścianki boczne słupa jak podparcie rolkowe. ••.-..,

W obliczeniach przyjęto, że cieńsza ścianka słupa jest pasmem płytowym o szerokości b
(rys. 1), podpartym na równomiernie rozstawionych przeponach, o brzegach równoległych
do osi x sztywno zamocowanych. W pracy uwzględniono fakt przemieszczenia się przepon
w kierunku prostopadłym do osi słupa wynikający z uginania się słupa.

Ship poddany jest mimośrodowemu ściskaniu. Przekroje poprzeczne słupa ściskane
są siłą P i równocześnie zginane momentem Pe, gdzie e jest odległością środka ciężkości
„pracującego przekroju poprzecznego" słupa od linii działania siły P. W omawianym przy-
padku wraz ze zwiększeniem się siły P wzrasta w sposób istotny ugięcie słupa, a więc
i wymiar e. Obliczenia komplikują się, gdyż okazuje się, że wraz ze wzrostem obciążenia
pojawia się lokalna utrata stateczności bocznej ściany słupa, w związku z czym w stanie
zakrytycznym wzrostowi obciążenia towarzyszy malenie sztywności ściskania i sztywności
zginania słupa.

Powtarzającym się elementem cieńszej ściany słupa (elementem tracącym stateczność)
jest płyta prostokątna o bokach axb i grubości h, ściskana w kierunku osi x. Brzegi tej
płyty równoległe do osi JC są w przybliżeniu sztywno utwierdzone, natomiast brzegi po-
przeczne podparte są na przeponach swobodnie. Wyniki rozwiązania nieliniowego zagad-

200-

0
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nienia ściskania takich płyt [1] dla przypadku płyty kwadratowej (a = b) podane są
na rys. 3.

Niżej przytoczone zostały oznaczenia, zależności i wzory niezbędne do określenia stanu
krytycznego i granicznego płyty. Naprężenia krytyczne:

I2(l-v2)\b
k r ' E\ h J 12(1 -v2) v""

gdzie
(1)

(2)

W omawianym przykładzie a = b> = 0,8 m, li = 0,004 m, m = 2, E — 2,06 • 105 MPa
v = 0,3, ffprop = <rspr m 190 MPa, więc k,„ = 8, (rkr = 37,24 MPa, eft = 7,23.

Po utracie stateczności rozkład naprężeń błonowych w płycie nie jest jednorodny
(rys. 4). Średnie naprężenia ax oznaczone zostały symbolem px

b b

I r i r

i) •

Rys. 4.

Naprężenia błonowe o* przy brzegu płyty (tzn. gdy y - 0 bądź y = &) oznaczono sym-
bolem ax, czyli a, = \ax\y=0 = Iff,!.,.,, przez n zaś stosunek ff»/tfkr. Okazuje się, że całko-
wite skrócenie w kierunku osi x środkowej powierzchni płyty wzdłuż brzegu y = 0 i wzdłuż
brzegu y = b jest takie, jak gdyby wzdłuż brzegu występował jednokierunkowy stan
naprężenia, czyli skrócenie płyty wynosi:

Aa - axa/E, a więc ex = Aa/a - aJE.

W praktycznych obliczeniach przyjmuje się często, że po utracie stateczności ściskanej
płyty wyłącza się z pracy jej część, a pozostałe części o szerokości zredukowanej równej btp
obciążona jest naprężeniami stałymi równymi ~ax. Współczynnik redukcyjny płyty y
wynosi cp = px/ax.
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Rozkład naprężeń błonowych w płycie wydzielonej myślowo z cieńszej ścianki słupa
pokazany jest na rys. 4. W obliczeniach przyjęto, że płyta ta wzdłuż brzegów y = 0, y = b
jest sztywno utwierdzona i opiera się przegubowo na dwóch kolejnych przeponach. Uprosz-
czony model zastępczy płyty pokazany jest na rys. 5.

WARIANT I (v = 0)
Wariant I dotyczy przypadku słupa (rys. 1) na tyle krótkiego, iż można przyjąć, że

ugięcie jego v — 0. Siła krytyczna dla takiego słupa wynika z zależności

F
(V

l+Feall.' (4)

:

y

v n' www ,\\\\v,vv: .\\\\\

* * x. X X ^ ^ -̂ /

i

oooO<xxx><
• ' 0 •

Rys. 5.

gdzie crkr — naprężenie krytyczne płyty tracącej stateczność, F—pole przekroju po-
przecznego słupa, a — odległość środka ciężkości pola F od powierzchni środkowej
cieńszej ścianki, e — mimośród {e = «.—b3/2), Tz — moment bezwładności pola F wzglę-
dem osi centralnej z.

W omawianym przypadku: akT = 37,24 MPa, F = 5 • bh = 0,016 m2, a = 0,3fe =
= 0,24 m, e - 0,05i - 0,04 m, /2 - 0,217i3A = 444,4 • 10"6 m4, wiec Pkr = 0,4427 MN.

W stanie krytycznym wytężenie materiału dalekie jest od stanu granicznego, gdyż
(rmM = o-kr = 37,24 MPa <̂  crprop = 190 MPa, słup może więc pracować w stanie zakry-
tycznym aż do momentu, gdy w płycie max<rr(:<1 = <Tprop = 190 MPa, czyli gdy

max(crred) =
190 0,8

Z wykresu rys. 3 wynika, że wówczas n = n,t = 3,7, cp = <p„ = 0,64, ax = (ffx)„ =
= «„ffkr = 3,7-37,24 = 137 MPa.

W stanie zakrytycznym pole „pracującego przekroju" (zredukowane pole) cieńszej
bocznej ścianki wynosi tpbxhx - ębh, więc „pole pracujące" całego słupa F' = (pbs,hi +
+b2h2+2b3h3 = (q>+4)bh = 0,0148 m2.

Wprowadzono oznaczenia: a' — odległość środka ciężkości pola F' od powierzchni
środkowej cieńszej bocznej ścianki, (rys. 1) e' — mimośród (e' = a'-&3/2), Iz> — moment
bez władności pola F' względem osi centralnej tego pola — czyli względem osi z'.

W omawianym przypadku: «' = 0,324& = 0,26 m, e' = 0,074i = 0,059 m, L> =
= 368,6-10-6 m*.
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Siłę graniczną określa się ze wzoru analogicznego do (4). Wynosi ona:

Siła ta jest większa od siły krytycznej 2,85 razy.

,.., WARIANT II (v ^ 0 ) .v, . ... . : : ,•,., .• :. , ••..-; Z.;..,;•';)'
Wariant II dotyczy przypadku, słupa n.a.tyle długiego,..iż w obliczeniach uwzględnić

należy jego uginanie się.
, Analizie poddano ship o przekroju poprzecznym takim, jak w wariancie I podparty
przegubowo. Przyjęto przykładowo L = 20a = 16 m. Słup poddany jest ściskaniu siłą P
działającą stale wzdłuż osi x0 (rys. 2). Siłę tą można zredukować do środka ciężkości
„pracującego przekroju" poprzecznego słupa. Moment gnący *w przekroju poprzecznym
zmienia się na długości słupa, gdyż zależy od rzędnej linii ugięcia v i od położenia środka
ciężkości tego przekroju, Moment ten wynosi: r

— w stanie dokrytycznym Mg = P(e+v),
— w stanie zakrytycznym Mg = P(e'+v). •

Stan dokrytyczny , :
Do chwili utraty stateczności ścianki równania różniczkowe osi ugiętej słupa ma postać

EIzv" = -P(e+v), więc
v"+P2v= -fi2e, (5)

gdzie /? = l/P I El*. •

Rozwiązaniem tego równania uwzględniającym przyjęte warunki brzegowe jest funkcja

- ( 6 )

w i ę c : ••._"•• ;

Vmax = .

W połowie długości słupa w przekroju poprzecznym maksymałne naprężenia ściskające
cieńszą boczną ściankę wynoszą '•-••

• ! ' - •• , . • • * • ' i • . . . . :. ' : _ • ' ' ' • • : : : i . • ; • • - i •: •":\')fj

P P(e + Vmi-d P | . F(e+vmax)<x 1 ,„

stąd
P = alF/[l+F(e+vmaz)ujI2]. (9)

We wzorze tym wielkości F, e, z, Iz są takie, jak w I wariancie, natomiast ugięcie vma

określa się ze wzoru (7). Zależność P od ax wynikająca z powyższego wzoru pokazana
jest na rys. 6. W omawianym przypadku traci stateczność cieńsza z bocznych ścianek
słupa. Poprzednio wykazano, że dla tej ścianki dj = (O])kr = 37,24 MPa, więc z wykresu
(rys. 6) widać, że dla tej wartości naprężenia siła - o i ;

P =Pkr~ 0,4244 MN.
Siła ta jest więc o 4.1% mniejsza od siły krytycznej otrzymanej dla przypadku słupa krót-
kiego (patrz WARIANT I).
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Rys. 6.

Stan zakrytyczny
Po utracie stateczności pole powierzchni „pracującego przekroju" F zmienia się wzdłuż

długości słupa. Najmniejsze pole jest w przekroju najbardziej obciążonym, tzn. w środku
długości słupa (rys. 7a), natomiast największe przy obu jego końcach (rys. 7b). Woma-

a)
ttw

b)

T

iff?

£ n

„przekrój pracujqcy"słupa
w środku jego długości

1
•a JD

„ przekroj.pracujqcu" sfupa
na obu jego Końcach

Rys. 7.

wianym przykładzie różnice liczbowe między polami przekrojów pokazanymi na rys. 7a
i 7b nie są duże. Chcąc ocenić wpływ długości słupa na wyniki rozwiązań wariantów I i II
postąpiono ostrożniej, przyjmując w obliczeniach, że w stanie granicznym słupa pola
wszystkich jego przekrojów poprzecznych są jednakowe i są takie, jakie były przy określaniu
siły granicznej w wariancie I. Po podstawieniu do wzorów (5) -r(7) zamiast współrzędnej e
współrzędną e' = 0,059 m, zamiast momentu Iz moment Iz> = 368,6 • 10"6 m4 i przyjęciu
w pierwszym przybliżeniu wartości granicznej np. (PBt)i = 1,1 MN (czyli wartości nieco
mniejszej od wartości uzyskanej w I wariancie), otrzymano:

^ 1,926, (vm„)i•= 0,0444 m

9 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85



482 T. GAŁKIEWICZ, A.-ŻELIGOWSKI

Maksymalne naprężenie w cieńszej bocznej ściance wynosi

stąd

Jeżeli do powyższego wzoru podstawi się a1 — (u 1 ) g r = 137,8 MPa (patrz I wariant)
F = 0,0148 m2, e' = 0,059 m, vmax = 0,0444 m, a' = 0,26 m, I2> = 368,6- lO"6

 m\
to otrzyma się drugie przybliżenie wartości siły granicznej. Okazuje się, że dokładniejsza
wartość siły granicznej wynosi (Psr)2 = 0,981 MN.

Powtarzanie powyższych obliczeń prowadzi do dalszego uściślenia rozwiązania. Otrzy-
muje się kolejno następujące wyniki:

) a = 1,82, (wmai)2 = 0,371 m, (P e r ) 3 = 1,018 MN,

(0L)3 = 1,853, (wmM)3 - 0,0392 m, .,(i>K)4 = 1,007 MN, .•',..,

(pL)4 =1,842, (a m M ) 4 = 0,03855 m, (Ąr)i = 1,01 MŃ.

W wariancie II siła graniczna jest większa od krytycznej 2,38 razy.

Podsumowanie

Celem pracy jest przedstawienie sposobu określenia stanu krytycznego i granicznego
cienkościennego słupa o budowie skrzynkowej doznającego lokalnej utraty stateczności
i pracującego w stanie zakrytycznym. W pracy wykazano, jak dla konkretnego przypadku
ocenić wpływ długości słupa na wartość siły krytycznej i siły granicznej. Okazało się, że
przy długim słupie ten wpływ jest istotny. W analizowanych w pracy przykładach siła
graniczna w wariancie II (tzn. w słupie dłuższym) jest mniejsza od siły uzyskanej w warian-
cie I o ~ 20%.
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P e 3 io M e

CnOCOEHOCTb TOHKOft BOKOBOił CTEHKH TOHKOCTEHHOrO CTOJIBA

npoCjieMa KacaeTCH paBHoiwepHo oKaTofi TOHKOH GOKOBOM creiiKH TenKocTeHHoro croji6a coflepwn-
Moii MC/K,ny xpynKHMH flHaibpariviaMH H npiiJieraiomHMH i< DTOH creHKC ropa3,qo He3rH6aeiwbMJi 6OKO-
BWMH creiiKaMH. IIpHBofla pe3yjibTaTH pemeHHfi npeflcTaBJieno COTHH C MeToflOB Hcnojn>3OBaHHa no-

(bopMyjiaMii H AHarpaMMaMH. floKa3aHo, 1TO wrana oKaroro CT0Ji6a iiineeT B^HaHiie Ha
piffHiiecKOH H rpammHOH cunhi.

S u m m a r y

ULTIMATE STRENGTH OF UNIFORM COMPRESSED FLANGE
OF THIN-WALLED BOX SUBSTRUCTURE

The problem considered is similar to that which occurs during uniform compression of thin plate
element of the column. Such an element is situated between two significantly flexurally stiffer walls of the
column and on two other sides is connected to slender diaphragm. Results are given in the form of expres-
sions and tables. An examplary illustration of their practical application is also presented. It has been
proved that the length of the compressed column have an effect on the critical loading as well as on the
load carrying capacity of the structure considered.

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 sierpnia 1984 roku
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BADANIA DOŚWIADCZALNE STANU ZAKRYTYCZNEGO
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Celem badań była weryfikacja doświadczalna wzorów otrzymanych w pracy [1J doty-
czącej analizy stanów naprężenia i odkształcenia równomiernie ściskanej płyty prosto-
kątnej o dwóch brzegach równoległych do kierunku ściskania — utwierdzonych i pozo-
stałych brzegach (poprzecznych) swobodnie podpartych. Badaniu poddano płytę 1 będącą
elementem specjalnie skonstruowanego dźwigara skrzynkowego 2 poddanego czystemu
zginaniu. Przekrój poprzeczny dźwigara pokazany jest na rys. 1. Dźwigar utworzony

schemat rormiesiczenia
czujników tensometrycz-

nych
A-A

Rys. 1.
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został z dwóch ceowników [50 x 25 x 3,5 mm połączonych dwoma cienkimi pasami 3,4.
Pasy dźwigara wykonano z jednomilimetrowej blachy. Brzegi dłuższe pasów przykręcono
do półek ceowników dużą ilością śrub M8, co powodowało utwierdzenie tych brzegów
do znacznie sztywniejszych od blachy ceowników. Zamiast przepon, które bywają w dźwi-
garach, zastosowano pryzmy 6 i 7 realizujące przegubowe podparcie poprzecznych brzegów
badanych płyt.

Wykonano dwa identyczne dźwigary przedzielone w punktach A, A' rolkami 5 i obcią-
żono je w sposób pokazany na rys. 1. W każdym z dźwigarów badano jedną z płyt ściska-
nego pasa. •> • ' - •:

1, Rezultaty wynikające z pomiarów tensometryćznych

Stanowisko pomiarowe (rys. 1) umieszczono w maszynie wytrzymałościowej o napędzie
mechanicznym firmy VEB Thiiringen Industriewerk Ravenstein i zakresie obciążenia
0-9, 81 kN; następnie omówiony model obciążono siłami Q wywołującymi na odcinkach
BB' czyste zginanie dźwigarów i powodującymi w każdym dźwigarze ściskanie jednego
z pasów. Częścią ściskanego pasa była badana płyta 1. Naprężenia w płycie określono
poprzez pomiar odkształceń (w 98 punktach) dokonywany tensometrami oporowymi.
Schemat rozmieszczenia czujników tensometryćznych znajduje się na rys. 1. Pomiary
odkształceń zawsze przeprowadzane były równocześnie dla dwóch zewnętrznych przeciw-
ległych powierzchni płyt, co umożliwiało oddzielenie naprężeń stanu błonowego od naprę-
żeń stanu zgięciowego. Fotografia stanowiska znajduje się na rys. 3. Dźwigary obciążano

Rys. 2.

zmieniając wartości sił Q co 0,49 kN od 1,67 kN do 7,06 kN. Każdorazowo odczytywano
wskazania tensometrów, co pozwoliło na wyznaczenie naprężeń błonowych przy brzegach
płyt ax — (crx)y=0 = (px)y=i,, (ox)x=0, (ox)x-a. Zotrzymanego rozkładu naprężeń określono
wartość średnich naprężeń ściskających px. Na rys. 2 wykres wykonany linią ciągłą przed-
stawia rozkład naprężeń w środkowej powierzchni płyty otrzymany z doświadczeń, a linią
przerywaną rozkład tychże naprężeń otrzymany teoretycznie wg pracy [1], Wykres dotyczy
stanu naprężenia, w którym przy brzegu płyty naprężenia ax = 74,3 MPa. Na rys. 4
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Rys. 3.

100

Rys. 4.

wykonane są wykresy określające zależności średnich naprężeń ściskających px od naprężeń
na brzegu ax. Linie ciągłe dotyczą płyt nie mających ugięć wstępnych w0 — 0. Punkty
naniesione na wykres oznaczone kółeczkami wynikają z doświadczeń. Punkty te znajdują
się w bliskim sąsiedztwie górnej linii kreskowanej uzyskanej z obliczeń teoretycznych [1]
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dla płyt mających ugięcie wstępne w o m M = h\2 = 0,5 mm. Dla as < 100 wartość naprę-
żenia px otrzymana z doświadczenia różni się od wartości otrzymanej wg pracy [1]:

— gdy vt'o = 0 maksymalnie o ~ 17%
— gdy wOmax = 0,5/i = 0,5 mm maksymalnie o 10%.
Pokazany na rys. 2 rozkład naprężeń błonowych (ffx i)x = 0 wynikający z doświadczeń

jest zbliżony do uzyskanego na drodze analitycznej [1] dla płyty, której maksymalne
ugięcie wstępne wynosi wj = 0,5. Maksymalny błąd wynosi Aax ~ 27%. W badanym
modelu ugięcia wstępne płyty były rzędu połowy grubości płyty, a więc otrzymano zado-
walającą zgodność wyników badań doświadczalnych z wynikami uzyskanymi analitycznie.
W praktycznych obliczeniach czyni się czasem uproszczenie zwiększające bezpieczeństwo,
przyjmując, że płyty będące elementami blachownie są na całym obwodzie podparte
przegubowo. Uproszczenie to robi się wówczas, gdy brak jest wyczerpujących rozwiązań
przypadków bardziej złożonych. Na rys. 4 (w celach porównawczych) zamieszczone są
wykresy zależności px(ax) uzyskane analitycznie, gdy w0 = 0 oraz gdy wOmax = h\l =
= 0,5 mm dla płyt różniących się od analizowanych tym, że wszystkie jej brzegi podparte są
przegubowo.

2. Wyniki uzyskane z pomiarów ugięć dźwigara

Równolegle z opisanymi w punkcie 1 badaniami bazującymi na pomiarach tensometrycz-
nych prowadzone były badania oparte na określeniu ugięć dźwigara dokonywanych za
pomocą czujników zegarowych 8 (rys. 1). Mierzono ugięcie fk środkowego fragmentu
DD' dźwigara mieszczącego się w obrębie badanej płyty. Dźwigar na odcinku pomiarowym
poddany był czystemu zginaniu momentem M — Q-1/2. Przyjęto, że Eccavmiki = Epii(,w =
= £ = 2,06 • 105 MPa.

Moment bezwładności pracującej części przekroju poprzecznego dźwigara wynika ze
znanego wzoru na strzałkę ugięcia

ML2 ML2 (Ql/2)L2 _ Itf IQ\

T~J " E\Ar
W omawianym przypadku / = 0,50 m, L = DD' = 0,573 m. Wartości siły obciążającej Q
oraz odpowiadające jej strzałki ugięcia dźwigara zestawiono w tablicy 1.

Jeżeli w0 = 0, to przed utratą stateczności ściskanego pasa, wychodząc z elementarnych
wzorów wytrzymałościowych, teoretycznie w obydwu pasach dźwigara stan naprężenia jest
jednorodny i wówczas Q/fk = const, a zatem / = const.
Moment bezwładności przekroju poprzecznego dźwigara znajdującego się w stanie dokry-
tycznym określony został w sposób następujący:

Jz = Jz+2[bh3/U+bh(H/2)2] x J„+bhH2J2; (3)

tu Jz jest to moment bezwładności przekroju poprzecznego badanego dźwigara, z którego
wycięto symetrycznie, z obu przeciwległych pasów płyty zawarte między ceownikami
i pryzmami (rys. 5a). Moment bezwładności Jz określony został doświadczalnie na dźwi-
garach pozbawionych płyt axb przy wykorzystaniu wzoru analogicznego do (2).
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Tablica 1. Badania doświadczalne stanu zakrytyczncgo równomiernie ściskanej płyty prostokątnej, będącej
elementem zginanego dźwigara

Q

A
Ugięcie dźwi-
gara pozba-
wionego
pasów

A
Ugięcie
dźwigara

kN

mm

mm

1,67

—

0,16

2,65

_

0,255

3,14

0,305

3,63

0,69

0,36

4,12

0,78

0,415

4,61

0,875

0,47

5,10

1,00

0,525

5,59

1,05

0,58

6,08

1>12

0,64

6,57

1,25

0,695

7,06

—

0,75

a)

l i
OT

b)

F,;rod=1.75cm'

c)

b = 20cm »

035
icrrT

potka

r.

drodnik

Jz=26.3cm+

-b=20- ^~

si—i

m
-bp-

b=ZOcnn-

iC ZC

Rys. 5.

Okazało się, że Jz = 26,3- 10~8 m4. Podstawiając do wzoru (3):JS = 26,3- 10"8 m*,
& = 0,2 m, h = 0,001 m, H = 0,051 m otrzymano j ; = 52,3 • 10~8 m4.

W chwili utraty stateczności naprężenia we wszystkich punktach przekrojów poprzecz-
nych obydwu pasów teoretycznie są jednakowe (w rzeczywistości — w przybliżeniu jedna-
kowe) i wynoszą

ffx m M • H/(2Jt) - QlH/(4Jt) (4)

gdzie wymiar / widoczny jest na rys. 1; / = 500 mm = 0,5 m. Ze ściskanego pasa zgina-
nego dźwigara wydzielić można myślowo płytę o wymiarach a x b x h ~ 0,6 x 0,2 x 0,001 m,
dla której 2. = a/b = 3.
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Z zależności podanych w pracy [1] wynika, że w stanie krytycznym powinno powstać
5półfal (m = 5) powierzchni ugięcia. Zgodnie z pracą [1] km = 7,36, a'więc naprężenia
krytyczne powodujące lokalną utratę stateczności ściskanego pasa

/0,00l\2

' (-sr j ' 7 ' 3 6 = MPa.

Siła Q wywołująca ten stan nazywana będzie siłą krytyczną. Wynika ona ze wzoru (4)

2kr = 4oktJj(lH) = 4 • 34,3 • 52,3 • 10~8/(0,5 • 0,051) = 2,81 kN.

Jeżeli pas dźwigara skrzynkowego pracuje w stanie zakrytycznym, to iloraz Q/fk wraz
ze wzrostem obciążenia maleje, a więc maleje również i Jzc określone wzorem (2). Wynika
to stąd, że rozkład naprężeń w ściskanym pasie przestaje być wówczas równomierny (rys. 2).
Pas ściskany pracując w stanie pofalowanym jest mniej sztywny od pasa rozciąganego.
Chcąc w obliczeniach praktycznych korzystać ze wzoru (1), a przy określaniu naprężeń
ze wzoru (4), należy przyjąć, że szerokość pracująca ściskanej płyty zawartej między
ceownikami wynosi nie b, lecz <pb (rys. 5c), gdzie <p jest współczynnikiem redukcyjnym.

Naprężenie ax przy brzegu badanej płyty wynosi

ax = MttJJ„ m Qlm1/(2JZC) (5)

gdzie at —jest to odległość powierzchni środkowej pasa ściskanego od osi obojętnej zc

„pracującego przekroju" poprzecznego dźwigara (rys. 5c).
Z pracy dźwigara „wyłącza" się część ściskanego pasa o polu równym AF = (1 —ę)bh.

Przekrój poprzeczny modelu obliczeniowego dźwigara pokazany jest na rys. 5c. Pole
przekroju poprzecznego dźwigara wynosi

Fc = F0+q>bh+bh,

gdzie Fo jest to pole przekroju poprzecznego dźwigara pozbawionego pasów (rys. 5b);
FQ = 6,87 • 10~* m2.

Środek ciężkości przekroju zredukowanego, oznaczony punktem C na rys. 5c, leży
poniżej osi z w odległości d od tej osi

d=(l-<p)bh(H/2)lFc. (6)

Moment bezwładności zastępczego przekroju dźwigara wynosi

h«I) (7)

gdzie a t = H/2+d, «2 = H/2—d. Wskaźnik wytrzymałości na zginanie Wtc — J:cl«i,
a więc

c„<=M/W,e=Ql/(2Wia) (8)
Korzystając z powyższych wzorów po wstawieniu danych szczegółowych określono, jak
zmienia się Jzc i Wzc w zależności od cp. Graficzny obraz funkcji Jzc{<p) i Wzc{cp) podany jest
na rys. 6.

Jak zaznaczono, moment bezwładności całego przekroju poprzecznego dźwigara
określony został doświadczalnie ze wzoru (2), do którego na fk' podstawiono strzałki
ugięcia zmierzone doświadczalnie. Wyniki pomiarów zestawiono w, tablicy 1.
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Po określeniu z doświadczeń momentu bezwładności Jxc znaleziono z wykresu (rys. 6)
wartość współczynnika q> i wskaźnika na zginanie Wzc • Naprężenia ax obliczono ze wzoru
(8) natomiast wartość średnich naprężeń ściskających wynika ze wzoru (9)

Px - <pox (9)

Zależności między px i ctx wyznaczono dla 11 obciążeń dźwigara. Wyniki naniesiono na
wykres znajdujący się na rys. 4 punkty zaznaczono gwiazdkami. Widać, że punkty te dla
ax < 70 MPa leżą nieco poniżej wykresu przedstawiającego zależności px(ax)] w0 - 0,
otrzymaną analitycznie na podstawie wzorów pracy [1], natomiast dla 79 MPa < ax <
< 103 MPa punkty oznaczone gwiazdkami leżą poniżej wykresu odpowiadającego roz-

wiązaniu analitycznemu [1], dla którego wOmM = 0,5/z = 0,5 mm.
Bezwymiarowe naprężenie graniczne (czyli naprężenie, przy którym w płycie <rr c d m M =
= a t = 190 MPa) dla badanej płyty wynosi

hj ' ^ = 37.
2,06 -105 \ 0,001

Z wykresu rys. 7 dla płyty bez ugięcia wstępnego można odczytać graniczne wartości
«e" ftf o r a z bezwymiarowe graniczne naprężenie (px%t = 17.

W omawianym przypadku n„ - 4, cpBT = 0,64, (px)tt = 87,6 MPa > akT = 34,3 MPa
więc badana płyta może pracować w stanie zakrytycznym przy obciążeniu px ^ (px)tr =
= 87,6 MPa, stale będąc układem sprężystym, którego to obciążenia podczas doświadczeń
nie przekroczono.
A = 3,0

Z wykresów znajdujących się na rys. 4 widać, że podczas badań doświadczalnych średnie
naprężenie w płytach wynosiło maksymalnie (px)m„x — 64 MPa, a więc stan graniczny
w analizowanych płytach nie został przekroczony.
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S u m m a r y

EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF POSTCRITICAL STATE OF UNIFORMLY
COMPRESSED RECTANGULAR PLATE AS AN ELEMENT OF BENT

The aim of this paper is to present the experimental verification of the theoretical expressions derived
for the post-buckling behaviour of the compressed rectangular plate clamped along longitudinal edges
and simply supported along loaded sides. The compressed element of the flange of the box-girder loaded
by pure bending is regarded as an experimental model.

Praca została złożona w Redakcji dnia 7 sierpnia 1984 roku
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STATECZNOŚĆ SPRĘŻYSTO-PLASTYCZNEJ TRÓJWARSTWOWEJ POWŁOKI
W KSZTAŁCIE WYCINKA STOŻKA W UJĘCIU

GEOMETRYCZNIE NIELINIOWYM

JAROSŁAW NOWINKA I JERZY ZIELNICA (POZNAŃ)

Politechnika Poznańska

W pracy wyznaczono górne i dolne obciążenia krytyczne oraz przeanalizowano przebieg
utraty stateczności dla swobodnie podpartej otwartej trójwarstwowej powłoki stożkowej
obciążonej siłami podłużnymi i równomiernym ciśnieniem poprzecznym. Założono, że
w chwili wyboczenia warstwy nośne powłoki są sprężyste lub uplastycznione, podczas gdy
rdzeń pozostaje sprężysty. Postawione zagadnienie sformułowano w ujęciu energetycznym,
a do rozwiązania zastosowano metodę Ritza. Równania wyprowadzono w oparciu o związki
fizyczne deformacyjnej teorii plastyczności Nadaia-Hencky'ego, wykorzystując koncepcję
wzrastającego obciążenia Shanleya. Opracowano iteracyjny algorytm obliczeniowy, który
umożliwia przeanalizowanie ścieżek równowagi dla powłok znajdujących się w sprężystym,
sprężysto-plastycznym lub całkowicie plastycznym przedkrytycznym stanie naprężeń.
Przedstawiono szereg przykładów liczbowych, których celem jest zbadanie wpływu podsta-
wowych parametrów fizycznych i geometrycznych na przebieg utraty stateczności powłoki
przy dużych ugięciach.

1. Wstęp

Cienkościenne powłoki wielowarstwowe znajdują zastosowanie w budowie nowo-
czesnych pojazdów powietrznych, wodnych i lądowych oraz w budownictwie. Najczęściej
spotykane konstrukcje składają się z dwóch warstw nośnych połączonych ze sobą środkową
warstwą wypełniającą. Stosunkowo cienkie warstwy nośne wykonywane są z materiałów
o dużej sztywności (stal, stopy aluminium), natomiast warstwa środkowa może być zbudo-
wana z blachy falistej lub z masy plastycznej, masy piankowo-gąbczastej, porowatego
kauczuku, korka, itp. materiałów. Powłoki tego typu charakteryzują się dobrą izolacją
akustyczną i termiczną. Mają takie istotne zalety, jak lekkość i możliwość przenoszenia
stosunkowo dużych obciążeń. Dla spełnienia tych wymagań konstruktorowi obecnie nie
wystarcza już analiza w zakresie sprężystym; istotna staje się znajomość faz przejścia od
pojawienia się pierwszych odkształceń plastycznych, do chwili całkowitego wyczerpania
nośności. Celem niniejszej pracy jest przeanalizowanie zagadnienia stateczności omawianej
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powłoki przy dość ogólnych założeniach, dotyczących zarówno obciążenia, jak i para-
metrów materiałowych i geometrycznych.

Problemom sprężysto-plastycznej stateczności powłok trójwarstwowych poświęcono
dotychczas niewielką liczbę opracowań. Wymienić należy prace dotyczące powłok wal-
cowych [2 i 6], gdzie autorzy przyjmowali do analizy związki fizyczne teorii odkształcenio-
wej. E. I. Grigoluk [3] wyprowadził związki dla analizy powłok mało wyniosłych; pojawiają
się jednak trudności przy ich całkowaniu, gdy w powłoce w stanie przedkrytycznym panuje
niejednorodny stan naprężeń (jak np. w powłoce stożkowej). W pracach [9 i 10] wyznaczono
obciążenia krytyczne dla trój warstwowej zamkniętej powłoki stożkowej; do rozwiązania
zastosowano metodę ortogonalizacyjną oraz iteracyjną procedurę numeryczną, opierając
się na związkach fizycznych zarówno teorii deformacyjnej, jak i przyrostowej teorii plastycz-
nego płynięcia. Wymienić należy również pracę R. Struka [7], gdzie rozpatrzono podobne
zagadnienie, lecz ograniczając się do zakresu sprężystego, oraz pracę J. Maciejewskiego
i J. Zielnicy [5], gdzie rozpatrzono zagadnienie sprężysto-plastycznej stateczności jedno-
warstwowej powłoki stożkowej, a sformułowanie problemu i przyjęta metoda rozwiązania
są podobne do stosowanych w rozważanym tutaj zagadnieniu.

W niniejszej pracy podjęto analizę stateczności trójwarstwowej powłoki o postaci
wycinka stożkowego, swobodnie podpartej i poddanej działaniu sił podłużnych oraz
poprzecznych. Rozważa się aktywny proces obciążenia (brak zewnętrznego lub wewnętrz-
nego odciążenia). Przyjęto następujące założenia podstawowe: 1) warstwy nośne mają
symetryczną budowę i równą grubość, wykonane są z materiału izotropowego, ściśliwego
ze wzmocnieniem — uwzględnia się ich sztywność na zginanie oraz przyjmuje dla nich
ważność hipotez Kirchhoffa-Love'a; 2) warstwa wypełniająca jest typu lekkiego o niewielkiej
sztywności na rozciąganie i zginanie (pomijanej w obliczeniach); poddana obciążeniu
nie uplastycznia się i przenosi wyłącznie ścinanie poprzeczne. Postawione zagadnienie
zostanie rozwiązane metodą Ritza z wykorzystaniem związków geometrycznych teorii
nieliniowej oraz związków fizycznych deformacyjnej teorii plastyczności.

2. Podstawowe zależności

Przedmiotem analizy jest swobodnie podparta trójwarstwowa powłoka w kształcie
wycinka stożka, składająca się z dwóch warstw nośnych o równej grubości oraz z warstwy
wypełniającej (rys. 1). Zakładając stosowalność hipotezy Kirchhoffa-Love'a dla warstw
nośnych, a także przyjmując, iż wariacja przemieszczeń wzdłuż grubości powłoki w warst-
wie wypełniającej jest liniowa, uzyskujemy następujące wzory na przemieszczenia u i v
wywołane utratą stateczności odpowiednio w kierunku wzdłużnym i obwodowym na
powierzchni odległej o z od powierzchni podstawowej powłoki (rys. 2);

a) warstwa nośna zewnętrzna, 0,5c ^ z < 0,5c+t

( z - . £ + i ) l w „ , . (2.1)

b) warstwa nośna wewnętrzna, -0,5c~ł < z < — 0,5c

£ + i J i w > ł ł (2.2)
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Rys. 1.

w

Rys. 2.

c) warstawa wypełniająca, — 0,5c ^ z ^ 0,5c

M = M a + 7 - ( 2 u f l - ' (2.3)

W powyższych wzorach «+ i z>+ oraz u~ i v~ są przemieszczeniami powierzchni środkowych
odpowiednio zewnętrznej i wewnętrznej warstwy nośnej. Przyjęto w - wt = w2 = w3.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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Wprowadzono tutaj również
+ — V

Wariacje odkształceń oraz krzywizn w powłoce określimy następująco [4]:
a) warstwy nośne

w 1
+

+

-

i 4 0 r + 7 w l ł w . „ ( 2 5 )

vv,„,

1 , 1 , cosec .

1 1 cosa ± 5cosa ± cosa ±

b) warstwa wypełniająca (przenosi wyłącznie ścinanie poprzeczne)

<5y„ - - ( 2 ^ - (c+t)w,3),

Niewielkie różnice występujące między niniejszymi związkami a przyjętymi przez Golden-
wajzera [4] leżą w granicach dokładności założeń teorii powłok. Niekiedy w różnych
opracowaniach dotyczących teorii powłok podane są nieco inne wyrażenia dla zmiany
krzywizn (np. wg Własowa). Celem zbadania wpływu dodatkowych składników na wyniki
obliczeń wprowadzono współczynnik Ao, który w obliczeniach numerycznych przyjmie
wartość 0 lub 1.

Dla przyjętego przypadku obciążenia siły zewnętrzne i naprężenia odpowiadające
bezmomentowemu przedkrytycznemu stanowi naprężeń wyrażają się wzorami

1 / V \ C

iv s = 2tas = -r-gtgal sl-JY*—,

r , = Tv = 0.

Zakładając stały stosunek obciążenia podłużnego do poprzecznego

* - - £ * - ; (2.8)
qst

zapewniamy proporcjonalny wzrost składowych tensora naprężenia przy zwiększaniu
obciążenia zewnętrznego, co stanowi wymóg tzw. „prostego obciążenia" dla deformacyjnej
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teorii plastyczności. Naprężenia wzdłużne, obwodowe, styczne oraz intensywność naprężeń
przyjmą odpowiednio wartości:

(2.9)

gdzie

fc.-l- i ł . 1 - - ^ - ,
s / \ tga.)

fi = ks(k,~2)+4.

Zakładamy liniową charakterystykę umocnienia materiału warstw nośnych w zakresie
plastycznym, dla której moduł styczny Ek = const, natomiast moduł sieczny

Ek

Ec =

dla

dla 0 < cr( < apl,

(2.10)

At i E \
gdzie a,,, jest wytrzymałością doraźną, a )t, = ~ - — 11 apS. W opisie Ec (2.10) wyko-

tgcc \ Ł j
rzystano warunek plastyczności H-M-H. W obliczeniach numerycznych jest on realizowany
przez odpowiednie instrukcje logiczne.

Związki fizyczne dla warstw nośnych wg teorii małych odkształceń spręźysto-plastycz-
nych Nadaia-Hencky'ego mają postać [8]

1 1 1-2?
2~Ę W
\-2v\ (2.11)

_3_
£7

\-2v

Przyjmując Ec = E uzyskujemy z (2.11) związki fizyczne dla ciała liniowo-sprężystego.
Aby wyznaczyć wariacje naprężeń, należy dokonać wariacji wyrażeń (2.11), a następnie

odwrócić je ze względu na daa!). Po wykonaniu odpowiednich przekształceń otrzymujemy
zależności

'fix Aa 0
1 fu /aa 0 <5E„ | (2.12)

.0 0 / 3 3 .

Elementy macierzy sztywności mają postać

10*
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F -f -tE°

gdzie
1 1 — lv '. 1 — lv

V"" 8 -^' " . - 3 — ^ , , (214)

Siły i momenty w warstwach nośnych powstające w wyniku utraty stateczności uzyskuje
się przez całkowanie wariacji naprężeń (2.12) wzdłuż grubości warstw nośnych

= f óogpdz, <5M±„ = } dofyzdz. (2.15)

Warstwa wypełniająca zgodnie z przyjętymi założeniami przenosi wyłącznie siły ścinające,
stąd

i" i«
«W„ = G3 / ay K dz } óiV^ = G3 / «y9,&, (2.16)

gdzie Gz jest modułem odkształcenia postaciowego materiału warstwy wypełniającej.

3. Równanie stateczności

Układ równań stateczności powłoki stożkowej wyrażony w przemieszczeniach nie ma
ścisłego rozwiązania. Przybliżone rozwiązanie metodą ortogonalizacyjną Galerkina zwią-
zane jest z pracochłonnymi obliczeniami, dlatego w niniejszej pracy zastosowano metodę
Ritza. Opierając się na twierdzeniu, że równowadze układu odpowiada ekstremum jego
energii potencjalnej W, otrzymujemy równanie równowagi powłoki w ujęciu wariacyjnym,

0, (3.1)

gdzie U jest energią zgromadzoną w powłoce w trakcie jej odkształcenia, L zaś jest pracą
sił zewnętrznych. Równanie (3.1) jest poprawne zarówno dla stanów przedkrytycznych,
jak i pokrytycznych.

Do wzoru na energię W, zamiast ścisłych wyrażeń na przemieszczenia, wprowadzimy
funkcje aproksymujące zawierające współczynniki At, które dobiera się tak, aby możliwie
najdokładniej odtwarzały przebieg rzeczywistych przemieszczeń.
Równanie

k

£w,AtdAt = 0, i = 1 , 2 , ...,/c, (3.2)



STATECZNOŚĆ POWŁOKI 501

jest spełnione przy zupełnej dowolności wariacji 6Ai, zatem

W,At = 0. (3.3)

Warunek równoczesnego spełnienia tych równań określa krytyczny układ obciążeń. Gdy
równania te są liniowe i jednorodne, pozostaje do rozwiązania zagadnienie wartości
własnych, jednak w naszym przypadku powstaje bardziej złożony układ równań nielinio-
wych i niejednorodnych.

Całkowitą energię potencjalną powłoki W uzyskujemy, sumując jej wartości w warst-
wach nośnych: U+ (zewnętrznej), U~ (wewnętrznej), w warstwie wypełniającej Uw oraz
pracę sił zewnętrznych L:

W= U+ + U~ + Uw+L. (3.4)

Poszczególne składniki energii mają postać

U* » ~ JJ
O

si 0

gdzie wariacje odkształceń uzyskane ze wzorów (2.5) dotyczą powierzchni środkowych
odpowiednich warstw. Pracę sił zewnętrznych można w pewnym uproszczeniu ([8]) zapisać
ako funkcję przemieszczenia w,

H P '2 P

L = — I I qwrd<pds—-^Nas1sma I i wfsd<pds. (3.6)
ii 0 Ji 0

Po podstawieniu odpowiednich wyrażeń na wariacje sił i momentów (2.15) i (2.16) oraz
odkształceń i krzywizn, wykorzystując oznaczenia (2.4), otrzymujemy następujące wyra-
żenie na energię potencjalną powłoki

j , 0

>v 1
5 tg a
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x 7<

va,^ + 2vę,ipI - ~ + gjwjj, j

(3.7)

--w,,J J J +4/3311-w, „ - —w,„ j | i ± l | - « ^ r

s
1

— w
r '

5 cos a
4 " rs x

2A0 cos a / 2
l

+ 4 - — u,, s— w,

c+t \2]\ , . CC , . I „ . CC t . ,
w ] \\rd(pds— qwrd<pds—--~Naslsm<x, w'dwds.

W celu rozwiązania zagadnienia przyjmujemy następujące funkcje aproksymujące prze-
mieszczenia :

vv(s, <p) — yl,f2si

gdzie

(3.8)

s, cp) ~ A5r
2sinky)cospf,

, nm . _

p = —if-, >' ~ ssina.

Funkcje (3.8) spełniają kinematyczne warunki swobodnego podparcia brzegów powłoki

= 0

= 0.
(3.10)

Podstawiając funkcje (3.8) do wyrażenia (3.7) oraz obliczając pochodne cząstkowe energii
W względem parametrów^ t (3.3), otrzymujemy następujący wyjściowy układ nieliniowych
równań algebraicznych

WMl~i 1- 1,2,... ,5. (3.1D
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Układ ten możemy przedstawić w postaci

JA = (sinpydę, J5 ~ f sin^pfd , J6 = f costpychp, (3.13)
o o o

l> P P
J 7 = fs in^cospprfę), J 8 = f sinjP93Cos2jłcidf93, J 9 = fsi

= buAl,
a31Al+a32A2+a33A3+a3^AA+a35A5 = b3lA\, (3.12)

= bAXA\,

= b5lAl

Ze względu na skomplikowaną budowę równań zastosowano tutaj szereg oznaczeń skra-
cających.

Obli-zone analitycznie całki po współrzędnej oznaczono ft następującymi symbolami:

p p p
J j = I'sin2p<pd<p, J2 = j cos2pcpd(p, J 3 = t sin3pipdę,

i " o b
P P

S
o

p

}••
o o o

Z kolei kombinacje funkcji zmiennej s, po której całkowanie zostanie zrealizowane nume-
rycznie, zapisano w postaci

Cx = ss'm2kip, C2 = s2sia2ky), C3 = s3sink^,

Wprowadzono także zależność

Vktl(s) = j F^C^ds, fc=l,2,...,5, / = 1,2,...,31, (3.15)

gdzie Fk, k = 1, ..., 4 są elementami macierzy sztywności (1.13) oraz Fs « 1, Dodatkowo
oznaczono

Zy^£+l Z2 = JL Z3 = 4-^-. (3-16)

Przy wykorzystaniu oznaczeń (3.13), (3.15), (3.16) poszczególne współczynniki ai} i bu

równań (3.12) mają postać

2 i 4 - 4 F 4 > 1 + (3.17)
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a12 m a2l BB sm

-2fcF 3 , 2 9 ) , (3.17)

Powyżej zamieszczono jedynie kilka spośród współczynników au i btj z uwagi na ich
rozbudowaną strukturę.

Zapis kombinacji współczynników atJ oraz btj przedstawimy przy pomocy funkcji g,
5 , 4

g{x, y, r) = ̂ f e , f ł r g ( - l ) i + J ; ( J + „ i d , (3.18)
1 - 2 .7=1

gdzie wyrażenia du i = 2, 3, 4, 5,; = 1, 2, 3, 4 są minorami wyznacznika Wj, powstałym
w wyniku wykreślenia (i— l)-szej kolumny oraz /-tego wiersza:

52 "53

(3.19)

Rozwiązując układ (3.12) względem parametru funkcji ugięcia A1, otrzymujemy równanie
stateczności w postaci

gdzie

»-«**• (3-20»

(3.21)

•= sin3aJ4

4. Obliczenia numeryczne i wnioski

Efektem działania programu obliczeń numerycznych jest uzyskanie wartości obciążenia
poprzecznego q (oraz siły wzdłużnej N) w funkcji ugięcia powłoki, według równania
(3.20). Ze względu na uwikłaną postać tej zależności (obciążenie q tkwi m.in. w elementach
lokalnej macierzy sztywności) obliczenia przeprowadzono iteracyjnie. Na każdym kroku
obliczeniowym ścieżki równowagi przyjmowano pewną wartość początkową obciążenia qx.
Umożliwiło to wyznaczenie współczynników sztywności i otrzymanie równania o znanych
współczynnikach,

?=•«(*), (4.D
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gdzie ugięcie reprezentuje parametr A i (4.1). Ostatecznie jako q przyjmowano wartość
spełniającą warunek,

\ą-qx\ < Eą, (4.2)

gdzie są oznacza założoną dokładność obliczeń. Kolejne przybliżenia wartości q ustalano
w oparciu o metodę „reguła falsi". Uproszczony algorytm obliczeń przedstawiono na rys. 3,
gdzie

Nx — ilość kroków całkowania,
X — współczynnik całkowania, zależny od przyjętej metody (stosowano metodę

trapezów),
£m« — parametr ugięcia,

lm« = MAX|s2sin2asin/c<$0|. (4.3)

program napisano w języku FORTRAN, a obliczenia przeprowadzono na komputerach
SM-1 oraz ODRA-1305. Jako dane podstawowe przyjęto:

/ayt.tionych

realizacje
pętli *,/t,x,mj)

\ obl.ccfekpo <p
J _

funkge Ci niezależne
oa obciążenia

1
L

rozw. równ.stat. I
1 (3.20) 1

Rys. 3.
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300.

500;

loco

• 5 ?.

Rys. 4.
7.5

a) stałe materiałowe
E = 2,1 • 105 MPa, Ek - 3 • 104 MPa, <;„, = 240 MPa, y = 0,3, G3 = 25 MPa,
b) stałe geometryczne:

rs = 1,3 m, I = 0 , 8 ą / = 0,002 m, c = 0,003 m, a = -^, /8 == 0,5,

gdzie rs — promień średni,
c) parametry:
% = 1000, Ni. - 20, m - w «• 1, ^ 0 - 1.

Podstawę analizy stanowią wykresy zależności obciążenia od względnego ugięcia powłoki
w, odniesionego do jej całkowitej grubości

W max
ty, .— i m a x — A i emax • (4.4)
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Rys. 5.

Obszar niestateczny zaznaczono na wykresach linią przerywaną. Początek tego obszaru
stanowi górne obciążenie krytyczne q*; koniec — dolne obciążenie krytyczne </*. Rysunki,
na których w istotnej proporcji, oprócz obszaru plastycznego występuje obszar sprężysty
lub sprężysto-plastyczny, zaopatrzono dodatkowo w linie opisane liczbami, oznaczającymi
stopień uplastycznienia liczony wzdłuż tworzącej powłoki.

Stosunek obciążeń, wyrażony przez współczynnik x, wywiera zasadniczy wpływ na
postać wyboczenia powłoki. Na rys. 4 przedstawiono krzywe obrazujące przebieg utraty
stateczności dla różnych wartości a. Dla małych wartości tt krzywe q(w) i N„(w) wykazują
jedynie przegięcie i każde obciążenie daje w tym przypadku stany stateczne. Powyżej
pewnej wartości granicznej (x s 95), dla której q% = ql, pojawia się obszar niestateczny,
który przy dalszym wzroście x rozszerza się, ajego początek występuje przy coraz mniej-



508 J. NOWINKA, J. ZIELNICA

szych ugięciach. Jednocześnie obciążenia krytyczne q* maleją, a krytyczne siły wzdłużne
rosną. Powyżej pewnej wartości (y. = 104) ścieżki równowagi nie odbiegają istotnie od
krzywej granicznej, odpowiadającej przypadkowi działania na powłokę jedynie siły wzdłuż-
nej (x = oo). Jak wynika z rys. 5, utrata stateczności następuje po całkowitym uplastycz-
nieniu powłoki.

Rys. 6 przedstawia przebieg utraty stateczności powłoki przy różnym stosunku pro-
2rsmienia średniego wycinka stożkowego do długości tworzącej co = - y - {r, = const).

Charakterystyczną cechą rodziny krzywych q(w) jest tutaj występowanie dwóch krzywych
granicznych: górnej i dolnej. Przy wzroście <a obciążenia krytyczne q% i q* maleją, natomiast
ich różnica, jak również przedział ugięć niestatecznych, najpierw nieliniowo wzrastają

' ;



STATECZNOŚĆ POWŁOKI 509

do określonej wartości maksymalnej, a potem maleją. Porównanie dwóch wariantów
zmienności co (przy rs = const i przy / = const) dało analogiczne wartości co, odpowiadające
krzywym granicznym, a także pozwoliło stwierdzić, iż powłoki o większych rozmiarach
ulegały wyboczeniu przy niższych obciążeniach krytycznych.

Analiza przebiegu wyboczenia powłoki związana ze zmianą kąta a (rys. 7) została
przeprowadzona przy zachowaniu stałej wartości pola powierzchni bocznej powłok
(r, = const, / = const, /J = const). Ponieważ założenie takie powoduje odpowiednią
zmianę wartości sit dla zachowania stałej wartości stosunku obciążeń w badaniu tego
przypadku, zapewniono xst = const. Obliczenia przeprowadzono dla trzech wariantów,
które zestawiono na wykresie 7. Występuje duże podobieństwo odpowiednich charak-
terystyk. Dla kątów a bardzo małych lub bliskich TC/2 brak jest obszarów niestatecznych.
Obciążenia krytyczne mają maksimum dla pewnych kątów pochylenia tworzącej, które
przy wzroście iloczynu xsx nieznacznie przesuwa się w stronę większych wartości a. Pomimo
przebadania stosunkowo niewielkiego zakresu zmienności kąta fi (20-^ 35°) zaobserwowano
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Rys. 8.

duże zróżnicowanie przebiegu funkcji q(w) (rys. 8). Dla małych wartości /? występuje stan
stateczny. Po przekroczeniu wartości granicznej (fi Jg 22°) pojawiają się obszary niesta-
teczne, które ze wzrostem (1 rozszerzają się, chociaż ich początek odpowiada coraz więk-
szym ugięciom. Jednocześnie rosną zarówno obciążenia krytyczne, jak i różnica pomiędzy
górnym i dolnym obciążeniem krytycznym.

Na kolejnym wykresie (rys. 9) przedstawiono analizę wpływu modułu stycznego Ą
na przebieg wyboczenia powłoki. Górna krzywa na wykresie odpowiada analizie powłoki
sprężystej. Zmniejszając wartość modułu stycznego, obserwuje się spadek obciążeń kry-
tycznych oraz rozszerzenie obszaru niestateczności.

Oprócz wyników przedstawionych na zamieszczonych wykresach, przebadano również
wpływ innych'parametrow na przebieg utraty stateczności powłoki. Stwierdzono liniowy
wzrost obciążeń krytycznych w miarę zwiększania się grubości warstw nośnych w stosunku
do całkowitej grubości powłoki lub przy wzroście granicy plastyczności. Uwzględnienie
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Rys. 9.

sztywności ścinania warstwy wypełniającej doprowadziło do wzrostu obciążeń krytycznych
rzędu 8% (porównano przypadki G3 = 80 MPa i G3 = 0). Wpływ zmian liczby Poissona
w zakresie 0,25 *S v < 0,5 okazał się znikomy. Również nieistotny okazał się wpływ
dodatkowych członów w związkach geometrycznych (opatrzonych współczynnikiem Ao)
na wartości obciążeń krytycznych.

Przedstawiona w pracy metoda rozwiązania zagadnienia stateczności sprężysto-plastycz-
nej trójwarstwowej powłoki jest metodą analityczno-numeryczną, gdzie komputer wyko-
rzystano w końcowym etapie do iteracyjnego obliczania ścieżki równowagi, gdyż w odróż-
nieniu od analogicznego zagadnienia sprężystego uzyskanie rozwiązania w postaci zamknię-
tej jest niemożliwe •— głównie z uwagi na nieliniowość geometryczną i niejednorodność
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stanu naprężenia. Przyjęcie koncepcji Shanleya zapewniło stosunkowo prostą budowę
związków wyjściowych, co byłoby niemożliwe przy uwzględnieniu procesów biernych
(podejście Engessera-Karmana). Przedstawienie wyników pracy jest zwarte, a opracowany
algorytm umożliwia stosunkowo łatwe wykorzystanie wyników w praktyce inżynierskiej
i nie wymaga maszyn cyfrowych o dużej pamięci operacyjnej, jaka jest potrzebna na
przykład w metodzie elementów skończonych (MES). Czas obliczeń nawet przy dużej
liczbie iteracji nie jest wielki. Nadmienić tutaj należy, że zastosowanie metody elementów
skończonych w zagadnieniach nieliniowych geometrycznie z uwzględnieniem odkształceń
plastycznych dla powłok wielowarstwowych jest trudne i dotychczas istnieje niewiele prac
zajmujących się tym problemem. Poza tym rozwiązania te są mało ogólne, gdyż w małym
stopniu korzystają ze standardowego oprogramowania. W metodzie elementów skończo-
nych dąży się ostatnio z jednej strony do opracowania efektywnych algorytmów (koniecz-
ność skracania czasu obliczeń, który z reguły w zagadnieniach nieliniowych jest znacznie
dłuższy niż w liniowych), z drugiej zaś do podwyższenia dokładności obliczeń. Przy obli-
czaniu nieliniowych ścieżek równowagi istotną rolę spełnia przyjęcie odpowiedniego
niezależnego parametru sterującego. W analizie liniowej jest to parametr obciążenia.
Sterowanie obciążeniowe nie może być wogóle stosowane w otoczeniu punktów krytycz-
nych, gdzie macierz styczna sztywności K jest słabo uwarunkowana, a nawet osobliwa.
Stosowanie z kolei sterowania nieobciążeniowego jest w metodzie elementów skończonych
dość kłopotliwe, gdyż wymaga modyfikacji standardowych procedur. Istnieje tu ponadto
problematyka dyskretyzacji konstrukcji i aproksymacji "wewnątrz elementów skończonych.
W problemach nieliniowych, a zwłaszcza przy badaniu stateczności, można popełniać
dość duże błędy przez eliminację drugorzędnych stopni swobody. Wyniki niniejszej pracy
mają charakter ogólny i mogą być również wykorzystane do testowania rozwiązań uzyska-
nych w oparciu o MES. Poprawność wyprowadzonych związków zbadano przez porów-
nanie wyników z rezultatami uzyskanymi dla powłoki jednowarstwowej [5]. W tym celu
przyjęto do obliczeń grubość warstwy nośnej równą połowie grubości powłoki jedno-
warstwowej, natomiast grubość warstwy środkowej równą zeru. Przyjęcie odpowiednich
danych umożliwiło także sprowadzenie obliczeń do rozwiązania sprężystego. Uzyskane
wyniki wykazały zgodność z pracą [7] poświęconą zagadnieniu wyboczenia analogicznej
powłoki w zakresie czysto sprężystym.

Przeprowadzona analiza i obliczenia numeryczne mogą posłużyć, w projektowaniu
powłok stożkowych, do doboru właściwych parametrów geometrycznych i fizycznych,
w celu uniknięcia powstawania niestatecznych stanów pokrytycznych.
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P e 3 IO M e

rEOMETPHraBCKH HEJIHHEHtHAH yCTOfiraHBOCTfc TPEXCJIOnHOft KOHH^ECKOfi
riAHEJIH

B pa5oTe onpeaejinexca aepxHue H Hn>KHne KpimroecKe iiarpy3Kii H anajiH3npyeiCH noTepmo ycroH-
flJiH CBOSOAHO oneproii Tpexcjiottnoft KOHH êcKOH o6ono îKH HarpyjKeHHoii npo#cun>HfciMH

H BHCUIHHM flaBneiraeM. IIoJiaraeTCfi, vro BO BpeM« noTepir ycTottnuBocTH necymne CJIOH
ynpyrae HJIH nnacnwecKHe, a 3anoJiHHTeji& ocnaeica ynpyrHM. 3aflaua peniena M«OAOM Pm3a. YpaB-
HCHHH nojiyueiibi c Hcnonb3oBaHHe.« 4)H3iwecKHx cooTHoineHHft fle^opMaujioiiHoH Teopioi rmacTH^iocwi
H Koimeninra npoflonB5Kaioir(ero narpyH<«nm IIIeanH-PaooTHOBa. HiepamioHHbiii anbropHTM pemeimn
no3BonneT aHanH3irpoBaTb n y i n paBHOBecHH p,na ynpyrax, ynpyro-njiacuwewHx HJIH ruiacnwecKHX

. IIpeHCTaBJieHbi MHcnoBŁie npHiwepbi B KoTopbix paccMOTpeno BJIHHHHC d)H3H»!ecKnx u re-
napaMeTpoB Ha noTepnio ycroHMHBocTH npH SOJIDUIHX nporn6ax.

S u m m a r y

GEOMETRICALLY NONLINEAR PROBLEM OF AN ELASTIC-PLASTIC OPEN SANDWICH
CONICAL SHELL

In the paper the upper and lower critical loads are investigated, and also stability loss is analysed
for an open sandwich conical shell loaded by longitudinal forces and uniformly distributed external pressure.
It is assumed that the shell faces are elastic or plastic in the moment of buckling, and the core remains
elastic. The problem is solved by the Ritz method. The equations are derived on the basis of deformation
theory of plasticity using the concept of the growing load (Shanley). An iterative algorithm of calculation
has been elaborated, which make it possible to analyse the shells in elastic, elastic-plastic or in totally
plastic prebuckling state of stresses. The numerical examples show the influence of principal geometrical
and physical shell's parameters on the stability loss at large deflections.

Praca została złożona w Redakcji 29 października 1984
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DRGANIA GIĘTNE, NIELINIOWE BELKI POD DZIAŁANIEM
OBCIĄŻEŃ STOCHASTYCZNYCH POPRZECZNYCH I WZDŁUŻNYCH

NGUYEN CAO MENH (HANOI)

Instytut Mechaniki,

1. Wstęp

Drgania poprzeczne belki pod działaniem sił: poprzecznej i wzdłużnej, będących
procesami stochastycznymi (rys. 1), uwzględniając wpływ bezwładności przekroju belki
i nieliniowej sprężystości, można przedstawić równaniem różniczkowym cząstkowym
w następującej postaci [1]:

82 [EJ\ 8 I „ 8v\ 82v dv _ p

gdzie EJ — stała sztywności na zginanie, Q—-promień krzywizny, N—siła wzdłużna
w beice, v(s, t) — przemieszczenie poprzeczne belki, s — długość łuku wzdłuż belki,

m — masa jednostki długości belki, cL — współczynnik tłumienia wiskotycznego.
Mamy wzór

1 J>2„. / / I 2„, \2

8s2 ' ( l < 2 )

Plx.t]

W czasie ruchu siła wzdłużna belki składa się z siły zewnętrznej £(/) i siły bezwładności
wywołanej ruchem podłużnym przekroju belki, dlatego można ją przedstawić wzorem [1]

N = C(t)-dN(s-t), (1.3)
gdzie

w ~ "2
o

AN(s,t)= ^ / mw(u,t)du, (1.5)

gdzie kropka oznacza pochodną funkcji względem /.

ii*
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Podstawiając (1.2)- (1.5) do (1.1), stosując metodę Galcrkina z założeniem, że prze-
mieszczenie poprzeczne belki v(s, t) i siła P(s, t) przyjmują postać

v{s,t)=*x(t)sm-j-, (1.6)

?(a,0-*(0m«in-y-i (1.7)

otrzymamy równanie

x+2hx+colx + eF(x, x,x, C(t)) = £(t), (1.8)
gdzie

( k ) 3 2 C ( ) , (1.9)

£ 7 t ,, . , . . . . . .
częstość właściwa drgania poprzecznego belki,

, -współczynnik bezwładności nieliniowej,

ec — 7t2c<>o/(8/2) — współczynnik sprężystości nieliniowej,
ex = Wo/P* — współczynnik zakłócenia parametrycznego,
P* - n2EJ/l2 — siła krytyczna,
2h = cjm.
W pracach [1] i [2] pokazano, że w pewnych warunkach drgania poprzeczne płyty

i ramy są także przedstawione równaniem (1.8).
W pracy [2] Schmidt rozpatrywał równanie (1.8) pod warunkiem, że £(t) i C(0 są

procesami typu białego szumu. Stosując metodę uśrednienia i równania Fokkera-Plancka-
Kolmogorowa, otrzymał przybliżoną jednowymiarową funkcję gęstości prawdopodobień-
stwa dla amplitudy drgań.

W niniejszej pracy chcielibyśmy poszukać funkcji gęstości widmowej drgań, tzn.
charakterystyki statystycznej dwuchwilowej dla przemieszczenia x(t) w równaniu (1.8).
Stąd można rozpatrzyć wpływ zakłócenia parametrycznego, sprężystości i bezwładności
nieliniowych na drgania tych układów.

2. Metoda rozwiązywania

Teraz stosujemy metodę kolejnych przybliżeń [3], aby obliczyć funkcję gęstości wid-
mowej odpowiedzi układu (1.8) w przybliżeniu rzędu drugiego względem małego parametru
£ z założeniem, że ij(t) i C(t) są procesami stochastycznymi, stacjonarnymi, niezależnymi
o rozkładzie normalnym i 0 < h < mQ.

Z równania (1.8) mamy następujące równania kolejnych przybliżeń

'x0+2hx0+colx0 = £(0 = | 0 ( f ) , (2.1)
x1+2hx1+a>2,x1 = -sF(xo,xo, 5ć0, £) + £(*) = £i(0 . <?-2)
x2+27d3 +0)1x2 = - sF(Xi ,x1,x1,C) +1(0 = I 2 ( O • ( 2 > 3 )
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Z równania (2.1) spostrzegamy, że xo(t) jest procesem stochastycznym normalnym
stacjonarnym dla czasu dostatecznie dużego. A zatem proces Xi(t) z równania (2.2) jest
stacjonarny i jest funkcjonałem procesów łącznie normalnych x0, x0, x0, f, £. Następnie
na podstawie równania (2.3) zauważmy, że x2(,t) jest procesem stacjonarnym. Funkcja
gęstości widmowej procesu xz(t) będzie określona wzorem

gdzie Ą (co), Sx (co) — funkcje gęstości widmowej procesów odpowiednio, f 2 (0 i *2(0>

P(eo) ~ <ol-o>2+2hmt. (2.5)

Teraz obliczamy ihU^hih)} = Rę2(
T) (T = h-h\ następnie stosując przekształcenie

Fouriera do Rąjr), otrzymamy Sit(ai) i stąd mamy SXi(a>).
W obliczeniu funkcji korelacyjnej R^(fi)) zauważmy, że funkcja F(xlt xt, xt, C) w tym

przypadku staje się funkcjonałem złożonym procesów łącznie normalnych x0, xQ, x0, £ i f.
Zwracając uwagę na wzór Furutsu-Nowikowa [4, 5]

<yt(t)L[y]y = £ J 0'<(OJV(S)>(-^|)* (2.6)
fc=l — OO

gdzie L[j'] jest funkcjonałem procesu wektorowego normalnego j>(ź) = ( j i (0 5 •••»>'n(0).
óL\y]/dyk(s) jest pochodną wariacyjną [5], g[j'] = F{L[y]) jest funkcją funkcjonału I[y],
mamy następujące wyrażenie

i^(T) = R$(r) + <p(T) + (p(-T)+ E\F0(ti)Fo(t2)} + e3 ... (2.8)
gdzie
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* •-
- 0 0

gdzie
J ? V ( T ) =

i .

44-e-'"'sin/?w dla » > 0,

O dla w < O,

K(u) — pochodna funkcji K(u) względem jej argumentu; można obliczyć (.F0(tl)F0(t1))
według wzoru przedstawionego w pracy [6] i w tym przypadku otrzymane wyrażenie jest
funkcją od T = ( 1 - / 2 .

Zauważmy, że we wzorze (2.8) obliczyliśmy wartość przeciętną

za pomocą wzoru Furutsu-Nowikowa.
W tym przypadku można napisać

F(*i(ła), *i(«a)i ^(t2)» C(*a)) = fi^o, *o . *o» fl.
gdzie funkcjonał Q[xo,xo,xo, C] nie zawiera | (/) i dlatego nie pojawia się skok średniej
dla funkcji # X ( T ) , gdy T = 0, tak jak w pracy [9] (str. 33)/Można więc obliczyć wariancje
w następnych wzorach bez wyjątkowych trudności.

3. Wyniki konkretne

Wzór (2.9) w przypadku gdy funkcja F(x, x, 'x, £(/)) jest opisana wyrażeniem (1.2),
ma postać

{t)} f
— 00

s2 {K{x) [(3cD0-eDQiy + 18c2R$o{T)+24ceRx<i(T)Rx(T)+4e2RxST)RZ(r)+ (3.1)

12ceRXB(r) + 8«»J^(t) j ^ ( r ) + 6e2RXo(r) + a
2R,(r)] }*RxJr) +

B2 {-4eK(r) [3cRXo(r)RXo(r) + eRXa{x)Rx£x) + 2eRXo(r)RXo(r)
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+ e2 {K(r) [(3cD0-eDol)eD0 + 6ceR2
o(r) + 4e2RXii(r)**»(*)

+ E2 {4eK(r) [ 3 c ^ » RXo{r) + eRXa(r) RXo(r) + 2eRXa(r) RXo(r)] }*RXo$(r) +

+ e2{-4e2K(r) [ R X e ( r ) Ą

+ e2 [4e*K(T)RxSr)RXoo

+ s2 {K(r) [eD0(3cD0 ~eD0l) + 6ceRXc(r) a v

+ 82[-4e2K(r)RXo(r)RXo(r)]*RXoS(r) +

+ s2 {e2k(r) [D2 + 2R2
O(T)) }*RXOS(T) (3.1)

gdzie Do = <(xo(0)> -^oi = <^o(0) i symbol (*) jest splotem dwóch funkcji.
Zauważmy, że xo,xo, x0, C(t) są łącznie normalne o zerowej wartości przeciętnej;

stosując wzory [7]
iyiyi •••yim+i} = o ,

gdzie suma zawiera wszystkie możliwości ugrupowania 2in zmiennych losowych łącznie
normalnych ylt ..., y2m na m par, mamy

+ e2D2RlZ + 6e2RXo(r)R\(r) o

+ 6c2Rlo(r) + 2e2R2
Xo(r)Rx

v
o(r) + 8e2RXo(r) Rs,{r}Rx^) + ^Re(r)RXo(r). (3.2)

Jeśli proces £(l) jest typu białego szumu, funkcja korelacyjna ma postać

RXo(r) - DQe-^{cosPr+jimp\r\j, (3.3)

gdzie (i2 = (»l-h2, Do = nS(/(2Jia>l), D0l = <o2
0D0.

Wtedy otrzymamy następujące wyrażenie dla funkcji gęstości widmowej

\P(co)\2SXt(a>) = Sl + 0(a>) + 0((o)+e2^KFo(tl)Fo(t2)y}+ £3 - (3.4)

gdzie J5"!...} oznacza przekształcenie Fouriera, 4>(to) = & {<p(r)} i (P(co) jest sprzężoną
formą wobec <P(w). W tym przypadku mamy

. i 3

0(W) = _ e ĄZ)j3 c _ e ( w g + 0 ,2)]//^ 0 ) + a*.J$f - £ [Mj+Nj(ia,)-Ljco2] +

J"1

j+Bj + io>Aj 3hEj + 3PFj+ia>Ej-
(3h+ico)2+p2~+ (3h+ia>)2+9p2~+

(to)

.1
+
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Przekształcenie Fouriera dla CFo(fi)Fo(*2)> przyjmuje następującą postać:

)
' \q{o>)\2

3-Dg (1iE4-pFĄ)co2+9(ol(hEt+pFt)
W 2 " |g(«)|2

(3 6)

+ a2 f St(a>-z)SXa(z)dz,
— CO

gdzie

+ 36cecot+4e2ai(30h2-9o)l),

- -/i =

- 8/t2)+6e2hco%]

^ 2 = 8e2hpco2
0(a>l-4h2),

£2 , 4ew^[-3
£ 2 = 24e2h$<Ą

F2 . 12 e c4[-

= -4e2/icog(l+cog),

- O,

/?2 = O,

S2 = -

Xj = eDl(3c-eal)lco2
o, M2 - e2D2

0col/(2p2), N2 = - W l s i 2 = 0,
M3 = -leZiKSc-ew^ + e ^ ^ C S ; ? 2 - / ! 2 ) ^ 2 ) , 7V3 - L3 = 0,
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A3 = 2 p Ą ( p 2 2 )

E3 =
F3 = 6ea>t{c+e(p2-h2)},
G3 = -4e2/
H3 = -

K3 - -Ae2ho)t(3fi2-h2),
P3= -
Q3 m
R3 = 0,
S3 = -2<?2«4,
A± m -]6e2a>t+[6e2(3P2-hz)+l2ce]a>t+[-l2ce(3fl2-li2) + Uc

B* =

+ [- 12ce(p2-3h2) + 18c2-2e2(/?4

4 - 24e2«g-24ce<u*,+6c2(/S2-3/i2),

^ - A [_ 24e2to6
o -lAcemt - 6c2(h2 ~ 3ft2)]. (3.7)

Wzory (3.4) - (3.6) wyrażają jawną postać funkcji gęstości widmowej dla przemiesz-
czenia w przybliżeniu rzędu drugiego względem s zależną od parametrów tego układu.

Z wyrażenia funkcji gęstości widmowej można znaleźć funkcję korelacyjną RxJj)
za pomocą przekształcenia odwrotnego Fouriera.

Wariancja przemieszczenia będzie określona wzorem

(3.8)

Po obliczeniu całek we wzorze (3.8) metodą residuów i stosując wzory podane w [8],
otrzymamy następujące wyrażenie dla wariancji przemieszczenia w przybliżeniu rzędu
drugiego względem

D2 = D0- t

(3.9)
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£3
Zauważmy, że w przypadku ogólnym, gdy uwzględniamy jednocześnie wpływ nielinio-

wych sprężystości, bezwładności i zakłócenia parametrycznego, wzory dla funkcji gęstości
widmowej (3.4) - (3.6) i wzór dla wariancji przemieszczenia (3.8) w przybliżeniu rzędu
drugiego względem e są skomplikowane. Jednakże powyższe wzory są konkretne i wyra-
żone przez parametry tego układu mechanicznego i w przypadku szczególnym wzory
te są dostatecznie proste.

Teraz rozpatrujemy kilka przypadków szczególnych.
1. Przypadek istnienia sprężystości nieliniowej i zakłócenia parametrycznego

(c # 0 , a ? s 0).
Zakładamy, że e jest dostatecznie małe w porównaniu z innymi członami i można je

pominąć
W tym przypadku ze wzoru (3.7) mamy

Ax = - Ą - 36c2/j£, Bl = 18c2(a>g+2/i2),

B4 - Uc2hwllP, E4 = 6c2(co2
0-4h2), F* =

a inne współczynniki są równe zeru. *
Funkcja gęstości widmowej przyjmuje wzór (3.4), w którym

a18cZ)gĄ
4/92P(co)

i)^'o(^)>} jest przedstawione wzorem (3.6)
a) £(/) jest procesem typu białego szumu, JRC(T) = 2nSc 6(r). W tym przypadku we

wzorze (3.10)
^{K(r)Ą{r)} = 0,

i we wzorze (3.6)
00

2a J
Wtedy wariancja D2 jest określona następującym wzorem

D2 = l ) n -
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Jeżeli parametry tego układu są podane liczbami

« > g = l , h = 1/2, wSi—I, nĄ«s'l,
mamy

Z>2 = 1 - 3ec + (24c2 + 7ra2Ą) e2 + e 3 . . . (3.12)

Stąd spostrzegamy, że w tym przypadku zakłócenie parametryczne ma wpływ tylko na
człon dodatkowy w przybliżeniu rzędu drugiego.

Jeżeli c = 0, ze wzoru (3.11) mamy

D-, A, 1 + (3.13)

Wykres D2/Do jest przedstawiony na rys. 2, zależny od współczynnika tłumienia li. W tym
przypadku zakłócenie parametryczne zawsze powiększa wartość wariancji w porównaniu
z odpowiednim układem liniowym (rys. 2).

Rys. 2.

Jeżeli £ jest dostatecznie małe i h1 ma wartość małą tego samego rzędu co e, c = 1,
wtedy wzór (3.11) przyjmuje następującą postać

D2 a Do W(z), (3.14)
gdzie

W{z) = 1 z-1),

Wiz)
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Wykres funkcji W{ź) = D2jD0 zależny od z jest przedstawiony na rys. 3, wtedy wpływ
zakłócenia parametrycznego na odpowiedź tego układu nie jest wyraźny.

b) C(0 jest procesem otrzymanym w wyniku przekształcenia procesu białego szumu
przez filtr liniowy.

Załóżmy, że proces stochastyczny stacjonarny C(t) otrzymany jest z układu liniowego

gdzie CiW jest procesem stochastycznym typu białego szumu.
W tym przypadku C(0 jest procesem o wąskim zakresie widma. Jego funkcja korelacyjna

ma postać
/ u. \

(3.15)

gdzie hi, pi są stałe filtru liniowego, D^ jest wariancją procesu f(ż). Następnie należy
obliczyć & {K(r)Rc(r)} i & {R;(T)RXo(r)}. Po obliczeniu otrzymamy

gdzie
(3.17)

{KPPi-hh)H- l-hhi)H+ (h

2) \ 5.18)

Zatem w tym przypadku mamy wzory (3.4) - (3.6) dla funkcji gęstości widmowej, w których
& {K(T)RC(T)} i & {RC(T)RXO(T)} są przedstawione wzorami (3.16) i (3.18). Stąd można
obliczyć wariancję przemieszczenia tego układu. Po obliczeniu spostrzegamy, że jeśli e
jest dostatecznie małe i h2 = 0(e), hx = 0(e) (tzn. h2 i h± mają wartości małe w tym samym
rzędzie jakim e), wtedy w zakresie |a>o — (ct>i/2)2| < e wartość wariancji D2 jest istotnie
duża, natomiast poza tym zakresem wartość ta nie ma dużej różnicy w porównaniu z po-
przednim przypadkiem. Dlatego wykres funkcji D2ID0 zależny od z = l/wg jest przedsta-
wiony na rys. 4.

Rys. 4.
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2. Przypadek istnienia bezwładności i sprężystości nieliniowych (c # 0, e i= 0, f = 0).
W tym przypadku funkcja gęstości widmowej jest przedstawiona wzorem (3.4), w któ-

rym podstawiamy « = 0. Jeżeli h jest dostatecznie małe, wariancja D2 przyjmuje nastę-
pujące wyrażenie:

D2 m Do{\+9y2e
2 + y2[(3ce+l0e2)z + (6e2-Wce-9c2)z2 + (3ce+9c2)z3]}, (3.19)

gdzie
y2 = ea(«Ą)2/(27/i*), zml/oil

Wykres funkcji W(z) => D2jD0 w przypadku y2 - 1/9, c = 0 zależny od wartości e jest
przedstawiony na rys. 5.

Wiz).

Rys. 5.

Wiz)

Rys. 6.

A wykres funkcji W(z) = D2/Do w przypadku y2 = 1/9, c = 1, zależny od wartości e,
jest przedstawiony na rys. 6.

Powyżej rozpatrywaliśmy układy mechaniczne pod działaniem sił stochastycznych
normalnych za pomocą metody kolejnych przybliżeń. Pokazaliśmy, że można zastosować
tę metodę do znalezienia funkcji gęstości widmowej i wariancji przemieszczenia w przybli-
żeniu rzędu drugiego względem e. Stąd spostrzegaliśmy, że w przypadku tłumienia wisko-
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tycznego układu dostatecznie małego sprężystość nieliniowa zmniejsza wariancję (rys. 3),
natomiast bezwładność nieliniowa powiększa ją (rys. 5). Jednak istnienie jednoczesne
dwóch elementów ma wpływ na wariancję zależny od stosunku ich wartości (rys. 6).
W przypadku istnienia zakłócenia parametrycznego typu procesu o wąskim zakresie
widma wariancja przemieszczenia przyjmuje wartość dostatecznie dużą, jeśli średnia
częstość zakresu widma zakłócenia parametrycznego jest dwa razy większa niż częstości
własnej rozpatrywanego układu mechanicznego (rys. 4).
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S u m m a r y

NONLINEAR FLEXURAL VIBRATIONS OF BEAM SUBJECTED TO STOCHASTIC TRANSVERSE
AND LONGITUDINAL LOADINGS

In this work the mechanical systems where exist nonlinear elasticity and inertia, subjected to stochastic
loadings in the form of external force and parametric excitation are considered.

The procedure of calculating spectral density function in the second order approximation is presented
in general case.

The influences of nonlinear terms and parametric excitation on responses of the mechanical systems
is investigated in special cases.
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KLASA PRZEPŁYWÓW POWOLNYCH
W KANAŁACH KOŁOWO ZAKRZYWIONYCH

STANISŁAW TQKARZEWSKI (WARSZAWA)

IPPT PAN

Spis ważniejszych oznaczeń

{r, 6) — współrzędne biegunowe,
R — położenie ścianki kanału,
u — prędkość promieniowa,
v — prędkość obwodowa,
p — ciśnienie,

uRtui — prędkości promieniowe postawione na ściance kanału,
Ox,!), — prędkości wzdłużne postawione na ściance kanału,

<2o — wydatek cieczy przez wybrany przekrój kanału,
W — funkcja prądu.

I. Wstęp

Przepływy z małymi liczbami Reynoldsa, zwane powszechnie przepływami powolnymi,
realizują się na dużą skalę zarówno w technice, jak i w przyrodzie. Mamy z nimi do czynie-
nia między innymi w procesie przepływu krwi w naczyniach krwionośnych, w procesach
smarowania, flotacji, sedymentacji i wielu innych. Do opisu przepływów powolnych
powszechnie używa się równań Stokesa [!>]. Równania te należą do podstawowych równań
mechaniki płynów. Poszukiwanie więc klas ścisłych rozwiązań równań Stokesa opisujących
przepływy powolne jest zadaniem ważnym zarówno z teoretycznego, jak również z prak-
tycznego punktu widzenia. Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie pewnej klasy prze-
pływów powolnych realizujących się w płaskim kanale, którego ścianki mające kształt
dwóch współśrodkowych łuków okręgów są przepuszczalne dla cieczy. Poszukiwane
przepływy powolne opisywać będziemy za pomocą tak zwanej funkcji prądu spełniającej
równanie biharmoniczne, określone w biegunowym układzie współrzędnych. Klasa ścisłych
rozwiązań równania biharmonicznego powszechnie używana w literaturze jest wyrażona
za pomocą szeregów Fouriera [9, 5]. Nieznane współczynniki tych szeregów wyznacza się
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z warunków brzegowych, wykonując odpowiednie operacje całkowania. Klasy funkcji
prądu uzyskane natomiast w tej pracy mają postać nieskończonych szeregów funkcyjnych,
których poszczególne wyrazy są iloczynami kolejnych pochodnych funkcji prędkości
postawionych na ściankach kanału mnożonych przez ściśle określone wielomiany zależne
wyłącznie od jednej zmiennej promieniowej. Przepływy powolne otrzymane w tej pracy
istotnie więc się różnią od klas przepływów powolnych wyrażonych szeregami Fouriera.

2. Sformułowanie zadania

Rozważmy dwuwymiarowy kanał, którego obydwie ścianki mają kształt dwóch współ-
środkowych łuków okręgów opartych na tym kącie środkowym 6 - d0 (rys. 1). Kanał taki
nazywać będziemy kanałem zakrzywionym. Załóżmy, że ścianki rozważanego kanału

' X

„ p

N
s.

\

\

\

\

- 1

\ \

IJ
r-

Rys. 1.

są dla cieczy przepuszczalne. Niech przez przekrój 6 = 0, ściankę górną oraz ścianek
dolną (rys. 1) wpływa do wnętrza kanału ciecz odpowiednio: o wydatku Qo, z prędkością
o składowych Ult Vi oraz z prędkością o składowych UR, VR. Przyjmujemy, że w przepły-
wie powstającym w kanale (rys. 1) siły bezwładności są pomijalnie małe w stosunku do sił
lepkich. Celem pracy jest wyznaczenie klasy przepływów powolnych realizujących się
w dwuwymiarowych kanałach zakrzywionych (rys. 1), mających ścianki przepuszczalne.

3. Podstawowe równania

Do opisu dwuwymiarowych przepływów powolnych powstających w kanałach zakrzy-
wionych o ściankach przepuszczalnych (rys. 1) używa się następujących równań Stokesa:

1 8 . . 1 dv
r dr ^ r " r dO

1 d2u 28
dr

1 8

= 0,

dv

JLLLJL
8r[r dr

+•
i iii

3d

_i?.=

i 5p
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oraz stawia się następujące warunki brzegowe:

. u(R, 6) ** UaKfi), v(R,d)=VR(d),

gdzie
p'Ro

u — V —
Ro' uU0' u0' u0

są odpowiednio bezwymiarowym promieniem, bezwymiarowym ciśnieniem, bezwymiarową
prędkością promieniową oraz bezwymiarową prędkością obwodową. Przedmiotem po-
szukiwań będzie klasa funkcji {u, v,p} spełniająca ściśle równania Stokesa (3.1a) oraz
warunki brzegowe (3.1b). Wygodnie jest poszukiwaną klasę przepływów powolnych
{u,v,p}, rozwiązującą zagadnienie brzegowe (3.1), przedstawić następująco:

u =
1 dW
r 8r

8W

I d . . CI \ 82u 2 8v\,
(3.2a)

gdzie funkcja W, zwana funkcją prądu, spełnia równanie biharmoniczne

B 8 1 8
( 3 ' 2 b )

oraz warunki brzegowe

1 8lP
~R~86

86

(3.2c)

r = l

Związki (3.2) i (3.1) są równoważne. Stąd w dalszej części pracy ograniczymy się wyłącznie
do wyznaczenia klasy funkcji prądu !P rozwiązującej zagadnienie brzegowe (3.2b - c).
Poszukiwana klasa przepływów powolnych {u, v,p} wynika bowiem natychmiast ze
związków (3.2a). Niech funkcja W(r,d,R, UR,VR) spełnia związki (3.2b - c) w przypadku,

~l r 1 \
gdy Ux = F t = 0. Nietrudno wykazać, źe funkcja ^1-=-, 0,—,U1,V1\ powstała w wyniku
prostej zamiany argumentów spełnia te same zależności (3.2b - c) przy założeniu jednak,
że UR = VR = 0. Stąd wygodnie jest poszukiwaną klasę funkcji prądu lP rozwiązującą
zagadnienie brzegowe (3.2b - c) przedstawić w postaci następującej sumy

W{r, 0) = W(r, 6, R, UR, VR)+w\±, d, ~, U,, (3.3)

gdzie R, UR,VR,U1} Vi są z góry danymi parametrami. Aby więc znaleźć poszukiwaną klasę
przepływów powolnych {u,v,p} należy, po pierwsze: rozwiązać równanie biharmoniczne

d_ 8_
dr r 8r

1
8r (3.4a)

12 Mtch. Teoret. i Stos. 3-4/85
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wraz z dołączonymi do niego następującymi warunkami brzegowymi

1 9P - UR(6), -
dr

,90
= 0, -

r = l dr
- 0,

(3.4b)

(3.4c)

po drugie: zbudować na podstawie (3.3) funkcję prądu W oraz po trzecie: wyznaczyć
w oparciu o zależności (3.2a) poszukiwaną klasę przepływów powolnych {u, v,p}. W dal-
szej części pracy ograniczymy się do rozwiązania zagadnienia brzegowego (3.4).

4. Klasa rozwiązań równania biharmonicznego

Na wstępie wprowadźmy następujące oznaczenia:

L~ r dr dr' dB" J W j

które używać będziemy w dalszej części tekstu. Przy użyciu zależności (4.1) równanie
biharmoniczne (3.4a) przyjmuje postać

Rozwiązanie równania (4.2) wygodnie jest wyrazić za pomocą następującego nieskończo-
nego szeregu funkcyjnego

(4.3)
j = 0

gdzie W,(r) jest funkcją wyłącznie promienia r,f(2s)(6) zaś oznacza 2x-tą pochodną dowol-
nej funkcji/(O), zależnej jedynie od kąta 6. Podstawiając związek (4.3) do zależności (4.2)
i przyrównując do zera wyrażenia przy tych samych rzędach pochodnych funkcji /(0),
otrzymujemy następujące równania rekurencyjne określające funkcję W,(r):

( 4 4 )

Ogólne rozwiązanie układu równań (4.4) przyjmuje postać

( 4 - 5 )

gdzie a,, /SS) y, i 6, są dowolnymi stałymi. W celu ustalenia kryteriów zbieżności otrzy-
manego szeregu (4.3), (4.5) wygodnie jest JV-tą sumę cząstkową związku (4.3), (4.5)
przekształcić do równoważnej postaci , . . < ' : • •

m=o
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gdzie
N~m

j
N-m

2 m )(0), bN,mm

Granicę ciągu (4.3) możemy na podstawie (4.6) zapisać następująco
OD N22

(4.7)

(4.8)

Ciąg funkcji (4.8) jest zbieżny, gdy spełnione są jednocześnie następujące nierówności:

lim aNi„, m aa,,,,, < oo, lim bNiUl = ba>m < co,

(4 9)

r < * •

Stosując kryterium d'Alemberta do związków (4.9) otrzymujemy na podstawie (4.8)
i (4.7) następujące kryteria zbieżności szeregu (4.3), (4.5) obowiązujące w przedziale
1

r < Q:

lim
Vm

Ostatecznie więc poszukiwaną klasę ścisłych rozwiązań równania biharmonicznego okreś-
lają szeregi (4.3), (4.5) wraz z nierównościami (4.10).

5. Szeregi Fouriera

Znaną klasę rozwiązań równania biharmonicznego określonego w biegunowym układzie
współrzędnych są następujące szeregi Fouriera:

W(r, 6) = VĄ(r)cosJV9, (N . 0, 1,2 . . .) .

przy czym
. lim

(S.la)

(5.1b)

gdzie Ą , Ą, C„ i D„ są dowolnymi stałymi. Interesujące jest przejście od szeregów (4.3),
(4.5) do szeregów (5.1). Przyjmijmy dowolną funkcję f(d) w postaci

f(6) = cosn0 (5.2)

i podstawmy ją do związku (4.3). Po wykorzystaniu zależności (4.5) otrzymujemy
DO

r,e) - 2 (-irl^^
(5.3)
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Zakładając, że szereg (5.3) jest bezwzględnie zbieżny, związek (5.3) daje się po zmianie
kolejności sumowania przedstawić w postaci

(5.4a)
ln2"V 1

jwM+d„ j,
gdzie wprowadziliśmy oznaczenie

co

«n"» (w = «, j3, y, Ó). (5.4b)

Nieskończona suma wyrazów szeregu (5.4a) równa się
+ 2 2 - 1 ) ) (5.5)

Przechodząc do granicy
FN(r) - lim F„(r), (N - 0 , 1 , 2 ...) (5.7)

otrzymujemy dokładnie funkcję (5.1b). A zatem, przy założeniu, że przeprowadzane
operacje obliczeniowe (5.2 - 5.7) są zbieżne, zależności (5.6 - 5.7) pozwalają przejść od
uzyskanych w tej pracy klas rozwiązań (4.3), (4.5) do klas rozwiązań (5.1) powszechnie
używanych w literaturze.

6. Klasa przepływów powolnych

Klasę rozwiązań równania biharmonicznego (4.3), (4.5) wykorzystamy do rozwiązania
zagadnienia brzegowego (3.4). Z warunków brzegowych (3.4c) otrzymujemy natychmiast

<5S - -/?„ Y, - - 2 & - « , . (6.1)
Pozostałe dwa warunki brzegowe (3.4b) spełnimy przyjmując funkcję prądu W(r, &) w postaci

r, 0) = JT J ^ O W - ^ H W,(r)V¥»(p), (6.2a)

gdzie

W0(R) = R, ^W0(r)\r_R - 0, (6.2b)
dr

W0(R) — 0, R—Wo(r)lr=R=-.R> (^-2°)

,(*) = JFS(J?) = 0, ( s = l , 2 , 3 . . . ) (6.2d)
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oraz

tf<-*>(0)= -jU(Q)dd. (6.2e)
o

i

Nałożone na funkcję Ws{r) warunki brzegowe (6.1-6.2) prowadzą do następujących
wzorów rekurencyjnych

2 H ^ i j r 8 " 1 ) j 8 ł - " " S r } ' (6>3a)

IM — 0

gdzie

(6.3b)
~ [2*2ln J t+(A 2 - D] Mk(R) + (R* -1) (I JQJV Ĵg)

przy czym

K _i_
. k-m i

(6.3o)

(2m)!

(6.3d)

Wartości początkowe wprowadzane do wzorów (6.3a - d) równają się

(6.3e)
•RCR2-l-21n.R) » R(R2-l)lnR

4R2\n2R-(R2-l)2 ' P°(R)~ 4R2lnR-(R2-l)2'

Ostatecznie więc poszukiwaną klasę przepływów powolnych realizujących się w kanałach
kołowo zakrzywionych o ściankach przepuszczalnych określają związki (6.3), (4.3), (3.3),
(3.2a). Zakres stosowalności otrzymanych rozwiązań określą nierówności (4.10) po pod-
stawieniu do nich

f(0) = UR(6), f(6) - VR[Q), f{6) = Ut(e), M = y^)- (6-4)
Nierówności te, ze względu na skomplikowane formuły iteracyjne (6.3), są trudne lub
wręcz niemożliwe do rozwiązania. Stąd wyznaczenie dokładnego zakresu stosowalności
otrzymanych wyników pozostaje problemem nie rozwiązanym. Należy jednak zauważyć,
że w przypadku gdy funkcje prędkości postawione na ściankach kanału są wyrażone za
pomocą wielomianów zmiennej 0, uzyskane w tej pracy formuły sa zbieżne.
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7. Przykład zastosowania otrzymanych rozwiązań

Niech przez ścianki kanału kołowo zakrzywionego zasysana jest ciecz z następującymi
prędkościami:

n!' * ' '

II. UR(&) = 0, VR(8)^ —r, t/tCO) = 0, Kx(0) = 0, (7.lb)

III. Oj,(9) - 0, Kj,(6) = 0, Oi(fl)*—j-, K,(0) = O, (7.lc)

Funkcję prądu opisującą przepływ powolny w kanale uzyskujemy natychmiast na podsta-
wie formuł (6.2a) i (3.3)

S^fr, 0) = 2 /
0"'2

III / \ 0

2 UDoirra)!, (7-2c)

IV T-| 2 / r 1 \ fl"-2s

^a)^^^)^, (7.2d)

/ n \ " * r * H C ' " ° n
gdzie symbol El—) oznacza największą liczbę całkowitą mniejszą od—, R zaś jest para-

metrem. Niech teraz przez ścianki rozważanego kanału Wpływa do jego wnętrza ciecz

z prędkością,
to

f(0) - Jj~^~r-0", (f 'm UR, VK, tfa Vx), , , (7.3a)

o której założyliśmy, że jest rozwijalna w szereg Taylora w przedziale -oo < 6 < +oo.
Oznacza to, że spełniona jest następująca nierówność:

lim

Następnie zbudujmy szereg nieskończony następujący

i U

,vR,

III IV

. •

(r,6))

(7.3b)

(7.4)
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i zauważmy w oparciu o (7.1 - 7.2), że każdy wyraz tego szeregu, a także ich suma, spełniają
równanie biharmoniczne (3.4a) oraz warunki brzegowe (7.3a). Szereg (7.4) przedstawia
więc klasę przepływów powolnych realizujących się w kanałach kołowo zakrzywionych,
w przypadku gdy pochodne funkcji prędkości postawionych na ściankach kanału spełniają
nierówność (7.3b).

8. Przykład rozwiązania zagadnienia fizycznego

Niech nieskończenie długi, sztywny walec o promieniu 1 położony będzie wewnątrz
nieskończenie długiego, elastycznego cylindra o promieniu i?, (rys. 2). Niech w chwili
t = 0 połowę objętości wąskiej szczeliny między rurą a walcem wypełnia nieściśliwa ciecz
lepka. Pod wpływem ciśnienia zewnętrznego elastyczna powierzchnia cylindra przemieszcza
się. Niech przemieszczenia promieniowe powierzchni rury będą z góry zadane. Oznaczmy
je przez Rt. O przemieszczeniach obwodowych zaś założymy, że równają się zeru. Wy-
znaczmy pole prędkości cieczy ściskanej wypełniającej szczelinę (patrz rys. 2). W tym
celu wprowadźmy dalsze upraszczające założenia. Przyjmijmy, że następujący stosunek

(*»-!) « 1 (7.1)

Rys. 2.

oraz następująca liczba Reynoldsa

1 ) « 1 (7-2)

są małe, gdzie przez R, oznaczyliśmy prędkość promieniową powierzchni rury ściskającej
ciecz. Wprowadzone założenia pozwalają bezpośrednio wykorzystać wyniki uzyskane
w niniejszej pracy, dane związkami (6.2 - 6.3). Jako warunki brzegowe przyjmujemy

UK(6) = R,, VR(0) = 0. (7.3)

Podstawiając (7.3) do (6.2a) oraz korzystając z (6.3) otrzymujemy natychmiast funkcję
prądu
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oraz wynikające z tej funkcji prędkości: promieniową

u = {[(/- --)«0- ~;/?o]1"r+[r- -i)ft,} A, 0 < 0 < B,, (7.4b)
oraz prędkość obwodową

© = - ! 2 r a o l n r + [r--M(ao+2/? o ) iJt • 6, 0 < 0 < 0„ (7.4c)

gdzie wielkości «0, /?0, 0» zależą od czasu i równają się odpowiednio

^J^i, (7.4e)

przy czym zachodzi następująca nierówność;

/T+IM
 <Jłt^R(>- (7-4f)

W ramach przyjętych założeń związki (7.4) opisują proces powolnego wyciskania cieczy
z kołowo zakrzywionej szczeliny.

9. Końcowe uwagi

W niniejszej pracy uzyskano za pomocą funkcji prądu klasę przepływów powolnych
realizujących się w kanałach kołowo zakrzywionych o przepuszczalnych ściankach (rys. 1).
Rozwiązania uzyskano w postaci nieskończonych szeregów funkcyjnych, których poszcze-
gólne wyrazy są iloczynami kolejnych pochodnych funkcji prędkości postawionych na
ściance kanału mnożonych przez odpowiednio wyznaczone wielomiany zmiennej Inc.
Współczynniki tych wielomianów liczy się w oparciu o formuły iteracyjne zamieszczone
w niniejszej pracy. Uzyskane w punkcie 7 konkretne rozwiązania wskazują, że klasa
rozwiązań (6.3), (4.3), (3.3), (3.2a) daje poprawne wyniki, w przypadku gdy promień
zbieżności funkcji prędkości postawionych na ściance kanału jest nieskończony. Należy
również zaznaczyć, że ze względu na skomplikowane formuły obliczeniowe wyznaczenie
dokładnego zakresu stosowalności otrzymanych w tej pracy rozwiązań jest niezwykle
trudne i wymaga dalszych badań.
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S u m m a r y

A CLASS OF CREEPING FLOWS IN THE CURVED CHANNELS

A class of two dimensional creeping flows has been obtained in the curved channels for the case when
velocity functions prescribed at the permeable walls of the channels are sufficiently smooth. Results have
been obtained in the form of infinite functional series.
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ZMODYFIKOWANA METODA PROPORCJONALNEGO NAPROWADZANIA
POCISKÓW W POZIOMEJ PŁASZCZYŹNIE ZBLIŻENIA

MIROSŁAW GLAPSKI (WARSZAWA)

Wojskowa Akademia Techniczna

Uwzględniając ograniczenia proporcjonalnego zbliżenia, rozpatrzono możliwości
usprawnienia procesu naprowadzania. Z przeprowadzonej analizy niezaburzonego ruchu
pocisku o zmiennej masie i zmiennej prędkości, naprowadzanego w poziomej płaszczyźnie
zbliżenia, sformułowano wniosek o potrzebie „uzmiennienia" współczynnika (stałej)
proporcjonalności. Pokazano zalety takiego podejścia. Zaproponowano zmodyfikowaną
metodę proporcjonalnego zbliżenia. Rozważania zilustrowano przykładami liczbowymi.

Wstęp

Proporcjonalne zbliżenie (proporcjonalną nawigacja) wysunęło się na czołowe miejsce
wśród metod samonaprowadzania pocisków, a szczególnie rakiet „powietrze-powietrze".
Proces samonaprowadzania tych rakiet odbywa się najczęściej w poziomej płaszczyźnie
zbliżenia (lub znacznie do niej zbliżonej). Pozwala to na pewne uproszczenie modelu
teoretycznych rozważań. Nie wszystkie jednak założenia czynione w dotychczasowych
publikacjach są do przyjęcia, szczególnie właśnie w przypadku rakiet „powietrze-po-
wietrze". Znaczna część praktycznych rozwiązań tych rakiet cechuje się krótkim począt-
kowym działaniem silnika rakietowego i w związku z tym gwałtownym rozpędzaniem
i częścią procesu samonaprowadzania na tzw. dolocie. W związku z tym zbyt daleko
odbiega od rzeczywistości założenie o stałym module prędkości pocisku czy stałej prędkości
wzajemnego zbliżania się pocisku i atakowanego celu. Następuje również znaczna począt-
kowa zmiana masy pocisku i nie należy przyjmować jej jako stałej.

Niniejsze opracowanie, stanowiące kontynuację rozważań zawartych w pracach [1,2, 3],
podejmuje próbę dalszego ulepszenia i przystosowania metody proporcjonalnego zbliżenia
do wykorzystania w przypadku wspomnianych pocisków „powietrze-powietrze" o zmien-
nej, w trakcie naprowadzania, masie i zmiennym module prędkości lotu.

Szansę ulepszenia i przystosowania metody daje „uzmiennienie" współczynnika (tzw.
stałej) proporcjonalności, Może tp następować poprzez zmianę początkowej wartości
współczynnika proporcjonalności wraz za zmianą początkowych warunków naprowa-
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dzania, co uwidaczniało się już w cytowanych opracowaniach. Można również odpowiednio
zaprogramować zmianę współczynnika proporcjonalności w czasie naprowadzania pocisku;
stanowi to między innymi przedmiot poniższych rozważań.

i. Zależności wyjściowe

Rozpatrzymy proces naprowadzania pocisków rakietowych w poziomej płaszczyźnie
zbliżenia (lub nieznacznie od niej odchylonej). Wzajemne usytuowanie pocisku „powietrze-
powietrze" i atakowanego samolotu-celu pokazuje rys. 1.

• r -

: • •

•

' • y s - 1 - ; . . . . . w .. i • :. i

Na rys. 1 oznaczono: >
P~ciąg silnika rakietowego, : '•' ) : «'''

Px — opór czołowy pocisku, fl v r
Py — siła boczna pocisku,

r — promień — wektor (odległość pocisku od celu), **y
v — prędkość środka masy pocisku,* i i ,

vc~ prędkość środka masy celu,
fł~ kąt ślizgu pocisku, ił"" • ' '
d — kąt wychylenia steru kierunku pocisku, ' r , ••
s — kąt wyprzedzenia pocisku,
<p — kąt obserwacji celu,
y> — kąt odchylenia pocisku (między osią Ox0 związanego z rakietą układu grawita-

cyjnego a poziomym rzutem podłużnej osi układu sztywno związanego ż rakietą),
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W—kąt odchylenia toru pocisku (między poziomą składową prędkości a osią Ox0).
Założymy horyzontalny ruch pocisku przy równowadze ciężaru i siły nośnej powięk-

szonej o pionową składową ciągu silnika rakietowego, odbywający się bez przechylenia
przy równowadze siły odśrodkowej i bocznej, powiększonej o poziomy rzut normalnej
(do toru) składowej ciągu.

Otrzymamy poniższy układ równań kierowanego, niezaburzonego, względnego ruchu
pocisku i celu:

m%~P-Px, (1)

dm

-ar-.-"••. (2)

(3)

^ £ (4)
dW - a d ę (5)

-w~aw (5)

dr
—— = vccosq>—wcose, (6)

T-J-= — ©eSiny+wsine, (7)

! F = < p - 6 , (8)
f = (p-e+p, (9)

W powyższych równaniach oznaczono:
a — współczynnik proporcjonalności,

m — masa pocisku,
m,— sekundowy wydatek masowy silnika rakietowego,

t — czas,

ćy = 5 ~ (cp
y + bCy) — uogólniony współczynnik siły bocznej pocisku,

Mt = mt •—- S • I — współczynnik momentu sterującego,

MS — m'z —-— S • I — współczynnik momentu tłumiącego,

Aff = łr£•—•- S-1 — współczynnik momentu stabilizującego.

Wykorzystamy również wyrażenie na współczynnik obciążenia bocznego pocisku,
manewrującego w poziomej płaszczyźnie zbliżenia

(10)

gdzie g — przyspieszenie ziemskie.
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Rozpatrując możliwość wprowadzenia założeń upraszczających, rozpatrzymy prędkość
dr

zbliżania pocisku i celu --. Różniczkując stronami równanie (6) otrzymamy:

d2r dvc
dv dtp

—-,- = —,— cosę , -cose—0»sine —— -
dt2 dt ' dt dt

drp
dt .(U)

Przyjmując, dla uproszczenia rozważań, że dla początku naprowadzania e0 = 0 oraz

I -.— J = o, otrzymujemy
\ dt /o

/ ,l2r \ 1 _ . / dv \
(12)dt2

Jak widać z powyższego, początkowa zmiana prędkości zbliżania, w wielu praktycznych
przypadkach pocisków i początkowych warunków naprowadzania może być znaczna i nie

należy jej pomijać. Zakładając ----- = const zarówno na początku, jak i w czasie napro-

wadzania, musimy liczyć się ze znacznymi błędami.
W niniejszym opracowaniu wykorzystuje się wykonane obliczenia dla hipotetycznego

pocisku, zbliżonego do amerykańskiego pocisku „powietrze-powietrze" Sidewinder, gdzie

dla wysokości ataku H = 5000 m przyśpieszenie I .— I = 140 m/s2, prędkość v0 =
\ ot /o

= 400 m/s. Zakładając do tego prędkość celu vc — 300 m/s oraz początkową odległość
ataku /„ = 2000 m, mamy przykładowo:

dla <p0 = 0° ("

- dla 9>0 = 90°

m/s2.

= -95 m/s2.

Są to już wielkości, które trudno pominąć w rozważaniach.
W wyniku wspomnianych numerycznych obliczeń uzyskano następujący obraz (poka-

zany na rys. 2) zmiany prędkości zbliżania w trakcie naprowadzania.

Rys. 2.
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dr
Zmiany —:- są znaczne i w rozpatrywanych przypadkach dochodzą nawet do 300%

(dla (po = 45°). Przy <p0 = 90° zmiana wynosi 70%, dla cp0 m 120° dochodzi do 44%,
a dla <p0 = 160° do 46%.

Rozpatrując różne przypadki obliczeniowe proporcjonalnego naprowadzania wyżej
omówionych typów pocisków powietrze-powietrze i poszukując możliwości złagodzenia
ograniczeń (rozszerzenia stref ataku, skrócenia czasu naprowadzania, zwiększenia zapasu
możliwości manewrowych w trakcie naprowadzania) zaobserwowano w szeregu przy-
kładowych procesów zbliżania, że jeśli tylko na początku naprowadzania wartości bez-
względne współczynnika obciążenia lub kąta wychylenia steru nie narastają, to i podczas
naprowadzania nie przewyższają (co do wartości bezwzględnych) swych początkowych
wielkos'ci.

Wychodząc z tej właściwości można sformułować dla początku naprowadzania wstępny
warunek

$<o. : 03)

który ze względu na taki sam charakter zmian, zapewnia również początkowe zmniej-
szanie się bezwzględnych wartości kąta wychylenia steru.

Z drugiej strony, na początku naprowadzania zarówno współczynnik obciążenia
bocznego, jak i kąt wychylenia steru nie mogą przekroczyć wielkości dopuszczalnych

l«ol < nd, (14)

l<5ol *S <V (15)

Okazuje się przy tyra, że również spełnienie warunku na obciążenie dopuszczalne, na ogół,
zapewnia nieprzekraczanie dopuszczalnego kąta wychylenia steru.

Uwzględniając obecnie zamierzone „uzmiennienie" współczynnika proporcjonalności,
mamy na podstawie (10) :

dn I i da dw d2a> dv dw

W~-j\lu~dtv+alv+a-Tlir
i według (13) dla początku naprowadzania:

( *• \ — 1

d w dv dw \ n n
v^+jf-wj • f l 6 )

Na podstawie (6), (7), (10) i (16) otrzymujemy, po uwzględnieniu (14)
dado > 2H — I — ^ — -^-(v, sin<p0—wosine0) — — — c o s w o + .>
d t ° (17)

vi dt \-<DCasin(p0+v0sm.E0 j \

Z drugiej strony, ze względu na dopuszczalne obciążenia po uwzględnieniu (7), mamy
na podstawie (10) dla początku naprowadzania
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Wyrażenia (17) i (18) tworzą zestaw warunków, wstępnie określających zakres po-
czątkowych wartości współczynnika proporcjonalności przy jego doborze.

Oznaczając odpowiednio prawe strony nierówności (17) i (18) przez M oraz N, możemy
kryterium wstępnego doboru początkowych wartości współczynnika proporcjonalności
zapisać następująco

M < a0 < N. (19)

Ograniczenia, które z powyższego kryterium wynikają, uwidaczniają się głównie w bardzo
ważnej, z punktu widzenia strefy możliwych ataków, tzw. bliższej granicy możliwych
ataków, czyli minimalnych odległości od celu (ro)min, z których można rozpocząć sku-
teczny proces naprowadzania.

Zapisując inaczej (19) mamy

M < N (20)

i na tej podstawie możemy uzyskać ogólne wyrażenie

E , da vQE-
ź 2 ( v c s s v c o s ( p ) +

gdzie
E - vCos'm<p0-v0smE0,

„ dv I ve : \
Z = £ndcos e0 j-1—-sin<p0 -2sin e01.

Wyrażenie (20) dla najczęściej spotykanego w praktyce przypadku e0 = 0 przybiera
postać

,. ^ 2vL.osia<po(vo - v C o C O S rpQ) da «Qggasin3y0

dv vc , ai dv v.

M6^ gn^ t
W wyniku numerycznych obliczeń, z wykorzystaniem EMC, dla wspomnianego wcześ-

niej hipotetycznego pocisku oraz przy założeniu vc = 300 m/s i dopuszczalnych obcią-
żeniach bocznych pocisku rij = 15 oraz e0 = 0 uzyskano obraz bliższej granicy strefy
możliwych ataków, pokazany na rys. 3.

Na rys. 3 początkowe wartości współczynnika proporcjonalności określano zgodnie

z kryterium (19). Krzywa 1 pokazuje (ro)min = f(<p0) dla aQ = const, czyli —j~ = 0, krzywa

zaś 2 d l a - — - -0,1 . ; ... ,

Krzywa 3 będzie omówiona w dalszej części opracowania.
Jak wyglądają różne warianty proporcjonalnego naprowadzania, w aspekcie propono-

wanych kryteriów ograniczających pokazują poniższe przykłady obliczeniowe dla wspo-
mnianego hipotetycznego pocisku rozpędzanego (w trakcie 3.y działającego silnika) od
v0 — 400 m/s do v = 820 m/s. Na rys. 4 pokazano charakter zmian obciążeń bocznych
przy ataku z tylnej półsfery <p0 = 0,7854 (45°), przy czym e0 = 0 oraz /•<, = 2000 m.

Początkowe wartości przy a ~ 2 = const (krzywa 1) spełniają kryterium (19) i jak
widać, przez cały czas naprowadzania obciążenia nie przekraczają dopuszczalnej wartości
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Rys. 3.

20

n

.... . >

1 5

1 - .

I ft
0

-5

Rys. 4.

M,I = 15. Wartości początkowe przy a = 4 (krzywa 2) nie spełniają kryterium (19) i ograni-
czeń z niego wynikających (a = 4 jest większe od aO m l l x = 3,46), stąd obciążenia w począt-
kowym okresie naprowadzania przekraczają wartość dopuszczalną. W przypadku krzywej
3 spełnione zostało kryterium (19) i obserwujemy przy nieprzekraczaniu na początku
nd - 15 również i początkowy spadek obciążeń, ale pod koniec naprowadzania obciążenia
przewyższają założone dopuszczalne wartości. Jest to przykład nie w każdym przypadku
spełnianych oczekiwań przebiegu n = f{f) mimo wypełnienia zastosowanego kryterium
(19). Miedzy innymi przyczyniło się to do dalszych poszukiwań i opracowania modyfikacji
metody (następny rozdział).

Rys. 5 ilustruje przebiegi n =/(/) dla r0 = 2000 m i c>0 = 1,5708 (90°) oraz £0 = 0,
również dla a — 2 = const (krzywa 1) i a = 4 = const (krzywa 2) oraz dla a0 = 2,45

da
i -T- = -0,81 (krzywa 3):

Omawiane, pokazane na rys. 5, krzywe 1, 2, 3 charakteryzują procesy naprowadzania
dla warunków początkowych nie spełniających kryterium (19) i w każdym z tych przy-
padków współczynniki obciążenia przekraczają w trakcie naprowadzania nd ~ 15.

13 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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Rys. 6 przedstawia charakter zmian n = f(t) dla przedniej strefy ataku q>0 = 2,0944
(120°), r0 = 2000 m, e 0 = 0 i również dla a = 2 = const (krzywa 7) dla a = 4 = const

(krzywa 2) oraz dla a 0 = 2,83 i --,-- = -0,61 (krzywa 3).

Również i w tym przypadku przebiegi n = f(t), pokazane przez krzywe /, 2 i 3, nie
spełniają na początku kryterium (19) i współczynniki obciążenia przewyższają nd = 15

3D

20

0

-5

-10

f Usi
3/

V.Z

Rys. 5. Rys. 6.

2. Zmodyfikowana metoda proporcjonalnego zbliżenia

Wprowadzenie zmiennego w trakcie naprowadzania współczynnika proporcjonalności
umożliwiło złagodzenie ograniczeń procesu naprowadzania i otworzyło nowe kierunki
badań w celu dalszego jego usprawniania. Czyniono szereg prób korzystnego doboru prawa
zmiany w czasie współczynnika proporcjonalności. Między innymi zakładano liniowy
charakter zmniejszania się współczynnika na aktywnej części toru

i przyjmowano, że
da_
It

1

da

0-flo)

(23)

(24)

co powodowało, że na końcu aktywnej części toru (przy czasie ta) współczynnik propor-
cjonalności przybierał wartość a = 1 i dalej naprowadzanie odbywało się według klasycznej
metody pogoni. Przykłady takiegu naprowadzania pokazują krzywe 3 na rysunkach 4,
5, 6.

Okazało się, że korzystne z wielu względów wyniki (szybkie zmniejszanie współczyn-
ników obciążeń bocznych na torze, skrócenie czasu naprowadzania, uproszczenie wzorów
obliczeniowych w trakcie analizy procesu naprowadzania itp.) uzyskano przy hipotezie
zakładającej zmianę współczynnika proporcjonalności odwrotnie proporcjonalną do
zmiany modułu prędkości pocisku
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a - T • ( 2 5 )

gdzie £ = const.
Przyjęto przy tym, że wartość współczynnika A' określać należy dla początkowych

warunków naprowadzania i dopuszczalnego współczynnika obciążenia bocznego nd.
Wówczas

dt Jo

Dla powyższej hipotezy zmiana współczynnika proporcjonalności wygląda następująco

da K dv a dv
dt ~ ~~"vr~d7 ~ " v< df ( '

Ujemny gradient współczynnika proporcjonalności zmienia się odwrotnie proporcjonalnie
do kwadratu modułu prędkości rakiety. Dla tak zmodyfikowanej metody uzyskano na
podstawie {ii), po uwzględnieniu (26) i (27),

(28)

i pozostawiając taki sam warunek (18), z analogicznego do (19) kryterium określono
bliższą granicę strefy możliwych ataków

dv
- j —
d ,

-j— s m e o

Dla częstego, praktycznego przypadku e0 = 0 wzór (29) upraszcza się do

(30)

Jak widać, wyrażenia (28), (29) i (30) są prostsze od ogólnych wyrażeń (17), (21) i (22),
nawet w porównaniu ż przypadkiem a = const.

Bliższa granica możliwych ataków przybliża się znacznie do atakowanego celu. Widać
to wyraźnie z obliczeń wykonanych dla hipotetycznego pocisku i przyjętych warunków
początkowych. Ilustruje to, obliczona na podstawie (30), krzywa 3 na rys. 3.

Znacznie korzystniejsze są również zmiany n = /(/)• Pokazują to krzywe 4 z obliczeń
dla r0 = 2000 m i cp0 = 0,7854 (45°), <p0 = 1,5708 (90°) i <p0 = 2,0944 (120°) odpowiednio
na rys* 4, rys. 5 i rys. 6. •

Szczególnie korzystnie wyglądają krzywe n — f(t) dla r0 wyraźnie przekraczających
(/"o)miB- Pokazuje to rys. 7. Krzywa / charakteryzuje, zmiany obciążeń bocznych dla
/o = 1200 m i <p0 = 0,7854 (45°), krzywa 2— dla r0 = 5200 m. i q>0 = 2,0944 (120°)
krzywa 3 — dla r0 = 1400 m \ q>0 = 2,7925 (160°).

Rozpatrzmy obecnie, na ile możliwe jest przy zaproponowanej metodzie przyjęcie

założenia o stałości prędkości zbliżania, - — = const.

13'
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Po zróżniczkowaniu względem czasu równania (7), wykorzystaniu (6) i uwzględnieniu
(8) mamy:

d2a „ dr dy dv . dW
dt2 dt dt dt dt

dvc .
;—suu/>.

dt ' (31)

Po uwzględnieniu (5) i (25) równanie (31) przybiera postać

dv .
, -sins' r-sinw.

dt dt
,(32)

Jeśli założymy stalą prędkość zbliżania —=- — const, możemy napisać, analogicznie

do rozważań w [4],

dr

i gdy przez tc oznaczymy całkowity czas takiego naprowadzania, a przez r0 — odległość
początkową między pociskiem i celem, to uzyskujemy

dr

wobec czego

r°"

' = < - < •

. (33)

(34)

Wykorzystując powyższe dojdziemy do równania różniczkowego. Na podstawie (32)
i (33) mamy

dv dvc

- ( 3 5 )

dvcRozwiązując powyższe równanie otrzymujemy dla •—- = 0, przy założeniu cos s = 1

oraz sin e — e = const,
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dt (36)

gdzie b —

e - 'w
dr\~ dv

dt e.

Dla porównania wykonano uzupełniające przykładowe obliczenia dla wspomnianego
hipotetycznego pocisku, przy e0 — 0 i r0 <= 2000 m według uzyskanego rozwiązania (36).
Wyniki uzyskane z całkowania liczbowego wyjściowych równań przy użyciu EMC i obli-
czeń według rozwiązania (36) pokazuje rys. 8.

Na rys. 8 linią ciągłą wykreślono zmiany n =f(t) uzyskane przy numerycznych obli-
czeniach, a linią przerywaną — przy wykorzystaniu rozwiązania (36).

90°

-5

10 11

Rys. 8.

f]

180

160

120

1 6 7 i

Rys. 9.

10 W
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Jak wynika z porównań, w początku naprowadzania różnice są niewielkie i największe
bezwzględne wartości osiągają przy końcu czasu naprowadzania tc określonego z nume-
rycznych obliczeń. Znacznie również różni się rzeczywisty czas naprowadzania (tak naz-
wiemy czas tc z numerycznych obliczeń) od czasu wynikającego z przybliżonej zależności
(33). Ilustruje to rys. 9 z obliczeń dla /-0 = 2000 m. Krzywą ciągłą naniesiono rzeczywisty
czas naprowadzania.

Krzywa przerywana na rys. 9 pokazuje tc — f(<p0) dla -T- = const. Im mniejsza początkowa

wartość kąta obserwacji celu cp0, tym bardziej przybliżona wartość tc różni się od rzeczy-
wistej. Na przykład dla <p0 — 45° przybliżony czas naprowadzania przewyższa więcej niż
dwukrotnie czas rzeczywisty (10,64 s wobec 5,1 s).

3. Zmiana kąta wychylenia sterów pocisku

Podstawowym równaniem w tej części rozważań jest równanie (4). Po uwzględnieniu
(8) i (9) otrzymujemy

i jeśli wykorzystamy (2), (3) i (5) oraz oznaczymy:

P - A ~ , (38)

A = mB, (39)

to uwzględniając zmianę w czasie współczynnika proporcjonalności, otrzymamy ostatecznie
wyrażenie na kąt wychylenia steru:

W (41) oznaczono:

M ^ ^ U )
 (42)

(43)

(44)
w (42) i (43) zaś:

dA 1 IdA, dA2 Adt A2 \ dt dt
(45)

a A, dm dv
= mv; dt ~ dt ^ ' " dt'
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przy

-

d2ć,
dt2

- o

A —

d2A
dt2

dt2

d2A2

dt2

1

dm
dt

2 .

\ dx

dv
dt

dt

dA2

dt

42 d-
,2 A 1

d2v

dt

dĆy 2

dt V + 2 '

A2 dA

>2 dt

przy

I / wo \

dv
VCy dt '

dA-, \

dt ]'
d2m 0

: (45)
[cd.J

(46)

Jak wynika z obliczeń dla hipotetycznego pocisku, współczynnik Dl przybiera wartości
rzędu kilku dziesiątych. Współczynniki D2 i Z>3 mają wartości odpowiednio o dwa i trzy
rzędy niższe.

Zmiana tych współczynników w czasie naprowadzania, dla przyjętych warunków
(rozdz. 1), została pokazana na rys. 10.

Jeśli uwzględnimy proponowaną modyfikację proporcjonalnej nawigacji i zmianę
współczynnika proporcjonalności według (26) i (27), to znaczy:

a —
K ii

di

a dv
v dt

oraz (jak stąd wynika)

d2a a \.tdv\2 • d2v]
df- -~tf[2\~di] V dt2Y

(47)
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to otrzymamy wyrażenie na kąt wychylenia steru w następującej postaci:

(48)
Jak wynika z analizy poprzednio uzyskanego wyrażenia (41) i wyrażenia dla zmodyfi-

kowanej metody (48), podstawowe znaczenie ma pierwszy czton iloczynu, i w przybliżeniu
można przyjmować

dt (49)

Bezpośredni i decydujący wpływ na zmianę kąta wychylenia steru w procesie naprowa-
dzania ma zmiana charakterystyk dynamicznych pocisku oraz zastosowane prawo zmiany
współczynnika proporcjonalności, mające również podstawowy wpływ na zmianę kąta
obserwacji celu <p.

Dla ilustracji pokazano na rys. 11 i rys. 12 zmiany kąta wychylenia steru dla przyjętego
hipotetycznego pocisku (oraz warunków podanych w rozdziale 1 przy /-0 = 2000 m),
dla stałego współczynnika proporcjonalności « = 2 (krzywe 1). Dla zmiennego współ-
czynnika proporcjonalności zgodnie z (23) i (24) pokazują to krzywe 2, a dla współczynnika
proporcjonalności zmieniającego się zgodnie z proponowaną zasadą (krzywa 3).

Rys. 11 ilustruje naprowadzanie przy <p0 = 0,7854 (45°).
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Rys. 12 charakteryzuje naprowadzanie z przedniego obszaru,.. c>„ = 2,0944 (120°).
Z rysunków 11 i 12 widać, że najbardziej korzystną zmianę d = f(t) obserwujemy

w przypadku proponowanej zmodyfikowanej metody proporcjonalnego naprowadzania
(krzywe 3).
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4. Wnioski

1. Na podstawie szeregu wykonanych uprzednio rozważań i przykładowych obliczeń
[1, 2] potwierdzona została możliwość, szczególnie przy wstępnych rozważaniach, doboru
współczynnika proporcjonalności i określenia bliższej granicy możliwych ataków w oparciu
o początkowe wartości czynników toru pocisku i celu.

2. Zmiana modułu prędkości pocisku, jak również zmiana prędkości wzajemnego
zbliżania pocisku i atakowanego celu, uzasadnia zmianę w trakcie naprowadzania współ-
czynnika proporcjonalności.

3. Wynikająca z przeprowadzonych analiz hipoteza o zmianie współczynnika propor-
cjonalności odwrotnie proporcjonalnej do modułu prędkości pocisku i zaproponowana
modyfikacja metody proporcjonalnego naprowadzania wpływa korzystnie zarówno na
dopuszczalne początkowe warunki naprowadzania (przybliża do atakowanego celu strefę
możliwych ataków), jak również na zmianę dynamicznych parametrów ruchu na torze
(pocisk wykonuje szybki manewr na początku naprowadzania, przygotowując niejako
duży zapas obciążeń bocznych i kąta wychylenia steru w przewidywaniu manewru obron-
nego celu).

4. Przeprowadzone rozważania i proponowana modyfikacja metody proporcjonalnego
zbliżenia może stanowić podstawę szeregu praktycznych wskazówek i zaleceń przy analizie
warunków optymalnego naprowadzania pocisków „powietrze-powietrze".
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P e 3 lo M e

METOfl, UPOnOPLJHOHAJlbHOrO HABEflEHHfl CHAP3HOB
B rOPH3OHTAJlBHOfl IUIOCKOCTH CEJ1H)KEHHH

uHTbiBaH orpammeHHJi nponopiyionajiLHoii HaBiiraipni, paccjwoTpeHM BO3MO>KHOCTH cosepuiecrBo-
npemecea HaBefleinw. H3 npoBefleHHoro ananasa HeBcmiymeHHoro flBHHceHim cHapii.ua c nepe-

MeHHoii Maccoii u nepeMeHHoii CKopocrbWj HaBOflHMoro B ropH3OHT£UibHoił IUIOCKOCTH c6jm>KeHHH,
c<j>opMyjiHpoBaH BbiBofl o Heo6x(W'iMocrH jjBapHanini" K03(J><|)imHeHrra (noeroHHHOH) nponopunoHaja-
HOCTH. IIoKa3aHM aocTOHHCTBa xaKoro noflxofla. npefljio>KeH MoaH<t>imHpoBanHbrii Meiofl nponop-

Paccy>KfteiniJi HJiinocTpHpoBaHbi ^HCJIOBKŁIMII npimepajiH.
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S u m m a r y

THE MODIFIED METHOD OF PROPORTIONAL APPROACH OF A MISSILES IN THE
HORIZONTAL APPROACH — PLANE

On consideration of limitations to the proportional navigation, have been considered of making the
homing-in process more efficient.

From an analysis of the unperturbed motion of a missiles with a variable mass and a variable velocity
and being homed-in in the horizontal approach — plane, a conclusion has been formulated on the need
of rendering the factor (constant) of proportionality variable. The advantages of such of solution have
been demonstrated.

The considerations have been illustrated by the numeric examples.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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DETERMINATION OF STRESS INTENSITY FACTORS BY OPTICAL METHODS

J. BALAS, M. D R Ź I K (BRATISLAVA)

Institute of Construction and Architecture
of the Slovak Academy of Sciences

Introduction

In the development of structures the fracture mechanics principles and criteria are
used in an ever greater number of applications. The stress intensity factor (SIF) provides
a quantitative criterion which combines critical fracture stresses with the length of crack
and the specimen geometry. The determination of the influence of geometry and loading
on stress concentrations in the vicinity of the crack tip has been included to the problems
which are solvable by optical methods of stress analysis. In the Institute of Construction
and Architecture of the Slovak Academy of Sciences several methods in the area of holo-
graphic interferometry, speckle interferometry and some other optical techniques were
developed and realized for this purpose.

1. Stress intensity factors in tjie generalized plane stress state cracked specimens

As one of the first applications we used the image-plane holographic technique on
models of PMMA transparent material to the examination of isopachic fringes. The
advantage of this procedure is in the fact, that the SIF may be determined from isopachics
data without requiring troublesome separation of principal stress components. A holo-
graphic interferometer was developed in the optical arrangement of which the diffuser
screen is not included. For this reason the recorded interference pattern can be photo-
graphically greatly magnified and by this the required resolved power of image details
can be secured.

Stress intensity factors Kt and Kn were determined in cracked beams with inclined
and curved edge cracks. Example of the pattern of isopachics is shown in Fig. 1.

In order to determine the quantitative values of Kt as well as Ku several evaluating
procedures have been developed based on the description of the stress state around the
crack tip by asymptotic series. It has been shown that these procedures allow reliably to
calculate SIF-s generally in arbitrary geometrical and loading configurations of cracked
specimens in the plane stress state with an accuracy of better than ± 5 per cent [1],

An analogous technique of the holographic record and SIF evaluating we used also
in the investigation of the dynamic crack propagation. The interferometer functioned
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: Fig. 1. Interference pattern of isopachics in the vicinity of the angled crack in a bend specimen

Fig. 2. Isopachic fringes of dynamic crack propagation in PMMA three-point bend specimen at crack
velocity of 400 m/s

with a ruby impulse laser. Isopachics around the crack running with the speed of about
400 m/s in the bend PMMA specimen are shown in Fig. 2. For the quantitative evaluating
of KID values a dynamic correction of interference constant must be performed. To do
this, we can get the known dynamic dependencies of material constants and by using the
graphical Fourier analysis and iterative procedure the evaluating interference fringe values
may be calculated. It has been shown, that the differences between static and dynamic
values in polymer materials (such as PMMA) may be 50 per cent or even more. By this
procedure the relationship between the dynamic SIF and the crack tip velocity a, which
is the important fracture characterization, was obtained (Fig. 3).

For the measurement of the time functions of the dynamic values of SIF-s also a new
photo-electric method was developed. Based on optical observation of the deformation
of a mirror like flat close to the crack tip and on optical filtration principle, changes of the
light intensity are produced. These are transformed to electric quantities by means of a
photosensor. In this simple way without emploing a high speed camera a continuous
record directly of the stress intensity factor can be obtained immediately in time on the
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Fig. 3. The KtD — a relation for PMMA Acrylon obtained from the holojraphic interferomstry data

oscilloscope screen. Consequently, very fast non-stationary dynamic processes such as
impact load may easily be solved. Moreover, the technique takes notice of the stress waves
space distribution due to the fact that the deformation is watched close to the crack tip.
Fig. 4 illustrates the method by the KID versus time dependence in the typical impact load
process as was observed on the oscilloscope screen.

The possibility of the displacement measurements on the specimen surfaces ranks
among the most important characteristics of the holographic-speckle interferometry
principle. For the study of the SIF determination from displacement data we can tried
on application of image optics free speckle technique when the holographic plate is fixed
immediately on the measured object. The main advantage of this technique is the self
compensation of large non-controlled displacements of the rigid body motion. We employed

Fig. 4. Stress intensity factor in the strip with- an edge stationar crack subjected to thres-point impact load

bending as a function of time (time calibration 200 (xsldiv and Kla-10s MNnTMdiv)
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the method by means, when one of the transparent model surfaces is roughed (on the side
of holographic plate emulsion). Collimated laser beam passed through the model and the
groud screen surface scatter it so that the specklegram may be recorded. In the step
of reconstruction we used the Fourier filtration procedure and by this in-plane orthogonal
displacement components are optically obtained. As a test specimen we chosen the crack-
emanating from a hole in a complicated piercing bending specimen.
In evaluating of the SIF the relation displacements versus the distance from crack tip
is graphically drawn. A precise interpolation of that curve to the zero distance from the
tip can be done on the basis of linear fracture mechanics condition of zero value displace-
ments at the tip (see Fig. 5). So the first term of asymptotic solution for displacements

vitftmm]
8.0

Ki = 5.4-iO5MNrrf3/2

t

-6^90°-

0.2 0.5 1.0 3.0 4.0 5.0 6.0 r lmm)

Fig. 5. Displacement data as a function of square root of radial distance r from the crack tip for the piercing
cracked specimen

field around the crack may be successfully used. We believe that the displacement data
with respect to the stress intensity factor determination give the most precise results of all
the optical methods. \.

2. Application of non-destructive optical methods to study 3-D cracked bodies

One of the up-to-date task in the field of optical methods of experimental stress analysis
is to develop reliable and effective methods for the measurement, of three-dimensional
stress state. We used holographic interferometry as a non-destructive method for the SIF
determination in three-dimensional cracked specimens. The basic principle is to record
a double-exposure image hologram with perpendicular illumination of the crack surface
and filtration of space frequencies for the separation of the out-of-plane displacement
component. Arrangement of the optical system with the model is shown schematically
in Fig. 6. Surface of the crack is illuminated by a beam passing through the polished side
surface of the transparent model. The image of the crack is observed from the same direc-
tion and is projected by an objective on a holographic plate where the hologram with
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Fig. 6. Scheme of optical arrangement of the holographic interferometer for crack opening displacements
measurement

the reference beam is formed. In the focal plane of the lens the space filter — diaphragm
with circle aperture — is positioned for the separation of the near-to-zero space frequencies.
Moreover, in this manner, not only the separation of the out-of-plane displacements
is performed but an improvement of the correlation between the first and second exposure
records may be reached, too. The radius of the correlation which is characterized by the
speckle size may be varied by a suitable choice of the aperture diameter in the space filter,
consequently contrast of the fringes may be increased. Light rays immediatelly behind
the reflection from the crack surface spread through the thickness of the transparent model
material. This is the reason, why the value of material index of refraction n will be included
in the expression for the quantitative evaluation of the out-of-plane component w. Using
the diffraction theory this expression may be derived for the interpretation of interference
fringes [2]

4
where N is the order number and X is the wave length.

Illumination and observation of the inside crack was experimentally achieved with
the aid of small mirror which turns the light beam to the polished side of the model. The
mirror was placed in the sight-hole of jaw on one margin of the model By these groove
steel chuck jaws the tension loaded beam including a surface flaw was fixed on both ends
where the loading force was applied.

Application of the „classic" speckle method to the measurement of the displacements
inside a transparent body was another optical method for the non-destructive SIF evalua-
tion on the same specimen as in the previous case of holographic interferometry. Laser
beam with a diameter of 0.5 mm from the 60 mW power He-Ne laser was penetrating
across the PMMA model near the crack front (see Fig. 7). Intensity of the light radiation
in the beam was sufficient to the observable light scattering along the beam trace which
arose from the Tyndal effect. Scattered coherent light was concentrated on a holographic
plate where the image of the light line was focused by the photographic objective. Micro-
structure of that image represents a speckle record and when the double-exposure procedure
is used we can evaluate the displacements of the points on the light line. Evaluating
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leser beam

photeplate

Fig. 7. Schematic drawing of the speckle interferometry arrangement in the measurement of inside body
displacements

of the specklegrams has been carried out by the usual Young's fringes point by point
method. The objective used for the measurement was wide open Helios lens with aperture
number 1.5 and focal distance 85 mm. Magnification of the image was 4 times and corres-
ponding exposure times were several tens of seconds on Agfa-Gevaert holographic plates.

Both, the holographic method of crack opening displacements measurement and the
speckle method using inside scattered light were experimentally tested on the same three
tensile loading beam specimens including a semi elliptical surface cracks. The surface
flaws as an imitation of natural cracks were machined with the aid of a circular milling
cutter.

By holography a field of interference fringes on a crack plane was reached several
times on each sample for different loading levels. One example of the measured fringe
patterns of crack opening displacements is shown in Fig. 8. In addition to the direct focused

Fig. 8. Interference pattern of crack opening displacements on the semi elliptical crack

image of the crack surface a total reflex on an inside mirror smooth surface of the model
is imaged, too (see bottom part of Fig. 8).

Being based on values of crack opening displacements the stress intensity factor can
be calculated by means of asymptotic relations for the displacements around two-dimen-
sional crack in the state of plane strain [3]. For the points on a perpendicular line to the
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crack front the factor Kx may be given by the well-known relationship described here for
the polar angle 6 = 180°

where E, v are material constants and r is the polar distance from the crack tip. To calculate
the factor K{ by Eq. (2), points in the close vicinity of the crack tip are taken into account.
The stress intensity factors are obtained along the whole crack front.
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Fig. 9. Variations of the stress intensity factor along the crack front as were measured by holographic
and speckle interferometry and calculated by boundary element method [4]

To calculate the factor Kt from the data obtained by the speckle interferometry the
same asymptotic expression but for the polar angle 0 = 90° may be used

(3)
2(1+*)

Results for the test specimens are summarized in the form of Kj relationships on the
radial angle of the given crack front point. Values of the factor Kj plotted in Fig. 9 are
normalized by the maximum value of the factor Kt for an elliptical crack in an infinite
space. The evaluated data obtained by holography and speckle methods are compared
with those calculated by the numerical boundary element method [4].

3. Conclusions

Results and experience acquired during the last years show that the exploitation of
optical methods in the field of stress state investigation in the bodies including cracks are
adequately exact and effective in the solution of both engineering tasks and problems
of fundamental research. Problems connected with a material evaluation and testing with

14 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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regard to the influence of cracks measurement of fracture toughness parameters as well
as a research of non-linear effects in the cracked bodies, all these questions call for experi-
mental measurements. Moreover, methods of experimental mechanics, an important
part of what are optical methods, allow successfully work out also very complicated
problems in static and dynamic conditions. In comparison with the numerical computa-
tional method an experiment has the advantage where the specified boundary conditions
are inaccurate or complicated (thermal, dynamical problems).

This is why we can say that application of optical methods in fracture mechanics has
a bright perspective.
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P e 3 IO M e

OnPEflE/IEHHE KO3*mj;HEHTOB HHTEHCHBHOCTH HA1IPJDKEHHH
OITTOTECKHMH METOUAMH

Jlfla onpeneneHHH KOS^HUHCHTOB HHTeHCHBHocTH HanpH>KeHHfl B cjiyqae roiocKoro TpexiuepHoro
COCTOHHHH HanpfDKeHHH, B yCJIOBHHX CTaiHKH H flHHaMHKH) IipHMeHeHO p « f l OIITHMeCKHX MCTOflOBj

a HMeHHO roJiorpa(J)HiecKoft HHTepiJiepoMeTpHH „ e n e m a " HHTepcpepoMeTpmi H orromecKoft (pHJiLTpaiflm
B coeflHHeHHio c 4>oTO3neKTpHiecKoH 3anHcio.

Pe3yjn>TaTti H OIIBIT nocneflHHX JICT noKaswcaioT, MTO npHMeHeHHe onTH«ecKnx MeiofloB B oGjiaHctn
HCCJieflOBaHHH HanpHWeHHK TCJI C TpeimiHaMH H B J W M T C H COOTBeTCTBeHHO TOUKblMH It 3(b(}>eKTHBHI>IMH

i a K B 38f la iaX lUDKHHepHblX, KEK H B OCHOBHbK HCCJieflOBBHHflX.

Streszczenie

WYZNACZANIE WSPÓŁCZYNNIKÓW INTENSYWNOŚCI NAPRĘŻEŃ METODAMI
OPTYCZNYMI

Do wyznaczenia współczynników intensywności naprężeń w przypadku płaskiego i trójwymiarowego
stanu naprężenia, w warunkach statycznych jak i dynamicznych, zastosowano szereg metod optycznych,
a mianowicie interferometrii holograficznej, interferometrii plamkowej i optycznej filtracji połączonej
z zapisem fotoelektrycznym. Wyniki i doświadczenia ostatnich lat pokazują, że zastosowanie metod optycz-
nych w dziedzinie badania stanu naprężeń spękanych ciał są odpowiednio dokładne i efektywne zarówno
w rozwiązaniach zagadnień inżynierskich jak i badaniach podstawowych.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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KBA3HXPyiIKOE PA3PyiIIEHHE CKPy*fflBAEMI»IX OEPA3IJOB
C V— OBPA3HWMH BŁIPE3AMH

H . H . ByraKOB (JlEHHiirpAff, CCCP)

3KOiepHAieHTaJiBHo HcaieAOBaiibi ABe 3afla^H KpyqeniiH — oceciiMMerpiraiafl H aH-
OnbiTbi npoBOfliinn Ha ijunnimpiraecKHX o6pa3uax H3 cTeKnoo6pa3Horo

noJiiuiepa c V — oSpasHbiMH BŁipe3aMii. OrHOCHTejiŁuyio r.uy6nHy BW-
pe3a H pa^nyc ero Bepuimibi ocTasjiHJiH Hen3MeBHi>iMH, a yroji pacrBopa BaptHpoBajiH
B HHTepBajie 15 - 150°. H3yqenbi >KecTi<ocTb H npo^HocTb o6pa3iioB5 xapai<Tep pa3py-

o6eiix

1.

OAHOH H3 HanSojiee Tpy^Hbix npo6neM MexaHHKH fle<J)opMHpyeMbix Teji HBJIHCTCH
npo^nocTH Ten c KOHneHTpaTopaMH HanpHJKeHHń. HMeeTca Sojibinoe IHCJIO

H 3i<cnepiLMeHTajibHbix HCCJieflOBaHHśł B cjiy^aax rjiaflraax KOHnempa-
TopoB, c OAHOH cropoHbi, H pa3pe3OB (HaqaiiBHbix TpemHH), c flpyroii. OflHaKO, 6OJHB-
IIIOH Hay^HbiH H npaimraecKHH HHTepec npeACTaBJiaiox H BceBO3MO>KHbre npoMOKyToq-
Hue cjry^aHj Kor^a KOHi;eHTpaTopbi HMCIOT pe6pa, yraoBbie TOHKH, HO OTJIHHHBI OT
Tpemim. A1O>KHO npHBecxii MHoro npHMepoB yraoBbrx KOHqeHTpaTopoB: 77 H V — 06-
pa3Hbie rra3bi u KaHaBKH, L — o6pa3Hbie nepexoflbi BCTpe^aiOTCfl B umoHOiHbix, IUJIH-

, pe3b6oBbix, CBapHwx H npyrHX coeflHHeHHflx H B ajieMeirrax MauiHH, KOHcrpyK-
coopy»ceHHfi.

TeMaTnqecKoro HCCJieflOBamiH Tanoro pofla 3aflau cBH3aHbi c pe3KHMH
HanpH>KeHHił B OKpecraocTH BepuiHHbi yraoBoro Bbipe3a. B paMKax iwe-

KOHTHHyyMa nojie HanpHH<eHHH B OKpecTHOCTH BepuiHHw cHHryjiapno [I]. IIpH
OTOM CTeneHŁ cHHryjiapHOCTH He paBHa 0,5, KaK B arcyqae pa3pe3OB, a H3MemrxcH B npe-

OT 0 pjo 0,5, yMentuiaflCb c POCTOM yraa pacrBopa npn BepmnHe. AjitTepHaTHB-
noflxofl pa3pa6oTaH B MOHorpa<J)HH [2].

KaCaeTCH npO^HOCTH, TO KpHTepHft rpH^^HTCa MJW T0KHX 3aflai 0I<a3bIBaeTCH
H na^aTŁi HccjieflOBaHHH flpyrax KpHTepaeB pa3pyiueHiiH [ 3 - 6 ] . H e

BbI3bIBaeT COMHeHHił OCTpaH Heo6xORHMOCTb HaKOIIJieHHH 3KCnepiIMeHTajIŁHbIX flaHHblX.
c V—o6pa3HbiM Bbipe3OM npHMeHHiOT flJiH or;eHKH BH3KOCTH pa3py-

MaTepnauoB n p n oceBOM H BHei^eHTpemioM pacTH>KeHHH, craTH^ecKOM H y#ap-
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HOM iraraSe; yroji pacrBopa ne BapbwpyioT H *iame scero npiranviaiOT paBHbm 60°. I lpa
3T0.M TaKiie o6pa3uw o6biqHo npHMeiraiOT c neJibio 3aMenbi o6pa3i;oB c tiaqajibHoK ipe-
mimofi. JIHIUB B pe^KHX cnyiaHX HcnwTaHHH o6pa3qoB c yriroBbMii KoimeHTpaTopaiviH
paccMaTpHBaior i<ai< npe^cTaBJiHiomne caJWOCTOHTeJibHWft HHTepec [ 3 - 5 , 7 - 9 ] . B pa-
Gcnre [6] 3KcnepHMeHxaJiLnwe flaHHHe [8, 9] 6WJIH yflOBjieTBopjirejiŁHo oimcaHM npH

KpHTepHH HoBOJKHJioBa. B yKa3aHHbix paSoTax HccneAOBana pacTHHteHiie HJIH

paSoxe 3KcnepHMeHtanŁHO
crep>KHH HS creKJioo6pa3Horo

Bbipe3 6 H J I KOJiti;eBbiM
3aflaya).

B

B 03H0M

c V Bwpe30M.
B apyroiw npo-

2 . 3KCHCpiIMCHT

O6pa3L(bi Gbura H3roTOBJieHW H3 OT^HBKH snoKCHMHoro no^HMepa ropn'iero oTBep-
>K«eHHH '3JX-20, Hcnojii>3OBaHHoro B npeflbmymiix paSoTax [83 9 ] . 3 T O T nojiiiMep HMeer
TpexMepHoe MOJiei<yjiHpHoe crpoeraie, npw KOMHaTHoń TeMnepaType HaxoRHTCH B creK-
jioo6pa3HOM COCTOJIHHH H pa3pyiuaeTCH KBa3Hxpym<o; Mo^y.ib c^Biira pasen I, I GPa,
KO3(pcl3HqHeHT IlyaccoHa 0,35.

<E>opMa H pa3Mepbi o6pa3i^oB (B MHJUiHMeTpax) H3o6pa>KeHW na P H C . 1. OTHOcHTejiB-
naa rJiy6HHa Bwpe3a B OSOHX cJiyqaax 6biJia paBna 0,5; pa^ayc ero BepniHHbi ne npe-

R7

PHC. 1.

Bbiman 0,03 MM. Yroji pacTBopa a H3MCHHJICH B HHTepBajie 15° - 150°. Bwpe3bi H3ro-
pe3n,aMH Ha 4>pe3epHOM H TOKapHOM craHKax. TexHoitorHH aHajioraiHa nofl-

onacaHHOH B [10]. Bcero SbiJio HcntiTaHO 15 o6pa3i^OB I H 16 o6pa3B(OB I I , Tem-
neparypa SbiJia paBHa 2 9 6 ± I K .

OnbiTBi 6ŁIJIH npoBefleHbi Ha npocToił JiaSopaTopHoft ycraHOBKe, no3BOJisnoineH
TOIHO ijenrpHpoBaTB o6pa3qw H npHKJiaflbiBaTB KpyTamnn MOMCHT M flo 50 N M ; MO-
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C03flaBariH rpysaMii, a yrart 3aKpyt£HBaHiia..t? oTcurrMnanH no nwaSy c nenoft
0,5°. MOUUIOCTH ycTaiiOBKii HexBaTHJio, m-o6bi AOBCCTH AO pa3pyineHiia 06-

pa3nw H e Ai'^^eTP0 M 20 AIM, Kan y o6pa3UOB I, u noTOMy HX AHaMerp
flO 15 M.M.

Pe3yjitTaTbi sKcnepiwieirroB 11 HX o6cy>KAeHHe npunoAHTCH HHJKC

3 . 3KccTKOCTb n

KpyrniUHH MOMeirr M — yroji 3aKpyiHBaiiHa moupy 3axBaTa.wn & 06-
I H I I AJIH pa3JiHtiHbix yrnoB pacrBopa a npeflcraBJieHbi Ha pnc. 2. BHAHO, mo

n p n BHCOKHX Harpy3Kax Heju-iHenHbi, uamsuibiibie yqacnui jiHHeHirw, a I K

M[N-m]

•-15° v-90°
o-30° + -120°
• -60°—A-150°

MtNml

Puc. 2.

3aBHCiiT OT oc, npH 3TOM c pocTOM a. jKecTKOCTb o6pa3i;oB 3aMeTHo naflaei. CpaB-
AJIH O6OHX o6pa3i;oB noKa3WBaeT, ^TO >KecrKocTb o6pa3qoB I SonBiue,

a snaqeHHH pa3pymaiomero KpyTHmero MOMeirra Mc H yma saKpy^HBaHHa npa pa3-
pymeHHH &c MeHtme, HCM. y o6pa3i;oB I I . ITpn STOM 3Ha^eHHH §c c pocroM « fljia 06-
pa3U0B I yBeJiHiHBaioTCH, a flJia o6pa3ij(OB I I no^TH ne H3MeHHioTca.

AnpHopn MO>KHO SbiJio npeAnojio>KHTb, TTO C POCTOM a npounocTb Syfler 3aMeTHO
BospacTaTb, Kau OTO niweeT Mecro B cnyqae paciHrHBaewbix o6pa3qoB c Bbipe30M B BHfle
JiyiiKH [8, 9]. Oi<a3aJiocB, qTO npo^nocTb o6pa3E(OB I npH a ^ 120° He 3aBiicHT OT a
H JiHiub npH a = 150° naSjiioAaeTCH ee yBejraraemre. ITpouHOCTŁ o6pa3i;oB I I saweTHO

c pocroM a, npn^eM rpa<f)HK cpeflHeii OTHOCHTCJIBHOH npoqHocru Mc(x)
noBTopner rpa^HK / f (a ) . 3Aeci> Jf — nojinpHbui MOMCHT HHepmoi nonepey-

Horo ceieHHHj nojiyqeHHBift no yray HaicioHa npHMOJiHHeiiHbix yiacrKOB AHarpaMM Ha
$Hr. 2. CjieflOBaTeJibHO, BJiHHHHe nojiapHoro MOMeffra na npo^nocTb o6pa3iioB I I oi<a-
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,; • • • • 4 . XapaKTep pa3pymeHHH

pa3pyiiienHBix
o5pa3i(OB. MaTepaaJi o6pa3UpB SBIJI npo3pa*ieH, «xo rro3BOJmjio paccAiaTpHBaxb He TOJIŁ-
KO H3JIOMBI, HO H BHyTpeHHHe TpemHHBi. BHfl (j)parMeHTOB oSpasuoB I I c
xpeuninaMH noi<a3aJi, *JTO npH MajiBix yrnax a, Kor^a pa3pyuieHHe HOCHJIO
HBIH xapai<xep, OHO Haunnajioct HOMTH oflHOBpeAieHiio BO MHorax x o w a x BAOJIŁ Bepmn-
Hbi Bi>ipe3a. 3 T O cBH#exe.iibCTByex o BBICOKOH crenemi OAHopoflHocxn Aiaxepiiajia, a Tai<-
>i<e HanpjDKennoro COCTOJIHHH BROJIB npoflOJi&Hoń OCH o6pa3ija.

XOTH marpamihi HarpywenHH (CM. p«c. 2) saAiexHO HeJiHueftHti, pa3pymeHne SBIJIO
KBa3iixpym<HM. 0 6 3XOM CBHflexejiBCTByex i<ai< peJiBecJ) noBepxHOcxeft pa3pymemifi, xau
H opHenxaqHH BHyxpeHi»ix xpemHH H H3JIOMOB. H a H3JroMax BHAHW 3epi<ajiŁHaH 3ona,
a xai<>Ke cxynentKH, 6opo3flBi, rpeSroi, opHeHxapoBaaHBie B HanpaBJieHHH
cf)poHxa5 KoxoptiH 6 B W KpHBoran-ieeH. Oxuexmmo BbwejiaexcH 30Ha ^ojiOM
I, IIojio>KeHHe BiiyxpeHHHX xpeiqHH H pe^BefJ) H3JIOMOB CBHAexeJiBCXByex o TOM, HTO
paspyiueHHe Bcer^a na^iiHa^ocB ox BepuiHHbi Bwpe3a.

Pa3pymeiiHe npoHCXofliMO no nepBOMy ximy (HopMaJibHBiił pa3pbiB): TpemHHbi
pacnpocxpanjiJiHCb He B nonepemiofi IIJIOCKOCXH, a npimepHO n o ^ yrnai i 45° K ruiocKocr-
HM cHMMexpHH o6pa3i;oB. AHajiorHHHyio opHeirraiłHio xpemHH paspyinerran Ha6xnoflajin
B cnyiiae KOJibueBbix Haflpe30B-xpemHH [11, 12]. Jluuih ROJIOM. nponcxoflH^ noA apy-

pa3pymeHHH o6pa3u;oB I H I I BHeume ne oflHHaKOBŁi (CM. HHH<e3 n . 5).
Hjieexcji KopejmaaHH nempy pejibecJwM H njiomafltio H3JIOMOB, C O#HOH cxopoHbi,

H pa6oxoii pa3pymeHHH, c flpyroii.
H3BecxH0, qxo pa6oxa pa3pyuieHi«i paBHa AonojiHHxeJibHOH paSoxe. B Hameia cjry-

nae 3io pa3iiocTB Me>KAy paSoxofi BHeiiiHero KpyxHiriero MOMeHxa u pafioxofi Ae4)op-
MaqHH o6pa3i^a. OHa H3MepaexcH njiomaflBK) oSjiaciH, orpararaeHHoft OCBIO MOMCHXOB
H AHarpaMMoft Harpy>KeHHH. I lo saiiHBiM 4 } H r - 2, OHa pacxex B o6pa3i;ax I c yBeuipreH-
HeM a, a B o6pa3yax I I — c yAienBUieiraeM a. Upa 3TOM AonoJiHuxejiBHan paSoxa o6pa3-
I;OB I I 3Ha^HxejiBHo SonBiue, qeM o6pa3i(OB I. CooiBeTcxBeiiHo, SoJiee rpySBiM asJisercfl

H3J10MOB o6pa3i;oB I I , a cxajio 6BIXB SojiBine H CKOpociH ipeupra B o6pa3t(ax II .
6ojibiiie flono^HHiejiBHaH pagoxa, xeM AieHburyio OTHOcnxe^BHyio njioinaflt H3JIOAIOB

3aiiHMaeT 3epKajiBHaH 30Ha. C pocxoM sonoJiHHxeiiBHOH paSoxBi yBejia^HBaexcH MHCJIO
OCKOJIKOB H rniouxaffb noBepxHOCTeS pa3pymeHHH o6pa3ijoB. IIpH OXO.M IHCJIO OCKOJIKOB
H ruiomafli) noBepxHocTeii pa3pyiueHHH o6pa3itoB II. 6o.Tbuie o6pa3t(OB I H pe3K0 pacieT
c yMeHbiueHiieAi yraa a. ... :

5.

Bo Bcex cny^aHX o6pa3E(Łi I npH pa3pyiueHHH pa3AeiiH^HCb B 3one HanSojiee cna-
6oro ceqeiiHH Ha jape IIOJIOBHHBI. B 3aBHCHM0cxH ox yrjia a. B OIHX o6pa3L[ax HaSjnoAaioxca
TpH (J)OpMbI pa3pymeHHH: OflHOCXOpOHIMH ( a . = 15 H 30°), £ByXCXOpOHHHH ( a = 120
H 150°) H npoMeHcyTOHHaa, nepexoflHaa (a = 60 H 90°).
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Ilpi ! ofliiocropOHHeM pa3pymeiuoi OT Ka>KflOH nonoBHHbi OTflejiHJioci. JIHUIB no op,-
ocKOJiKy (puc. 3, a). CKOJI Ha BTopoił nonoBmie pacnojioHceH npOH3BOju>H0 no

oTHOiueHHio K CKOJiy nepBoń.
ITpii flByxcropoHHeai pa3pyiueHHH OT KEDKAOH noJioBHHbi o6paaqa I OTflejimiocB no

^Ba H 6ojiee OCKOJIKOB, npH STOM Ha Mecre HanSoJiee crcaSoro CCTCHHJI o6pa30BaJiocB
pe6po (pac. 3, B ) . Peji&ec|) O6OHX CKOJIOB paajitraen, H3 -qero cJicnyeT, 'OTO 06a CKOJia

b)
OM50"

I
PHC. 3.

l i p a npoMeHcyTOMHoił (jłopiwe OT OflHoił nojiosHHbi oSpaaua I oTflejiHJicn OAHH OCKO-
JIOK, a OT flpyroii nBa — TpH (Bee c o^Horo 6oKa), H npn OTOM B TeJie i<a>K«OH H3 flByx

oSpaaoBajiHCB TpemHHbi npocTpaHCTBeHHoii 4>opMw, He ycneBiuHe BBIHTH Ha
noBepxHoerb o6pa3i;a, i<aK STO niwejio Aiecro npa flByxcTopoHHeii (J)opjvie.

IlOBepXHOCTB i<aM<floro H3Jioivia —- no^TH iuiocKaa, n o ^ yrJioM K Heft pacnojioH<eHa
nJIOCKOCTB flOJIOMa.

Paapyineiate o6pa3qoB I I npoacxoflHJio no BHHTOBBIM noBepxHocraiM. IIo Bnpy
aaaSojiee Kpynnbix OSJIOMKOB MO>KHO 3aKJiioyHTB, nio npn Bcex yrjiax a HMeioT Mecro

4>opMbi pacpyiueHHH: npoflOJiBHaH, n o n e p e i H a a a CMeinaHHaa. ^ a m e Bcero Bcrpe-
npoflOJiBHan ^OP1*1 3 1 pa3pymeHHe nponcxoflHT OKOJIO npoAOJiBHoS

a noBepxHOCTB paspyuieHHH HMeeT B H ^ cryneHeK (pHc. 4, a).

a)

b)

PHC. 4.

nonepe^HOH 4>opiwe (a < 150°) o6pa3yioTCH Tpemimbi BHyTpeHHHe H
urae Ha noBepxaocTB. IlepBbie HMCIOT BHO, 3aKpyqeHHbix jionacreii, BTopbie o6pa3yioT
Ha inuiHHflpiraecKOH noBepxHOCTH o6pa3i;oB BiraroBbie JIHHHH (pac. 4, B ) . I l p n a =
= 150° o6pa3iiŁi pa3flejiHjiHCB Ha Kpyinn.ie 4)parMeHTŁi, He
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6.

OSBWHO npH pacuerax HanpH>Keinroro COCTOHHIIH n p n ocecHMAierpnqHoii #e(j)op-

II aHTHIIJIOCKOM CflBHre OqiaHHIHBaiOTCH BbiqHCJieilHeM KO3(J)Cj)imHeHTa HHTCH-

CHBHOCTH nanpH>KeHirii K3. IlpHBe^eHHbie pe3yjitTaTi>i Hapjmy c [11, 12] noKa3f>iBaioT,

paCUeTbl HeJIL3tt npi-IMCHHTS K OUCHKC npO^HOCTH XpyilKHX

o6pa3i;oB I npii oflHHaKOBbix yrjie et II OTHOCHTCJILHOH rjiySnHe

HHHce npo^nocTii o6pa3HOB I I H cBoiicrBa o6pa3i;oB I ir I I BO MHOHK

OTHOIUeHHHX npOTHBOnOJIOJKHH.
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S t r e s z c z e n i e

KWAZIKRUCHE PĘKANIE PRÓBEK SKRĘCANYCH Z KARBEM W KSZTAŁCIE LITERY V

Badano doświadczalnie dwa przypadki skręcania próbek walcowych z karbem obrączkowym i karbem
wzdłużnym. Próby przeprowadzono na próbkach ze szkłopodobnego polimeru epoksydowego. Głębokość
karbu i promień dna karbu by!y stałe, zmieniano natomiast kąt rozwartości karbu w granicach 15°-r-150°.

Wyznaczono sztywność, wytrzymałość próbek oraz przedstawiono różnice charakteru pękania. Podano
porównanie obydwu przypadków karbów.
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S u m m a r y

QUASI BRITTLE FRACTURE OF THE V NOTCHED SPECIMENS SUBJECTED TO PURE
TORSION

Two types of specimens have been investigated, both cylindrical with circumferential and longitudinal
V notches. Tests have been conducted on specimens made of glassy epoxy polimer. Depth of the notch
and notch tip radius were constant while notch angle varricd from 15°-ł-150°.

Stiffness and strength of the specimens as well as character of fracture have been determined. Compari-
son of both cases has been given.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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HCCJIEflOBAHHE OCTATO^HBIX HAIIPHMCEHHft B COCTABHWX
TEJIAX METOflOM <i>oToynpyrocTH

I I . H. JIEMHAOBA (JIEHHHTPAA, CCCP)

Eme AO oTKpwTHH EpiocrepoM (1816 r.) HBJieinw flBynpeJiOMJienHH Hccrie,a;oBa-
npHBjieKajia HHTep(f>epeHUHOHHaH KapTHHa B 3aKajie'HHbix cre'KJiax. Ho OTOH

OHH MorjiH cyAHTŁ o KaiiecTBe CTeioia. no3/niee ocraTOMHyio HHTepcpepenuHOH-
nyio KapTHHy o6napy>KHJiM: H B noJMMepHbix AiaTepHajiax. CBoiicrso nojiiuviepHbix Ma-
TepnanoB- CIIOCOGHOCTB K ,,3aMopaH<nBaHHio" fl«J)opMai<Hft H o6pa3OBbmaTŁ ocraTo1!-
Hoe ABynpejiOMJieHHe-iuHpoKO crajio HcnojiB3OBaTŁca cJ)OToynpyracTaMH. TaK B 1936
roAy OnnejieM 6bm npeano>KeH Mero^ „3aMopaHCHBaHHH" fljia pemeHHH i<aK nnocKHX,
Tai< H npocrpaHCTBeHHbix sa^a1! TeopHH ynpyrocTH. B 60 - 70 roflbi pa3pa6oTaHbi pa3-
.nHnHbie Aierofflbi: „3aMOpa>KHBamiH-pa3MopaH<HBaHHH" [1 ,2] ,4>HKcaqmi TeMnepaTyp-
Hbix nanpH>KeniiH [7, 8]. B STHX Meroflax paciiiH<})poBKa HHrep(J)epeHUHOHHOH KapTHHBi
npoBOflHTCH B OCHOBHOM Ha ocHOBe 3aKOHa BepTreHMa, JIH6O C HcnojiB3OBaHiieM 3aK0Ha
<J>afuioHa-Jl>Keccona. BonpocaM ooocHOBannH Bbime nepeqncJieHHbix MCTOAOB IIOCBH-
meH p a a pa6oT [3 — 5], r^e HcnonB3yeTCH annapaT BH3Koynpyrocni H 4)OTOTCPMOBH3KO-
ynpyix»CTH, TaK I O K cl)aKTH»iecKH npoqecc o5pa3OBaHHH ocraTo^Horo flBynpejiOMJiemiH-

npoi^ecc noji3yqecrH.
pa6orra nocBHmena nccneflOBaHHio ocraToiiHoro flBynpenoMJieHHH B COC-

Tejiax n p n oflHopo^HOM narpeBaHHii H oxJia>KfleHHH. B TaKHX Ttnax ^a>Ke npw
TeMnepaTypHOM nojie Bcerfla HMCIOTCH HaianBHbie (ocraTOiHbie) iianpH-

HJIH pa3JiHqHeM $H3HKo-MexaHHMecKHX CBoiicTB, HJIH npeflBa-
fle<J)opMaqHeii oflHoro H3 ajieMeHTOB. Tlptiqgjw STH HanpHweHHH nejiB3H OT-

>Kein>, AIO>KHO ^HUIB H3MeHHTB HX BciH^HHyj BaptHpyH CKOpocTB H3MeHeHHH TeMnepa-
Typbi. H3BecTHo xaKH<e3 MTO ocTaTo^HBie iianpHweiiHH n p a 3KcruiyaTan,HH KOHcrpyKuiiH
ne ocraioTCH nocroHHHbiMH, a BJIHHIOT na B03HHi<aiomHe Hanpfl>KeHHH, npHBO^a K ne-

ECJHI oflHH ii3 OJieMeHTOB BBinojiHen H3 nonHMepHoro MaTepnana, TO
Cojiee lyBCTBHTeJiBna K H3MeHeHiiio TeMnepaTypbi, noci<ojiBKy cBoftcTBa
B CHjiBHofi creneim 3aBncjrr OT TeMnepaxypsi H BpeMeHH. IIpH HCCJieAOBamra Hanpa-
>KeHHfi B npo3paiHbix no^HMepubix MaTepHanax xai<HX KaK anoKCHflnaH CMOJia, nonii-

nojinypeTan, KOTopbie crajin KOHCTpyKmioniibiMii MatepHaJiaMii, lunpoKo
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nojiapH3annoimo-onTHliecKnii: MCTOA [1]. 3 T O T AieTOfl, MOJ-KCT GBITŁ

CCH KaK K pa3pyiuaiomHM, Taic n K nepaspyiuaiomnAi jweroflaM KOHxpojra
ECJIII MOHCHO npocjieflnxt 3a KHHCTHKOH cJjopMHpoBainiH

[6], TO Mexo/j cj>oxoynpyrocin 6yflex Hepa3pymaiomnM. A ecjin Hy>K«o
BejiHiHHy ocTaTo^iHoro nanpH>KeHHfi no ocraToiHOMy flBynpeiroAijieHrao, TO

npHMeHHTB pa3pymaioiHHft MeTOfl, T.C. Aio^enb nyniuo pacraiJiHTb Ha m-

3a KHHCTHKOH oGpaaonaHiiH ocxaTouHEix
u HanpH>KeHHii. Ha puc. 1 npHoefleHbi KHHCTHKH flBynpeJiOMJiemiH E cocTaBHBis
npii narpeBaHim I-I oxjiaa<fleHHH: 1 — ana cxep>KHH, BKjieeHHoro B 5KecTi<yio oSoibiy,
2 — pjifi KOjiBija, BKJieeiiHoro B:>KecTKyio oSoiray, 3 — Ąnn KOJi&na co

u, BKjieeHHoro B 'rai<yio >i<e o6oiiMy. 3aMCTHM, TO M
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H HftpywHMS pa^iiyc Aioaejieił oflHHaKOBbi. B H ^ H O , yro xapawxep H3M6HenHH
BO Bcex Mofle^ax ofliiHaKOBBift. Rim onpeAejiemra HanpHweHHa no

ii3McpeiiHOMy ABynpe-ioivuieHHio HCO6XOAHMO npiaieHHTt MeroA (J)OTOTcpMOBH3Koynp3'-
rocra [6]. B OCHOBC MeTO«a nentar ypaBiremui JIHHCHHOH nojiay^ecni, npea;jio>KeHHBie

[9] no aHaroran c peojiorniecKHMH. CHcreMa ypaBHemiii AieTofla 4>oTorep-

-<r2Z(xi, t) = 0,
(1)
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iff — JiHuefiHbiH HCH3OTepAiH*iecKirii oimraecKHH oneparop nojwyiecra, f — npii-
Bpej\m, au — ieH3op aaapnwtwan, t — Bpeiwa, T — Teiwnepaiypa. JJjm 060c-

peoJiorimecKoro H onrmiecKHX ypaBHeiiHH BH3KoynpyrocTH GBLII pa3pa6oTaH
KOSimieKC 3KcnepiiAieHT0B, ypaBHeHHfl (1) 6ŁIJIH npoBepeHbi np« nocTOHHHtix H nepe-
MeHHtix Harpy3Kax H xeiwnepaTypax, pacawoTpeHbi Bonpocw nHCJieiiHOH peajiH3aipm
iweTOfla, nojiyyeHbi Bee neo6xoAHMbie HcxoflHbie xapaKTepncTiu<n MaxepnaJia. Hoi<a-
3aaa BbicoKaH TOIHOCTB 3THX ypaBiieHHH. KHHCTHKa Haiipn^eBufi npHBe^ena ira pnc. 2.
H 3flect KHHCTHKH nanpHH<eHHH noflo6Hbi WIH Bcex MOflŁJieił, nocKom,Ky cymecTByeT

CBH3B MOKfly HanpHmCHIIJIMH B COCTaBHblX TCJI3X H HanpjOKCHHeM B 3aiHeMJieHHOM
crepHoie [6]

oij(x,t) = aua, (2)

rfle au — Teiisop-onepaiop, <bywi<u}m a;j, onpe^ejiHiomaH STOT onepatop saBiicwr OT
reoMerpmi iwofleira, KO3(l)cJ)HUiHeHTa Ilyaccona. IIpHMeHeHHe 3aBHCHMocm (2) 3naMn-
TeriBiio coKpauxaeT oeteM pa6oxbi npH petueumi 3asaq co cJioHciioit reoMerpneii, Tai<
K3K B ynpyrax cocTOHHiiflx (B creKJioo6pa3HOM H BBicoicosjiacTHuecKOM) MO>KHO jien<o
HBHTH 4>ynKIlHMj onpeAejiHiomHe onepaTop au, HcnoJiB3ya o6biMHbiii 3aKon BepTreii-
Ma, a KiiHCTHKy HanpHHteindi B erep>i<He a MOHOTO HJIH BbmncjiHTi. na 3 B M , HJIH HOHTH

o6pa3OM MBI npocjieflHJiH 3a o6pa3OBanHeM ocTaTounbix HaiipaweHHH. E a i n
Tai<yio MOfleJib Harpy3HTr> HJIH HarpCTb, TO ocraTcmHbie HanpnmeHHH 6yayT BJIHHTŁ na
nocjieflyioiŁ;ne npoi;eccbi. B Mero^e (JDoroynpyrocrH npii peuieniin ynpynix 33fla«i o6wi-
HO HaiajibHoe ^BynpejioMJieHHe BuqHTaioT H3 ABynpejiOMJieHHH, n3MepeHnoro B Har-

[1]. IIpH 3TOM HeHBHo npejniojiaraCTCHj ^TO HaqanLHoe
ne 6y#eT HSMCHHTBCH B Te îeHHe OKcnepHMeHTa. Tai<oe Aonymeroie, c

Oj ne Bcerfla HDJIHCTCH npHeMJieMBUt. HaixpHMep, B H30TepMH'KCKHx onbreax npn
x TeMnepaxypax HanajibHoe flBynpejioMJieHire H HanpHHceiHui 6y,nyT 3a-

[6]. TeM Sojiee neo6xoflHMO y«nrrbiBaTL H3Meiieime
npH>KeHHH B H3OTepMiwecKHX om>rrax.

KoynpyrocTH ii3MeHeHHe Ha«iaJiBiioro flBynpeJioMJieHH
a HMeHHO, no H3MepeHH0My flBynpejioMJieHHio c noMomtio yucjieHiioro peuieHHH ypaB-

(1) nepexoflHT K HanpH«<eHHHM. TaK, ecim MOAejni 1 - 3 CHOBa narpeTŁ, TO KH-
flBynpeJiofttnenHH H HanpaiKCHHii 6ysCT npaicnraecKH TaKOH >Ke, i<aK n npn

nepBOM oxJia>KfleHHH, ecnn CKopocra iraMeHeHHH TeMnepaTypw oflHHaKOBtie [6]. TaKoii
xapaicrep H3MeHeHHH AByiipejioMJieHHfl H HanpHweHiui CBJoaHM c TeM, «rro HaiajitHbie
nanpjDKeHHJi H flBynpeJioMJieHHH He ocraTiOTCH nocroHHHWMH npn HeH3orepMHiea<0M
npoi^ecce- OHH pejiaKCHpyiOT. 3aMCTHM, HTO B paccMorpeHHOM oiyqae ocraTCfflwe
npenoHuieHłie H HanpjDKeHHH 6bura noJiOMCHTeJibHbiMH. Ecmł
mie H nanpHMceHHa OTpHiiaTejiBHbie, Kan l a c r o Bbmaer npa CKJieftKe MOSCJIH, Hanpn-
MCp, TpexcjioiiHOH, y Koropoft noJiHMepHoe KOJIBIJO wecnco coe^HHeHO c 3JieMeHTajin
H3 pa3JraqHBix MerajuioB (MOflejib 4), TO KHHerHKa 6(T) Hiiafl (CM. pnc. 3, KpHBaa 1).
3flecb TaKHce npoaocoflUT pejiaKcaitHH. E O I H 6BI nanajiBHoro flBynpejiOMJieHHH ne 6bino,
TO xapaicrep 6bin 6w TaKHM H<e, KaK H Ha pac . 3, KpHBaH 2. C y^exoM pejiaKcaUHH Ha-
qajibHoro flBynpejiOMJieHHH KmieTHKa S(T) 6yAeT (pac. 3, KpHBaa 3). HirrepecHO OT-
Menrrb, HTO ypoBeHB flBynpejiOMJienHH AJIH AiofleJiH 4 3iiaiiHTejiBHO Hume,
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iuenne

1 - 3 . Majioe flBynpejioivuieHHe soo6me xapaKTepHO ana 3ap,a.ą, B Koropux
ycjiOBim 3a#aHbi B nepeMemeHHHX. B aaHHOM cnyiiae TeoperanecKoe pe-

4 MO>KHO ripeflcraBHTB B BHAC

„2
at = = A-B-

T,°C
.20

-400 •

60 100

-1200

\

\ 3 ;

Puc. 3.

r«e A II fi-4>yHi<i^Hn MOflyjm lOura, KO3(j)4>HujieHTa nyaccoiia noJiHMepHoro
pa3HocrH xeimoBbix «e(J)opAiamift. ^Bynpejiojwjieiii-ie jyin.

_ a2

5 = C«(fft-<r,) = 2 - r Q f i .

'ITO BeJiHHHHa ^ > B. ECJIH nonHMepHoe KOJibqo. Gy^er coeAHHeHO c Ate-
i, H3roTOBJieiiHbiMH us oflHoro M Toro >Ke MarepHajia, TO B ~ 0

H ABynpejioMJieHHe 6 = 0. OTcyicTBHe flBynpejioMJiemiH MOHter npHBecTH K OUIHCOI-
HOAiy BbIBOfly O TOM, TTO TŁJIO CBoSoflHO OT H3npH>KeHHH. O^HaKO flOCTaTO^HO HpOCBep-

JIHTŁ OTBepCTHC MToSbl y6eflHTBCH B TOM, t̂TO HanpHH<eHHH HMdOTCH.

Tai<HM o6pa3OM OT Hepa3pyiuaiomero Merofla KOHTPOJIH oSpasoBaiiHH H it3AxeHeHHJi
ocraTOMHoro flBynp&noM^eHHH MM nepeinnn K Heo6xoflHMOcrn npHMei-ieHna
c paapymeHneM MOflejiH. BooSme, ecna ecTB B iwoflejiax ocTaTo^Hoe
a KHHCTHKa flBynpejioMneHHH HeH3BecTHa, TO pacinn^posaTB HHTeptJ)epeHi;HOHHyio Kap-
THHy nojioc HC aceraa npocro, nocKOJiBKy KOJIH^CCTBO nojioc B Mo^erai He scerga onpe-
flej]>ier ypoBeia HanpHmeHiii-i B MOflejiax. . . .

H a PHC. 4 npHBefleHbi sniopbi ocraTOTHbix flBynpejioMJieHini win.
cocraBHbix MOflejień, HMeioiqHX BionoqeKHH B neiirpe nonHMepHoft
jieHHOH B;BHfle KOJibua (MOflejiH 5, 6). Bo BCCX MOflenaxnojimviepHbift
H3 anoKCHflHoii CMOJibi. BHAHO, I T O B MOflejiH 4 flBynpejioMJiemie

4 H A

, H3roTOB-
Bbinojmen

B MO-

5 H 6 KojiH^ecTBO nojioc o^HHaKOBoe, oTJramraeTCH TOJIŁKO napaMeTp H3OKJiHHbi.
JJ,JIK pacuiH^poBKH ocTaTOTHoro flBynpenoftuieHHH H onpe^ejieHUH HCTHHHbix nanpfl-
>KeHHH HyHCHO BblHBHTB npHqHHbl o6pa3OBaHHH flBynpenOMJieHHH. Jinn. 3TOrO BbllfflJIIMl



ISSLIUDOWANIJE OSTATOCZNYCH NAl'RJAZENIJ... 575

H 3 5 H 6 He6ojiBuine 3JiejvieHTbi. Ilocjie H3MepeHHH

OKa3a.nocb, ^ T O B MOA&JIH 5 npon3oinjio H3MeHeHHe ABynperaoMJienHJi

(pac. 4 8, KpHBEta 5.2), xapaicrepHoe ]%sm cocraBHbix MOflejieft, BwnojinenHbix H3 pa3-

jjiiHHbix MaTepaajiOB. A B MOALHH 6 flBynpenoMJieHHe ocra^ocb npaK-riraecKH 6e3 H3irte-

neiudł, T. e. Taione i<ai< H B 3aAaiax o noca,m<e c HaTHroiw HJIH B MCTOfle „3aMop'aHCH-

5000

2500 —

9-rsi

§

2500 -

-5000.

20000

'10000 -

-10000 -

-20000
5 10

r[mm]
Puc 4.

BaHiiH-pa3M0pa>KHBaHHH". CjieflOBa-reJiBHO, B OTOH MOflejra HCTOIHHKOM o6pa30BaHHfl

SbiJia HecoBMecTHOCTb, HeH3MenHBmaHCH B npoi;ecce

BKOTOMCHIIH H MaTpntcw MOMCHO . c^HTaTb oflHHaKOBbiMH no

HH1CCKHM CBOHCTBaM.

JJJIH TpexcjioHHofi Mo^ejiH 4 oTfle^HM cHaiajia Hapy>KHoe Konhvp. H3 pwc. 4a BHAHO,
IITO flBynpejiOMJiem-ie yBejinminocb u craiio npoTHBonojio>KHoro 3Hafta (Kpiman 4.2.1).

3aieM BwnnjiHM, J O K H ^ J I H jwoaejieS 5 H 6, aJiejieHT. JlBynpeJioMJieHne B

JIOCŁ (pnc. 4 a, KpHBaa 4.2.1).

B pe3yjn.TaTe oT>Kiira qacreft MOfleneń 5 H 6 flBynpeJiOMJieHHe nojinocxBio He

3aer. KpuBbie ocTaTo^aoro flBynpejioMJieHHH o6o3HaieHbi Ha p a c . 4

5.3, 6.3. 3aMeTHM, MTO PJISŁ

3HaKa. ^BynpenoMJiemifi B

H3 npHBeAeHiioro

>KeHHH Hy>KHO HailTH P33HOCTŁ

4 H 5 3Ty

npH TeMnepaiype T o . A

5 ocraTomioe flBynpejiOMJieHHe npoTHBonoJioKHoro

nocjie OT>KHra npaKraqecKH HCT.

BHAHO, mo ^ J I H onpeflejieHHa ocraTOMHbix Hanpa-

COOTBeTCTByK>mHX KpHBblX /. 1 II /. 3 a 3aTeM

pa3neraiTb Ha Koa^c^HąHeHT onTH^ecKoii ^ B C T B H -

Mo^ejiH 6 3Ty pa3HOcrb Hyuoio pa3AejiHTŁ Ha

K03(jKJ)imHeHT OnTIMCCKOH MyBCTBHT&JIbHOCTH npH TeAUiepaType BbIC0K03JiaCTH«ieCK0r0

COCTOHHHH. PasAejieHHe HanpameHUH Ha cocroBJiHiomHe npoBOflHTCH Taione, i<ai< H B Me-

(t>oToynpyrocTH. JXnsi iiccjieAOBaHHbix MOfleneft nojiyqeHbi cjieflyiomne
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paAHajn.Hi.ix H oKpy>KH&rx HanpsoKetntii na. KOHType BKJiioqeauft: <rt3 — — l l M H a ,
o9S m 14,5 M i l a , ar6 = 0.37 M H a , a r 4 = 15 MLTa, <rH « 30 M i l a .

, HecMOTpa Ha TO, TCO Kojuraecnso MHTepchepeiuTiioHHbix no;ioc
5 H 6 Stuio oflimaKOBoe, ypoBeiib nanpHHteHirii B cocraBHoM woflejiH 5

Bbtuie, lieiw B aioflejin 6.
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S t r e s z c z e n i e

BADANIA METODAMI ELASTOOPTYCZNYMI NAPRĘŻEŃ RESZTKOWYCH W CIAŁACH
ZŁOŻONYCH

W pracy rozpatrzono zagadnienia naprężeń cieplnych w ciałach złożonych w przypadku jednorodnego
nagrzewania lub ochładzania. Pokazano, że metodą fototennolepkosprężystości można wyznaczać naprę-
żenia przy dowolnej zmianie temperatury i można również uwzględnić naprężenia wstępne. Podano przy-
kłady, pokazujące, że poziom dwójłomności nie zawsze wyznacza poziom naprężeń. Zaproponowano
doświadczalną metodę badania resztkowej dwójłomności.

S u m m a r y

INVESTIGATION OF THE RESIDUAL STRESSES IN COMPLEX BODIES BY PHOTOELASTIC
METHODS

In the paper the thermal stress in complex bodies have been considered for homogeneous heating
or cooling. It has been shown that the stresses at arbitrary change of temperature, including also initial
stresses, can be determined by means of the photothermoviscoelasticity method. It results from examples
that the level of birefrigence does not always determine the stress level. An experimental method has been
proposed for the residual birefrigence investigation.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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Abstract

This paper examines the extension of surface micro-cracks induced by a surface or
Rayleigh wave (R-wave). This problem is examined both theoretically and experimentally.
The theoretical approach involves a full-field reappraisal of the Lamb solution for a surface
wave propagating in a homogeneous, isotropic, elastic, two-dimensional material, for
the cases of plane strain and plane stress. Using the Griffith-Irwin energy release rate
fracture criterion for cracks under combined Mode I and Mode II loading, a prediction
is made of the path and final length of the surface micro-crack extension produced by the
R-wave. Predictions of the crack extension direction are also obtained using the maximum
norma! stress fracture criterion. The experimental approach uses dynamic photoelasticity
to observe the isochromatic patterns associated with a R-wave propagating along the
narrow edge of a transparent, birefringent plate, examining in detail the process of crack
extension. When the theoretically and experimentally obtained results are compared,
reasonable agreement is obtained.

Introduction

A previous paper [1] dealt with a detailed appraisal of the solution by Rayleigh for
the surface wave phenomena that bears his name. This theoretical appraisal led to a hypot-
hesis for the initiation and propagation of cracks by the passage of a Rayleigh wave (R-
wave). The hypothesis was verified experimentally using large plates of glass and Homalite
100. This paper delas with a parallel appraisal of surface waves, using the Lamb solution
[2], but following the treatment of Dally and Thau [3, 4], which considers the entire field
of the R-wave. Both plane strain and plane stress solutions of the R-wave generated by
a line load applied to a semi-infinite body have been examined.

The expressions for the characteristic or Rayleigh equation, the displacements, and the
stresses over the full-field have been derived. Detailed numerical calculations have been

IS Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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carried out and computer-generated isochromatic plots have been obtained which compare
quite favorably to those observed experimentally. In addition, calculations of the cumulative
strain energy contained in the R-wave field have been made, which confirm that a large
portion of the energy contained in a propagating R-wave lies within one wavelength
depth into the medium. Finally, the maximum normal stress fracture criterion [5] is used
to obtain estimates of the crack extension direction, and crack extension is predicted
using the Griffith-Irwin strain energy release rate fracture criterion [6, 7].

, The model

The geometry considered is shown in Figure 1. Examination of the boundary conditions
yields the Rayleigh equation:

(A:?)3-8(A:?)2 + (24-16a?)(Je?)+(16a?-16) = 0 (i)

line load

plane strain b-óo
plane stress h-h0/'

boundary conditions on
the X-2 plane:

Fig. J. Geometry of the semi-infinite plate used for the Lamb solution

where for plane strain

I _

2(1
and

-2v_ IkA* 7C3
(2)

(3)

(4)

where k,, kp, k,, kR and kE are the wave numbers associated with the various waves.
CE represents the R-wave velocity in plane stress. The Rayleigh equation shows that the

K > _ ( k t \ 2 I co Y ! c R \ 2

and for plane stress (where a t and ATr change to <xp and J5TP, respectively),

a.2 — ' — I '' I _ I I
p~ 2 ~\T;J - \ " C 7 )and
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R-wave velocity, CR or CE, is independent of wave frequency and dependent only on the
elastic properties of the material.

The equations for the plane strain displacements are:

^ ( 6 )

2fc*_

w = O (8)
where,

4

for./ = 1,2. q and .s are the dilatational and distortional wave attenuation factors, respecti-
vely. The equations for the plane stress displacements are obtained by changing q to /•,
where r now represents the plate wave attenuation factor. The displacement in the z-direc-
tion, w, is non-zero for plane stress, but for the current analysis is unimportant.

The equations for the plane strain stresses are:

o-** - -ftt(s2-2q2 - k2)*"(&) + (s1 + k2)(p"Ca)]. (10)

P"(f,)-*"(W]. (U)
k2)0"(Cd, (12)

er,, = «;„ - 0, (14)
where,

for . / - 1,2.
The stress equations for the plane stress solution can be obtained by setting or changing

parameters as follows:
< r „ = 0 (16)

q-* r, k -* kE, (17)

The isochromatics can be calculated using the stress-optic law:

2rmax^ a,-a2 = ^N (18)

where /; is the thickness of the model, Â  is the fringe or isochromatic order, and /„ is the
material fringe value. This law, for a two-dimensional material, indicates that the stress
difference (<r, - a3) can be determined if the fringe order N can be measured and if the
material fringe value fa can be established by means of calibration. This can be done
using a plane polariscope. It is also possible to do the inverse, that is to determine the
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fringe order knowing the principal stress difference, the thickness of the plate and the
material fringe value. It is then possible to obtain a fullfield view of the surface wave
using isochromatics.

The strain energy per unit volume or strain energy density, Uo> for plane strain, is

given by:

2E

For plane stress, it is given by:

I
Uo m --— (Oxx + 0-y) — — 0XX + -

(20)

(21)

which implies that the strain energy can be expressed as:

/ b

(22)UmJJf Uodzdxdy = h.f j Updxdy
o o o o o

where h is the thickness of the material in which the plane R-wave travels.
Figure 2 shows the normalized strain energy plotted against normalized depth for

plane strain and plane stress. The normalized strain energy represents that portion, up

U T - total strain energy

- wavelength

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 .1.80 2.00
normalized depth , ( y, l)

Fig. 2. The Lamb solution — normalized cumulative strain energy as a function of normalized depth,
for plane strain and plane stress, v = 0.35

to a depth v0 (0 < y0 ^ 2e), of the total strain energy per unit width contained in a R-wave
which is one wavelength (e) long and two wavelengths deep. More of the strain energy
associated with the plane stress solution lies close to the surface than that of the plane
strain solution. Or, at a given normalized depth, the plane stress solution shows a greater
relative amount of cumulative strain energy than the plane strain solution. Even so, more
than 80% of the strain energy is contained within one wavelength from the surface for
both cases.

Figure 3 shows a representation of the magnitudes and directions, on and below the
surface, of the principal stresses associated with a R-wave. The R-wave is moving to the
right and the principal stresses have been normalized with respect to the largest principal
stress occurring at the surface. The larger principal stress, ot, at any. particular point is
represented by solid lines and the smaller principal stress, a,, is represented by dotted
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Fig. 3. The Lamb solution — normalized principal stresses and directions on and below the surface
for plane strain and plane stress, v = 0.35

lines. If a stress is positive a small bar is attached at each end of the respective representa-
tion of stress and if it is negative, no bar is added. The first half-wavelength of the R-wave,
at the surface, exhibits a tensile component while the second half-wavelength of the R-wave
exhibits a compressive component tangent to the surface. Considering only the first quarter-
wavelength of the R-waye and applying the maximum normal stress fracture criterion,
where the crack propagation takes place perpendicular to the direction of the maximum
principal stress, it is clear that the crack would grow into the material, in the direction
opposite to that of R-wave propagation, at some angle from the vertical. But consideration
of the second and third quarter-wavelengths of the R-wave, which seem to be the dominant
portions, shows that the crack would grow into the material, away from the direction where
the R-wave originated, at some angle from the vertical. The last quarter-wavelength could
again cause the crack to change direction, but the magnitudes of the stresses would probably
not support continued crack propagation. If a prediction were to be made of the final
overall R-wave crack propagation length, it would be of the order of one-quarter of a
wavelength. This assumes a crack to R-wave velocity ratio of one-third and that the crack
would start propagating at a value of normalized distance along the surface, x/e, of 0.75.

Experimental results and con
, •'. i i » Ł ^ a : - • ?•

The experimental model is shown in Figure 4. It consists of a 18 x 24 x 1 /2 inch plate
of Homalite 100, a transparent, birefringent material which is homogeneous and isotropic.
A micro-crack or flaw across the plate thickness was induced on the edge, by tapping
an X-acto knife edge softly with a hammer. The micro-crack is 10 inches away from the
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detonator
cord

homalite 100

Fig. 4. The experimental model

Homalite 100 cylindrical charge holder 6,35mm — diameter x /" long), which was hollowed
out with a 3,17mm diameter drill and epoxied on to the edge of the model plate. The explosive
used was 200 mg of PJETN. A 1 " x l " grid of one-inch squares was drawn with black
ink on the side of the Homalite 100 plate facing the camera. This experimental model
is used to simulate, under controlled conditions, the extension of a surface micro-crack
as the R-wave moves past it along the edge of the plate. Care was taken in choosing the
size of the plate so as to prevent reflected stress waves from impinging upon the crack which
would alter the results.

Using this experimental set-up several tests were run. A typical test is presented here
and the results are compared to the theory. Figure 5 shows the isochromatic patterns
associated with a R-wave moving from left to right, and the location and size of the initial
crack. Notice that the leading fringes of the R-wave appear unaffected by the presence
of the crack which has an initial length of 0,53 mm inches which corresponds to a length
normalized with respect to the wavelength of 0,006. The initial normalized depth is less
than that which Dally [8] found to have negligible effect on the R-wave characteristic

:
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stress distribution, which was 0.018. Figure 6 shows the final crack size. It also shows some
effects of R-wave component reflections as is evident from the jagged look if some of the
isochromatic fringes. The crack in Figure 5 is located, with respect to the R-wave, at
a fringe of order of 2.5 on the leading portion of the R-wave.

Figure 7 shows a comparison of the experimentally obtained isochromatics with the
theoretical predictions using the Classical and Lamb solutions, for the plane stress case.
The resemblance between the experimental and the Lamb solution result is very close.
Therefore, the theoretical solution and the methods used to obtain it from the experimental
result are adequate. This also implies that the description of the stresses in the entire
R-wave field is being modelled correctly.

Figure 8 shows the experimental result as a composite of the crack tip location in
each of the frames. As such, it incorporates a greater amount of experimental error because

CLASSICAL SOLUTION

Fig. 7. A Comparison of the experimental and theoretical full-field isochromatic patterns: a) classical
solution, b) experimental lesult, c) Lamb solution
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Fig. S. A comparison in space and time of the experimental and theoretical results of crack extension
induced by the Rayleigh wave

of the changing perspective in the Cranz-Schardin camera, since each frame has a separate
lens location. Also plotted in Figure 8 are the predictions obtained using the Classical
and Lamb solutions. Lines have been drawn in Figure 8 to show equal absolute times.
The large differences between the experimental composite result and the Classical solution
result can be explained in terms of the isochromatics previously shown in Figure 7, i.e.,
the simulation or modelling of the full stress field is not at all similar. Therefore, even
assuming that the fracture models the phenomena of R-wave cracking correctly, the
results would be expected to differ. The small differences between the experimental compo-
site result and the Lamb solution can also be looked at in terms of the isochromatics
previously shown in Figure 7, but in this case the close correlation between the R-wavc
cracking results would imply the validity of the fracture analysis which was performed.

Conclusions

Several observations can be made with regard to R-wave crack extension:
(1) R-wave extension of micro-cracks is an experimentally verifiable phenomena.
(2) Though both the Classical and Lamb solutions can be used to model the R-wave,

the Lamb solution appears to best describe it.
(3) Using the Lamb solution in combination with the Griffith-Irwin maximum strain

energy release rate criterion it is possible to approximate R-wave micro-crack extension
reasonably well.
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P e 3 io M e

TEOPETOTECKI-IE H 3KCriEPMMEHTAJlBHBIE HCCJIEflOBAHHfl MHKPOTPEIIIMH
BH3BAHHLIX BOJIHAMH P3JIEHA

B paGoTe o6cy>i<aeHC TeopeirmecKiie II 3KcnepniHeHTa;ibHLie nccJieflonainHi powa
MHKpoTpemtiH BM3BaHwx BOJiHeił Pajieiia.

TeopewiecKHii noflxofl ncnoJEwyeT peinemie JlHiwSa una nponaraumt noBepxnocxHoii BOJIHM
B flayxMepHoii OAHopoflHoii ii3OTponnoK cpefle fljia cnyuaeB njiocKoro noJifi HanpfDKemiii u flet])op-

npiiaiiajc rpudjcpHTca — HpBima cKopocni ocBo5o>KfleirHH anepniH n.na ipemna no^-
nepmeHHHx narpy3KoM I H I I TimoB, npe^ycMoTpeHO flopory ii winny MHKpoipeimiH nbi3DanHbix BOJI-

B 3KcnepHMeHTaJii>H0M noflxoAe npHMeneiio dpoToynpyrocTh ^Jia Ha6jnofl«aia paenpeflenemw
n3oxpoM CBji3aHHbrx c npo6eroM BOJIHM Pajiefta B,CI;OJIŁ 6epera ABynpejionoieHHoro MaTepaajia. Ilo.ny-

yAoBJieTBopnTejiLHyio cxofliiAiocTb TeoperimecKiix u 3KcnepHMeHTajiMaix pe3yjn.TaT0B.

S t r e s z c z e n i e

TEORETYCZNE I DOŚWIADCZALNE BADANIA MIKROPĘKNIĘĆ POWODOWANYCH FALĄ
RAYLEIGHA

W pracy omówiono teoretyczne i doświadczalne badania rozwoju mikropeknięć powierzchniowych
powodowanych falą Rayleigha. Podejście teoretyczne wykorzystuje polowe rozwiązanie Lamba dla pro-
pagacji fali powierzchniowej w dwuwymiarowym ośrodku jednorodnym izotropowym, dla przypadków
płaskiego pola naprężeń i odkształceń. Stosując kryterium Griffitha-Irwina prędkości zwolnienia energii
dla pęknięć poddanych I i II typowi obciążeń, przewidywano drogę i długość mikropęknięć wywoływanych
przez fale Ra}'Jeigha. W podejściu doświadczalnym stosowano dastooptykę dla obserwacji rozkładów
izochrom związanych z przebiegiem fali Rayleigha wzdłuż brzegu materiału dwójłomnego. Otrzymano
zadowalającą zgodność wyników badań teoretycznych i doświadczalnych.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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Summary

A few ways of recording holographic interferograms are compared, their advantages
and disadvantages in industrial applications of hologram interferometry is briefly analysed.
A portable hologram interferometrie system for measurement of displacement due to
static/dynamic load is presented. Some aspects of shape measurement is discussed.

1. Hologram interferometry in industry

Holographic interferometry and speckle techniques are widely used; the major applica-
tions are not in optics but in measuring mechanical displacement, vibration, stress and
deformation. Still although two decades have passed since its invention the technique
is mainly confined to research laboratories. Nevertheless, there exist some examples
of industrial applications mainly in aircraft, machine tool and motor industries.

Apart from the usual conservatism and sceptisism against strange, new methods some
of this non-acceptans stems from the slow and cumbersome filmprocessing which prohibits
for example on-line inspections. Another problem is associated with evaluation of inter-
ferograms. Interferograms recorded in factory environment does not contain te zero
order fringe and so an unambigous interpretation meets with difficulties.

The thermoplastic recording have been promising but that process is too slow for many
purposes and in addition to the thermoplastic film has a limited resolution, not enough
for large industrial object holography.

For the last decade a modified version of holographic interferometrie system has been
developed based upon direct videorecording and reconstruction. The system which con-
sequently works in real time is commonly called electronic speckle pattern interferometry.

The main building blocks of an ordinary ESPI system is illustrated in the symbolic
flow chart on Fig. 1.
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The optical part of ESPI is best described as an image holography set-up where the
object — and reference waves interfere in-line by means of a beam-combining device.
The recording step is performed by the photoelectric action of the TV-camera while the
reconstruction is done by electronic processing on the videosignal. The videostore is necess-
ary whenever a comparision of different videoframes is wanted. Finally the prossessed
videosignal is converted into a „reconstructed" image by TV-monitor display. As in

Loser

Reference
wove

Video
camera

Processor Monitor

Fig. 1. The flow chart on an ESPI system

hologram interferometry the image of the test object will be covered by a fringe pattern
representing the positional change of the object's surface during or between the exposure^)
for example, Jc-pattem for a vibrating object, while a double exposure provides a cos2-
pattern.

The main advantage and strenghth of the ESPI-system are due to the videosystem.
Another interesting property of ESPI is that the interferometrie information at one stage
is available as a videosignal. For one thing this simplifies the incorporation of computors
into the system. In addition the videosignal may be relayed or transmitted over any dis-
tance to the analyzing station. , • • ' ; .

On the negative side the most notable drawback is the speckled appearence of the
image which is caused by the low resolution of the videosystem: Commercial ESPI-systems
tend to be somewhat costly but prices are coming down as competition increases.

ESPI-systems can not compete with hologram interferometry in the surveillance of a
large area by one shot. The ESPI simply does not have the resolution capability for this.

Beside the moderate spreading the ESPI-systems in industry the application of hologram
interferometry at leading factories has to be mentioned.

As an excellent example of the latest application the vibration analysis of automative
structures at Ford Motor Company can be mentioned [1]. An Apollo model double pulse
holographic system with thermoplastic film was used. Double exposure interferograms
were recorded and gear-excited resonance on transaxle housing was studied. A local
stiffening rib was added to the housing as close to the bullseve as was feasible. As the
result resonant response was eliminated under original exitation conditions.

Hologram interferometry in automative industry has sucsessfully been applied at
Central Laboratory of Optics by Dr. Pawluczyk investigating of engine waives, selected
parts of car using a double pulse ruby laser system of time interval between the two pulses
regulated in range of 0,15 - 0,25 ms and energy up to 1 J [2].

Industrial application of hologram interferometry is clearly demonstrated by Japanese.
As an example of that work measurements at Mitsubishi Heavv Industries, Ltd should
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be presented [3]. Vibrational modes of compressor vanes were studied. As an example
of the application of pw holography to large scale products the results of vibration mode
analysis of a car body were presented.

These selected applications of hologram interferometry convince of its acceptance
by industry. The application will be accelerated by solving the problem of automatic
and unambigous evaluation of interferograms recorded in factory environment. The
systems mentioned above recorded single interferograms which can mainly be used for
qualitative evaluation.

2. The fundamental equation of evaluation

In the most common technique of hologram interferometry [4] an interference pattern
contains only informations for determination of the component of the displacement vector
lying along the bysector of the angle between illumination and observation directions.

Determination of all the three components of the displacement vector with approxi-
mately equal accuracy is possible when the interferometer is sensitive to the three orthogonal
directions (bysectors, sensitivity vectors) in the same way. That optimum can be approa-
ched by a system, where the sensitivity vectors are realized by bysectors of angles between
one illumination and more observation directions. Determination of a component of the
displacement vector is founded upon measurements of fringe order numbers.

The fundamental equation for evaluation in case of a few interferograms recorded
simultaneously with different sensitivity vectors is as follows:

where S is the sensitivity matrix determined by the geometry of the object and measuring
system, L is the displacement vector to by determined, N is the fringe order vector, X is
the wavelength of the light. Data stored in four interferograms are sufficient to determine
the moduli and line of the influence of the vector. The main problem is the calibration
of the fringes (interferograms do not contain the zero order fringe).

3. Hologram interferometrie measuring system

In the following a hologram interferometrie measuring system developed at the Institute
of Physics, Technical University Budapest will be presented demonstrating our ambition
to fulfill industrial conceptions. The portable interferometer can be used for inspection
of virtually any industrial object, its behavior due to static/dynamic loading. Evaluation
of the interferograms is computer aided.

3.1. The interferometer. The main building blocks of the interferometer of the system is
illustrated in the symbolic flow chart in Fig. 2. The interferometer with the light sources
(ruby and He-Ne laser) is mounted on a tripod. The interferometer can be lifted up hydra-
ulically by foot or an electric motor. It can also be rotated along vertical and horizontal
axis. Holographic plates in holocameras are illuminated by one object and four reference
beams. The four interferograms provide data for determining the disolacement vector.
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Fig. 2. The main building blocks of the interferometer

The control holocamera works with thermoplastic film, so recording is quick, and the
displacement field can be studied in some ten seconds after exposures, in case of any
unsufficiencies the recording of interferograms can/must be repeated.

3.2. Interferogram evaluation. The main building blocks of the interferogram evaluation
is demonstrated in Fig. 3. The reconstructed interferograms are photographed. Evaluating
them two tasks must be solved: determination of elements of 5" and N in the fundamental
equation.

The main steps determining the elements of S:

— sticking marking points to the object surface in order to be able to identify the given
point on interferograms with different observation directions;

Reconstruction
Positive
photo

Drawing
digitizer

Geometry

Fringe
orders

i

Mini -

computer

—

Graphical

display

X - Y
recorder

Matrix
printer

Fig. 3. The maia blocks of evaluation procedure

— measurement of coordinates of the marking points as well as some points of the
interferometer by theodolite;

— feeding coordinates of all that points measured on positive photos (4 ones) to the
computer;

— to find an algorithm for identification of the points between the marking ones and
points measured on photos and determination their position in coordinate system assigned
to the object. .

The main steps determining N:
— feeding coordinates of fringe maximum and minimum to the computer by drawing

digitizer;
— fitting a function (fringe locus function) to the intensity distribution represented

by the fringes on the interferogram, and fed into the computer, in the form of polynomials.
The aim of this procedure is error correction and estimation of fringe fraction.
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— determination of the fringe locus function in a coordinate system assigned to inter-
ferograms belonging to the four observation directions;

— coordination of picture points and object surface points knowing geometrical
data.

Special properties of the evaluation system
— minicomputer with small memory;
— measured data are not stored in the memory. Using data aquisition methods func-

tions are fitted to all data sets. The coefficients of the functions are only stored.

— at evaluation a person knowing the physics of interference is to be present.

Data processing
In data processing determining the components of L the equation is solved using

computer programs; the actual fringe order even its fraction can be found as a value of
the fitted function mentioned above at the object surface point considered.

The hologram interferometrie system described above has been used in factories of Hun-
garian machine industry to inspect machine tools, engine vibrations at different clamping
and speed of rotation, etc.

4. Measurement of shapes

There are no difficulties in contouring planar object such as rasor blade with a sensitivity
of about 1 (zm. In case of an object having normal size and complicated surface hologram
interferometrie contouring does not work in that sensitivity region.

During the last several years a new technique, the difference hologram interferometry
[5] was developed providing determination of the difference between deformation of two
objects subjected to the same load or difference in shape of two objects.

Holographic interferometrie techniques for deformation measurement and contouring
are quite analogous. The initial and final states of the object (before and after loading)
and unaltered experimental set-up at deformation measurement can be compared to the
initial and final states of the experimental arrangement (e.q. two-wavelength contouring)
and unaltered object at shape measurement.

Because of the descriptivenes, the idea of difference hologram interferometry will
be explained by Fig. 4. used at deformation measurements. The aim of the measurement
was to determine the deformation difference between master and an another objects.
On the figure beam expanding telescopes are not shown. The laser light coming from the
right hand corner is devided into two beams. The beam passing through the beamsplitter
BS2 is the reference beam Rt. The reference beam R2 is directed onto hologram plate
by beamsplitter BS3. The beam A surves for adjusting.

The two states of the master object are recorded on the same plate Hm with separate
reference beams (Rt, R2) coming from different directions. The developed plate is put
back, the master object is taken away, the object to be compared is put in that place where
the master one was before. The new object is illuminated holographically — that is the
main feature of this technique — by projecting the real images of the master object back
onto the surface of the new object. This is done by reconstruction of images with conjugate
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BŁ BS

Fig. 4. Experimental setup for difference hologram interferometry

reference beams (Mirrors M). Then a new double exposure hologram Hd is taken. (The
new object, reference beam Rd). This interferogram contains only the difference interference
fringes.

Similar steps have to be taken at contouring. As the result the difference fringe pattern
(a difference topographical map) corresponds to the shape difference between the two
objects.

5. Conclusions

An industrial hologram interferometrie system has to be. portable, capable to work in
factory environment, the evaluation of interferograms has to be fast and computer aided.

The technique of difference hologram interferometry can be used for measurement
of differences in deformation/shapes of two objects. A hope may be expressed that this
novel method will be the base of a measuring instrument in large scale product.
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P e 3 to M e

HCCJIEflOBAHHE flE<:I>OPMAII,HH
HHTEPOEPOMETPHH

B pa6oTe cpasneno necKojitKo MCTOAOB 3annai roJiorpaibtweaarx iiHTeptbeporpaMM. npoaHanH3ii-
ponaHo IIX npHMymecTBa u iieaocraTKH fljis npiiMenenHH B nmnycipini. npeacraBjieno xaioKe nepcfl-

cocrraB annapaTypM pjm roJiorpa(bnqecKHX HCCJieAOBamiH, cjiy>Kauwii W irewepemiił ncpc-
B ycnoBnax craTiwecKHx H flmianm<iecKiix Harpy3on.

Ho TaioKe nccncjuosamm dłopAiw H cpauneHue tjwpji noxo>J<HX OSŁCKTOB.

S t r e s z c z e n i e

BADANIE ODKSZTAŁCEŃ 1 KSZTAŁTÓW Z POMOCĄ
INTERFEROMETRII HOLOGRAFICZNEJ

W pracy porównano kilka metod zapisu interferogramów holograficznych. Przeanalizowano ich zalely
i wady dla przypadku zastosowań przemysłowych. Zaprezentowano również przenośny zestaw aparatury
do badań holograficznych służący do pomiarów przemieszczeń w warunkach obciążeń statycznych i dyna-
micznych. Omówiono też aspekty badania kształtu i porównywania kształtów obiektów podobnych

Praca została złożona w Rei/akcji dnia 20 kwietnia 1984 roku
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Abstract

The methods of dynamic holographic interferometry, using a pulsed ruby laser, and
dynamic photoelasticity, using a Cranz-Schardin camera, have been applied to the study
of explosives and their effects in geologic applications. Specifically, the problem of stress
wave generation from a surface detonation and how these stress waves interact with surface
trenches was studied via holographic interferometry. This method was also applied to the
examination of the shock front emitted from a non-electric detonating cord. Dynamic
photoelasticity was employed to examine the role of remote discontinuities in explosive
fragmentation, and in the determination of the optimum placement of explosives for gas
and oil well stimulation.

Introduction

Dynamic holography and photoelasticity,can be valuable tools in the study of how
explosives can be more efficiently used in the civilian applications of mining, construction,
and natural resource stimulation. With the emphasis today on saving costs, improving
fragmentation results, improving the quality of the standing geologic material, and reducing
immediate and long-term environmental effects there is a need to examine how explosives
work to fracture rock. Holography and photoelasticity are convenient full field laboratory
methods that provide information on the relative importance of the many blasting para-
meters. The results from these tests have been both quantitative and qualitative, and in
many cases have been successfully scaled up for field application. This paper will focus on
some recent problems that our laboratory has studied.

16*
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1. A Holographic Study of Dynamic Surface Response to Explosive Loading

Within the last several years there has been an increased need to control and reduce
ground vibrations from surface blasting. As population centers have spread, the number
of cases in which blasting must be done close to or even within developed areas has increa-
sed. Early studies attempted to identify characteristics of the stress waves which could be
correlated to structural damage, and then to quantify safe levels of blasting based on these
correlations. Another approach is to attempt to isolate structures or entire surroundings
froni the detonation area. Since most of the stress wave energy produced from a detonation
is carried near the surface by Rayleigh type or R waves, it lias been suggested that effective
isolation can be obtained by surrounding a blast area with trenches of some depth. For
a more detailed discussion of the background of this problem, see Hollowąy and Wilson
(1983). In order to study this approach, and to quantify such parameters as trench depth,
location, and effectiveness, we have made extensive use of holographic interferometry,

A complete description of the techniques used to produce photographs of dynamic
surface response by holographic interferometry can be found in Holloway and Patacca
(1975), and Holloway, Fourney and Patacca (1977). A pulsed ruby laser, operating at
6943 A, was used to generate double exposure holograms of the model surface. Typical
Q-switched pulse duration was 30 nanoseconds, with a 200 microsecond delay between
pulses. An explosive charge of from 70 to 250 mg of PETN was detonated on the model
surface at a controlled time between the two laser pulses. Specimens tested were granite
blocks or cast blocks of Hydrostone, a product of United States Gypśum which when
cured has a specific gravity of 1.69 and a cpmpressive .strength of 9,750 psi (67.2 mPa),

In each test, the charge was located 80 mm from a trench of rectangular cross section
cut into the model surface. Trench depths of 10 mm and 18 mm were used. The illumination

,: u

i

Fig. 1, R and RP wave patterns on a Hydrostone model, 90 f/.s after detonation. Lines 7, 2 and 3 used
in plots in Fig. 2. Points A through G (except C) show maximums, minimums and inflection points of the

vertical surface displacement
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and viewing angles were arranged so that the fringe pattern in the hologram represents
a topological map of displacement normal to the model surface at the instant of the second
laser pulse; Thus, we were able to study the overall effect on vertical ground motion
in the waves crossing the trench. Figure 1 shows the fringe pattern 90 ;J.S after detonation,
for the case of an 18 mm trench depth. The radial lines marked I and 2 and a line marked 3
along the trench have been used in the analysis of the surface displacements presented
in Figure 2. At the far left along line 1 (no trench) are seen remnants of a shear wave
recognized by its typically asymmetric pattern. Nearer the source, the peak positive displace-
ment of the R wave is located at point A. The region of steepest displacement gradient
then follows, as can be seen from the very tight clustering of the fringes. This is also the
region of highest particle velocity. A minimum or valley is reached at point B. The surface
then moves upward again. The air shock front is reached at point C, and all surface inter-
ferometrie information is lost inside this radius.

Moving inward along line 2 from the right, we first notice a disturbance which has
no counterpart on line 1. A small positive peak is reached at point D, followed by a local
minimum at E. This displacement profile is very similar to that of an iJ-wave, This wave
shows up consistently from test to test. Analysis of the tests show its velocity to be the
same as that of an R-wave, and it is found to have been located at the trench just as the
/'-wave passed the trench. This R type wave (precursor to the main i?-wave which follows),
is created by the P-wave, and will be called an RP-wave. Further in along line 2, the relative
peak of the transmitted i?-wave is found at point F, and its minimum at G. As can be seen
from Figure 2 there is a reduction of amplitude and an increase in wavelength for the
transmitted wave; this has been found to be a general result.

UJ u

s 1

DISPLACEMENTS ALONG
THREE LINES

A

B • • • • " . ,

160

R WAVE POSITION

TRENCH DEPTH'ISmm

- N O TRENCH
—TRENCH
.-•ALONG FAR COGf

OF TRENCH

240 260

Fig. 2. Wave shapes 90 ;xs after detonation, along lines 1, 2 and 3 of test shown in Figure 1. Wave position
is relative to load location. Distance i\ is a repeatable feature in the R wave

Along line 3 on the far edge of the trench, there is at the lower end a very weak upward
motion in the head of the wave followed by a downward displacement which is greater
than the deepest part of the iJ-wave on line 1. We believe that there is another R-type
wave traveling on the vertical side of the trench that is contributing to the R-wave displace-
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ments on the horizontal surface. This observation points to the inadvisability of locating
a structure within an R wavelength of an isolation trench.

An easily identifiable feature of the i?-wave is the portion of the wavelength between
the maximum upward and the deepest positions. The highest particle velocities occur in
this part of the .R-wave. This distance has been labeled as v\ in Figure 2 and is used in
normalizing the results with trench depth, so that the effect of the trench can be measured.
Peak particle velocities were calculated for fourteen tests, comparing J?-waves on each
side of the trench. The quantity (K/)-trench)/(F/>no-trench), where Vp is peak particle
velocity, is plotted in Figure 3 as a function of the ratio of trench depth / / over fractional,
wavelength ij (#/?/). The linear fit to the data in the region of analysis is good, with a least
squares correlation coefficient of .995.

Figure 3 shows that trench effectiveness in R wave attenuation increases with the ratio,
trench depth over wave length. Thus, for a given trench depth, the higher frequency com-

PARTICLE VELOCITY REDUCTION v>
TRENCH DEPTH (NORMALIZED)

. 6

5

.4 . -

. 3

. 2 •

. 1

0
.2 .4 .6

Fig. 3. Least squares linear fit for 14 tests, showing ratio of peak particle vertical velocity vs. Hjrj. H is
depth of trench, and ij is portion of wave from maximum to minimum. Typical ?j length is shown in Figure 2

ponents of the .R-wave are more effectively attenuated. The effect of the trench on the
i?-wave is to reduce the overall displacement and to broaden the wave, thus lowering its
frequency and reducing its particle velocity.

Our study also has identified other effects of the trench on the full wave system which
should be considered in design of screening trenches. The distance of the trench from the
source and trench depth are important factors, with some trade-offs involved. The P-wave,
upon crossing the trench, has part of its energy converted to a new i?P-wave, attenuating
as l/r2, while the i?P-wave generated will attenuate only as l/j/V. Although increasing
trench depth improves i?-wave blocking, it also increases the amount of P-wave energy
the trench will intercept and convert to RP-wave energy. Finally, it also was observed
that a high amplitude iMype wave propagates on the vertical surface of the trench.

2. Holographic Interferometry Applied to the Study of an Explosive Shock Front

Holographic methods are being used in our laboratory to study the behavior of shock
fronts from various explosive detonators and initiator systems. Important parameters to be
studied are the speed of the shock front, the pressure distribution behind the shock, and
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the shape of the shock as it advances. The advantage of holographic techniques is that we
nain information which can be related to all of these topics. Figure 4 shows a spherical
shock front generated 95 j^sec earlier at the end of an Ensign-Bickford Nonel detonating
tube. Nonel tube is a 3 mm diameter plastic tube coated internally with a thin film of high
explosive. It is used to initiate detonations from remote locations by propagating, an
explosive shock along the inside of the tube. If is manufactured by Ensign-Bickford using

Fig. 4. Gas shock 95 s after being formed at end of Nonel detonator tube

proprietary and patented processes, under license from the Nitro Nobel Co. of Sweden,
its inventor. As the explosively driven shock front propagates away from the end of the
tube, the gas behind it is compressed, altering its index of refraction. Thus, the optical
path is changed due to both a pressure rise and a change in the explosive gas composition.
The combined effect produces interferometrie fringes in the holographic image. By integra-
tion through, the thickness of the spherical shock volume, we will be able to produce a
pressure map of the shock intensity. Holographic interferometry can be used in a similar
way to measure the strength and shape of other detonation system components, such as
blasting caps and detonating cord, and to illustrate the high speed effects of these detonators
on nearby components such as coupling blocks or other explosives.

3. A Dynamic Photoelastic Investigation of Fracture Initiation from Flaws Driven
by Explosively Generated Stress Waves

In order to gain a basic understanding of the various fragmentation mechanisms in
rock blasting, an experimental program was conducted with two dimensional polymeric
models. Dynamic photoelasticity permitted the crack propagation behavior to be studied
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in detail. The use of the Cranz-Schardin camera to record dynamic photoelastic fringe
patterns, stress wave propagation, and crack propagation has been previously described;
sec for example Riley and Dally (1969). The particular example presented in this paper
describes work conducted to study the initiation of cracks from flaws outside of the irnme-
diate borehole vicinity, and the contribution of these remote cracks to the overall fragmen-
tation pattern. For a more detailed description, see Barker and Foiirney (1978).

The fragmentation model was 305 mm in diameter and 6 mm thick, made from a sheet
of a brittle birefringent polymer known as Homalite 100. Approximately 250 mg of PETN
was tightly packed into a 6 mm diameter borehole in the center of the model. Pressure
containment within the borehole was obtained with steel end caps and a lever arm arrange-
ment that did not significantly obscure the visibility of the experiment. The explosive was
detonated while the model was in a light field polariscope, and a Cranz-Schardin multiple
spark gap camera recorded the dynamic photoelastic fringe patterns.

Figure 5 is a photo of the model 65'fisec after the explosive was detonated. The fringes
of the outgoing P-wave are just about to reach the model boundary. The dark vertical
shadows extending upward from the center of the model are the arms which hold the
pressure containment caps over the borehole. At each grid intersection in the model small

6 5 ps
Fig. 5. and 6. Stress waves in artificially flawed photoelastic model. '1 ime after deionaiion is shown. Note

crack formation and growth at each flaw ':
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surface flaws exist. These were made by lightly tapping a sharp knife into the model when
it was prepared. In this frame we see that cracks from the flaws close to the borehole have
been initiated by the outgoing wave systems. These cracks are propagating in a radial
direction. In Figure 6, 135 |*sec after detonation, it can be seen that cracks at all of the small
flaw locations have been initiated by outgoing and reflected stress waves. By studying
the full sequence of photographs from the experiment it was possible to determine which
wave system initiates the flaws and how the stress waves control the direction of the cracks.
Figure 7 summarizes the regions where flaws are initiated by the outgoing, reflected, and
combined wave systems.

4. A Dynamic Photoelastic Investigation of Gas
and Oil Well Stimulation by Means of Explosives

From the very beginning of our oil and natural gas industry, owners and operators
have attempted to recover a greater percentage of oil and gas from their wells. If the reser-
voir is not highly fractured, then drainage is poor and much of the oil and gas remains
trapped in the rock. An early technique to fracture the formation used nitroglycerin explo-
sive which was lowered into the producing zone and detonated. The results were mixed,
but in many cases recovery was enhanced. Analysis done since the oil shortage of the
early seventies has shown however that explosives can damage the well bore and actually
impede the flow of gas or oil because of fine material trapped in the fractures, and the
residual compressive hoop stresses. Other modern methods have also evolved for well
stimulation. These include hydraulic fracturing with numerous combinations of liquids,
gases, and liquefied gases. In general these processes are quasi-static; only a few fractures
are formed, and their direction is controlled by the in-situ stresses. Propellants also have
been used, since it is possible to control to some degree the rate of chemical reaction, thus
reducing the well bore damage. See for example Cuderman and Northrop (1984). However,
propellants are 10 to 20 times more expensive than explosives. Because of these deficiencies
there has been renewed interest in developing a stimulation method that would provide
an optimum pressure pulse in terms of peak pressure, total duration and time to peak
pressure. In our laboratory we have investigated placing the explosive away from the zone

Leman cap 12.7mm dig grooved
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to be stimulated (thus minimizing damage) and using the well bore geometry and end
conditions to tailor the explosive pressure. For further background see Fourney, Barker,
and Holloway (1981) and Fourney, Holloway, and Simha (1984).

The techniques developed, called stem induced fracturing, have been studied using the
Cranz-Schardin camera and dynamic photoelasticity. A typical model used in the testing
is depicted in Fig. 8. The models, made from 102 mm thick PMMA, were placed in front
of the camera so that fractures initiated at the tips of notches along the borehole length
would be seen as a plane. Stem induced fracturing utilizes a highly decoupled charge
placed in the bottom of the borehole. Small piezoelectric transducers were used to monitor
the pressures within the borehole and within the propagating fractures, such as at locations
A and B.

Four frames from a typical 16 frame test are presented in Figure 9. PMMA, commer-
cially known as plexiglas, is a birefringent material. The camera was fitted with circular
polaroids to permit areas of high stresses to be identified during the testing. The black
fringes in Figure 9 are isochromatics. For the test shown, a 250 mg charge was used. Frame
5, Figure 9a, shows the fracture location 90 p.s after detonation (the fracture is the dark

'FRAME 15 , .;;; ;

Fig. 9. Sequence from stem induced fracturing test
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bladder-shaped area near the bottom of the model). Notice the two long straight fringes
located in the upper third of the model. These show the P-wave in the PMMA which
is being generated by the gas shock wave traveling up the borehole from the detonation.
Each fringe makes an angle of 40° with the borehole wall, from which it is calculated that
the ratio of shock wave speed to P-wave speed in the PMMA is 1.19. Note that there are
two bright areas in the borehole, one at the bottom where the charge was detonated, and
one near the top, at the stem. The bright area at the stem is due to an increase in pressure
and temperature, caused by the shock wave reflection from the stem. Light is emitted due
to ionization of, the gas at that location. The camera used to record the photographs is
such that light emitted from any area within the field of view will be visible in all 16 frames,
so it is not possible to determine at what time th& light flash occurred.

By the time Frame 6 (Fig. 9b) was recorded, just 23 (is later at 113 (xsec, a fracture is
seen to have initiated at the stemming area and has grown considerably. At this time the
charge area fracture continues to grow, but at a much slower rate. By 191 [zsec (Fig. 9c)
the fracture that originated at the stem is larger than the charge area fracture. Frame
15 (Fig. 9d) shows the stem area fracture beginning to engulf the arrested charge area
fracture at 296 ĵ sec after detonation.

Figure 10 is a sketch showing how the fracture grew from frame to frame. The times
at which each frame was photographed and the velocities computed from the crack front
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positions are indicated. Numbers on the sketch represent the frame sequence and the
straight lines indicate directions along which the velocity measurements were made. Notice
how quickly the charge area fracture slows and arrests, while the stemming area fracture
continues to propagate at a somewhat erratic but high speed. The high velocity between
Frames 10 and 12 occured because the fracture reached the free edge of the model. The
reason for the low velocity between Frames 12 and 14 is not clear. In many similar tests
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using PMMA and geologic materials, this stem induced fracturing machanism has been
shown to be very efficient in initiating and advancing fractures.

The important point of this work is that explosives can be efficiently used to generate
long fractures from well bores, which in turn connect natural fractures, thus increasing
the yield from a well.
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P e 3 IO M e

nPHMEHEHHE TOJIOrPAOHHECKOfl HHTEP*EPOMETPHH H
JSJISL HCCJIEJtOBAHI'W .HHHAMITqECKI-IX 3AJW1 TEOTEXHHKH

B paQoTe o6cy>i<̂ eHo npHMenenne roJiorpacbtfraecKoii HHTepdpepoiweTpHH H cboToynpyrocni RIIH
iiccae,30BaHHH B3ptiBou H Bo3Hin<aiomHX 3ip(J)ei<T0B B reoJiorwiecKHX 3asaiax.

OcoOeifflo MerofloM roJiorpacbHMecKoii HHTepcbepoMeipHH 6bina iiccjiefloBaHa 3afla«a BO3HIIKHO-
B«IHH Bonn nanpłDKeHHH na noBepxnocni fleTonaniin u HX B03fleiicTBiw na neBepxnocTHbie

JInHaMiraecKaa (boToynpyrocTt, npn npHMeHeHHH Kamepbi KpaHua-fflaflpiiHa SbiJia
;yiH HCCJiefloBamm BJIHHHHH npepiiBHocTH B03pbiBHoro MaTepnajia3 a Taione fljw onpeflejieiiHH
MariBiioro pacnpeaejieHUJi BsptiBnoro Maiepnajia npn Ho6biBai«in iiecbTŁi u ra3a.



606 D. C. HOLLOVVAY, W. H. WILSON, W, L. FOURNEV, D. B. BARKER

S t r e s z c z e n i e

ZASTOSOWANIE INTERFEROMETRU HOLOGRAFICZNEJ I ELASTOOPTYK.I
DO BADANIA DYNAMICZNYCH PROBLEMÓW GEOTECHNIKC

W pracy opisano zastosowanie interferometrii holograficznej i elasiooplyki do badań wybuchów i ich
efektów w zastosowaniach geologicznych. Metodą interferometrii holograficznej badano szczególnie problem
tworzenia się fal naprężeń na powierzchni detonacji i oddziaływania na rowy powierzchniowe.

Elastooptyka dynamiczna, przy zastosowaniu kamery Kranza-Schadrina była stosowana do badania
wpływu nieciągłości materiału wybuchowego oraz do wyznaczenia optymalnego rozkładu materiału wybu-
chowego dla wydobycia gazu i ropy.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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Introduction

Modern composite materials, incorporating fibers of glass, graphite, boron, etc., in
a polymeric or metallic matrix, are finding increasing applications especially where high
strengtli-to-weight and stiffness-to-weight ratios are required. The elastic constants and
the strengths of composite materials have to be determined for designing structures utilizing
these materials. For an orthotropic composite, there are five in-plane elastic constants
and five values of strength that need to be determined. Referring to the in-plane material
symmetry axes L and T, the elastic constants are the two Young's moduli EL, ET, the
shear modulus GLr and the Poisson's ratios vLT and vTL. The strength properties are the
tensile strengths SuSTt, the compressive strengths 5 t c , STc and the shear strength SLT.

The stiffness and strength properties, of orthotropic composites along the material
symmetry,axes can easily be measured using standard tension or compression specimens.
While the procedure is very similar to that of measuring the stiffness and strength of a metal,
the following precautions must be observed: (1) The electrical resistance foil strain gage
should be large enough to cover several fibers and thus indicate the over-all response
of the composite; (2) As the composite can be highly orthotropic, the gages must be aligned
very accurately, in order to minimize misalignment errors; (3) While the transverse sensiti-
vity of the strain gages is usually small, sometimes it must be corrected for, as in the measu-
rement of vTL. . ,.;

The determination of the shear properties of composite materials has proved to be
much more difficult than that of longitudinal and transverse properties. So many methods
and variations of each method have been developed that there is now much confusion
as to which technique is applicable in a specific application. In this paper, some of the more
widely used methods are briefly described and the Iosipescu shear test is considered in
detail.

Shear Testing of Composites

An ideal test method must satisfy all or most of the following requirements: (1) The
method must be simple and should not require special equipment; (2) The method should
use small specimens with simple geometry; (3) The test results should be reproducible;
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(4) The data reduction procedure must be simple; (5) A uniform shear stress state accom-
panied by negligible normal stresses must be produced in the test section. .

The block shear test was originally developed for wood and it was applied to glass
fiber reinforced composites in the 1950's. In order to overcome the difficulty due to the
overturning moment, the symmetric block shear test was developed. But in both versions
of the test, a state of pure shear is not produced. Stress concentrations are also present.
In the mid-1960's, when the use of composite materials was rapidly increasing, the short
beam shear test was developed for quality control. The test is simple but the shear stress is
non-uniform and is accompanied by significant normal stresses. Crushing at the loading
and support points is also a problem.

The torsional shear of a circular thin-walled tube is the ideal test method to determine
the shear modulus and the shear strength of any material. But from the practical point
of view there are problems: (1) The cost of composite tubular specimens is very high;
(2) The test apparatus tends to become more complex than at first it appears because
bending must be avoided and the tube must be free to move axially; (3) Precautions must
be taken to avoid crushing the regions where torques are. introduced and also buckling.

The rail shear test is one of the more popular methods and it provides a good measure-
ment for the shear modulus. In this method, a composite specimen is gripped along each
side of a long narrow central region and the grips are loaded, in opposite directions. The
central region is assumed to be in pure shear, But the grips introduce normal stresses [1].
The picture-frame shear test is also commonly used. In this test, a uniaxial tensile or
compressive load is applied at two diagonally opposite corners of a rigid frame which
is attached to the edges of a composite plate specimen. The biaxial picture-frame test,
in which equal tensile and compressive forces are simultaneously applied along the frame
diagonals, provides a more uniform shear stress in the specimen. But both versions require
expensive test fixtures and significant amounts of test material.

The off-axis tensile test utilizes a tensile specimen with the reinforcement oriented
at a suitable angle to the specimen axis. An angle of 10 degrees has been strongly recommen-
ded [2]. While this test has the merit of being very simple, care must be taken in machining
the specimen and in mounting the strain gages as small misalignments can lead to very
large errors. Unlike'conventional tensile tests, a large aspect ratio is required. A ratio
of fifteen or greater has been suggested. Due to the presence of the normal stresses, this
test gives the shear modulus and not the shear strength.

The slotted-tension shear test is based on the principle that a uniform shear stress
exists in a region if equal orthogonal tensile and compressive stresses are imposed on the
element's edges. Planes of pure shear will exist at 45 degrees to the load axes. A slotted
tensile specimen has been suggested [3]; the slots machined parallel to the longitudinal
axis of the specimen ensure that the transverse compressive stresses are transmitted only
to the test section. This shear test provides both the shear modulus and shear strength.
The major disadvantage of this method is the complexity of the test apparatus which must
ensure that the two orthogonal stresses must be equal at all times.

The losipescu shear test and one of its modifications are described in the following
sections.
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The Iosipescu shear test was originally developed [4] in the 1960's for determining the
shear properties of metals and has recently been adapted for composite materials. In an
isotropic material, the Iosipescu shear test induces a state of pure shear at the specimen
mid-section by applying two counteracting moments. Ninety-degree notches are machined
in the specimen, as shown in Fig. 1. The parabolic shear stress distribution found in beams
of constant cross-section is changed to a constant shear stress distribution in the region
between the notches. As shown in Fig. 2, the specimen midsection (between the notches)
is free of any bending stress.

Fig. 1. Iosipescu shear specimen
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An extensive finite element analysis of the Iosipescu specimen has been performed [5],
It has been shown that while the longitudinal stress due to bending is small over the test
section, significant transverse compressive stresses are present due to the applied loads.
The normalized reaction force profile for the upper loading point [5] is shown in Fig. 3,
The compressive stresses rise rapidly towards the edge of the notch and the influence
of these loading-induced compressive stresses extends into the test section of the specimen.

0.0

• B

-0.5

0.0
Normalized distance from cenlerline

Fig. 3. Normalized compressive force distribution for Iosipescu specimen

This indicates that the loading surfaces need to be shifted away from the notches in the
specimen.

Normalized shear stress contours indicate a shear stress concentration factor of 1.3
for isotropic materials and a shear stress concentration factor of 2.0 for orthotropic ma-
terials with an orthotropy ratio of 13. These results show that the notch geometry needs
to be modified in order to minimize the shear stress concentration. In reference [5], the
effect of notch depth, notch angle and notch tip radius on the1 shear stress concentration
has been studied by finite elements. The notch depth does not appear to have any significant
influence. In the case of isotropic as well as orthotropic materials, as the notch angle is
increased from 90° to 120°, the shear stress concentration decreases while the average shear
stress across the test section tends to be more uniform. The notch tip radius has a very
similar influence. From a sharp notch, as the radius at the notch tip is increased to 0.100
in., the shear stress distribution becomes more uniform and the shear stress concentration
drops, especially for materials with a high degree of orthotropy.

Asymmetrical Four Point Bend Shew Test

This test is an outgrowth of the Iosipescu shear test and the specimen mid-section is
again subjected to a shear force without an accompanying bending moment [6]. The test,
as shown in Fig. 4, applies concentrated forces to the specimen through cylindrical rods
which can cause local crushing on the edges of the specimen. Doublers must be glued
on to the faces of the specimen to prevent this crushing. The specimen need not be machined
to the same close tolerances as in the Iosipescu- test. This test appears good but there are
still uncertainties in the test results because of the influence of the notch parameters. An
extensive analytical and experimental investigation of this test has been performed [7].
It has been shown that when an attempt is made to optimize the notch parameters to
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obtain favourable stress distributions, the failure mode changes unexpectedly. The result
is that the test section does not fail in a pure shear mode. Free edge effects have been pro-
posed as the cause of this phenomenon. For a quasi-isotropic graphite-epoxy laminate,
the 90°-sharp notch appears to give the best result in terms of a pure shear failure. Further
work needs to be done to optimize the notch parameters for orthotropic materials.

T )

Fig. 4. Asymmetrical four point bend shear specimen

Photoelastic Calibration of Birefringent Orthotropic Materials

In recent years, the extension of transmission photoelastic techniques to transparent
birefringent orthotropic composites has received considerable attention from researchers.
Such materials are characterized by three fundamental photoelastic constants. The stress
fringe values are fL, fT, a n d / i j , corresponding to the two normal stress components
parallel and perpendicular to the major material symmetry axis and to the shear stress
component. While these three photoelastic properties can be calculated from simple
stress-strain models [8], they can also be obtained from the photoelastic calibration of
tensile, compressive or bending; coupons. If the fiber orientation (or the direction of the
major material symmetry axis) is parallel or perpendicular to the specimen axis, then
fi and/ r are obtained, respectively. As the application of a pure shearstress is not straight-
forward, a third specimen with an angle of 45 degrees between the major material symmetry
axis and the specimen axis is calibrated in tension. The resulting stress-fringe value f„,Ą

is used to. calculate fLT by the following equation: • .

The circular disk specimen that is commonly used to calibrate isotropic model materials
has not been used in the calibration of orthotropic model materials because a closed-form
theoretical solution is not available. The fringe values fL and/T can be obtained by testing
a circular disk with strain gages but fLT cannot be determined.

A half-plane specimen with photoelastic coating has been utilized [9] in measuring
the in-plane elastic constants of orthotropic composites. The half-plane specimen has also
bean used for simultaneous measurement of orthotropic elastic and photoelastic constants
[10], One half of the specimen is utilized for the measurement of elastic constants and the
other half is useful for photoelastic observations. A sketch of the specimen, with the
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locations of the strain gages, is shown in Fig. 5. Composite laminates are heterogeneous
materials which are assumed to be homogeneous for engineering applications. Usually
average properties of the laminates are required. A least squares procedure that uses
over-determined experimental data is ideally suited for this type of measurement [111,

stacked
strain-gage
rosette

direction of
• — E

reinforcement

- 2 0 0 mm •

Fig. 5. Haff-plane specimen with strain gages ' •: ;

The governing equation is written in terms of the required parameters in the general

. ; •.•; ••:; • gk~ (A,B,C,D)~0. ! . ' • ( 2 )

where k = 1,2,..., M {M > 4) refers to particular points in the data field. The parameters
to be evaluated are A, B, C and D. Expanding Eq. (2) in a Taylor's series, '

where i refers to the iteration-step number i and AA,AB, AC, AD are the corrections to the
previous estimates of the corresponding parameters. Since* the desired result is (gk)i+t «* 0,

Rewriting the above equation in matrix notation,

where

(4)

.'•' ®

. (6)
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8A 8B 8C 8D

Solving Eq. (5),

where

8B 8C 8t)

A A
AB
AC
AD

tel

(7)

(8)

(9)

In implementing the above procedure, initial values of A, B, C, D are assumed and the
matrices [g] and [b] are computed. Then the error vector [AE] is calculated and the esti-
mates of A, B, C and D are revised. The steps are repeated until the convergence is satisfac-
tory.

Considering a load P applied perpendicular to the edge of an orthotropic half-plane,
with the major material-symmetry axis parallel to the loaded edge of the half-plane, the
stress components in polar coordinates are given [12] by ,• • • •

• 2Psin9 0L2 —

! + 1 + («! - I)cos2(9a2 + 1 + («2 -1) Cos20

< r f l , T r 0 = 0 •••:;'; • '• ; •• ' (12)

where i is the thickness of the half-plane, 0 is the angle from the loaded edge and oc1 and x2

are derived elastic constants given by ' ••••..•

, ,, ,.. aLct2 = ErlF-

0Ci + <x2 — ETIGLT

The radial strain, e, at any point is given, by
er = <rT/Er

where : •

(13)

(14)

(15)

Er = I-i-L E

For the elastic calibration, Eq. (15) together with Eq. (16) is the governing equation.
It can be written as .

! .ńfe.djir)^. V U?)
The least-squares method is employed to determine. The strain readings from the gages
at location 1 can be directly used to compute vTL.

For the photoelastic calibration, the isochromatic fringe order per unit thickness, N,
can be expressed as ;
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N m ar f"

where the term ^ l r+5 accounts for the residual birefringence due to the matrix shrinkage
during the fabrication process. The governing equation can be written as

gk(fL,fr,fiT,A,B) = O. (19)

The least-squares procedure gives fL, / -} , fLT, A and B.

Conclusions

To measure the shear modulus and the shear strength of composite materials, the
Iosipescu and the Asymmetric Four Point Bend tests are very promising. But analytical
and experimental work needs to be performed to establish optimum specimen geometry
and loading. To measure the in-plane elastic and photoelastic constants of birefringent
composites, the half-plane specimen appears very promising. The least-squares procedure
gives the average properties of the model material by employing over-determined experi-
mental data. ,
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P e 3 K) M e

KOMIIO3HTOB HA CflBHr

ccJieflos pacnpefleJienna iiarrpjDKenirii B CCWHHHX o6pa3u,oB Ma cflBHr B 3aBHCHMocTH OT
Ha noflKperuieHiiH H pa^nyca nape30K. HcaienoBainiH npoBe«eHM Ha o6pa3i;ax HoCHnecKy, HX MO-

flH(J)iiKanHHj a TaioKe MeTOfloiw acMerpninioro ncnbiTaHHH Ha cflBHr.

S t r e s z c z e n i e

PRÓBY NA ŚCINANIE KOMPOZYTÓW

Zbadane zostały rozkłady naprężeń, w przekrojach próbek z karbami w zależności od sposobu pod-
parcia i promienia karbu. Badania przeprowadzono na próbkach Josipescu i ich modyfikacji oraz metodą
asymetrycznej próby zginania.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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TPEmHHOCTOfiKOCTfe TyrOIUIABKHX METAJIJIOB H CIIJIABOB

B. T . TpomEHKOj E. I I . YCKOB, A. B. BABAK (KHEB)

Hucmumym npoÓMM npowiocmn
AfcadeMuu nayt< YKpauucKau CCCP

I lpn oueHi<e paGoTocnocoSHOCTH H3flejiHH H3 xyronJiaBKHx AiaxepmuioB napady c Ta-
KHAIH oSmenpHHHTŁiMH xapaKTepHCTHKajviH AiexaHHuecKHX CBOHCTB i<ai< npefl;eji n p o i -
HOCTH, npe^eji Teny^ecTH H up., So^tmoe 3HaHeiiHe npnoSpeTaiOT Tai<>Ke napa.werpbi3

xapaicrepH3yiomHe conpoTHBJiHeMocri. yKa3aHHbix MaTepnanoB pa3BHTHio B HHX TpeiqHH
[1]. 3 T O oóycJioBJieHO cneEtiK^HyecKHMH CBoScrBaMH TyronnaBKHx MaTepnajioB — Ha-
JIIWJieM BHOCHMblX B MaTeptiaJI TeXHOJIOrHMeCKH 3epHOIpaHH1HblX MHKpOTpeiHHH, CKJIOH-
HOCTBIO i< BŁicoKOTeMnepaTypHOMy oxpynqiiBaHHio, ocjia6nHiomeMy aepnorpaHH^Hyio

npeHMymecTBeHHO Me>K3epeHHbm pa3pynieHHeM — , a xaioKe OCOSHMH
DKcnjryaxai^HHj oTjiHqaiomHMHCH cnojKHbiMH poKHMaMH TeMnepaTypHO-cii-

JIOBOTO B03AeftcTBHH.
B HacroHmee BpeMH Bonpocbi nccjieflOBaHira BbicoKOTewnepaTypHoii TpemHHocroft-

KOCTii TyromiaBKHX MaTepHajioB ocBemenbi B jraiepaType HeflocraTo^iHO, B CBH3H C HtM.
paSoTbi B 3TOM HanpaBJiemm HBJIHIOXCH aiayajiwtbiMH H Ba>i<HbMH.

M a T c p u a n u MCTO;(HKH HCCJicnoitainui

JD[JIH HciiŁiTaHHił na TpemHHocTOHKOcTb B uiHpoKOM HHTepBajie TeMnepaTyp Bbi6paH
B<wiB4>PaAI TexHireecKoii ^HcroTbi, nojiy^eniibrił MCTOAOM noponiKOBOń MeTajurypnar,
B fle4)OpMHpOBaHHOM H peKpHCTaJUIH3OBaHHOM COCTOHHHHX. PeKpHCTaJIJIH30BaHHyiO
crpyKTypy nojiyqann npeABapHTejitHbra OTJKHTOM Ae<|>opMHpoBaHHoro B0JiBd[)paMa n p a

2200°C.
Ha TpemiiHOCTofti<ocTB B HHTepBajie TejvmepaTyp 20...2200°C npoBOfliuin

na pa3pa6oTaHHoft B HncTHTyxe npo6jieM npoHHOCTH A H Y C C P BŁicoKOTeMnepatypHOH
ycraHOBKe «JIH HcnbiTaHHH Ha pacTH>KeHHe BYPT-I [2], Ha KOTOpoił ocy-

Hcnojib3OBajiH craH^apTubie KOMnaKTHbie o6pa3i;bi THna E [3]
Ha BHeu,eHTpeHHoe pacrHMceHHe, TOJIIUHHOH 6,5 1 0 ~ 3 M . OSocHOBaHneM AJIH Bbi6opa
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o6pa3UOB yi<a3aHHOH TOJimnHbi nocjiywHJiH 3KcnepHweHTajibHbie
jieiiHbie Ha puc. I . KaK BHAHO H3 pncyHKa, H3»teHeHHe TOJIIHHHŁI o6pa3H.a B
OT 5-10"3 M flo 7-10~3 M He oi<a3biBaeT BJIHHHHH Ha Bejraranny napaiwerpa KQ B
na3OHe TeivmepaTyp 20...2000°C (puc. I, a); napaMCTp KQ, onpeAeneHHLiii na o6pa3uax
TOJlIHHHOft 6,5- 10" 3 M, He 3aBHCHT OT HaManbHOH AJIHHŁI HCXOflHOH TpeiU(HHbI Qo (pHC.
1,6) u OT BejiiWHHW npHpocra TpemHHbi AQ n p n noBTopnwx HcnbiTaiiHHX ofluoro o5-
pa3ija npH pa3^HUHbix -reivinepaTypax (pwc. I, B ) .

Puc. 1. 3aBncM0di. napaMeTpa K OT TOJUHHHH o6pa3i(a (a), fljiHHH HcxoflHoii Tpemmiw (5)
noBpacraHHff Tpeuąma.1 (6)

3aBHCHMOCTH B03M0>KHbi JIHUIB B TOM
anpflweHufi KQ npHHHMaer KpHTiwecKoe 3HayeHHe, T. e. KQ = Klc.

B nojib3y 3Toro yrBep>KAeHHH roBopHT H TOT 4>aKT, mo pa3pyuieHHe o6pa3Ł(OB Bom-
(Jjpajwa BO BceM HccjieflOBaHHOM TewnepaTypHOM flHana3OHe 6BIJIO npeHMymecTBeHHO
xpyni<HM3 o ieM CBHfleTejitcTByioT pe3yjibTaTbi t^paKTorpa^HyecKoro H peHTreHocr-
pyKTypHoro HccjieAOBaHHft [4 - 5].

TaKoił noflxofl K BbiSopy TOJimHHbi o6pa3i;a oGycjioBJieH TeM, «ITO npHMeHHeMwe
o6brano AM npoBepKH KoppeKTHOCTH pe3yjiBTaT0B pa3MepHbie TpeSoBanna a, W-a,
B "ź 2,5 (KiJffo.2)2 [6], B cjryqae BOJitt^paMa HBJISIOTCH CJIHUIKOM JKCCTKHMH H

B yTomieHHH.
B npoijecce ncnbiTaHHił Ha TpemHHOCTOHKOCTb BOJib(J)paMa CTPOHJIM

B KoopAHHaTax ,,Harpy3Ka P—cMemeHHe Vp", o6pa6aTbiBajin HX no
5% cenymeii [3, 6], onpeflejiaa BejiHHHHy KpiroraecKOH Harpy3KH
PQ H KO3(})<|)HipieHT HHTeHCHBHOCTH HanpH)KeHHH KQ .

TiniHiHbie AHarpaMMH fle4)opMHpoBaHHH BOJiŁ(J)paMa B pa3JiKraHbix TeivinepaTypHbix
AHana3OHax HcnbiTaHHił npHBe#eHM na pnc. 2. XapaKTepHbie oco6eHHOcTH IOHWOH H3
flnarpaMM o6ycjiOBneHbi OCOSCHHOCTHMH pa3BHTHS MarHCTpanbHoii TperanHbi [7]. B TCM-
nepaTypHOM flnana3OHe 2O°C...J^P (Tlp — BepxHHa rpaHHi^a TeMnepaTypHOÓ oSnacra
BH3KO-xpyra<oro nepexo^a) pa3BHTHe Tpeiinmbi HBJIHCTCH HecraSHJTBHbiM. l i p a
paTypax, npeBbimaiomHX T%p, craSHJiBHoe pa3BHTHe MarHcrpajibHOH Tpem.HHbi

JIH6O no MexaHH3My pa3BeiBjieHHH (B AHana3OHe T$p ...1500°C),
#HCKpeTHbiM noflpacTaHHCM TpemHHbi, jia.60 nyteM HenpepbiBHoro HHTep-

KpHcraJTJiHTHoro ycTOHiHBoro poora Tpem.HHbi n p n TeMnepaTypax,
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]500°C. HafiflenHbie npii o6pa6oTKe fliiarpaMM flecpopMHpoBanHH 3naqeHHH PQ (Ha puc. 2
ps — Harpy3i<a, n p n KOTopoii fljiHHa TpemiiHbi yBejiH^HBaeTCH Ha 2%) noflCTaBJUuiH
i3 (JiopMyjiy (I) p a onpefleneiiHH KpHTH^iecKoro KO3$cl)Hi;HeHTa HHreHCHBHocTH nanpji-
>KeHHH Ku, KOTopbiii 6biJi BbiGpaH B Ka^iecTBe napaMeTpa TpeinHHOCTOHKOcra BOJIŁIJ)-
paAia

Klc= °, y ~ W (I)

2O...Tx

bp

/ T P t U P

Tx

bp. -1500

fl Ps

/ P° =

"C
p

1500. 2000°C

/ P "- ą

Z-O-up

s

//Pc

/ "
<

2000°C

- p . . .

Vp

Pnc. 2. THrra»mbie nwarpaMMti flecpopMHpoBauwfi BOJib(})paMa u cxeiHaiHiiecuoe npcACtaDJieHiie Tpan-
CKpHcrajiJiHTHoro TP, nHTepKpHCTajijijiTHoro HP pa3;iyuieinm n paaBeTBjjeHiM Tpemiłuw P.

ii reoMerpmo |o6pa3i^a, J5, ff —rae y(aQjW) •— K
H UIHpHHa O6pa3l ia COOTBeTCTBeHHO.

ucnBiTanuS H HX

Ha pac. 3 noKa3aHa TeMnepaTypHan 3aBHCHMOCTb TpemnHocTOHKOcrn K
poBaiiHoro BOJib^paiwa (KpHBaH 1) H cxeiwaTHqecKoe npeflcraB^eHHe xapaKTepa pa3-
BHTHH MarHCTpajibHoii TpemHHbi (o6o3Ha*ieHHH Te me, I T O H Ha pnę. 2). 3fleci> H<e npH-

500T 1000 1500 2000 T,°C l

20

PHC. 3. TeMnepaiypiiBie 3aBHCHMocTH TpeinHHocroftKOCTH / H xapaKTepHCTHK KpaTKonpeMeHHoft npo^i-
HOCTH 5"o,2 (2), (3) fletjpopMHpoBaHHoro BOJn.tj)paMa

Beji;eHbi TeMnepaTypHbie saBHCHMOCTH npe^ejia Tei<yqecTH ff0>2 (KpHBaa 2) H xapaKTepac-
THKH miacTiraHOCTH; W (npHBaa 3)3xoro MaTepnaJia. IIlTpaxoBbiMH JIHHHJŁMH BbiflejieHbi
TeMaepaTypHbie jnianaaoHbi, cooTBeTCTByiomHe xapaKTepHbiM y^acrKaM Ha yKa3aHHBix
3aBHCHMOCTHX.
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B TeiunepaTypnoM flnana3OHe 2<fC...T%v HaSjiioflaeica: BO3pacraHHe Klc c POCTOM
TeAinepaTypbi npa HeycroHiHBOM xpyra<OM ciuemai-moM pa3pyiueriHH. flaanaaoH I ? ,
...2000°C OTJiHmaeTCff MOHOTOHHMM cHroKemiem napamerpa TpeiuHHoeroHKocra Klc

H npeflejia TeKyqecTii <ro>2 H ycrOHrasbM xpyni<HM HHTepKpHCTajuiHTHtiM pa3pyineHHeiw
KOTopoe xapai<TepH3yercH pa3BerBJieHHem MaracrpajiBHOH Tpemroiw (B AHana30He
rxp...1500°C) HJIH HenpepbiBHbiM ycroifaHBMM ee noflpacraHHera ( B .ąnanasone 1500°C...
...2200°C). l i p a TeainepaTypax, npeBbimaiomHX 2000°C HiweeT iwecTO
B03pacranne napaiweipa Klc H 3epHorpaHiWHoe pacrpecKHBaHHe

AHajiH3Hpya npeAcraBJieHHwe Ha pnc. 3 pe3yji5TaTbi, MO>KHO OTMETHTL IOK ano-

waJiLHbie cJieflyiomwe ocoSeHHOCTH: CHHweHHe Klc c noBwmeHHem TeMnepaTypbi B ana-
na3OHe r | , , . . .2000 o C II OTcyTCTBHe KaKHX-JinSo H3MeHeHHH (nepernSoB) Ha 3aBHCHM0CTHx
Ktc m f(T) H ffo,2 = f(T) npi^ TejvinepaType 1500°C3 xora n p n OTOH TeMnepaType H&ie-

3KCTpeMyM Ha SaBHCKMOCTH W — f(T) H H3MeHHeTCH XapaKTep pa3BHTHH HCXOfl-
TpemHHW. QieflyeT OTiueTHTb TaioKe H Apyrae OCOSCHHOCTH npeAcraBJieHHbix Ha

pHC. 3 3aBHCHMOCTeń: KOppeJIHUHH XapaKTepHCTHK Klc H GO,2, aHOMajIBHblH XOĘ 3a-
BHCHMOCTH W ~ f(T) IIO OTHOUieHHIO K ffo,2 npH T < 1500°C H no OTHOUieHHIO K Klc

npn T < 1500°C.
CxpyKTypHtie nccjie^OBainHi HcnbiTamiwx o6pa3ii;oB noi<a3aJiH, IITO B flHana30He

ejvraepaTyp r*pi..2000°C npoacxoflHT MOiioTOHiioe coBepiueHCTBOBaHHe crpyKTypbi,
cTpyi<TypHbie

W)

cy-
B BOJiB4)paMe

TnpHieat B OKpecTHOcTH TeivraepaTypw 1500°C arcyTCTByiOT
o6

yKa3aHHbie
o (Im3niieci<ux npoi;eccax,

npH narpeBe, ne npeHcraBJiaeTCH B03iwo5KHbiM.
B paSoie [8] npefljiOHceHO OSBHCHHTB BbMB^eHHyio npoTHBOpeqHBOCTB

Ha pnę. 3 flaHHbix fleiłcTBHeM BHyipeHHHX ctpyKTypHbix HanpH>KeHHń [9],
B MaTepaajie n p a xepMHnecKOM BO3AeHCTBHH. •-.

H a pac. 4 cxeMaTHiecicH noKa3aHo, Kai< BJIHSIOT Ha TpemHHOcroHKocrb W B flua-
na30He TenurepaTyp T*x ...2200°C npoijeccbi noBbimeHna njiacn-rraocTH c POCTOM TeM-
nepaiypw H oflHOBpeMeHHoro ocjiaSjieHHH Mew3epeHHbK rpaHHi^ BOieflCTBHe BO3HH-
Kaiomero npw HarpeBe W nona HanpK>KeHHii. 3 T H npoBjeccw oi<a3biBaioT nporaBO-
noJio>KHoe BO3AeńcTBHe Ha TpemHHocTOHKOcrb W', c yBeJiHqeHHeM. nJiacriMHOCTH Tpe-

TVp 1500 2000

P H C . 4. BjUMKHe iwiacraraHocTH H nona BHjrpeHHHx Hanpa>Kei«iH Ha TpemHHocioHicoCTfc fle4)opMH'
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mHHOCTOHKOCTŁ flOHVKHa BO3paCTaTB (KpHBbK 1 H 2), 3 C pOCTOM IIOHS

(KpHBbie 3 H 4 ) .

npocTOTbi B cxeiwe npraiHTbi cjie^yiomae flonymemMt: napamerp aH) xapaicre-
p y r i i none BHyrpeHiurc HanpsoKeimft, c noBwuieHHCM TemnepaTypu BO3pacTaer
Sojiee pe3KO, wew napaweTp s, xapaKTepKrayromirii iuiacTHraocTt jinaTepnana (tg/? < tgo();
iraMeneime TpeimmocToiłKocra AiaTepaajia HaxoflHTCH B HPHMOH 33BHCHMOCTH OT H3/«e-
HeHHH ero nuacTHiHocTH.

Ilpu noBbiuieHMH TeMnepaTypbi c yBejnraeHHeM iuiacTH^HOcTH (KpHBaa 1) flOJiwaa
yBejiH<inBaTBCK H TpemHHOCTOHKOCTb (KpHBaa 2). OfliraKO Sojiee pe3i<oe B03pacTaHHe
nojia BHyTpeHHHx nanpH>KeHHń (KpHBaa 3) npHBOflur i< TOMy, ^ T

(Kpneaa 4; tgy = tg/9—tgo().
ocjiaSneraia Me>K3epeHHbix rpaHHUi nojs, BJiHHHHeiw nonn

pa3pymeHHe npOHCxoairr n p n iiacnraHoń peajiH3an[HH MaTepaanoM luiacraraocTH. KOH-
icypeHUHH flByx yKa3aiiHbix npoijeccoB npHBo^HT K CMeHe MexaHH3M0B paapymeHHa
(P -+ HP) H cHHHceHHio XP npH TeatnepaTypax Bbime 1500°G. HpH T > 2000°G iranpH-
wenHH flocraraiOT npeflejia npo^HocTH MaTepaana, Bbi3biBaa HHrencHBHoe 3epHorpa-
HHqHoe pacrpecKHBaHHe. n p H AaJiLHeauieM noBbimeHHH TejvraepaTypBi BejiOTHiia nojia
Hanpa>KenHił ocraerca npaKTHiecKH nocrOHHHoił BCJieflCTBHe penaKca^H 3epHorpa-
HHHHMM pactpecKHBaHHeiw (a„ m o™x = const) H TpemHHOcTońKocTB AiaTepHajia Hec-

BO3pacraeT, T . K. KIC 3aBHCHT TOJIBKO OT H3MeHeHHa njiacrnqHocTH Maiepnajia.
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P H C . 5 . TeMnepaTypHaa 3aBHCHMocn. TpermniocroiłKocni peKpHCTanJiK3oBaKKoro

OlIHCaHHbie B b l U i e 3aK0H0MepH0CTH H3MeHeHHH TpemHHOCTOiłKOCTH

nojiyqeHHoro Mero^OM nopoinKOBoS MeranjiyprHH, B nccjieflOBaHHOM HirrepBajie
neparyp 2O...22O0°C xapaKTepHbi flJia MaTepnajia B fle^opMHposaHHOM COCTOHHHH.

BbicoKOTeMnepaTypHbift ot>KHr n p a T = 2200°C, c i^entio co3AaHHH peKpHcrajinH-
30BaHHoił crpyKTypbt, ae3aBHCHM0 OT BpeineHH BWflepacKH tabm, oSycJioBim HeoSpa-
THMOe CHHDKeHHC TpemHHOCToSKOCTH ae<J)OpMHpOBaHHOrO B0fl&(J)paMa, BeJIH^HHa KOTO-
poft ocraerca HeH3iweHHoił BO BceM HCCJieflOBaHHOM TeMnepaTypHOM mrrepBajie OT 20
ĘO 2200°C (pnc. 5). KpoMe Toro, Ha Bejraiasy Klc peKpHcraJiJiH3OBaHHoro Wne BJIHH!OT
HH TeiwnepaTypa HcnbiTaHHft T, HM TaKae cipyKTypawe napaMerpbi KaK a^^eKTHBHWii
pa3iwep 3epHa d3$ ( B npeA&nax OT 0,16-10~3 M RO 2,5-10~3 M) H njioraocTB MHKpo-
TpemHH «Tp ( n p H OTP < 8%).

XaparaepHaH ocoSeHHocrB noBepxHOCTen pa3pymeHHH Kai< o6pa3i;oB, HcnbrraHHbix
npa 2200°Cj TaK H npeABapErrejiBHO oToaoKeHHbix npH 2200°C H Hcni>rraHHbix npH
oojiee HH3KHX TeMnepaTypax — npoTa>KeHHbie 3epHorpaHHqHwe MHKDOTpemHHU, KO-
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Topbie oTcyTCTBOBEUiH B HCXORHOM MaTepnajie H ne HaSjiiOAa^HCB Ha H3JiOMe

HcnbiTaHHbix npw 2000°C.

CymecTBeHHoe pa3JiHiHe xapaKTepucTHK TpeiUHHOcro&KociH Ae^opjvra

H peKpHCTajiJiH3OBaHnoro Bonbćppma. He npoTHBopeqHT HMCIOUCHMCH B JiaiepaType

flaHHbIM O pe3K0M OTJIH^HH XapaKTepHCTHK npOtJHOCTH H IDiaCTH^HOCTH BOJIb(J)paj«a

C pa3JHraiOH HCXOflHOH CTpyKTypOfi [10], ^TO oSfcJICHHeTCH 3H3qHTeJIBH0 SoJiee HH3KOH
npotiHOCTbio rpairau, 3epen no cpaBiiennio c TCJIOM 3epHa B peKpHcraiuiH3OBaHHOM

1. OrcyrcTBHe BJIHHHIM Ha BejiHHHHy napaiweTpa KQ TOJimnHbi o6pa3i^a ( B npe-

OT 5-10~3 M RO 7-10~3 m), fl^HHbi HCXOAHOH. TpeiHHi-ibi H BeJiH^HHbi npHpocra

, a TaioKe xpynKHil xapai<Tep pa3pyiueHHH (npHMoii H3JUOAI, OTcyTCTBHe yTHH<i<n

B BepuiHHe TpemHHbi) B HccneflOBaHHOM ^Hana30He Teivinepaxyp (2O..,2O00°C), flaioT

ocHOBaHHe flji« npHMeHeHira KOAinawnibix o6pa3iłOB Majiofi yoJimHHbi (Gojiee 5-10~3 At)

npn onpeflejieHHH xapaKTepHcrai< TpeimiHOCTOHKOCTH BOJiBc^paMa c iicnoJiB3OBaHHeM

KpHTepHeB JiHHeHHoit wiexaHHKH pa3pyineHHH.

2. XapaKTepHoti ocoSeHHOCTBio TeMnepaTypHoft 3aBHcimocTH Klc A J M ^e^opinupo-

BaHHoro BOJiB f̂paMa HBJIHCTCH Hajurrae ancrpeMyMa B oSitacTH TeMnepaTypbi xpyni<o-

BH3Koro nepexo^a T%p, MOHOToimoe CHH>KeHHe BCJIH^HHBI KIC B TewnepaTypHOfti nna-

na3one r ? | . . . 2 0 0 0 ° C , KoppeitHpyiomee c H3MeHeHHeM npe^ejia TeKyuecrH ff0>z, npH

HajiHMHH 3KCTpeMyjwa na TeMnepaTypHoń 3aBHCHMOCTH xapaKTepncTHKH njiacri«HocTH

y> n p n 1500°C, UTO 06'bHCHHeTca B3aHMOReiicTBHeivi flByx npoTeKaiomHx B BontcbpaMe

npH HarpeBe npoiąeccoB — njiacra4»iKau.HH MaTepaajia H ocjiaSjieHHH 3epHorpaHHMHoń

npO^HOCTH BCJie^CTBHe fleftCTBHH BHyTpeHHHX CTpyKTypHbK HanpflH<eHHH.

3. BfcicoKOTeMnepaTypHbiH O T ^ H T npH 2200°C npHBOAHT K cymecTBeHHOftiy CHH-

JKeHHK) TpemHHOCTOHKOCTH BOJIBC[)paMa, npH^eM Ha BejIHHHHy Klc pei<pHCTaJMH30BaH-

Horo BOjiB(J)paMa He oi<a3biBaioT BJIHHHHC HH TeMnepaTypa, HH TaKHe crpyKTypHbie na-

paiWeTpbl KaK 3Cj)(J)eKTHBHbIH pa3Mep 3epHa H nJIOTHOCTB MHKpOTpeiHHH, ^TO oSbHCHHeTCJI

Heo6paTHMWM cHHHceHHeM 3epHorpaHimHOH npomiocrH MaTepwajia • npw BwcoKoxeMne-

BO3BeHCTBHH. ; .-.,. ,
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S t r e s z c z e n i e

ODPORNOŚĆ NA PĘKANIE TRUDNOTOPLIWYCH METALI I STOPÓW

Przedstawione zostały wyniki badań odporności na pękanie odkształcanego i rekrystalizowanego
wolframu technicznej czystości w zakresie temperatury 20 - 2000°C.

Charakterystyczną cechą zależności temperaturowej Ktc dla odkształcanego wolframu jest obecność
ekstremum przy temperaturze krucho-lepkiego przejścia T$, i obniżenia Ku w zakresie T?p ... 2000°C»
a dla rekrystalizowanego niezależność KIC od temperatury i parametrów strukturalnych (efektywny rozmiar
ziarna i gęstość mikroszczelin). Specyfikę zmiany odporności na pękanie wolframu można objaśnić wza-
jemnym oddziaływaniem dwóch procesów — uplastycznienia materiału i osłabienia wytrzymałości na
granicy ziaren.

S u m m a r y

FRACTURE TOUGHNESS OF HIGH-MELTING METALS AND ALLOYS

Results of the research in the fracture toughness of deformed and recrystallized wolfram of tech-
nical purity are presented for the temperature range 20 - 2000°C.

The characteristical feature of the temperature dependence KIC for the deformed wolfram is the presence
of an extremum of the temperature of brittle-viscous transition T"r and the decrease of KiC in the range
TxP ... 2000°C while the independence K,c of the temperature and structural parameters (effective grain
dimension density of microcracks). The specific features of the wolfram fracture toughness can be explained
by the interaction of the two processes, namely the material plastification and weakening of the inter grain
strength.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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IN-PLANE STRAIN ANALYSIS BY MEANS OF REFLECTION HOLOGRAPHY

PIOTR WESOŁOWSKI

Institute of Physics Technical University Budapest

Abstract

Application of reflection holography to numerical inplane strain measurement is
presented. The corner transition of hydraulic press is investigated in order to pointing
out critical points on the transition. The method makes possible examining small areas
of large structures despite of large motions of the overall object. The recording set-up
is very simple: the stability requirements for recording are drastically reduced and allow
omiting of vibration-isolation equipment. The values of strain are obtained by derivating
displacement vector field and compared with strain gauge measurement.

Introduction

Holographic interferometry has provided the engineer with powerful tool for nondes-
tructive testing, as well as with an aid for engineering design and analysis. In typical off-axis
holographic interferometry the separation of investigated object from measuring system
causes, that the fringe patterns are not characteristic only of effects of structural deforma-
tion but contain also rigid body motions, which should be cancelled out in optical-me-
chanical [5], [6] or numerical way.

If there are small localized distorsions of interest associated with large structural
motions the problems with interferogram evaluating are very similar to mentioned above.
Neumann and Penn [2] gave at first description of a method which overcomes the drawback
of extrem sensitivity to vibration and is largely independent of the relative motion of the
object and laser source. The main idea is to attach a transparent holographic plate to the
object illuminating it directly through the plate. By double-exposure method, each of the
exposures blong to one state of loading, the fringe pattern relating to the deformation
can be obtained.

Requirements of the technique

To investigate the in-plane displacements a plateholder with a plate without antihalation
backing should be kinematically mounted to the object to be investigated in order to
assure relation between object real deformation and fringe pattern. It is preferable to

18 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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know the character of deformation before attaching the holder to the object; otherwise
the fringe pattern obtained by double exposure method can be characteristic of any relative
motion between object surface and hologram plate that has occured between two exposures,
including rigid body motion too, beeing not characteristic of object deformation.

The stability requirements are described in [1], [2]. The most important of them are
that an interferogram good quality depends only on the stability of the distance between
the object and emulsion during exposure and is independent of changes in the distance
from the illuminating source.

Reconstruction of interferograms takes place in collimated white light, although
reconstruction in laser light can be naturally also applied.

The model

The model of a framework of the hydraulic press for chipboards was prepared ensuring
strict mechanical conditions. In interest of that not only the characteristics of material
but geometrical similarity have also been ensured. Mechanical stress acting in the real
press and that of the model must be the same. Thus the reduction ratio of length measure-
ment is/,, = 0.1892, vm — 11-35 mm, v0 = 60 mm, where vm is the thickness of the model's
plate and v0 is the thickness of the real object's plate. The reduction ratio of loading force
is Fv = 0.03359 (the total loading of the model is Fm - 34527 nN and loading of the object
Fo = 96 • 10s N).

The symmetry of loading was checked by four strain gauges placed on the arms (nr.
1, 5,9,19). Strain gauges (KYOWA KFC 2-C1-11 type with measuring base of 2 mm)
were cemented in the internal edges of the frame as it is shown on Fig. 1. The range of
loading was 0-45 MPa. Fig. 2 shows strain values obtained from strain gauge measure-
ment in range 0 - 30 MPa. Because of symmetry the values measured in the upper left
and in upper right corner transition are put onto the same diagram a- (Fig. 2).

Fig. 1. The scheme of the hydraulic press model and setting of the strain gauges
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Fig. 2. The strain values obtained from strain-gauges measurement

Experiment

There was used a cw He-Ne laser with output of 7 mW. The laser was mounted on
a tripod standing on the floor of workshop at distance of about 2 m from the object.
It illuminated the model from the opposite side to that beeing under strain-gauge measure-
ment. Using collimator with external lens of 100 mm diameter and set of two flat mirrors
a collimated plane wave was directed through the holographic plate normally to the surface
(Fig. 3).

• itfiifi
• •WWQ

spring / L
•' .object

Fig. 3. The set-up for recording the holograms

The light reflected back forms the signal beam and interfers with incident light [8].
The object was painted white with diffusely reflecting paint in order to allow a large varia-
tion of the angle of view at reconstruction.

The plateholder mounting to the object is shown schematically on Fig. 4. As it was
mentioned, the plateholder must be mounted kinematically to the object as it is shown
on Fig. 4. The fix clamping point (P2) is placed in the zero strain zone (dotted-dashed
line) to avoid noncharacteristic of object deformation-rigid body motion between plate
and the object. On Fig. 4a the balls are fixed on to the upper side of the object.

Explanation: ;.

18*
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A-A: the ball rest on a flat surface to slide freely in any horizontal direction.
B-B: the ball defines the position of the hologram holder
C-C: the ball rest in a slot in the form of a trench with triangular cross-section.
Two springs (R1,R2) press the pląteholder to the object.

The model of press was initially loaded by pressure of 10 MPa and pressure belonging
to the second exposure was 21 MPą.

Fig. 4. The plateholder mounting to the object

Reconstruction of the interferograms

Since the fringe pattern at reconstruction is not influenced by the reconstruction wa-
velength [1] the reconstruction of the interferograms is realized in collimated white light,
which incidents normally to the hologram plate.

The investigated interferogram point was placed in the middle of a circle table with
precise angle scale. Instead of varying observation directions, the whole circle table with
interferogram lying on it was rotated round the verical axe. The fringe patterns were

circle table

Fig. 5. The scheme of interferogram reconstruction
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viewed by TV camera (SONY DXC 1800 P-type) under (I angle normal to the surface
of the plate (Fig. 5). Because of very fast changing of fringe patterns during varying of
angle, the whole observation was recorded on Video taperecorder (SONY U-raatic, VO-5630
type) to precise reconstruction of fringe pattern variation.

Evaluation of the interferograms

Generally for evaluating displacement vector components there is a need for at least
three different fringe patterns associated with different sensitivity vectors. In this case
the fringe orders for each of investigated points were determined from twelve different
observation angles (y = 0°, 30°, ..., 330°) (Fig. 5) to get an overdetermined set of equa-
tions for increasing the accuracy of the measurement.

Fringe counting was carried out in following way: order of a fringe passing the investi-
gated point was chosen arbitrarily. Counterclockwise direction along tangent to given
point was chosen as positive. The fringe pattern moving in opposite direction decreased it.
The correctness of fringe counting was checked after rotating the interferogram about
360 degrees. In this case the fringe pattern formed a closed loop and it resulted in total
number of fringes adding up to zero.

As it is seen from Fig. 4 the points from 11 to 5 were evaluated in polar coordinates,
where:

u = uer+veg (1)

where u denotes plane displacement vector.
The plane strain components are:

•C«/J = y(Wa./J+%o) (2)

namely:

8u
e" ~ 8r '

Idv u
+

1 / 8u dv v
Br0 = 2

The points 4, 3, 2, 1 were evaluated in local rectangular Cartesian coordinates, for which

8u
Exx ~

dv

J_(8v_ du\
exy~Y\8x + dyj'

The strain measured by strain gauges corresponds to eM or £„ respectively.
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For evaluation of displacement vector components there was applied the „Fringe —
counting" method [4] described by equation:

(3)

where K is a matrix, which consists of differences of observation unit vectors, AH is a
fringe order vector consisting of fringe order differences, I denotes the wavelength of laser
source, L is a displacement vector.

The fringe order number was digitized with aid of drawing digitizer connected with
microcomputer. Thus, for fringe values differed from each other of half order there were
fitted smoothed cubic spline functions and the fringe orders in given points were inter-
polated. The fringe order evaluation of point x was evaluated in four neigbourhood points
of .Y: (X—1A, x—A, x+A, x+2/J). Ax, chosen experimentally, satisfied eq. Ax = 2.50 ram
on drawing digitizer. Since the photographs of each fringe pattern (y — 0°, 30°,..., 330°)
were magnified 2 times comparing with real model, the ratio 1/2 was applied. In case
of well defined fringe pattern the accuracy was better than 0.05 fringe order, in case of
complicated fringe pattern (change of sign, fringe pattern with low spatial frequency)
the accuracy was better than 0.1 fringe order.

The eq. 3 was solved by the least-square method [9]; in this way one can obtain displa-
cement vector components of five points lying in given interval in tangent direction. Next
these values of displacement vector components were fitted once more by smoothed cubic

spline functions. The derivative is equal ot component I ^ - 1 ; in Cartesian rectangular

coordinates it is equal to -y~. The second component of eso in polar coordinates I—

is to be evaluated directly from displacement vector field. Fig. 6 compares the in-plane
strains evaluated from interferogram and measured by strain — gauges.

Fig. 6. Comparison of the strain values obtained from strain-gauge and holographic measurement
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Comment to the results

The measurement with aid of strain gauges was realized, as it is seen on Fig. Is, on
front side of the press model and the holographic experiment was conduced on the opposite
side of the model. Thus, although the symmetry adjustment on each of four press arms
was controlled very carefully, the results of strain-gauge measurement and these of holo-
graphic evaluation must be assumed as beeing obtained not exactly upon the same experi-
mental basis. The precise regulation of the manometer presented difficulties. As the two
measurements were conduced not in the same time — the results were compared in relative
scale and the strain value of point nr 11 was taken as minus unity (because of negative
strain value). r

Conclusions

The comparison of results presented on Fig. 6 shows great similarity for values of both
kinds of strain. Reflection holography in the way presented in this paper is time-cons-
uming method, but its great advantages are simplicity of recording and reconstruction
and non-destructive character of the method.
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P e 3 IO M e

AHAJIH3 flE<»OPMAII,HH B IIJIOCKOCTH METOflOM HHTEP<J>EPOMETPHH
B OTPA5KEHHOM CBETE

B pa6oTe npeflcraBJieHo Merofl KOJnmecKTBeHHLix uccjiefloBaHHH HecbopMaujiH npH noMomji ro -
-lorpaijHraecKoft mrrepijjepoMeTpHH B oipameHHOM cBeTe u HenocpeflCTBeHHoiw KpenneHHii rojiorpatbii-
lecKoft njiHTBi Ha HcnbiTBiBaeMoM o6i>eKTe. MexoA flenaeT BO3MO>KHBIM HccneAOBaHHe (bparaeirroB

KoHcrpvKUHii npH HcionoieiitiH BJIHHHHH nepeMemeHHJi nenoro
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Cocias aiinapaTypbi jyw co3flaiwa roJiorpaMM o^eHt HecJiosKHLiii, upoMe s ioro aiiaMjvrenbHo orpa-
TpeGoBaHHS Kacaroimiecii BHSpoH3OJiaiiHK cHcreMbi.

B npeflciaBJieinioM npnMcpe fled^opAiauim, onpeflCJieHW Ha ocnoBe BeKiopoB nepeiwemeKHii TO-
coraaciiLi c H3MepeHeMH meioflOM onopHLix

S t r e s z c z e n i e

ANALIZA ODKSZTAŁCEŃ W PŁASZCZYŹNIE PRZY UŻYCIU INTERFEROMETRU
W ŚWIETLE ODBITYM

W pracy zaprezentowano metodę ilościowych badań odkształcenia przy pomocy interferometrii
holograficznej w świetle odbitym z bezpośrednim mocowaniem płyty holograficznej na badanym obiekcie.
Metoda umożliwia badanie fragmentów dużych konstrukcji eliminując wpływ przemieszczenia obiektu
jako całości.

Zestaw aparatury do formowania hologramów jest bardzo prosty, a ponadto zostały znacznie ograni-
czone wymagnia odnośnie wibroizolacji układu. W przedstawionym przykładzie, odkształcenia wyzna-
czone na podstawie wektorów przemieszczeń punktów są zgodne z mierzonymi metodą tensometrów
oporowych.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku
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MODEL AERODYNAMICZNY I OPIS MATEMATYCZNY
RUCHU WYDŁUŻONEGO POCISKU CIĘŻKIEGO*

JÓZEF GACEK (WARSZAWA)

Wojskowa Akademia Techniczna

1. Wprowadzenie

Przedmiotem pracy jest analiza warunków i specyfiki lotu nie kierowanych wydłużonych
pocisków ciężkich na odcinku toru, odpowiadającym odległości strzału bezwzględnego,
charakterystycznego dla strzelania lufowej artylerii przeciwpancernej. Pod pojęciem
pocisku wydłużonego rozumie się tu taki rodzaj pocisku, którego długość jest wielokrotnie
większa od jego średnicy (kalibru), co automatycznie wyklucza możliwość zastosowania
stabilizacji obrotowej. Jest to zatem pocisk stabilizowany brzechwowo, pod względem
kształtu zewnętrznego przypominający typowy pocisk rakietowy (rys. 1). Równocześnie

2 AA

Rys. 1. Wydłużony pocisk ciężki. 1 —• brzechwa, 2 — smugacz, 3 — element łączący, 4 — pierścień wiodący
5 —płaszcz, 6 — pierścień prowadzący, 7 — rdzeń

jest to pocisk ciężki, co oznacza praktycznie, że- charakteryzuje się on dużym stosunkiem
masy do objętości. Pod tym względem jest on bardziej zbliżony do niektórych pocisków
wystrzeliwanych z broni lufowej, natomiast różni się zasadniczo od stosunkowo lekkich
(w podanym sensie) pocisków rakietowych, których znaczną część objętości zajmuje
paliwo o niezbyt dużej gęstości oraz wolna przestrzeń wypełniona powietrzem. Te i inne
jeszcze czynniki wskazują, że rozpatrywany rodzaj pocisków z punktu widzenia balistyki
zewnętrznej zajmuje miejsce pośrednie pomiędzy typowymi pociskami lufowymi (arty-
leryjskimi czy strzeleckimi) i rakietowymi.

W dostępnej literaturze brak jest jakichkolwiek informacji na temat specyfiki lotu
na torze, charakterystyk aerodynamicznych, wrażliwości na różnego rodzaju zakłócenia

ł ) Praca przedstawiona na I Ogólnopolskiej Konferencji „Mechanika w Lotnictwie" — Warszawa
19.1.1984 r. . : .
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itp., czyli ogólnie problemów balistyki zewnętrznej tego rodzaju pocisków, bezpośrednio
związanych z celnością strzelania, prędkością uderzenia, czyli czynnikami warunkującymi
szeroko rozumianą skuteczność działania.

Biorąc powyższe pod uwagę, podjęto próbę kompleksowego rozwiązania tzw. problemu
głównego balistyki zewnętrznej nowego rodzaju pocisków przeciwpancernych i przeprowa-
dzenia na tej podstawie analizy specyfiki ich lotu pod kątem potrzeb aplikacyjnych.

2. Model aerodynamiczny pocisku

Pod pojęciem modelu aerodynamicznego rozumie się tu myślowo zbudowany układ
materialny, który w określonym stopniu pod względem własności odpowiada układowi
rzeczywistemu. Wykorzystuje się następujące charakterystyki modelu aerodynamicznego
pocisku: ,

a) Charakterystyki geometryczne, czyli wielkości fizyczne charakteryzujące bztah;
i wymiary zewnętrzne pocisku (rys. 2). . , . :. •

b) Charakterystyki masowe — wielkości charakteryzujące rozkład masy pocisku (rys. 3).
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Rys. 2. Wybrane charakterystyki geometryczne pocisku

,J
Rys. 3. Wielkości charakteryzujące rozkład masy pocisku

c) Charakterystyki ośrodka ruchu — wielkości fizyczne charakteryzujące ośrodek ruchu
pocisku.

d) Parametry ruchu pocisku definiowane jako wielkości charakteryzujące ruch pocisku
względem układów odniesienia.

e) Parametry ruchu celu — charakteryzują ruch celu względem układów odniesienia.
f) Charakterystyki sił (siły i momenty działające na pocisk), czyli wielkości fizyczne

charakteryzujące wzajemne oddziaływanie pocisku i ośrodka.
Jako wielkości charakteryzujące wzajemne oddziaływanie pocisku i opływającego go
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powietrza przyjmuje się siły i momenty aerodynamiczne, mające istotny wpływ na własności
dynamiczne pocisku czyli:

— całkowita siła aerodynamiczna Ra będąca wypadkową sił ciśnienia i tarcia powstałych
podczas ruchu pocisku względem ośrodka; punktem przyłożenia tej siły jest środek parcia
pocisku,

— wektor główny sił aerodynamicznych R, przyłożony do środka masy pocisku,
kolinearny do wektora całkowitej siły aerodynamicznej i równy z nim co do modułu,

— główny moment sił aerodynamicznych Ma.
Zależności na całkowitą siłę aerodynamiczną R„ i główny moment sił aerodynamicznych

M„ przedstawia się zwykle w postaci:

4 M. = SL, (2.1)

gdzie: S, L — charakterystyczna powierzchnia oraz wymiar liniowy pocisku,
CR —: współczynnik całkowitej siły aerodynamicznej,
CM — współczynnik głównego momentu sił aerodynamicznych,
M — liczba Macha,
Re — liczba Reynoldsa

oraz
CR — CR (charakterystyki geometryczne, M, Re)
CM — CM (charakterystyki geometryczne, charakterystyki masowe, M, Re). (2.2)

Rozkładając wektor główny sił aerodynamicznych wg prędkościowego układu osi współ-
rzędnych, a główny moment sił aerodynamicznych wg układu osi współrzędnych zwią-
zanych (rys. 4) otrzymuje się:

— Xap — Cx

Y — Y —

S — siła oporu czołowego,

S — siła nośna,

S — siła boczna,

(2.3)

Rys. 4. Schemat działania na pocisk sił aerodynamicznych w prędkościowym OiX,y,?, i związanym ukła-
• dach osi współrzędnych
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SL —moment przechylający,

SbA~- moment odchylający,

Ms = M z p « mz •—- SbA — moment pochylający,
J

(2.4)

Współczynniki cx, cy, cz, mx, mv, ms są charakterystykami aerodynamicznymi pocisku
lub współczynnikami sił i momentów aerodynamicznych.

3. Układy osi współrzędnych i równania ruchu pocisku

Ruch przestrzenny pocisku opisuje się za pomocą równań różniczkowych odzwiercie-
dlających istotę fizycznego procesu lotu. Formułując w odpowiedni sposób założenia
upraszczające, w równaniach ruchu uwzględniono czynniki w istotny sposób wpływające
na tor lotu pocisku.

3.1. Stosowane układy osi współrzędnych. Ze względu na złożoność problemu już od po-
czątku jego postawienia pojawią się zagadnienie wyboru układu współrzędnych. Do opisu
ruchu pocisku wykorzystuje się (jako podstawowe) prawoskrętne układy współrzędnych
prostokątnych [1, 2, 3], mianowicie:

a) Ziemski układ osi współrzędnych (Ox0j0Zo)» którego początek pokrywa, się z punk-
tem startu pocisku; płaszczyzna Ox0y0 jest pionową płaszczyzną strzelania w chwili
wylotu (rys. 5).

Rys. 5. Wzajemne położenie związanego Otxyz
i ziemskiego Ox0y0z0 układów osi współrzędnych

Rys. 6. Wzajemne położenie ziemskiego O
i prędkośctowego OiXcyBza układów osi

' , . rzędnych
wspót-

b) Związany układ osi współrzędnych (Oj xyź), z początkiem pokrywającym się ze
środkiem masy pocisku. Oś Otx jest zgodna z osią wzdłużną pocisku i skierowana w stronę
jego wierzchołka. Płaszczyzna Oxxy jest pionową płaszczyzną symetrii pocisku (rys. 7).

c) Prędkościowy układ osi współrzędnych (P^y^,), którego początek pokrywa si?
ze środkiem masy pocisku. Oś Okxa jest zgodna z kierunkiem wektora prędkości Vśrodka
masy pocisku. Oś C>jjB leży w pionowej płaszczyźnie symetrii pocisku (rys. 6). • •

d) Układ osi współrzędnych Otxy^zv. Początek układifpokrywa się ze środkiem masy
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pocisku. Oś OiX pokrywa się z osią wzdhiżną pocisku. Płaszczyzna Otxyp jest płaszczyzną
pionową przechodzącą przez oś wzdłużną pocisku (rys. 8).

e) Układ osi współrzędnych O1xuy„i>zl,ii, którego początek pokrywa się ze środkiem masy
pocisku. Oś OLxa jest zgodna z kierunkiem wektora prędkości środka masy. Płaszczyzna

Rys. 7. Wzajemne położenie związanego
i prędkościowego Olx,y,z„ układów osi współ-

rzędnych

Zap

Rys. 8. Układy osi współrzędnych Oixfy,z,
i Oix,y,pz,t

O, xaya jest płaszczyzną pionową przechodzącą przez wektor prędkości środkamasy (rys. 8).
Stosowane w literaturze przedmiotu (np. [1]) opisy matematyczne ruchu obiektów

latających stwarzają dużo trudności w przypadku analizy przestrzennego ruchu pocisków
obracających się w czasie lotu wokół osi podłużnej. Występujące bowiem w równaniach
ruchu zmienne y, ya, a, p (szczególnie dwie pierwsze) powodują silną nieliniowość równań,
wymagającą stosowania małego kroku całkowania w przypadku stosowania metod nume-
rycznych. Ponadto podczas analizy ruchu pocisku często zakłada się, że czynniki ruchu
bocznego fi, y), y>„, y, ytt,mx,coy, z0 są zerowe, co jest jednoznaczne z założeniem, że nie
występują istotne sprzężenia między czynnikami ruchu podłużnego i bocznego. Może to
być przyczyną znacznych błędów podczas analizy ruchu pocisków wirujących. Aby uniknąć
powyższych niedogodności, dynamiczne równania ruchu dookoła środka masy zapisano
w układzie współrzędnych Oixypz„, co doprowadziło dp wyeliminowania z opisu matema-
tycznego zmiennych y,yo a. i /9. . ,

3.2. Podstawowe równania mchu pocisku. Zapisując dynamiczne równania ruchu środka
masy w układzie współrzędnych Qxayttf za , a dynamiczne równania ruchu dookoła środka
masy w układzie Oxypzp oraz określając związki kinematyczne i geometryczne między tymi
układami, formułuje się następujący układ równań, stanowiący model matematyczny
przestrzennego ruchu pocisku: :

' :. .••;•"••: dV . \1 „ > T - - . . /. . 1

dt

- (Y

m

dt
V P -

(3-1)
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"2F
+ (Af £•/?, • a +

Ixpo)xa>sp],

7
(Ot

(3.2)

dt

> dt

dz0

dt

dy) a>yi>

~dt ' " cost? '

dt tó=("

dy _
dt ' x XJ"

—• ^ ' c 1 fl 'i*?'

.; C 0 S ' " S 1 1

(3.3)

(3.4)

•sin/?,

Ukiad równań (3.1-^3.5) można stosować do określenia parametrów lotu pocisku, w przy-
padku gdy nie zachodzi konieczność uwzględnienia wpływu wiatru na: ruch badanego
obiektu. ' ' " • • •"••'': : ''»•'• •

3.3. Równania ruchu pocisku z uwzględnieniem wiatru. Oddziaływanie wiatru na poruszający
się w ośrodku pocisk uzewnętrznia się w postaci zmiany kierunku oraz modułu składowych
sił i momentów aerodynamicznych. Aby uwzględnić w układzie równań'(3.1 -^3.5)^ wpływ
wiatru należy wyznaczyć położenie wektora prędkości pocisku względem osi ziemskiego
układu współrzędnych. W tym celu wprowadza się kąty yiayf i # o w , będące odpowiednio
kątami odchylenia i pochylenia wektora prędkości względnej V„, wyznaczając je za pomocą
następujących zależności:

1?

F w =

(3.6)
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gdzie y — prędkość pocisku,
Px„> ^ft" VH ~ odpowiednio składowe prędkości wiatru na osie ziemskiego układu

współrzędnych,
dx0 ...

xn = -—--; itd.0 dt
Uwzględniając powyższe, prawe strony równań dynamicznych ruchu środka masy pocisku
(3.1) oraz ruchu dookoła środka masy (3.2) przyjmą postać:

+ Yaw [sin # a cos &aw - cos &a si

w + s i n ^„sin !?fl),,
—fUw) ~ <JCOS &„

J£ M„ =

(3.8)

*EIP+Ixpcoxwyp -I„(oypwxp.
W celu wyznaczenia kątów a,,,,, (lpw, ypw określających wzajemne położenie przepływowego
układu osi współrzędnych względem układu O^xypZf należy w równaniach (3.5) opisują-
cych wzajemne położenie układów Ox0y0z0 i Oxxttyaz„ przyjąć:

(3.9) , ; i ^ = ^,v; % = vw

Otrzymany w ten sposób opis matematyczny ruchu zawiera m.in. zależności zawierające
związki między składnikami kryterium jakości a wielkościami charakteryzującymi bez-
pośrednio konstrukcję pocisku i ośrodek jego ruchu. Powyższe układy równań dla odpo-
wiednich warunków początkowych wykorzystano do przeprowadzenia analizy numerycz-
nej wpływu różnorodnych zakłóceń na parametry lotu badanego rodzaju pocisku w zakresie
odległości strzału bezwzględnego Xb i prędkości lotu 1,5 < M « 6, uwzględniając przy
tym orgraniczenia wynikające z balistyki wewnętrznej, zewnętrznej i końcowej.

Zakłócenia traktowano jako losowe lub zdeterminowane odchylenia od wartości
nominalnych wielkości fizycznych charakteryzujących konstrukcję pocisku i ośrodek
ruchu w istotny sposób wpływających na ruch obiektu latającego.
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Otrzymane w wyniku analizy wnioski potwierdzają specyficzne własności dynamiczne
wydłużonych pocisków ciężkich, odróżniając je od innych rodzajów obiektów latających.

4. Wnioski kolkowe

W wyniku przeprowadzonych badań symulacyjnych na EMC uzyskano szereg wniosków
jakościowych i ilościowych w odniesieniu do zależności parametrów ruchu pocisku od
zakłóceń charakteryzujących specyfikę jego konstrukcji i ośrodek ruchu. Do wniosków
tych można m.in. zaliczyć następujące spostrzeżenia:

1) Wielkościami wpływającymi w istotny sposób na lot badanego pocisku są: tempera-
tura ośrodka, masa pocisku, parametry charakteryzujące kształt i ustawienie stabilizatorów,
kaliber oraz prędkość i kierunek wiatru.

2) Wydłużone pociski ciężkie mają wiele zalet w porównaniu z rakietami czy klasycz-
nymi artyleryjskimi pociskami przeciwpancernymi.

Potwierdza to przykładowe (dla Xb - 2400 m) zestawienie charakterystycznych włas-
ności balistycznych ww pocisków:

Charakterystyczna własność
balistyczna

Spadek prędkości na torze w %

Przebijalność (mm) przy kącie
uderzenia 90°

Czas lotu (s)

Wydłużony
pocisk ciężki

20

420

1,5

Odległość strzału bezwzględnego (m)
dla yc = 3 m

Parametr

- (Ą w (mm))

2500

2700

Kąt upadku (rad)

Uchylenie U, (m)

Wierzchołkowa toru Y (m)

0,005

0,8

Pocisk rakietowy
nie kierowany

40

85

Klasyczny
przeciwpancerny

pocisk uderzeniowy

25-60

.3,3 '

1300

250

0,1

40

10

70 -125

3,7-5

1100-1150

60-200

0,03-0,05 •

5-30

do 25

3) Opracowany model pocisku może być wykorzystany w pracach konstrukcyjnych
i modernizacyjnych, w tym również z zastosowaniem zautomatyzowanych metod opty-
malizacyjnych. : •.;••'• ••, ; , .

4) Szczególnym zastosowaniem modelu może być jego wykorzystanie w opracowaniu
tabel strzelniczych nowych konstrukcji pocisków oraz w modernizacji metod przygoto-
wania danych do strzelania. . . , • •
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CnED;H4>PIKA nOJIETA CO CBEPX3ByKOBOfl CKOPOCTŁK) yflJIHHEHHOrO
JIETATEJlbHOrO OBtEKTA

B paSoie (popiwynHpyeToi e|)H3iMecKaH Moflejib u MaTeiwaTimecKoe oniicaiine Bpamaiomerocn JIC-
o&bCKTaj xapai<TepH3yK«nerocłi 6OJIŁIIIHM OTHOCHTCJIŁHMM yfljniHeHHCM II GOJIHIIHAI Harpy-

nonepeinoro cetieHHH, «BH>KymerocH co CKopocTBio OTBeMaiomeH 1,5 ^ M ^ 6. CooTBctcrBy-
noflSop CHCTeiw oTciera a a w B03MO)KHocTb yweHEiueiniH ereneim HemmeftuocTH ypaBiieinm,

npocTpaHCTBeHHoe flBJKKeiHie B aiMocd^epe cneun^HtiecKoro, B Miionre onioiueiowx,
oSiiemta, Kałami HBJweTCH yftJiHHeHHMH nofli<anH6epHbifi 6pone5oHHLiii aiapHfl. IlpiiiweHCirae pa3-
paCoTamioro Maiei«aTH«ecKoro onncamia «nn>i(CHHH «aeT BO3MO>KHOCTI. nony«nrrb peayjmTaTŁi naiouoic
itenocpeflCTBeHHo HH^HJpiwaî HH o6 OCHOEHLIX <J)aKTopax TpaeKToprai HOBoro Tima aiapsfloB c xapaicrc-

pacceHBaHHH (MCTKOCTH)

S u m m a r y

CHARACTERISTIC EEATURES OF fflGH SUPERSONIC VELOCTIY FLIGHT
OF AN ELONGATED HEAVY MISSILE

A physical model and mathematical description of whirling elongated flying object with a high relative
elongation and a high cross-section load, moving with supersonic velocity (1,5 ^ M ^ 6) has been for-
mulated. A mathematical model of the spatial motion in athmosphere of this, in many respects specific,
object — (elongated sabot armour — pierced shell), has been derived.

As a result of suitable choice of the reference system we were able to reduce the degree of non-linearity.
The applications of the mathematical model of the motion enable us to obtain the direct information

on the main features of the trajectory and its characteristics.

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 kwietnia 1985 roku

19 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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Dla samolotu sztywnego zbudowano model matematyczny umożliwiający numeryczną
symulację ruchu samolotu w korkociągu. Przyjęto, źe zmiany wychyleń powierzchni
sterowych wpływają tylko na wartości sił i momentów aerodynamicznych działających
na samolot w locie. Model uwzględniał sterowanie samolotem poprzez zmiany wychyleń
lotek, steru wysokości i kierunku oraz zmiany ciągu i obrotów silnika. Według założonego
programu lotu zamodelowano reakcje pilota sterującego samolotem w korkociągu. Za-
prezentowano wyniki numerycznej symulacji ruchu samolotu TS-11 „Iskra" począwszy
od przeciągnięcia statycznego, poprzez fazę wejścia w korkociąg i fazę korkociągu roz-
winiętego, do wyprowadzenia z korkociągu.

1. Wstęp

Przedstawiono model matematyczny umożliwiający cyfrową symulację sterowanego
ruchu samolotu w korkociągu. Samolot traktowano jako sztywny obiekt latający o sześciu
stopniach swobody, ze sztywnymi układami sterowania. Przyjęto, że zmiany wychyleń
sterów wpływają jedynie na wartości' sił i momentów aerodynamicznych działających
na samolot w locie.

Różniczkowe równania ruchu samolotu, wyprowadzone w układzie związanym z samo-
lotem, uzupełniono związkami kinematycznymi zmian położenia środka masy samolotu
i jego konfiguracji w przestrzeni. Uwzględniono również zmianę gęstości powietrza
w funkcji wysokości lotu.

Sterowanie samolotem zamodelowano przy pomocy zmian wychyleń lotek, sterów
wysokości i kierunku oraz zmian ciągu i obrotów silnika. Chwilowe wartości parametrów
sterowania uzależniono od,cza'su oraz od stanu lotu samolotu. W tym ostatnim przypadku

ł ) Praca przedstawiona na I Ogólnopolskiej Konferencji Mechanika w Lotnictwie Warszawa
19.1.1984 r. • ' . < ' '



644 W. BLAJER, J. MARYNIAK

zamodelowano reakcje pilota podczas wprowadzania i wyprowadzania samolotu z korko-
ciągu.

Model przetestowano dla przypadku samolotu TS-łl „Iskra" według własnych pro-
gramów napisanych w języku FORTRAN. Wyniki obliczeń przedstawiono w postaci
wykresów zmian podstawowych parametrów ruchu samolotu w funkcji czasu. Zaprezen-
towano wyniki symulacji ruchu samolotu od przeciągnięcia statycznego, w fazie wejścia
w korkociąg i w korkociągu rozwiniętym, do wyprowadzenia z korkociągu.

Rys. 1. Przyjęte układy odniesienia (układ inercjalny Oixxysz, związany z ziemią, Oxty,z, — ruchomy
układ równoległy do inercjalnego, Oxyz—układ własny), współrzędne kątowe (kąty: tf> — przechylenia,

0 — pochylenia, W—odchylenia), prędkości liniowe i kątowe w układzie własnym Oxyz

2. Modę] matematyczny ruchu samolotu w korkociągu

Dynamiczne równania ruchu samolotu wyprowadzono w układzie własnym Oxyz
[1,2,3, 4, 5, 6], przy założeniu, że jest to układ centralny oraz że płaszczyzna Oxz jest

płaszczyzną symetrii samolotu. Równania te uzupełniono związkami kinematycznymi
uzależniającymi prędkości uogólnione samolotu xlt y1, zt, &, 6, W od quasi-prędkości
U, V, W, P, Q, R [1,2, 5, 6]. Całki prędkości uogólnionych, współrzędne uogólnione
xl!yu zlt9.,9, W wyznaczają jednoznacznie położenie środka masy samolotu oraz jego
konfigurację w przestrzeni. Pełny układ równań do całkowania numerycznego przyjęto
w postaci:

mU^ Xa+Tcos6-mgsmO+m(VR- WQ), (1)

mV = Ya+mgcos6sm0-m(.UR- WP), (2)

mW= Ztl-Tsmd+mgcosOcos&+m(UQ-VP), (3)

JXP~JXSR = Le~ JoQo)sm d+JxzPQ- (Jz-Jy)QR, (4)
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Xi = Łfcos0cosy+F(sin<3Psin0cosy-cos<Ż>siny)+
+ fF(cos0sinecosy+sin<Ssiny),

yt — Ucos 6 siny+F(sin(P sin 6 siny+cos 0cosy)+

JyQ = Ma+Te+J0w(Rcosd+Psm $)-Jxz(P2-R2)+(Jz-Jx)PR, (5)
J2R-JXZP m Na-JQQoiCosd-JxzQR-(Jy-Jx)PQ, (6)

* = P+(j2sin0+J?cos*)tge, (7)

6 m g c o s 0 - £ s i n # , (8)

^ ^ (9)

(10)

(11)

(12)

gdzie: m — masa samolotu, Xa, Ya,Za — siły aerodynamiczne: podłużna, boczna i pio-
nowa, La, M„, Na — momenty aerodynamiczne: przechylający, pochylający i odchylający,
g — przyspieszenie ziemskie, T—ciąg silnika, Jo — moment bezwładności części wiru-
jących silnika, ó — kąt działania linii ciągu względem osi Ox w płaszczyźnie Oxz, to —
prędkość kątowa obrotów zespołu turbina-sprężarka silnika, e — odległość linii działania
ciągu od środka masy, / s , / y , / i , JXx — momenty bezwładności i dewiacyjny samolotu
w układzie Oxyz.

Dodatkowo uwzględniono zmianę gęstości powietrza w funkcji wysokości lotu. Przyjęto
następującą zależność:

gdzie: QQ — gęstość powietrza na wysokości i? = 0
od której liczone jest zx(H0 oraz Zi w metrach).

4,256

Ho — początkowa wysokość lotu,

Rys. 2. Siły i momenty działające na samolot, współrzędne w układzie własnym Oxyz: X,Y,Z — siły
wzdłużna, boczna i pionowa, L, M, N— momenty przechylający, pochylający i odchylający
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Występujące w równaniach (1 + 6) siły i momenty aerodynamiczne Xa, Y*, Zu, La, M„,
Na wyznaczono w zależności od aktualnych parametrów lotu U, V, W, P, Q, R, aktualnych
wartości wychyleń sterów dL, dH, óv oraz aktualnej wysokości lotu, czyli od aktualnej
gęstości powietrza. Przyjęta metoda, opisana bliżej w pracy [1], polegała na sumowaniu
oddziaływań aerodynamicznych od poszczególnych części samolotu, to jest od usterzeń
pionowego i poziomego, kadłuba i skrzydła podzielonego na N = 20 pasków, odniesionych
do środka masy samolotu. Lokalne oddziaływania aerodynamiczne liczono przy uwzględ-
nieniu lokalnych warunków opływu danej części. Opierając się głównie na pracy [4],
uwzględniono też szacunkowo wpływ poszczególnych części samolotu na siebie. Opisana
metoda pozwoliła na przybliżone uwzględnienie wpływu prędkości kątowych samolotu
na wartości sił i momentów aerodynamicznych.

Model sterowania samolotem uwzględniał możliwość zmian wychyleń lotek dL, steru
wysokości dIt i kierunku dv, ciągu T \ obrotów co silnika. Sposób sterowania samolotem
podczas manewrów wprowadzenia i wyprowadzenia z korkociągu przyjęto zgodnie z ogól-
nie przyjętymi instrukcjami pilotażu, zawartymi między innymi w pracy [7].

ciąg biegu jatowego

• S H , 6 V

przeciągnięcie wprowadzenie
statyczne w korkociqg

wypraw, wyprowadzanie
2 kork. z lotu nurkowego

Rys. 3. Zamodelowane manewrny wprowadzenia i wyprowadzenia samolotu z korkociągu

Manewr wprowadzenia w korkociąg poprzedzony został przeciągnięciem statycznym.
W tej fazie lotu ciąg silnika zredukowany został do ciągu biegu jałowego, a następnie
w miarę wytracania prędkości, samolot utrzymywany był w locie prostym poziomym
poprzez stopniowy wzrost wychylenia steru wysokości. Po przekroczeniu krytycznego
kąta natarcia na płatach, następowały typowe manewry sterem kierunku i wysokości.

Manewr wyprowadzenia z korkociągu polegał na pełnym przeciwnym wychyleniu
steru kierunku w celu zatrzymania obrotu samolotu oraz jednoczesnym „oddaniu drążka
sterowego", czyli zmniejszeniu wychylenia steru wysokości. Po zatrzymaniu wirowania
samolotu ster kierunku wycofywany jest do położenia neutralnego i rozpoczyna się faza
lotu nurkowego. Wyprowadzenie z lotu nurkowego polega na stopniowym wzroście
wychylenia steru wysokości.

W przyjętym modelu sterowania nie przewidziano manewrów lotkami w żadnej z faz
korkociągu. Podobnie nie zamodelowano wzrostu ciągu silnika przy wyprowadzeniu
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z korkociągu. Zbudowany model matematyczny dopuszcza jednak każdy inny model
sterowania w zakresie zmian f5Ł, dH, dv, T,co.

Model sterowania ingeruje w równania ruchu samolotu (ł-f-6), pośrednio wpływając
poprzez wartości dL, 6H, 6r na wielkości sił i momentów aerodynamicznych oraz bez-
pośrednio poprzez wartości Tito. Aktualne wartości parametrów sterowania zmieniają się
w funkcji czasu oraz w zależności od stanu lotu. Ta ostatnia zależność oznacza, że zamo-
delowano reakcje pilota na aktualny stan lotu. Podczas przeciągnięcia statycznego jest to
zwiększanie wychylenia steru wysokości dla podtrzymania lotu prostego- poziomego,
następnie reakcja na przekroczenie krytycznego kąta natarcia na płatach, co zapoczątko-
wuje manewry wprowadzenia w korkociąg. Zamodelowano też reakcję na zaprzestanie
wirowania samolotu podczas wyprowadzania z korkociągu oraz rozpoczęcie wyprowa-
dzania samolotu z lotu nurkowego.
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Uwzględniając powyższe uwagi oraz fakt, że gęstość powietrze Q jest funkcją zależną
od zls otrzymujemy równania (l-rl2), które są więc równaniami w postaci wektorowej:

X=F(X,0. (14)

gdzie: X = col[U, V, W,P,Q,R,0,0, W,xx,yt,z,] — wektor stanu, F — wektor pra-
wych stron, t — czas.

3. Przykład obliczeniowy

Obliczenia przykładowe, prezentujące możliwości zbudowanego modelu, przeprowa-
dzono dla samolotu TS-11 „Iskra", wykorzystując zbiór własnych programów napisanych
w języku FORTRAN.

Symulując ruch samolotu w korkociągu postawiono sobie następujące zadania: wpro-
wadzenie w korkociąg z przeciągnięcia statycznego, do którego stanem lotu początkowego
jest lot prosty, poziomy, ustalony na wysokości # = 1 5 0 0 m. Po przekroczeniu krytycz-
nego kąta natarcia na płatach zamodelowano manewry sterami wysokości i kierunku
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wprowadzające samolot w korkociąg. Po wejściu samolotu w korkociąg postawiono wymóg
wykonania dwóch zwitek korkociągu rozwiniętego (dwa pełne obroty odchylające —
zmiany kąta yi). Następnie zaprogramowano manewry wyprowadzenia samolotu z korko-
ciągu (przeciwne wychylenie steru kierunku i zmniejszenie wychylenia steru wysokości,
a po zaprzestaniu wirowania samolotu, powrót steru kierunku do położenia neutralnego)
i manewry wyprowadzenia z lotu nurkowego. Przebiegi podstawowych parametrów lotu
samolotu w funkcji czasu, na tle zmian parametrów sterowania, prezentuje rys. 4.
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A4ATEMATIWECKOE MQUJBJIHPOBAHHE yiTPABJWEMOrO CAMOJIETA
BO BPEMJI HITOnOPA

cassoJier npHHJiTO KSK jKeciKyio MexamrqecKyio CHCreMy c IIKCTŁIO creueKHMn CBO-
. IlpHHJiTo, m o oTKnoHemie pyjieB BJIHHCT TOJIŁKO Ha H3MeHeHHe aapowmaMimceiaix CHJI H aspo-

MOMCHTOB AeftcTByioiUHX Ha caMoneT BO BpeMH noneTa. ypaBHeHHH pjsametmsi BMBe-
fleHo npHHHiwaH ypaBHCHna BojifcHAiaima-raMejiH B KBa3H-KoopflHHaTax CHweMbi CBH3aHHoii c caiwonexoM.
IIpnMepHOj Cflejiano BŁi^HCJieinw nnn caMonera icnacca TS — 11 „ I s k r a "

S u m m a r y

MATHEMATICAL MODELLING OF AIRCRAFT CONTROLLED
MOTION IN SPIN

For a rigid plane, a mathematical model for computer digital simulation of airplane motion in spin
is presented. Deflections of control surfaces have been assumed to have an influence only on aerodynamic
forces and moments acting on the plane in flight. The model have considered aircraft controlling by changes
of ailerons, horizontal and vertical tails, jet thrust and angular velocity of jet rotation. Accordingly to
a programmed flight mode, reactions of the pilot controlling an aircraft in spin have been modelled. Test
results of digital computer simulation carried out for TS-11 „Iskra" aircraft motion in spin entry, developed
spin and spin departure are presented.

Praca została złożona w Redakcji dnia 25 gri.dnia 1984 roku
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STATECZNOŚĆ SPIRALNA SAMOLOTU W RUCHU PRZESTRZENNYM
Z UWZGLĘDNIENIEM EFEKTÓW ELEMENTÓW WIRUJĄCYCH ZESPOŁU

NAPĘDOWEGO*

JERZY MARYNIAK, WITOLD MOLICKJ (WARSZAWA)

1TLIMS Politechnika Warszawska

1, Wyprowadzenie równań mchu samolotu

Ruch samolotu w przestrzeni opisano stosując następujące układy odniesienia (rys. 1):
OXYZ •— układ „samolotowy" sztywno związany z poruszającym się samolotem,

OXaYaZa — układ „prędkościowy" związany z kierunkiem przepływu,
OXgYgZg — układ grawitacyjny związany z poruszającym się samolotem równoległy

do układu OX^YxZy.
OX\ Yt Z, — nieruchomy układ grawitacyjny związany z ziemią.

Dodatkowo wprowadzono układ współrzędnych CXrYrZr związany z silnikiem. Początek
C układu umieszczony jest w środku masy zespołu turbina — sprężarka, oś X, skierowana

Rys. 1.

ł ) Praca przedstawiona na I Ogólnopolskiej Konferencji. Mechanika wLotniciwk. Warszawa I9.T.1984.
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jest wzdłuż osi obrotu zespołu ku przodowi płatowca, oś Zr leży w płaszczyźnie symetrii
samolotu i jest skierowana ku spodowi płatowca, zaś oś Yr tworzy z dwoma poprzednimi
prawoskrętny układ kartezjański (rys. 2). Przyjęto, że środek masy zespołu turbina-sprę-
żarka leży w odległości xr od początku układu OXYZ, a oś X, tworzy z osią X kąt <pr.
Dla tak przyjętych układów współrzędnych macierz prędkości kątowej Sl silnika w układzie
OXYZ ma postać:

SI = colfP+ctvcoscv, Q, jR-carsinf/)r], (i)

Rys. 2.

gdzie: <ar— prędkość kątowa zespołu wirującego w układzie CXrYrZr,
P,Q,R — prędkości kątowe samolotu w układzie OXYZ.

Macierz prędkości liniowych środka masy zespołu wirującego w układzie OXYZ ma
postać:

V = col[U, V-Rxr, W+Qxr], (2)
gdzie: U, V, W—prędkości środka masy samolotu w układzie OXYZ. Samolot potrakto-
wano jako ciało o siedmiu stopniach swobody, bez uwzględniania drgań powierzchni
sterowych. Jako siódmy stopień swobody przyjęto ruch obrotowy zespołu turbina-sprężarka
wokół własnej osi.

Dynamiczne równania ruchu samolotu w przestrzeni wyprowadzono stosując równania
Boltzmana-Hamela [2, 3]

d l8T*\ 8T* V V " - 8T*
At \ 8co(t) Z J Z J 80,. -«„ = (3)

gdzie: T* — energia kinetyczna układu wyrażona w quasi-współrzędnych i quasi-pręd-
kościach,

Van — trójwskaźnikowe symbole Boltzmanna,
Q* — siły uogólnione wyrażone w quasi-współrzędnych i ąuasi-prędkościach.

Jako współrzędne uogólnione przyjęto:
tfi — ^i) Iz — vx, ?3 = zi — odległości środka masy samolotu od początku układu

współrzędnych OXxY^Z^,
qx ~ $, qs - 6, q6 = V/ — kąty przechylenia, pochylenia i odchylenia samolotu

mierzone od nieruchomego układu współrzędnych związanego z samolotem OX^Z,
do ruchomego sztywno związanego z samolotem układu OXYZ,

9i = 9V — kąt obrotu zespołu wirującego turbina-sprężarka.
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Przyjmując zależności (1 - 3) otrzymano [7] równania ruchu samolotu w locie prze-
strzennym uwzględniające oddziaływania elementów wirujących zespołu napędowego:

Um+QWm-RVm+R2mrxr+Q2mrxr = X*; (a)

Vm-Rmrxr-(PW-RU)m-PQmrxr = Y*; (b)
Wm+Qmrxr-(QU-PV)m-PRmTxr~ Z*; (c)

h s+h J*P(cos

-J„co$2<pr-J„sin2(pr+mrx?)-PQ[Jx:+(Jxr-J„)sin(prcos(pr] +

+PRJxy+2" 30" Jw(sin3?>r+cos2c?r sin (pr) ~ L*; (d)

Q(Jy+Jyr+2mrx
2)+

+ (Jx, ~Jzr) sin cv cos <pr]+PQJyz—RQJxy—PR [Jx ~Jx-JXr(cos2f, +
- sin3*?,) - Jzr(sin2(pr - cos2q>r)+mrx

2]+(PF- g (7) mr xr+

J i ^ + i t f J + Pj{ Jxr(sin<Pr+cos<prsm<pr) = M*; (e)

(4)
^(/ ,+J z r cosz<p,+Jxr sin29?r+mrxr) -P[JXI+(Jxr-Jzr) sin c>rcos <pr]+

- Q-'yz - Vmtxr - h ~ Jx,($in3<pr+cos2c»r sin <pr)+(Q2 -

-PQ(Jx-Jy+J„cos2(Pr+I„sin2(pr-Jyt-2mrx
2)+QR[Jxz+

+ (JXr-Tir)sin<pfcos<pr]~PRJyz+(PW-UR)mrxt+

- Qn -^J„(cos3ipr+sin2c3rcos tpr) = # * ; (0

/i J„(sin2yr+cos2c>r)
2 - i?J„(sin cpr+cos2pr sin y,)+

+PJ„(cos39Jr+sin29'rcosc'l.) = n*; (g)

Dodatkowo uwzględniono:
— związki kinematyczne prędkości liniowych

+w(cos(^sin0 cos y>+sin <̂> sin y>),

I7cos0sinv+F(sin0sinOsinv+cos^cosf)+ (5)

+ w(cos <j) sin 6 sin y> - sin ̂  cos y>),

— związki kinematyczne prędkości kątowych

0 =
fl =



654 J. MARYNIAK, W. MOLICKI

— zmianę kąta natarcia a, kąta ślizgu /?j prędkości liniowej samolotu vc, oraz gęstości
powietrza Q: ,. .; ,.•••• :

^ J L * 2 + W2;a = ; /?•= arcsinJL; V* =

o = eoCl+Zj/44300)4-256 dla: 7 t = -
Prawe strony równań (4) określono następująco [4, 5]

y* — A B W

X
Y
Z

~L* '
M*
iV*.

— -<4,BW

"L "
M nJxr

(8)

gdzie Z, y, Z, L, M,N-~- oznaczają siły i momenty działające na samolot. Wyrażenia
te wyprowadzone w układzie „prędkościowym" mają postać [8]:

X - -Px+Pscos(<pr+<x)—(PxH+Px0)cos'e-P~nsins-Ps,tts'm(fl0 + Ó)coss-mgsinO,

Z = - Pz- Pssin(<pr + oć)~ PzHcos e + (Px„ + Pxv)sin & + mg cos6 cos <j>,

L = L/ll>+LaL+Lv + Lr+LQ+Lri • - • . ^

M = MblI-P^X^H+P^ZAH+Pxvsm(^- F)ZAV+MQ+MT,

N = NSv+Nv+Nr+NQ+Nr,

ABW — oznacza macierz transformacji z układu „prędkościowego" do układu „samolo-
towego" i przedstawia się następująco: . •

cosoccos/? —cosasiii/5 — sin cci
siny? cos/T 0

sinacos/? — sin a sin /? cos a
r 2 — stała czasowa silnika turboodrzutowego a mająca postać; ,

T 2 = f(1.269-0,703 Ma)-(2,978-1,961 Ma)/ " A + (1,82 +

(10)

^ , OD

gdzie Qo — charakterystyka statyczna silnika Qo =/(«):

2 o = -57,1 + 387 — ^ = -

T0 — stała czasowa T0 =f(n), ,r

0,094-0,0196 (—~^\+0,106

. 1 + 0 , 2 ^

(12)

(13)

A . 7j —ciśnienie i temperatura powietrza na wysokości H nad poziomem morza,
Ma — liczba Macha dla danej prędkości i wysokości lotu.
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2. Badanie stateczności spiralnej samolotu w ruchu przestrzennym

Otrzymauy układ równań (4^7) zlinearyzowano stosując metodę małych zakłóceń
wokół położenia równowagi. Otrzymano układ trzynastu równań różniczkowych pierw-
szego rzędu. Układ ten poddano analizie modalnej w celu wnioskowania o jego stateczności.
Wyniki obliczeń numerycznych dla postaci ruchu nazywanego spiralą przedstawiono

i)4 69 B4 99 114 129 144 159 174 189 204 2i9 234 y

Rys. 3. ,

na rysunku 3 — zmiana współczynnika tłumienia £ w funkcji prędkości. Jako samolot testowy
do obliczeń przyjęto samolot TS-11 „ISKRA" wyposażony w silnik SO-3, ze względu
na dostęp do niezbędnych danych. Obliczenia wykonano w pełnym zakresie prędkości
lotu. oraz dla trzech wybranych wysokości lotu.

Uwzględnienie w modelu samolotu elementów wirujących zespołu napędowego w zde-
cydowany sposób zmieniło jakościowo i ilościowo rozwiązania równań ruchu przestrzen-
nego samolotu, wpływając na pogorszenie stateczności ruchu „spiralnego".
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technika Warszawska — skrypt (w druku).
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peiuemm fljin cnHpajiŁHoii ycToirTHBocni.

„ S u m m a r y

SPIRAL STABE.ITY OF AIRPLANE IN A SPACE MOTION
WITH THE EFFECT OF POWER UNIT SPIN ELEMENTS

In the paper, the problem of spiral stability in a space motion in presented. Dynamic model of an
airplane with power unit is proposed. Solution of the spiral „stability motions have been obtained by
means of a digital computer.
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NUMERYCZNE I ORGANIZACYJNE ASPEKTY OBLICZEŃ
STATECZNOŚCI SAMOLOTU*

ZDOBYSŁAW GORAJ (WARSZAWA)

I. Wstęp

Uzyskanie świadectwa typu (certyfikatu) dla statku powietrznego wymaga dowodu,
że wybrane własności statyczne i dynamiczne owego statku są zgodne z przepisami obo-
wiązującymi w danym kraju. Dowód zgodności może być przeprowadzony albo w próbach
naziemnych i w próbach w locie prototypu, albo łącznie w oparciu o próby i obliczenia
numeryczne. Ponieważ obliczenia numeryczne są zwykle dużo tańsze niż badania ekspery-
mentalne, a ponadto mogą być przeprowadzane już na etapie projektu wstępnego, więc
zwykle udział obliczeń w dowodzie zgodności z przepisami jest znaczny. Przyjrzyjmy się
przepisom w zakresie stateczności dynamicznej na przykładzie przepisów amerykańskich —
FAR-ów [1]. Odnośnie stateczności bocznej dla samolotów kategorii normalnej, użytkowej
i akrobacyjnej przepisy te mówią: „Wszelkie złożone wahania boczno-kierunkowe (holen-
drowanie) pojawiające się pomiędzy prędkością przeciągnięcia a maksymalną dopuszczalną
prędkością właściwą dla konfiguracji samolotu muszą być tłumione do 1/10 amplitudy
w 7 cyklach przy zasadniczych sterownicach puszczonych i trzymanych". Każdy statek
powietrzny jest przewidziany do użytkowania w kilku konfiguracjach masowych, w kilku
konfiguracjach aerodynamicznych, często z różnymi wersjami silnika. Ponadto sam lot
może się odbywać w różnych warunkach i mieć rozmaite fazy, jak np.: wznoszenie, lot
poziomy, zakręt, nurkowanie, lot z bocznym opływem. Zdarza się również często, że na
etapie projektu wstępnego rozważa się różne wersje geometryczne i masowe, takie jak różne
wydłużenia płata, różne konfiguracje płat-kadłub, różne wyważenia itp. Ze wszystkich
powyższych uwag wynika, że obliczenia muszą być tanie. Oznacza to, że zbiór danych
wejściowych powinien być minimalny, pole pamięci zarezerwowane przy egzekucji pro-
gramu powinno być jak najwęższe, same zaś obliczenia powinny być jak najszybsze, co
należy rozumieć, że liczba wykonywanych operacji powinna być zminimalizowana. W dal-
szym ciągu pracy nie będziemy zajmować się szczegółami dotyczącymi minimalizacji
danych wejściowych i minimalizacji pola pamięci. Wspomnimy tylko, że celowy jest po-

*• Fragmenty pracy by!y referowane na I Ogólnopolskiej Konferencji pt.: „Mechanika w Lotnictwie",
Warszawa 1984.01.19.

20 Mech. Tcoret. i Stos. 3-4/85
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dział danych wejściowych na dane zmienne i dane stale. Zbiór danych zmiennych powinien
być minimalny, jednakże liczebność tego zbioru zależy od tego, czy np. zamierzamy mody-
fikować geometrię samolotu, czy też tylko warunki zewnętrzne i wyważenie. W odniesieniu
do zmniejszenia pola pamięci wspomnimy, że celowe jest wielokrotne wykorzystywanie
tablic roboczych, zmiennych pomocniczych oraz zastosowanie segmentacji programu.
Szerzej omówimy natomiast zagadnienie szybkości obliczeń oraz wiążące się z tym aspekty
organizacyjne i numeryczne.

W związku z tym sformułujemy trzy tezy:
7\: Obliczenia są tańsze, gdy równania ruchu „związane są" z punktem stałym na

samolocie.
T2: Obliczenia są tańsze, gdy równania ruchu są zapisane w opływowym układzie

współrzędnych.
J 3 : Przy modyfikacji konstrukcji pomocne są tzw. diagramy stateczności.

2. Dynamiczne równania ruchu samolotu związane z punktem stałym

Równania ruchu wyprowadzone w układzie współrzędnych związanych ze środkiem
masy samolotu mają wprawdzie najprostszą postać, gdyż dla środka masy momenty
statyczne są równe zeru, jednakże wykonanie obliczeń dla różnych położeń środków
masy pociąga za sobą zmiany wielu danych wejściowych — geometrycznych i aerodyna-
micznych, niezależnych; bezpośrednio od położenia środka, masy. Dlatego wygodniej
jest związać przyjęty układ współrzędnych z punktem stałym na samolocie. Punkt stały
może być wybrany dowolnie. Wygodnie jest za punkt stały przyjąć 1/4 średniej cięciwy
aerodynamicznej skrzydła (1/4 SCA). W bliskim sąsiedztwie 1/4 SCA znajduje się środek
aerodynamiczny płata, co gwarantuje,, że nachylenie krzywej dcmbh /dc2 jest niezbyt duże.
W przypadku gdy obliczenia będą przeprowadzone również dla zmiennych wydłużeń
i różnych zbieżności płata, wygodnie jest za punkt stały obrać np. 1/4 cięciwy przykadłu;

bowej płata. Natomiast gdy w obliczeniach będzie zmieniane położenie płata względem
kadłuba, to jako punkt stały można przyjąć dowolny punkt związany z kadłubem.

Dynamiczne równania ruchu samolotu mogą być wyprowadzone z uogólnionych
równań zmiany pędu i krętu [2] dla bryły sztywnej w postaci: ,..,. ;i: . , . :•,,••'

~ m(VA+SlxAC) = F + ł n g + P „

l t (JAQ)+ACx ~± = A C x m g + M A + M j \

gdzie VA —prędkość bieguna A (czyli wybranego dowolnie punktu stałego), £Ł — pręd-
kość kątowa samolotu, AC—: wektor wyznaczający położenie środka masy samolotu
względem bieguna A, F — wektor główny sił aerodynamicznych, Ps—;Ciąg zespołu
napędowego, JA — pseudotensor macierzy bezwładności związany z biegunem A, MA —
moment główny wszystkich sił aerodynamicznych obliczony względem bieguna A, Mj1 —
moment ciągu zespołu napędowego obliczony względem bieguna A.

Równania ruchu mogą być również wyprowadzone z równań Boltzmanna-Hamela
[3]. W takim przypadku za współrzędne uogólnione należy przyjąć położenie punktu
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stałego w inercyjnym układzie odniesienia oraz położenie kątowe bryły samolotu, a za
quasi-współrzędne należy przyjąć prędkości liniowe punktu stałego i prędkości kątowe
bryły samolotu.

Porównanie szybkości obliczeń przeprowadzimy w przypadku, gdy:
A) równania związane są z punktem stałym (czyli z punktem A)
C) równania związane są ze środkiem masy (czyli z punktem C).
W przypadku A zbiorem zmiennych przeliczanych wraz ze zmianą wyważenia jest

9 elementów, a mianowicie: xc, yc> zc,Jx, Jy,, J2, JXy, Jxz, Jyz. W przypadku C przeliczeniu
podlega znacznie więcej zmiennych, a mianowicie: 1) elementy macierzy bezwładności
(przy zmianie wyważenia nowe momenty bezwładności są albo zadawane, albo obliczane
na podstawie znajomości zmiany położeń elementów samolotu); 2) ramiona usterzeń —
h> 2B, h, zv; 3) współczynnik momentu pochylającego cmbh; 4) większość pochodnych
aerodynamicznych—Xq, Zq, ..., Np, Nr. Należy podkreślić, że przeliczanie pochodnych
aerodynamicznych przy zmianie bieguna redukcji jest szczególnie czasochłonne [4]. Dla
przykładu podamy wzór na transformację liniową pochodnej Mą przy zmianie bieguna
o wektor {Dx, O,Dz}:

M'ą =

3. Transformacja kątowa pochodnych aerodynamicznych

W rozważaniach zastosujemy trzy prawoskrętne, ortogonalne układy współrzędnych:
Axt — samolotowy układ współrzędnych związany z punktem A (1/4SC4). Oś Axt

jest skierowana wzdłuż SCA do przodu samolotu, oś Ax2 prostopadle do płaszczyzny
symetrii samolotu na prawe skrzydło, oś Ax3 w kierunku brzucha samolotu;

AX{' — prędkościowy układ współrzędnych powstały z Axt przez obrót wokół osi Ax2

w jej ujemnym kierunku o kąt natarcia a;
Axi" — opływowy układ współrzędnych (w przypadku braku bocznego opływu nazy-

wany również układem prędkościowym), powstały z Ax? przez obrót wokół osi Axz'
w jej dodatnim kierunku o kąt bocznego opływu /?0 (rys. 1).
Wprowadzenie jednolitych oznaczeń: , ,. '••>•

FiFi'Fi" dla współrzędnych siły i momentu,
SjSySj" dla wymiarowych przyrostów prędkości liniowych, kątowych i przyspieszenia

liniowego .w,
SjS/Sj" dla bezwymiarowych przyrostów prędkości liniowych, kątowych i przyspieszenia

liniowego w,
hh'h" dla wymiaru charakterystycznego, odpowiadającego kolejnym równaniom sił

i momentów oraz bezwymiarowym prędkościom liniowym i kątowym oraz przyspieszeniu
w, \-\

Cid'Ci" dla bezwymiarowych współczynników sił i momentów aerodynamicznych,
cijci'? Ci"/' ^ ' a pochodnych bezwymiarowych, współczynników sił i momentów C,

względem bezwymiarowych przyrostów Sj prędkości liniowych, kątowych i przyspieszenia,
FijFi'j'Fi"j" dla wymiarowych pochodnych aerodynamicznych,
PuPt'/Pi"j" dla bezwymiarowych pochodnych aerodynamicznych, umożliwi przepro-

20»
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Rys. 1.

wadzenie wspólnych obliczeń i wspólnego dowodu o transformacji na przykładzie jednej
z grup pochodnych aerodynamicznych, np. siły względem prędkości kątowej. Wprowa-
dzone powyżej symbole oznaczają w zależności od wskaźnika i lub j następujące współ-
rzędne (pierwotne definicje odnoszą się albo do układu samolotowego, jak np. /{, albo
do układu opływowego, jak np. Ct", albo też równie dobrze do każdego układu współ-
rzędnych):

{F,»} = {-Px%Py, -PZ,L,M,N),
{S/>} = {u", v", w", p", ą", r", w"},

(S A = i— Z - ^1 Ź!L l^- lOL *!!

gdzie n =. 1 dla / ' = 1,2,..., 6 i n = 0 dla / ' = 7,

{Ci"} m {-Cx, Cy, ~Ct,Clt Cm, C„},
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gdzie F,» = Q,SQViSlt"C,»,

llt„lr].
Wymiarową pochodną aerodynamiczną zdefiniujemy następująco:

gdzie
l.„ s» l( dn"(dn" jest Deltą Kroneckera),

przy czym na podstawie rys. 1 mamy:

TT \/ «?« P TT (\
,, t / 2 " = V ^S11Xpw, Ł/3" = U.

(3)

(4)

Różniczkując (3) względem 5/' otrzymujemy:

8Sy

co przy uwzględnieniu (4) daje

= 2(17/'+u/') ft! 217/',

= 2VAsinfiw, 4 2 - - 0 d l a / ' - 3.4, ....7. (5)

Pochodne bezwymiarowych współczynników C<« obliczymy następująco:

Bezwymiarowe pochodne aerodynamiczne / v y są równe:

rCj"

po uwzględnieniu zaś (5) przybiorą postać

p,"/' = 2Ci"ff'+Ci"j",
gdzie

) f2" - sinySw, f3" - / 4 " « , . . . , - 0

(8)

(9)
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Wzór (8) definiujący bezwymiarowe pochodne aerodynamiczne zapiszemy w postaci:

Pi"f = 2Cj"//'+c1")j" dla / " - 1,2 oraz (io)

A"/- = Ci»/' = - | p c r d l a /' - 3 ' 4>5> 6 > 7 - di)

Macierze transformacji Tsp z układu samolotowego do prędkościowego, Tp° z układu
prędkościowego do opływowego i Tso = TPOTSP z układu samolotowego do prędkościo-
wego są następujące:

cos a 0 sina cos/?0 sin/?0 0
Tsp = O 1 O l , Tp°^ -sin/?0 cosfo 0

— sina 0 cos a ] L 0 0 1

Współrzędne Ct dowolnego wektora C w układzie samolotowym Axt mogą być obliczone,
jeśli znane są współrzędne C," tego wektora w układzie opływowym. Mamy

Ct" - TftC„
skąd, biorąc pod uwagę ortogonalność macierzy TSP, Tp0, Tso wynika

co jest równoznaczne z
Ck = TfĄCi". (12)

Transformacja wymiarowych pochodnych aerodynamicznych może być przeprowadzona
następująco:

•=^EL
 BFl 8F'" c-

 SF* 9Fł>'d$/> f l „
aoj óti" ooj obi" oof' obj

Z równania (12) wynikają związki:

~8F^=1. ''"'•' ~8Ę " J"J >

ż pomocą których (13) przepiszemy w postaci

F sz T?°.TS^F-" " (15)

Równania (15) przedstawiają zasadę transformacji wymiarowych pochodnych aero-
dynamicznych. Jest to transformacja tensorowa [4, 5]. Jednakże jeżeli weźmiemy pod
uwagę, że równania (15) uwzględniają tylko transformację kątową bez transformacji
liniowej, to dojdziemy do wniosku, że tylko pochodna wektora głównego sił aerodynamicz-
nych względem wektora prędkości liniowej, 8TldVA, jest tensorem. Pozostałe pochodne,
a więc 8$ld£Ł, d$/8VA,8MA/dVA, 8MA/8Sl,_dMA/d\A, są pseudotensorami (tzn. tran-
sformują się tensorówo tylko przy obrotach, natomiast transformacja liniowa nie ma
charakteru tensorowego). . . •

Transformacja współrzędnych dowolnego punktu z układu samolotowego Ax{ do
układu opływowego Axt" może być przeprowadzona następująco:
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skąd wynika, że transformacja pseudotensora bezwładności ma postać:

(16)

Rozważmy zagadnienie obliczania wartości własnych i postaci drgań samolotu przy
wielu różnych prędkościach lotu i różnych kątach bocznego opływu. Założymy przy tym,
że pochodne aerodynamiczne są znane w układzie opływowym. Założenie to jest w więk-
szości przypadków spełnione. W przypadku pomiarów pochodnych aerodynamicznych
w tunelu składowe sił i momentów mierzone są właśnie wzdłuż osi związanych z opływem.
Podobnie jest w przypadku, gdy pochodne są oszacowywane na podstawie metod teore-
tycznych [4]. W przypadku zapisania równań ruchu w układzie samolotowym należy
w każdym kroku obliczeniowym dokonywać transformacji współrzędnych sześciu pseudo-
tensorów pochodnych aerodynamicznych. W zapisie skalarnym sprowadzi się to do
transformacji 54 pochodnych aerodynamicznych (pod warunkiem, że istnieją również
tzw. pochodne skrośne). W tym przypadku nie podlegają transformacji współrzędne
pseudotensora bezwładności oraz współrzędne środka masy. Natomiast w przypadku gdy
równania ruchu zapisane są w układzie opływowym, pochodne aerodynamiczne nie
podlegają transformacji, należy zaś transformować współrzędne pseudotensora bezwład-
ności (6 współrzędnych) i 3 współrzędne środka masy xc, yc, zc. Tak więc obliczenia
stateczności w układzie opływowym są szybsze (wykonuje się mniejszą liczbę operacji),
a więc i tańsze. Nawet w przypadku gdy pominiemy pochodne aerodynamiczne skrośne
oraz pochodne względem przyspieszeń, to i tak pozostanie do transformacji 18 pochodnych
aerodynamicznych, co w każdym przypadku przemawia na korzyść układu opływowego.

4. Diagramy stateczności

Przy modyfikacji konstrukcji często napotyka się na sprzeczne cele. I tak np. zwięk-
szenie usterzenia pionowego „poprawia stateczność" holendrowania, pogarsza natomiast
stateczność spirali (poprawę czy też pogorszenie stateczności rozumie się tutaj jako zmniej-
szenie lub zwiększenie czasu podwojenia amplitudy drgań). Wydaje się, że przy modyfikacji
konstrukcji celowe byłoby zastosowanie teorii wrażliwości. Jednakże nawet małe zmiany
konstrukcyjne mogą spowodować duże zmiany w opływie, a w związku z tym spore zmiany
pochodnych aerodynamicznych. Nieliniowa wersja teorii wrażliwości jest zbyt kłopotliwa
w zastosowaniach i trudno byłoby przekonać do niej konstruktorów samolotu. Klasyczna
metoda obliczeń stateczności również wydaje się niecelowa, gdyż liczba wariantów ze
względu na możliwe zmiany geometrii jest bardzo duża. Okazuje się, że bardzo wygodną
metodą jest w tym przypadku sporządzenie diagramów stateczności. Dynamiczne równania
ruchu, oddzielnie dla modelu symetrycznego i antysymetrycznego, mogą być sprowadzone
do równań algebraicznych IV stopnia. Obliczenie pierwiastków takiego równania może
być wykonane nawet na kalkulatorze kieszonkowym. Typowe diagramy stateczności
przedstawione są w [4, 6]. W niniejszej pracy zamieszczono wyniki obliczeń granic obszarów
stateczności samolotu TS-11 przy zmianie wyważenia. Założono, że zmiana wyważenia
odbywa się w wyniku wędrówki środka masy po okręgu o promieniu równym 10% SCA,
którego środek znajduje się w A SCA (rys. 2). Zmianie położenia środka masy towarzyszy
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Rys. 2.

spirala

Rys. 3.

holendrowanie

spirala holendrowanie

= 0,320

Rys. 4.

zmiana momentów bezwładności samolotu. Przyjęto założenie, że we wszystkich konfi-
guracjach momenty bezwładności względem środka masy i układu osi równoległych do
układu samolotowego są takie same, czyli że Jx,c = const, J,wC = const, Jxz,c — const.
Oznacza to, że momenty bezwładności odniesione do \ SCA (a więc do punktu stałe-
go) mogą być obliczone następująco:

JX,A = J*,c+mzZ, JZiA = JZtC+mxj, JXZtA = Jxz.c+mxczc,

gdzie indeks A oznacza ~ SCA, indeks zaś C oznacza środek masy.
Na podstawie obliczeń stwierdzono, że najkorzystniejsza sytuacja ze względu na

stateczność spirali i holendrowania jest wtedy, gdy środek masy znajduje się w \ SCA.
Przemieszczenie środka masy poza \ SCA podnosi granicę stateczności spirali i obniża
granicę stateczności holendrowania (rys. 3). Zmiany granic stateczności w funkcji położenia
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środka masy samolotu przedstawiono na rys. 4. Linie ciągłe oznaczają wartość pochodnej
aerodynamicznej (•-/„) na granicy stateczności spirali i holendrowania przy środku masy
położonym w £ SCA. Linie przerywane oznaczają odpowiednie granice przy niezmienionej
pochodnej «„, w funkcji położenia środka masy. Z rysunku 4 widać, że ze względu na spiralę
najkorzystniejszą konfiguracją jest gómopłat z wyważeniem tylnym, ze względu zaś na
holendrowanie — gómopłat z wyważeniem przednim (środek masy znajduje się zwykle
w pobliżu osi kadłuba, więc ujemne zc odpowiada konfiguracji górnopłata). Na zakończenie
należy podkreślić, źe wymagania co do stateczności samolotu są zwykle spełniane przez
konstruktora dopiero w dalszej kolejności, np, po zagwarantowaniu dobrych osiągów,
prostoty konstrukcji czy wreszcie taniej eksploatacji. Są to często sprzeczne ze sobą cele
i sprzeczne również z wymogami stateczności. Jednakże konstruktor powinien być świa-
domy, jakie zmiany mogą powstać ze względu na stateczność samolotu po zmianie wywa-
żenia czy też innych parametrów.

5. Podsumowanie

W pracy przedyskutowano różne aspekty wiążące się z organizacją i metodyką obliczeń
stateczności samolotu. Wykazano, że ze względu na szybkość, a więc i koszty obliczeń
numerycznych celowe jest związanie równań ruchu z punktem stałym na samolocie oraz
zapisanie tychże równań w opływowym układzie współrzędnych (pod warunkiem, źe
pochodne aerodynamiczne znane są tez dla układu opływowego). W pracy wskazano
również na korzyści wynikające z zastosowania zapomnianych już dziś i rzadko stosowa-
nych diagramów stateczności. Diagramy stateczności, w odróżnieniu od nieliniowej teorii
wrażliwości, są bardzo łatwe do otrzymania i mogą być cenną pomocą dla konstruktora
samolotu przy modyfikacji i ustalaniu właściwego kierunku zmian.
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•qHGJIEHHBIE H OPrAHM3AL[HOHHLIE ACnEKTŁI BbH-IHCJIEHHI-i
CAMOJIETA

B.pa6oTe pacciwaTpHBaeTca pa3niiMHŁie acneraw BbWHCJieiniH ycToHMHUocmi caMoneia.
VTO c TO1IKH 3peHHH spesieHii H iieHH BbmucjieHuił i;ejiecoo6pa3iio csasaTŁ ypaBneira
cTonuHoii TOMKOS ca^wJieTa, a Taime BbrqepTHTB npoeKiyno STHX ypaBnemni na KoopfliinaTHyio aicre-
kyj cBHsaHHyio c BCKTOPOM cKopocm HeBO3Myme'Hiaorb o6ieKaHHH. B paSoTe ywasanp ToH<e HOCTOBH-
CTBa JCHarpaMM ycTOU^mBOCTH npH MOAHCpHKamni KOHCTpyJKIJHH.

S u m m a r y

NUMERICAL AND ORGANIZATIONAL SIDES TO THE COMPUTING
OF STABILITY OF AN AIRCRAFT

In the paper many sides to the computing of stability are considered. It is shown that from point
of view of the time and the cost of computations it is advisable to join the equations of motion with a „fixed
point" of the aircraft. Also it is advisable to project these eqXiations on the stability axes (i.e. axes, which arc
connected with the vector of undisturbed flow). An advantage of usage of the stability diagrams in the
design modification is mentioned. , . . • • : .-.••'-,.

Praca została złożona w Redakcji 12 kwietnia 1985 roku
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1. Wstęp

W pracy przedstawiono metodykę numerycznego badania dynamiki sterowanej łopaty
nośnego wirnika śmigłowca w zawisie. Wykorzystano przy tym metodę elementów skoń-
czonych w wersji przemieszczeniowej ([1, 6 i 7]) oraz metodę numerycznego całkowania
Wilsona-Newmarka [2].

W opracowanym, modelu łopatę potraktowano jako odkształcalną. belkę o zmiennych
wzdłuż długości parametrach sztywności, bezwładności i tłumienia [3]. Uwzględniono
przy tym wpływ bezwładności obrotu przekrojów na linię ugięcia łopaty [4].

Obciążenie aerodynamiczne, łopaty wyznaczono w oparciu o teorię quasi-ustalonego
przepływu — analogicznie jak w pracy [3].

Zamieszczono algorytm numerycznego badania dynamiki sterowanej łopaty oraz
wyniki przykładowych obliczeń. , v .

2. Równania dynamicznej równowagi .. .

Niżej zamieszczono wyprowadzone równania dynamicznej równowagi wirującej łopaty
nośnego wirnika śmigłowca w zawisie (rys. 1). Zastosowano metodę elementów skoń-
czonych w wersji przemieszczeniowej ([1,6 i 7]). , .,

Wprowadzono następujące układy współrzędnych prostokątnych (rys. 1):
OXYZ — inercjalny układ związany ze śmigłowcem,

. Oxyz — związany z osią przekręceń nie odkształconej łopaty,
0xi)>i2i—związany z /-tym elementem skończonym.

Łopatę traktowano jako odkształcalną belkę ([3 i 4]) o zmiennych wzdłuż długości
parametrach. Przyjęto, że materiał łopaty spełnia założenia lepkosprężystego modelu
Voigta [5].

*> Praca przedstawiona na I Ogólnopolskiej Konferencji „Mechanika W Lotnictwie" Warszawa
1984.01.19.
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przegub osiowy

.tarczo sterujqca

A-A

Rys. 1.

Założono, że kąt ustawienia łopaty <p(y, t) (rys. 1) jest zmienny w czasie i jest zależny
od położenia tarczy sterującej oraz azymutu łopaty y>(t).

Ograniczono się do przypadku łopaty sztywno zamocowanej do wirnika i wirującej
ze stałą prędkością kątową Q. Założono, że przemieszczenia łopaty w kierunku osi x i y
są pomijalnie małe w porównaniu z przemieszczeniami wzdłuż osi z.

Obciążenia aerodynamiczne łopaty śmigłowca w zawisie (rys. 1), zgodnie z teorią
quasi-ustaloncgo przepływu, stanowią (por. [3]):

— siła aerodynamiczna (ciąg)

T(y, t) , (2.!)

— moment pochylający (moment skręcający)
* '

') (2-2)

gdzie: Q — gęstość powietrza, Cz — współczynnik siły nośnej, & — cięciwa łopaty, x0 —
odległość osi sztywności od noska profilu, af — odległość ogniska aerodynamicznego
od osi sztywności,
oraz '••" '•'• • M ' • ' . • • • >• •

9? = <p(y, 0 =-- (Ps(y)+ę(y, 0 (2-3)

Voiy, t) — zmienny w czasie kąt ustawienia łopaty, związany ze sterowaniem łopaty
oraz jej odkształceniami, .

<Ps(y) — kąt ustawienia nie odkształconej łopaty.
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Celem ułożenia równań równowagi, łopatę podzielono na i odkształcalnych elementów
skończonych (rys. 2) o: długości U, stałych kątach ustawienia 0ai (kąt ustawienia nie
odkształconej łopaty—wzór (2.3) oraz stałych wartościach parametrów sztywności,
bezwładności i tłumienia:

EJX, GJy — odpowiednio sztywność na zginanie i skręcanie,
m, Ix, Ty — odpowiednio masa i masowe momenty bezwładności na jednostkę długości

względem osi Xi i yit

«z, f» — współczynniki tłumienia materiałowego odpowiednio dla zginania i skrę-
cania.

dc
Założono również stałe wartości b, x0, a, i ~^- (por. (2.1) i (2.2)) wzdłuż długości

ćę
elementu.

Funkcje przemieszczenia i-tego elementu założono w postaci wielomianów algebra-
icznych: dla zginania wielomian trzeciego stopnia i dla skręcania wielomian pierwszego
stopnia. Jako stopnie swobody elementu przyjęto: przemieszczenie U, kąt obrotu przekroju
& i kąt skręcenia 0 O lewej oraz prawej krawędzi (rys. 2).

Po uwzględnieniu powyższych, ustaleń oraz wykorzystaniu zasady prac wirtualnych,
równanie równowagi omawianej łopaty przyjmuje postać:

[Kx] {U,}+ [Ci] {tr,}+ [2U {U,} = {Ą }, (2-4)
g d z i e : ' ..•:•••• . .

{Vt} - [U, O, *o)i» (U, 0, $oh - (U, 0, 0o)k}\ (2.5)
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k ~ i + 1 — liczba węzłów łopaty, przy czym (U, <9, <S0)i są przemieszczeniami łopaty
na promieniu r„ (rys. 1).

Warunki brzegowe dla łopaty (rys. 1) są następujące:

- a = o, (2.6)

3. Numeryczne rozwiązanie problemu

Opierając się na równaniu (2.4) i warunkach (2.6), przy wykorzystaniu metody nume-
rycznego całkowania Wilsona-Newmarka, zbadano dynamikę sterowanej łopaty śmigłowca
w zawisie.

W tym celu równanie (2.4), po uwzględnieniu (2.6), przedstawiono w postaci:

W{U}+\C]{U}+l£]{V}~ {F}. (3.1)

Liczba równań zależności (3.1) zmniejszona jest o trzy w porównaniu z zależnością (2.4),
Macierze współczynników równania (3.1) oraz wektorów {U}, {U}, {U} i [F] okreś-

lone są następująco:
[K], [C] i [B] są odpowiednio macierzami powstałymi w wyniku odrzucenia pierwszych

trzech wierszy i kolumn w macierzach [Kj], [Q] i [5j];

(3.2) {U} - [(U, ©, &o)2 ... (U, 0, 0o\r

oraz analogicznie {U} i {U}:

H
Li

l 5 3 A',

A',

5.1 (3-3)

Kąt ustawienia łopaty ^ O j = <POt = 0(f) zależny jest od położenia tarczy sterującej.
Wielkość tego kąta określono z zależności geometrycznych i kinematycznych (rys. 1):

. , ftaresm—,

(3.4)

..i,T'T

2 " .

4. Algorytm numerycznego badania dynamiki '

Do rozwiązania równania (3.1) wykorzystano metodę całkowania [2]. Metoda ta
pozwala na obliczenie w chwili ł+Ał wektorów {U}, (U) i {U}, jeżeli znane są te wektory
w chwili /, przy założeniu liniowej zmiany {U} w przedziale t + r, gdzie t - yńt, a y > 1.
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Poniżej przedstawiono algorytm rozwiązania równania (3.1), zapisany w sposób
zgodny z chronologią kolejnych etapów obliczeń.

W zastosowanej metodzie jej autor [2] zaleca wprowadzenie wielkości a, (5 oraz ao-a9,
które są wartościami starymi dla stałego kroku całkowania At:

a = 1/6, d = 1/2, y = 1,4, r = yAt

a0 m 1/a/r2, at = ó/a/r, a2 = l/a/r, (4.1)

«3 - l / a / 2 - 1 , a* = d/tt-l, a5 = r((5/a-2)/2,

a s = zlf(l-<3), a 7 =/h<5, a& = /U 2 (l/2-a),
a 9 = azlf. ( 4 " 2 )

Kolejnym etapem obliczeń jest wyznaczenie macierzy [K*] i [F*], a następnie wektora
przemieszczeń w chwili t + r:

[K]+ao[B]+ai[c],

* } = {F(t+z)}+[M](ao{U(t)}+a2{U{t)} + a3{U(t)}+ (4.3)

[K*]{U(t+r)} = {F*}. (4.4)

Po wyznaczeniu {t/(r+r)} można obliczyć {CŻ(/+T)}, a następnie:

0 tót i {U(t+At)}.

{U(t+r)} = ( { t / ( ) } J 7 ( 0 } ) { 1 7 ( O } { W : 0 }

{U(t+At)}= {U{t)}+a6{U(t)}+a7{U(t+At)} (4.6)

{ t y t + A t } } = { ^ ^ ' &

Po wyznaczeniu wektorów (4.6) obliczyć można rzeczywiste kąty ustawienia (2.3)
oraz obciążenie aerodynamiczne (2.1) i (2.2). Do realizacji obliczeń ((4.1) - (4.6)) niezbędna
jest znajomość warunków początkowych. Poniżej podano warunki początkowe dla nas-
tępującego przypadku. Łopata wiruje przy położeniu tarczy sterującej (rys. 1) wl - w2 =
- H'3 = w, po czym w chwili t = t0 następuje zmiana położenia tarczy — zgodnie z okreś-
lonym programem. Zgodnie z tym założeniem w chwili t = tQ {U(t0)} = {U(t0)} = 0.
Wektor {U(tQ)} można wyznaczyć bezpośrednio z (3.1) po obliczeniu wielkości (3.4).

5. Przykładowe wyniki obliczeń

Celem przeprowadzenia obliczeń opracowano program do badania dynamiki łopat
wirników nośnych śmigłowca (rys. 1). Program napisano w języku FORTRAN 1900
na maszynę cyfrową „Odra 1305". Do rozwiązywania równań (4.3) wykorzystano, analo-
gicznie jak w [7], procedury IPASMO i XPASMO [6].

Na rys. 3 + 6 zamieszczono przykładowe wyniki obliczeń dla łopaty wirującej ze stałą
prędkością kątową Q = 20 rad/s. Przyjęto, że łopata wiruje przy położeniu tarczy sterującej
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H<! = w2 = w3 = 0,01 m, po czym w czasie t ~ 0^0,2 s następuje zmiana jej położenia
wg programu:

t
5 '"T"o (5.1)

Dla if > 0,2 s przyjęto wt - w2 - w3 = 0,01 tn.
Na rys. 3 pokazano zmianę w czasie względnego kąta ustawienia łopaty na promieniu

zewnętrznym (f,(t) = <Pr(019^(0- Z k°le> n a rys. 4 przedstawiono zmianę względnych
- 2 3 4

przemieszczeń łopaty (uy(t) - uy(t)/ur(t0) na promieniach y = ~~r, ~ą-r, -ą-r i /'.
Zmianę w czasie względnego obciążenia aerodynamicznego łopaty T(i) => T(t)/T(t0)

i M(t) = M(t)/M(t0) pokazano na rys. 5 i 6. Dodatkowo naniesiono na tych rysunkach
człony dynamiczne obciążenia, a więc człony zależne od pochodnych względem czasu kąta
ustawienia i przemieszczenia (por. (2.1) i (2.2)).

Naturalnie przedstawione wyniki należy traktować jedynie jako przykładowe, a więc
nie wyczerpujące wszystkich mozliwos'ci podanego algorytmu.
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P e 3 IO ii e

AHAJIM3 JUHHAMHKH JIOIIACTH HECYIIJErO BMHTA BEPTOJIETA METOflOM
KOHEMHOrO 3JIEMEHTA

B HacTonmeH paSoTe npeACTaBJien MeTos MHcneHHoro anajuraa nepeMemenHii H narpy30K ynpaB-
oii jionacTH Hecymero BHHTa BepToneia B noJiOJKeHHH BHcemw. BBIJI npHMenen MeTofl KOHe^naix

B BapHawxe nepeiwemenHH. IIpH peiueHHH ypaBiiennii flHHaMHiieraoro pamiosecHH 6biJ[
HcnoJiŁ3OBaH weTofl UHCJieHHoro HHTerpupoBaHHH Wilsona-Newmarka.

B cTaTte npeflCTaBJieiibi pe3yjitTaTfai nparaepHbix pacy&roB.

S u m m a r y

DYNAMICAL ANALYSIS OF ROTOR BLADE OF A HELICOPTER
BY FINITE ELEMENT METHOD

The numerical analysis method of displacements and loads for a controllable rotor blade of a helicopter
during hovering has been presented. The finite element method in version of the displacement method
has been used. The Wilson-Newmark numerical integration method has been used for solution of equation
of dynamic equilibrium. Results of exemplifying calculations have been placed.

Praca została złożona w Redakcji dnia 25 grudnia 1984 roku





B I U L E T Y N I N F O R M A C Y J N Y

Dnia 12-tego marca 1986 roku zmarła tragicznie Barbara Michalska-Czachor,
kierownik biura Zarządu Głównego PTMTS

XVI MIĘDZYNARODOWY KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ,
LYNGBY (DANIA), 19 - 25.Vm.1984 R.

Międzynarodowe kongresy mechaniki ICTAM odbywają się co cztery lata od roku 1924; organizację
szesnastego kongresu w roku 1984 powierzono Danii, przy czym na przewodniczącego Komitetu Organiza-
cyjnego powołano prof. F. I. Niordsona, a na sekretarza — prof. N. Olhoffa z Królewskiego Uniwersytetu
Technicznego w Lyngby koło Kopenhagi. Międzynarodowy Komitet Kongresowy działał w składzie
29-osobowym pod przewodnictwem prof. D. C. Druckera (USA); sekretarzem Komitetu był prof. B. A. Bo-
ley (USA), natomiast Polskę reprezentował w nim prof. W. Fiszdon.

Uniwersytet Techniczny Lyngby zapewnił bardzo dobre warunki uczestnikom Kongresu: rozlegle
położona uczelnia dysponowała aulą liczącą ok. 1500 miejsc, licznymi salami wykładowymi o dogodnym
dojściu, biblioteką, dużą stołówką o 1000 miejscach i salami klubowymi umożliwiającymi organizację
spotkań towarzyskich, mniej lub bardziej formalnych.

Międzynarodowe Kongresy Mechaniki wzbudzały i wzbudzają zawsze duże zainteresowanie, choć
liczba zarejestrowanych uczestników XVI Kongresu (820 osób po dołączeniu listy uzupełniającej, podanej
do wiadomości już w trakcie Kongresu) była znacznie mniejsza od rekordowych liczb osiągniętych w r 1968
w Stanfordzie (1300) i w r. 1972 w Moskwie (2500). Na ten spadek frekwencji złożyły się zapewne dwie
przyczyny: po pierwsze, w Stanfordzie uczestniczyła wyjątkowo duża grupa naukowców amerykańskich,
a w Moskwie — radzieckich; po drugie, w ostatnich latach znacznie wzrosła liczba sympozjów specjali-
stycznych, np. IUTAM i Euromech i wielu potencjalnych uczestników sądzi, że są to lepsze okazje do
zaprezentowania swojego dorobku i do twórczych dyskusji niż gigantyczne kongresy. Pewną barierę stano-
wiło też wpisowe, choć kwota wyznaczona przez organizatorów (ok. 130 dolarów w terminie normalnym,
a ok. 160 w terminie spóźnionym) nie należała do najwyższych.

Jak zwykle, największa liczba uczestników pochodziła ze Stanów Zjednoczonych. Dziesięć najlicz-
niejszych delegacji reprezentowało następujące kraje:

1. USA
2. Dania (gospodarz)
3. Francja
4. Wielka Brytania
5. RFN
6. Japonia
7. Holandia
8. ChRL
9. Szwecja

10. Kanada

188
72
66
58
43
43
39
38
38
31

Oprócz krajów, których reprezentacje zawsze były liczne (Francja, Wielka Brytania, RFN), dużą rolę
grały tu względy geograficzne (Dania, Holandia, Szwecja). Szczególnie należy podkreślić liczebność i aktyw-
ność delegacji chińskiej — kraj ten dokłada wszelkich starań, by nadrobić straty okresu „rewolucji kultu-
ralnej". Polskę można było również zaliczyć do krajów o dobrym położeniu geograficznym; delegacja
polska, licząca mimo wszystkich trudności 18 osób, znalazła się na trzynastym miejscu i była najliczniejsza
z krajów Demokracji Ludowej.

Tematyka Kongresu obejmowała tradycyjnie wszystkie działy mechaniki ciał stałych i mechaniki
płynów, włączając w to metody matematyczne, a także niektóre zagadnienia termodynamiczne. Jednakże
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tym razem organizatorzy założyli preferowanie trzech działów, które znajdują się na pograniczu mechaniki
ciał stałych i mechaniki płynów, a mianowicie:
ł) mikromechanika ośrodków wieloskładnikowych,
2) interakcja konstrukcji morskich ifalami,
3) rozwój chaotycznego zachowania się w układach dynamicznych.

Istotnie, jak wyniknie z podanego poniżej zestawienia, powyższe działy tematyczne były (z jednym
wyjątkiem) najliczniej obsadzonymi działami.

Program Kongresu przewidywał ogółem 26 referatów godzinnych o charakterze generalnym (referat
wstępny i końcowy, 15 referatów sekcyjnych opracowanych na specjalne zaproszenie organizatorów oraz
9 referatów wprowadzających do trzech przytoczonych powyżej preferowanych działów tematycznych),
242 referaty półgodzinne i 184 referaty przedstawione systemem posterowym na 20 sesjach; razem 452
referaty. Referaty te zgrupowali organizatorzy w 37 działach tematycznych. Zestawienie dziesięciu naj-
liczniejszych działów przedstawia się następująco:

Dział Referaty Referaty Referaty Razem
tematyczny godzinne półgodzinne posterowe

1. Mikromecha-
nika ośrodków 4 32 14 50
wieloskładni-
kowych

2. Interakcja
konstrukcji 4 22 10 36
morskich

• z falami . ...•. • .,; , .•.•••

3. Plastyczność 1 15 15 3d •
4. Rozwój cha-

otycznego
zachowania 3 12 12 27
się w układach
dynamicznych

5. Drgania 0 14 12 26
6. Stateczność

konstrukcji 0 13 12 25
7. Przepływy ,,

burzliwe 1 9 11 21
8. Fale

w cieczach 3 7 9 19
9. Dynamika 2 6 11 19

10. Przepływy
ściśliwe, t l i 7 19
akustyka

Oczywiście, iż w tego rodzaju podziałach tkwi pewna dowolność i z powyższego zestawienia nie można
wyciągać zbyt daleko idących wniosków: gdyby np. ująć łącznie dwa pokrewne działy „Mechanika szczelin"
(14 referatów) i „Pękanie" (9 referatów), traktowane przez organizatorów oddzielnie, to taki dział łączny
znalazłby się bez trudu w pierwszej dziesiątce. Również dział „Różne zagadnienia mechaniki płynów"
stanowił przykład nieprecyzyjnej klasyfikacji, a utworzenie takiego działu było zapewne motywowane
względami organizacyjnymi. W każdym razie przewaga liczby referatów poświęconych mechanice ciał
stałych nad mechaniką płynów była tym razem dość wyraźnie widoczna.
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Kongres rozpoczął się w poniedziałek, 20 sierpnia 1984, o godz. 91 5 w auli Królewskiego Uniwersytetu
Technicznego w Lyngby; po krótkim koncercie i przemówieniach powitalnych (D. C. Drucker, F. I. Niord-
son) referat inauguracyjny „Badania kosmiczne i nowe podejście do mechaniki płynów w kosmosie" wygłosił
H. Alfven (Szwecja). Referat był bogato ilustrowany i wzbudzał duże zainteresowanie. Po półgodzinnej
przerwie na kawę zostały wygłoszone cztery równoległe referaty sekcyjne: „Dynamika pojazdów"
(W. O. Schiehlen, RFN); Plastyczność i wytrzymałość gruntów anizotropowych" (J. Salencon, Francja);
„Zagadnienia akustyki nieliniowej" (L. BJ0rn0, Dania) oraz „Ewolucja wirów dwuwymiarowych"
(D. W. Moore, Wielka Brytania). Po przerwie obiadowej obrady toczyły się równolegle w 8 salach: w 4
salach wygłoszono referaty półgodzinne, w 3 salach odbywały się sesje posterowe, a w pozostałej sali zostały
wygłoszone trzy godzinne referaty wprowadzające do preferowanej tematyki interakcji konstrukcji morskich
z falami. W dniu tym została przedstawiona tylko jedna polska praca: „O optymalnym kształtowaniu
konstrukcji przy tłumieniu nadkrytycznym" (T. Lekszycki — sesja posterowa z zakresu optymalizacji).

We wtorek, 21 VIII, obrady toczyły się przed południem równolegle w 5 salach: w 4 salach wygłoszono
po 6 referatów półgodzinnych, natomiast w piątej — trzy godzinne referaty wprowadzające do preferowanej
tematyki mikromechaniki ośrodków wieloskładnikowych. Po przerwie obiadowej zostały najpierw wygło-
szone cztery równoległe referaty sekcyjne: „Mechanika uszkodzeń i zniszczenia kompozytów włóknistych
(S. S. Wang, USA), „Współczesne badania spektrum fal oceanicznych" (H. Mitsuyasu, Japonia), „Wizuali-
zacja pól przepływów" (S. Taneda, Japonia) oraz „Zjawiska rezonansowe w ruchach obrotowych natural-
nych i sztucznych satelitów" (W. W. Bieleckij, ZSRR). Ostatnia sesja wtorkowa była najbardziej praco-
wita—obradowano równolegle w 10 salach. W 7 salach wygłoszono po 3 referaty półgodzinne, natomiast
w 3 pozostałych odbywały się sesje posterowe. W dniu tym zostały przedstawione 3 polskie prace: „Plas-
tyczne usuwanie niepożądanych odkształceń plastycznych" (M. Życzkowski i J. Zimny), „Pewna nowa
klasa zasad zachowania w teorii sprężystości i ich zastosowanie" (Z. Mróz i K. Dems) oraz „Makroskopowe
własności mechaniczne materiałów o zorientowanych uszkodzeniach" (A. Litewka — sesja posterowa
z mechaniki szczelin).

Środa, 22.VIII, była dniem częściowo odpoczynkowym. Obrady toczyły się tylko przed południem,
równolegle w 5 salach. W 4 salach wygłoszono po 6 referatów półgodzinnych, natomiast w piątej — trzy-
godzinne referaty wprowadzające do preferowanej tematyki rozwoju chaotycznego zachowania się w ukła-
dach dynamicznych. W dniu tym nie przedstawiono ani jednej polskiej pracy.

Czwartek, 23.VIU. był znowu dniem bardzo pracowitym. Obrady rozpoczęły się czterema równo-
ległymi referatami sekcyjnymi: „Mechanika szczelin sprężysto-plastycznych" (J. R. Rice, USA); „Hydro-
sprężyste zachowanie się konstrukcji morskich" (W. G- Price i Y. Wu, Wielka Brytania); „Mechanika płynów
przy wydobywaniu ropy naftowej ze zbiorników podziemnych" (E. J. Hinch, Wielka Brytania) oraz „Nie-
liniowy ruch falowy i homokliniczna bifurkacja" (K. Kirchgassner, RFN). W dalszym ciągu obradowano
równolegle w 10 salach: w 7 wygłoszono po 4 referaty półgodzinne, natomiast w 3 pozostałych odbywały
się sesje posterowe. Podobnie przedstawiał się program popołudniowy: w 7 salach wygłoszono po 6 refera-
tów półgodzinnych, a w 3 odbywały się sesje posterowe. W dniu tym przedstawiono aż cztery polskie lub
częściowo polskie prace: jedną jako referat półgodzinny „O kształtowaniu konstrukcji pod działaniem
obciążeń cyrkulacyjnych" (R. Bogacz i O. Mahrenholtz, RFN) oraz trzy w ramach sesji posterowych:
„O analizie nieliniowych sieci przy zastosowaniu elementów brzegowych" (J. Rakowski i R. Sygulski),
„O jednostronnym problemie sztywnego stempla działającego na łuk spreżysty"£(J. Bauer i J. Sokołowski)
oraz „Trójwymiarowy podmuch działający na płat Żukowskiego" (H. Atassi i J. Grzędziński).

Liczba przedstawionych prac rosła z dnia na dzień (z wyjątkiem środy) i osiągnęła swoje maksimum
w piątek 24.VIII; w dniu tym przedstawiono ogółem 134 prace, a więc znacznie powyżej 1/4 wszystkich
zakwalifikowanych prac. Obrady rozpoczęły się trzema równoległymi, ostatnimi już referatami sekcyjnymi:
„Trójwymiarowa stateczność i bifurkacja ustalonych fal wodnych" (P. G, Safftnan, USA), „Mechanika
lodu i śniegu jako dział mechaniki teoretycznej i stosowanej" (K. Hutter, Szwajcaria) i „Nieklasyczne
kontinua materialne" (D. Rogula, Polska). Tak więc referaty sekcyjne reprezentowały przede wszystkim
USA i Wielką Brytanię (pó 3), Japonię i RFN (po 2), oraz Danię, Francję, Polskę, Szwajcarię i ZSRR
(poi).

W dalszym ciągu obradowano przed południem równolegle w 11 salach (w 8 wygłoszono po 4 referaty
półgodzinne, w 3 pozostałych odbyły się sesje posterowe — na najliczniej obsadzonej sesji posterowej
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z plastyczności przedstawiono 15 prac), a po południu w 10 salach (w 7 wygłoszono po 5 referatów półgo-
dzinnych, w pozostałych 3-sesje posterowe). Piątek można również nazwać „dniem polskim" — oprócz
wspomnianego już referatu sekcyjnego D. Roguli przedstawiono pięć dalszych polskich prac, a mianowicie
cztery w ramach referatów półgodzinnych: „Doświadczalne badania przepływu zawiesin przez rurę"
(T. A. Kowalewski), „Płaski plastyczny stan odkształcenia i teoria pola poślizgów w ośrodkach porowatych
wypełnionych cieczą" (S. J. Kowalski), „Quasi-stacjonarne, nieregularne odbicie uderzeń — tworzenie
i struktura" (Z. A. Walenta) oraz „Zależność zjawisk pękania od ewolucji konstytutywnej struktury ciał
stałych" (P. Perzyna); piątą natomiast w ramach sesji posterowej: „Równania całkowe stowarzyszone
z równaniem Helmoltza i ich zastosowanie do problemów odwrotnych przewodnictwa cieplnego i ruchu
falowego (K. Grysa).

Ostatni dzień obrad, sobota, 25.VIII, był już znacznie mniej przeładowany referatami. W 7 salach
wygłoszono po dwa lub trzy referaty półgodzinne, w tym żadnej pracy polskiego uczestnika. O godz. 11-tej
wykład końcowy „Pewne osiągnięcia i pewne problemy mechaniki" wygłosił J. Keller (USA). Autor w bar-
dzo interesujący sposób przedstawił liczne problemy, zarówno teoretyczne, jak i doświadczalne, zwracając
szczególną uwagę na ujęcia stochastyczne i na współczesną teorię chaotycznego zachowania się układów
dynamicznych. Po krótkiej ceremonii XVI Kongres Mechaniki został zamknięty o godz. 1215.

Podczas Kongresu odbyły się liczne imprezy, mniej lub bardziej oficjalne. We wtorek wieczorem
wszystkich uczestników Kongresu podejmował na ratuszu burmistrz Kopenhagi (przemówienie powitalne
wygłosiła jedna z jego zastępczyń); w piątek odbył się uroczysty bankiet w hotelu Marienlyst w pobliżu
historycznego Elsinore. Niemal każdego dnia niektórzy uczestnicy Kongresu byli zapraszani na coctaile
organizowane przez naczelnych redaktorów czasopism z zakresu mechaniki (Journal of Thermal Stresses,
poniedziałek, International Journal of Solids and Structures, czwartek).

Udział polskich uczestników Kongresu można uważać za bardzo udany. Ogólna liczba 14 referatów —
w tym jeden referat sekcyjny — była najwyższą liczbą polskich referatów w historii kongresów mechaniki;
dla pełniejszego naświetlenia sprawy wypada jednak dodać, że i łączna liczba wszystkich referatów była
tym razem wyższa (dawniej kwalifikowano około 300 referatów do wygłoszenia).

Podwyższenie liczby referatów uzyskano dzięki wprowadzeniu dodatkowych sesji posterowych, organi-
zowanych następująco: 1) godzinne przedstawienie posterów; 2) godzinne bezpośrednie dyskusje z auto-
rami; 3) godzinna dyskusja ogólna, prowadzona przez przewodniczącego sali. Dyskusje ogólne przebiegały
w sposób bardzo nierównomierny i nad większością prac nie było żadnej dyskusji, natomiast niektóre
wywoływały różnorodne publiczne komentarze.

Podczas Kongresu odbyły się również liczne zebrania władz IUTAM: dwa zgromadzenia ogólne
(środa i czwartek), dwa zebrania Biura IUTAM (poniedziałek i sobota) oraz dwa zebrania Komitetu
Kongresów IUTAM (niedziela i piątek). Zgromadzenie ogólne wybrało nowym przewodniczącym IUTAM
prof. M. J. Lighthilla (Londyn, Wielka Brytania), natomiast Komitet Kongresów podjął decyzję, iż następny
XVII Międzynarodowy Kongres Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej odbędzie się w r. 1988 w Grenóble
(Francja), przy czym przewodnictwo powierzono prof. P. Germain. Uczestnicy XVI Kongresu żegnali się
więc słowami „do zobaczenia za cztery lata w Grenoble!".

' Michał Życzkowski

EUR O MECH 189

„ELASTICITY COUPLED WITH THERMAL AND ELECTROMAGNETIC EFFECTS"
POZNAŃ-BŁAŻEJEWKO 18 - 20 OCTOBER 1984

Celem Kolokwium było spotkanie naukowców zajmujących się intensywnie rozwijającą się ostatnio
dziedziną, jaką jest teoria sprężystości sprzężona z innymi polami, przez przedstawienie i przedyskutowanie
najnowszych osiągnięć w tej dziedzinie. Udział w Kolokwium zgłosiło 30 osób. Ze względu na przypadające
w tym samym okresie wyjazdy poza Europę (USA, Japonia) nie mogli w nim wziąć udziału prof. G. A. Ma-
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ugin z Paryża oraz dr R. K. T. Hsieh ze Sztokholmu. Nie mogli również uczestniczyć w spotkaniu prof.
M. F. Mc Carthy z Irlandii oraz dr A. Ghaleb z Egiptu.

Wśród uczestników zagranicznych byli przedstawiciele Francji (2), Niemiec Zachodnich (2), Belgii
(1), Holandii (1), Bułgarii (1). Na stosunkowo matą liczbę uczestników zasadniczy wpływ miał termin
spotkania, tj. październik, który jest pierwszym miesiącem wykładów we wszystkich europejskich szkołach
wyższych. Drugim powodem było IUTAM-IUPAM Sympozjum „The Mechanical Behaviour of Electro-
magnetic Solid Continua", które odbyło się w lipcu 1984 r. w Paryżu.

Przedstawione na Kolokwium EUROMECH 189 referaty dotyczyły wzajemnych oddziaływań pól
mechanicznych i niemechanićznych w ośrodkach ciągłych o własnościach sprężystych, lepkosprężystych,
mikropolarnych i ciekłych kryształach oraz o różnych własnościach elektromagnetycznych jak przewodniki,
półprzewodniki, izolatory, magnetyki, elektryki. Rozważano procesy zarówno w ciałach izotropowych,
jak również w piezoelektrykach.

Referaty podzielono na następujące zasadnicze grupy, referaty ogólne, referaty dotyczące procesów
magnetosprężystych i piezoelektrycznych oraz procesów termosprężystych. Większość referatów (9) była
poświęcona zagdnieniom rozchodzenia się fal w ciałach stałych. Autorzy przedstawili wyniki dotyczące
zarówno propagacji fal powierzchniowych, jak również objętościowych w ciałach izotropowych i w krysz-
tałach. Następną pod względem ilości grupę (7) stanowiły referaty zawierające wyprowadzenia i dyskusję
równań podstawowych w przypadku różnych modeli elektromagneto-termosprężystych. Zagadnieniam
termosprężystości zajmowało się czterech autorów. Pozostałe prace dotyczyły termodyfuzji w polu elektro-
magnetycznym. Wszystkie referaty miały charakter dociekań teoretycznych. Uczestnicy mają możliwość
opublikowania wygłoszonych referatów w „Journal of Technical Physics" oraz Biuletynie PAN.

Przebieg kolokwium oraz żywa, merytoryczna dyskusja po każdym z referatów wykazały, że poruszana
problematyka leżała w kręgu zainteresowań wszystkich uczestników. Organizatorzy są zdania, że kolokwium
było bardzo owocne i przyspieszyło wymianę myśli między europejskimi naukowcami zajmującymi się
teorią pól połączonych.

Uczestnicy z uznaniem wyrażali się o jego stronie merytorycznej i organizacyjnej. Stwierdzono celo-
wość kontynuacji spotkań w gronie osób pracujących nad zagadnieniami teorii pól połączonych.

Kolokwium odbyło się dzięki znacznej pomocy organizacyjnej i finansowej Politechniki Poznańskiej
i Oddziału Poznańskiego Polskiej Akademii Nauk.

/. Stefaniak

Referaty wygłoszone
na Kolokwium EUROMECH 189

H. Bednarczyk (RFN), Remarks on the dispersion of artificial birefringence.
M. Chebuś (Polska), Closed line defects in continuum.
B. Collet (Francja), Nonlinear wave propagation in deformable dielectrics.
E. Danicki (Polska), Analysis of saw reflection from periodic shallow grooves etched in a piezo-

electric halfspace.
A. Drzewiecki (Polska), Diffusion in dielectrics.
Y. Ersoy (Holandia), A study on the Maxwell-Cattaneo equation of heat conduction for magneto-

elastic solids.
K. Grysa (Polska), On the boundary inverse problems of the theory of thermal stresses.
T. Hoffmann (Polska), On electromagnetic and thermodiffusion effects in dielectric materials.
Ts. P. Ivanov (Bulgaria), On determinig the mechanical and thermal constants in generalized thermo-

mechanics.
J. Kapelewski (Polska), On a possible mechanism for stimulating the local changes of surface

acoustic impedance in ferroelectric materials.
H. K. Lachowicz (Polska), Magnetomechanical effects in metallic glasses.
G. Lebon, B. Maruszewski (Belgia, Polska), An extended irreversible thermodynamic description

of electro-thermoelastic semi-conductors.
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T. Lenkowska-Czerwińska (Polska), Spin-phonon interaction in anisotropic Heisenberg chain.
J. Lenz (RFN), Magnetoelastic effects in magnetically saturated, cubic crystals.
K, Majorkowska-Knap (Polska), Propagation of piezoelectric low- modes in an elastic isotropic

,. dielectric solid.
B. Maruszewski (Polska), Thermoelastic semiconductor in periodic pressure field.
S. J. Matysiak (Polska), An axisymmetric contact problem in the linear theory of piezoelectro-

elasticity.
J. P. Nowacki (Polska), Some problems of hemitropic micropolar magneto-elasticity.
J. Pouget and G. A. Maugin (Francja), Nonlinear elastic waves generated by solitons in ferroelectric

: . crystals.
E. Radzikowska (Polska), Electrodynamic instability of liquid crystals.
D. Rogula (Polska), Strongly nonlinear models of electromagnetic fields.
T. Rożnowski (Polska), Integral representation in generalized asymmetric thermoelasticity.
L. Solarz (Polska), Reflection of the surface wave by a waveguide with charge nonlinearity.
J. Stefaniak (Polska), Concentrated harmonic forces in an elastic conductor.
R. VVojnar (Polska), Uflyand — Mindlin's plate equations in thermoelasticity with relaxation

times.

POLSKIE CZASOPISMA NAUKOWE Z ZAKRESU MECHANIKI

Opracowanie niniejsze wykonano na życzenie Zespołu ds. Wydawnictw Komitetu Mechaniki PAN.
Chodziło o rozeznanie się w ogólnej masie naukowych wydawnictw ciągłych i periodyków polskich z za-
kresu mechaniki i nauk pokrewnych.

Badanie oparto głównie na dwu narzędziach informacyjnych i uzupełniono je metodą wywiadu prze-
prowadzonego z redakcjami. Posłużono się najpierw ogólnopolskim rejestrem czasopiśmienniczym pt.
Wykaz polskich periodyków technicznych w opracowaniu M. Jasińskiej, wydanym przez CINTE w Warsza-
wie 1973. Następnie przeanalizowano spis wydawnictw, które są regularnie przeglądane przez Redakcję
Polskiej Bibliografii Analitycznej Mechaniki. Spis ten opublikowany jest w każdym zeszycie PBAM.

Te dwa narzędzia pomogły wyłonić tytuły związane z mechaniką, z których następnie wyeliminowano
czasopisma wydawane przez NOT, gdyż takie było założenie. Wytypowane czasopisma opisano, wydoby-
wając dość dużo danych z informatora CINTE, Resztę informacji zdobywano drogą wywiadu z Komitetami
Redakcyjnymi poszczególnych tytułów. Chodziło o orientację dotyczącą instytucji sprawczych, tradycji
czasopism, ich charakteru, topografii na terenie kraju, stosowanych technik poligraficznych, objętości
arkuszowej, nakładu itp.

Najdelikatniejsze pytanie dotyczyło recenzowania prac, ale wbrew pierwotnym obawom odpowiedzi
(jeżeli padały) były zdecydowane i jasne. Ze względów taktycznych nie zadawano jednak pytania o anoni-
mowość recenzji.

W wykazie uwzględniono periodyki o szeroko pojętej częstotliwości, zgodnie z obowiązującymi zasa-
dami nie włączając wydawnictw seryjnych, które są zaliczane do druków zwartych.

Ogółem wychodzi w PRL obecnie (poza czasopismami NOT) 88 tytułów naukowych wydawnictw
ciągłych z zakresu szerzej pojętej mechaniki teoretycznej i stosowanej, łącznie z dyscyplinami pokrewnymi,
jak np. teoria konstrukcji, inżynieria materiałowa, podstawowe problemy techniki itp., ale prawie bez
inżynierii lądowej i wodnej oraz budownictwa.

Opis każdego czasopisma składa się z następujących elementów:
1) Liczba porządkowa,
2) Tytuł czasopisma, jego instytucja sprawcza, miejsce wydania, nakładca, adres redakcji.
3) Czy istnieje Komitet Redakcyjny i czy prace przed publikacją są recenzowane. Odpowiedzi ozna-

czono umownie : + (pozytywna) i — (negatywna).
4) Stosowana technika poligraficzna.
5) Rok założenia, z którego wyliczamy tradycję czasopisma.
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6) Częstotliwość.
7) Roczna objętość w arkuszach.
8) Nakład poszczególnego zeszytu w tysiącach egzemplarzy.
9) Przez jakie wydawnictwa referujące czasopismo jest analizowane.
Wykaz jest ułożony alfabetycznie i opatrzony indeksem instytucji sprawczych. Na końcu zamieszczono

analizę podsumowującą oraz wyliczenia procentowe.
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ques, Warszawa, PWN
Warszawa, PKiN
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Łódzka Łódź, PWN,
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Kraków, PWN,
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Kraków, Cystersów 16

Mechanizacja Rolnictwa,
Warszawa, PWRiL,
Warszawa, Al Jerozolim-
skie 28

3

+

+

+
+

+

+

+

+

+

+
+

4

druk

druk

druk

druk

druk

mala
poi.

druk

pow.

druk

5

1971

1959

1978

1963

1969

1967

1963

1964

1952

6

nie-
reg.

kwart.

nie-
reg.

kwart.

rocz.

dwu-
mies.

dwu-
mies.

nie-
reg.

dwu-
tyg.

7

as 16,6

35,0

a; 22,2

50

5,0

19,0

45,5

a; 8,0

96,0

8

1,0

0,8

0,7

0,7

0,5

0,2

1,2

1,0

18,0

9

PBAM, RŹ,
AMR, SCI,
BS, MR

PBAM

PBAM,
AMR, RŹ,
MR

PBAM



686 BIULETYN INFORMACYJNY
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Nonlinear Vibration
Problems, Instytut Podst.
Probl. Techn. PAN,
PWN, Warszawa,
Świętokrzyska 21

Obróbka Plastyczna. Ze-
szyty Centralnego Labo-
ratorium Obróbki Plas-
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Poznań, Zamenhofa 2/4

Optica Applicata, Poli-
technika Wrocławska,
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Wyspiańskiego 27

Podstawowe Problemy
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Fiszera 14
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[Mechanika], adres j.w.
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Worcella 6/8
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Przepływowe, adres j.w.

Zeszyty Naukowe Poli-
techniki Łódzkiej —
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1970

1961

1969

1972

1975

Zeszyty Naukowe Poli-
techniki Poznańskiej,
Maszyny Robocze
i Pojazdy, adres j.w.

84 Zeszyty Naukowe Poli-
techniki Śląskiej,
Mechanika,
Gliwice, Strzody 18

85 Zeszyty Naukowe Poli-
techniki Świętokrzyskiej,
Mechanika, Kielce,
Tysiąclecia Państwa

86 Zeszyty Naukowe Poli-
techniki Świętokrzyskiej,
Nauki Podstawowe,
adres j.w.

87 Zeszyty Naukowe Aka-
demii Techniczno-Rolni-
czej, Mechanika i Bu-
downictwo,
Olsztyn-Kortowo
Zeszyty Naukowe,
Przemysłowy Instytut
Motoryzacji POLMO, druk
Warszawa,
Stalingradzka 23

Index instytucji sprawczych

AGH — 7 1 , 72.
AT-R Olsztyn — 87.
CLOP (Centr. Lab. Obr. Piast.) — 2 6 .
IPPT — 3 , 13, 15, 17, 18, 25, 29, 32, 66, 69.
Instytuty resortowe — 7, 30, 33, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 88.
Ośrodki Badawczo-Rozwojowe — 21, 23, 31.
PAN (bez IPPT) — 1, 2, 4, 5, 9, 12, 28, 34, 42, 65, 68, 70.
PWRiL — 24.
Politechniki:

Białostocka — 73.
Częstochowska — 74, 75.
Gdańska — 76.
Krakowska — 1 1 , 77, 78.
Lubelska — 4 3 , 44, 45, 46, 47, 48.
Łódzka — 1 0 , 79, 80, 81.
Poznańska — 82, 83.
Śląska — 84.
Świętokrzyska — 85, 86.
Szczecińska — 64.
Warszawska — 6 , 14, 49, 50, 51.
Wrocławska — 2 7 , 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 66, 67.
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WAT —8.
WEMA —16.
Towarzystwa Naukowe —19,20,41.
Zakłady konstrukcyjne — 22.

Podsumowanie

Ogółem wychodzi w PRL obecnie (poza czasopismami NOT) 88 tytułów naukowych wydawnictw
ciągłych i periodyków z zakresu szeroko pojętej mechaniki teoretycznej i stosowanej łącznie z dyscyplinami
pokrewnymi. Z tego regularnych czasopism — 30, ciągłych nieregularnych zaś — 58.

Instytucje sprawcze (zob. też Index):
25 tytułów (co stanowi 28%) wydawanych jest przez PAN, jej Instytuty, Komitety, Komisje i Towarzystwa
Naukowe.
45 tytułów (56%) wydają wyższe uczelnie, głównie politechniki.
16 tytułów (18%) wydają instytucje związane z przemysłem.

Geografia czasopism mechanicznych
34 tytuły (39%) wydaje się w Warszawie, 55 tytułów zaś (63%) w różnych miastach wojewódzkich. Wśród
tych ostatnich prym wiedzie Wrocław, gdzie ukazuje się 14 (16%) tytułów.
Także 50% czasopism o charakterze przemysłowym wydawane jest w Warszawie.

Wiek czasopism
Zdecydowana większość czasopism (prawie 50 tytułów = 57%) ma 20 - 30 letnią tradycję. W latach:
1969 i siedemdziesiątych powstało 35 (40%) tytułów, głównie związanych z uczelniami, czyli powstałych
prawdopodobnie w wyniku reorganizacji szkolnictwa wyższego.

Charakter wydawnictw
Wśród wszystkich analizowanych — 81 tytułów (92%) publikuje prace źródłowe, 7 zaś (8%) czasopism
ma charakter przeglądów dokumentacyjno-informacyjnych.

Komitety redakcyjne, recenzje prac
Prawie wszystkie wydawnictwa (87 tytułów) mają swoje komitety redakcyjne. Recenzje prac przed ich
drukiem stosuje większość redakcji. Udało się stwierdzić, że 69 (78%) czasopism recenzuje prace. Autorka
jednak nie czuła się upoważniona do zbadania trybu przeprowadzanych prac recenzyjnych, w związku
z czym nie wykryto stopnia jawności bądź anonimowości recenzji. Ustalono jedynie, że:

—• zdecydowanie nie recenzuje— 6 tytułów (w tym 4 PAN-owskie) = 7%,
— polega na rekomendacji — 1 tytuł (1,1%),
— nie ustalono —12 przypadków (14%).
Techniki poligraficzne

Drukiem, ze składu wydaje się — 42 tytuły (48%),
metodą małej poligrafii —46 tytułów (52%).

Objętość arkuszowa
Tutaj uzyskane dane są najmniej precyzyjne, gdyż dla wydawnictw ciągłych nieregularnych rocznego
zużycia arkuszy wydawniczych nie ustala się ściśle z góry. Ponieważ zaś nieregularnych tytułów mamy
aż 58, tabelki w tych miejscach i dla tych tytułów podają liczby średnie, wyprowadzone z rocznych wielkości
zużytych arkuszy. Zatem szacujemy, że na wszystkie wydawnictwa ciągle i czasopisma z mechaniki wyko-
rzystuje się rocznie około 2000 arkuszy wydawniczych. .

Nakład

Czasopisma te ukazują się w niskich nakładach. Waha się on w granicach od 120 egzemplarzy do 18 000
egzemplarzy. Przeważająca liczba (59 tytułów m 67%) nie przekracza nakładów 500-egzemplarzowych,
w tym nawet 38 (43%) tytułów wychodzi w liczbie 150 - 200 egzemplarzy. 17 tytułów (19%) ukazuje się
w nakładach do 1000 egz. Tylko 1 tytuł dotyczący mechanizacji rolnictwa drukowany jest w nakładzie
18 000 egzemplarzy.
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Znaczenie czasopism
Zainteresowanie, jakie budzą polskie wydawnictwa naukowe z zakresu mechaniki, odczytujemy z czaso-
pism referujących, które analizują produkcję piśmienniczą ze swoich zakresów tematycznych i geogra-
ficznych.

Z naszych 88 tytułów omawiane są:
— przez Polską Bibliografię Analityczną Mechaniki (PBAM) — 63 tytuły (72%),
— przez Referativnyj Źurnał (RŹ) _ 18 tytułów (20%),
— przez Applied Mechanics Review (AMR) —15 tytułów (17%),
— przez Mathematical Review (MR) 7 tytułów (8%),
— przez Bulletin Signaletique (BS) 3 tytuły (3,4%),
— przez Science Citation Index (SCI) 3 __,,
— przez wszystkie razem 3 _ §

Zatem tylko 3 tytuły z całej badanej „populacji" przeszły z powodzeniem wszystkie ogniwa selekcji
światowej i ostały się w SCI, co uznaje się zwykle za równoznaczne z dobrym światowym poziomem nau-
kowym nie tylko we własnej dyscyplinie. Zważywszy, że filadelfijski index cytowań uznał w r. 1966, iż
zaledwie 17 polskich czasopism naukowych jest „godne" reprezentować całe naukowe czasopiśmiennictwo
polskie widzimy, że prawie 18% z tego, to nasze periodyki z zakresu mechaniki. Są to następujące pozycje
tabelki: 3, 9, 17.

Natomiast selektywne narzędzie wewnątrzdypscylinowe referujące literaturę światową, jakim jest
Applied Mechanics Review, omawia 15 naszych tytułów. Dotyczy to następujących pozycji: 1, 2, 3, 4, 9,
15, 17, 19, 25, 34, 65, 66, 68, 69, 70.

Applied Mechanics Review, który analizuje prace naukowe o dobrym i co najmniej średnim światowym
poziomie, corocznie omawia około 120 prac autorów polskich, opublikowanych przede wszystkim w wyli-
czonych powyżej tytułach czasopism. Sam fakt, że trafiają one do selektywnego światowego rejestru biblio-
graficznego, jest już pewną korzystną ich oceną merytoryczną i świadczy o tym, ze z „powodzi" światowego
piśmiennictwa swej dyscypliny prace te wybijają się na czoło.

Aleksandra Królikowska
Biblioteka IPPT PAN
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T. LEHMANN, Some considerations on the constitutive law in thermoplasticity 3
PaCCy>KfleHHH O KOHCTVTHBHblX 3aK0HaX B TepiHonJiaCTHiIHOCTH.

Rozważania o prawach konstytutywnych w termoplastyczności.
K.P. HERMANN, J. M. MIHOVSKY, Plastic zone size of Dugdale type cracks in a self—stressed 25

tvvo-phase medium with partially plastified matrix material
Paauep nJiacTuHHoft 3OHH TpemnHM, Tuna JJarfleHjiji, B npeflBapmejrbno HanpHHteHHofi
flByxdpa3Hott cpefle, c qacTHmo njiacTnuecKHM MaTepiiajioiw »aTpnu,bi.
Zasięg strefy uplastycznienia szczelin typu Dugdale'a we wstępnie naprężonym ośrodku dwu-
fazowym z częściowo uplastycznionym materiałem matrycy

E. WŁODARCZYK, A. WIŚNIEWSKI, O propagacji frontu fali bocznego rozprężenia gazowych produk- 41
tów detonacji w ładunku komutacyjnym,
O pacnpocipaHeHHH ihpoirra BOJIHW SOKOBOTO pacuitipeiuifi ra3oBwx npoflyuTOB fleronaunii
B KyAiyjiHqi-ioiiHOM 3apnf(e.
Propagation of lateral-expansion wave front of gaseous detonation products in a cumulative
charge

J.T. PINDERA lsodyne photoelasticity and gradient photoelasticity: Physical and mathematical 53
models, efficacy, applications
H3oflHHHa« u rpafleHTHaH dpoToynpyrocTt. <t>H3jrnecKHe H iwateMaTiwecKne Moflejin, BO3MO>K-
HOCTH H npHMCHeHHH.

Elastooptyka izodynowa i gradientowa. Modele fizyczne i matematyczne, możliwości i zastoso-
wanie,

P. WESOŁOWSKI, Some practical problems of displacement and strain measurement by incoherent 69
superposition of interferograms
HeKOTopbie npaimraeci<H npo6jieMti H3MepeHirił nepeMemeHHH H fle4>opMai<iu"i npn HHKO-
repeHTHoft cynepno3HĘHH HHTepdpeporpaMM
Pewne problemy pomiarów przemieszczeń i odkształceń przy niekoherentnej superpozycji
interferogramów

M. LECH, I. M R U K , J. STUPNICKI, Badania chropowatości powierzchni metodą immersyjną inter- 77
ferometri holograficznej

inepexoBaTocTH noBepxHocreH HMMĆPCHOHHBIM MeToaoM ronorpa4)HnecKofi

Investigations of surface roughness by use of immersion method of holographic interfero-
metry

P. KUBSKI, W. LEWANDOWSKI, Komórkowo-kominowy charakter konwekcji swobodnej od izo- 93
termicznych, poziomych powierzchni wymieniających ciepło w przestrzeni nieorganicznej
JfaeHKo-TpytHoft xapaicrep ecrecTBeHHofl KOHBeKmiH oi n30TepMH*iecKHX noBepxHocieft flo
HeonpefleneuHoro iipocrpaHCTBa
Cellural — plumer character of natural convection from isothermal, horisontal surfaces in
in unlimited space

J. ZIELINSKI, Procesy turbulentnego transportu, pędu i ciepła w przepływie zapalisadowym 107
rirxmeccti Typ6yjieHTHoro TpaHcnopia KomwecTBa HBHweHHH a Tenna B Teqeinm 3a pealeT-
KOH ujnrr.
The turbulent heat and momentum transfer behind a row of blades.

J. CIELECKA, S. KONIECZNY, Equations of the shells with inclusions order along of the parameter lines 115
YpaBHeHHe o6oJioueK c HHKzno3HMH BfloJiŁ o#Horo ce«eJłciBa napaMerpir-iecKHX JIHHHS
Równania powłok z inkluzjami wzdłuż jednej rodziny linii parametrycznych

B. MICHALAK, Metoda elementów skończonych dla płyt warstwowych o wyższego rzędu rozkładzie 125
funkcji ruchu po grubości płyty

KOHetrabix sjieiweirroB fljra yTotffleHHoft Teopmi cnoHCTtrx nnacTHH,
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The finite element method for laminated plates with a high-oder theory of plate deformation
W. OSTACHOWICZ, Hybrydowa metoda elementów skończonych w zagadnieniu kontaktowym 135

FitópHflHbiS MeTOfl KOHeiHoro SJieMeHTa B KoimiKTHMX 3aflayax
Hybrid finite element method in contact problems

W. BLAJER, J. MARYNIAK, Uproszczona analiza ustalonego korkociągu samolotu 151
ynpomeHHbrii aHaitH3 yeraHoBiiBiuerocH iinonopa caiwojieTaj
Simplified study of airplane steady spin

W. BIAJER, J. MARYNIAK, Ustalony korkociąg samolotu. Warunki równowagi 159
ycTaHOBHBiiieHca nrronop caMOJieTa, VCJIOBHH paBnoBecan
Equilibrium conditions of airplane steady spin :

K. SZABELSKI, Drgania ukfadu samowzbudnego z wymuszeniem parametrycznym i nieliniową 171
sprężystością '
KojieSaHHS caMOB036y>KAaiomeft ciicreMbi c napaiweTpiraecKHM BO36yiKp;eHneM. K Hejinneimoit
ynpyrocTBio '•••'; • ••
The vibrations of the self-excited system with the parametric extortion and non-linear elasticity

B. BOCHENEK, A. GAJEWSKI, Jednomodalna i dwumodalna optymalizacja ściskanych prętów drga- 185
jących,
OflnoMOflejibnaH H 6HMoflajiŁnaH onTHMam-raaniM Kone6jiK>merocH OKMiaeMoro d e p u t a t
Single and bimodcl optimization of vibrating compressed bar

B. BOCHENEK, Optymalne kształtowanie modelu łuku o osi ściśliwej . 187
0nTHMH3aHHH apKH CO OKHMaeMOH OCblO
Optimization of an arc with compressible axis i

R. ŚwiTKA, B. HUSIAR, Dyskretna analiza modeli Teologicznych 209

Discrete analysis of reological models
M. KMIECKT, Przyrostowe równania nieliniowej teorii płyt z naprężeniami i ugięciami początkowymi 235

w zakresie sprężysto-plastycznym materiału
HHKpHMeHTHbie ypaBHCHHH IieHHHeHHOH TCOpilH IIJiaCTHHOK C HaHajIbHblMH HanpH>KeinWMH
11 nporuGaMH B ynpyroiiJiacTiFiecKOH oSjiaciH :
Incremental equations of nonlinear theory of plates with initial deflections and stresses in ela-
stic-plastic range

Z. ŚLODERBACH, T. SAWICKI, Wpływ parametru wzamocnienia na zachowanie się grubościennej sprę- 255
żysto-plastycznej kuli obciążonej gradientem temperatury
BjjHHHHe napaittexpa ynpoTHeHHH na noBefleiuie TonciocTeHHoro ynpyro-ruiacTH^iecKoro mapa
nofl Harpy3K0H TeMnepaiypbi
Elastic-plastic behaviour of thick-walled sphere of work — hardening material subject to a radial
temperature gradient

B. LECHOWICZ, Z. PIEKARSKI, Optymalizacja przy jawnej zależności równań stanu od wartości brzego- 271
wycłi zmiennych stanu
OnTHMaJiH3au,HJi n p n 3aBHCHMocrn ypaBHeHHii COCTOHHHH OT KpaeBbix SHanumai nepeMeH-
HblX C0CTOHHHH . i

Optimization for a dependence between state equations and boundary values of state variable
B. ROGOWSKI, A transversely isotropic layer pressed onto a rigid base with a protrusion or pit 279

TpaHCBepCajlbHO-H3OTpOHHŁrił CJIOH npiDKHMaeiHblH K H<eCTKOMy OCHOBaHHIO C BbICTynOM H.TH

Warstawa poprzecznie izotropowa dociskana do sztywnego podłoża z wzniesieniem albo za-
głębieniem i- •• '''•'•• . : - . • ' • •

M. SARNA, Fuzzy sets in adequacy description of mathematical models of mechanical systems 229
Pa3MHTHe MHomecTBa B omicaHHH a«eKBaTHocTH MaTeMainqecKHx Mosejień TexmrqecKHX
MexaHiraecKHx CHCTCM : . . - . • • . .
Zbiory rozmyte w opisie adekwatności modeli matematycznych technicznych systemów me-
chanicznych ; •:
Biuletyn Informacyjny • •, ,"••••"' • • 313
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Cz. WOŻNIAK, Constraints in constitutive relations of mechanics. 325
CBJMM B onpeflejiHiomax ypaBHeHHHx MexaHHKH.
Więzy w porównaniach konstytutywnych mechaniki.

E. WŁODARCZYK, Zamknięte rozwiązanie problemu propagacji niestacjonarnej płaskiej lali ude- 343
rzeniowej w suchym gruncie piaszczystym.
3aM;aryToe peuierme npoGneww pacnpocrpaHeHiiH HecramionapnoH naoCKoii yflapnoii BOJIHM .
B cyxoM nectiaiioM rpyHTe.
Closed form solution to the propagation problem of a non-stationary plane shock wave in
a dry sandy soil.

S. WIŚNIEWSKI, Stateczność drgań parametrycznych wału napędzającego mechanizmy rozmiesz- 355
czoce rzędowo.

KoneQaiuift 6ana seflymero p>ifloBo pacnojio>i<eHHbie Mexa-

Parametric vibration stability of a drive shaft for mechanisms spaced in a row.
W. WAIXZAK, M. KOTEŁKO, Stateczność prostokątnych płyt przekładkowych o zmiennej sztywności 363

wypełniacza.
UpHMOyroJILHblX, TpeXCJIOHHbK nJiaCTMH O nepeMCHHOft >KeCTKOCTII 3anOJIHH-

Stability of rectangular sandwich plates at variable rigidity of the plate core.
E. WAUCKI, J. SAWICKI, Numeryczna analiza przepływu MHD w kanale 379 z niesymetrycznym 379

rozszerzeniem.
•̂ łHCJieHHŁiM aHajiH3 TeHeiiHH MFJI B KaHajie c necMHMeTpHHUbiM pacuiapeHneM.
Numerical analysis of MHD flow in the channel with a unsymmetrical cavity.

T. LEWIŃSKI, TWO versions of Wozniak's continuum model of hexagonal-type grid plates. 389
JjBe KOHTHHyajiBHbie Mo^ejiH (no Bo3HaKy) reKcaroHanBHbix ceiqaTtrx imacnmoK.
Dwa Jcontynualne modele (typu Woźniaka) heksagonalnych tarcz siatkowych.

T. LEWIŃSKI, Differential models of hexagonal-type grid plates. 407
,HHdxpepeHij(HpoBaHHi>ie Moflenn reKcaronajibHbix ceraaTbix nJiacranoK.
Różniczkowe modele heksagonalnych tarcz prętowych.

J. ZIELNICA, Linearized equations of stability of elastic-plastic conical shell including the effects 423
of passive processes.
JInHepH3airnH ypaBHemifi yripyro-ruiacHMecKOH ycroftuHBociH KomwecKoii OOOJIOMICH
c yqeioM pa3rpy3KH. • , .
Lincaryzacja równań stateczności sprężysto-plastycznej powłoki stożkowej z uwzględnieniem
procesów biernych.

J. MARYNIAK, K. MrcHALEwrcz, Z. WINCZURA, Wpływ warunków zrzutu na ruch zasobnika w po- 433
bliżu nosiciela i parametry upadku.
BjiHHHire ycjioBHH c5poca na flBH>KeHne aBHaqiioHHoro KOHTefiHepa 6JIH3KO Hoctwean it na-
paiweTpfei ero naAaHHH.
Influence of the dropping conditions on the container motion near carrier and on the impact
parameters.

W. BLAIER, Badanie stateczności samolotu w ustalonym korkociągu. 445
HcnŁiTaHira ycTofwuBocru caiwojieTa BO BpeMH ytrraHoBUBinerocH niTonopa.
A study of airplane motion stability in steady spin.

A. DĄBROWSKI, Z. BURDA, Dynamika jednokulkowego korektora pionu sztucznego horyzontu. 453
JfcHHaMiprecKHfi aHajiH3 .MexammecKoro Koppercropa BepniKajiH no aBiiaropH3OHTy.
Dynamical analysis of the mechanical Erector for Gyro-Vertical.

B. ROGOWSKI, Thermal stresses in a transversely isotropic layer containing an annular crack. Tensile- 473
and shear — type crack.
TeruioGbie Hanpa>tceHiui B TpaHCBepajibHO-iraoTponno.vi cjioe c KOJibijeDoii Tpeimmoii. Pac-
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Naprężenia cieplne w poprzecznie izotropowej warstwie z pierścieniową szczeliną. Rozwieranie
i ścinanie szczeliny.

M. ŻUKOWSKI, Structures on the partly elastic subsoil. 493
Ba3HMofleńcTBHe KOHCTpyrauni c wacraraio ynpyrHM ocHoBamieju.
Współpraca konstrukcji z częściowo sprężystym podłożem.

K. MAJORKOWSKA-KNAPP, Fale sprzężone mechano-termo-elektryczne w stałym ośrodku piezo- 509
elektrycznym.
ConpjM-ceHHbie Mexano-TepMo-sJieKxpi-raecKHe BOJIHW B m>e3O3Jiei<TpiraecKHX cpe/iax.
Coupled mechano-lhermo-eleclric waves in solid piezoelectric continuum.

J. BIELSKI, J. SKRZYPEK, Analiza stateczności procesu dużych odkształceń sprężystych powłoki 525
cylindrycznej przy dwukierunkowym rozciąganiu.
ycToHUHBocTb npou,ecca 6OJII>HIHX ynpyrux necisopiwamifi uiiJiHBflpH^iecKofi O6OJICMKH B cny-

Stability of the process of large elastix strains of a cylindrical shell at biaxal tension'.
K. SZUWALSKI, Idealnie sprężysto-plastyczna tarcza o profilu hipcrbolicznym. ; ' 539

HAeajibHoynpyro-nnacTHqecKHHflHCKrHnep6oJra-qecKoronpor()HJi«. • ' • •
Perfectly elastic-plastic hyperbolic disk.

P. WITAKOWSKI, E. KAMIENIOBRODZKA-OLSZEWSKA, Termodynamika betonu w warunkach późa- 549
rowych.
TepMOflHiiaMiiKa Serom B no>i<apiibix J'CHOBHHX.
Thermodynamics of cencrete in fire conditions.

J. PIWNIK, Niejednorodność plastyczna stopu PA2 w procesie wyciskania. 565
ILiacnroecKa}! HeoflHopoflHocTi. npn npeccoBaifflH cnjiaBa ITA2. . - . : . .
Nonhomogeneity of the plastic properties of alloy PA2 during extrusion.

T. SADOWSKI, Dwoistość równowagi w stanach czystego zginania. ' •••' 575
Bii(j)ypKaqHOHnoe paBHOBecne B COCTO^HHHX MHCTOTO H3rn6a. ' "'•• '

Bifurcation equilibrium in pure bending states.
M. WĄGROWSKA, Osiowo symetryczne zagadnienia mikropolarnej teorii plastyczności. • 595

AKCajlbHO CHAlMeTpHHIIble SaAaMH AlHKponOJIłlpKOH TeÓpHH njiaCTIWHOCTH.

Axialy symmetric problems of the micropolar theory of plasticity. ' '
Z. RYCHTER, Zredukowane liniowe równania powłok o wolno zmiennych krzywiznach. ' 613

ynpomeHHbie JnoieiiHwe ypaBireunsi o6ono^ei< c MeflHeHHo H3MeHnioiUHMHCa i<pnBH3HaHH/
Reduced linear equations of shells with slowly varying curvatures. :

J. GRABOWSKI, Wybocżenie prętów stalowych poddanych wstępnym wydłużeniom trwałym. : ' 621
IToTepn ycToiiuHBocTii MajitHLix cTep>Mieii noflBepTHyTwx npeflBapHTejiŁHMsi CTOHKHM

y
Buckling of steel bars initially overtrained in tention.

E. BOBULA, Odpowiedź na list J. Waclawika do Redakcji Mechaniki 637
Teoretycznej i Stosowanej.
Nota Redakcyjna 639
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Tom 23, Zeszyt 1

Profesor Antoni Sawczuk. . 3
B. SKALMIERSKI, Kształt skrzypiec a elastyka Eulera. 7

B H H CKpiflmn a ajiacTHKa 3fuiepa.
Shape of the violin and Euler's elastics.

W. FRYDRYCHOWICZ, M. C. SINGH, Group theoretic technique for the similarity solution of a non- 19
linear elastic rod subjected to velocity impact.
PeiueHHe noflo6iin HenitHeHHoro ynpyroro cxepwuH noa BO3AeftcTBneM iiamyJiLca CKO-
poCTH c noiwoupo Meiofla rpynnoBtix npeo6pa3oBaHHił.
Transformacja podobieństwa w przypadku zagadnienia nieliniowego pręta sprężystego pod
działaniem impulsu prędkości przy pomocy metody przekształceń grupowych.

A. RADZIECKI, Metoda rozwiązywania równań ruchu przy inercyjnych obciążeniach ruchomych. 39
Meroji pememra ypaBHemffl flBiiweiura npa HHepTHwx noflBH>KHbix narpy3i;ax
A method of solving equations of motion for inert moving loads.

T. LEWTNSKI, Physical correctness of Cosserat-type models honeycomb grid plates. 53
AHajni3 4)H3Hlieci<oft npaBimbHocTH Moflejieii THna KoccepaTOB AJIH cei iaTux reiccarojiajib-
JiblX nJiaCTHHOK
Analiza fizycznej poprawności modeli typu Cosseratów prętowych tarcz heksagonalnych.

J. MUSTKOWSKI, Wpływ grubości na nośność graniczną i stan odkształcenia płaskich elementów 71
z karbami prostokątnymi o różnej ostrości.
BjwflHHe TOJUHHHM Ha necymyio cnoco6HocTb njiocKHX CTepHtHeii c npHmoyroJiwibiMii nan-
pe3a.Mi1 o pa3JttmH0H reomeTpHH.
The influence of the thickness on the yield load of elements with a rectangular notch of various
geometry. .

K. GRYSA, Graniczne zagadnienie odwrotne dla równań falowych. 81
rpamłiHbie oBpaTHtie 3aflaqn fljiH BonHOBoro ypaBHeHHH.
Boundary inverse problems for wave problems.

R. NAGÓRSKI, Jednowymiarowy ciągły model stateczności sprężystej siatkowych dźwigarów po- 97
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